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1.Prefacio 
 

La teoría de los números desde sus orígenes siempre nos ha proporcionado problemas que en 
muchos casos son de fácil planteamiento, pero no así la solución. El estudio de los enteros no 
ha cesado desde la época euclidiana. Se estudian sus divisores; la suma de ellos; los primos 
que son factores; las clases de equivalencia a las que pertenecen y así podríamos proporcionar 
una lista muy grande de puntos de interés para estudiar a los enteros. Una de las vertientes de 
estudio que nos ha interesado es la que corresponde a las representaciones aditivas de un 
entero, es decir, las maneras en las que se puede expresar a un entero como suma de otros 
enteros.   

Este trabajo de tesis se empezó a gestar cuando estudiábamos los problemas que plan-
teó Fermat, aquéllos que enuncian que todo número es: “o bien triangular, o bien la suma de 2 
o 3 números triangulares. Cuadrado, o suma de 2, 3 o 4 cuadrados. Pentagonal, o suma de 2, 3, 
4 o 5 pentagonales. Y así sucesiva e indefinidamente, ya sea hexagonales, heptagonales o poli-
gonales cualesquiera, pudiéndose enunciar según el número de ángulos”. 

Por otro lado, no tardamos en llegar a los conocidos problemas de Edward Waring, 
aquéllos que planteó en sus Meditationes Algebraicae [Waring 1991]. El problema se describe 
así:  todo número natural puede expresarse como suma de no más de 4 cuadrados, 9 cubos, 19 
cuartas potencias y en general 𝑠 potencias 𝑘-ésimas positivas. En notación decimos que, para 
toda 𝑘 denotamos como 𝑔(𝑘) al mínimo números de potencias 𝑘 necesarias para representar 
todos los enteros. Por ejemplo, para 𝑘 = 1, 𝑔(1) =  1; para  𝑘 =  2, 𝑔(2)  =  4; para  
𝑘 =  3, 𝑔(3)  =  9; 𝑘 =  4, 𝑔(4)  =  19. La conjetura de Waring nos dice que para toda 𝑘 
existe 𝑔(𝑘), con 𝑔(𝑘) < ∞.   
En 1909 David Hilbert demostró que 𝑔(𝑘) siempre existen para toda 𝑘, y con esto se tenía que 
la conjetura de Waring sí era verdadera, pero quedó la duda de cómo son las imágenes de 
𝑔(𝑘) para cualquier 𝑘.  

Estos problemas de representación aditiva de enteros nos llevaron a explorar en pri-
mera instancia la función ‘cantidad de representaciones’ para un entero si lo expresamos como 
suma de cubos, pentagonales o cualquier conjunto generador de las representaciones. Por 
ejemplo, si pensamos en sumas de cuatro cuadrados, entonces con el número 31 pasa que 

31 = 52 + 22 + 12 + 12 = 32 + 32 + 32 + 22 

y es claro que la representación como suma de cuatro cuadrados no tiene porque ser única, en 
este caso mostramos dos formas y podrían ser más. 

Para explorar las funciones ‘cantidad de representaciones aditivas’ empleamos un 
software creado especialmente para el profesor César Guevara, y con él pudimos visualizar y 
extraer información importante sobre las cantidades de representaciones como suma de cua-
drados, cubos y hasta decimas potencias. Para el caso de poligonales empezamos con suma de 
triangulares y terminamos con decagonales.  

A partir de la exploración computacional pasamos al análisis teórico y nos planteamos 
trabajar con las representaciones donde ya no sólo se usan, en particular, 𝑘-ésimas potencias 
o poligonales, ahora las representaciones estarán formadas con sumandos tomados de la ima-
gen no negativa de funciones polinomiales 𝑓(𝑥). 

 
Problemas por abordar en este trabajo 
Otra de las vertientes actuales de investigación en los problemas aditivos corresponde a las 
representaciones de un número natural como suma de alguna cantidad fija de números que 
forman parte de un conjunto determinado.  

Sabemos que todo natural puede escribirse como suma de otros números naturales, si 
fijamos una cantidad  𝒔 de sumandos, además, consideremos 𝑓: ℕ0 → ℕ0 tal que 𝑓(ℕ0) es el 
conjunto del cual tomamos los sumandos, entonces es pertinente preguntarnos ¿de cuántas 
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formas podemos escribir el natural 𝑛 como suma de 𝑠 números del conjunto de sumandos 
tomados de 𝑓(ℕ0)? De esta interrogante surgen dos casos, cuando nos importa el orden de 
los sumandos y cuando no, es decir, calcular  𝑟𝑓,𝑠(𝑛) 𝑦 𝑟𝑓,𝑠

∗ (𝑛). La complejidad de la solución de 

estos problemas depende de la función 𝑓  que es la que genera los conjuntos de sumandos. 
Los casos que aquí nos interesan son más complicados cuando no importa el orden.  

Analizaremos las propiedades de 𝑟𝑓,𝑠(𝑛), 𝑅𝑓,𝑠(𝑛), 𝑟∗
𝑓,𝑠(𝑛), 𝑅∗

𝑓,𝑠(𝑛) en casos tan gene-

rales como sea posible y proponemos una conjetura sobre una forma sencilla de aproximar 
dichas funciones, que será respaldada por los datos generados computacionalmente. 
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2.Introducción 
 

Este trabajo de tesis está distribuido de la manera que ahora se indica. 

Al Inicio se proporciona una lista con la notación que se considera importante tener presente 
para facilitar la lectura de este trabajo. Se tomará como base la notación utilizada en los traba-
jos de Nathanson [1996], pero con algunas modificaciones; también se usará notación propia, 
la cual podría hacer más manejable el problema de las representaciones en el cual resulta con-
veniente un tránsito fluido entre el conjunto asociado a las representaciones de un entero 𝑛 
que son ℜ𝑓,𝑠(𝑛), también  la cantidad de representaciones de un entero 𝑛 que son 𝑟𝑓,𝑠(𝑛) y la 

cantidad de representaciones acumuladas 𝑅𝑓,𝑠(𝑛) por mencionar algunos casos de la notación. 

 
Los capítulos de la tesis son éstos: 

3.Antecedentes. Se hará un recorrido de los hechos principales relacionados con el problema 
de las representaciones aditivas de los naturales. 

 

4.Números poligonales y cantidad de representaciones como sumas de números po-

ligonales. Este capítulo se dividirá en tres partes, en la primera parte se verán propiedades 

generales de los números poligonales. 

En la segunda se analizarán algunas propiedades de los números decagonales y a partir 

de ellos será posible construir números con la característica de que se podrán exhibir por lo 

menos 𝑚 representaciones, para cada entero, que sean suma de decagonales. Después se 

dará una cota inferior de 𝑅𝐷,10(𝑛) la cual permitirá inferir resultados sobre  𝑟𝐷,10(𝑛). Ensegui-

da se proporciona una desigualdad que mostrará la relación cercana entre la cantidad de re-

presentaciones de 𝑛 como suma de 10 decagonales cuando importa el orden de los sumandos 

𝑟𝐷,10(𝑛) y la cantidad de representaciones de 𝑛 como suma de 10 decagonales cuando no im-

porta el orden de los sumandos  𝑟𝐷,10
∗ (𝑛). Es decir, mostraremos que visualizadas como fun-

ciones, ellas comparten muchas de sus propiedades, y que al analizar la cantidad de represen-

taciones acumuladas hasta 𝑛 como suma de 10 decagonales cuando importa el orden de los 

sumandos 𝑅𝐷,10(𝑛), así como la cantidad de representaciones acumuladas hasta 𝑛 como suma 

de 10 decagonales cuando no importa el orden de los sumandos 𝑅𝐷,10
∗ (𝑛), resulta que son 

válidas las mismas ideas, es decir,  se pueden analizar esencialmente de la misma manera.  

En la tercera parte veremos que el hecho de ser diez decagonales no es una condición 
necesaria para el análisis que se presentó, lo importante es que en su totalidad los resultados 
pueden generalizarse a una cantidad 𝑙 de 𝑙 −gonales, y más aún, pueden generalizarse a 
una cantidad 𝑠 de 𝑙 − gonales, bajo cierta condición sobre el valor de 𝑠. Además, a través de 
una cota superior para  𝑅𝐿,𝑠(𝑁) daremos otros resultados sobre 𝑟𝐿,𝑠(𝑛). 

 

5.Cantidad de representaciones como sumas de potencias. En este capítulo damos lugar 
a un estudio más amplio del uso de potencias para representar a cualquier entero positivo, es 
decir el uso de 𝑠 elementos que sean potencias 𝑘 de un entero con 𝑘 fijo o 𝑟𝐾,𝑠(𝑛). Extende-

remos algunas de las propiedades del Capítulo 4. Números poligonales y cantidad de representa-

ciones como sumas de números poligonales y agregaremos otras. Para simplificar las pruebas de 
dichas extensiones haremos uso de las representaciones canónicas para polinomios entero 
valuados.  

También veremos que es una condición suficiente que 𝑠 > 𝑘 para que la función 
𝑟𝐾,𝑠(𝑛) no esté acotada como función de 𝑛, y aunado a lo anterior veremos el hecho de que es 

creciente como función de 𝑠. Además se mostrarán cotas para  RK,s(n) y RK,s
∗ (n), donde defi-
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nimos a RK,s
∗ (n) como la cantidad de representaciones acumuladas donde sí importa el orden 

de los sumandos, es decir, RK,s
∗ (N) = ∑ rK,s

∗ (n)N
n=0 , y respectivamente la expresión es seme-

jante para el caso de RK,s(n). Finalmente extenderemos algunas ideas de  Sierpinski, Hardy y 

Landau, sobre suma de dos cuadrados como puntos de la retícula ℤ2 en el interior de un círcu-
lo, a suma de s potencias 𝑘 como puntos en el interior de un hipertopo en la retícula ℤ≥0

𝑠. 

 

6.Cantidad de representaciones como sumas de números polinomiales. Comenzare-
mos este capítulo con una caracterización para los polinomios entero-valuados de grado 2. 
Veremos que las propiedades del Capítulo 5. Cantidad de representaciones como sumas de poten-

cias se pueden extrapolar a las potencias sin necesidad de hacer mayores modificaciones. Da-
remos unas cotas para las funciones 𝑅𝑃,𝑠

∗ (𝑛) y 𝑅𝑃,𝑠
 (𝑛) haciendo uso de una generalización de 

las cotas del Capítulo 5. Cantidad de representaciones como sumas de potencias y una extensión 
de las ideas de Landau y Sierpinski. Posteriormente se verá que las propiedades se deben 
esencialmente al hecho de que las potencias y los números poligonales son polinomios por lo 
cual se pueden generalizar la mayor parte de los resultados del Capítulo 5. Cantidad de repre-

sentaciones como sumas de potencias. Concluiremos el capítulo mostrando que si 𝑘 -el grado del 
polinomio- es igual que 𝑠 -la cantidad de sumandos- entonces nos es posible extender los re-
sultados del Capítulo 5. Cantidad de representaciones como sumas de potencias. 

 

6.Cantidad de representaciones como sumas de Números en sucesiones. Veremos que 

no todas las sucesiones son bases asintóticas de orden finito por ejemplo pasa con la sucesión 
de Fibonacci o con los números de Fermat. Para esto usamos una generalización de las cotas 
para la cantidad acumulada de representaciones 𝑅𝜀,𝑠(𝑛). También veremos una condición 

suficiente para garantizar que la función 𝑟𝜀,𝑠(𝑛) no sea acotada, ésta la ocuparemos para ver 

que la función de representación como suma de dos primos no es acotada. Además, se analiza 
una condición para la monotonía de 𝑟𝜀,𝑠(𝑛) como función de 𝑠 y una cota inferior para el orden 

de una base asintótica.  
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3.Notación y definiciones  
 
(página 5)  
ℕ0 Los enteros no negativos  

ℕ0 = ℕ ∪ {0} = {0,1,2,3,4,5, … }. 
 

(página 23) 
 𝛿(𝑃(𝑥)) Grado de un polinomio 

Sea 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑘𝑥𝑘 + 𝑎𝑘−1𝑥𝑘−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥  + 𝑎0 con 𝑎𝑘 ≠ 0 el grado de 𝑃(𝑥)  

es   𝛿(𝑃(𝑥)) = 𝑘. 

 

(página 34)  
Función entero-valuada 
Decimos que 𝑓(𝑥) es una función entera valuada si  

Para toda 𝑥 ∈ ℕ0  → 𝑓(𝑥) ∈ ℕ0. 
Ejemplo  

𝑇(𝑥) =
𝑥(𝑥+1)

2
= ∑ 𝑗 𝑥

𝑗=0   la cual es entera para toda x entera 

𝑇(0) = 0, 𝑇(5) = 15, 𝑇(100) = 5050. 
 

(página 33) 
𝑏𝑘(𝑥) Polinomio binomial 

𝑏𝑘(𝑥) = (
𝑥
𝑘

) =
𝑥(𝑥−1)…(𝑥−𝑘+1)

𝑘!
.  

Ejemplo 

𝑏1(𝑥) = 𝑥, 𝑏3(𝑥) =
𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

6
, 𝑏5(𝑥) =

𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 − 4)

120
 . 

 

(página 34)  
Forma canónica de un polinomio entero-valuado 

𝑝(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖 ∗ 𝑏𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=0

. 

Ejemplo  

𝑇(𝑥) =
𝑥(𝑥 + 1)

2
=

𝑥(𝑥 − 1)

2
+ 𝑥 = 𝑏2(𝑥) + 𝑏1(𝑥). 

 

(página 22)  
∆𝑓(𝑥) Diferencial entera  

∆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥). 
Ejemplo  

∆𝑇(𝑥) = 𝑇(𝑥 + 1) − 𝑇(𝑥) = ((
𝑥 + 1

2
) + (

𝑥 + 1
1

)) − ((
𝑥
2

) + (
𝑥
1

))

= ((
𝑥 + 1

2
) − (

𝑥
2

)) + ((
𝑥 + 1

1
) − (

𝑥
1

)) = (
𝑥
1

) + 1. 

 

(página 22)  
∆𝑛𝑓(𝑥) 𝒏-ésima diferencial entera  

∆𝑛𝑓(𝑥) = ∆(∆𝑛−1𝑓(𝑥)). 
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Ejemplo  

∆2𝑇(𝑥) = ∆ ((
𝑥
1

) + 1)
 

= (𝑥 + 1 + 1) − (𝑥 + 1) = 1. 

 

(página 6)  
ℜ𝑓,𝑠(𝑛) El conjunto asociado a las representaciones de 𝒏 como suma de 𝒔 elementos 

en la imagen de 𝒇 cuando importa el orden de los sumandos 
ℜ𝑓,𝑠(𝑛) = {(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0

𝑠: 𝑓(𝑥1) + ⋯ + 𝑓(𝑥𝑠) = 𝑛}. 

Ejemplo 
ℜ𝑇(𝑥),3(0) = {(0,0,0)}, ℜ𝑇(𝑥),3(1) = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} 

ℜ𝑇(𝑥),3(2) = {(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)} 

ℜ𝑇(𝑥),3(3) = {(3,0,0), (0,3,0), (0,0,3), (1,1,1)} 

ℜ𝑇(𝑥),3(4) = {(0,1,3), (1,0,3), (0,3,1), (3,1,0), (1,3,0), (3,0,1), } 

ℜ𝑇(𝑥),3(5) = {(1,1,3), (3,1,1), (1,3,1)}. 

 

(página 6)  
𝑟𝑓,𝑠(𝑛) La cantidad de representaciones de 𝒏 como suma de 𝒔 elementos en la imagen 

de 𝒇 cuando importa el orden de los sumandos 

𝑟𝑓,𝑠(𝑛) = |ℜ𝑓,𝑠(𝑛)|. 

 
Ejemplo                                𝑟𝑇(𝑥),3(5) = 3. 

 

(página 6)  
𝑅𝑓,𝑠(𝑛) La cantidad de representaciones acumulada hasta 𝒏 como suma de 𝒔 elemen-

tos en la imagen de 𝒇 cuando importa el orden de los sumandos 

𝑅𝑓,𝑠(𝑛) = ∑ 𝑟𝑓,𝑠(𝑖).

𝑛

𝑖=0

 

 
Ejemplo                 𝑅𝑇(𝑥),3(5) = 1 + 3 + 3 + 4 + 6 + 3 = 20. 

 

(página 6)  
ℜ𝑓,𝑠

∗ (𝑛) El conjunto asociado a las representaciones de 𝒏 como suma de 𝒔 elementos 

en la imagen de 𝒇 cuando no importa el orden de los sumandos 
ℜ𝑓,𝑠

∗ (𝑛) = {(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝑥1 ≤ ⋯ ≤  𝑥𝑠  , 𝑓(𝑥1) + ⋯ + 𝑓(𝑥𝑠) =)𝑛}. 

Ejemplo 
ℜ𝑇(𝑥),3

∗ (0) = {(0,0,0)}, ℜ𝑇(𝑥),3
∗ (1) = {(0,0,1)} 

ℜ𝑇(𝑥),3
∗ (2) = {(0,1,1)} 

ℜ𝑇(𝑥),3
∗ (3) = {(0,0,3), (1,1,1)} 

ℜ𝑇(𝑥),3
∗ (4) = {(0,1,3)} 

ℜ𝑇(𝑥),3
∗ (5) = {(1,1,3)}. 

 

(página 6)  
𝑟𝑓,𝑠

∗ (𝑛) La cantidad de representaciones de 𝒏 como suma de 𝒔 elementos en la imagen 

de 𝒇 cuando no importa el orden de los sumandos 
 

𝑟𝑓,𝑠
∗ (𝑛) = |ℜ𝑓,𝑠

∗ (𝑛)|. 

 
Ejemplo                                        𝑟𝑇(𝑥),3

∗ (5) = 1. 
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(página 6)  
𝑅𝑓,𝑠

∗ (𝑛) La cantidad de representaciones acumulada hasta 𝒏 como suma de 𝒔 elemen-

tos en la imagen de 𝒇 cuando no importa el orden de los sumandos 

𝑅𝑓,𝑠
∗ (𝑛) = ∑ 𝑟𝑓,𝑠

∗ (𝑖)

𝑛

𝑖=0

. 

 
Ejemplo                     𝑅𝑇(𝑥),3

∗ (5) = 1 + 1 + 1 + 2 + 1 + 1 = 7. 

 
Nota: Cuando importa el orden de los sumandos, entonces las sumas 1 + 2,   2 + 1 se cuentan como 
dos representaciones distintas del 3. Cuando no importa el orden de los sumandos 1 + 2 y 2 + 1 se 
cuentan como la misma representación del 3. 
 

(página 26)  
𝐻(𝑓(𝑥), 𝑛) Parte entera generalizada  
Definimos 𝐻(𝑓(𝑥), 𝑛) = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈ℕ0

{ 𝑓(𝑥) ≤  𝑛}. 

A falta de una función inversa que sea más manejable haremos uso de 𝐻(𝑓(𝑥), 𝑛), que nos 
facilitará expresar el número de naturales menores que alguno dado en la imagen de 𝑓.  
Ejemplo 

𝑇(0) = 0, 𝑇(10) = 45, 𝑇(50) = 1275, 𝑇(99) = 4950, 𝑇(100) = 5050 
𝐻(𝑇(𝑥), 5000) = 𝑚𝑎𝑥𝑥∈ℕ0

{ 𝑇(𝑥) ≤  5000} = 99. 

 

(página 56)  
𝑑𝑖,𝑗(𝑛) Cantidad de divisores congruentes con i modulo j 

𝑑𝑖,𝑗(𝑛) = |{𝑚 ∈ ℕ ∶ 𝑚|𝑛    𝑦    𝑚 ≡ 𝑖 (𝑚𝑜𝑑(𝑗)) }|. 

 

(página 47)  
𝑔(𝑓(ℕ)) y 𝐺(𝑓(ℕ)) También redefiniremos 𝒈 y 𝑮  

Usualmente se definen como  

𝑔: ℕ → ℕ tal que  𝑔(𝑘) = min (𝑠 ∈ ℕ ∶ (∀𝑛 ∈ ℕ0 ∃𝑛1, … , 𝑛𝑠 ∈ ℕ0: 𝑛1
𝑘 + ⋯ + 𝑛𝑠

𝑘 = 𝑛))  y  

 𝐺: ℕ → ℕ tal que  

𝐺(𝑘) = min (𝑠 ∈ ℕ ∶ (∃𝑀 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀(𝑛 ∈ ℕ0 𝑦 𝑛 ≥ 𝑀) ∃𝑛1, … , 𝑛𝑠 ∈ ℕ0: 𝑛1
𝑘 + ⋯ +  𝑛𝑠

𝑘 = 𝑛)) . 

 
Sea Ṩ = {𝑓|𝑓: ℕ → ℝ} el conjunto de todas las sucesiones de números reales. 

Redefiniremos 𝑔 y 𝐺 de la siguiente manera 𝑔: Ṩ → ℕ tal que 

  𝑔(𝑓(ℕ)) = min(𝑠 ∈ ℕ ∶ (∀𝑛 ∈ ℕ0 ∃𝑛1, … , 𝑛𝑠 ∈ ℕ0: 𝑓(𝑛1) + ⋯ +  𝑓(𝑛𝑠) = 𝑛))  y 

 𝐺: Ṩ → ℕ   tal que 
𝐺(𝑓(ℕ)) = min(𝑠 ∈ ℕ ∶ (∃𝑀 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀(𝑛 ∈ ℕ0 𝑦 𝑛 ≥ 𝑀) ∃𝑛1, … , 𝑛𝑠 ∈ ℕ0: 𝑓(𝑛1) + ⋯ +  𝑓(𝑛𝑠) = 𝑛)). 
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4.Antecedentes  
 
El interés por los perfiles aditivos en la teoría de los números podría tener su origen a partir de 
las primeras prácticas con la aritmética de los enteros, pero en este trabajo queremos sugerir 
que fue a partir de Cardano y Galileo que con base en su interés por los juegos de azar comen-
zaron a interactuar con las representaciones de un entero como suma de otros enteros. Fue 
hasta el siglo XVIII cuando el estudio de las representaciones aditivas de los enteros tomó otro 
perfil y éste fue con el arribo de las particiones1 de un entero. Así, a partir de este momento 
las representaciones aditivas de los enteros han ocupado un lugar cada vez más consolidado 
dentro del Álgebra. Actualmente existe una subárea de la teoría de los números llamada teoría 
aditiva de los números. 

La teoría de particiones tomó un perfil propio, delimitando sus problemas y desarro-
llando sus métodos propios. Estos procesos dieron inicio con Jacob Bernoulli y Pierre Rémond 
de Montmort, y quien les dio el empuje dentro de la teoría de los números fue Leonhard Euler. 

 
4.1. Los problemas de Philippe Naudé 
Gracias a la extensa correspondencia que Euler sostuvo con sus contemporáneos y que gran 
parte de ella se conserva, ahora sabemos que un elemento importante para que Euler se aden-
trara en el tema de las particiones surgió de una carta que Philippe Naudé (1684-1747) le envió 
el 4 de septiembre de 1740. En ella, le preguntó, entre otras cosas, sobre el número de formas 
diferentes en que un número entero positivo 𝑚 podría expresarse como la suma de 𝑛 suman-
dos naturales distintos (también le preguntó el caso cuando se admite la repetición). 

Sabemos que cuando Euler se interesaba en un tema no lo hacía apegado a una inquie-
tud del momento; él no respondía exclusivamente lo que se le preguntaba, con frecuencia se 
adentraba en los problemas con mayor profundidad de lo que le exigía sólo la pregunta que se 
le planteaba. Era frecuente que desarrollara verdaderos paradigmas que dieron lugar a nuevas 
teorías en las ciencias matemáticas. Fue en este contexto en el que se puede ver que a partir 
de las preguntas de Naudé las particiones tomaron su camino gracias a Euler, y de la misma 
manera la teoría de las representaciones aditivas de los enteros. 

Enseguida listamos cuatro artículos hasta el periodo 1770 en donde explícitamente Eu-
ler desarrolló sus ideas acerca de las particiones.2 Son éstos: 

1) La primera respuesta a las interrogantes de Philippe Naudé se encuentran en el documento 
E158,3 originalmente presentado el 6 de Abril de 1741, pero publicado hasta 1751 con el título: 
Observationes analyticae variae de combinationibus (Diversas observaciones analíticas sobre 
combinaciones). 

2) En el documento con clasificación E101 y publicado en 1748 con el título Introductio in 
analysin infinitorum (Introducción al Análisis del Infinito). Se encuentra en el capítulo XVI otra 
versión de lo publicado en el artículo 1).  Este capítulo de la Introductio tiene como título: De 
las particiones de números. Cabe señalar que este trabajo aparece en el segundo lugar de la 
cronología, aun cuando apareció publicado antes que el 1).  

                                                             
1
Pero antes de seguir con esta introducción consideramos que es oportuno recordar ¿Qué son las particio-

nes? Entendemos por particiones de un número natural n, a todas las maneras de representarle como suma 

de números naturales. Por ejemplo, el número 5 puede ser representado por 4+1, 3+2 y por el 5 mismo, 

cuando se desea que todos los números sean diferentes; o bien 4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1, 2+1+1+1, 

1+1+1+1+1 y 5  si conviene que los números puedan ser iguales entre ellos. 
2
Existen otros donde trabaja de manera particular el vínculo de los números poligonales con las particio-

nes, y es en uno de ellos donde desarrolló el maravilloso teorema de los números pentagonales. Esto se 

verá más adelante. 
3
 La clasificación E158 se refiere a la que desarrolló Eneström para toda la obra de Euler. A partir de esta 

clasificación todos sus trabajos se identifican con un número determinado y una E que le precede. 
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3) En 1750 retoma el tema y aporta más progresos en su escrito E191, mismo que apareció 
publicado en 1753 con el título: De Partitione numerorum (De las Particiones de números).  

4) Pasó un largo periodo para que apareciera su artículo E394, que fue presentado en 1768 y 
publicado en 1770, con el título: De Partitione numerorum in partes tam numero quam specie 
datas. (Sobre la partición de números en partes de un cierto tipo de números determinados). 

En estos documentos Euler responde también al problema generalizado de encontrar 
las maneras en que un número dado 𝑁 puede ser expresado con un número 𝑛 fijo de suman-
dos, y donde cada sumando se puede elegir de un conjunto con 𝑚 elementos dados o, incluso, 
que para cada sumando se pueda tener un conjunto diferente. 

La forma en que Euler plantea y resuelve los problemas es en opinión de Andrews 
(2007) insuperable en varios de sus párrafos y sin duda nos sumamos a esta opinión.  

 

4.2. Particiones y números pentagonales 
El estudio de las particiones de un entero no quedó sólo en un conjunto de propiedades tem-
porales para ciertos números o en un tipo de divertimento matemático vinculado con repre-
sentaciones aditivas interesante. Euler no tardó en proporcionarnos un resultado de carácter 
general para todos los enteros positivos, y gracias a él fue posible entender que a través de las 
particiones podríamos conocer más acerca de la estructura de los enteros.   

El resultado al que nos referimos es el siguiente:  
 

Teorema de los Números Pentagonales 
Para todo entero positivo 𝑛 

 

∏(𝟏 − 𝒙𝒏)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏 + ∑(−𝟏)𝒏𝒙
𝒏(𝟑𝒏+𝟏)

𝟐

∞

𝒏=𝟏

+ ∑(−𝟏)𝒏𝒙
𝒏(𝟑𝒏−𝟏)

𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

 
El resultado nos dice que si desarrollamos el producto de arriba se obtiene: 

 

∏(𝟏 − 𝒙𝒏)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏 − 𝒙 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟓 + 𝒙𝟕 − 𝒙𝟏𝟐 − 𝒙𝟏𝟓  + ⋯, 

 

y los exponentes son números pentagonales (
𝒏(𝟑𝒏−𝟏)

𝟐
) o afines a ellos (

𝒏(𝟑𝒏+𝟏)

𝟐
). Y además exis-

te un vínculo importante entre los exponentes y coeficientes, pues éste proporciona el cálculo 
de particiones de un entero. Así, del Teorema de los Números Pentagonales se llega al polino-
mio  

 

𝟏 − 𝒙 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟓 + 𝒙𝟕 − 𝒙𝟏𝟐 − 𝒙𝟏𝟓  + ⋯ 
 

y nótese que los coeficientes de este polinomio se forman sumando y restando términos se-
mejantes, y como cada término nos representa una partición según su exponente, entonces 
los coeficientes que aparecen en el polinomio son el resultado de las sumas y restas de canti-
dades de particiones que representan al mismo número, y por esto podemos replantear el 
teorema de la siguiente forma: 

Sean 𝑝𝑝𝑑(𝑚) = el número de particiones de un entero positivo 𝑚, con la característica de 

que los sumandos de cada una son diferentes y la cantidad de sumandos en cada una es una cantidad 
par.  Por otro lado 𝑝𝑖𝑑(𝑚) = el número de particiones de un entero positivo m en donde los suman-
dos de cada una son diferentes, pero ahora la cantidad de sumandos en cada partición es una canti-
dad impar, por ejemplo 2 = 1 + 1 entonces  𝑝𝑝𝑑(2) = 0, 𝑝𝑖𝑑(2) = 1. 
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Entonces  
 

𝒑𝒑𝒅(𝒎) − 𝒑𝒊𝒅(𝒎) = {
𝟎            𝒔𝒊   𝒎 ≠

𝒏(𝟑𝒏 ± 𝟏)

𝟐

(−𝟏)𝒏   𝒔𝒊   𝒎 =
𝒏(𝟑𝒏 ± 𝟏)

𝟐

} 

 

Notemos que 2 =
1(3(1)+1)

2
 y 𝑝𝑝𝑑(2) − 𝑝𝑖𝑑(2) = −1 = (−1)1 

 
Así, el Teorema de los Números Pentagonales ahora puede quedar bajo la forma siguiente: 
Para todo entero positivo 𝑛: 

∏(𝟏 − 𝒙𝒏)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏 + ∑(−𝟏)𝒏𝒙
𝒏(𝟑𝒏+𝟏)

𝟐

∞

𝒏=𝟏

+ ∑(−𝟏)𝒏𝒙
𝒏(𝟑𝒏−𝟏)

𝟐

∞

𝒏=𝟏

 

también se puede ver como: 

∏(𝟏 − 𝒙𝒏)

∞

𝒏=𝟏

= 𝟏 + ∏ (𝒑𝒑𝒅(𝒎) − 𝒑𝒊𝒅(𝒎))

∞

𝒏=𝟏

𝒙𝒏. 

Con este resultado podemos percibir que los coeficientes de  

𝟏 − 𝒙 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟓 + 𝒙𝟕 − 𝒙𝟏𝟐 − 𝒙𝟏𝟓  + ⋯ 

son 𝒑𝒑𝒅(𝒎) − 𝒑𝒊𝒅(𝒎), lo que significa que una infinidad de enteros positivos tienen las mis-

mas cantidades de particiones -con elementos diferentes- con un número par de sumandos y 
con un número impar, y es así que se generan los ceros en los coeficientes que anulan una 
infinidad de las potencias de 𝑥, y los términos que aparecen en  

𝟏 − 𝒙 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟓 + 𝒙𝟕 − 𝒙𝟏𝟐 − 𝒙𝟏𝟓  + ⋯ 

son los que tienen a los coeficientes 𝒑𝒑𝒅(𝒎) − 𝒑𝒊𝒅(𝒎) = ±𝟏, cuyas potencias correspondien-

tes en los términos del polinomio sólo son pentagonales o afines a ellos, es decir, 
𝒙(𝟑𝒙+𝟏)

𝟐
   o   

𝒙(𝟑𝒙−𝟏)

𝟐
.  

Este resultado fue verdaderamente sorprendente para sus contemporáneos y para los 
que lo retomaron posteriormente, como fue el caso de D’Alembert, Legendre, Franklin, Sylves-
ter, Waring y Hardy, entre otros.  

Después de este resultado el estudio de las representaciones aditivas de un entero ya 
estaba por encima de sólo generar propiedades, lo que ya se estaba aportando eran caracte-
rísticas estructurales de los enteros que hasta el momento no se estaban trabajando.   

Para terminar esta parte proporcionamos datos sobre publicaciones de Euler corres-
pondientes a este tema. Desde noviembre de 1740 Euler ya había intercambiado correspon-
dencia con Daniel Bernoulli acerca de las propiedades del producto  ∏ (𝟏 − 𝒙𝒏)∞

𝒏=𝟏 , y unos 
meses después publicó su primer comentario al respecto en el artículo de 1741, Diversas ob-
servaciones analíticas sobre combinaciones (E158). Durante la década de los 40 Euler siguió 
explorando la expresión, y en una carta que le escribe a Christian Goldbach en octubre 15, 
1743 [véase: Juškevič, A. P. & Winter, E. 1965], le menciona sus ideas respecto al producto  

(𝟏 − 𝒏)(𝟏 − 𝒏𝟐)(𝟏 − 𝒏𝟑)(𝟏 − 𝒏𝟒)(𝟏 − 𝒏𝟓)(𝟏 − 𝒏𝟔) …. 

En 1783 se publicó el artículo De mirabilis proprietatibus numerorum pentagonalium, y en el 

mismo año publicó Evolutio producto infiniti (𝟏 − 𝒙)(𝟏 − 𝒙𝟐)(𝟏 − 𝒙𝟑) …. in series simplicen. 
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4.3. Con Goldbach se popularizó la teoría aditiva. 
 
El problema que es más conocido (incluso entre no matemáticos) respecto a representar a un 
entero como suma de otros enteros es la conjetura de Goldbach, ésta enuncia lo siguiente:  

a) todo entero positivo par mayor que dos es suma de dos primos 
b) todo impar positivo mayor que cinco es suma de tres primos. 

Este problema llamó la atención desde finales del siglo XVIII. Éste problema se originó 
cuando Goldbach le escribió en una carta del 7 de junio de 1742 [Juškevič 1965, p. 103-105] lo 
siguiente: 

“[..]; de este modo quiero aventurar una conjetura: que todo número que está compuesto [como suma] de 
dos números primos es a la vez un agregado de tantos números primos como queramos (incluyendo la uni-
dad), hasta alcanzar puras unidades [que es lo más a lo que se puede extender]” 

Después de terminar la carta se nota que reflexionó sobre lo que escribió, pero al no tener 
espacio para agregar una observación directamente en el párrafo de la conjetura, escribe en 
el margen un comentario complementario  

“Después de leer esto otra vez, considero que pudiera ser demostrada con todo rigor para el caso 𝑛 +  1, si 
sucede para el caso 𝑛, y si 𝑛 +  1 puede ser dividido en dos primos. Entonces la demostración es muy fácil. 
Parece por lo menos que todo número mayor que dos es la suma de tres números primos.” 

La respuesta de Euler llegó en la carta del 30 de junio de 1742, en ella encontramos lo si-
guiente: 

“Supongamos que el número propuesto 𝑛 sea par, por lo tanto, es una suma de dos números primos, y en-
tonces 𝑛 − 2 también es una suma de dos números primos, por lo que n también es una de tres, y también 
4 y así sucesivamente. Pero si n es un número impar, entonces es una suma de tres números primos, ya que 
𝑛 − 1 es la suma de dos, y se puede seguir resolviendo las demás sumas. Sin embargo, que todo número par 
sea la suma de dos números primos, lo que considero un teorema correcto, es algo que no puedo demos-
trar”. 

La respuesta de Euler nos marca que si suponemos verdadera la relación binaria entonces la 
terciaria es posible. Pero lo que llama más nuestra atención es que a partir de esta conjetura el 
estudio de las representaciones aditivas de un entero ya tiene un lugar propio, es decir, ya no 
se explora la situación aditiva como parte de otro problema, que fue el de los dados en los 
juegos de azar. 

 

4.4. Edward Waring y las potencias  
¿Cuáles son los problemas de Waring? 
Edward Waring [1991], en su libro Meditationes algebraicae, hizo conjeturas sobre la posibili-
dad de que los enteros pudieran escribirse como la suma de otros enteros, pero elevados a 
diversas potencias. Por ejemplo, 13 = 32 + 22, de aquí se observa que 13 puede escribirse 
como la suma de dos cuadrados. Entonces nos preguntamos ¿cualquier número puede escri-
birse como suma de dos cuadrados? La respuesta es NO, por ejemplo, si consideramos el nú-
mero 12, se observa que no se puede escribir de esa manera, al intentarlo obtenemos las si-
guientes combinaciones:  

   12 = 12 + 11 = 22 + 8 = 32 + 3,  

de esta manera terminamos con las posibilidades de escribir a 12 como suma de dos cuadra-
dos. 

Acto seguido, sería natural preguntarnos: ¿cuál es el menor número de cuadrados ne-
cesarios para representar a todo entero positivo como suma de éstos? En 1770 Joseph-Louis 
Lagrange demostró lo siguiente: 
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Teorema de Lagrange 
Todo entero positivo puede escribirse como la suma de no más de cuatro cuadrados. 

Es decir, ∀𝑛 ∈ ℕ ∃ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℕ tal que 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2 = 𝑛 
 

Para explicar cuántas potencias se requieren para representar a un entero, es conve-
niente definir a  𝑔(𝑘) como el menor número requerido de potencias 𝑘 con la que cualquier 
entero positivo se puede representar. Así, ya sabemos (por Lagrange) que 𝑔(2) = 4, porque 4 
es el menor número de cuadrados requeridos para representar a todos los enteros positivos. 
Waring propuso que 𝑔(3) = 9, de lo anterior podemos adentrarnos en dos preguntas: 

1.- ¿Realmente existe 𝑔(𝑘) para toda 𝑘?       
2.- Si ese es el caso, ¿cuál es su valor? 

Lo que se conoce como los problemas de Waring para sumas de potencias ra-
dica precisamente en las dos preguntas anteriores. Esto es, Waring plantea que todo 
entero se puede representas como suma de 𝑛-ésimas potencias. 

Sabemos gracias a  Kubina y Wunderlich [1990] que 𝑔(𝑛) = 2𝑛 + [(3/2)𝑛] − 2 
para toda 𝑛 ≤ 471600000. Se conjetura que esta fórmula es correcta para toda n, 
Mahler [1957] mostró que dicha igualdad se cumple  salvo para un numero finito de 
valores de n. Algunos ejemplos para 𝑔(𝑛) son: 
 

𝑔(2) = 4

𝑔(3) = 9

𝑔(4) = 19

𝑔(5) = 37

𝑔(6) = 73

𝑔(7) = 143

𝑔(8) = 279

𝑔(9) = 548

𝑔(10) = 1079
⋮

𝑔(33) = 8590581749

 

 
Otra parte de este problema es preguntarnos: ¿Cuál es la menor cantidad de potencias 

de 𝑘 en el que existirá sólo un número finito de excepciones? Por ejemplo, sabemos por el 
teorema de Lagrange que se necesitan cuatro cuadrados para representar a todos los enteros. 
¿Pero si intentamos utilizar únicamente tres? ¿Será finito el número de enteros que no pode-
mos representar? En otras palabras, ¿existe alguna 𝑛 suficientemente grande tal que todos los 
números mayores que 𝑛 puedan representarse con solo tres cuadrados? La respuesta es NO. Si 
intentamos utilizar solamente tres cuadrados para representar números enteros, entonces 
existirá una cantidad infinita de excepciones. 

Ahora, sea  𝐺(𝑘) el menor número de potencias 𝑘 con las que se tienen que existe sólo un 
número finito de excepciones, además por la definición de 𝑔(𝑘) tenemos que 𝐺(𝑘) ≤ 𝑔(𝑘). Es 
decir, si intentamos representar a los enteros con menos potencias 𝑘 que 𝐺(𝑘), entonces ob-
tendremos un número infinito de excepciones. Sabemos que 𝐺(2) = 4, así como que 
𝑔(2) = 4. Ahora, sabemos que 𝑔(3) = 9, pero ¿cuánto vale 𝐺(3)? Sólo podemos decir que 
4 ≤ 𝐺(3) ≤ 7. De manera general sabemos que 𝑘 + 1 ≤ 𝐺(𝑘), se puede consultar el trabajo 
de Hardy y Wright [1975]. 

Este problema de Waring parece ser más difícil. Sin embargo, es de tanto interés como 
𝑔(𝑘), porque parece ser que los números menores tienen sus propias peculiaridades que no 
comparten con los números más grandes. Esto significa que algunos teoremas sólo fallan en 
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algunos números pequeños y nada más. Por lo tanto, 𝐺(𝑘) (que sólo tiene un número finito de 
fallas) es tan importante como 𝑔(𝑘) (que no tiene ninguna falla). 

En general, podemos decir –por lo anterior- que 𝑘 + 1 ≤ 𝐺(𝑘) ≤ 𝑔(𝑘). Por ejemplo, 
para 𝐺(𝑘) específicos, donde 𝑘 = 2, … , 10, sabemos sólo lo siguiente: 

 
𝐺(2) = 4 

4 ≤ 𝐺(3) ≤ 7 
𝐺(4) = 16 

6 ≤ 𝐺(5) ≤ 17 
9 ≤ 𝐺(6) ≤ 24 
8 ≤ 𝐺(7) ≤ 33 

32 ≤ 𝐺(8) ≤ 42 
13 ≤ 𝐺(9) ≤ 50 

12 ≤ 𝐺(10) ≤ 59 
 

En 1909 David Hilbert (1862-1943) demostró que para cualquier 𝑘 existe 𝑔(𝑘) y que este nú-
mero es finito. Si 𝑔(𝑘) existe, entonces sabemos que 𝐺(𝑘) también existe, porque en el peor 
de los casos tendríamos que 𝐺(𝑘) = 𝑔(𝑘). Entonces, con la demostración de Hilbert las repre-
sentaciones aditivas en 𝑘-ésimas potencias de un entero ocuparía un lugar relevante en la 
reciente fortalecida teoría de los números, pero más aún, estos problemas de Waring hasta 
nuestros días siguen dando lugar a la investigación así como fascinación.  

 

4.5. Ramanujan 
Las primeras décadas del siglo XX nos sorprenderían y actualmente no terminamos de com-
prender toda la importancia del trabajo de Srinivasa Ramanujan, matemático prácticamente 
autodidacta. Actualmente los expertos en teoría de números han descubierto por fin el sentido 
de una de sus afirmaciones más enigmáticas, escrita por él en 1920, poco antes de su muerte, 
y ésta concierne a las particiones o representaciones aditivas de los enteros. 

Ramanujan planteaba la función partición 𝑝(𝑛) que cuenta las maneras de expresar a 
un número entero positivo 𝑛 como suma de otros. Por ejemplo, para el número 5, existen sie-
te opciones: 

 
5 =  1 +  1 +  1 +  1 +  1 =  1 +  1 +  1 +  2 =  1 +  1 +  3 =  1 +  2 +  2 =  1 +  4 

     =  2 +  3. 

 
Es decir, 𝑝(5) = 7; para el número 6 hay 11 posibilidades, entonces 𝑝(6) = 11. A medida que cre-
ce 𝑛, el número de particiones aumenta rápidamente. Por ejemplo, para 𝑝(100) = 190569292, 
y 𝑝(1000) es un número de 32 cifras. 

Se puede observar que este problema aditivo no es fácil y ha mantenido a un sector de 
los matemáticos intentando comprender las particiones y las ideas de Ramanujan. Él se perca-
tó que si comenzaba con el número 9 y le sumaba múltiplos de 5, las particiones de los núme-
ros resultantes eran divisibles entre 5:  

p(9) = 30 , p(9 + 5) = 135, p(9 + 10) = 490, 𝑝(9 + 15) = 1575, etcétera. 

Propuso que algunas recurrencias de esa clase debían mantenerse indefinidamente y que po-
drían existir relaciones similares al considerar, en lugar de múltiplos de 5, ahora múltiplos de 7 
o de 11, ambos, primos consecutivos. Además, deberían darse relaciones análogas para las 
potencias de 5, 7 y 11. Así, habría una sucesión infinita de números 𝑛 separados por intervalos 
de 53 tales que todas las 𝑝(𝑛) correspondientes fuesen divisibles por 125. Después, Ramanujan 
escribió que no deberían existir «propiedades simples» de esa clase para los números primos 
mayores. En otras palabras, conjeturaba la ausencia de secuencias de particiones 𝑝(𝑛) tales 
que todas fuesen divisibles por 13, 17, 19, etcétera. Desde entonces, hasta nuestros días algu-
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nos matemáticos como Ken Ono, George Andrews o Kimmo Eriksson han buscado respuestas a 
estos patrones en los que intervienen esos números primos. 
 
  

4.6. Ken Ono 
En enero de 2011, Ken Ono, de la Universidad Emory, halló fórmulas que relacionaban las fun-
ciones de partición de series de números 𝑛 separados por intervalos de las potencias de 13 
(13, 132 , 133. . . ), así como de los números primos mayores. Las fórmulas no resultan «sim-
ples», en el sentido de que las 𝑝(𝑛) no son divisibles entre las potencias de 13; en cambio, 
revelan relaciones entre los restos de dichas divisiones. Para cada número primo, a medida 
que el exponente crece, las recurrencias que se obtienen recuerdan a las que aparecen en los 
fractales, estructuras geométricas con patrones característicos que se repiten a todas las esca-
las. 

En otro resultado hecho público también en enero, Ono encontró la primera fórmula 
para calcular directamente 𝑝(𝑛) para cualquier 𝑛, un logro que hasta ahora estaba en espera 
de ser encontrado entre los expertos en teoría de números. 

Ya iniciada la segunda década del siglo XXI vemos que el interés por los problemas adi-
tivos de los enteros está en el primer plano de las líneas de investigación de matemáticos co-
mo Ken Ono.  
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5.Números poligonales y cantidad de representaciones como sumas 

de números poligonales 

5.1. Números poligonales 

 
Los pitagóricos están entre los primeros en representar números poligonales como arreglos de 
puntos en patrones geométricos regulares. 

Los números poligonales más comunes son los números oblongos, 2, 6, 12, 20, … (Ver 
Figura A1), los cuales denotaremos por  𝑂𝑛 = 𝑛(𝑛 + 1)   
 

Figura A1 
 

Los números triangulares, son 0, 1, 3, 6, 10, 15, … (Ver Figura A2), los cuales denota-
remos por 

𝑃1(𝑘) =
𝑘(𝑘 + 1)

2
 

 

 Figura A2 
 

Los números cuadrados, 0, 4, 9, 16, 25, … (Ver Figura A3), los cuales denotaremos por 
𝑃2(𝑘) = 𝑘2 
 

 Figura A3 
 

Los números pentagonales, 0, 5, 12, 22, 35, … (Ver Figura A4), los cuales denotaremos por  

𝑃3(𝑘) =
3𝑘2 − 𝑘

2
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 Figura A4 
 

En general, los números poligonales son enteros no negativos construibles geométri-
camente a partir de polígonos regulares, como se muestra en los ejemplos anteriores. 
De manera algebraica los números M-gonales asociados a un polígono con 𝑀 lados los cons-
truimos de tal forma que para todo 𝑀 mayor o igual que 3 con 𝑚 = 𝑀 − 2, se tiene que   

𝑃𝑚(𝑘) = 1 + (𝑚 + 1) + (2𝑚 + 1) + ⋯ + ((𝑘 − 1)𝑚 + 1) =
𝑚𝑘(𝑘 − 1)

2
+ 𝑘, 

 
 este es un polinomio de grado 2 en 𝑘  

Los números poligonales tienen diversas propiedades y relaciones entre sí, por ejem-
plo: Fibonacci remarcó es su Liber Quadratorum que un cuadrado excede a su predecesor en 
las raíces de ambos, es decir 
 

𝑃2(𝑘) = 𝑃2(𝑘 − 1) + √𝑃2(𝑘) + √𝑃2(𝑘 − 1) 
 

Los pitagóricos notaron que el 𝑘-ésimo cuadrado es igual a la suma de los primeros 𝑘 

impares, es decir, 𝑃2(𝑘) = ∑ (2𝑖 − 1)𝑘
𝑖=1  (Ver Figura A5), esta propiedad también aparece en el 

libro de Fibonacci. 
 

 Figura A5 
 
Otra interesante propiedad aparece en el Platonic Questions de Plutarco  
 

8𝑃1(𝑘) + 1 = 𝑃2(2𝑘 + 1) (Ver Figura A6) 
 

 Figura A6 
 
en la Figura A6 se puede ver que 8𝑃1(3) + 1 = 𝑃2(7), es decir, la suma de ocho triangulares 
iguales más uno da lugar a un cuadrado.  
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5.2. Cantidad de representaciones como sumas de números deca-

gonales 

 
En este capítulo estudiaremos el caso de las representaciones de un entero como suma de 
números decagonales4 y posteriormente realizaremos lo mismo, pero con los poligonales de 𝑙 
lados.  
 Las propiedades que aquí mostramos las podríamos clasificar en cuatro rubros, que 
son los siguientes: 

a) A través de la teoría de las diferencias de los elementos consecutivos de una sucesión se 
puede ver que si fijamos una 𝑚, entonces es posible obtener un entero, con al menos 𝑚 re-
presentaciones, como suma de 2𝑚 decagonales números de la forma 𝐷(𝑛) = 𝑛(4𝑛 − 3).  

b) Por el teorema de Cauchy5 sabemos que la función 𝑟𝐷,10(𝑛) es positiva para todo entero no 

negativo 𝑛  (es decir, 𝑟𝐷,10(𝑛)  ≥ 1). En esta parte abordamos la idea de valores inversos de la 

función 𝑟𝐷,10(𝑛), es decir, no se pretende llegar a una inversa de 𝑟𝐷,10(𝑛), pero sí mostrar que 

para toda 𝑘 ∈ ℕ existe una 𝑚 ∈ ℕ tal que  𝑟𝐷,10(𝑚) ≥ 𝑘.  

c) El tamaño de  𝑟𝐷,𝑠(𝑚) aumenta si también lo hace la cantidad de sumandos, es decir, 

𝑟𝐷,𝑠(𝑚) es creciente sobre 𝑠.  

d) Aquí mostraremos que para cualquier real, no necesariamente imagen de 𝐷(𝑥), es posible 
encontrar los enteros consecutivos 𝑘 y 𝑘 + 1, tal que 𝐷(𝑘)  ≤ 𝑦 < 𝐷(𝑘 + 1), a la más grande 
de las 𝑘 es lo que denotamos como 𝐻(𝐷(𝑥), 𝑦)  =  𝑘, este valor será importante en el Capítulo 5. 

Cantidad de representaciones como sumas de potencias para acotar a  𝑅𝐾,𝑠(𝑛) 𝑦 𝑅𝐾,𝑠
∗ (𝑛). 

Los cuatro temas mencionados en este resumen son planteados sólo para decagonales, pero lo 
correspondiente se hará para los poligonales de 𝑙 lados, que será lo abordado en la tercera 
parte de este capítulo. 

 
Definición  

Sea 𝐿(𝑛) =
(𝑙−2)𝑛2−(𝑙−4)𝑛

2
 definida en los enteros positivos y que da lugar a la sucesión de los 

números poligonales con 𝑙 lados. Para el caso particular de los números decagonales tomamos 

𝑙 =  10 y a partir de 𝐿(𝑛) obtenemos la función 𝐷(𝑛)) =
(10−2)𝑛2−(10−4)𝑛

2
= 𝑛(4𝑛 −  3), que 

es la sucesión de los números decagonales (Ver Figura D1). 
 

 
Figura D1 

 

                                                             
4
 Son los números poligonales asociados a polígonos de diez lados.  

5
 En el Apéndice se enuncia y demuestra el teorema de Cauchy correspondiente a la representación de los 

enteros como suma de poligonales. 
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Mediante el software mencionado en el Capítulo 1. Prefacio pudimos visualizar y contar 
la cantidad de representaciones aditivas que tienen los números naturales, pero se considera 
que los sumandos (que pueden ser repetidos o no) son de distintos conjuntos, es decir, los 
sumandos pueden ser números impares, cúbicos, primos, cuadrados, etc., pero todos del mis-
mo conjunto. 

A continuación, se muestra la gráfica (Ver Figura D2) de la cantidad de repre-
sentaciones que tiene cada natural entre 1 y 26001 como suma de diez decagonales, 
aquí sólo se considera el caso cuando no importa el orden de los sumandos.6 

 

Figura D2 (Gráfica de la función 𝐷(𝑥) ) 
 
Por ejemplo, el número 1375 se puede escribir como suma de los siguientes decagonales  

1 + 10 + 27 + 52 + 85 + 126 + 175 + 232 + 297 + 370  

y el total de sus representaciones como suma de diez decagonales cuando no importa el orden 
es 569. 

Con base en los elementos que nos proporciona la gráfica podemos decir que los datos 
atienden a un comportamiento sorprendentemente estable que permite interpolar una fun-
ción que nos llevará a conocer el comportamiento general de las cantidades de representacio-
nes con sumandos que son decagonales. 

Ahora, si ya nos percatamos que una función que en principio no es fácil de calcular, 
como lo es 𝑟𝐷,10

∗ , pero que en la visualización de sus imágenes sorprende por tener caracterís-

ticas muy estables, entonces lo normal sería preguntarnos ¿por qué?  

 
Un entero como suma de poligonales. 
El punto de inicio para este análisis de las representaciones aditivas es el método de las dife-
rencias finitas, esta teoría nos permitirá construir las primeras representaciones de un entero 
con sumas de decagonales7.  

Recordemos que ya se definió a la diferencial entera ∆𝑓(𝑥) y a la 𝑛-ésima dife-
rencial entera ∆𝑛𝑓(𝑥). 

Definición: ∆𝑓(𝑥) Diferencial entera ∆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1) − 𝑓(𝑥). 

                                                             
6 Es decir, consideramos 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0   y    0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 1 

como la misma representación de 1. 
7
 Las bases de esta teoría se pueden estudiar en [Chrystal 1964, p.398-409]. 
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Definición: ∆𝑛𝑓(𝑥) 𝒏-ésima diferencial entera ∆𝑛𝑓(𝑥) = ∆(∆𝑛−1𝑓(𝑥)). 
 

Para el caso de los decagonales 𝐷(𝑛) = 𝑛(4𝑛 −  3) notemos lo siguiente 
 

𝑁 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

𝐷(𝑛) 0 1 10 27 52 85 126 175 232 

∆𝐷(𝑛) 1 9 17 25 33 41 49 57 65 

∆2𝐷(𝑛) 8 8 8 8 8 8 8 8 8 

Tabla D1 
A partir de esta tabla sería natural preguntarnos si el último renglón siempre es igual a ocho, 
en la Proposición D2 veremos que esto es verdad. 

 
Proposición D1 
El grado del polinomio que corresponde a la diferencial entera de 𝐷(𝑛), ∆𝐷(𝑥) es uno, es de-

cir 𝛿(∆𝐷(𝑥)) = 1. 

 
Demostración 
∆𝐷(𝑥) = 𝐷(𝑥 + 1) − 𝐷(𝑥) = (𝑥 + 1)(4(𝑥 + 1) − 3) − (𝑥)(4𝑥 −  3) = 8𝑥 + 1. 

 
Así, se obtiene un polinomio de grado uno. 

QED 
 

Proposición D2 
La segunda diferencial entera de 𝐷(𝑛) es igual a ocho, es decir, ∆2𝐷(𝑥) = 8 

 
Demostración 

∆2𝐷(𝑥) = ∆𝐷(𝑥 + 1) − ∆𝐷(𝑥) = (8(𝑥 + 1) + 1) − (8𝑥 + 1) = 8 

QED 
 
Ahora, con base en las proposiciones anteriores podemos presentar los primeros resultados 
que nos darán la representación de un entero positivo en términos de suma de decagonales. 

 
Proposición D3 
Existe un entero con al menos 𝑚 representaciones como suma de 2𝑚 decagonales  

 
Demostración 
Por definición ∆𝐷(𝑥) = 𝐷(𝑥 + 1) − 𝐷(𝑥) es una combinación entera de 𝐷(𝑥) y 𝐷(𝑥 + 1) y de 
esto se tiene que  

∆2𝐷(𝑥) = ∆𝐷(𝑥 + 1) − ∆𝐷(𝑥) = (𝐷(𝑥 + 2) − 𝐷(𝑥 + 1)) − (𝐷(𝑥 + 1) − 𝐷(𝑥))

= 𝐷(𝑥 + 2) − 2𝐷(𝑥 + 1) + 𝐷(𝑥), − − − − − − − − − − − − − − − − (d1) 

es una combinación entera de 𝐷(𝑥), 𝐷(𝑥 + 1), 𝐷(𝑥 + 2). Por la Proposición D2 sabemos que 
∆2(𝑥) = 8 para toda 𝑥, y por lo tanto podemos tomar 𝑚 valores en el dominio y tener que 

∆2𝐷(0) = ⋯ = ∆2𝐷(𝑚 − 1) = 8, 

y al retomar la ecuación (d1) sabemos que   

D(2) − 2D(1) + D(0) = ⋯ = D(m + 1) − 2D(m) + D(m − 1) = 8. 

Si sumamos el término 2 ∑ 𝐷(𝑖)𝑚
𝑖=1  en cada una de las partes de la igualdad anterior, 

tendremos que  
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D(2) + 2 ( ∑ 𝐷(𝑖)

𝑚

𝑖∈{1,…,𝑚}\{1}

) + D(0) = ⋯ = D(m + 1) + 2 ( ∑ 𝐷(𝑖)

𝑚

𝑖∈{1,…,𝑚}\{𝑚}

) + D(m − 1)

= 8 + 2 (∑ 𝐷(𝑖)

𝑚

𝑖=1

) . − − − − − − −(𝑑2) 

Así, llegamos a 𝑚 sumas, cada una con 2𝑚 sumandos y todas generan al mismo entero 

QED 
 
Este ejemplo nos permite ver que podemos construir un número con cinco o más re-

presentaciones como suma de diez decagonales. De (d1) se tiene que 
 

8 = 10 − (2)(1) + 0 = 27 − (2)(10) + 1 = 52 − (2)(27) + 10 = 85 − (2)(52) + 27
= 126 − (2)(85) + 52, 

 
y de la ecuación (d2) obtenemos que   

 
358 = 8 + (2)(1 + 10 + 27 + 52 + 85) = 10 + (2)(10 + 27 + 52 + 85) + 0

= 27 + (2)(1 + 27 + 52 + 85) + 1 = 52 + (2)(1 + 10 + 52 + 85) + 10
= 85 + (2)(1 + 10 + 27 + 85) + 27 = 126 + (2)(1 + 10 + 27 + 52) + 52. 

Con esto se llega a que el número 358 tiene al menos cinco representaciones como suma de 
diez decagonales  

 
Proposición D4 
La función representaciones como suma de diez números decagonales 𝑟𝐷,10(𝑛) no es una fun-

ción acotada.   
Ejemplo, 𝑟𝐷,10(0) = 1, 𝑟𝐷,10(1) = 10,   𝑟𝐷,10(10) = 11, 𝑟𝐷,10(27) = 370 y así 

para todo 𝑘 existe un 𝑚 tal que 𝑟𝐷,10(𝑚) ≥ 𝑘. 

 
Demostración 
Si tomamos los primeros 𝑚 + 1 decagonales 𝐷(0), … , 𝐷(𝑚) entonces podemos formar al me-
nos (𝑚 + 1)10 representaciones para el caso en el que sí nos importa el orden de los suman-
dos. 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0), 

 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(0) + 𝐷(1), …, 

 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚) + 𝐷(𝑚). 

 Estas representaciones son menores que 10𝐷(𝑚), por lo tanto  

(𝑚 + 1)10 ≤ 𝑅𝐷,10(10𝐷(𝑚)), 

entonces tenemos 10𝐷(𝑚) + 1 números (De 0 a 10𝐷(𝑚)) y al menos (𝑚 + 1)10 representa-
ciones de esos números. 

Ahora calculemos el número de representaciones promedio.  
 

(𝑚 + 1)10

1 + 10𝐷(𝑚)
≤

𝑅𝐷,10(10𝐷(𝑚))

1 + 10𝐷(𝑚)
. 

 
Si hacemos 𝑚 tender a infinito 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚10

𝑚2 = lim𝑚→∞
(𝑚+1)10

1+10𝐷(𝑚)
≤ lim𝑚→∞

𝑅𝐷,10(10𝐷(𝑚))

1+10𝐷(𝑚)
, 
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entonces las representaciones promedio divergen y por lo tanto 𝑟𝐷,10(𝑚) no es una función 

acotada 

QED 
 
Ahora podemos determinar que la cantidad de representaciones sin importar el orden 

y cuando sí importa se encuentran en una relación biunívoca, esto lo planteamos en la propo-
sición que sigue.  

 
Proposición D5 
𝑟𝐷,10

∗ (𝑛) está acotada si y sólo si 𝑟𝐷,10(𝑛) está acotada, y 

𝑟𝐷,10
∗ (𝑛) = 0 si y sólo si 𝑟𝐷,10(𝑛) = 0 

 
Demostración 
Cada representación del caso en que no importa el orden puede asociarse al menos a una re-
presentación del caso donde sí nos importa el orden, pero no a más de 10! representaciones 
del caso donde nos importa el orden, es decir: 

 
𝑟𝐷,10

∗ (𝑛) ≤ 𝑟𝐷,10(𝑛) ≤ 10! 𝑟𝐷,10
∗ (𝑛) 

QED 
 

Proposición D6 
La cantidad de representaciones promedio (como suma de 10 decagonales) entre 𝐷(𝑚) y 
10𝐷(𝑚) también divergen. 

 
Demostración 
Podemos construir (𝑚 + 1)10 representaciones donde cada una no sea mayor que 10𝐷(𝑚), 
usando los sumandos  𝐷(0), … , 𝐷(𝑚); además podemos construir (𝑚)10 representaciones 
que no ocupan a 𝐷(𝑚)  y son menores que 10𝐷(𝑚) usando como sumandos a 
𝐷(0), … , 𝐷(𝑚 − 1). Si al primer conjunto de representaciones le quitamos el segundo, enton-
ces obtenemos (𝑚 + 1)10 − (𝑚)10 representaciones menores que 10𝐷(𝑚) y que sí ocupan a 
𝐷(𝑚), es decir  

 
(𝑚 + 1)10 − (𝑚)10

(9)𝐷(𝑚) + 1
≤

|{𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑛 𝑎 𝐷(𝑚)𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝐷(𝑚) 𝑦 10 ∗ 𝐷(𝑚)}| 

(9)𝐷(𝑚) + 1

≤
𝑅𝐷,10(10𝐷(𝑚)) − 𝑅𝐷,10(−1 + 𝐷(𝑚))

(9)𝐷(𝑚) + 1
 

 
y si hacemos 𝑚 tender a infinito 

 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚9

𝑚2 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)10 − (𝑚)10

(9)𝐷(𝑚) + 1
≤ lim

𝑚→∞

𝑅𝐷,10(10𝐷(𝑚)) − 𝑅𝐷,10(−1 + 𝐷(𝑚))

(9)𝐷(𝑚) + 1
 

 

QED 
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Proposición D7 
La cantidad de representaciones de 𝑛 como suma de 𝑠 decagonales es creciente como función 
de 𝑠, es decir 𝑟𝐷,𝑠(𝑛) ≤ 𝑟𝐷,𝑠+1(𝑛).     

Ejemplo 𝑟𝐷,1(1) = 1 ≤ 𝑟𝐷,2(1) = 2 ≤ 𝑟𝐷,3(1) = 3 ≤ 𝑟𝐷,4(1) = 4 ≤ ⋯ ≤ 𝑟𝐷,𝑠(1) = 𝑠.  

Demostración 
Podemos tomar una representación de 𝑟𝐷,𝑠(𝑛)  y sumarle cero obteniendo una representación 

de 𝑟𝐷,𝑠+1(𝑛), por esta razón siempre se puede llegar a 

𝑟𝐷,𝑠(𝑛) ≤ 𝑟𝐷,𝑠+1(𝑛), 

es decir 𝑟𝐷,𝑠(𝑛)  es creciente en 𝑠. 

QED 

 

Recordemos que 𝐻(𝑓(𝑥), 𝑛) es el mayor entero tal que 𝑓(𝐻(𝑓(𝑥), 𝑛)) es menor o 
igual que 𝑛 

También notemos que 𝐷(𝑥) es convexa ya que 
𝑑2

𝑑𝑥2 𝐷(𝑥) = 8 > 0 de lo cual se sigue 

𝐷(𝑥) como una función convexa en ℝ, es decir, no toma el mismo valor más de dos veces. 

Lo anterior se hereda a 𝐷(𝑥) − 𝑢, para toda  𝑢 ∈ ℝ 

 

Proposición D8 

𝐻[𝐷(𝑥), 𝑢] = 𝐻 [𝑥,
3 + √9 + 16𝑢

8
] 

Por ejemplo    

      

𝐻[𝐷(𝑥), 1] = 1, 𝐻[𝐷(𝑥), 2] = 1, 𝐻[𝐷(𝑥), 2] = 1, … . . , 𝐻[𝐷(𝑥), 9] = 1, 

𝐻[𝐷(𝑥), 10] = 2, … , 𝐻[𝐷(𝑥), 235] = 8. 

 

Demostración 

Por lo anterior tiene sentido calcular las raíces del polinomio 𝐷(𝑥) − 𝑢 = 𝑥(4𝑥 −  3) − 𝑢, ya 
que 𝐻[𝐷(𝑥), 𝑢] debe ser un entero inmediatamente anterior a alguna de las raíces, resolvien-

do tenemos que 𝑥 =
3±√9+16𝑢

8
, si  

𝑢 > 0 →  √9 + 16𝑢 > 3 →  
3−√9+16𝑢

8
< 0 !  por lo tanto 𝑥 =

3+√9+16𝑢

8
 

Pero 𝐻[𝐷(𝑥), 𝑢] debe ser un valor entero, notemos lo siguiente  

𝐻 [𝑥,
3 + √9 + 16𝑢

8
] ≤

3 + √9 + 16𝑢

8
< 1 + 𝐻 [𝑥,

3 + √9 + 16𝑢

8
] 

entonces 𝐷 (𝐻 [𝑥,
3+√9+16𝑢

8
]) ≤ 𝐷 (

3+√9+16𝑢

8
) = 𝑢 < 𝐷 (1 + 𝐻 [𝑥,

3+√9+16𝑢

8
])     

por lo tanto  𝐻[𝐷(𝑥), 𝑢] = 𝐻 [𝑥,
3+√9+16𝑢

8
].  

QED 
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5.3. Cantidad de representaciones como sumas de números poligonales  
 

Recordemos que  𝐿(𝑛) =
(𝑙−2)𝑛2−(𝑙−4)𝑛

2
 es la sucesión de los números poligonales con 𝑙 lados. 

 
Proposición L1 

El grado del polinomio correspondiente a la primera diferencial entera de 𝐿(𝑛) es uno, es decir, 

 

𝛿(∆𝐿(𝑥)) = 1 

 
Demostración 

∆𝐿(𝑥) = 𝐿(𝑥 + 1) − 𝐿(𝑥) =
(𝑙 − 2)(𝑥 + 1)2 − (𝑙 − 4)(𝑥 + 1)

2
−

(𝑙 − 2)(𝑥)2 − (𝑙 − 4)(𝑥)

2
= (𝑙 − 2)𝑥 + 1 

QED 
 

Proposición L2 
La segunda diferencial entera de 𝐿(𝑛) es igual a 𝑙 − 2, es decir 

∆2𝐿(𝑥) = 𝑙 − 2 

 
Demostración 

∆2𝐿(𝑥) = ∆𝐿(𝑥 + 1) − ∆𝐿(𝑥) = ((𝑙 − 2)(𝑥 + 1) + 1) − ((𝑙 − 2)𝑥 + 1) = (𝑙 − 2) 

QED 
 

Proposición L3 
Existe un entero con al menos 𝑚 representaciones como suma de 2𝑚   𝐿-gonales  

 
Demostración 

Por definición ∆𝐿(𝑥) = 𝐿(𝑥 + 1) − 𝐿(𝑥) es una combinación entera de 𝐿(𝑥) y 𝐿(𝑥 + 1), y 
 

∆2𝐿(𝑥) = ∆𝐿(𝑥 + 1) − ∆𝐿(𝑥) = (𝐿(𝑥 + 2) − 𝐿(𝑥 + 1)) − (𝐿(𝑥 + 1) − 𝐿(𝑥))

= 𝐿(𝑥 + 2) − 2𝐿(𝑥 + 1) + 𝐿(𝑥) 
 

es una combinación entera de 𝐿(𝑥), 𝐿(𝑥 + 1), 𝐿(𝑥 + 2)  y por el resultado anterior  

∆2𝐿(𝑥) = 𝑙 − 2 para toda 𝑥, es decir, que podemos tomar 
∆2𝐿(0) = ⋯ = ∆2𝐿(𝑚 − 1) = 𝐿 − 2 

𝐿(2) − 2𝐿(1) + 𝐿(0) = ⋯ = 𝐿(𝑚 + 1) − 2𝐿(𝑚) + 𝐿(𝑚 − 1) = 𝑙 − 2. 
Si sumamos 2 ∑ 𝐿(𝑖)𝑚

𝑖=1  tenemos que  
 

𝐿(2) + 2 ( ∑ 𝐿(𝑖)

𝑚

𝑖∈{1,…,𝑚}\{1}

) + 𝐿(0) = ⋯ = 𝐿(𝑚 + 1) + 2 ( ∑ 𝐿(𝑖)

𝑚

𝑖∈{1,…,𝑚}\{𝑚}

) + 𝐿(𝑚 − 1)

= 𝑙 − 2 + 2 ∑ 𝐿(𝑖)

𝑚

𝑖=1

. 

 
 
Por lo tanto 𝑙 − 2 + 2 ∑ 𝐿(𝑖)𝑚

𝑖=1  es un entero con al menos 𝑚 representaciones como 
suma de 2𝑚  𝐿-gonales. 

QED 
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Proposición L4 
La función representaciones como suma de 𝑙 números 𝐿-gonales 𝑟𝐿,𝑙(𝑛) no es una función 

acotada.   

 
Demostración 
Si tomamos 𝐿(0), … , 𝐿(𝑚) podemos formar al menos (𝑚 + 1)𝑙 representaciones en el caso 
que nos importa el orden de los sumandos tales que todas son menores que 𝑙 veces el más 
grande de los números que ocupamos (𝐿(𝑚)), es decir  

 

(𝑚 + 1)𝑙 ≤ 𝑅𝐿,𝑙 (𝑙(𝐿(𝑚))). 

 

Entonces tenemos 𝑙𝐿(𝑚) + 1 números y al menos (𝑚 + 1)𝑙   representaciones de esos núme-
ros. Ahora para calcular la cantidad de representaciones promedio se tiene que  

 

(𝑚 + 1)𝑙

1 + 𝑙(𝐿(𝑚))
≤

𝑅𝐿,𝑙 (𝑙(𝐿(𝑚)))

1 + 𝑙(𝐿(𝑚))
, 

 
y si hacemos 𝑚 tender a infinito con 𝑙 ≥ 3 

 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑙

𝑚2 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)𝑙

1 + 𝑙(𝐿(𝑚))
≤ lim

𝑚→∞

𝑅𝐿,𝑙 (𝑙(𝐿(𝑚)))

1 + 𝑙(𝐿(𝑚))
, 

 
así las representaciones promedio divergen, por lo tanto, 𝑟𝐿,𝑙(𝑛) no es una función acotada. 

QED 
 

Proposición L5 
𝑟𝐿,𝑙

∗ (𝑛) está acotada si y sólo si 𝑟𝐿,𝑙(𝑛) está acotada y 

𝑟𝐿,𝑙
∗ (𝑛) = 0 si y solo si 𝑟𝐿,𝑙(𝑛) = 0 

 
Demostración 
Cada representación del caso en que no nos importa el orden puede asociarse al menos a una 
representación del caso donde nos importa el orden, pero no a más de 𝑙! representaciones del 
caso donde nos importa el orden, es decir: 

 
𝑟𝐿,𝑙

∗ (𝑛) ≤ 𝑟𝐿,𝑙(𝑛) ≤ 𝑙! 𝑟𝑙,𝐿
∗ (𝑛) 

QED 
 
 

Consideremos las representaciones promedio entre 𝐿(𝑚) 𝑦 𝑙(𝐿(𝑚)) 
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Proposición L6 
Las representaciones promedio entre 𝐿(𝑚) 𝑦 𝑙(𝐿(𝑚)) también divergen. 

 

Demostración 
Podemos construir (𝑚 + 1)𝑙 representaciones que sean menores que  𝑙(𝐿(𝑚)) usando como 

sumandos a 𝐿(0), … , 𝐿(𝑚); tambien podemos construir (𝑚)𝑙 representaciones que no ocupan 
a 𝐿(𝑚)  y son menores que   𝑙 ∗ 𝐿(𝑚) usando como sumandos a 𝐿(0), … , 𝐿(𝑚 − 1). Si al pri-

mer conjunto de representaciones le quitamos el segundo obtenemos (𝑚 + 1)𝑙 − (𝑚)𝑙 repre-

sentaciones menores que   𝑙(𝐿(𝑚)) y que sí ocupan a 𝐿(𝑚), es decir  

 

(𝑚 + 1)𝑙 − (𝑚)𝑙

(𝑙 − 1)(𝐿(𝑚)) + 1
≤

|{𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑛 𝑎 𝐿(𝑚) 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝐿(𝑚) 𝑦 𝑙(𝐿(𝑚))}|

(𝑙 − 1)(𝐿(𝑚)) + 1

≤
𝑅𝐿,𝑙 (𝑙(𝐿(𝑚))) − 𝑅𝐿,𝑙(−1 + 𝐿(𝑚))

(𝑙 − 1)(𝐿(𝑚)) + 1
 

 
y si hacemos 𝑚 tender a infinito 

 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑙−1

𝑚2 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)𝑙 − (𝑚)𝑙

(𝑙 − 1)(𝐿(𝑚)) + 1
≤ lim

𝑚→∞

𝑅𝐿,𝑙 (𝑙(𝐿(𝑚))) − 𝑅𝑃,𝑙(−1 + 𝐿(𝑚))

(𝑙 − 1)(𝐿(𝑚)) + 1
 . 

 
Esta función también diverge a infinito si 𝑙 es 4 o más  

QED 
 

Proposición L7 
El número de representaciones es mayor o igual si aumenta el número de sumandos, es decir 
𝑟𝐿,𝑠(𝑛) es no decreciente en 𝑠 

 
Demostración 
Esto será claro del hecho de que podemos tomar una representación de 𝑟𝐿,𝑠(𝑛)  y sumarle 

cero obteniendo una representación de 𝑟𝐿,𝑠+1(𝑛) 

 
𝑟𝐿,𝑠(𝑛) ≤ 𝑟𝐿,𝑠+1(𝑛), 

 
es decir,  𝑟𝐿,𝑠(𝑛)  es creciente en 𝑠 

QED 
 
Recordemos que 𝐻(𝑓(𝑥), 𝑛) es el mayor entero tal que 𝑓(𝐻(𝑓(𝑥), 𝑛)) es menor o 

igual que 𝑛. También notemos que 𝐿(𝑥) es convexa ya que 
𝑑2

𝑑𝑥2 𝐿(𝑥) = 𝑙 − 2 > 0 de lo cual se 

sigue 𝐿(𝑥) como una función en ℝ que no toma el mismo valor más de dos veces. Lo anterior 
se hereda para 𝐿(𝑥) − 𝑢,  con cualquier 𝑢 ∈ ℝ. 

Por lo expuesto, tiene sentido calcular las raíces del polinomio  

𝐷(𝑥) − 𝑢 =
(𝑙 − 2)𝑥2 − (𝑙 − 4)𝑥

2
− 𝑢 

ya que 𝐻[𝐿(𝑥), 𝑢] debe ser un entero inmediatamente anterior a alguna de las raíces, resol-
viendo tenemos la proposición que sigue. 
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Proposición L8 

𝐻[𝐿(𝑥), 𝑢] = 𝐻 [𝑥,
𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
] 

 
Demostración 
Por lo anterior tiene sentido calcular las raíces del polinomio 

 

𝐿(𝑥) − 𝑢 =
(𝑙 − 2)𝑛2 − (𝑙 − 4)𝑛

2
− 𝑢 

 
ya que 𝐻[𝐿(𝑥), 𝑢] debe ser un entero inmediatamente anterior a alguna de las raíces, enton-
ces se tiene lo siguiente   

 

𝑥 =
𝑙 − 4 ± √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
 

 

Si   𝑢 > 0 →  √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2) > 𝑙 − 4 → 

𝑙 − 4 ± √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
< 0 !   

 

por lo tanto  𝑥 =
𝑙−4+√(𝑙−4)2+2𝑢(𝐿−2)

2(𝐿−2)
. 

 
Pero 𝐻[𝐿(𝑥), 𝑢] debe ser un valor entero, notemos lo siguiente  

 

𝐻 [𝑥,
𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
] ≤

𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)

< 1 + 𝐻 [𝑥,
𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
]

→ 𝐿 (𝐻 [𝑥,
𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
])

≤ 𝐿 (
𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
) = 𝑢

< 𝐿 (1 +
𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
)         

 
por lo tanto   

 

 𝐻[𝐿(𝑥), 𝑢] = 𝐻 [𝑥,
𝑙 − 4 + √(𝑙 − 4)2 + 2𝑢(𝐿 − 2)

2(𝐿 − 2)
]  

QED 
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Proposición L9 
Si 𝐿 y 𝑠 son mayores o iguales a tres entonces existe algún entero con una cantidad arbitraria-
mente grande de representaciones como suma de 𝑠 números 𝐿-gonales 

 
Demostración 
Si tomamos 𝐿(0), … , 𝐿(𝑚) podemos formar al menos (𝑚 + 1)𝑠 representaciones en el caso 
que nos importa el orden de los sumandos tales que todas son menores que 𝑠 veces el más 
grande de los números que ocupamos (𝐿(𝑚)), es decir 

 

(𝑚 + 1)𝑠 ≤ 𝑅𝐿,𝑠(𝑠𝐿(𝑚)). 

 
Entonces tenemos 𝑠𝐿(𝑚) + 1  números y al menos (𝑚 + 1)𝑠  representaciones de esos núme-
ros 

Ahora calculemos la cantidad de representaciones promedio. 
(𝑚 + 1)𝑠

1 + 𝑠𝐿(𝑚)
≤

𝑅𝐿,𝑠(𝑠𝐿(𝑚))

1 + 𝑠𝐿(𝑚)
 

 
si hacemos 𝑚 tender a infinito con 𝑠 ≥ 3 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠

𝑚2 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)𝑠

1 + 𝑠𝐿(𝑚)
≤ lim

𝑚→∞

𝑅𝐿,𝑠(𝑠𝐿(𝑚))

1 + 𝑠𝐿(𝑚)
, 

 
es decir, las representaciones promedio divergen y significa que 𝑟𝐿,𝑠(𝑛) no es una función aco-

tada 

QED 
 

Proposición L10 
𝑟𝐿,𝑠

∗ (𝑛) está acotada si y sólo si 𝑟𝐿,𝑠(𝑛) está acotada y  

𝑟𝐿,𝑠
∗ (𝑛) = 0 si y sólo si 𝑟𝐿,𝑠(𝑛) = 0. 

 
Demostración 
Cada representación del caso en que no importa el orden puede asociarse al menos a una re-
presentación del caso donde nos importa el orden, pero no a más de 𝑠! representaciones del 
caso donde nos importa el orden, es decir: 

 
𝑟𝐿,𝑠

∗ (𝑛) ≤ 𝑟𝐿,𝑠(𝑛) ≤ 𝑠! 𝑟𝑠,𝐿
∗ (𝑛) 

 

QED 
 

Proposición L11 
Si 𝑠 ≥ 4  entonces las representaciones promedio entre 𝐿(𝑚) 𝑦 𝑠𝐿(𝑚) divergen. 

 
Demostración 
Podemos construir (𝑚 + 1)𝑠 representaciones que sean menores que 𝑠𝐿(𝑚) usando como 
sumandos a 𝐿(0), … , 𝐿(𝑚), y podemos construir (𝑚)𝑠 representaciones que no ocupen a 
𝐿(𝑚)  y son menores que   𝑠𝐿(𝑚), usando como sumandos a 𝐿(0), … , 𝐿(𝑚 − 1). Si al primer 
conjunto de representaciones le quitamos el segundo obtenemos (𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠 represen-
taciones menores que   𝑠𝐿(𝑚) y que sí ocupan a 𝐿(𝑚), es decir,  
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(𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠

(𝑠 − 1)𝐿(𝑚) + 1
≤

|{𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑛 𝑎 𝐿(𝑚) 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝐿(𝑚) 𝑦 𝑠𝐿(𝑚)}|

(𝑠 − 1)𝐿(𝑚) + 1

≤
𝑅𝐿,𝑠(𝑠𝐿(𝑚)) − 𝑅𝐿,𝑠(−1 + 𝐿(𝑚))

(𝑠 − 1)𝐿(𝑚) + 1
 

 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠−1

𝑚2 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠

(𝑠 − 1)𝐿(𝑚) + 1
≤ lim

𝑚→∞

𝑅𝐿,𝑠(𝑠𝐿(𝑚)) − 𝑅𝑃,𝑠(−1 + 𝐿(𝑚))

(𝑠 − 1)𝐿(𝑚) + 1
 

 
por lo tanto, esta función también diverge a infinito 

QED 
 
Para terminar esta parte de la tesis recapitularemos los resultados obtenidos.  

Planteándolo grosso modo, recordemos a partir de la Figura D2, que el comportamiento de los 
valores de 𝑟𝐷,10(𝑛) parecen atender a un arreglo más determinista que azaroso. En este capí-

tulo hemos tratado de dar los primeros pasos para entender en comportamiento de 𝑟𝐷,10(𝑛)  

(así como de 𝑟𝐿,𝑠(𝑛)). En primera instancia encontramos que para todo valor 𝑘 existe una 𝑛 en 

el dominio tal que 𝑟𝐷,10(𝑛) fuera mayor o igual a esa 𝑘; o que es posible encontrar para cual-

quier entero 𝜆 las imágenes más cercanas de 𝐷(𝑥)  tal que 𝐷(𝑥)  ≤ λ < 𝐷(𝑥 + 1) (Ver Figura 
D3). Entonces ya podemos sugerir que el comportamiento de 𝑟𝐿,𝑠(𝑛) puede ser modelado y 

caracterizado con base en los primeros resultados obtenidos en este capítulo.  
 

Figura D3 
 

En esta grafica se puede apreciar que 𝐷(15) ≤ 800 < 𝐷(16) por lo tanto 𝐻[𝐷(𝑥), 800] = 15. 
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6. Representaciones como sumas de 𝐤-ésimas potencias  

 
En el capítulo anterior ya proporcionamos los elementos de inicio para analizar la representa-
ción de un entero como suma de las imágenes de cierto tipo de polinomios entero valuados de 
grado dos. En este capítulo damos lugar a un estudio más amplio del uso de potencias, es de-
cir, ahora emplearemos 𝑘-ésimas potencias para representar a cualquier entero positivo, y 
para evitar confusiones, cabe señalar que cualquier representación siempre será como suma 

de números tomados del conjunto {1𝑘 , 2𝑘 , … , 𝑛𝑘, … } con 𝑘 fija, pero también pueden ser de 𝑘 

no fija y el conjunto es  {1𝑘1 , 2𝑘2 , … , 𝑛𝑘𝑛 , … }. 
Las propiedades que mostraremos en este capítulo las enunciamos a continuación:  

a) Con base en los coeficientes 𝑏𝑘(𝑥) = (
𝑥
𝑘

) asociados a las representaciones canónicas de los poli-

nomios 𝐾(𝑥) = 𝑥𝑘, mostraremos diversas maneras en las que se puede representar a la ℎ-ésima 

diferencial entera, la que denotamos por  ∆ℎ𝐾(𝑥).  

b) Si se fija una 𝑚, entonces es posible obtener un entero con al menos 𝑚2𝑘−1 potencias 𝑘 
como sumandos en su representación aditiva.  
c) De manera semejante a lo hecho en el Capítulo 5. Números poligonales y cantidad de represen-

taciones como sumas de números poligonales, mostraremos que la función 𝑟𝐾,𝑠(𝑛) es no acotada, 

es decir que para toda 𝑘 existe una 𝑚 tal que  𝑟𝐾,𝑠(𝑚) ≥ 𝑘.  

d) El tamaño de  𝑟𝐾,𝑠(𝑛) aumenta si también lo hace la cantidad de sumandos, es decir, 𝑟𝐾,𝑠(𝑠) 

es creciente sobre 𝑠.  
e) En esta parte se mostrarán cotas para  𝑅𝐾,𝑠(𝑛) 𝑦 𝑅𝐾,𝑠

∗ (𝑛), donde definimos a 𝑅𝐾,𝑠
∗ (𝑛) como 

la cantidad de representaciones acumuladas donde sí importa el orden de los sumandos, es 
decir, 

 

𝑅𝐾,𝑠
∗ (𝑁) = ∑ 𝑟𝐾,𝑠

∗ (𝑛)

𝑁

𝑛=0

, 

 
y respectivamente la expresión es semejante para el caso de 𝑅𝐾,𝑠(𝑛). 

 
El punto e) que mencionamos tiene una relevancia especial ya que encontrar las cotas 

para este tipo de sumas ha sido un problema que llamó la atención desde hace un poco más 
de 100 años. Sierpinski, Hardy y Landau trabajaron en el problema de que dado un entero po-
sitivo 𝑛 y con 𝑟(𝑛) la cantidad de representaciones como suma de dos cuadrados, es decir  
𝛾𝑥2,2

 (𝑘) = card{𝑛 = 𝑡2 + 𝑠2, t, s enteros}, entonces su objetivo era encontrar una buena 

aproximación para   

 Υ𝑥2,2
 (𝑛) = ∑ 𝛾𝑥2,2

 (𝑘)

𝑛

𝑘=1

. 

 
Este  problema es un caso particular que quedará inmerso en uno más general que planteamos 
en la tesis, es decir, en el punto e). 

 
Representación canónica de 𝑷(𝒙) 
Un polinomio entero valuado tiene una representación canónica si es posible escribirlo como 
una combinación lineal y entera de polinomios binomiales, es decir, los de la forma  

 

𝑏𝑘(𝑥) = (
𝑥
𝑘

) =
𝑥(𝑥 − 1) … (𝑥 − 𝑘 + 1)

𝑘!
. 
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Proposición K0 
Todo polinomio 𝑃(𝑥) entero valuado tiene una representación canónica.  

 
Demostración 

Sea 𝑏𝑘(𝑥) = (
𝑥
𝑘

) =
𝑥(𝑥−1)…(𝑥−𝑘+1)

𝑘!
 y 𝑃(𝑥) = 𝑃𝑘(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑘
𝑖=0  un polinomio entero valuado. 

Ahora construimos los polinomios siguientes: 

𝑃𝑘−1(𝑥) = 𝑃𝑘(𝑥) − 𝑢𝑘𝑏𝑘(𝑥)  con un real 𝑢𝑘 tal que 𝑃𝑘−1(𝑥) sea de grado 𝑘 − 1. 
𝑃𝑘−2(𝑥) = 𝑃𝑘−1(𝑥) − 𝑢𝑘−1𝑏𝑘−1(𝑥) = 𝑃𝑘(𝑥) − 𝑢𝑘𝑏𝑘(𝑥) − 𝑢𝑘−1𝑏𝑘−1(𝑥)  con un real 𝑢𝑘−1 tal 
que 𝑃𝑘−2(𝑥) sea de grado 𝑘 − 2.  

Si procedemos así sucesivamente, entonces podemos encontrar reales  𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑘 

tales que 0 = 𝑃(𝑥) − ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)𝑘
𝑖=0 , es decir 𝑃(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)𝑘

𝑖=0 . 
Ahora, mostraremos que el conjunto de coeficientes {𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑘} es de enteros. Si 

evaluamos en cero tenemos que 𝑃(0) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(0)𝑘
𝑖=0 = 𝑢0𝑏0(0) = 𝑢0 y como 𝑃(𝑥) es entero 

valuado, entonces 𝑃(0) es un entero, es decir 𝑢0 es un entero. Por otro lado,  

𝑃(𝑥) − 𝑢0𝑏0(𝑥) = 𝑃(𝑥) − 𝑢0 = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)𝑘
𝑖=1   es una combinación entera de polinomios ente-

ro valuados, es decir es entero valuado. Si la última igualdad se evalúa en 1 se llega a que  

𝑃(1) − 𝑢0𝑏0(1) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(1)𝑘
𝑖=1 = 𝑢1𝑏1(1) = 𝑢1, 

por lo anterior 𝑢1 también es un entero. Si se continua la construcción de esta manera  

𝑃(𝑥) − ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)𝑗−1
𝑖=0 = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)𝑘

𝑖=𝑗 , 

y como 𝑏𝑗(𝑗) = 1 y además 𝑏𝑗(𝑙) = 0, para toda 𝑖 > 𝑗, entonces  

𝑃(𝑗) − ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑗)𝑗−1
𝑖=0 = 𝑢𝑗𝑏𝑗(𝑗) + ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑗)𝑘

𝑖=𝑗+1 , 

y se puede concluir que 𝑃(𝑗) − ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑗)𝑗−1
𝑖=0 = 𝑢𝑗, es decir que 𝑢𝑗 es entero si los anteriores 

son enteros, por lo tanto 𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑘  son enteros. 

 
Potencias 𝑲 
Sea  𝐾(𝑥) = 𝑥𝑘, y veamos un ejemplo de la representación canónica de 𝐾(𝑥) = 𝑥2. 

De la Proposición P0 se infiere que 𝐾(𝑥) = 𝑥2 = 𝑢0𝑏0(𝑥) + 𝑢1𝑏1(𝑥) + 𝑢2𝑏2(𝑥), si se evalúa 
en cero, se obtiene lo siguiente 𝐾(0) = 0 = 𝑢0𝑏0(0) + 𝑢1𝑏1(0) + 𝑢2𝑏2(0) = 𝑢0, por lo tanto 
𝐾(𝑥) = 𝑥2 = 𝑢1𝑏1(𝑥) + 𝑢2𝑏2(𝑥).  

Ahora si se evalúa en 𝑥 =  1, tenemos que 𝐾(1) = 1 = 𝑢1𝑏1(1) + 𝑢2𝑏2(1) = 𝑢1, en-
tonces      𝐾(𝑥) − 𝑏1(𝑥) = 𝑥2 − 𝑏1(𝑥) = 𝑢2𝑏2(𝑥).  

Si se hace lo mismo para 𝑥 =  2, nos queda que 𝐾(2) − 𝑏1(2) = 4 − 2 = 𝑢2. Por lo 
tanto, la representación canónica de 𝐾(𝑥) = 𝑥2 es 𝑥2 = 0𝑏0(𝑥) + 1𝑏1(𝑥) + 2𝑏2(𝑥). 
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Proposición K1 
El grado del polinomio correspondiente a la primera diferencial entera de 𝐾(𝑥) es 𝑘 − 1, es 
decir 

𝛿(∆𝐾(𝑥)) = 𝑘 − 1 

 
Demostración8

 

Sabemos que por ser un polinomio entero valuado 𝐾(𝑥) tiene una representación canónica, es 

decir  𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)𝑘
𝑖=0  entonces ∆𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖∆𝑏𝑖(𝑥)𝑘

𝑖=0 .  
También, consideramos que como ∆𝑏𝑘(𝑥) = 𝑏𝑘−1(𝑥), entonces 

∆𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−1(𝑥)

𝑘

𝑖=1

= ∑ 𝑢𝑗+1𝑏𝑗(𝑥)

𝑘−1

𝑗=0

 

que es un polinomio de grado 𝑘 − 1.  

QED 
 

Ejemplo. 𝐾(𝑥) = 𝑥2 = 0𝑏0(𝑥) + 1𝑏1(𝑥) + 2𝑏2(𝑥),  

entonces  ∆(𝐾(𝑥)) = 1𝑏0(𝑥) + 2𝑏1(𝑥) = 1 + 2𝑥, 

además   ∆2𝐾(𝑥) = ∆ (∆(𝐾(𝑥))) = 2𝑏0(𝑥) = 2. 

 
Proposición K2 
La ℎ-ésima diferencial entera de 𝐾(𝑥) se puede expresar en términos de sus coeficientes ca-
nónicos, junto con los polinomios binomiales, y queda de la siguiente manera 

 

∆ℎ𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ(𝑥)

𝑘

𝑖=ℎ

 

 
Demostración 
Se puede demostrar por inducción que ∆ℎ𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ(𝑥)𝑘

𝑖=ℎ . 
 
Base de inducción) Como parte de la prueba de la Proposición K1 vimos que la primera dife-

rencial entera de 𝐾(𝑥) es  ∆ 𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−1(𝑥)𝑘
𝑖=1 . 

Hipótesis de inducción) Supongamos que la ℎ-ésima diferencial es  ∆ℎ𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ(𝑥)𝑘
𝑖=ℎ . 

Paso inductivo) Para la (ℎ + 1) −ésima diferencial se tiene que  

∆ℎ+1𝐾(𝑥) = ∆ (∆ℎ𝐾(𝑥)) = ∆ (∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ(𝑥)

𝑘

𝑖=ℎ

) = ∑ 𝑢𝑖∆(𝑏𝑖−ℎ(𝑥)) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ−1(𝑥)

𝑘

𝑖=ℎ+1

𝑘

𝑖=ℎ

, 

por lo tanto ∆ℎ𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ(𝑥)𝑘
𝑖=ℎ  para toda ℎ ∈ ℕ. 

QED 
 

  

                                                             
8
 Cabe mencionar que la demostración de este caso 𝐾(𝑥)  =  𝑥𝑘 podría ser de manera directa como se 

presentó en el teorema D1 del Capítulo 5. Números poligonales y cantidad de representaciones como 

sumas de números poligonales, es decir, se considera la diferencia  

𝐾(𝑥 + 1) − 𝐾(𝑥) =  (𝑥 + 1)𝑘 − 𝑥𝑘  y se llegará a un polinomio de grado 𝑘 − 1. Pero se usa un proceso 

con base en las representaciones canónicas  porque consideramos que es lo más adecuado porque el pro-

ceso de los resultados que siguen en este capítulo y el cuatro requerirán esta clase de representaciones. 
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Proposición K3 

La 𝑘-ésima diferencial entera de un polinomio 𝐾(𝑥) entero valuado de grado 𝑘 coincide con el 
𝑘-ésimo coeficiente de su representación canónica, es decir 

 

∆𝑘𝐾(𝑥) = 𝑘! 𝑎𝑘 = 𝑢𝑘  

 

Demostración 
Sea 𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)𝑘

𝑖=0  en su forma canónica, y por la Proposición K2 tenemos la primera 
igualdad 

 ∆𝑘𝐾(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ(𝑥)𝑘
𝑖=𝑘 = 𝑢𝑘𝑏0(𝑥) = 𝑢𝑘, ahora notemos lo siguiente,  

𝑃𝑘(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖

𝑘

𝑖=0

= ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖(𝑥)

𝑘

𝑖=0

− − − − − − − (k1) 

y 𝑏𝑘(𝑥) =
𝑥𝑘

𝑘!
+ ∑ 𝛽𝑖𝑥𝑖𝑘−1

𝑖=0  para algunos 𝛽𝑖  números reales. 

Si calculamos la 𝑘-ésima derivada de ambos lados de la fórmula (k1)  tenemos 

𝑘! 𝑎𝑘 = 𝑢𝑘
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘 𝑏𝑘(𝑥) = 𝑢𝑘
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘 (
𝑥𝑘

𝑘!
+ ∑ 𝛽𝑖𝑥

𝑖𝑘−1
𝑖=0 ) = 𝑢𝑘

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘 (
𝑥𝑘

𝑘!
) = 𝑢𝑘,  

por lo tanto ∆𝑘𝐾(𝑥) = 𝑘! 𝑎𝑘 = 𝑢𝑘. 

QED 
 
A continuación daremos un ejemplo que nos muestra que podemos expresar la m-ésima dife-

rencial entera de 𝐾(𝑥) = 𝑥2 como una combinación lineal y entera de 𝐾(𝑥), 𝐾(𝑥 + 1) y 𝐾(𝑥 + 2),  y 
además se ve que la suma de los coeficientes de dicha combinación es 0. 

Sabemos que 𝐾(𝑥) = 𝑥2 = 𝑢0𝑏0(𝑥) + 𝑢1𝑏1(𝑥) + 𝑢2𝑏2(𝑥) y por definición  

∆ 𝐾(𝑥) = (𝑥 + 1)2 − (𝑥)2 = (
1
1

) (−1)1−1(𝑥 + 1)2 + (
1
0

) (−1)1−0(𝑥)2 , 

además  1 − 1 = 0, y como 
∆2 𝐾(𝑥) = ∆ ∆ 𝐾(𝑥) = ((𝑥 + 2)2 − (𝑥 + 1)2) − ((𝑥 + 1)2 − (𝑥)2)

=  (𝑥 + 2)2 − 2(𝑥 + 1)2 + (𝑥)2

= (
2
2

) (−1)2−2(𝑥 + 2)2 + (
2
1

) (−1)2−1(𝑥 + 1)2 + (
2
0

) (−1)2−0(𝑥)2 

por lo tanto ∆2 𝐾(𝑥) es una combinación lineal de 𝐾(𝑥 + 2), 𝐾(𝑥 + 1) y 𝐾(𝑥) y al sumar los 
coeficientes tenemos que 1 − 2 + 1 = 0. 

En la proposición siguiente veremos que lo anterior se cumple en general.  

 
Proposición K4 
Es posible expresar la 𝑚-ésima diferencial entera como una combinación lineal y entera de 
𝐾(𝑥), … , 𝐾(𝑥 + 𝑚), dicha combinación lineal está dada por 

∆𝑚𝐾(𝑥) = ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗

𝑚

𝑗=0

𝐾(𝑥 + 𝑗). 

Además, la suma de los coeficientes (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗  negativos y por otro lado los positivos tie-

nen la misma magnitud. 

 
Demostración 
Una forma de probar que la suma de los coeficientes negativos es igual en magnitud que la 
suma de los coeficientes positivos es a través de verificar que la suma de todos los coeficientes 

es cero, esto es, que ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗𝑚

𝑗=0 = 0, pero  
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∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗

𝑚

𝑗=0

= ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗(1)𝑗

𝑚

𝑗=0

= (1 − 1)𝑚 = 0, 

por lo tanto, los coeficientes negativos y positivos tienen la misma magnitud. Por otra parte se 

puede demostrar por inducción la igualdad ∆𝑚𝐾(𝑥) = ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗𝑚

𝑗=0 𝐾(𝑥 + 𝑗).  

Base de inducción)  

∆𝐾(𝑥) = 𝐾(𝑥 + 1) − 𝐾(𝑥) = ∑ (
1
𝑗

) (−1)1−𝑗

1

𝑗=0

𝐾(𝑥 + 𝑗) 

Hipótesis de inducción) 
Supongamos que se cumple para la 𝑚-ésima diferencial,  

∆𝑚𝐾(𝑥) = ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗

𝑚

𝑗=0

𝐾(𝑥 + 𝑗) 

Paso inductivo) 
Veamos que se cumple para la 𝑚 + 1 diferencial, es decir 

∆𝑚+1𝐾(𝑥) = ∆(∆𝑚𝐾(𝑥)) = (∆𝑚𝐾(𝑥 + 1)) − (∆𝑚𝐾(𝑥))

= ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗

𝑚

𝑗=0

𝐾(𝑥 + 1 + 𝑗) − ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗

𝑚

𝑗=0

𝐾(𝑥 + 𝑗) 

Bajo el proceso de las operaciones llegamos a   

 ∆𝑚+1𝐾(𝑥) = ∑ (
𝑚 + 1

𝑗
) (−1)𝑚+1−𝑗𝑚+1

𝑗=0 𝐾(𝑥 + 𝑗) por lo tanto 

 ∆𝑚𝐾(𝑥) = ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗𝑚

𝑗=0 𝐾(𝑥 + 𝑗) , para toda 𝑚 ∈ ℕ. 

QED 
 
La Proposición K4 nos permite dar lugar a la posibilidad de construir un numero del 

cual podemos exhibir una cantidad determinada de representaciones como suma de 𝑘-ésimas 
potencias. Antes de enunciar la proposición mostraremos un ejemplo.  

 
En el este ejemplo que sigue veremos que existe un entero que tiene al menos 3 re-

presentaciones como suma de 6 cuadrados.  
Sabemos que ∆2 𝐾(𝑥) = (𝑥 + 2)2 − 2(𝑥 + 1)2 + (𝑥)2 = 2, evaluando en 0, 1 y 2 

tenemos que     ∆2 𝐾(0) = ∆2 𝐾(1) = ∆2 𝐾(2) = 2,    entonces     (2)2 − 2(1)2 + (0)2 = 

(3)2 − 2(2)2 + (1)2 = (4)2 − 2(3)2 + (2)2 = 2, si sumamos 2(1)2 + 2(2)2 + 2(3)2 en cada 
parte de la igualdad obtenemos que:  

(2)2 + 2(2)2 + 2(3)2 + (0)2 = (3)2 + 2(1)2 + 2(3)2 + (1)2

= (4)2 + 2(1)2 + 2(2)2 + (2)2 = 2 + 2(1)2 + 2(2)2 + 2(3)2 = 30 

por lo tanto 30 tiene por lo menos 3 representaciones como suma de 6 cuadrados. 

 
Proposición K5 
Existe un entero con al menos 𝑚 representaciones como suma de 𝑚 ∗ (2)𝑘−1  potencias 𝑘. 

 
Demostración 
Por la Proposición K3 ∆𝑘𝐾(𝑥) = 𝑢𝑘 y por la Proposición K4 tenemos que   

 

∆𝑚𝐾(𝑥) = ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗

𝑚

𝑗=0

𝐾(𝑥 + 𝑗). 
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Si usamos ambas igualdades obtenemos, por un lado que 

∆𝑘𝐾(0) = ⋯ = ∆𝑘𝐾(𝑚 − 1) = 𝑢𝑘, 
y por otro  

 

∆𝑘𝐾(𝑥)  = ∑ (
𝑘
𝑗

) (−1)𝑘−𝑗

𝑘

𝑗=0

𝐾(𝑥 + 𝑗) = 

∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

(
𝑗=0

𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟
)

𝐾(𝑥 + 𝑗) − ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑥 + 𝑗), 

 
esto es  

𝑢𝑘 = ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑗) − ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑗) = ⋯

= ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑚 − 1 + 𝑗) − ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑚 − 1 + 𝑗). 

 
Si sumamos en cada parte de la igualdad 

 

∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑖 + 𝑗)

𝑚−1

𝑖=0

 

 
obtenemos  

 

𝑢𝑘 + ∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑖 + 𝑗)

𝑚−1

𝑖=0

= ∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑖 + 𝑗)

𝑚−1

𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑗) = ⋯

= ∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑖 + 𝑗)

𝑚−2

𝑖=0

+ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑚 − 1 + 𝑗). 

 
Así, construimos 𝑚 representaciones de  

 

𝑢𝑘 + ∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑖 + 𝑗)

𝑚−1

𝑖=0

 

como suma de  
 

∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝑚−1

𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

 

 
números polinomiales.  
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También sabemos por la primera parte de la Proposición K4 que  
 

∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

= ∑ (
𝑘
𝑗

) ,

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

 

 
además  

 

∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

+ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

= ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0

= (2)𝑘 , 

 lo que implica que  
 

∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

= ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

= (2)𝑘−1, 

 
por lo tanto  

 

∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝑚−1

𝑖=1

+ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑝𝑎𝑟

= ∑ (2)𝑘−1

𝑚−1

𝑖=1

+ (2)𝑘−1 = 𝑚 ∗ (2)𝑘−1. 

 
De lo anterior concluimos que  

 

𝑢𝑘 + ∑ ∑ (
𝑘
𝑗

)

𝑘

𝑗=0
𝑘−𝑗 𝑖𝑚𝑝𝑎𝑟

𝐾(𝑖 + 𝑗)

𝑚−1

𝑖=0

 

  

tiene al menos 𝑚 representaciones como suma de polinomiales 𝑚(2)𝑘−1. 

QED 
 

Proposición K6 
Si   𝑠 − 𝑘 ≥ 1  la función representaciones como suma de 𝑠 potencias 𝑘 𝑟𝐾,𝑠(𝑛) no es una fun-

ción acotada.   

 
Demostración 
Si tomamos 𝐾(0), … , 𝐾(𝑚) podemos formar al menos (𝑚 + 1)𝑠 representaciones para el caso 
en el que importa el orden de los sumandos  de tal manera que todas son menores que 𝑠 veces 
el más grande de los números que ocupamos, que en este caso es (𝐾(𝑚)), por lo tanto 
(𝑚 + 1)𝑠 ≤ 𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚)). Entonces tenemos 1 + 𝑠𝐾(𝑚) números y al menos (𝑚 + 1)𝑠  re-

presentaciones de esos números.  
Ahora, calculemos el número de representaciones promedio, para esto se tiene que 
 

(𝑚 + 1)𝑠

1 + 𝑠𝐾(𝑚)
≤

𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚))

1 + 𝑠𝐾(𝑚)
. 

 
Si hacemos 𝑚 tender a infinito  
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∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠

𝑚𝑘 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)𝑠

1 + 𝑠𝐾(𝑚)
≤ lim

𝑚→∞

𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚))

1 + 𝑠𝐾(𝑚)
, 

 
es decir, si  𝑠 − 𝑘 ≥ 1, entonces las representaciones promedio divergen y por lo tanto  𝑟𝐾,𝑠(𝑛) 

no es una función acotada. 

QED 
 

Proposición K7 
𝑟𝐾,𝑠

∗ (𝑛) está acotada si y sólo si 𝑟𝐾,𝑠(𝑛) está acotada.  

𝑟𝐾,𝑠
∗ (𝑛) = 0 si y sólo si 𝑟𝐾,𝑠(𝑛) = 0. 

 
Demostración 
Cada representación del caso en que no importa el orden puede asociarse al menos a una re-
presentación del caso donde sí importa el orden, pero no a más de 𝑠! representaciones del 
caso donde nos importa el orden, es decir: 

𝑟𝐾,𝑠
∗ (𝑛) ≤ 𝑟𝐾,𝑠(𝑛) ≤ 𝑠! 𝑟𝐾,𝑠

∗ (𝑛) . 

QED 
 
Consideremos las representaciones promedio entre 𝐾(𝑚) y 𝑠𝐾(𝑚). 

 
Proposición K8 
Si 𝑠 − 𝑘 ≥ 2,  entonces las representaciones promedio entre 𝐾(𝑚) y 𝑠𝐾(𝑚) también diver-
gen. 

 
Demostración 
Podemos construir (𝑚 + 1)𝑠 representaciones que sean menores que 𝑠𝐾(𝑚), donde 
𝐾(0), … , 𝐾(𝑚) se usan como sumandos; además podemos construir (𝑚)𝑠 representaciones 
que no ocupan a 𝐾(𝑚)  y son menores que   𝑠𝐾(𝑚), con el uso de los sumandos a 
𝐾(0), … , 𝐾(𝑚 − 1). Si al primer conjunto de representaciones le quitamos el segundo, obte-
nemos (𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠 representaciones menores que   𝑠𝐾(𝑚) y que si ocupan a 𝐾(𝑚), es 
decir 
 

 
(𝑚+1)𝑠−(𝑚)𝑠

(𝑠−1)𝐾(𝑚)+1
≤

|{𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑛 𝑎 𝐾(𝑚) 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝐾(𝑚) 𝑦 𝑠𝐾(𝑚)}|

(𝑠−1)𝐾(𝑚)+1
 

≤
𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚)) − 𝑅𝐾,𝑠(−1 + 𝐾(𝑚))

(𝑠 − 1)𝐾(𝑚) + 1
, 

  
si 𝑚 tiende a infinito entonces  

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠−1

𝑚𝑘 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠

(𝑠 − 1)𝐾(𝑚) + 1
≤ lim

𝑚→∞

𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚)) − 𝑅𝐾,𝑠(−1 + 𝐾(𝑚))

(𝑠 − 1)𝐾(𝑚) + 1
 

QED 
 
Esto podría llevarnos a pensar que los números con una cantidad de representaciones 

más grandes son los números más grandes siempre que 𝑠 − 𝑘 ≥ 2. Lo cual a su vez explicaría 
el comportamiento aparentemente creciente de las funciones de representaciones.  
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Proposición K9 
El número de representaciones aumenta si aumentan los sumandos, es decir     𝑟𝐾,𝑠(𝑛)  es 

creciente en 𝑠. 

 
Demostración 
Podemos tomar una representación de 𝑟𝐾,𝑠(𝑛)  y sumarle cero obteniendo una representación 

de 𝑟𝐾,𝑠+1(𝑛) por lo tanto 𝑟𝐾,𝑠(𝑛) ≤ 𝑟𝐾,𝑠+1(𝑛), de ahí se infiere que 𝑟𝐾,𝑠(𝑛)  es creciente en 𝑠 

 QED 

 
Cotas para  𝐑𝐊,𝐬(𝐧) 𝐲 𝐑𝐊,𝐬

∗ (𝐧) 
Ahora damos lugar a mostrar cotas para  𝑅𝐾,𝑠(𝑛) 𝑦 𝑅𝐾,𝑠

∗ (𝑛), donde ya definimos a 𝑅𝐾,𝑠
∗ (𝑛) 

como la cantidad de representaciones acumuladas donde sí importa el orden de los sumandos, 
es decir, 

 

𝑅𝐾,𝑠
∗ (𝑁) = ∑ 𝑟𝐾,𝑠

∗ (𝑛)

𝑁

𝑛=0

, 

 
y respectivamente la expresión es semejante para el caso de 𝑅𝐾,𝑠(𝑛). 

En la introducción de este capítulo mencionamos la relevancia de encontrar las cotas 
para este tipo de sumas, éstas han sido de interés para Sierpinski, Hardy y Landau. Ellos traba-
jaron en el problema de que dado un entero positivo 𝑛 y 𝑟(𝑛) la cantidad de representaciones 
como suma de dos cuadrados, es decir, 𝛾𝑥2,2

 (𝑘) =  𝑐𝑎𝑟𝑑{𝑛 = 𝑡2 + 𝑠2 , 𝑡, 𝑠 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜𝑠}, entonces 

el objetivo era encontrar una buena aproximación para   
 

 Υ𝑥2,2
 (𝑛) = ∑ 𝛾𝑥2,2

 (𝑘)

𝑛

𝑘=1

. 

 
Este problema es un caso particular que se extenderá en la proposición que sigue. Después de 
enunciar y demostrar esta proposición, consideramos que es adecuado profundizar en la idea 
de las sumas acumuladas y lo hacemos para el caso particular de la suma de cuadrados ya que 
éste nos permite relacionarlo con las representaciones geométricas anidadas en una retícula. 
Esto nos da lugar a pensar que dicha proposición es una generalización para cualquier tipo de 
potencias enteras, y que si bien ya no las podemos visualizar en retículas, sí las podemos acotar. 

Hasta aquí se ha trabajado con una cota inferior para 𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚)), la siguiente nota 

nos ayudará a mostrar que se puede acotar 𝑅𝐾,𝑠(𝑛) por arriba y por abajo. 

 
 
Notemos lo siguiente  
 

Si (𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠  𝑦 𝐾(𝑥𝑖) ≤

𝑛

𝑠
 ∀𝑖 → 𝐾(𝑥1) + ⋯ + 𝐾(𝑥𝑠) ≤ 𝑠 ∗

𝑛

𝑠
= 𝑛. 

Si 𝐾(𝑥1) + ⋯ + 𝐾(𝑥𝑠) ≤ 𝑛 → 𝐾(𝑥𝑖) ≤ 𝑛  ∀𝑖. 
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Proposición K10 
 

a) (1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),
𝑛

𝑠
] )

𝑠
≤ 𝑅𝐾,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝐾(𝑥), 𝑛])𝑠  

b) (1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),
𝑛

𝑠
]

𝑠
) ≤ 𝑅𝐾,𝑠

∗ (𝑛) ≤ (
1 + 𝐻[𝐾(𝑥), 𝑛]

𝑠
)  

Demostración 
Notemos las siguientes contenciones entre conjuntos 

 

{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝐾(𝑥𝑖) ≤

𝑛

𝑠
 ∀𝑖} ⊆ 

{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝐾(𝑥1) + ⋯ + 𝐾(𝑥𝑠) ≤ 𝑛} ⊆ {(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0

𝑠: 𝐾(𝑥𝑖) ≤ 𝑛 ∀𝑖}, 
 

Si calculamos las carnalidades de los conjuntos tenemos que  
 

|{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝐾(𝑥𝑖) ≤

𝑛

𝑠
 ∀𝑖} |= |{𝑥1𝜖ℕ0: 𝐾(𝑥1) ≤

𝑛

𝑠
 }| ∗ … ∗ |{𝑥𝑠𝜖ℕ0: 𝐾(𝑥𝑠) ≤

𝑛

𝑠
 } |

= (1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),
𝑛

𝑠
])

𝑠

. 

 
Por otro lado 

 
|{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0

𝑠: 𝐾(𝑥1) + ⋯ + 𝐾(𝑥𝑠) ≤ 𝑛}| = 𝑅𝐾,𝑠(𝑛), 

 
por lo tanto  

𝑅𝐾,𝑠(𝑛)  ≥  (1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),
𝑛

𝑠
])

𝑠

. 

 
Para las cardinalidades de los otros conjuntos se tiene que 

 
|{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0

𝑠: 𝐾(𝑥𝑖) ≤ 𝑛 ∀𝑖}|= |𝑥1𝜖ℕ0: 𝐾(𝑥1) ≤ 𝑛 }| ∗ … ∗ |𝑥𝑠𝜖ℕ0: 𝐾(𝑥𝑠) ≤ 𝑛}|
= (1 + 𝐻[𝐾(𝑥), 𝑛])𝑠 , 

  
por lo tanto 

 

(1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),
𝑛

𝑠
])

𝑠

≥ 𝑅𝐾,𝑠(𝑛)  

entonces 

(1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),
𝑛

𝑠
] )

𝑠

≤ 𝑅𝐾,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝐾(𝑥), 𝑛])𝑠. 

y con esto queda demostrada la parte a). 
 
Ahora de las siguientes contenciones entre conjuntos 
 

{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝑥1 ≤ ⋯ ≤  𝑥𝑠, 𝐾(𝑥𝑖) ≤

𝑛

𝑠
 ∀𝑖} ⊆ {(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0

𝑠: 𝑥1 ≤ ⋯

≤  𝑥𝑠 , 𝐾(𝑥1) + ⋯ + 𝐾(𝑥𝑠) ≤ 𝑛} ⊆ {(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝑥1 ≤ ⋯ ≤  𝑥𝑠 , 𝐾(𝑥𝑖) ≤ 𝑛 ∀𝑖} 

 
si calculamos las carnalidades de los conjuntos tenemos que  

 

|{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝑥1 ≤ ⋯ ≤  𝑥𝑠 , 𝐾(𝑥𝑖) ≤

𝑛

𝑠
 ∀𝑖}| = (1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),

𝑛

𝑠
]

𝑠
)  

|{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝑥1 ≤ ⋯ ≤  𝑥𝑠  , 𝐾(𝑥1) + ⋯ + 𝐾(𝑥𝑠) ≤ 𝑛}| = 𝑅𝐾,𝑠

∗ (𝑁).   
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Y por otro lado 

 

|{(𝑥1, … , 𝑥𝑠)𝜖ℕ0
𝑠: 𝑥1 ≤ ⋯ ≤  𝑥𝑠  , 𝐾(𝑥𝑖) ≤ 𝑛 ∀𝑖}| = (

1 + 𝐻[𝐾(𝑥), 𝑛]
𝑠

),  

 
entonces 

 

(1 + 𝐻 [𝐾(𝑥),
𝑛

𝑠
]

𝑠
) ≤ 𝑅𝐾,𝑠

∗ (𝑁) ≤ (
1 + 𝐻[𝐾(𝑥), 𝑛]

𝑠
). 

 

QED 

 
El caso suma de dos cuadrados 

 
A continuación exhibimos una forma geométrica que permite estimar aproximaciones de 
γx2,2

 (𝑛), y con ello es posible visualizar la idea de que la suma acumulada es la suma de los 

puntos enteros en curvas anidadas. 
Sea γx2,2

 (𝑛) el conjunto de puntos de coordenadas enteras sobre una circunferencia 

de radio 𝑛. Así, dado 𝑛 ϵ ℕ, entonces a  γx2 ,2
 (𝑛) la podemos considerar también como la can-

tidad de representaciones que tiene 𝑛 como suma de dos cuadrados. Así 
 

γx2,2
 (𝑛) =  card{n = t2 + s2, con t, s enteros}, 

ejemplo   
 
1 = (±1)2 + 0 = 0 + (±1)2 → γx2 ,2

 (1) = 4.   

Para γx2,2
 (2) = 4;  γx2,2

 (3) = 0;  γx2,2
 (4) = 4;  γx2,2

 (5) = 8; γx2,2
 (8) = 4.  

 
Como es difícil visualizar el comportamiento de γx2,2

 (𝑛) ya que esta función  es muy 

irregular,  entonces consideramos que lo más adecuado es recurrir a la siguiente función 
 

 Υx2,2
 (n) = ∑ γx2,2

 (k)

n

k=1

, 

 
de tal forma que Υx2,2

 (n) sea el acumulado de las partes γx2 ,2
 (𝑘), y de esta manera se podría 

trabajar con un promedio de las n cantidades γx2,2
 (𝑘) y este resultado sí nos proporciona da-

tos más estables.  Para esto consideramos que ambas funciones se pueden interpretar geomé-
trica con base en una retícula. Así, cada una de las γx2,2

 (k) será vista como la cantidad de pun-

tos reticulares de ℤ2 que se encuentran sobre la circunferencia de radio 𝑘.  El acumulado 
Υx2,2

 (n) será el total de puntos sobre las circunferencias correspondientes de radio menor o 

igual que √n . 
 
El teorema que sigue proporciona el orden de magnitud de Υx2,2

 (n) para valores gran-

des de 𝑛.  
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Teorema K1 

Demostrar que  Υx2,2
 (n) = πn + O(√n) 

 

Demostración 
Cada punto de ℤ2 puede ser vinculado con un cuadro del plano. Así, al punto v le asociamos el 
cuadrado  Cv

  el cual tiene a v como vértice inferior izquierdo (Ver Figura K1).9 

 
Figura K1 

 
Ahora,  Υx2,2

 (𝑛) puede ser visualizada en términos de un área 𝐹 que no es exactamen-

te igual que el área del círculo de radio √n , ésta es una aproximación ya que dicho círculo y 𝐹 
difieren en fracciones de cuadrados que no pertenecen al área 𝐹 (Ver Figura K2). Esto es, la 
región F del plano que está formada por la unión de los cuadrados Cv

  está dentro del círculo 

de radio √𝑛.   

 
Figura K2 

 

Para construir la aproximación se trazan dos circunferencias C y C’ de radios  √n − √2 

y √n + √2, respectivamente, y de esta manera se tiene que C ⊆ F ⊆ C′ (Ver Figura K3) y, por 
lo tanto  

 
Figura K3 

                                                             
9
 No perdamos de vista que no todos los puntos en el interior de la circunferencia pertenecen a alguna 

circunferencia de radio √𝑛 con 𝑛 natural). 
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π(√n − √2)
2

≤ Υx2,2
 (n) ≤ π(√n + √2)

2
→  Υx2,2

 (n), 

 
y de esto se tiene que 

 

 Υx2,2
 (n) = πn + O (π(√n + √2)

2
− π(√n − √2)

2
) 

 
Es decir, el error no puede ser mayor que el área del anillo generado por las circunferencias  C 
y C’ 

 

 Υx2,2
 (n) = πn + O ((2√2)(2√n)) = πn + O(√n). 

 

QED 
 
Aunado a lo anterior también podríamos decir que Υx2,2

 (n) = πn + εn  con 

|εn| ≤ π(√n + √2)
2

− π(√n − √2)
2

= 4π√2n. 

 
De manera similar, y con base en el teorema K10 se tiene que 

(1 + H [x2,
n

2
])

2

≤ Rx2,2(n) ≤ (1 + H[x2, n])2, 

y, por lo tanto 

Rx2,2(n) = (1 + H[x2, n])2 + εn = (1 + ⌊√n⌋)2 + εn 

con 

|εn| ≤ (1 + ⌊√n⌋)
2

− (1 + ⌊√
n

2
⌋)

2

 ≈  (1 + √n)
2

− (1 + √
n

2
)

2

=
n

2
+ (2 − √

1

2
) √n. 

 
Con base en lo anterior podemos plantear en términos de orden lo siguiente:  

Rx2,2(n) = O ((1 + ⌊√n⌋)
2

) y (1 + ⌊√
n

2
⌋)

2

= O (Rx2,2(n)) , que se puede ver como 

Rx2,2(n) = O(n) y n = O (Rx2,2(n)) entonces  Rx2,2(n) ≤ c1n  y n ≤ c2Rx2,2(n) para 𝑛 sufi-

cientemente grande. Así se tiene que  
n

c2
≤ Rx2,2(n) ≤ c1n, y dividiendo entre 𝑛 obtenemos  

0 <
1

c2
≤

R
x2,2

(n)

n
≤ c1  por lo tanto es posible aproximar Rx2 ,2(n) con un múltiplo de 𝑛 y más 

aún de existir limn→∞

R
x2,2

(n)

n
 podemos afirmar que  

1

c2
≤ limn→∞

R
x2,2

(n)

n
≤ c1, además, si ha-

cemos 𝑎 = limn→∞

R
x2,2

(n)

n
 tendríamos que  Rx2,2(n)~𝑎n . 

La relación entre Rx2,2(n) y Υx2,2
 (n)  seria de esta manera: 

4Rx2,2(n) ≤ Υx2,2
 (n), 

comparando la propuesta de cota del Teorema K1  con la propuesta de cota del teorema K10, 

es decir Rx2,2(n) ≤
π

4
n + π√2n     vs     Rx2,2(n) ≤ (1 + ⌊√n⌋)2 podemos ver que 

Υ
x2,2
 (n)

4
 es 

mejor, pero (1 + ⌊√
n

2
⌋)

2

 resulta más fácil de generalizar. 
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Puntos enteros en dimensión s. 
Con base en el teorema K10 ya se tiene que  

 

(1 + H [K(x),
n

s
])

s

≤ RK,s(n) ≤ (1 + H[K(x), n])s 

y 

(1 + H[K(x),
n

s
]

s
) ≤ RK,s

∗ (n) ≤ (
1 + H[K(x), n]

s
), 

 
por lo tanto 

 

RK,s
 (n) = (1 + H[K(x), n])s + εn y RK,s

∗ (n) = (
1 + H[K(x), n]

s
) + εn

∗   con  

|εn| ≤ (1 + H[K(x), n])s − (1 + H [K(x),
n

s
] )s  

y  

| εn
∗ | ≤ (

1 + H[K(x), n]
s

) − (1 + H [K(x),
n

s
]

s
) . 

 
Por lo anterior podemos plantear en términos de orden lo siguiente:  

 

RK,s
 (n) = O(ns/k ) , (ns/k )

 
= O (RK,s

 (n)),  

 

 RK,s
∗ (n) = O(ns/k )  y   (ns/k )

 
= O (RK,s

∗ (n))  

 

y de la misma forma que en el caso particular, si existe limn→∞
RK,s

 (n)

ns/k  por lo tanto  

RK,s
 (n)~ans/k ,  con a = limn→∞

RK,s
 (n)

ns/k .  Si limn→∞
RK,s

∗ (n)

ns/k  entonces RK,s
∗ (n)~a∗ns/k  , para 

alguna a∗ = limn→∞
RK,s

∗ (n)

ns/k . 

 
Aunado a lo anterior podemos replantear la idea del Teorema K1 para que ahora se trabaje 

con puntos enteros alojados en hipervolumenes de politopos del tipo xs
k + ⋯ + x1

k ≤ n. Y de ma-
nera semejante al caso de los círculos concéntricos ahora se tratara de mejorar la cota supe-

rior en el caso de las potencias 𝑘 del conjunto de los volúmenes xs
k + ⋯ + x1

k ≤ n. Esto se hace 
a través del cálculo de la integral que sigue: 
 

∫    ∫ … ∫ d x1
 … d xs

 

(n−xs
k−⋯−x2

k)

1
k

0

 

(n−xs
k)

1
k

0

n
1
k

0

, 

 
la cual nos da como resultado 

 

RK,s
 (n) ≤ ∫    ∫ … ∫ d x1

 … d xs
 

(n−xs
k−⋯x2

k)

1
k

0

 

(n−xs
k)

1
k

0

n
1
k

0

= ⍟, 

 

si hacemos xi
 = n

1

kyi  
 , sustituyendo tenemos que   
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⍟ = n
s
k ∫    ∫ … ∫ d y1

 … d ys
 

(1−ys
k−⋯−y2

k)

1
k

0

 

(1−ys
k)

1
k

0

1

0

, 

 
por lo tanto 

 

 RK,s
 (n) = n

s

k ∫    ∫ … ∫ d y1
 … d ys

 (1−ys
k−⋯y2

k)

1
k

0
 

(1−ys
k)

1
k

0

1

0
+  O(n(s−1)/k ) . 

 

Notemos que ∫    ∫ … ∫ d y1
 … d ys

 (1−ys
k−⋯y2

k)

1
k

0
 

(1−ys
k)

1
k

0

1

0
 es una constante que es menor que 1 

con lo cual  n
s

k ∫    ∫ … ∫ d y1
 … d ys

 (1−ys
k−⋯y2

k)

1
k

0
 

(1−ys
k)

1
k

0

1

0
+  O(n(s−1)/k ) mejora la cota de 

(1 + ⌊n
1

k⌋)s. 

 
Con lo anterior hemos abordado dos formas de plantear el problema de estimar 

RK,s
 (n) mediante cotas, una mediante el uso de una idea geométrica y la otra mediante una 

idea aritmética. Entre mejores sean las cotas será más sencillo dar una estimación para  
RK,s

 (n)   con un error menor y esto a su vez nos permitirá estimar rK,s
 (n). 

A continuación se hará uso de la cota superior para dar una condición sobre 

G(𝐾(ℕ0)). 

 
 
Proposición K11 
Si 𝑘 − 𝑠 ≥ 1 existe una infinidad de números sin representación como suma de 𝑠 potencias 𝑘. 
 
Demostración  
Haciendo uso de la Proposición K10 tenemos que 

  

0 ≤
𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚))

1 + 𝑠𝐾(𝑚)
≤

(1 + 𝐻[𝐾(𝑥), 𝑠𝐾(𝑥)])𝑠

1 + 𝑠𝐾(𝑚)
=

𝑂(𝑚𝑠)

1 + 𝑠𝐾(𝑚)
= 𝑂 (

𝑚𝑠

𝑚𝑘), 

 
y cuando 𝑚 tiende a infinito obtenemos  

 

0 ≤ lim
𝑚→∞

𝑂 (
𝑚𝑠

𝑚𝑘) ≤ 𝑂 ( lim
𝑚→∞

(
𝑚𝑠

𝑚𝑘)) = 𝑂(0) = 0. 

 

Por la ley de extremos y medios lim𝑚→∞
𝑅𝐾,𝑠(𝑠𝐾(𝑚))

1+𝑠𝐾(𝑚)
= 0. Esto quiere decir que la cantidad 

promedio de representaciones es 0, por lo tanto existe una infinidad de números sin represen-
tación como suma de s polinomiales. Esto nos permite saber si existe una cota inferior para 

G(𝐾(ℕ0)), pues si 𝑘 − 𝑠 ≥ 1 existe una infinidad de 𝑛𝑖 tal que 𝑟𝐾,𝑠(𝑛𝑖) = 0, de donde es in-

mediato concluir que G(𝐾(ℕ0)) ≥ 𝑘. 

QED 
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Proposición K12 
Por la prueba de Hilbert sobre el problema de Waring Sabemos que existe 𝑠∗ tal que todo nú-
mero tiene al menos una representación como suma de 𝑠∗ elementos de 𝐾(𝑥) por lo tanto 
 ∀𝑠0 ≥ 𝑠∗, 𝑠1  >  𝑠0 tenemos que 𝑟𝐾,𝑠1

(𝑛)  > 𝑟𝐾,𝑠0
(𝑛) 

 
Demostración 

Si tomamos una representación de un número no cero y le agregamos un cero en el peor de 
los casos tenemos 𝑠0 − 1  ceros esto es 𝑠0 representaciones si agregamos un cero tendríamos 
𝑠0 + 1 representaciones lo cual estrictamente mayor.  

De lo anterior deducimos que conforme crece s podemos ver que hay bloques vacíos 
tan largos y anchos como queramos por debajo de  𝑟𝐾,𝑠(𝑛)  esto en el caso donde nos importa 

el orden de los sumandos. 

QED 
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7.Cantidad de representaciones como sumas de números polinomia-
les 

 
En este capítulo extenderemos los resultados de los Capítulos 5. Números poligonales y cantidad 

de representaciones como sumas de números poligonales y 6. Cantidad de representaciones como 

sumas de potencias hacia polinomios más generales, y para esto será suficiente pedir que dichos 
polinomios cumplan que 

𝑃 (0) = 0, 𝑃 (1) = 1  y   𝑃(𝑛)  < 𝑃 (𝑛 +  1). 

Estas tres propiedades permiten extender los resultados  de una manera muy natural. Tam-
bién usaremos funciones generadoras y series de Taylor para expresar el valor de 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) lo 

cual nos permite llevar este problema al área de teoría analítica de números. Veremos que 
algunas propiedades aún se cumplen si se disminuye el conjunto de sumandos quitándole al 
cero. Terminamos el capítulo con una cota general para el orden, lo cual nos dará una condi-
ción necesaria para que tales polinomios formen una base asintótica; también veremos bajo 
qué casos la función de representaciones no está acotada y mostraremos porque en general 
dichas cotas no se pueden mejorar, es decir los casos donde se pueden mejorar son algunos en 
particular. 

 
Definición P 
Sea 𝑃 (𝑥) un polinomio entero valuado de grado 𝑘, tal que 𝑃 (0) = 0,  𝑃 (1) = 1  
 𝑃(𝑛)  < 𝑃 (𝑛 +  1). Llamaremos números polinomiales al conjunto 𝑃(ℕ). 

 
Proposición P0 
Los únicos polinomios entero valuados de grado 2 que cumplen la Definición P son los núme-
ros poligonales. 

 
Demostración 

Sabemos que 𝐿(𝑛) =
(𝑙−2)𝑛2−(𝑙−4)𝑛

2
 es la sucesión de los números poligonales con 𝑙 lados. 

Si usamos la Definición P para polinomios de grado dos tenemos que  
𝑃 (0) = 0, 𝑃 (1)  = 1  y 𝑃(𝑛)  < 𝑃 (𝑛 +  1). 

Como 𝑃(𝑥) tiene que ser de la siguiente forma 𝑃(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐,  entonces si se evalúa 
en 0 y en 1 se tiene que 
0 = 𝑃(0) = 𝑎02 + 𝑏0 + 𝑐 y 1 = 𝑃(1) = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐, 
y por lo tanto 0 = 𝑐   y 1 = 𝑎 + 𝑏.  
De lo anterior se sigue que  

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑎𝑥 − 𝑎𝑥 = 𝑎𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥(𝑎 + 𝑏) = 𝑎𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥. 
Por otro lado 𝑃(𝑥) es un entero para toda 𝑥 entera, entonces también lo es 𝑃(𝑥) − 𝑥, lo cual nos 
dice que 𝑎𝑥(𝑥 − 1) también es un entero para toda x entera, ya que  𝑃(𝑥) − 𝑥 = 𝑎𝑥(𝑥 − 1). 

Lo anterior implica que 𝑎 es un racional, es decir 𝑎 es de la siguiente forma 𝑎 =
𝑝

𝑞
  con (𝑝, 𝑞) = 1.  

Como 
𝑝𝑥(𝑥−1)

𝑞
 es un entero para toda 𝑥, entonces 𝑞|𝑝𝑥(𝑥 − 1), pero  (𝑝, 𝑞) = 1, por lo tanto 

𝑞|𝑥(𝑥 − 1) para toda 𝑥 entera, es decir  

𝑞|𝑚𝑐𝑑((1)(0), (2)(1), (3)(2), … ,2𝑘(2𝑘 − 1), (2𝑘 + 1)2𝑘, … ), 

 y el mcd es 2, entonces 𝑞 = 1 ó 𝑞 = 2 por lo tanto 𝑎 es de la forma 𝑎 =
𝑎′

2
 con 𝑎′ un entero.  

Entonces para 𝑃(𝑥) se tendrá que 𝑃(𝑥) =
𝑎′

2
 𝑥(𝑥 − 1) + 𝑥 = 𝑎′ 𝑥(𝑥−1)

2
+ 𝑥. 

Además tenemos que 𝑃(𝑛)  < 𝑃 (𝑛 +  1) lo cual implica que  
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𝑎′ 𝑥(𝑥−1)

2
+ 𝑥 < 𝑎′ 𝑥(𝑥+1)

2
+ 𝑥 + 1, entonces 0 < 𝑎′ (

𝑥(𝑥+1)

2
−

𝑥(𝑥−1)

2
) + 1, 

por lo tanto 0 < 𝑎′𝑥 + 1 para todo 𝑥 natural, en particular si 𝑥 = 1, entonces  
0 < 𝑎′ + 1 y pasa que −1 < 𝑎′ lo cual implica que  0 ≤ 𝑎′. Si 𝑎′ = 0 entonces 𝑃(𝑥) sería de 
grado 1 lo cual es una contradicción ya que 𝑃(𝑥) es de grado 2, por lo tanto 0 < 𝑎′. 

Hasta ahora tenemos que 𝑃(𝑥) = 𝑎′ 𝑥(𝑥−1)

2
+ 𝑥 con 𝑎′𝜖ℕ 𝑦 𝑎′ > 0 y ya sabíamos que 

𝐿(𝑛) =
(𝑙−2)𝑛2−(𝑙−4)𝑛

2
=

(𝑙−2)(𝑛2−𝑛)+2𝑛

2
= (𝑙 − 2)

𝑛(𝑛−1)

2
+ 𝑛 

con 𝑙 𝜖 ℕ y 𝑙 ≥ 3 es decir con 𝑙 − 2𝜖ℕ 𝑦 𝑙 − 2 > 0 . Si hacemos 𝑙 − 2 = 𝑎′ entonces llegamos 
al resultado que se pide. 

QED 
 
Si  𝑃(𝑛) cumple la Definición P es posible extender los resultados del Capítulo 6. Cantidad de 

representaciones como sumas de potencias a polinomios de la forma expuesta en este capítulo 
(Proposiciones P1-P12) y las pruebas son análogas. 
Las proposiciones a las que nos referimos son las siguientes: 

 
Proposición P1 
El grado de la primera diferencial entera de 𝑃(𝑥) es 𝑘 − 1, es decir    

𝛿(∆𝑃(𝑥)) = 𝑘 − 1. 

 
Proposición P2 
La 𝑘-ésima diferencial entera de 𝑃(𝑥) se puede expresar en términos de sus coeficientes ca-
nónicos y los polinomios binomiales de la siguiente manera 

∆ℎ𝑃(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖𝑏𝑖−ℎ(𝑥)𝑘
𝑖=ℎ . 

 
Proposición P3 
La 𝑘-ésima diferencial entera de un polinomio entero valuado de grado 𝑘 coincide con el 𝑘-
ésimo coeficiente de su representación canónica, es decir 

∆𝑘𝑃(𝑥) = 𝑘! 𝑎𝑘 = 𝑢𝑘. 

 
Proposición P4 
Es posible expresar la 𝑚-ésima diferencial entera como una combinación lineal y entera de 
𝑃(𝑥), … , 𝑃(𝑥 + 𝑘) más aún dicha combinación lineal está dada por  

∆𝑚𝑃(𝑥) = ∑ (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗𝑚

𝑗=0 𝑃(𝑥 + 𝑗) y la suma de los coeficientes (
𝑚
𝑗 ) (−1)𝑚−𝑗 negativos 

y positivos tienen la misma magnitud. 

 
Proposición P5 
Existe un entero con al menos 𝑚 representaciones como suma de  𝑚(2)𝑘−1 potencias 𝑘. 

 
Proposición P6 
Si   𝑠 − 𝑘 ≥ 1  la función representaciones como suma de 𝑠 números polinomiales 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) no 

es una función acotada.   

 
Proposición P7 
𝑟𝑃,𝑠

∗ (𝑛) está acotada si y sólo si 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) está acotada y  𝑟𝑃,𝑠
∗ (𝑛) = 0 si y sólo si 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) = 0. 

 
Proposición P8 
Si 𝑠 − 𝑘 ≥ 2 entonces las representaciones promedio entre 𝑃(𝑚) 𝑦 𝑠𝑃(𝑚) también divergen. 
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Proposición P9 
El número de representaciones aumenta si aumentan los sumandos, es decir     𝑟𝑃,𝑠(𝑛)  es cre-

ciente en 𝑠. 

 
Cotas para  𝐑𝐏,𝐬(𝐧) 𝐲 𝐑𝐏,𝐬

∗ (𝐧) 
 
De la misma manera que en el capítulo anterior se puede dar una interpretación geométrica 
de 𝑟𝑃,𝑠(𝑛), que puede ser como la cantidad de puntos en la retícula ℤ𝑠, a través del conjunto 
{𝑥1, … , 𝑥𝑠 ∈ ℕ ∶   ∑ 𝑃(𝑥𝑖)𝑠

𝑖=1 = 𝑛}, donde   
 

𝑟𝑃,𝑠(𝑛) = |{𝑥1, … , 𝑥𝑠 ∈ ℕ ∶   ∑ 𝑃(𝑥𝑖)

𝑠

𝑖=1

= 𝑛}|. 

 
Como en el Capítulo 6. Cantidad de representaciones como sumas de potencias podemos 

notar que 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) es una función bastante inestable, por esta razón se trabajará con  

𝑅𝑃,𝑠(𝑛) = ∑ 𝑟𝑃,𝑠(𝑛)𝑛
𝑖=0 . Si procedemos de la misma manera que Landau y Sierpinsky se puede 

acotar 𝑅𝑃,𝑠(𝑛) haciendo uso del siguiente hipervolumen 

 { ∑ 𝑃(𝑥𝑖)𝑠
𝑖=1 ≤ 𝑛 , 𝑥𝑖 ∈ ℝ}, 

y este hipervolumen junto con 𝑅𝑃,𝑠(𝑛) se relacionarán de la siguiente manera  

𝑅𝑃,𝑠(𝑛) ≤ 𝑉𝑜𝑙 ({ ∑ 𝑃(𝑥𝑖)𝑠
𝑖=1 ≤ 𝑛 , 𝑥𝑖 ∈ ℝ+}). 

y es porque se puede asociar cada punto de la retícula ℤ𝑠 con un ‘cubo’ en ℤ𝑠 de volumen 
‘unitario’. 

El cálculo de dicho hipervolumen puede volverse algo complicado por esta razón traba-
jaremos con las siguientes cotas que en general resultan más sencillas de manejar. 

 
Proposición P10 
Las funciones 𝑅𝑃,𝑠

∗ (𝑛) y 𝑅𝑃,𝑠
∗ (𝑛) pueden ser acotadas de la siguiente manera  

 

(1 + 𝐻 [𝑃(𝑥),
𝑛

𝑠
] )𝑠 ≤ 𝑅𝑃,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝑃(𝑥), 𝑛])𝑠  

 

(1 + 𝐻 [𝑃(𝑥),
𝑛

𝑠
]

𝑠
) ≤ 𝑅𝑃,𝑠

∗ (𝑛) ≤ (
1 + 𝐻[𝑃(𝑥), 𝑛]

𝑠
) . 

 
En el siguiente ejemplo veremos qué tanto varía la complejidad entre hacer uso del 

Hipervolumen 𝑉𝑜𝑙 ({ ∑ 𝑃(𝑥𝑖)𝑠
𝑖=1 ≤ 𝑛 , 𝑥𝑖 ∈ ℝ+}) y (1 + 𝐻[𝑃(𝑥), 𝑛])𝑠 , para acotar 𝑅𝑃,𝑠(𝑛) en 

el caso de dos números triangulares, es decir, los números de la forma 𝑇(𝑥) =
𝑥2−𝑥 

2
 con 𝑥 un 

natural. 

La suma de dos triangulares igual a 𝑛 nos da la siguiente ecuación 
𝑥2+𝑥

2
+

𝑦2+𝑦

2
= 𝑛, 

que es la ecuación de un círculo. Si reescribimos la ecuación de la siguiente forma  
(𝑥 + 0.5)2 + (𝑦 + 0.5)2 = 2𝑛 + 0.5, podemos notar que es el círculo con centro en 

(−0.5, −0.5) y radio (2𝑛 + 0.5)1/2 (Ver Figura P1), recordemos que sólo nos interesan los 
cuadrantes con entradas no negativas, lo cual se ve gráficamente de la siguiente manera. 
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Figura P1 
 

Procedamos al cálculo numérico de las cotas. 
Por un lado 
 

𝑉𝑜𝑙 ({∑ 𝑇(𝑥𝑖)

2

𝑖=1

≤ 𝑛 , 𝑥𝑖 ∈ ℝ+})

= ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥

−1+√8𝑛+1−4(𝑥2+𝑥)
2

0

−1+√8𝑛+2
2

0

= ∫
−1 + √8𝑛 + 1 − 4(𝑥2 + 𝑥)

2
𝑑𝑥

−1+√8𝑛+2
2

0

= ⋯, 

 
a partir de este punto la integral complica las cuentas.   

Por otro lado  
 

(1 + 𝐻[𝑇(𝑥), 𝑛])2 = (1 + ⌊
−1 + √8𝑛 + 2

2
⌋)

2

≈ (1 +
−1 + √8𝑛 + 2

2
)

2

= (
1 + √8𝑛 + 2

2
)

2

= 2𝑛 +
1

2
+

√8𝑛 + 2

2
+

1

4
, 

en este caso las cuentas más directas.  
Si abordamos el problema más en general, entonces pensemos en la suma de 𝑠 

poligonales de 𝑙 lados. Así, ∑ 𝐿(𝑥𝑖)𝑠
𝑖=1 = 𝑛, es decir ∑

(𝑙−2)𝑥𝑖
2−(𝑙−4)𝑥𝑖

2
𝑠
𝑖=1 = 𝑛, despe-
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jando tenemos que ∑ 𝑥𝑖
2 − 2

(𝑙−4)𝑥𝑖

2(𝑙−2)
𝑠
𝑖=1 =

2𝑛

(𝑙−2)
, si completamos cuadrados nos queda la si-

guiente ecuación ∑ (𝑥𝑖
2 − 2

(𝑙−4)𝑥𝑖

2(𝑙−2)
+ (

(𝑙−4)

2(𝑙−2)
)

2
)𝑠

𝑖=1 =
2𝑛

(𝑙−2)
+ 𝑠 (

(𝑙−4)

2(𝑙−2)
)

2
, es decir 

∑ (𝑥𝑖 −
(𝑙−4)

2(𝑙−2)
)

2
𝑠
𝑖=1 =

2𝑛

(𝑙−2)
+ 𝑠 (

(𝑙−4)

2(𝑙−2)
)

2
. Esta ecuación nos describe la  s-esfera de ra-

dio (
2𝑛

(𝑙−2)
+ 𝑠 (

(𝑙−4)

2(𝑙−2)
)

2
)

1/2

 y centro (
(𝑙−4)

2(𝑙−2)
,

(𝑙−4)

2(𝑙−2)
, … ,

(𝑙−4)

2(𝑙−2)
). 

El cálculo del volumen de estas porciones de s-esfera sólo es sencillo cuando está cen-
trada en cero, lo cual solo pasa en el caso 𝑙 = 4, es decir sumas de cuadrados. 

 
Proposición P11 
Si 𝑘 − 𝑠 ≥ 1 existe una infinidad de números sin representación como suma de 𝑠 poligonales. 

 
Proposición P12 
Por la prueba de Linnik sobre la generalización del problema de Waring para polinomios sabe-
mos que existe 𝑠∗ tal que todo número tiene al menos una representación como suma de 𝑠  
elementos de P(x), por lo tanto para toda 𝑠0 ≥ 𝑠∗, 𝑠1  >  𝑠0 tenemos que  𝑟𝑃,𝑠1

(𝑛)  > 𝑟𝑃,𝑠0
(𝑛). 

A continuación, mostraremos dos resultados sobre funciones los cuales nos permiten 
plantear 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) en términos de teoría analítica de números.  

El primero es que haciendo uso de funciones generadoras podemos obtener la siguien-

te igualdad  (∑ 𝑥𝑃(𝑖)∞
𝑖=0 )

𝑠
= ∑ 𝑟𝑃,𝑠(𝑛)𝑥𝑖∞

𝑖=0 .  

El segundo es que haciendo uso de derivadas podemos encontrar una expresión que 
relaciona los coeficientes de la serie anterior con la función de representaciones. 

Sabemos que podemos expresar una función como serie de potencias de la siguiente ma-

nera 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=0 , con  𝑎𝑖 =
1

𝑖!

𝑑𝑖

𝑑𝑥𝑖 𝑓(𝑥)|𝑥=0, entonces (∑ 𝑥𝑃(𝑖)∞
𝑖=0 )

𝑠
= ∑ 𝑟𝑃,𝑠(𝑛)𝑥𝑖∞

𝑖=0  im-

plica que  𝑟𝑃,𝑠(𝑛) =
1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 (∑ 𝑥𝑃(𝑖)∞
𝑖=0 )

𝑠
|𝑥=0. 

 
Proposición P13 
Cualquier polinomio entero valuado que cumpla las propiedades de que    

 
 𝑃 (0)  =  0, 𝑃 (1)  = 1   𝑃(𝑛)  < 𝑃 (𝑛 +  1) también cumple que 𝑃(𝑛) ≥  𝑛    

 
Demostración 
Por el proceso de inducción tenemos lo siguiente: 
Base de inducción)    𝑃 (0) = 0 ≥  0   
Hipótesis de inducción)  𝑃(𝑛) ≥  𝑛  
Paso inductivo) 
𝑃(𝑛 + 1) > 𝑃(𝑛) ≥ 𝑛, entonces  𝑃(𝑛 + 1) > 𝑛,  
por lo tanto 𝑃(𝑛 + 1) ≥ 𝑛 + 1. 

QED 
 
Ahora gracias a la Proposición P12 podemos ver que no será necesario hacer uso de la 

serie infinita para calcular el 𝑛-ésimo valor de 𝑟𝑃,𝑠(𝑛), es decir bastara   

𝑟𝑃,𝑠(𝑛) =
1

𝑛!

𝑑𝑛(∑ 𝑥𝑃(𝑖)𝑛
𝑖=0 )

𝑠

𝑑𝑥𝑛 |𝑥=0 en lugar de 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) =
1

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛 (∑ 𝑥𝑃(𝑖)∞
𝑖=0 )

𝑠
|𝑥=0.   

Además, si definimos 𝑟𝑃,∞
∗ (𝑛) = lim

𝑠→∞
𝑟𝑃,s

∗ (𝑛), tenemos que  
1

1−𝑧𝑃(𝑚) = ∑ 𝑧𝑖𝑃(𝑚)∞
𝑖=0  que a su vez 

implica que  ∏
1

1−𝑧𝑃(𝑚) = ∑ 𝑟𝑃,∞
∗ (𝑛)𝑧𝑖∞

𝑖=0
∞
𝑚=1  y al usar el método del círculo tenemos que 
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𝑟𝑃,∞
∗ (𝑛) =

1

2𝜋𝑖
∮

∏
1

1−𝑧𝑃(𝑚)
∞
𝑚=1

𝑧𝑛+1 𝑑𝑧. 

 
 
Proposición P14 
Si   𝑠 − 𝑘 ≥ 1    existe algún entero con una cantidad arbitrariamente grande de representa-
ciones como suma de 𝑠 números polinomiales sin usar el cero. 

 
Demostración 
Si usamos los primeros 𝑚 polinomiales 𝑃(1), … , 𝑃(𝑚) y generamos todas las posibles repre-
sentaciones entonces tenemos al menos (𝑚)𝑠 representaciones de números menores que 
𝑠𝑃(𝑚), es decir (𝑚)𝑠 ≤ 𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚)). Ahora para el número de representaciones pro-

medio tenemos 

  
(𝑚)𝑠

𝑠𝑃(𝑚)
≤

𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚))

𝑠𝑃(𝑚)
, si hacemos 𝑚 tender a infinito 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠

𝑚𝑘 = lim𝑚→∞
(𝑚)𝑠

𝑠𝑃(𝑚)
≤ lim𝑚→∞

𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚))

𝑠𝑃(𝑚)
, 

por lo tanto 𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑛) es una función no acotada. 

QED 
 

Proposición P15 
𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠

∗ (𝑛) está acotada si y sólo si 𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑛) está acotada 

 
Demostración 
Cada representación del caso en que no nos importa el orden puede asociarse al menos a una 
representación del caso donde nos importa el orden, pero no a más de 𝑠! representaciones del 
caso donde nos importa el orden, es decir: 

𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠
∗ (𝑛) ≤ 𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑛) ≤ 𝑠! 𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠

∗ (𝑛). 

QED 
 
Consideremos las representaciones promedio entre 𝑃(𝑚) 𝑦 𝑠𝑃(𝑚) 

 
Proposición P16 
Si 𝑠 − 𝑘 ≥ 2 las representaciones promedio entre 𝑃(𝑚) 𝑦 𝑠𝑃(𝑚) también divergen. 

 
Demostración 
Si usamos los primeros 𝑚 polinomiales 𝑃(1), … , 𝑃(𝑚) y generamos todas las posibles repre-
sentaciones entonces tenemos al menos (𝑚)𝑠 representaciones de números menores que 
𝑠𝑃(𝑚). Si usamos los primeros 𝑚 − 1 polinomiales 𝑃(1), … , 𝑃(𝑚 − 1) y generamos todas las 
posibles representaciones entonces tenemos al menos (𝑚 − 1)𝑠 las cuales forman parte del 
primer conjunto de representaciones. Si hacemos diferencia de conjuntos, y como uno está 
contenido en el otro entonces la cardinalidad de la diferencia es (𝑚)𝑠 − (𝑚 − 1)𝑠, es decir, 
tenemos (𝑚)𝑠 − (𝑚 − 1)𝑠representaciones que ocupan a 𝑃(𝑚) y no usan el cero en-
tre 𝑃(𝑚) y 𝑠𝑃(𝑚), lo cual a su vez implica que  

 
(𝑚)𝑠 − (𝑚 − 1)𝑠 ≤ |#𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑛 𝑎 𝑃(𝑚) 𝑦 𝑛𝑜 𝑢𝑠𝑎𝑛 𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑃(𝑚) 𝑦 𝑠𝑃(𝑚)|, 

 
al sacar promedios se tiene que  
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(𝑚)𝑠 − (𝑚 − 1)𝑠

(𝑠 − 1)𝑃(𝑚) + 1
≤

𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑛 𝑎 𝑃(𝑚) 𝑦 𝑛𝑜 𝑢𝑠𝑎𝑛 𝑒𝑙 𝑐𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑃(𝑚) 𝑦 𝑠𝑃(𝑚)

(𝑠 − 1)𝑃(𝑚) + 1

≤
𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚)) − 𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(−1 + 𝑃(𝑚))

(𝑠 − 1)𝑃(𝑚) + 1
, 

 
haciendo 𝑚 tender a infinito  

 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠−1

𝑚𝑘 = lim
𝑚→∞

(𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠

(𝑠 − 1)𝑃(𝑚) + 1

≤ lim
𝑚→∞

𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚)) − 𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(−1 + 𝑃(𝑚))

(𝑠 − 1)𝑃(𝑚) + 1
, 

 
por lo tanto, los bloques de representaciones promedio también divergen a bloques. 

QED 
Proposición  P17 
La función 𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑛) está acotada superiormente por 𝑟𝑃,𝑠(𝑛), es decir   

𝑟𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑛) ≤ 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) y esto a su vez implica las siguientes dos desigualdades, 

𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑛) ≤ 𝑅𝑃,𝑠(𝑛) y 𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚)) ≤ (1 + 𝐻[𝑃(𝑥), 𝑠𝑃(𝑥)])𝑠 = 𝑂(𝑚𝑠). 

 
Demostración 
Las primeras dos desigualdades son resultado del hecho de que tenemos más elementos para 
sumar en  𝑃(ℕ) que en 𝑃(ℕ ∖ {0}) y ℕ ∖ {0}  ⊆ ℕ. 

La tercera es consecuencia inmediata de la segunda desigualdad y de la Proposición 
P10 𝑅𝑃,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝑃(𝑥), 𝑛])𝑠. 

QED 
 

Proposición P18 
Las representaciones promedio también divergen si hacemos tender 𝑠 a infinito. 
 
Demostración 

De la Proposición P14 tenemos que 
(𝑚+1)𝑠

1+𝑠𝑃(𝑚)
≤

𝑅𝑃,𝑠(𝑠𝑃(𝑚))

1+𝑠𝑃(𝑚)
, si hacemos 𝑠 tender a infinito, en-

tonces ∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠

𝑠𝑚𝑘 = lim𝑚→∞
(𝑚)𝑠

𝑠𝑃(𝑚)
≤ lim𝑚→∞

𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚))

𝑠𝑃(𝑚)
. 

QED 
 
De las proposiciones P17 y P18 la intuición nos dice que los números con más repre-

sentaciones son los más grandes, es decir nos gustaría probar o refutar 
𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠𝑃(𝑚))

𝑠𝑃(𝑚)
≤

𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠+1((𝑠 + 1)𝑃(𝑚))

(𝑠 + 1)𝑃(𝑚)
 

que es equivalente con 

𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠(𝑠 ∗ 𝑃(𝑚)) (
𝑠+1

𝑠
) ≤ 𝑅𝑃(ℕ∖{0}),𝑠+1((𝑠 + 1)𝑃(𝑚)). 

 
Recapitulación 
Hasta aquí  hemos generado resultados para los siguientes casos: 
 

•   Cuando la cantidad de sumandos es menor que el grado del polinomio, es decir cuando  
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 𝑠 < 𝑘, entonces de manera directa se tiene que 𝑘 − 𝑠 ≥ 1, y por la Proposición P11 existe una 
infinidad de números sin representación como suma de 𝑠 poligonales, lo cual es equivalente a 
decir que 𝑃(ℕ) no es una base asintótica de orden 𝑠. 

Esto nos da una cota para uno de los problemas de Waring10 
 

𝑘 ≤ 𝐺(𝑃(ℕ)) ≤ 𝑔(𝑃(ℕ)). 

 
• Cuando la cantidad de sumandos es mayor que el grado del polinomio, es decir 𝑠 > 𝑘, en-
tonces de manera directa se tiene que 𝑠 − 𝑘 ≥ 1, y por la Proposición P6 existe algún entero 
con una cantidad arbitrariamente grande de representaciones como suma de 𝑠 números poli-
nomiales, es decir 𝑟𝑃,𝑠(𝑥) no es una función acotada. 

A continuación veremos que esos resultados no aplican en general para el caso 𝑠 = 𝑘, 
es decir que existe al menos un ejemplo para cada una de las siguientes afirmaciones: 

a) Existe un polinomio 𝑃(𝑥) talque el conjunto 𝑃(ℕ) es una base asintótica de orden 𝑠. 
b) Existe un polinomio 𝑃(𝑥) talque el conjunto 𝑃(ℕ) no es una base asintótica de orden 𝑠. 
c) Existe un polinomio 𝑃(𝑥) talque la función 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) es una función acotada. 

d) Existe un polinomio 𝑃(𝑥) talque la función 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) no es una función acotada. 

 
Es decir no se puede determinar si el conjunto 𝑃(ℕ) es o no una base asintótica de orden 𝑠 si 
sólo sabemos que el grado de 𝑃(𝑥) es 𝑠, ni decir si 𝑟𝑃,𝑠(𝑛) es o no una función acotada. 

 

d) Proposición P19 
𝑟𝑃,𝑠(𝑥) puede ser una función no acotada. 

 
Demostración 
Haciendo uso del siguiente resultado sobre triangulares11  

 𝑟𝑇,2
∗ (𝑛) = 𝑑1,4(4𝑛 + 1) − 𝑑3,4(4𝑛 + 1). 

donde 𝑑𝑖,𝑗(𝑛) = |{𝑚 ∈ ℕ ∶ 𝑚|𝑛    𝑦    𝑚 ≡ 𝑖 (𝑚𝑜𝑑(𝑗)) }|, es decir la cantidad 

de divisores congruentes con i modulo j. 

Veamos que 𝑟𝑇,2
∗ (𝑛) no está acotada, tomemos 𝑀𝑁 =

−1+∏ 𝑝𝑖
𝑁

𝑖=1
𝑝𝑖≡1𝑚𝑜𝑑 4

4
  de aquí 

que podemos hacer   𝑟𝑇,2
∗ (𝑛) tan grande como queramos, ya que  

𝑟𝑇,2
∗ (𝑀𝑁) = 𝑑1,4 (∏ 𝑝𝑖

𝑁

(
𝑝𝑖≡1𝑚𝑜𝑑 4

𝑖=1
)

) − 𝑑3,4 (∏ 𝑝𝑖
𝑘
𝑝𝑖≡1𝑚𝑜𝑑 4

𝑖=1

) = 2𝑁 − 0 = 2𝑁, 

esto nos da un ejemplo de un caso en que las representaciones no están acotadas con 
𝑘 = 𝑠 = 2 

QED 
 

b)  Proposición P20 
𝑃(ℕ) puede no ser una base asintótica de orden 𝑠. 

 
Demostración 
𝑥2 es un ejemplo donde no todo número tiene representación si 𝑘 = 𝑠 = 2 pues el grado es 2 
y ninguna potencia impar de 3 puede representarse como suma de 2 cuadrados. 

                                                             
10

 En esta parte nos referiremos a 𝐺(𝑛) como la cantidad mínima de potencias requeridas con las cuales 

sólo existe una cantidad finita de fallas. 
11

 Para la igualdad que sigue ver Ewell [1992]. 
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Bastara notar que los cuadrados módulo 3 son 1 y 0, lo cual implica que ambos su-

mandos serian múltiplos de 3, esto reducirá el problema eventualmente a 𝑥0
2 + 𝑦0

2 = 3. 
 

Si 𝑥𝑒
2 + 𝑦𝑒

2 = 32𝑒+1 → 3|𝑥𝑒  y 3|𝑦𝑒 → 𝑥𝑒 = 3𝑥𝑒−1  y 𝑦𝑒 = 3𝑦𝑒−1 → (3𝑥𝑒−1  )
2 + (3𝑥𝑒−1  )

2 =

32𝑒+1 → (𝑥𝑒−1  )
2 + (𝑥𝑒−1  )

2 = 32(𝑒−1)+1 → ⋯ → 𝑥0
2 + 𝑦0

2 = 3 en este caso es sencillo 
verificar que no hay soluciones por lo tanto ninguna potencia impar de 3 puede representarse 
como suma de 2 cuadrados. 

QED 
 

a) y c) Proposición P21 
El conjunto 𝑃(ℕ) puede ser una base asintótica de orden 𝑠. 

Y 𝑟𝑃,𝑠(𝑥) puede ser una función acotada. 

 
Demostración 
Tomemos 𝑃(𝑥) = 𝑥, 𝑘 = 𝑠 = 1, notemos que 𝑟𝑥,1(𝑛) = 1 ya que todo número se puede es-

cribir como suma de sí mismo 1 sola vez. 

QED 
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8. Cantidad de representaciones como sumas de números en sucesio-
nes              
 
En el Capítulo 7. Cantidad de representaciones como sumas de números polinomiales se generalizó 
la teoría de los Capítulos 5. Números poligonales y cantidad de representaciones como sumas de 

números poligonales y 6. Cantidad de representaciones como sumas de potencias para polinomios 
que cumplían la Definición P del Capítulo 7. Cantidad de representaciones como sumas de números 

polinomiales. En este capítulo exhibiremos que no cualquier sucesión es una base asintótica de 
orden finito, por ejemplo, los números de Fibonacci y los de Fermat no son bases asintóticas 
de orden finito, esta afirmación se podrá ver en la primera proposición de este capítulo. Poste-
riormente extenderemos los resultados de los Capítulos 5. Números poligonales y cantidad de 

representaciones como sumas de números poligonales, al Capítulo 7. Cantidad de representaciones 

como sumas de números polinomiales para sucesiones más generales, y para esto será suficiente 
pedir que dichas sucesiones cumplan algunas propiedades. Terminaremos el capítulo mos-
trando que la función de representaciones como suma de dos primos no es una función acota-
da.12 

 

Propiedad de las representaciones de Waring  
En este contexto de las representaciones aditivas sería natural preguntarnos si cualquier suce-
sión 𝑆: ℕ → ℕ podría cumplir con la propiedad de las representaciones de Waring, esto es, que 
existe 𝑠∗  tal que  𝑟𝑆,𝑠∗(𝑛)  >  0 para toda  𝑛 ∈  ℕ. La respuesta a esto es no, como se verá en 

las proposiciones F1 y F2.  

 
Proposición F1 
No existe 𝑠∗ tal que 𝑟𝑓,𝑠∗(𝑚)  >  0   para toda 𝑚 natural donde 𝑓(𝑥) representa la sucesión de 

Fibonacci.  

 
Demostración 
Usaremos la siguiente desigualdad la cual verificaremos posteriormente 

(1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
] )𝑠 ≤ 𝑅𝜀,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛])𝑠, 

para 𝜀(𝑥) una sucesión de naturales. 
Entonces, para toda 𝑠 se tiene que 

0 ≤
𝑅𝑓,𝑠(𝑓(𝑚))

1 + 𝑓(𝑚)
≤

(1 + 𝐻[𝑓(𝑥), 𝑓(𝑚)])𝑠

1 + 𝑓(𝑚)
=

(1 + 𝑚)𝑠

1 + 𝑓(𝑚)
. 

Como la sucesión de Fibonacci es asintótica a la exponencial entonces existe 𝑘 tal 
que 𝑓(𝑚)~ 𝑘𝑒𝑚, y cuando 𝑚 tiende a infinito 

0 ≤ lim
𝑚→∞

𝑅𝑓,𝑠(𝑓(𝑚))

1 + 𝑓(𝑚)
≤ lim

𝑚→∞

(1 + 𝑚)𝑠

1 + 𝑓(𝑚)
= lim

𝑚→∞

(1 + 𝑚)𝑠

𝑓(𝑚)
= lim

𝑚→∞

(1 + 𝑚)𝑠

𝑘𝑒𝑚 = 0 

Por lo tanto  lim𝑚→∞
𝑅𝑓,𝑠(𝑓(𝑚))

1+𝑓(𝑚)
= 0, lo cual implica que el número de representaciones prome-

dio son cero para todo 𝑠, por lo tanto no existe  𝑠∗  tal que  𝑟𝑓,𝑠∗(𝑛)  >  0,  para toda 𝑛 ∈  ℕ. 

QED 
 

  

                                                             
12

  Se puede ver que existen conjuntos de impares cuya cantidad de representaciones no es acotada en 

Powell [1985, 1986].  Además, ver que (𝑘 + 1) ≤ 𝐺(𝑘) en [Hardy y Wright 1975]. 
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Proposición F2 
No existe 𝑠∗ tal que 𝑟𝐹,𝑠∗(𝑚)  >  0   para toda 𝑚 natural, donde  𝐹(𝑥) es la sucesión de núme-

ros de Fermat  

 

Demostración 

Como en la Proposición F1, usamos (1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
] )

𝑠
≤ 𝑅𝜀,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛])𝑠.  

Ahora, para toda 𝑠 se tiene que 

0 ≤
𝑅𝐹,𝑠(𝐹(𝑚))

1 + 𝐹(𝑚)
≤

(1 + 𝐻[𝐹(𝑥), 𝐹(𝑚)])𝑠

1 + 𝐹(𝑚)
=

(1 + 𝑚)𝑠

1 + 𝐹(𝑚)
. 

Cuando 𝑚 tiende a infinito (como los números de Fermat son asintóticamente 22𝑚
 existe 𝑘 tal 

que 𝑓(𝑚)~ 22𝑚
)   

0 ≤ lim
𝑚→∞

𝑅𝐹,𝑠(𝐹(𝑚))

1 + 𝐹(𝑚)
≤ lim

𝑚→∞

(1 + 𝑚)𝑠

1 + 𝐹(𝑚)
= lim

𝑚→∞

(1 + 𝑚)𝑠

𝐹(𝑚)
= lim

𝑚→∞

(1 + 𝑚)𝑠

22𝑚 = 0 

de donde se sigue que lim𝑚→∞
𝑅𝐹,𝑠(𝐹(𝑚))

1+𝐹(𝑚)
= 0. Por lo tanto el número de representaciones 

promedio son cero para todo 𝑠, entonces no existe  𝑠∗ tal que  𝑟𝐹,𝑠∗(𝑛)  >  0  para toda 

 𝑛 ∈  ℕ. 

QED 
 

Se generaliza para sucesiones 
 

Definición  

Sea 𝜀(𝑥) una sucesión de naturales tal que  0 < ∆(𝜀(x) ). 
 
Con las propiedades F1 y F2 notamos que no cualquier sucesión 𝜀(x)  podría cumplir 

con la propiedad de las representaciones de Waring. Después de la proposición G6 veremos 
que es una condición necesaria para  𝜀(𝑥) el que esté acotada por un polinomio. 

 
Proposición G1 

Si   lim
𝑚→∞

𝑚𝑠

𝜀(m) 
= ∞   la función de representaciones como suma de 𝑠 números de la imagen de 𝜀(x) 

𝑟𝜀,𝑠(𝑛) es una función no es acotada. 

 
Demostración 
Si tomamos 𝜀(0), … , 𝜀(𝑚) podemos formar al menos (𝑚 + 1)𝑠 representaciones en el caso en 
el que nos importa el orden de los sumandos tales que todas son menores que 𝑠 veces el más 
grande de los números que ocupamos (𝜀(𝑚)), es decir (𝑚 + 1)𝑠 ≤ 𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚)) 

Entonces tenemos 𝑠𝜀(𝑚) + 1 números y al menos (𝑚 + 1)𝑠 representaciones de esos 
números. 

Si calculamos el número de representaciones promedio tenemos que 
(𝑚+1)𝑠

1+𝑠𝜀(𝑚)
≤

𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))

1+𝑠𝜀(𝑚)
.  

Si hacemos 𝑚 tender a infinito  

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠

𝜀(m) 
= lim𝑚→∞

(𝑚+1)𝑠

1+𝑠𝜀(𝑚)
≤ lim𝑚→∞

𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))

1+𝑠𝜀(𝑚)
, por lo tanto, la función 𝑟𝜀,𝑠(𝑛) 

no es acotada. 

QED 
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Proposición G2 
𝑟𝜀,𝑠

∗ (𝑛) está acotada si y sólo si 𝑟𝜀,𝑠(𝑛) está acotada y  

𝑟𝜀,𝑠
∗ (𝑛) = 0 si y sólo si 𝑟𝜀,𝑠(𝑛) = 0  

 

Demostración 
La prueba es análoga a la de la Proposición L7 

QED 
 
Lo anterior nos muestra que algunas propiedades de 𝑟𝜀,𝑠(𝑛) y 𝑟𝜀,𝑠

∗ (𝑛) son propiedades 

compartidas, y esto nos permitirá en gran medida generar resultados usando el mismo análisis 
para ambas funciones.   

 
Proposición G3 

Las representaciones promedio entre 𝜀(𝑚) 𝑦 𝑠𝜀(𝑚) divergen si   ∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠−1

𝜀(𝑚)
 

 
Demostración 
Podemos construir (𝑚 + 1)𝑠 representaciones que sean menores que 𝑠𝜀(𝑚) usando como 
sumandos a 𝜀(0), … , 𝜀(𝑚) y podemos construir (𝑚)𝑠 representaciones que no ocupan a 𝜀(𝑚)  
y son menores que   𝑠𝜀(𝑚) usando como sumandos a 𝜀(0), … , 𝜀(𝑚 − 1). Si al primer conjunto 
de representaciones le quitamos el segundo obtenemos (𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠 representaciones 
menores que   𝑠𝜀(𝑚) y que sí ocupan a 𝜀(𝑚), es decir  

 
(𝑚 + 1)𝑠 − (𝑚)𝑠

(𝑠 − 1)𝜀(𝑚) + 1
≤

|{𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑐𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠 𝑞𝑢𝑒 𝑜𝑐𝑢𝑝𝑎𝑛 𝑎 𝜀(𝑚)𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝜀(𝑚) 𝑦 𝑠𝜀(𝑚)}|

(𝑠 − 1)𝜀(𝑚) + 1

≤
𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚)) − 𝑅𝜎,𝑠(−1 + 𝜀(𝑚))

(𝑠 − 1)𝜀(𝑚) + 1
, 

 
 si 𝑛 tiende a infinito, entones 

 

∞ = lim
𝑚→∞

𝑚𝑠−1

𝜀(𝑚)
= lim𝑚→∞

(𝑚+1)𝑠−(𝑚)𝑠

(𝑠−1)𝜀(𝑚)+1
≤ lim𝑚→∞

𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))−𝑅𝜀,𝑠(−1+𝜀(𝑚))

(𝑠−1)𝜀(𝑚)+1
. 

 

QED 
 

Proposición G4 
Si 𝜀(0)  =  0 entonces 𝑟𝜀,𝑠(𝑛)  es creciente en 𝑠  

 
Demostración 
La prueba es análoga a la de la Proposición L9 

 QED 
 

Hasta aquí hemos trabajado con una cota inferior para 𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚)), si replanteamos 

las desigualdades de la Proposición P10 en términos de sucesiones crecientes obtenemos lo 
siguiente.   
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Proposición G5 
Es posible acotar las funciones de representaciones acumuladas 𝑅𝜀,𝑠(𝑛) y 𝑅𝜀,𝑠

∗ (𝑛) de la si-

guiente manera. 
 

(1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
] )

𝑠

≤ 𝑅𝜀,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛])𝑠 
 

 

Demostración 
La prueba es análoga a la de la Proposición L10 

QED 
 

Observación O1  
Si existe 𝑀 en los naturales tal que  𝜀(𝑚) > 𝑚𝑠+1 para toda 𝑚 > 𝑀 entonces   

𝑚𝑠

𝜀(𝑚)
<

𝑚𝑠

𝑚𝑠+1 =
1

𝑚
, por lo tanto 0 ≤ lim𝑚→∞ (

𝑚𝑠

𝜀(𝑚)
) ≤ lim𝑚→∞ (

1

𝑚
) ≤ 0 entonces 

lim𝑚→∞ (
𝑚𝑠

𝜀(𝑚)
) = 0. 

 

Proposición G6 

Si lim𝑚→∞ (
𝑚𝑠

𝜀(𝑚)
) = 0 entonces existe una infinidad de números sin representación como su-

ma de 𝑠 elementos de la imagen de 𝜀(𝑥) 

 
Demostración  
Tenemos la siguiente cadena de desigualdades  

0 ≤
𝑅𝜀,𝑠(𝜎(𝑚))

1+𝜀(𝑚)
≤

(1+𝐻[𝜀(𝑥),𝜀(𝑚)])𝑠

1+𝜀(𝑚)
≤

(𝑚+1)𝑠

𝜀(𝑚)
, si 𝑛 tiende a infinito llegamos a  

 0 ≤ lim𝑚→∞
𝑅𝜎,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))

1+𝑠𝜀(𝑚)
≤ lim𝑚→∞

(𝑚+1)𝑠

𝜀(𝑚)
≤ lim𝑚→∞ (

𝑚𝑠

𝜀(𝑚)
) = 0,  

entonces lim𝑚→∞
𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))

1+𝑠𝜀(𝑚)
= 0. Esto significa que la cantidad promedio de representaciones 

es cero, por lo tanto existe una infinidad de números sin representación como suma de 𝑠 ele-
mentos de la imagen de 𝜀(𝑥).  

QED 
 

Proposición G6.1 

Si lim𝑚→∞
𝑅𝜎,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))

1+𝑠𝜀(𝑚)
= 𝑐 ≠ ∞, entonces existe una infinidad de números 𝑚1, 𝑚2, … tal que 

𝑟𝜀,𝑠(𝑚𝑖) ≤ 𝑐 y también una infinidad de números 𝑀1, 𝑀2, … tal que 𝑟𝜀,𝑠(𝑀𝑖) ≥ 𝑐. 

 
Demostración  
Notemos que, si calculamos las representaciones promedio de todos salvo un número finito, el 

promedio es el mismo esto es, lim𝑚→∞
𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))−𝑘2

1+𝑠𝜀(𝑚)−𝑘1
= 𝑐. 

Si existe una infinidad de números 𝑚1, 𝑚2, … tal que 𝑟𝜀,𝑠(𝑚𝑖) < 𝑐 y una cantidad finita 

de números 𝑀1, 𝑀2, … tal que 𝑟𝜀,𝑠(𝑀𝑖) > 𝑐, entones 

 𝑐 = lim𝑚→∞
𝑅𝜎,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))−𝑘2

1+𝑠𝜀(𝑚)−𝑘1
< 𝑐 lo cual es una contradicción, el otro caso es análogo. 

QED 
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Condición C1 
De la observación y la Proposición G6 podemos notar que es una condición necesaria que exis-

ta 𝑀 y 𝑠 en los naturales tal que  ε(m) ≤ ms+1 para toda m > M. Llamaremos a esta condición 
C1 

 
Si existen 𝑀 y 𝑠 en los naturales tal que  ε(m) ≤ ms+1 para toda 𝑚 > 𝑀, en-

tonces tenemos dos posibilidades. 
1.-Para toda 𝑠 en los naturales existe 𝑀 en los naturales tal que  𝜀(𝑚) ≤ 𝑚𝑠+1 para toda 𝑚 > 𝑀.  
2.- Existen 𝑠1, 𝑠2, 𝑀1, 𝑀2 tal que ε(m) ≤ m𝑠1+1, para toda m > 𝑀1 y  𝜀(𝑚) > 𝑚𝑠2+1 para toda 

𝑚 > 𝑀2, entonces por la Observación O1  lim𝑚→∞ (
𝑚𝑠2

𝜀(𝑚)
) = 0. 

En este caso podemos hacer 𝑠∗ = sup (𝑠 ∈ ℕ ∶ lim𝑚→∞ (
𝑚𝑠

𝜀(𝑚)
) = 0 ), es decir 

podemos tomar el número más grande 𝑠∗ tal que lim𝑚→∞ (
𝑚𝑠∗

𝜀(𝑚)
) = 0 con lo cual po-

demos afirmar que 𝑠∗ < 𝐺(𝜀(ℕ)), o dicho de otra manera 𝜀(𝑚) no es una base asintó-

tica de orden 𝑠∗. 

 
Proposición G7 
A través del uso de las cotas dadas por la Proposición G4 podemos dar cotas superiores para 
las funciones 𝑟𝜎,𝑠(𝑛) y 𝑟𝜎,𝑠

∗ (𝑛), es decir 

 

0 ≤ 𝑟𝜀,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛])𝑠 − (1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛 − 1

𝑠
] )

𝑠

 

 

0 ≤ 𝑟𝜀,𝑠
∗ (𝑛) ≤ (

1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛]
𝑠

) − (1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛 − 1

𝑠
]

𝑠
) 

 
Demostración  
Si tomamos las desigualdades de la Proposición G4 podemos efectuar las siguientes restas:  
𝑅𝜀,𝑠(𝑛) − 𝑅𝜀,𝑠(𝑛 − 1) y 𝑅𝜀,𝑠

∗ (𝑛) − 𝑅𝜀,𝑠
∗ (𝑛 − 1). 

Notemos que 𝑅𝜀,𝑠(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛])𝑠 y  −(1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛−1

𝑠
] )𝑠 ≥ −𝑅𝜀,𝑠(𝑛 − 1) y al su-

mar ambas tenemos que  

𝑟𝜀,𝑠(𝑛) = 𝑅𝜀,𝑠(𝑛) − 𝑅𝜀,𝑠(𝑛 − 1) ≤ (1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛])𝑠−(1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛−1

𝑠
] )𝑠. 

El otro caso es análogo 𝑟𝜀,𝑠
∗ (𝑛) ≤ (

1 + 𝐻[𝜀(𝑥), 𝑛]
𝑠

) − (1 + 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛−1

𝑠
]

𝑠
). 

 
Proposición X1 
Existe algún entero con una cantidad arbitrariamente grande de representaciones como suma 
de 2 números primos y cero. 

 
Demostración 

Por la Proposición G4  (1 + 𝐻 [𝑝(𝑥),
𝑛

2
] )2 ≤ 𝑅𝑝,2(𝑛) ≤ (1 + 𝐻[𝑝(𝑥), 𝑛])2, equivalente a 

(1 + 𝜋 (
𝑛

2
))

2

≤ 𝑅𝑝,2(𝑛) ≤ (1 + 𝜋(𝑥))2, con 𝜋(𝑥) la función contadora de primos. Por otro 

lado sabemos que 𝜋(𝑛)~ (
(𝑛)

ln (𝑛)
)

 
, es decir lim

𝑛→∞

(
(𝑛)

ln (𝑛)
)

 

𝜋(𝑛)
= 1, y si hacemos 𝑛 tender a infinito 
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entonces ∞ = lim
𝑛→∞

(
(

𝑛
2)

ln (
𝑛
2)

)

2

𝑛
= lim𝑛→∞

(1+𝜋(
𝑛

2
))2

1+𝑛
≤ lim𝑛→∞

𝑅𝑝,𝑠(𝑛)

1+𝑛
,  por lo tanto las representa-

ciones promedio divergen, es decir, que 𝑟𝑝,2(𝑛) no es una función acotada. 

QED 
 

De la Proposición G5 tenemos que  existen 𝛼1, 𝛼2 > 0  tal que 
 

𝛼1𝑚𝑠 ≤ 𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚)) ≤ 𝛼2𝑚𝑠 

 
A continuación se dará una propuesta de aproximación asintótica de 𝑅𝜀,𝑠(𝑛) y con ba-

se en eso una aproximación de 𝑟𝜀,𝑠(𝑛). 

 

Hipótesis G1 

𝑅𝜀,𝑠(𝑠𝜀(𝑚))~ ∝ 𝑚𝑠 

Para alguna ∝> 0. 

O similarmente si hacemos 𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
] = 𝑚 

𝑅𝜀,𝑠(𝑛)~ ∝ (𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
])

𝑠

 

Para alguna ∝> 0 

Una parte importante para poder concluir esto es ver que lim
𝑛→∞

𝑅𝜀,𝑠(𝑛)

𝐻[𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
]
 existe. 

Nosotros sabemos que lim
𝑛→∞

𝑅𝜀,𝑠(𝑛) = ∞; lim
𝑛→∞

𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
] = ∞ y  

 𝛼1 ≤
𝑅𝜀,𝑠(𝑛)

𝐻[𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
]

≤ 𝛼2. La intuición nos dice que bajo esas condiciones dicho límite debería exis-

tir, y así tendríamos que lim
𝑛→∞

𝑅𝜀,𝑠(𝑛)

𝐻[𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
]

=∝ 

 
Hipótesis G2 

𝑟𝜀,𝑠(𝑛)~ ∝ [(𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛

𝑠
])

𝑠

− (𝐻 [𝜀(𝑥),
𝑛 − 1

𝑠
])

𝑠

] 

Para alguna ∝> 0 
Lo anterior en el caso de los polinomios nos llevaría a la siguiente aproximación 

𝑟𝑃,𝑠(𝑛) ≅∝ [(𝑛)(
𝑠−𝑘

𝑘
)] + 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟, con un error de un orden menor que (𝑛)(

𝑠−𝑘

𝑘
)
. Si aplicamos eso al 

caso de la suma de diez decagonales obtenemos que 𝑟𝐷,10(𝑛) ≅∝ 𝑛4. 

Para terminar este capítulo señalamos que  después de hacer regresión sobre los datos 
con el fin de minimizar el error obtuvimos lo siguiente. La primera gráfica es  

𝑅𝐷,10
∗ (𝑛) 𝑉𝑆 ∝ 𝑛5 y la segunda gráfica es  𝑟𝐷,10

∗ (𝑛) 𝑉𝑆 ∝ 𝑛4, de tal forma que 

𝑅𝐷,10
∗ (𝑛) 𝑦 𝑟𝐷,10

∗ (𝑛)  están en azul y ∝ 𝑛5 𝑦 ∝ 𝑛4  en naranja (Ver Figura C1). 

 



 
64 

 

 
Figura C1 

En ambos casos el valor absoluto del error tiene un orden mucho menos que 
las funciones de representaciones. 

 
 

  



 
65 

 

Conclusión  

La conclusión que presentamos contiene elementos que formar parte de aquello que motivó el 

desarrollo de este trabajo. 

Después de explorar los datos computacionales que tenemos para las formas en las 

que se puede representar a un entero como suma de diez decagonales quedamos sorprendi-

dos de ver que el comportamiento de los valores de la función 𝑟𝐷,10(𝑛) generaba una aparien-

cia trifásica. Pero vamos por partes, en primer lugar, ya mencionamos que la función muestra 

una trayectoria estable (Figura 1). Pero en la medida en la que nos acercamos se percibe que la 

trayectoria se bifurca (Figura 2). 

 

 

 

 

 

Fig. 1. Para n entre 1-15999.        Fig. 2. Para n entre 11000-12000. 

Cuando proseguimos de la misma manera en el sentido de acercarnos para obtener 

mayor precisión, encontramos con sorpresa que para un rango corto de sólo 500 números la 

trayectoria se trifurca, como se puede ver en la Figura 3.   

 

Figura 3. Para n entre 16000-16500.          Figura 4. Los azules son congruentes con 1 mod 3. 

Pero aún había más, resultaba que clases de equivalencia módulo 3 se alojan de mane-

ra perfectamente definida en la representación trifásica. Los congruentes con 1 módulo 3, los 

que son congruentes con 2 módulo 3 y con congruentes cero módulo 3 se pueden ver en las 

gráficas de las Figura 4, 5 y 6, respectivamente. 
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Figura 5. Los azules son congruentes con 2 mod 3.            Figura 6. Los azules son congruentes con cero mod 3. 

Con base en lo anterior pensamos que lo más natural era preguntarnos si las tres tra-

yectorias atendían a una modelación matemática, y sin duda, por lo ya analizado sabíamos que 

sí existe tal modelación, pero, entonces llegó la pregunta ¿cómo la caracterizamos?  

Al retomar lo planteado con este comportamiento trifásico concluimos que lo proce-

dente  era conocer de manera explícita la función de representación como suma de diez deca-

gonales, es decir a  𝑟𝐷,10(𝑛), que son los números tomados del conjunto  

𝐷(ℕ) = {0, 1, 10, 27, 52, … , 4𝑛(𝑛 − 3), … }. 

A partir de este conjunto observamos las diferencias, así como la diferencia de las dife-

rencias y notamos que era posible verificar que ∆2𝐷(𝑛) = 8. La tabla que sigue -que ya fue 

analizada en el Capítulo 5. Números poligonales y cantidad de representaciones como sumas de 

números poligonales - nos muestra el desarrollo de las diferenciales.  

𝑁 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

𝐷(𝑛) 0 1 10 27 52 85 126 175 232 

∆𝐷(𝑛) 1 9 17 25 33 41 49 57 65 

∆2𝐷(𝑛) 8 8 8 8 8 8 8 8 8 

 

Este fue el inicio que nos llevó a obtener resultados para las representaciones como 

sumas de decagonales. En esta parte pudimos construir un número con una cantidad de repre-

sentaciones mayor a un número dado. Esto nos llevó a analizar de forma indirecta a  𝑟𝐷,10(𝑛)  

y deducir la cota  

(𝑚 + 1)10 ≤ 𝑅𝐷,10(10𝐷(𝑚)), 

la cual nos llevó a trabajar con promedios, y para esto la desigualdad  

(𝑚 + 1)10

1 + 10𝐷(𝑚)
≤

𝑅𝐷,10(10𝐷(𝑚))

1 + 10𝐷(𝑚)
 

nos permitió saber que los promedios resultaron divergentes, lo cual nos garantizó que la fun-

ción 𝑟𝐷,10(𝑛) no es acotada. Esto nos garantizó la existencia de un número con una cantidad 

de representaciones mayor que un número dado como suma de diez decagonales. Esta forma 

de plantear el problema no exhibe tales representaciones, pero sí mejoró notablemente la 

cantidad de sumandos necesarios. 
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Se llegó a un punto que resultó de gran utilidad al notar que la naturaleza de 𝑟𝐷,10(𝑛) y 

𝑟𝐷,10
∗ (𝑛), llevó a que 𝑟𝐷,10

∗ (𝑛) ≤ 𝑟𝐷,10(𝑛) ≤ 10! 𝑟𝐷,10
∗ (𝑛) y esto permitió que 𝑟𝐷,10

∗ (𝑛) heredara 

varias de las propiedades de 𝑟𝐷,10(𝑛)  y viceversa. Lo anterior nos llevó a presentar principal-

mente resultados sobre 𝑟𝐷,10(𝑛) ya que éstos resultaban más directos para el análisis.  

Con base en lo analizado para el caso de las representaciones con decagonales enton-

ces se extendió el trabajo para llegar a los resultados pero ahora con números más generales 

que son los poligonales. Ya que los números poligonales son funciones polinomiales entonces 

dicha extensión se planteó posteriormente para polinomios más abstractos y esta abstracción 

resultó más apropiada para ver la naturaleza esencial de tales propiedades, lo que permitió 

seguir extendiendo el problema y gran parte de las propiedades para sucesiones de números 

naturales.   

Este trabajo de tesis originalmente estuvo motivado por la búsqueda de las respuestas 

para comprender el comportamiento de los enteros como suma de decagonales vistos en el 

comportamiento trifásico (Ver Figura 3), pero esta búsqueda nos llevó a responder otras inte-

rrogantes de una manera tan general como fue posible. 

Finalmente podemos decir que nuestro problema original del comportamiento trifási-

co ya no fue abordado de manera prioritaria, pero después del estudio que nos llevó hasta el 

análisis de las representaciones con polinomiales, sí podemos plantear una hipótesis de traba-

jo para tratar de respondes el comportamiento trifásico.    

La hipótesis final plantea la ubicación escalonada de las representaciones acorde a la 

clase residual a la que pertenece cada número, y donde cada función 𝑟𝐷,10(𝑛) nos indica la 

cantidad de representaciones de 𝑛 usando diez decagonales. Demostrar la hipótesis nos lleva 

entender el comportamiento trifásico. 

  

Hipótesis final 
 
Existe 𝑀 tal que para todo 𝑚 > 𝑀 

 
𝑟𝐷,10(3𝑚 + 1) < 𝑟𝐷,10(3𝑚) < 𝑟𝐷,10(3𝑚 − 1) 

𝑟𝐷,10(3𝑚 − 2) < 𝑟𝐷,10(3𝑚) < 𝑟𝐷,10(3𝑚 + 2). 

 
Con esta propuesta de línea de trabajo terminamos esta tesis. 
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Apéndice 13 

 
En esta sección se abordarán los teoremas que demuestran que todo 𝑁 puede escribirse como 
suma de 𝑚 + 2 poligonales de orden 𝑚 + 2 , además de los lemas y teoremas que forman 
parte de las demostraciones (de los cuales no se darán las demostraciones aquí). 
Para los poligonales de orden 6 o más  

 
Lema 1 Sea 𝑚 ≥ 3 y 𝑁 ≥ 2𝑚 . Sea L el tamaño del intervalo  

𝐼 = (
1

2
+ √

6𝑁

𝑚
− 3,

2

3
+ √

8𝑁

𝑚
− 8) entonces 𝐿 > 4 si 𝑁 ≥ 108𝑚  y   𝐿 > 𝑙𝑚  si 

  𝑙 ≥ 3 𝑦 𝑁 ≥ 7 𝑙2𝑚3. 

 
Lema 2  Sea 𝑚 ≥ 3 y 𝑁 ≥ 2𝑚 dado 𝑎, 𝑏 𝑦 𝑟 enteros no negativos tal que  0 ≤ 𝑟 < 𝑚 y  

   𝑁 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 + 𝑟  

Considera el intervalo abierto 𝐼 = (
1

2
+ √

6𝑁

𝑚
− 3,

2

3
+ √

8𝑁

𝑚
− 8) si 𝑏𝜖𝐼 entonces 

𝑏2 < 4𝑎 y 3𝑎 < 𝑏2 + 2𝑏 + 4. 

 
Lema 3  Dado a y b impares tal que 𝑏2 < 4𝑎 y 3𝑎 < 𝑏2 + 2𝑏 + 4 entonces existen enteros no 

negativos 𝑠, 𝑡, 𝑣, 𝑢 tal que 𝑎 = 𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2  y   𝑏 = 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣. 
 
Con base en los lemas anteriores damos lugar a los siguientes dos teoremas que nos permiti-
rán entender más sobre las representaciones aditivas usando poligonales de orden cinco o 
más. 

 

Para los poligonales de orden 6 o más  
 

Teorema 1 (Cauchy) 
𝑆𝑖 𝑚 ≥ 4 𝑦 𝑁 ≥ 108𝑚, entonces 𝑁 puede escribirse como suma de 𝑚 + 1 números poligona-
les de orden 𝑚 + 2, con a lo más cuatro de los poligonales distintos de 0 o 1.  
 

Demostración. 
Por el Lema 1 el tamaño del intervalo  

𝐼 = (
1

2
+ √

6𝑁

𝑚
− 3,

2

3
+ √

8𝑁

𝑚
− 8) 

es más grande que cuatro cuando  𝑁 ≥ 108𝑚, entonces 𝐼 contiene cuatro enteros consecuti-
vos y en consecuencia dos impares consecutivos 𝑏1, 𝑏2 𝑠𝑖 𝑚 ≥ 4 el conjunto de números de la 
forma 𝑏 + 𝑟, donde 𝑏𝜖{𝑏1, 𝑏2} y 𝑟𝜖{0, 1, … , 𝑚 − 3} , contiene un conjunto completo de repre-
sentaciones de las clases de congruencias modulo 𝑚, y entonces podemos escoger 
𝑏𝜖{𝑏1, 𝑏2} ⊆ 𝐼 𝑦 𝑟𝜖{0, 1, … , 𝑚 − 3} tal que 𝑁 ≡ 𝑏 + 𝑟 (𝑚𝑜𝑑 m) entonces  

𝑎 = 2 (
𝑁 − 𝑏 − 𝑟

𝑚
) + 𝑏 = (1 −

2

𝑚
) 𝑏 + 2 (

𝑁 − 𝑟

𝑚
) − − − − − − − − −   (b1) 

es un impar, y  𝑁 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 + 𝑟. Por el Lema 2, como 𝑏𝜖𝐼, tenemos  

𝑏2 < 4𝑎 y 3𝑎 < 𝑏2 + 2𝑏 + 4. Por el Lema 3 existen enteros no negativos 𝑠, 𝑡, 𝑣, 𝑢 tal que  

                                                             
13

 Este apéndice está hecho a partir de lo que expone Nathanson [1996], en la sección “The polygonal 

number theorem”. 
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𝑎 = 𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2  y 𝑏 = 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣 entonces   

𝑁 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 + 𝑟 =

𝑚

2
(𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣) + 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣 + 𝑟  

𝑁 =
𝑚𝑠(𝑠 − 1)

2
+ 𝑠 +

𝑚𝑡(𝑡 − 1)

2
+ 𝑡 +

𝑚𝑢(𝑢 − 1)

2
+ 𝑢 +

𝑚𝑣(𝑣 − 1)

2
+ 𝑣 + 𝑟 

𝑁 = 𝑃𝑚(𝑠) + 𝑃𝑚(𝑡) + 𝑃𝑚(𝑢) + 𝑃𝑚(𝑣) + 𝑟 
 

Ya que 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 − 3 y 0 y 1 son números poligonales de orden 𝑚 + 2 para cada 𝑚, obtene-
mos el teorema de Cauchy para cada 𝑚 ≥ 4 , eso es para números poligonales de orden al 
menos 6. 

 

Para los poligonales de orden 5 
 

Teorema 2 (Legendre)  
Dado 𝑚 ≥ 3 y 𝑁 ≥ 28𝑚3 Si m es impar entonces 𝑁 es suma de 4 números poligonales de 
orden 𝑚 + 2. Si m es par, entonces 𝑁 es suma de cinco números poligonales de orden 𝑚 + 2 
de los cuales al menos uno es 0 o 1. 

 
Demostración 
Por el Lema 1 el tamaño del intervalo 𝐼 es más grande que 2𝑚, entonces contiene 𝑚 impares 
consecutivos. Si 𝑚 es impar ese conjunto tiene todas las clases residuales modulo 𝑚, entonces 
𝑁 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) para algún impar 𝑏𝜖𝐼. Sea 𝑟 = 0 y definiendo 𝑎 por la fórmula (b1). Entonces 

𝑁 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 por el Lema 2, como 𝑏𝜖𝐼, Tenemos 𝑏2 < 4𝑎 y 3𝑎 < 𝑏2 + 2𝑏 + 4 

Por el Lema 3 existen enteros no negativos 𝑠, 𝑡, 𝑣, 𝑢 tal que 

 𝑎 = 𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2  y 𝑏 = 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣 entonces   

𝑁 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 =

𝑚

2
(𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣) + 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣  

𝑁 =
𝑚𝑠(𝑠−1)

2
+ 𝑠 +

𝑚𝑡(𝑡−1)

2
+ 𝑡 +

𝑚𝑢(𝑢−1)

2
+ 𝑢 +

𝑚𝑣(𝑣−1)

2
+ 𝑣  

𝑁 = 𝑃𝑚(𝑠) + 𝑃𝑚(𝑡) + 𝑃𝑚(𝑢) + 𝑃𝑚(𝑣)  
Si m es par y N es impar, entonces 𝑁 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) para algún impar 𝑏𝜖𝐼. Sea 𝑟 = 0 y definien-

do 𝑎 por la fórmula (b1). Entonces 𝑁 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 por el Lema 2, como 𝑏𝜖𝐼, tenemos 

𝑏2 < 4𝑎 y 3𝑎 < 𝑏2 + 2𝑏 + 4. 
Por el Lema 3 existen enteros no negativos 𝑠, 𝑡, 𝑣, 𝑢 tal que  

𝑎 = 𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2  y 𝑏 = 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣 entonces   

𝑁 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 =

𝑚

2
(𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣) + 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣   

𝑁 =
𝑚𝑠(𝑠−1)

2
+ 𝑠 +

𝑚𝑡(𝑡−1)

2
+ 𝑡 +

𝑚𝑢(𝑢−1)

2
+ 𝑢 +

𝑚𝑣(𝑣−1)

2
+ 𝑣   

𝑁 = 𝑃𝑚(𝑠) + 𝑃𝑚(𝑡) + 𝑃𝑚(𝑢) + 𝑃𝑚(𝑣)  
Si m es par y N es par entonces  𝑁 − 1 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝑚) para algún impar 𝑏𝜖𝐼. Sea  𝑟 = 0 y defi-

niendo 𝑎 por la fórmula (b1) tal que 𝑁 − 1 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 por el Lema 2, como 𝑏𝜖𝐼, Tene-

mos 𝑏2 < 4𝑎 y 3𝑎 < 𝑏2 + 2𝑏 + 4 
Por el Lema 3 existen enteros no negativos 𝑠, 𝑡, 𝑣, 𝑢 tal que  

𝑎 = 𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2  y 𝑏 = 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣 entonces   

𝑁 − 1 =
𝑚

2
(𝑎 − 𝑏) + 𝑏 =

𝑚

2
(𝑠2 + 𝑡2 + 𝑢2 + 𝑣2 − 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣) + 𝑠 + 𝑡 + 𝑢 + 𝑣   

𝑁 − 1 =
𝑚𝑠(𝑠−1)

2
+ 𝑠 +

𝑚𝑡(𝑡−1)

2
+ 𝑡 +

𝑚𝑢(𝑢−1)

2
+ 𝑢 +

𝑚𝑣(𝑣−1)

2
+ 𝑣  

𝑁 − 1 = 𝑃𝑚(𝑠) + 𝑃𝑚(𝑡) + 𝑃𝑚(𝑢) + 𝑃𝑚(𝑣)  
𝑁 = 𝑃𝑚(𝑠) + 𝑃𝑚(𝑡) + 𝑃𝑚(𝑢) + 𝑃𝑚(𝑣) + 1 = 𝑃𝑚(𝑠) + 𝑃𝑚(𝑡) + 𝑃𝑚(𝑢) + 𝑃𝑚(𝑣) + 𝑃𝑚(1) . 
Esto completa la prueba. 
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El teorema de Legendre prueba que los poligonales de orden 5 o más son bases asintóticas de 
orden 4 para polígonos con cantidad impar de lados y de orden 5 para polígonos con cantidad 
par de lados. 
 
Para los pentagonales, por el teorema de Legendre (con 𝑚 = 3) todo 𝑁 ≥ 28(3)3 = 756 
puede escribirse como suma de a lo más 5 pentagonales. 
Haciendo uso de cómputo es posible verificar la valides de la afirmación para los números en-
tre 0 y 755. 

 

Para los poligonales de orden 4 
 

Teorema 3 (LaGrange)  
Todo entero no negativo es suma de 4 cuadrados 

 

Para los poligonales de orden 3 
 

Teorema 4 Todo entero positivo 𝑁 es suma de tres cuadrados si y solo si no es de la forma 
𝑁 = 4𝑎(8𝑘 + 7). 

 
Teorema 5 Todo entero positivo congruente con 3 modulo 8 es suma de tres cuadrados impa-
res. 

 
Teorema 6 (Gauss) Todo entero no negativo es suma de tres triangulares. 

 
 
 

Las demostraciones de estos cuatro teoremas se pueden consultar en libros como el de Koshy 
[2002], Nathanson [1996] o Rosen [2000].  
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