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1.Prefacio

La teoria de los numeros desde sus origenes siempre nos ha proporcionado problemas que en
muchos casos son de facil planteamiento, pero no asi la solucidn. El estudio de los enteros no
ha cesado desde la época euclidiana. Se estudian sus divisores; la suma de ellos; los primos
que son factores; las clases de equivalencia a las que pertenecen y asi podriamos proporcionar
una lista muy grande de puntos de interés para estudiar a los enteros. Una de las vertientes de
estudio que nos ha interesado es la que corresponde a las representaciones aditivas de un
entero, es decir, las maneras en las que se puede expresar a un entero como suma de otros
enteros.

Este trabajo de tesis se empezd a gestar cuando estudidbamos los problemas que plan-
ted Fermat, aquéllos que enuncian que todo nimero es: “o bien triangular, o bien la suma de 2
0 3 numeros triangulares. Cuadrado, o suma de 2, 3 0 4 cuadrados. Pentagonal, o suma de 2, 3,
4 o 5 pentagonales. Y asi sucesiva e indefinidamente, ya sea hexagonales, heptagonales o poli-
gonales cualesquiera, pudiéndose enunciar segun el nimero de angulos”.

Por otro lado, no tardamos en llegar a los conocidos problemas de Edward Waring,
aquéllos que planted en sus Meditationes Algebraicae [Waring 1991]. El problema se describe
asi: todo numero natural puede expresarse como suma de no mas de 4 cuadrados, 9 cubos, 19
cuartas potencias y en general s potencias k-ésimas positivas. En notacion decimos que, para
toda k denotamos como g (k) al minimo nimeros de potencias k necesarias para representar
todos los enteros. Por ejemplo, para k=1, g(1) = 1; para k = 2, g(2) = 4; para
k=3 9g3) =9, k=4, g(4) = 19. La conjetura de Waring nos dice que para toda k
existe g(k), con g(k) < co.

En 1909 David Hilbert demostré que g(k) siempre existen para toda k, y con esto se tenia que
la conjetura de Waring si era verdadera, pero quedd la duda de cdmo son las imdagenes de
g (k) para cualquier k.

Estos problemas de representacién aditiva de enteros nos llevaron a explorar en pri-
mera instancia la funcién ‘cantidad de representaciones’ para un entero si lo expresamos como
suma de cubos, pentagonales o cualquier conjunto generador de las representaciones. Por
ejemplo, si pensamos en sumas de cuatro cuadrados, entonces con el nimero 31 pasa que

31=5%2+2%2+12+1%2 =32+ 3% + 32 4+ 22
y es claro que la representacién como suma de cuatro cuadrados no tiene porque ser Unica, en
este caso mostramos dos formas y podrian ser mas.

Para explorar las funciones ‘cantidad de representaciones aditivas’ empleamos un
software creado especialmente para el profesor César Guevara, y con él pudimos visualizar y
extraer informacidn importante sobre las cantidades de representaciones como suma de cua-
drados, cubos y hasta decimas potencias. Para el caso de poligonales empezamos con suma de
triangulares y terminamos con decagonales.

A partir de la exploracién computacional pasamos al analisis tedrico y nos planteamos
trabajar con las representaciones donde ya no sdlo se usan, en particular, k-ésimas potencias
o poligonales, ahora las representaciones estaran formadas con sumandos tomados de la ima-
gen no negativa de funciones polinomiales f (x).

Problemas por abordar en este trabajo
Otra de las vertientes actuales de investigacion en los problemas aditivos corresponde a las
representaciones de un numero natural como suma de alguna cantidad fija de nimeros que
forman parte de un conjunto determinado.

Sabemos que todo natural puede escribirse como suma de otros nimeros naturales, si
fijamos una cantidad s de sumandos, ademds, consideremos f: Ny = Nj tal que f(Ng) es el
conjunto del cual tomamos los sumandos, entonces es pertinente preguntarnos ¢de cudntas



formas podemos escribir el natural n como suma de s nimeros del conjunto de sumandos
tomados de f(N;)? De esta interrogante surgen dos casos, cuando nos importa el orden de
los sumandos y cuando no, es decir, calcular 77 s(n) y 17 (n). La complejidad de la solucion de
estos problemas depende de la funcién f que es la que genera los conjuntos de sumandos.
Los casos que aqui nos interesan son mds complicados cuando no importa el orden.

Analizaremos las propiedades de 75 (1), Rr s(n), 7" s (), R*f s(n) en casos tan gene-
rales como sea posible y proponemos una conjetura sobre una forma sencilla de aproximar
dichas funciones, que serd respaldada por los datos generados computacionalmente.



2.Introduccion

Este trabajo de tesis esta distribuido de la manera que ahora se indica.

Al Inicio se proporciona una lista con la notacidon que se considera importante tener presente
para facilitar la lectura de este trabajo. Se tomara como base la notacién utilizada en los traba-
jos de Nathanson [1996], pero con algunas modificaciones; también se usara notacion propia,
la cual podria hacer mas manejable el problema de las representaciones en el cual resulta con-
veniente un transito fluido entre el conjunto asociado a las representaciones de un entero n
que son Ry ;(n), también la cantidad de representaciones de un entero n que son 77 5(n) y la
cantidad de representaciones acumuladas Ry (1) por mencionar algunos casos de la notacién.

Los capitulos de la tesis son éstos:
3.Antecedentes. Se hara un recorrido de los hechos principales relacionados con el problema
de las representaciones aditivas de los naturales.

4.Numeros poligonales y cantidad de representaciones como sumas de nimeros po-
ligonales. Este capitulo se dividird en tres partes, en la primera parte se veran propiedades
generales de los nimeros poligonales.

En la segunda se analizaran algunas propiedades de los nUmeros decagonales y a partir
de ellos serd posible construir nimeros con la caracteristica de que se podran exhibir por lo
menos m representaciones, para cada entero, que sean suma de decagonales. Después se
dard una cota inferior de Rp 10(n) la cual permitird inferir resultados sobre 15, 19(n). Ensegui-
da se proporciona una desigualdad que mostrara la relacidon cercana entre la cantidad de re-
presentaciones de n como suma de 10 decagonales cuando importa el orden de los sumandos
7p,10(n) y la cantidad de representaciones de n como suma de 10 decagonales cuando no im-
porta el orden de los sumandos 1y 10(n). Es decir, mostraremos que visualizadas como fun-
ciones, ellas comparten muchas de sus propiedades, y que al analizar la cantidad de represen-
taciones acumuladas hasta n como suma de 10 decagonales cuando importa el orden de los
sumandos Rp, 19(n), asi como la cantidad de representaciones acumuladas hasta n como suma
de 10 decagonales cuando no importa el orden de los sumandos Rp 10(n), resulta que son
validas las mismas ideas, es decir, se pueden analizar esencialmente de la misma manera.

En la tercera parte veremos que el hecho de ser diez decagonales no es una condicion
necesaria para el analisis que se presentd, lo importante es que en su totalidad los resultados
pueden generalizarse a una cantidad [ de [ —gonales, y mas aun, pueden generalizarse a
una cantidad s de [ — gonales, bajo cierta condicion sobre el valor de s. Ademas, a través de
una cota superior para R ¢(N) daremos otros resultados sobre 17, ¢ ().

5.Cantidad de representaciones como sumas de potencias. En este capitulo damos lugar
a un estudio mas amplio del uso de potencias para representar a cualquier entero positivo, es
decir el uso de s elementos que sean potencias k de un entero con k fijo o 1 s(n). Extende-
remos algunas de las propiedades del Capitulo 4. Nimeros poligonales y cantidad de representa-
ciones como sumas de numeros poligonales y agregaremos otras. Para simplificar las pruebas de
dichas extensiones haremos uso de las representaciones candnicas para polinomios entero
valuados.

También veremos que es una condicion suficiente que s > k para que la funcién
1k s (1) no esté acotada como funcién de n, y aunado a lo anterior veremos el hecho de que es
creciente como funcién de s. Ademds se mostraran cotas para Rgs(n) y Ry ¢(n), donde defi-



nimos a Rk s(n) como la cantidad de representaciones acumuladas donde si importa el orden
de los sumandos, es decir, R s(N) = >N, rg s(n), y respectivamente la expresién es seme-
jante para el caso de Rk s(n). Finalmente extenderemos algunas ideas de Sierpinski, Hardy y
Landau, sobre suma de dos cuadrados como puntos de la reticula Z? en el interior de un circu-
lo, a suma de s potencias k como puntos en el interior de un hipertopo en la reticula Zs,°.

6.Cantidad de representaciones como sumas de nimeros polinomiales. Comenzare-
mos este capitulo con una caracterizacion para los polinomios entero-valuados de grado 2.
Veremos que las propiedades del Capitulo 5. Cantidad de representaciones como sumas de poten-
cias se pueden extrapolar a las potencias sin necesidad de hacer mayores modificaciones. Da-
remos unas cotas para las funciones Rp (1) y Rp ;(n) haciendo uso de una generalizacién de
las cotas del Capitulo 5. Cantidad de representaciones como sumas de potencias y una extension
de las ideas de Landau y Sierpinski. Posteriormente se vera que las propiedades se deben
esencialmente al hecho de que las potencias y los nimeros poligonales son polinomios por lo
cual se pueden generalizar la mayor parte de los resultados del Capitulo 5. Cantidad de repre-
sentaciones como sumas de potencias. Concluiremos el capitulo mostrando que si k -el grado del
polinomio- es igual que s -la cantidad de sumandos- entonces nos es posible extender los re-
sultados del Capitulo 5. Cantidad de representaciones como sumas de potencias.

6.Cantidad de representaciones como sumas de Nimeros en sucesiones. Veremos que
no todas las sucesiones son bases asintéticas de orden finito por ejemplo pasa con la sucesidn
de Fibonacci o con los nimeros de Fermat. Para esto usamos una generalizacién de las cotas
para la cantidad acumulada de representaciones R, (n). También veremos una condicién
suficiente para garantizar que la funcién 7 ;(n) no sea acotada, ésta la ocuparemos para ver
gue la funcion de representacién como suma de dos primos no es acotada. Ademas, se analiza
una condicién para la monotonia de 7; (1) como funcién de s y una cota inferior para el orden
de una base asintética.



3.Notacidn y definiciones

(pagina 5)
N, Los enteros no negativos
N, =NuU{0}=1{012345,..}.

(pagina 23)

8(P(x)) Grado de un polinomio

Sea P(x) = axx® + ap_1x* 1t + -+ a;x + agcona, # 0 el grado de P(x)
es S(P(x)) = k.

(pagina 34)
Funcion entero-valuada
Decimos que f(x) es una funcién entera valuada si
Paratoda x € N, — f(x) € N,.

Ejemplo
T(x) = x(x;l) = j-;oj la cual es entera para toda x entera

T(0) =0,T(5) = 15,T(100) = 5050.
(pagina 33)

by (x) Polinomio binomial

X —1)..(x—k+1
o = () =gt
Ejemplo

bi1(x) = x,b3(x) =

x(x — 1;(3( -2) b () =

120

(pagina 34)
Forma candnica de un polinomio entero-valuado

k
pe) = ) wx ().
Ejemplo =
T(x) = x(x; D_ x(xz_ D v = b0 + bi(0),
(pagina 22)

Af (x) Diferencial entera

Af(x) = flx+ 1) = f().

AT(x) =T(x+1) —T(x) = <(x N 1) + (x : 1)) - ((

Ejemplo

N R
N——
+
VN
[aika
N——
N———

-(E3)-0)+(ETH-0) -G+

(pagina 22)
A™f (x) n-ésima diferencial entera

A™f (x) = A" ().

x(x—1Dx—-2)(x—-3)(x—4)



Ejemplo

AZT(x)=A((’1‘)+1> =(x+1+1D)—(x+1) =1

(pagina 6)
R (n) El conjunto asociado a las representaciones de n como suma de s elementos
en la imagen de f cuando importa el orden de los sumandos

Res () = {(x1, o, x)ENG™: £ (1) + -+ + f(x5) = mb

Ejemplo
ERT(JC),?)(O) = {(Ololo)}lmT(x),S(l) = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
Rrn3(2) ={(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)}
Rrn3(3) ={(3,0,0),(0,3,0),(0,0,3),(1,1,1)}
Rr,3(4) ={(0,1,3),(1,0,3),(0,3,1),(3,1,0), (1,3,0), (3,0,1), }
9{T(JC),3 (5) = {(1,1,3), (3,1,1), (1,3,1)}
(pagina 6)

17 +(n) La cantidad de representaciones de n como suma de s elementos en la imagen
de f cuando importa el orden de los sumandos
rf,s(n) = |mf,s(n)|-

Ejemplo T700),3(5) = 3.

(pagina 6)
Rfs(n) La cantidad de representaciones acumulada hasta n como suma de s elemen-
tos en la imagen de f cuando importa el orden de los sumandos

n

R o) = ) 1740,

i=0

Ejemplo Rr3(5) =1+3+3+4+6+3=20.

(pagina 6)
R; <(n) El conjunto asociado a las representaciones de n como suma de s elementos
en laimagen de f cuando no importa el orden de los sumandos

Ri () = {(x1, -, x5)eNG 1 2y < o0 < g, o) + o+ + f (%) =)n}.

Ejemplo
Rr00.3(0) = {(0,0,00}, Ry,3(1) = {(0,0,1)}
Rio,:(2) = {(0,1,1)}
Rin3(3) = {(0,0,3), (1,1,1)}
Rrn,s@ ={(0,1,3)}
Rz (G) ={(1,1,3)}.
(pagina 6)

77 s(n) La cantidad de representaciones de n como suma de s elementos en la imagen
de f cuando no importa el orden de los sumandos

r;,s(n) = |ER;Z’S(n)|.

Ejemplo T;(x),3 (5) =1.

10



(pagina 6)
Rf s(n) La cantidad de representaciones acumulada hasta n como suma de s elemen-
tos en la imagen de f cuando no importa el orden de los sumandos

n

Rio(0) = ) 170,

i=0
Ejemplo Rrps(B)=1+1+14+2+1+1=7.

Nota: Cuando importa el orden de los sumandos, entonces las sumas 1 + 2, 2 + 1 se cuentan como
dos representaciones distintas del 3. Cuando no importa el orden de los sumandos 1+ 2y 2 + 1 se
cuentan como la misma representacion del 3.

(pagina 26)
H(f(x),n) Parte entera generalizada
Definimos H(f (x),n) = maxyen,{ f(x) < n}.
A falta de una funcién inversa que sea mas manejable haremos uso de H(f(x),n), que nos
facilitara expresar el numero de naturales menores que alguno dado en laimagen de f.
Ejemplo

T(0) =0,T(10) = 45,T(50) = 1275,T(99) = 4950,T(100) = 5050

H(T(x),5000) = maxyey,{ T(x) < 5000} = 99.

(pagina 56)
d; j(n) Cantidad de divisores congruentes con i modulo j
d;j(n) = |[m EN:mn y m=i (mod(j)) }|

(pagina 47)
9(f(N)) y G(f(N)) También redefiniremos g y G
Usualmente se definen como
g:N - Ntalque g(k) = min(s €EN: (Vn € Ngang,..,ns € Ng:nk + -+ nk = n)) y
G:N — N tal que
G(k) = min(s EN:(3Mtal queV(n € Ngyn = M) 3ny,...,ng E Ng:nk + -+ nk = n)).

Sea S = {f|f:N - R} el conjunto de todas las sucesiones de nimeros reales.
Redefiniremos g y G de la siguiente manera g: S — N tal que
g(f(N)) = min(s EN: (Vn€eNyIng,..,ng €ENp: f(ny) + -+ f(ng) = n)) y
G:S - N tal que
G(f(N)) = min(s EN:(@MtalqueVv(ne Ngyn=M)3In,, .., ng € Ng: f(ny) + -+ f(ng) = n)).

11



4.Antecedentes

El interés por los perfiles aditivos en la teoria de los numeros podria tener su origen a partir de
las primeras practicas con la aritmética de los enteros, pero en este trabajo queremos sugerir
gue fue a partir de Cardano y Galileo que con base en su interés por los juegos de azar comen-
zaron a interactuar con las representaciones de un entero como suma de otros enteros. Fue
hasta el siglo XVIII cuando el estudio de las representaciones aditivas de los enteros tomé otro
perfil y éste fue con el arribo de las particiones' de un entero. Asi, a partir de este momento
las representaciones aditivas de los enteros han ocupado un lugar cada vez mas consolidado
dentro del Algebra. Actualmente existe una subarea de la teoria de los nimeros llamada teoria
aditiva de los nimeros.

La teoria de particiones tomd un perfil propio, delimitando sus problemas y desarro-
llando sus métodos propios. Estos procesos dieron inicio con Jacob Bernoulli y Pierre Rémond
de Montmort, y quien les dio el empuje dentro de la teoria de los nimeros fue Leonhard Euler.

4.1. Los problemas de Philippe Naudé

Gracias a la extensa correspondencia que Euler sostuvo con sus contemporaneos y que gran
parte de ella se conserva, ahora sabemos que un elemento importante para que Euler se aden-
trara en el tema de las particiones surgié de una carta que Philippe Naudé (1684-1747) le envid
el 4 de septiembre de 1740. En ella, le preguntd, entre otras cosas, sobre el numero de formas
diferentes en que un numero entero positivo m podria expresarse como la suma de n suman-
dos naturales distintos (también le preguntd el caso cuando se admite la repeticién).

Sabemos que cuando Euler se interesaba en un tema no lo hacia apegado a una inquie-
tud del momento; él no respondia exclusivamente lo que se le preguntaba, con frecuencia se
adentraba en los problemas con mayor profundidad de lo que le exigia sélo la pregunta que se
le planteaba. Era frecuente que desarrollara verdaderos paradigmas que dieron lugar a nuevas
teorias en las ciencias matematicas. Fue en este contexto en el que se puede ver que a partir
de las preguntas de Naudé las particiones tomaron su camino gracias a Euler, y de la misma
manera la teoria de las representaciones aditivas de los enteros.

Enseguida listamos cuatro articulos hasta el periodo 1770 en donde explicitamente Eu-
ler desarroll6 sus ideas acerca de las particiones.” Son éstos:

1) La primera respuesta a las interrogantes de Philippe Naudé se encuentran en el documento
E158,’ originalmente presentado el 6 de Abril de 1741, pero publicado hasta 1751 con el titulo:
Observationes analyticae variae de combinationibus (Diversas observaciones analiticas sobre
combinaciones).

2) En el documento con clasificacion E101 y publicado en 1748 con el titulo Introductio in
analysin infinitorum (Introduccion al Andlisis del Infinito). Se encuentra en el capitulo XVI otra
versién de lo publicado en el articulo 1). Este capitulo de la Introductio tiene como titulo: De
las particiones de numeros. Cabe sefialar que este trabajo aparece en el segundo lugar de la
cronologia, aun cuando aparecid publicado antes que el 1).

'Pero antes de seguir con esta introduccion consideramos que es oportuno recordar ;Qué son las particio-
nes? Entendemos por particiones de un nimero natural n, a todas las maneras de representarle como suma
de nimeros naturales. Por ejemplo, el nimero 5 puede ser representado por 4+1, 3+2 y por el 5 mismo,
cuando se desea que todos los nimeros sean diferentes; o bien 4+1, 3+2, 3+1+1, 2+2+1, 2+1+1+1,
1+1+1+1+1 y 5 si conviene que los nimeros puedan ser iguales entre ellos.

%Existen otros donde trabaja de manera particular el vinculo de los nimeros poligonales con las particio-
nes, y es en uno de ellos donde desarrollé el maravilloso teorema de los nimeros pentagonales. Esto se
vera mas adelante.

® La clasificacion E158 se refiere a la que desarrollé Enestrom para toda la obra de Euler. A partir de esta
clasificacidn todos sus trabajos se identifican con un nimero determinado y una E que le precede.

12



3) En 1750 retoma el tema y aporta mas progresos en su escrito E191, mismo que aparecié
publicado en 1753 con el titulo: De Partitione numerorum (De las Particiones de niimeros).

4) Paso un largo periodo para que apareciera su articulo E394, que fue presentado en 1768 y
publicado en 1770, con el titulo: De Partitione numerorum in partes tam numero quam specie
datas. (Sobre la particion de niumeros en partes de un cierto tipo de niimeros determinados).

En estos documentos Euler responde también al problema generalizado de encontrar
las maneras en que un nimero dado N puede ser expresado con un nimero n fijo de suman-
dos, y donde cada sumando se puede elegir de un conjunto con m elementos dados o, incluso,
que para cada sumando se pueda tener un conjunto diferente.

La forma en que Euler plantea y resuelve los problemas es en opinién de Andrews
(2007) insuperable en varios de sus parrafos y sin duda nos sumamos a esta opinion.

4.2. Particiones y numeros pentagonales
El estudio de las particiones de un entero no quedd sélo en un conjunto de propiedades tem-
porales para ciertos nimeros o en un tipo de divertimento matematico vinculado con repre-
sentaciones aditivas interesante. Euler no tardd en proporcionarnos un resultado de caracter
general para todos los enteros positivos, y gracias a él fue posible entender que a través de las
particiones podriamos conocer mds acerca de la estructura de los enteros.

El resultado al que nos referimos es el siguiente:

Teorema de los Numeros Pentagonales
Para todo entero positivo n

2 > n(3n+1) > n(3n-1)
1_[(1 —am =1+ Z(—nnxiz + Z(—nnxiz
n=1 n=1 n=1

El resultado nos dice que si desarrollamos el producto de arriba se obtiene:
(00
H(l—x") =1—-x—x2+x5+x7 —x12—x15 + .,
n=1

@) o afines a ellos (@). Y ademas exis-

te un vinculo importante entre los exponentes y coeficientes, pues éste proporciona el calculo
de particiones de un entero. Asi, del Teorema de los Numeros Pentagonales se llega al polino-
mio

y los exponentes son nimeros pentagonales (

1-x—x2+x5+x7 —x12 —x15 +...

y nétese que los coeficientes de este polinomio se forman sumando y restando términos se-
mejantes, y como cada término nos representa una particidn segin su exponente, entonces
los coeficientes que aparecen en el polinomio son el resultado de las sumas y restas de canti-
dades de particiones que representan al mismo numero, y por esto podemos replantear el
teorema de la siguiente forma:

Sean p,q(m) = el nimero de particiones de un entero positivo m, con la caracteristica de
gue los sumandos de cada una son diferentes y la cantidad de sumandos en cada una es una cantidad
par. Por otro lado p;4(m) = el niUmero de particiones de un entero positivo m en donde los suman-
dos de cada una son diferentes, pero ahora la cantidad de sumandos en cada particién es una canti-
dad impar, por ejemplo 2 = 1 + 1 entonces pp,q(2) = 0,p;a(2) = 1.
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Entonces

. n(3nt1)

0 Si m+ —

ppd(m) - pid(m) = ] n(3n + 1)
(D" si m= —

1(3(1)+1)

Notemos que 2 = 5

Y Ppa(2) = pia(2) = =1 = (=D?!

Asi, el Teorema de los Numeros Pentagonales ahora puede quedar bajo la forma siguiente:
Para todo entero positivo n:

2 > n(3n+1) > n(3n-1)
Hm ) =1+ Z(—l)"x 7+ Z(—l)"xiz
n=1 n=1 n=1
también se puede ver como:
[ [a-xm=1+][(pratm — pratm)
n=1 n=1

Con este resultado podemos percibir que los coeficientes de
1—x—x2+x5+x7 —x12 —x15 4+ ...

son ppq(m) — pia(m), lo que significa que una infinidad de enteros positivos tienen las mis-
mas cantidades de particiones -con elementos diferentes- con un numero par de sumandos y
con un nimero impar, y es asi que se generan los ceros en los coeficientes que anulan una
infinidad de las potencias de x, y los términos que aparecen en

1—x—x2+x5 +x7 —x12 —x15 + ...

son los que tienen a los coeficientes ppq(M) — p;a(mM) = £1, cuyas potencias correspondien-
x(3x+1)

tes en los términos del polinomio sélo son pentagonales o afines a ellos, es decir,
x(3x-1)
-

Este resultado fue verdaderamente sorprendente para sus contempordneos y para los

que lo retomaron posteriormente, como fue el caso de D’Alembert, Legendre, Franklin, Sylves-
ter, Waring y Hardy, entre otros.

Después de este resultado el estudio de las representaciones aditivas de un entero ya
estaba por encima de sélo generar propiedades, lo que ya se estaba aportando eran caracte-
risticas estructurales de los enteros que hasta el momento no se estaban trabajando.

Para terminar esta parte proporcionamos datos sobre publicaciones de Euler corres-
pondientes a este tema. Desde noviembre de 1740 Euler ya habia intercambiado correspon-
dencia con Daniel Bernoulli acerca de las propiedades del producto [[,-;(1 —x™), y unos
meses después publicd su primer comentario al respecto en el articulo de 1741, Diversas ob-
servaciones analiticas sobre combinaciones (E158). Durante la década de los 40 Euler siguid
explorando la expresién, y en una carta que le escribe a Christian Goldbach en octubre 15,
1743 [véase: Juskevi¢, A. P. & Winter, E. 1965], le menciona sus ideas respecto al producto

A1-n(1-n?)(1-n3)(1-n*)(1-n%)(1-no)...

En 1783 se publico el articulo De mirabilis proprietatibus numerorum pentagonalium, y en el
mismo afio publicé Evolutio producto infiniti (1 — x)(1 — x?)(1 — x3) .... in series simplicen.
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4.3. Con Goldbach se popularizo la teoria aditiva.

El problema que es mas conocido (incluso entre no matematicos) respecto a representar a un
entero como suma de otros enteros es la conjetura de Goldbach, ésta enuncia lo siguiente:

a) todo entero positivo par mayor que dos es suma de dos primos
b) todo impar positivo mayor que cinco es suma de tres primos.

Este problema llamé la atencién desde finales del siglo XVIII. Este problema se origind
cuando Goldbach le escribié en una carta del 7 de junio de 1742 [JusSkevi¢ 1965, p. 103-105] lo
siguiente:

“[..]; de este modo quiero aventurar una conjetura: que todo numero que esta compuesto [como suma] de

dos nimeros primos es a la vez un agregado de tantos nimeros primos como queramos (incluyendo la uni-
dad), hasta alcanzar puras unidades [que es lo mds a lo que se puede extender]”

Después de terminar la carta se nota que reflexiond sobre lo que escribid, pero al no tener
espacio para agregar una observacién directamente en el parrafo de la conjetura, escribe en
el margen un comentario complementario

“Después de leer esto otra vez, considero que pudiera ser demostrada con todo rigor para el cason + 1, si

sucede para el cason, ysin + 1 puede ser dividido en dos primos. Entonces la demostracion es muy facil.
Parece por lo menos que todo nimero mayor que dos es la suma de tres nimeros primos.”

La respuesta de Euler llegd en la carta del 30 de junio de 1742, en ella encontramos lo si-
guiente:
“Supongamos que el nUmero propuesto n sea par, por lo tanto, es una suma de dos nimeros primos, y en-
tonces n — 2 también es una suma de dos niumeros primos, por lo que n también es una de tres, y también
4y asi sucesivamente. Pero si n es un numero impar, entonces es una suma de tres nimeros primos, ya que
n — 1 es la suma de dos, y se puede seguir resolviendo las demds sumas. Sin embargo, que todo niumero par

sea la suma de dos nimeros primos, lo que considero un teorema correcto, es algo que no puedo demos-
trar”.

La respuesta de Euler nos marca que si suponemos verdadera la relacién binaria entonces la
terciaria es posible. Pero lo que llama mas nuestra atencion es que a partir de esta conjetura el
estudio de las representaciones aditivas de un entero ya tiene un lugar propio, es decir, ya no
se explora la situacion aditiva como parte de otro problema, que fue el de los dados en los
juegos de azar.

4.4. Edward Waring y las potencias

¢Cudles son los problemas de Waring?

Edward Waring [1991], en su libro Meditationes algebraicae, hizo conjeturas sobre la posibili-
dad de que los enteros pudieran escribirse como la suma de otros enteros, pero elevados a
diversas potencias. Por ejemplo, 13 = 3% + 22, de aqui se observa que 13 puede escribirse
como la suma de dos cuadrados. Entonces nos preguntamos ¢cualquier nimero puede escri-
birse como suma de dos cuadrados? La respuesta es NO, por ejemplo, si consideramos el nu-
mero 12, se observa que no se puede escribir de esa manera, al intentarlo obtenemos las si-
guientes combinaciones:

12=124+11=224+8=32+3,

de esta manera terminamos con las posibilidades de escribir a 12 como suma de dos cuadra-
dos.

Acto seguido, seria natural preguntarnos: écual es el menor nimero de cuadrados ne-
cesarios para representar a todo entero positivo como suma de éstos? En 1770 Joseph-Louis
Lagrange demostro lo siguiente:
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Teorema de Lagrange
Todo entero positivo puede escribirse como la suma de no mas de cuatro cuadrados.
Es decir, vn € N3 q,b,c,d € Ntalquea? + b> +c?>+d?’=n

Para explicar cuantas potencias se requieren para representar a un entero, es conve-
niente definir a g(k) como el menor nimero requerido de potencias k con la que cualquier
entero positivo se puede representar. Asi, ya sabemos (por Lagrange) que g(2) = 4, porque 4
es el menor nimero de cuadrados requeridos para representar a todos los enteros positivos.
Waring propuso que g(3) = 9, de lo anterior podemos adentrarnos en dos preguntas:

1.- ¢Realmente existe g(k) para toda k?
2.- Si ese es el caso, écual es su valor?

Lo que se conoce como los problemas de Waring para sumas de potencias ra-
dica precisamente en las dos preguntas anteriores. Esto es, Waring plantea que todo
entero se puede representas como suma de n-ésimas potencias.

Sabemos gracias a Kubina y Wunderlich [1990] que g(n) = 2™ + [(3/2)"] — 2
para toda n < 471600000. Se conjetura que esta férmula es correcta para toda n,
Mahler [1957] mostré que dicha igualdad se cumple salvo para un numero finito de
valores de n. Algunos ejemplos para g(n) son:

g2) =4

gi3)=9

g(4) =19
g(5) =37
g(6) =173
g(7) = 143
g(8) =279
g(9) = 548

g(10) = 1079
g(33) = 8590581749

Otra parte de este problema es preguntarnos: ¢Cual es la menor cantidad de potencias
de k en el que existird sélo un nimero finito de excepciones? Por ejemplo, sabemos por el
teorema de Lagrange que se necesitan cuatro cuadrados para representar a todos los enteros.
éPero si intentamos utilizar Unicamente tres? ¢Serd finito el nimero de enteros que no pode-
mos representar? En otras palabras, ¢existe alguna n suficientemente grande tal que todos los
numeros mayores que n puedan representarse con solo tres cuadrados? La respuesta es NO. Si
intentamos utilizar solamente tres cuadrados para representar nimeros enteros, entonces
existira una cantidad infinita de excepciones.

Ahora, sea G (k) el menor nimero de potencias k con las que se tienen que existe sélo un
numero finito de excepciones, ademas por la definicion de g(k) tenemos que G (k) < g(k). Es
decir, si intentamos representar a los enteros con menos potencias k que G(k), entonces ob-
tendremos un numero infinito de excepciones. Sabemos que G(2) = 4, asi como que
g(2) = 4. Ahora, sabemos que g(3) =9, pero écuanto vale G(3)? Sélo podemos decir que
4 < G(3) < 7. De manera general sabemos que k + 1 < G(k), se puede consultar el trabajo
de Hardy y Wright [1975].

Este problema de Waring parece ser mas dificil. Sin embargo, es de tanto interés como
g(k), porque parece ser que los nimeros menores tienen sus propias peculiaridades que no
comparten con los nimeros mas grandes. Esto significa que algunos teoremas sdlo fallan en
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algunos niumeros pequefios y nada mas. Por lo tanto, G (k) (que sélo tiene un nimero finito de
fallas) es tan importante como g (k) (que no tiene ninguna falla).

En general, podemos decir —por lo anterior- que k + 1 < G(k) < g(k). Por ejemplo,
para G (k) especificos, donde k = 2, ..., 10, sabemos sélo lo siguiente:

G(2) =4
4<G6GB)<7
G(4) =16
6<G(5) <17
9<G(6) <24
8<G(7) <33
32<G(8) <42
13 <G(9) <50
12 < G(10) < 59

En 1909 David Hilbert (1862-1943) demostrd que para cualquier k existe g(k) y que este nu-
mero es finito. Si g(k) existe, entonces sabemos que G (k) también existe, porque en el peor
de los casos tendriamos que G(k) = g(k). Entonces, con la demostracién de Hilbert las repre-
sentaciones aditivas en k-ésimas potencias de un entero ocuparia un lugar relevante en la
reciente fortalecida teoria de los nimeros, pero mas aun, estos problemas de Waring hasta
nuestros dias siguen dando lugar a la investigacion asi como fascinacion.

4.5. Ramanujan
Las primeras décadas del siglo XX nos sorprenderian y actualmente no terminamos de com-
prender toda la importancia del trabajo de Srinivasa Ramanujan, matemadtico practicamente
autodidacta. Actualmente los expertos en teoria de nimeros han descubierto por fin el sentido
de una de sus afirmaciones mas enigmaticas, escrita por él en 1920, poco antes de su muerte,
y ésta concierne a las particiones o representaciones aditivas de los enteros.

Ramanujan planteaba la funcion particion p(n) que cuenta las maneras de expresar a
un numero entero positivo n como suma de otros. Por ejemplo, para el nimero 5, existen sie-
te opciones:

5=1+1+1+1+1=14+1+1+2=14+1+3=1+2+2=1+4
=2+ 3.

Es decir, p(5) = 7; para el nimero 6 hay 11 posibilidades, entonces p(6) = 11. A medida que cre-
cen, el niUmero de particiones aumenta rapidamente. Por ejemplo, para p(100) = 190569292,
y p(1000) es un numero de 32 cifras.

Se puede observar que este problema aditivo no es facil y ha mantenido a un sector de
los matematicos intentando comprender las particiones y las ideas de Ramanujan. El se perca-
té que si comenzaba con el nimero 9 y le sumaba multiplos de 5, las particiones de los nime-
ros resultantes eran divisibles entre 5:

p(9) =30,p(9+5) =135, p(9+ 10) =490, p(9 + 15) = 1575, etcétera.

Propuso que algunas recurrencias de esa clase debian mantenerse indefinidamente y que po-
drian existir relaciones similares al considerar, en lugar de multiplos de 5, ahora multiplos de 7
o de 11, ambos, primos consecutivos. Ademas, deberian darse relaciones andlogas para las
potencias de 5, 7 y 11. Asi, habria una sucesién infinita de nimeros n separados por intervalos
de 5° tales que todas las p(n) correspondientes fuesen divisibles por 125. Después, Ramanujan
escribié que no deberian existir «propiedades simples» de esa clase para los nimeros primos
mayores. En otras palabras, conjeturaba la ausencia de secuencias de particiones p(n) tales
gue todas fuesen divisibles por 13, 17, 19, etcétera. Desde entonces, hasta nuestros dias algu-
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nos matematicos como Ken Ono, George Andrews o Kimmo Eriksson han buscado respuestas a
estos patrones en los que intervienen esos nimeros primos.

4.6. Ken Ono

En enero de 2011, Ken Ono, de la Universidad Emory, hallé férmulas que relacionaban las fun-
ciones de particion de series de nimeros n separados por intervalos de las potencias de 13
(13,132,133...), asi como de los numeros primos mayores. Las formulas no resultan «sim-
ples», en el sentido de que las p(n) no son divisibles entre las potencias de 13; en cambio,
revelan relaciones entre los restos de dichas divisiones. Para cada nimero primo, a medida
gue el exponente crece, las recurrencias que se obtienen recuerdan a las que aparecen en los
fractales, estructuras geométricas con patrones caracteristicos que se repiten a todas las esca-
las.

En otro resultado hecho publico también en enero, Ono encontrd la primera formula
para calcular directamente p(n) para cualquier n, un logro que hasta ahora estaba en espera
de ser encontrado entre los expertos en teoria de numeros.

Ya iniciada la segunda década del siglo XXI vemos que el interés por los problemas adi-
tivos de los enteros esta en el primer plano de las lineas de investigacion de matematicos co-
mo Ken Ono.
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5.Numeros poligonales y cantidad de representaciones como sumas
de numeros poligonales

5.1. Niumeros poligonales

Los pitagdricos estan entre los primeros en representar nimeros poligonales como arreglos de
puntos en patrones geométricos regulares.

Los nimeros poligonales mas comunes son los nimeros oblongos, 2, 6, 12, 20, ... (Ver
Figura A1), los cuales denotaremos por 0,, = n(n+ 1)

Figura Al

Los numeros triangulares, son 0, 1, 3, 6, 10, 15, ... (Ver Figura A2), los cuales denota-
remos por

Pty = D
L ]
[ ] [ I 1
[ ] e @ | I I
L ] e @ [ I B ] [ BN BN BN ]
L ] [ B ] e & @ e & & 9 o & & 9 9

Figura A2

Los niumeros cuadrados, 0, 4, 9, 16, 25, ... (Ver Figura A3), los cuales denotaremos por
Pz(k) = k?

Figura A3

Los numeros pentagonales, 0, 5, 12, 22, 35, ... (Ver Figura A4), los cuales denotaremos por
3k? -k

P3(k)= >
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Figura A4

En general, los nimeros poligonales son enteros no negativos construibles geométri-
camente a partir de poligonos regulares, como se muestra en los ejemplos anteriores.
De manera algebraica los nimeros M-gonales asociados a un poligono con M lados los cons-

truimos de tal forma que para todo M mayor o igual que 3 con m = M — 2, se tiene que
mk(k — 1)

Pm(k)=1+(m+1)+(2m+1)+---+((k—1)m+1):—2 +k,

este es un polinomio de grado 2 en k

Los numeros poligonales tienen diversas propiedades y relaciones entre si, por ejem-
plo: Fibonacci remarcé es su Liber Quadratorum que un cuadrado excede a su predecesor en
las raices de ambos, es decir

Py (k) = P (k — 1) + /P2 (k) + /P (k — 1)

Los pitagdricos notaron que el k-ésimo cuadrado es igual a la suma de los primeros k
impares, es decir, P, (k) = Y.¥_,(2i — 1) (Ver Figura A5), esta propiedad también aparece en el
libro de Fibonacci.

Otra interesante propiedad aparece en el Platonic Questions de Plutarco

Figura A5

8P, (k) + 1 = P,(2k + 1) (Ver Figura A6)

NS 7
o VA
s—eo—o @ té —l

I

T NS
.é._l l—'—ﬁ\l Figura A6

en la Figura A6 se puede ver que 8P;(3) + 1 = P,(7), es decir, la suma de ocho triangulares
iguales mas uno da lugar a un cuadrado.
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5.2. Cantidad de representaciones como sumas de nimeros deca-
gonales

En este capitulo estudiaremos el caso de las representaciones de un entero como suma de
nimeros decagonales® y posteriormente realizaremos lo mismo, pero con los poligonales de [
lados.

Las propiedades que aqui mostramos las podriamos clasificar en cuatro rubros, que
son los siguientes:

a) A través de la teoria de las diferencias de los elementos consecutivos de una sucesién se
puede ver que si fijamos una m, entonces es posible obtener un entero, con al menos m re-
presentaciones, como suma de 2m decagonales nimeros de la forma D(n) = n(4n — 3).

b) Por el teorema de Cauchy’ sabemos que la funcién 7p,10(n) es positiva para todo entero no
negativo n (es decir, 7p 10(n) = 1). En esta parte abordamos la idea de valores inversos de la
funcién rp 19(n), es decir, no se pretende llegar a una inversa de 1y, 1¢(n), pero si mostrar que
para toda k € N existe unam € N tal que 15 19(m) = k.

c) El tamafio de 7p(m) aumenta si también lo hace la cantidad de sumandos, es decir,
1p s(m) es creciente sobre s.

d) Aqui mostraremos que para cualquier real, no necesariamente imagen de D(x), es posible
encontrar los enteros consecutivos ky k + 1, tal que D(k) <y < D(k + 1), a la mas grande
de las k es lo que denotamos como H(D(x),y) = k, este valor serd importante en el Capitulo 5.
Cantidad de representaciones como sumas de potencias para acotar a Ry ;(n) ¥y Rk ;(n).

Los cuatro temas mencionados en este resumen son planteados sélo para decagonales, pero lo
correspondiente se hara para los poligonales de [ lados, que sera lo abordado en la tercera
parte de este capitulo.

Definicion
Sea L(n) =

numeros poligonales con [l lados. Para el caso particular de los nUmeros decagonales tomamos
(10-2)n?—(10-4)n
2

1-2)n2-(1-4 _ - L.
{-2n" —(-Hn definida en los enteros positivos y que da lugar a la sucesién de los

l = 10y a partir de L(n) obtenemos la funcién D(n)) = =n(4n — 3), que

es la sucesion de los nimeros decagonales (Ver Figura D1).

Figura D1

* Son los nGimeros poligonales asociados a poligonos de diez lados.
> En el Apéndice se enuncia y demuestra el teorema de Cauchy correspondiente a la representacion de los
enteros como suma de poligonales.
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Mediante el software mencionado en el Capitulo 1. Prefacio pudimos visualizar y contar
la cantidad de representaciones aditivas que tienen los nimeros naturales, pero se considera
gue los sumandos (que pueden ser repetidos o no) son de distintos conjuntos, es decir, los
sumandos pueden ser nimeros impares, cubicos, primos, cuadrados, etc., pero todos del mis-
mo conjunto.

A continuacion, se muestra la grafica (Ver Figura D2) de la cantidad de repre-
sentaciones que tiene cada natural entre 1y 26001 como suma de diez decagonales,
aqui sdlo se considera el caso cuando no importa el orden de los sumandos.®

5 %108

35— —

- 1 | 1 |
o 05 1 15 2 25 3
%10

Figura D2 (Gréfica de la funcién D (x) )

Por ejemplo, el nimero 1375 se puede escribir como suma de los siguientes decagonales
14+104+27+52+85+126 + 175+ 232+ 297 + 370

y el total de sus representaciones como suma de diez decagonales cuando no importa el orden
es 569.

Con base en los elementos que nos proporciona la grafica podemos decir que los datos
atienden a un comportamiento sorprendentemente estable que permite interpolar una fun-
cion que nos llevard a conocer el comportamiento general de las cantidades de representacio-
nes con sumandos que son decagonales.

Ahora, si ya nos percatamos que una funcion que en principio no es facil de calcular,
como lo es 1 19, pero que en la visualizacion de sus iméagenes sorprende por tener caracteris-
ticas muy estables, entonces lo normal seria preguntarnos épor qué?

Un entero como suma de poligonales.
El punto de inicio para este andlisis de las representaciones aditivas es el método de las dife-
rencias finitas, esta teoria nos permitird construir las primeras representaciones de un entero
con sumas de decagonales’.

Recordemos que ya se definid a la diferencial entera Af(x) y a la n-ésima dife-
rencial entera A™f(x).
Definicion: Af (x) Diferencial entera Af (x) = f(x + 1) — f(x).

® Es decir, consideramos 1+04+0+0+04+04+0+0+04+0 vy 0+0+0+0+0+0+0+0+0+1
como la misma representacion de 1.
" Las bases de esta teorfa se pueden estudiar en [Chrystal 1964, p.398-409].
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Definicién: A™f (x) n-ésima diferencial entera A™f(x) = A(A™ 1 (x)).

Para el caso de los decagonales D(n) = n(4n — 3) notemos lo siguiente

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8
D(n) |0 1 10 27 52 85 126 175 232
AD(n) |1 9 17 25 33 41 49 57 65
A’D(n) | 8 8 8 8 8 8 8 8 8
Tabla D1

A partir de esta tabla seria natural preguntarnos si el Gltimo rengldn siempre es igual a ocho,
en la Proposicion D2 veremos que esto es verdad.

Proposicion D1
El grado del polinomio que corresponde a la diferencial entera de D(n), AD(x) es uno, es de-
cir 6(AD(x)) =1.

Demostracion
AD(x)=D(x+1)—-D(x)=(x+1)AKXx+1)—3)—(x)(4x — 3) =8x + 1.

Asi, se obtiene un polinomio de grado uno.

QED
Proposicion D2
La segunda diferencial entera de D (n) es igual a ocho, es decir, A2D(x) = 8
Demostracion
A’D(x) =AD(x+1)—AD(x)=B(x+1)+1)—(8x+1) =8
QED

Ahora, con base en las proposiciones anteriores podemos presentar los primeros resultados
que nos daran la representacién de un entero positivo en términos de suma de decagonales.

Proposicion D3
Existe un entero con al menos m representaciones como suma de 2m decagonales

Demostracion
Por definicion AD(x) = D(x + 1) — D(x) es una combinacion enterade D(x) y D(x + 1) y de
esto se tiene que

A?D(x) =AD(x+ 1) =AD(x) = (D(x +2) = D(x + 1)) — (D(x + 1) — D(x))
=D(x+2)-2D(x+1)+D(x),—————————————— — — (d1)

es una combinacién entera de D(x),D(x + 1), D(x + 2). Por la Proposicion D2 sabemos que
A?(x) = 8 para toda x, y por lo tanto podemos tomar m valores en el dominio y tener que
A?’D(0) =+ =A’D(m—1) =8,
y al retomar la ecuacion (d1) sabemos que
D(2) - 2D(1)+D(0) =:--=D(m+1) —2D(m) + D(m —1) = 8.

Si sumamos el término 2 };i%, D (i) en cada una de las partes de la igualdad anterior,
tendremos que
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D(2) + 2 Z D@) |+ D(0) = - = D(m + 1) + 2 Z DG) |+ D(m=1)
ie{1,m\{1} i€{1, m\(m}

—8+2 (Z D(i)) N (d2)
i=1

Asi, llegamos a m sumas, cada una con 2m sumandos y todas generan al mismo entero
QED

Este ejemplo nos permite ver que podemos construir un nimero con cinco o mas re-
presentaciones como suma de diez decagonales. De (d1) se tiene que

8=10—(2)(1) + 0 = 27 — (2)(10) + 1 = 52 — (2)(27) + 10 = 85 — (2)(52) + 27
= 126 — (2)(85) + 52,

y de la ecuacién (d2) obtenemos que

358 = 8+ (2)(1 + 10 + 27 + 52 + 85) = 10 + (2)(10 + 27 + 52 + 85) + 0
=27+ (2)(1+27+52+85) +1="52+ (2)(1+ 10 + 52 + 85) + 10
=85+ (2)(1+ 10 4+ 27 + 85) + 27 = 126 + (2)(1 + 10 + 27 + 52) + 52.

Con esto se llega a que el numero 358 tiene al menos cinco representaciones como suma de
diez decagonales

Proposicion D4
La funcién representaciones como suma de diez nimeros decagonales 7p ;(n) no es una fun-
cién acotada.
Ejemplo, 75, 10(0) = 1, 1p,10(1) =10, 15410(10) =11, 15 10(27) = 370y asi
para todo k existe un m tal que 1p 1o(m) = k.

Demostracion
Si tomamos los primeros m + 1 decagonales D(0), ..., D(m) entonces podemos formar al me-
nos (m + 1)1° representaciones para el caso en el que si nos importa el orden de los suman-
dos. D(0) + D(0) + D(0) + D(0) + D(0) + D(0) + D(0) + D(0) + D(0) + D(0),
D(0)+ D(0)+D(0)+D(0)+D(0)+D(0)+D(0)+D(0)+D(0) +D(1),..,
D(m)+D(m)+D(m)+D(m)+ D(m) + D(m) + D(m) + D(m) + D(m) + D(m).
Estas representaciones son menores que 10D (m), por lo tanto

(m+ 1)° < Ry 1,(10D(m)),
entonces tenemos 10D (m) + 1 nimeros (De 0 a 10D (m)) y al menos (m + 1)°

ciones de esos nimeros.
Ahora calculemos el nimero de representaciones promedio.

representa-

(m+ 1)1° - Rp10(10D(m))
1+10D(m)~ 1+4+10D(m) °

Si hacemos m tender a infinito
10 10
. m . (m+1)
oo = |lim — = lim —_—<
m—oo m2 m-oo 1+10D(m) —

Rp,10(10D(m))

lim
m=% " 14+10D(m)

’
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entonces las representaciones promedio divergen y por lo tanto 1p 19(m) no es una funcién
acotada
QED

Ahora podemos determinar que la cantidad de representaciones sin importar el orden
y cuando si importa se encuentran en una relacidn biunivoca, esto lo planteamos en la propo-
sicion que sigue.

Proposicion D5
Tp,10(n) estd acotada siy sélo si rp 1(n) estd acotada, y
Tp10(n) = 0siysélosirp 19(n) =0

Demostracion

Cada representacion del caso en que no importa el orden puede asociarse al menos a una re-
presentacion del caso donde si nos importa el orden, pero no a mas de 10! representaciones
del caso donde nos importa el orden, es decir:

1p10(M) < 1p10(n) < 101715 19(n)
QED

Proposicion D6
La cantidad de representaciones promedio (como suma de 10 decagonales) entre D(m) y
10D (m) también divergen.

Demostracion

Podemos construir (m + 1)° representaciones donde cada una no sea mayor que 10D (m),
usando los sumandos D(0), ..., D(m); ademas podemos construir (m)° representaciones
que no ocupan a D(m) vy son menores que 10D(m) usando como sumandos a
D(0),...,D(m — 1). Si al primer conjunto de representaciones le quitamos el segundo, enton-
ces obtenemos (m + 1)1% — (m)° representaciones menores que 10D (m) y que si ocupan a
D(m), es decir

(m+ 1)1 — (m)1° - |{reprecentaciones que ocupan a D(m)entre D(m) y 10 * D(m)}|
ODm +1 - D) + 1
< Rp,10(10D(m)) — RD,10(—1 + D(m))
- (9D(m) +1

y si hacemos m tender a infinito

— m’ I (m+ 1 - (m)*° < I Rp,10(10D(m)) — Rp,19(—1 + D(m))
P mem?  mow (DM +1 - mow (9)D(m) + 1

QED
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Proposicion D7
La cantidad de representaciones de n como suma de s decagonales es creciente como funcién
de s, es decir rp s (n) < 1p 541 (n).

Ejemplorp 1 (1) =1 <1p,(1) =2<1p3(1) =3 <1p4(1) =4 < <1p(1) =s.

Demostracion
Podemos tomar una representacion de rp (n) y sumarle cero obteniendo una representacion
de 1p s+1(n), por esta razén siempre se puede llegar a

1p,s(N) < 1p i1 (M),
es decir rp (n) es creciente en s.

QED

Recordemos que H(f(x),n) es el mayor entero tal que f(H(f(x),n)) es menor o
igual quen

., d? .
También notemos que D(x) es convexa ya que d—xzD(x) =8 > 0 de lo cual se sigue
D (x) como una funcién convexa en R, es decir, no toma el mismo valor mas de dos veces.

Lo anterior se hereda a D(x) — u, paratoda u € R

Proposicion D8

H[D(x),u] = H [x, 3+9+16u]

Por ejemplo

HID(), 1] =1,  H[D(x),2]=1, H[Dx),2]=1,....,H[D(x),9] = 1,
H[D(x),10] = 2, ..., H[D(x),235] = 8.

Demostracion

Por lo anterior tiene sentido calcular las raices del polinomio D(x) —u = x(4x — 3) —u, ya

que H[D(x),u] debe ser un entero inmediatamente anterior a alguna de las raices, resolvien-
3+V9+16u i

do tenemos que x = :
8

u>0 - V9+16u>3 —>¢<0! porIotantoxzw

Pero H[D(x), u] debe ser un valor entero, notemos lo siguiente

3++v9 + 16u 3++v9 +16u 3++v9 +16u
H |x, P < 3 <1+H|x,——————

8
entonces D (H [x,@]) <D (@) —u<D (1 +H [x’3+\/98+WD
por lotanto H[D(x),u] = H [x,@]_

QED
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5.3. Cantidad de representaciones como sumas de nimeros poligonales

1-2)n?~(l-4)n L. . .
Recordemos que L(n) = % es la sucesién de los nimeros poligonales con [ lados.

Proposicion L1
El grado del polinomio correspondiente a la primera diferencial entera de L(n) es uno, es decir,

§(AL(x)) =1

Demostracion
-2+ -(1-D(x+1) 3 I-2)x)?-(U-D)

AL(x) =L(x+1)—L(x) =

2 2
=-2)x+1
QED
Proposicion L2
La segunda diferencial entera de L(n) esigual a [ — 2, es decir
A’L(x)=1-2
Demostracion
A’L(x) =AL(x+ 1) —AL(X) = (({-2)(x+D+1D) - ((-2)x+1D) =1-2)
QED

Proposicion L3
Existe un entero con al menos m representaciones como suma de 2m L-gonales

Demostracion

Por definicion AL(x) = L(x + 1) — L(x) es una combinacién enterade L(x) y L(x + 1),y

A’L(x) = AL(x +1) = AL(x) = (L(x +2) = L(x + 1)) = (L(x + 1) — L(x))
=L(x+2)—2L(x+ 1)+ L(x)

es una combinacion enterade L(x),L(x + 1), L(x + 2) vy por el resultado anterior
A?L(x) = | — 2 para toda x, es decir, que podemos tomar
A2L(0) =+ =AL(m—1)=L—2
L) —2L(D) +L(0) = =L(m+1)—2L(m) + L(m —1) = [ — 2.
Si sumamos 2 )%, L(i) tenemos que

m m
L(2) +2 Z L@ |+ L0) = = Lim+1) +2 z LG) |+ Lem - 1)
ie{1,...mp\ {1} ie{1,..,m}\{m}

m
=l—2+22L(i).
i=1

Por lo tanto [ — 2 + 2 Y12, L(i) es un entero con al menos m representaciones como
suma de 2m L-gonales.
QED
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Proposicion L4
La funcién representaciones como suma de [ nimeros L-gonales 17 ;(n) no es una funcién
acotada.

Demostracion

Si tomamos L(0), ..., L(m) podemos formar al menos (m + 1)! representaciones en el caso
qgue nos importa el orden de los sumandos tales que todas son menores que [ veces el mas
grande de los nimeros que ocupamos (L(m)), es decir

(m + 1D < Ry (1(LGm))).

Entonces tenemos IL(m) + 1 nimeros y al menos (m + 1)! representaciones de esos nime-
ros. Ahora para calcular la cantidad de representaciones promedio se tiene que

(m+1)! - Ry, (I(L(m)))
1+1(L(m)) ™~ 1+1(Lm))’

y si hacemos m tender a infinitocon [ > 3

.omt (m+ 1) Ry, (l(L(m)))
o= lim — = lim —————= < lim ——=,
mocom?  mow ] 4+ [(L(m)) T moe 1+ 1(L(m))

asi las representaciones promedio divergen, por lo tanto, 1 ; (1) no es una funcién acotada.
QED

Proposicion L5
17,(n) estd acotada siy sdlo si r,;(n) estd acotada 'y
r.,(n) = 0siysolosir,;(n) =0

Demostracion

Cada representacion del caso en que no nos importa el orden puede asociarse al menos a una
representacion del caso donde nos importa el orden, pero no a mas de ! representaciones del
caso donde nos importa el orden, es decir:

) <r,,(n) <lr(n)

QED

Consideremos las representaciones promedio entre L(m) y l(L(m))
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Proposicion L6
Las representaciones promedio entre L(m) y l(L(m)) también divergen.

Demostracion

Podemos construir (m + 1)1 representaciones que sean menores que l(L(m)) usando como
sumandos a L(0), ..., L(m); tambien podemos construir (m)! representaciones que no ocupan
a L(m) y son menores que [ * L(m) usando como sumandos a L(0),...,L(m — 1). Si al pri-
mer conjunto de representaciones le quitamos el segundo obtenemos (m + 1)1 - (m)l repre-
sentaciones menores que l(L(m)) y que si ocupan a L(m), es decir

(m+ 1! —(m)! _ |{reprecentaciones que ocupan a L(m) entre L(m) y [(L(m))}|
-DILm)+1~ -D(ILm)+1
_ Rus (l(L(m))) — Ry (—1+L(m))
- (-D(ILm)+1

y si hacemos m tender a infinito

oomtYt  (m+ D= (m)! . Ry (l(L(m))) ~ Rpu(=1+L(m))
oo = lim = lim < lim
moow m2 m-oo (] — 1)(L(m)) +1 mox (1- 1)(L(m)) +1

Esta funcion también diverge a infinito si l es 4 o mas
QED

Proposicion L7
El nimero de representaciones es mayor o igual si aumenta el nimero de sumandos, es decir
11,5(n) es no decreciente en s

Demostracion
Esto serd claro del hecho de que podemos tomar una representacién de 71, ¢(n) y sumarle
cero obteniendo una representacion de 7y, 541 (n)

TLs (n) < rL,s+1(n)'

es decir, 1 s(n) es crecienteen s
QED

Recordemos que H(f(x),n) es el mayor entero tal que f(H(f(x),n)) es menor o
2
igual que n. También notemos que L(x) es convexa ya que %L(x) =1—2>0delocualse

sigue L(x) como una funcién en R que no toma el mismo valor mas de dos veces. Lo anterior
se hereda para L(x) — u, con cualquier u € R.
Por lo expuesto, tiene sentido calcular las raices del polinomio

DGO —u= (l—2)x22—(l—4)x_u

va que H[L(x),u] debe ser un entero inmediatamente anterior a alguna de las raices, resol-
viendo tenemos la proposicién que sigue.
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Proposicion L8

l—4+/0—5? + 2u(l - 2)|

H[L(x),u] = H |x, 2L —2)

Demostracion
Por lo anterior tiene sentido calcular las raices del polinomio

(I-2n*>-(U-4n
—u

Lx)—u= 5

ya que H[L(x),u] debe ser un entero inmediatamente anterior a alguna de las raices, enton-
ces se tiene lo siguiente

=4+ (-2 +2u(l-2)
- 2(L —2)

Siu>0->JIl—42+2u(L-2)>1—4 >
-4+ —-4)2+2u(l -2)
2L —2) <

[—4+./(1-4)2+2u(L-2)

2(L-2)

0!

por lo tanto x =

Pero H[L(x), u] debe ser un valor entero, notemos lo siguiente

als l—4+\/(l—4)2+2u(L—2)] <l—4+\/(l—4)2+2u(L—2)
’ 2(L - 2) = 2(L-2)
c14H x’z — 4+ \/(ZZELL?ZZJ)r 2u(L — 2)
L (H x’z — 4+ \/(IZZLL}EZZ-; 2u(L — 2)])
<1 (l —4+ \/(lZELzLEZZJ)r 2u(l — 2)> .
-1 (1 ks \/(lzzfzzz; 2u(L — 2))

por lo tanto

l—4+ /(1 —4)2+2u(l-2)
’ 2(L —2)

H[L(x),u] = H|x

QED
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Proposicion L9
Si L y s son mayores o iguales a tres entonces existe algln entero con una cantidad arbitraria-
mente grande de representaciones como suma de s numeros L-gonales

Demostracion

Si tomamos L(0), ..., L(m) podemos formar al menos (m + 1)° representaciones en el caso
que nos importa el orden de los sumandos tales que todas son menores que s veces el mas
grande de los nimeros que ocupamos (L(m)), es decir

(m+ 1)° < Ry s(sL(m)).

Entonces tenemos sL(m) + 1 ndmerosy al menos (m + 1)° representaciones de esos nime-
ros
Ahora calculemos la cantidad de representaciones promedio.
(m+1)° _ Rys(sL(m)
1+sL(m) ™ 1+sL(m)

si hacemos m tender a infinito con s = 3
ms ) (m+1)° <1 RL,S(SL(m))

== 1 - = 1 )
® = e m ml—r>r<1>ol+sL(m) ~ m-oo 14 sL(m)

es decir, las representaciones promedio divergen y significa que 77, (1) no es una funcién aco-
tada
QED

Proposicion L10
17 s(n) estéd acotada siy sélo si 1y, ¢(n) estd acotada y
17s(n) = 0siysolosir (n) = 0.

Demostracion

Cada representacion del caso en que no importa el orden puede asociarse al menos a una re-
presentacion del caso donde nos importa el orden, pero no a mds de s! representaciones del
caso donde nos importa el orden, es decir:

ri,s(n) < rL,s(n) < S!TS*,L (n)

QED

Proposicion L11
Si s = 4 entonces las representaciones promedio entre L(m) y sL(m) divergen.

Demostracion

Podemos construir (m + 1) representaciones que sean menores que sL(m) usando como
sumandos a L(0),...,L(m), y podemos construir (m)° representaciones que no ocupen a
L(m) y son menores que sL(m), usando como sumandos a L(0), ..., L(m — 1). Si al primer
conjunto de representaciones le quitamos el segundo obtenemos (m + 1) — (m)* represen-
taciones menores que sL(m) y que si ocupan a L(m), es decir,
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(m+ 1) —(m)S |{reprecentaciones que ocupan a L(m) entre L(m) y sL(m)}|
G-DLOm +1° = DL(m) + 1

< RL,S(SL(m)) - RL,S(_1 + L(m))

- (s—=1DLm)+1

e T A DT m)° L Rus(sL(m)) ~ Res(=1+ L(m)
T moe m2 | moe (s — DLm) + 1 - mosw (s — DL(m) + 1

por lo tanto, esta funcién también diverge a infinito
QED

Para terminar esta parte de la tesis recapitularemos los resultados obtenidos.
Planteandolo grosso modo, recordemos a partir de la Figura D2, que el comportamiento de los
valores de 1 19(n) parecen atender a un arreglo mas determinista que azaroso. En este capi-
tulo hemos tratado de dar los primeros pasos para entender en comportamiento de 7 10(1)
(asi como de 1y, ;(n)). En primera instancia encontramos que para todo valor k existe una n en
el dominio tal que 7 19(n) fuera mayor o igual a esa k; o que es posible encontrar para cual-
quier entero A las imagenes mas cercanas de D(x) tal que D(x) <A < D(x + 1) (Ver Figura
D3). Entonces ya podemos sugerir que el comportamiento de 7, ;(n) puede ser modelado y
caracterizado con base en los primeros resultados obtenidos en este capitulo.

D(n)

=
£l
il
I
i
=]
J
=l
[¥=]

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Figura D3

En esta grafica se puede apreciar que D(15) < 800 < D(16) por lo tanto H[D(x), 800] = 15.
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6. Representaciones como sumas de K-ésimas potencias

En el capitulo anterior ya proporcionamos los elementos de inicio para analizar la representa-
cion de un entero como suma de las imagenes de cierto tipo de polinomios entero valuados de
grado dos. En este capitulo damos lugar a un estudio mas amplio del uso de potencias, es de-
cir, ahora emplearemos k-ésimas potencias para representar a cualquier entero positivo, y
para evitar confusiones, cabe sefialar que cualquier representacién siempre serd como suma
de nimeros tomados del conjunto {1", 2k, .. nk, ... } con k fija, pero también pueden ser de k
no fijay el conjunto es {1%1,2k2, . nkn 1,

Las propiedades que mostraremos en este capitulo las enunciamos a continuacién:

a) Con base en los coeficientes by (x) = (k) asociados a las representaciones candnicas de los poli-

nomios K(x) = x¥, mostraremos diversas maneras en las que se puede representar a la h-ésima
diferencial entera, la que denotamos por A"K(x).

b) Si se fija una m, entonces es posible obtener un entero con al menos m
como sumandos en su representacion aditiva.

c) De manera semejante a lo hecho en el Capitulo 5. Nameros poligonales y cantidad de represen-
taciones como sumas de nimeros poligonales, mostraremos que la funcién 7, (n) es no acotada,
es decir que para toda k existe una m tal que 1y ;(m) = k.

d) El tamafio de 1 s(n) aumenta si también lo hace la cantidad de sumandos, es decir, 1 5(s)
es creciente sobre s.

e) En esta parte se mostraran cotas para Rg (1) y Rk s(n), donde definimos a Rk ;(n) como
la cantidad de representaciones acumuladas donde si importa el orden de los sumandos, es
decir,

2k=1 potencias k

N

Rics(N) = ) rito(),

n=0
y respectivamente la expresion es semejante para el caso de Ry s(n).

El punto e) que mencionamos tiene una relevancia especial ya que encontrar las cotas
para este tipo de sumas ha sido un problema que llamé la atencién desde hace un poco mas
de 100 anos. Sierpinski, Hardy y Landau trabajaron en el problema de que dado un entero po-
sitivo n y con r(n) la cantidad de representaciones como suma de dos cuadrados, es decir
yxz,z(k) = card{n = t? + s?,t,s enteros}, entonces su objetivo era encontrar una buena

aproximacion para

n
Y2, (n) = z Y2 (k).
k=1

Este problema es un caso particular que quedara inmerso en uno mds general que planteamos
en la tesis, es decir, en el punto e).

Representacién candnica de P(x)
Un polinomio entero valuado tiene una representacion candnica si es posible escribirlo como
una combinacién lineal y entera de polinomios binomiales, es decir, los de la forma

-D.(x—k+1
bk(x)z(i)zx(x ) k(!x + )

33



Proposicion KO
Todo polinomio P(x) entero valuado tiene una representacién candnica.

Demostracion
Sea b, (x) = (i) = Wy P(x) = Py(x) = ?:o a;x* un polinomio entero valuado.

Ahora construimos los polinomios siguientes:

Pr_1(x) = Pr(x) — upby(x) conun real uy tal que P,_;(x) sea de grado k — 1.
Py _5(x) = Pr—1(x) — ug-1bg—1(x) = P(x) — wbp (x) — ug—1b—1(x) con un real u;_, tal
que Pp_,(x) seadegrado k — 2.

Si procedemos asi sucesivamente, entonces podemos encontrar reales ug, Uy, ..., Ug
tales que 0 = P(x) — XX, u;b;(x), es decir P(x) = X5, u;b; (x).

Ahora, mostraremos que el conjunto de coeficientes {ug, U4, ..., Uy} es de enteros. Si
evaluamos en cero tenemos que P(0) = XX, u;b;(0) = uyby(0) = uy y como P(x) es entero
valuado, entonces P(0) es un entero, es decir uy es un entero. Por otro lado,

P(x) —ugbo(x) = P(x) —uy = Z’i‘=1uibi (x) es una combinacién entera de polinomios ente-
ro valuados, es decir es entero valuado. Si la Ultima igualdad se evalia en 1 se llega a que

P(1) —uobo(1) = T uib; (1) = uyby (1) = uy,

por lo anterior u; también es un entero. Si se continua la construccidn de esta manera

P(x) = /2 uibi(x) = T juib; (x),
y como b;(j) = 1yademas b;(l) = 0, paratoda i > j, entonces

P() — ZI2o wibi() = wib; () + T wibi (),

. . ji—1 . . . .
y se puede concluir que P(j) — Z{ZO u;b;(j) = u;, es decir que u; es entero si los anteriores
son enteros, por lo tanto ug, U4, .., U SON enteros.

Potencias K
Sea K(x) = x¥*,yveamos un ejemplo de la representacién canénica de K(x) = x2.
De la Proposicién PO se infiere que K(x) = x? = uybg(x) + u by (x) + uyb,(x), si se evalda
en cero, se obtiene lo siguiente K(0) = 0 = uyby(0) + uyb1(0) + u,b,(0) = uyg, por lo tanto
K(x) = x? = u by (x) + uyb, (x).

Ahora si se evalta en x = 1, tenemos que K(1) =1 = u;b,(1) + u,b,(1) = uy, en-
tonces K(x) — b;(x) = x? — by (x) = uyb, (x).

Si se hace lo mismo para x = 2, nos queda que K(2) —b;(2) =4 —2 =u,. Porlo
tanto, la representacién candnica de K (x) = x2 es x2 = 0bg(x) + 1b,(x) + 2b,(x).
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Proposicion K1
El grado del polinomio correspondiente a la primera diferencial entera de K(x) es k — 1, es
decir

S(AK(x)) =k —1

Demostracién®
Sabemos que por ser un polinomio entero valuado K(x) tiene una representacién candnica, es
decir K(x) = Y% ,u;b;(x) entonces AK (x) = XX u;Ab; (x).

También, consideramos que como Aby (x) = by_4(x), entonces

k k-1
AKGO) = ) wibi () = ) t41b(0)
i=1 =0

gue es un polinomio de grado k — 1.
QED

Ejemplo. K(x) = x? = 0by(x) + 1b;(x) + 2b,(x),
entonces A(K(x)) = 1by(x) + 2b;(x) = 1 + 2x,

ademas A%K(x) = A(A(K(x))) = 2by(x) = 2.

Proposicion K2
La h-ésima diferencial entera de K(x) se puede expresar en términos de sus coeficientes ca-
ndnicos, junto con los polinomios binomiales, y queda de la siguiente manera

k

A"K (x) = Z u;b;_p(x)
i=h
Demostracion
Se puede demostrar por induccién que APK (x) = YK, u;b;_p (x).

Base de induccién) Como parte de la prueba de la Proposicién K1 vimos que la primera dife-
rencial entera de K(x) es AK(x) = YXX  u;b;_1(x).

Hipétesis de induccién) Supongamos que la h-ésima diferencial es A"K (x) = X%, u;b;_p, (x).
Paso inductivo) Para la (h + 1) —ésima diferencial se tiene que

k k k
AIK() = A (AK(0) = 8| D wbioaG) | = ) wbbin@) = ) wibip-1 (0,
i=h i=h i=h+1

por lo tanto A"K (x) = ¥, u;b;_p,(x) para toda h € N.
QED

8 Cabe mencionar que la demostracion de este caso K(x) = x* podria ser de manera directa como se
presentd en el teorema D1 del Capitulo 5. NUumeros poligonales y cantidad de representaciones como
sumas de numeros poligonales, es decir, se considera la diferencia

K(x+1)—K(x) = (x+ 1)*—x* yse llegara a un polinomio de grado k — 1. Pero se usa un proceso
con base en las representaciones canonicas porque consideramos que es lo mas adecuado porque el pro-
ceso de los resultados que siguen en este capitulo y el cuatro requeriran esta clase de representaciones.
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Proposicion K3

La k-ésima diferencial entera de un polinomio K (x) entero valuado de grado k coincide con el
k-ésimo coeficiente de su representacion candnica, es decir

A""K(x) = k! A = Uy

Demostracion

Sea K(x) = Y ,u;b;(x) en su forma canénica, y por la Proposicién K2 tenemos la primera
igualdad

A¥K(x) = Zi-;k u;b;_p(x) = uiby(x) = uy, ahora notemos lo siguiente,

i=0 i=0
b _xk k-1 i ,
y b (x) = P iz Bix' para algunos f; nimeros reales.

Si calculamos la k-ésima derivada de ambos lados de la formula (k1) tenemos
ak dk (xk k=1 p i dk (xk
klae = ug—— b (x) = ukﬁ(g+ Yi=o ﬁixl) = uk@(g) = Uy,
por lo tanto AKK (x) = k! ay = u.

QED

A continuacién daremos un ejemplo que nos muestra que podemos expresar la m-ésima dife-
rencial entera de K (x) = x? como una combinacién lineal yenterade K(x), K(x + 1) yK(x + 2), y
ademas se ve que la suma de los coeficientes de dicha combinacidn es 0.

Sabemos que K (x) = x? = ughy(x) + u by (x) + uyb,(x) y por definicién

AKGO) = (@ + D2 = (07 = (1) D76+ D2 + () (D0,
ademds 1 —1=0,ycomo

AMKx)=AAKX) =((x+2)2—-(x+1D>) - ((x+1?% - ()2
= (x+2)?-2(x+1)?+ (x)?

—(2) (_1)2-2 24 (2\(_1y2-1 2 4 (2) (_112-0()2
= (5) D72+ 27 + (1) 0P+ D2+ (§) (D00
por lo tanto A? K(x) es una combinacién lineal de K(x + 2), K(x + 1) y K(x) y al sumar los

coeficientes tenemosque 1 —2 4+ 1 = 0.
En la proposicidn siguiente veremos que lo anterior se cumple en general.

Proposicion K4
Es posible expresar la m-ésima diferencial entera como una combinacidn lineal y entera de

K(x),...,K(x + m), dicha combinacién lineal esta dada por
m

A™K (x) = Z (’]”) (=)™ K(x + ).
7=0
m

j ) (—1)™J negativos y por otro lado los positivos tie-

Ademas, la suma de los coeficientes (

nen la misma magnitud.

Demostracion

Una forma de probar que la suma de los coeficientes negativos es igual en magnitud que la

suma de los coeficientes positivos es a través de verificar que la suma de todos los coeficientes
m )

es cero, esto es, que Z;-":O (j ) (=)™ J =0, pero
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m m
m ) m L
. —1)Ym-J = . —1)ym-J ] = — m —
2. (o= (F)evmiwi =a-nm=o,
j=0 Jj=0
por lo tanto, los coeficientes negativos y positivos tienen la misma magnitud. Por otra parte se
m )
puede demostrar por induccién la igualdad A™K (x) = YL, (j ) (D)™ K(x +j).

Base de induccion)
1
1 .
AK(x) =K(x+1) —K(x) = DY K (x + )
> ()

Hipdtesis de induccidn)

Supongamos que se cumple para la m-ésima diferencial,
m

ke =Y () ComT kG + )
=0
Paso inductivo) !

Veamos que se cumple para la m + 1 diferencial, es decir

A™IK(x) = A(A™K (x)) = (A™K (x + 1)) — (A™K (x))
> (D) Enmika+14) - ZO (1) =nmiKee+ )
£

j=0
Bajo el proceso de las operaciones llegamos a
1 ,
A™IK(x) = ;-";51 (m;— ) (=1)™*1~J K(x + j) por lo tanto
m ) ]
ATK(x) = XL, (j ) (=1)™J K(x+j),paratodam € N.

QED

La Proposicién K4 nos permite dar lugar a la posibilidad de construir un numero del
cual podemos exhibir una cantidad determinada de representaciones como suma de k-ésimas
potencias. Antes de enunciar la proposicidén mostraremos un ejemplo.

En el este ejemplo que sigue veremos que existe un entero que tiene al menos 3 re-
presentaciones como suma de 6 cuadrados.

Sabemos que A2K(x) = (x +2)?> —2(x +1)2 + (x)? = 2, evaluando en 0, 1 y 2
tenemos que A?K(0) = A?K(1) =A?K(2) =2, entonces (2)%2-2(1)%?+(0)? =

(3)2=2(2)?+ (1)2 = (4)?> — 2(3)? + (2)? = 2, si sumamos 2(1)? + 2(2)? + 2(3)? en cada
parte de la igualdad obtenemos que:

(2)24+2(2)24+23)2+0)?2=3)?2+2(1)?>+23)*+ (1)?
=(4)?+2(1)2+2(2)*+(2)?*=2+2(1)*+212)*+2(3)*>=130

por lo tanto 30 tiene por lo menos 3 representaciones como suma de 6 cuadrados.

Proposicion K5
Existe un entero con al menos m representaciones como suma de m * (2)*~! potencias k.

Demostracion
Por la Proposiciéon K3 A¥K (x) = uy y por la Proposicién K4 tenemos que

AMK (x) = Z (’Jn) (=)™ K (x + ).
=0
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Si usamos ambas igualdades obtenemos, por un lado que

A*K(0) = - = A*K(m — 1) = uy,
y por otro
AR (x) = i (f) (—DF T K(x + ) =
=0
> (Jreen- 3 (e
k ’ j=1())ar k— jji=rr(L)par
esto es
k k
w3 Bro- 3 Bro--
k) par e Jimpar )
- Z (f)K(m— 14))— Z (I;)K(m— 14)).
j=0 j=0
k—j par

k—j impar

Si sumamos en cada parte de la igualdad

m-1 k K
. (j)xa+n
i=0 j=0
k—j impar
obtenemos
m-1 k m-1 k k
k k
u, + Z (])K(l+])= Z (J)K(l+])+ Z (
i=0 j=0 i=1 j=0 j=0
k—jimpar k—j impar k—jpar
m-—2 k k
=> > ( )K(i+j)+ > ( )K(m—1+])
i=0 j=0 j=0
k—j impar k—j par
Asi, construimos m representaciones de
m-—1 k
k
Uy + Z (j)K(l+])
i=0 j=0
k—jimpar

como suma de

m—1 k k
> ()+ 2 ()
)+
: J £ J
i=1 Jj=0 j=0
k—j impar k—jpar

numeros polinomiales.
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También sabemos por la primera parte de la Proposicion K4 que

5= 2 ©)

-

j=0
k—j impar

ademas

k

k

() 2 ()=20)-er

=0 =0 j=0
k—j impar k—j par

lo que implica que

J
k—j impar

> ()= Y ()@
=0 j=0
k—jpar

por lo tanto

m—1

zk: C) * zk: (f) = Z )T+ ()% =m= (2)F 1,
' / i=1

0
k—j impar k—j par

,...
Il
_

-
I
o

I

De lo anterior concluimos que

tiene al menos m representaciones como suma de polinomiales m(2)*~1.
QED

Proposicion K6
Si s —k =1 lafuncién representaciones como suma de s potencias k 1y (1) no es una fun-
cién acotada.

Demostracion
Si tomamos K (0), ..., K(m) podemos formar al menos (m + 1)° representaciones para el caso
en el que importa el orden de los sumandos de tal manera que todas son menores que s veces
el mas grande de los nimeros que ocupamos, que en este caso es (K(m)), por lo tanto
(m + 1)% < Rk ;(sK(m)). Entonces tenemos 1 + sK(m) nimeros y al menos (m + 1)° re-
presentaciones de esos numeros.

Ahora, calculemos el nimero de representaciones promedio, para esto se tiene que

(m+1)S - Rk s(sK(m))
1+sK(m)~ 1+sK(m)’

Si hacemos m tender a infinito
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Lom A D R (sK(m)
oo = _— —_— il o
Mo m ml—r>r<1>ol+sl((m)_ml£>r<1>o 1+sK(@m) '’

es decir, si s —k > 1, entonces las representaciones promedio divergen y por lo tanto 7y s(n)
no es una funcién acotada.
QED

Proposicion K7
g s(n) estd acotada siy sélo si 7 (n) estd acotada.
1k s(n) = 0siysdlosirg (n) = 0.

Demostracion
Cada representacion del caso en que no importa el orden puede asociarse al menos a una re-
presentacion del caso donde si importa el orden, pero no a mas de s! representaciones del
caso donde nos importa el orden, es decir:
rI;,s(n) < rK,s(n) < S!rI?,s(n) .
QED

Consideremos las representaciones promedio entre K(m) y sK(m).

Proposicion K8
Si s —k = 2, entonces las representaciones promedio entre K(m)y sK(m) también diver-
gen.

Demostracion

Podemos construir (m + 1)° representaciones que sean menores que sK(m), donde
K(0), ..., K(m) se usan como sumandos; ademdas podemos construir (m)s representaciones
que no ocupan a K(m) vy son menores que sK(m), con el uso de los sumandos a
K(0), ..., K(m — 1). Si al primer conjunto de representaciones le quitamos el segundo, obte-
nemos (m + 1) — (m)* representaciones menores que sK(m) y que si ocupan a K(m), es
decir

(m+1)S—(m)S < |[{reprecentaciones que ocupan a K(m) entre K(m) y sk(m)}|
(s—1)K(m)+1 — (s—1)K(m)+1

- Rk s(sK(m)) — Rgs(—1+ K(m))
- (s—1DK(m)+1 ’

si m tiende a infinito entonces

_ mst y (m+ 1)° — (m)® . Rgs(sK(m)) — Rgs(—1 + K(m))
P e TIE T mak (s — DK(m) + 1 moe (s — DK(m) + 1

QED

Esto podria llevarnos a pensar que los nimeros con una cantidad de representaciones
mas grandes son los numeros mas grandes siempre que s — k = 2. Lo cual a su vez explicaria
el comportamiento aparentemente creciente de las funciones de representaciones.
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Proposicion K9
El nimero de representaciones aumenta si aumentan los sumandos, es decir 1 s(n) es
crecienteen s.

Demostracion

Podemos tomar una representacion de i ¢(n) y sumarle cero obteniendo una representacion

de rg s+1(n) por lo tanto 1 s(n) < 1 41(n), de ahi se infiere que 1y ;(n) es crecienteen s
QED

Cotas para Rg¢(n) y Rg (n)

Ahora damos lugar a mostrar cotas para Ry (n) ¥y Rk ¢(n), donde ya definimos a Ri  (n)
como la cantidad de representaciones acumuladas donde si importa el orden de los sumandos,
es decir,

N

Rics(N) = " 1),

n=0

y respectivamente la expresion es semejante para el caso de Ry ¢(n).

En la introduccion de este capitulo mencionamos la relevancia de encontrar las cotas
para este tipo de sumas, éstas han sido de interés para Sierpinski, Hardy y Landau. Ellos traba-
jaron en el problema de que dado un entero positivo n y r(n) la cantidad de representaciones
como suma de dos cuadrados, es decir, Va2 (k) = card{n =t? +s%,t,s enteros}, entonces

el objetivo era encontrar una buena aproximacién para

n
Yyap ()= D ¥, (0.
k=1

Este problema es un caso particular que se extendera en la proposicién que sigue. Después de
enunciar y demostrar esta proposicion, consideramos que es adecuado profundizar en la idea
de las sumas acumuladas y lo hacemos para el caso particular de la suma de cuadrados ya que
éste nos permite relacionarlo con las representaciones geométricas anidadas en una reticula.
Esto nos da lugar a pensar que dicha proposicién es una generalizacién para cualquier tipo de
potencias enteras, y que si bien ya no las podemos visualizar en reticulas, si las podemos acotar.

Hasta aqui se ha trabajado con una cota inferior para Ry (sK(m)), la siguiente nota
nos ayudara a mostrar que se puede acotar Ry ;(n) por arriba y por abajo.

Notemos lo siguiente

Si (x4, ... ,x5)eN® v K(x;) S% Vi—> K(x)+ -+ K(xg) <s+* % =n.

SiIK(x)) ++K(x) <n- K(x;) <n Vi
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Proposicion K10

a) (1 +H [K(x),g] )S < Ry s(n) < (1 + H[K(x),n])*
b) <1 +H [K(x)'§]> < Ry (n) < (1 + H[K(x),n])
' N

S
Demostracion

Notemos las siguientes contenciones entre conjuntos

n
{(xq, o s x5)eNG*: K (%) < 3 Vi} C

{(x1, e, x5)ENG K (1) + -+ K(xg) < n} S {(xq, ... ,x5)eN*: K(x;) < nVi},

Si calculamos las carnalidades de los conjuntos tenemos que

|{(x1, v, X )EN 1 K (x;) Sg Vi} |= |{x16N0: K(x;) < g}

= (1 +H [K(x),g])s.

{xseNy: K (x5) < ;} |

Por otro lado
|{(X1, :xs)eNOS: K(xl) + et K(xs) < Tl}l = RK,s(n):

por lo tanto
N

Ry s(n) = (1 +H[K(x),§]) .

Para las cardinalidades de los otros conjuntos se tiene que

{1, ., x5)eNp*: K (x;) S nVi}|= |x,€Ng: K () < n}| % .. x |x5€No: K (x5) < n}|
= (1 + H[K(x),n])*,

por lo tanto

(1+H [K(x),g])s > Ry (n)

entonces
(1+H [K(x),g] ) < Rgs(m) < (1 + H[K(2),n])".

y con esto queda demostrada la parte a).

Ahora de las siguientes contenciones entre conjuntos

n
{(x1, o, x5)ENG %7 < - < x, K () < 3 Vi} € {(xq, ... ,x5)eNg*:x; < -

< x5, K(x))+ -+ K(xg) <n} S {(xq, ... ,x:)eN*:1x; <+ < x,K(x;) SnVi}
si calculamos las carnalidades de los conjuntos tenemos que

|{(x1: s X5)ENQT 2 < e < xg, K () < E Vi}| = (1 +H [K(x),%])
s

[{(x1, o x5)ENQ 1201 < o0 < x5, K (1) + -+ + K(x5) < n}| = R s(N).

IA
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Y por otro lado

1+ H[K(x), n])

(G 1 2)EN* 21 < - < x5, K(x) <mwi] = (1T HL

entonces

<1 +H [ﬁ((x),%]) <R < (1t H[ls((x),n])_

QED

El caso suma de dos cuadrados

A continuaciéon exhibimos una forma geométrica que permite estimar aproximaciones de
szz(n), y con ello es posible visualizar la idea de que la suma acumulada es la suma de los

puntos enteros en curvas anidadas.
Sea v,2,(n) el conjunto de puntos de coordenadas enteras sobre una circunferencia

de radio n. Asi, dado n € N, entonces a v,z ,(n) la podemos considerar también como la can-
tidad de representaciones que tiene n como suma de dos cuadrados. Asi

Y42 ,(n) = card{n = t* + s% con t,s enteros},
ejemplo

1=FED*+0=0+(F1)* > v,2,(1) =4
Para YXZ,Z(Z) = 4; YX2'2(3) =0; YX2,2(4) = 4; yXZ,Z(S) =§; YXZ,Z(B) =4,

Como es dificil visualizar el comportamiento de ylez(n) ya que esta funcién es muy
irregular, entonces consideramos que lo mds adecuado es recurrir a la siguiente funcion

n
Y, () = ) v, 00,
k=1

de tal forma que Y,z ,(n) sea el acumulado de las partes y,2 ,(k), y de esta manera se podria
trabajar con un promedio de las n cantidades v,z 2(k) y este resultado si nos proporciona da-

tos mas estables. Para esto consideramos que ambas funciones se pueden interpretar geomé-
trica con base en una reticula. Asi, cada una de las v,z , (k) sera vista como la cantidad de pun-

tos reticulares de Z? que se encuentran sobre la circunferencia de radio k. El acumulado
Y,z ,(n) sera el total de puntos sobre las circunferencias correspondientes de radio menor o

igual que vn.

El teorema que sigue proporciona el orden de magnitud de Y,z ,(n) para valores gran-
des de n.
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Teorema K1

Demostrar que Y2, (n) =mn + O(\/ﬁ)

Demostracion
Cada punto de Z? puede ser vinculado con un cuadro del plano. Asi, al punto v le asociamos el
cuadrado C, el cual tiene a v como vértice inferior izquierdo (Ver Figura K1).?

. e 80

. e 00
Figura K1

Ahora, Y. 2(n) puede ser visualizada en términos de un area F que no es exactamen-

te igual que el drea del circulo de radio vn , ésta es una aproximacién ya que dicho circuloy F
difieren en fracciones de cuadrados que no pertenecen al area F (Ver Figura K2). Esto es, la
region F del plano que esta formada por la unién de los cuadrados C,, esta dentro del circulo
de radio vn.

Figura K2

Para construir la aproximacion se trazan dos circunferencias Cy C’ de radios vn — V2

yvn + V2, respectivamente, y de esta manera se tiene que C € F € C’ (Ver Figura K3) y, por
lo tanto

Figura K3

® No perdamos de vista que no todos los puntos en el interior de la circunferencia pertenecen a alguna
circunferencia de radio v/n con n natural).
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(Vi = V2)" < Ve, () < 7V +12)" > Vi, (),

y de esto se tiene que
Yz, (n) = m + 0 (m(va + V2)’ — (v - \/5)2)

Es decir, el error no puede ser mayor que el area del anillo generado por las circunferencias C
yC

Y,2,(n) =m+0 ((2\/5)(2\/3)) = mtn + 0(V/n).
QED

Aunado a lo anterior también podriamos decir que Y, . 2(n) =Tn + g, con

len] < n(vA +v2)" = n(vn = v2)” = 4nv2n.

De manera similar, y con base en el teorema K10 se tiene que
2 M? 2 2
(1+H]x ED <Ry ,(n) < (1 +H[x%n]),
y, por lo tanto
Ryz,(m) = (L +H[x%n]? + &, = (1 + [Vn]? +g,
con

|sn|s(1+wﬁj)2—<1+[£j>2 - (1+\/H)2—<1+£>2=g+ 2—£ N

Con base en lo anterior podemos plantear en términos de orden lo siguiente:

Ry2,(n) =0 ((1 + [\/HJ)Z) y (1 + l\/g])z =0 (szyz(n)) , que se puede ver como

Ryz,(n)=0(m)yn=0 (sz,z(n)) entonces Ry2,(n) < cin yn < c;R;2,(n) para n sufi-
cientemente grande. Asi se tiene que Ci < R,2,(n) < cqn, y dividiendo entre n obtenemos
) ,

0 <t < Bea®

. < c¢; por lo tanto es posible aproximar R,z ,(n) con un multiplo de n y mas
5 )

. TR Ry2,(0) . 1 ) Ry2,(n)
aun de existir limy_, - podemos afirmar que - <lim,, e
2

< ¢, ademas, si ha-

sz'z(n)

cemos a = lim,_,q tendriamos que R,z ,(n)~an.
La relacién entre Ryz ,(n) y Y,z ,(n) seria de esta manera:
4R,z ,(n) < Y, (n),
comparando la propuesta de cota del Teorema K1 con la propuesta de cota del teorema K10,

Y.2,m)
es decir Ry2,(n) < En +mV2n  vs  Ryz,(n) < (1+|vn|)? podemos ver que Xz: es

2
mejor, pero (1 + l\EJ) resulta mas facil de generalizar.
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Puntos enteros en dimension s.
Con base en el teorema K10 ya se tiene que

(1+H [K(x),g])s < Rgs(n) < (1 + H[K(), n])®

y
n
<1 + H[K(x),;]) <Riem<(1* H[i((x),n])’
s

por lo tanto

Rgs(n) = (1 + H[K(x),n])® + &, y Rk s(n) = (1 + H[ls((x),n]) + g con

lenl < (1+ H[KGO,n])® = (1 + H[K),2])?
y

n
gl < (1 HIKGOT) _ (1 +H [K(x),;]) |
S
Por lo anterior podemos plantear en términos de orden lo siguiente:
Rgs(n) = O(ns/k) , (ns/k) =0 (RK,S(n)),
Rics(m) = 0(n¥/<) y (n%/%) =0 (Rics(m))

Rg s(n
:'SS/E{) por lo tanto

y de la misma forma que en el caso particular, si existe limy_q

i Rg <(n) . Rk <(n)
s/k _ K,s . K,s * . s/k
RK,S(n)~an/ , con a=lim,_e ey Si hmn—wonsT entonces Rg (n)~a"n /X para
Ri s(n)
* __ 1 K,s
alguna a® = limy_, K

Aunado a lo anterior podemos replantear la idea del Teorema K1 para que ahora se trabaje
con puntos enteros alojados en hipervolumenes de politopos del tipo x‘s‘ + -+ xlf <n.Yde ma-
nera semejante al caso de los circulos concéntricos ahora se tratara de mejorar la cota supe-
rior en el caso de las potencias k del conjunto de los voliumenes xls‘ + -+ x]f < n. Esto se hace
a través del calculo de la integral que sigue:

la cual nos da como resultado

1 1
nk (=) (k)
RK'S(I’)) < f f f Xm d Xg = @,
0 0 0

1
si hacemos x; = nky; , sustituyendo tenemos que
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por lo tanto

1 1
S —ykK)k —yk_..yK)k
Ris(m) = nk [ U0 f05 93y, dys + o(nG0/K).

ol

1
E f(l—y‘sf—---y]z‘)
e Jo

1 (1-
Notemos que fo fo( y dy; ...d ys es una constante que es menor que 1

1 1
s _vK\k _vk_..oK\k
con lo cual nifol fo(l %) ...fo(l ys=y2) dy;..dys + 0(nC"V/K) mejora la cota de

(1 + [n]p=.

Con lo anterior hemos abordado dos formas de plantear el problema de estimar
Rk s(n) mediante cotas, una mediante el uso de una idea geométrica y la otra mediante una
idea aritmética. Entre mejores sean las cotas serd mas sencillo dar una estimacién para
Rk s(n) con un error menor y esto a su vez nos permitira estimar ri ¢ (n).

A continuacion se hara uso de la cota superior para dar una condicién sobre

G(K(Np)).
Proposicion K11
Si k — s = 1 existe una infinidad de niUmeros sin representacién como suma de s potencias k.

Demostracion
Haciendo uso de la Proposicion K10 tenemos que

< Rues(sKm)) _ A+ HIKGO,sKGD® _ 0Gm*)  _ (m®
~ 14+sK(m) ~ 1+ sK(m) T 14+sK(m) \mk)

y cuando m tiende a infinito obtenemos

mS mS
0<limO|(—)<0O{ lim|—]]|=0(0)=0.

Rg.s(sK
Por la ley de extremos y medios limmqm%(:g)) = 0. Esto quiere decir que la cantidad

promedio de representaciones es 0, por lo tanto existe una infinidad de numeros sin represen-
tacién como suma de s polinomiales. Esto nos permite saber si existe una cota inferior para
G(K(Ny)), pues si k —s > 1 existe una infinidad de n; tal que ¢ s(n;) = 0, de donde es in-
mediato concluir que G(K(NO)) > k.

QED
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Proposicion K12

Por la prueba de Hilbert sobre el problema de Waring Sabemos que existe s, tal que todo nu-
mero tiene al menos una representacion como suma de s, elementos de K(x) por lo tanto
Vsg = s.,51 > Sptenemos que 1y 5 (n) > 1g 5 (1)

Demostracion

Si tomamos una representacién de un nimero no cero y le agregamos un cero en el peor de
los casos tenemos s, — 1 ceros esto es s, representaciones si agregamos un cero tendriamos
sp + 1 representaciones lo cual estrictamente mayor.

De lo anterior deducimos que conforme crece s podemos ver que hay bloques vacios
tan largos y anchos como queramos por debajo de 1y () esto en el caso donde nos importa

el orden de los sumandos.
QED
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7.Cantidad de representaciones como sumas de nimeros polinomia-
les

En este capitulo extenderemos los resultados de los Capitulos 5. Numeros poligonales y cantidad
de representaciones como sumas de numeros poligonales y 6. Cantidad de representaciones como
sumas de potencias hacia polinomios mads generales, y para esto sera suficiente pedir que dichos
polinomios cumplan que

P()=0P(1)=1y P(n) <P + 1).

Estas tres propiedades permiten extender los resultados de una manera muy natural. Tam-
bién usaremos funciones generadoras y series de Taylor para expresar el valor de 7p ;(n) lo
cual nos permite llevar este problema al 4drea de teoria analitica de numeros. Veremos que
algunas propiedades aun se cumplen si se disminuye el conjunto de sumandos quitandole al
cero. Terminamos el capitulo con una cota general para el orden, lo cual nos dara una condi-
cién necesaria para que tales polinomios formen una base asintética; también veremos bajo
qué casos la funcién de representaciones no estd acotada y mostraremos porque en general
dichas cotas no se pueden mejorar, es decir los casos donde se pueden mejorar son algunos en
particular.

Definicion P
Sea P (x) un polinomio entero valuado de grado k, talque P (0) =0, P (1) = 1
P(n) <P (n + 1).Llamaremos numeros polinomiales al conjunto P(N).

Proposicion PO
Los Unicos polinomios entero valuados de grado 2 que cumplen la Definicién P son los nime-
ros poligonales.

Demostracion

(1-2)n?-(-4)n
2

Si usamos la Definicion P para polinomios de grado dos tenemos que

P(0)=0,P(1) =1yP(n) <P (n + 1).

Como P(x) tiene que ser de la siguiente forma P(x) = ax? + bx + ¢, entonces si se evalla
en Oy en 1setiene que
0=P0)=a0?+b0+cyl=P(1)=a+b+c,
yporlotanto0=c y1=a+b.
De lo anterior se sigue que

P(x) =ax?+bx =ax?+bx+ax —ax =ax(x— 1)+ x(a+b) = ax(x — 1) + x.
Por otro lado P(x) es un entero para toda x entera, entonces también lo es P(x) — x, lo cual nos
dice que ax(x — 1) también es un entero para toda x entera, yaque P(x) —x = ax(x — 1).

Sabemos que L(n) = es la sucesidn de los nimeros poligonales con [ lados.

Lo anterior implica que a es un racional, es decir a es de la siguiente forma a = Z—) con (p,q) = 1.

px(x=1)

Como es un entero para toda x, entonces q|px(x — 1), pero (p,q) = 1, por lo tanto

q|x(x — 1) para toda x entera, es decir
qlmcd((1)(0), (2)(1), 3)(2), ....2k(2k — 1), 2k + 1)2k, ...),

s a
y el mcd es 2, entonces g = 16 q = 2 porlotanto a es de laforma a = — con a' un entero.
r x(x=1)
2

Entonces para P(x) se tendra que P(x) = % x(x—1D)+x=a +x

Ademds tenemos que P(n) < P (n + 1) lo cual implica que
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; x(x—-1) ; x(x+1) x(x+1) _ x(x—1)

+x<aT+x+1,entonce50<a’( > >

porlotanto 0 < a’x + 1 para todo x natural, en particular si x = 1, entonces
0<a' +1ypasaque —1 < a’lo cual implicaque 0 <a’'.Sia" =0 entonces P(x) seria de

grado 1 lo cual es una contradiccidon ya que P(x) es de grado 2, por lotanto 0 < a’.
; x(x—-1)

)+1,

Hasta ahora tenemos que P(x) = a + xcona’eN ya' > 0y yasabiamos que

_ 2_(1_ _ 2_ -
L(n) _ (I-2)n - (I-4)n _ ¢ 2)(n2 n)+2n _ (l _ 2) n(n2 1) +n
conleNyl>3esdecirconl—2eNyl—2>0.Sihacemos [ — 2 = a’ entonces llegamos

al resultado que se pide.

QED

Si P(n) cumple la Definicién P es posible extender los resultados del Capitulo 6. Cantidad de
representaciones como sumas de potencias a polinomios de la forma expuesta en este capitulo
(Proposiciones P1-P12) y las pruebas son andlogas.

Las proposiciones a las que nos referimos son las siguientes:

Proposicion P1
El grado de la primera diferencial entera de P(x) es k — 1, es decir
§(AP(x)) =k —1.

Proposicion P2
La k-ésima diferencial entera de P(x) se puede expresar en términos de sus coeficientes ca-
ndnicos y los polinomios binomiales de la siguiente manera
_ vk
A"P(x) = Di=p Uibi—p (x).

Proposicion P3
La k-ésima diferencial entera de un polinomio entero valuado de grado k coincide con el k-
ésimo coeficiente de su representacion candnica, es decir

A*P(x) = k! a) = uy.

Proposicion P4
Es posible expresar la m-ésima diferencial entera como una combinacion lineal y entera de
P(x), ..., P(x + k) mas ain dicha combinacion lineal esta dada por

m . m .
A™P(x) = }”20 (j ) (=1)™J P(x +j) y la suma de los coeficientes (j ) (—=1)™7J negativos

y positivos tienen la misma magnitud.

Proposicion P5

Existe un entero con al menos m representaciones como suma de m(2)¥~1

potencias k.
Proposicion P6
Si s—k =1 lafuncién representaciones como suma de s nimeros polinomiales 7p ;(n) no

es una funcién acotada.

Proposicion P7
1p s(n) estd acotada siy sélo si 1p ¢ (n) estd acotaday 15 ((n) = 0siy sélosirpo(n) = 0.

Proposicion P8
Si s — k = 2 entonces las representaciones promedio entre P(m) y sP(m) también divergen.
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Proposicion P9
El nimero de representaciones aumenta si aumentan los sumandos, es decir  7p ;(n) es cre-
cienteen s.

Cotas para Rps(n) y Ry (n)

De la misma manera que en el capitulo anterior se puede dar una interpretacion geométrica
de 7p 5(n), que puede ser como la cantidad de puntos en la reticula Z°, a través del conjunto
{x1, .., xs € N: Y7 ; P(x;) = n}, donde

S
{xl, .o Xs EN: ZP(xi) = n}
i=1

Como en el Capitulo 6. Cantidad de representaciones como sumas de potencias podemos
notar que 7p ;(n) es una funcion bastante inestable, por esta razon se trabajara con

Tp,s (n) =

Rps(n) = Xi1ps(n). Si procedemos de la misma manera que Landau y Sierpinsky se puede
acotar Rp ¢(n) haciendo uso del siguiente hipervolumen

{221 P(x)) <n,x; ER},
y este hipervolumen junto con Rp ¢(n) se relacionardn de la siguiente manera
S +
Rps(m) < Vol ({ i1 P(x;) <n,x; € RTY).

y es porque se puede asociar cada punto de la reticula Z5 con un ‘cubo’ en Z5 de volumen
‘unitario’.

El calculo de dicho hipervolumen puede volverse algo complicado por esta razén traba-
jaremos con las siguientes cotas que en general resultan mas sencillas de manejar.

Proposicion P10
Las funciones Rp ;(n) y Rp (n) pueden ser acotadas de la siguiente manera

(L +H [P@),2])° < Rps(n) < (1 + H[P(),n])°

(1 +H [P(x),%]) <Rpum < (1 H[f(x),n]) _

S

En el siguiente ejemplo veremos qué tanto varia la complejidad entre hacer uso del
Hipervolumen Vol ({ X, P(x;) < n,x; € R™}) y (1 + H[P(x),n])*, para acotar Rp s(n) en
2_
el caso de dos numeros triangulares, es decir, los nimeros de la forma T(x) = % con x un
natural.

xZ+x | vty

+ )
2

La suma de dos triangulares igual a n nos da la siguiente ecuacidn
que es la ecuacion de un circulo. Si reescribimos la ecuacion de la siguiente forma

(x + 0.5)2 4+ (y + 0.5)% = 2n + 0.5, podemos notar que es el circulo con centro en
(—0.5,—0.5) y radio (2n + 0.5)/2 (Ver Figura P1), recordemos que sélo nos interesan los
cuadrantes con entradas no negativas, lo cual se ve graficamente de la siguiente manera.
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Figura P1

Procedamos al cdlculo numérico de las cotas.
Por un lado

2
Vol ({Z T(x;)) <n,x; € ]R{’f})

i=1
—1+V8n+2 —1+/8n+1—4(x2%+x)
2 2
= f f dydx
0 0
—1+/8n+2
=14 /8n+1- 402 0y
X =

0 2 ’

a partir de este punto la integral complica las cuentas.
Por otro lado

2 2 5
(1+ HT GO, nl)? = (1 . [‘1%@]) ~(1+ —1+_m) _ (@)

2 2
_, +1+\/8n+2+1
- Ty 2 ¥

en este caso las cuentas mas directas.
Si abordamos el problema mas en general, entonces pensemos en la suma de s
A-2)x?-(1-4)x;

poligonales de [ lados. Asi, Y;;_; L(x;) = n, es decir Y;_; >

= n, despe-
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(I-4)x; _ 2n
2(1-2) ~ (-2)

_ 2 _ 2
guiente ecuacion X;_, ( X, ((l 4)) ) = +s((l 4)) , es decir

jando tenemos que Yi_ 1x si completamos cuadrados nos queda la si-

20-2) © \2(1-2) (1-2) 2(1-2)
s L -9)\* _ 2n_ (-9 \? L . ] ]
i=1 (xl 2(1_2)) =12 +s (2(1_2)) . Esta ecuacion nos describe la s-esfera de ra

1/2
(1-4) )2 ( (1-4) (-4 (1-4) )
dio ((1 2) S(z(l—z) y centro 2(1-2)"2(1-2)" """ 2(1-2))"
El calculo del volumen de estas porciones de s-esfera sélo es sencillo cuando esta cen-
trada en cero, lo cual solo pasa en el caso [ = 4, es decir sumas de cuadrados.

Proposicion P11
Si k — s = 1 existe una infinidad de numeros sin representacién como suma de s poligonales.

Proposicion P12
Por la prueba de Linnik sobre la generalizacién del problema de Waring para polinomios sabe-
mos que existe s, tal que todo numero tiene al menos una representacion como suma de s
elementos de P(x), por lo tanto para toda sy = 5., 5 > S tenemos que 7p 5 (1) > 1p 5 (N).

A continuacion, mostraremos dos resultados sobre funciones los cuales nos permiten
plantear 7p ¢(n) en términos de teoria analitica de nimeros.

El primero es que haciendo uso de funciones generadoras podemos obtener la siguien-
teigualdad (52, xP®)" = N2 7p s (n)xL.

El segundo es que haciendo uso de derivadas podemos encontrar una expresion que
relaciona los coeficientes de la serie anterior con la funcién de representaciones.

Sabemos que podemos expresar una funcién como serie de potencias de la siguiente ma-

o i\S (o] i
l'dxlf(x)|x o, entonces (X2, xP®D)" =32 rp (n)x im-

plica que 1p(n) = by (Z PU)) |x=0-

nera f(x) = f‘loa-xi con a; =

Proposicion P13
Cualquier polinomio entero valuado que cumpla las propiedades de que

P0) =0,P(1) =1 P(n) <P (n + 1)también cumple que P(n) = n

Demostracion
Por el proceso de induccidn tenemos lo siguiente:
Base de induccién) P(0)=0> 0
Hipotesis de induccion) P(n) = n
Paso inductivo)
P(n+1) > P(n) = n,entonces P(n+1) >n,
porlotanto P(n+ 1) =n + 1.
QED

Ahora gracias a la Proposicion P12 podemos ver que no sera necesario hacer uso de la
serie infinita para calcular el n-ésimo valor de 7p (1), es decir bastara

w dxn e (Z202P0) e

P(m) = 2%, z%P™ que a su vez

1d 2 xP()
sy = LT e gar de 1y () =
Ademas, si definimos 75 o, (n) = limrp ((n), tenemos que
, STp,

S 1 i . .
implica que Hﬁ:lm =220 Tp o (n)z'y al usar el método del circulo tenemos que

1-
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1
. 1 = d
Tp (M) = i ? T g GZ.

Proposicion P14
Si s—k=>1 existe algun entero con una cantidad arbitrariamente grande de representa-
ciones como suma de s numeros polinomiales sin usar el cero.

Demostracion

Si usamos los primeros m polinomiales P(1), ..., P(m) y generamos todas las posibles repre-
sentaciones entonces tenemos al menos (m)°® representaciones de nimeros menores que
sP(m), es decir (m)* < Rpq\o}),s(SP(m)). Ahora para el nimero de representaciones pro-

medio tenemos
m)s <RP(N\{0}),S(SP(m))

, si hacemos m tender a infinito

sP(m) — sP(m)
o M m)s . Rp(\{0}),s(SP(M))
® = nlll—rgo mk limyy, e, sP(m) < limy 00 sP(m) ’

por lo tanto 7py\ (0}),s (1) €s una funcién no acotada.
QED

Proposicion P15
r;(N\{O}),S(n) estd acotada si y s6lo si 7p(w\ foy),s (1) estd acotada

Demostracion
Cada representacién del caso en que no nos importa el orden puede asociarse al menos a una
representacion del caso donde nos importa el orden, pero no a mas de s! representaciones del
caso donde nos importa el orden, es decir:
Tpanvfop,s (M) < Tpawyop),s (M) < ! Tp (op,s (M)
QED

Consideremos las representaciones promedio entre P(m) y sP(m)

Proposicion P16
Sis — k = 2 las representaciones promedio entre P(m) y sP(m) también divergen.

Demostracion

Si usamos los primeros m polinomiales P(1), ..., P(m) y generamos todas las posibles repre-
sentaciones entonces tenemos al menos (m)® representaciones de nimeros menores que
sP(m). Si usamos los primeros m — 1 polinomiales P(1), ..., P(m — 1) y generamos todas las
posibles representaciones entonces tenemos al menos (m — 1)° las cuales forman parte del
primer conjunto de representaciones. Si hacemos diferencia de conjuntos, y como uno esta
contenido en el otro entonces la cardinalidad de la diferencia es (m)® — (m — 1)%, es decir,
tenemos (m)® — (m — 1)Srepresentaciones que ocupan a P(m)y no usan el cero en-
tre P(m) y sP(m), lo cual a su vez implica que

(m)S — (m — 1)% < |#representaciones que ocupan a P(m) y no usan el cero entre P(m) y sP(m)|,

al sacar promedios se tiene que
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(m)s — (m—-1)% < representaciones que ocupan a P(m) y no usan el cero entre P(m) y sP(m)
s—1DP(m)+1~ (s—1DP(m)+1

 Reanpop.s(sP(m)) = Renop,s(=1 + P(m))

- (s—DPmM)+1 ’

haciendo m tender a infinito

I m! G el GO
o0 = —_—
moe mk  mue (s — 1)P(m) + 1

< 1im Renos(SPI) — Rpainop,s(=1 + P(m))

m-oo (s—1DP(m)+1

por lo tanto, los bloques de representaciones promedio también divergen a bloques.
QED
Proposicion P17
La funcién 7py\ (o}),s () estd acotada superiormente por 7p (1), es decir
rP(N\{O}),S(n) < 1ps(n) y esto a su vez implica las siguientes dos desigualdades,

Rpan\jop),s(M) < Rps(n) y Reenvjoy),s(SP(M)) < (1 + H[P(x), sP(x)])¥ = 0(m®).

Demostracion
Las primeras dos desigualdades son resultado del hecho de que tenemos mas elementos para
sumaren P(N)queen P(N\ {0} yN\ {0} € N.
La tercera es consecuencia inmediata de la segunda desigualdad y de la Proposicién
P10 Rps(n) < (1 + H[P(x),n])°.
QED

Proposicion P18
Las representaciones promedio también divergen si hacemos tender s a infinito.

Demostracion

(m+1)° _ Rp,s(sP(m)

De la Proposiciéon P14 tenemos que , Si hacemos s tender a infinito, en-

14+sP(m) = 1+sP(m)
S S
. . (m) . Rpn\{o}),s(SP(m))
oo = = < —_— s
tonces h_rgo p— limy;, 00 T limy;, 00 SPCm)

QED

De las proposiciones P17 y P18 la intuicion nos dice que los nimeros con mas repre-
sentaciones son los mas grandes, es decir nos gustaria probar o refutar
Rp\(op),s (SP (M) - Rpw\(o}),s+1((s + 1)P(m))
sP(m) - (s+1)P(m)

que es equivalente con
+1
Rp\(o}),s(s * P(m)) (ST) < Rpw\({op,s+1((s + 1)P(m)).

Recapitulacion
Hasta aqui hemos generado resultados para los siguientes casos:

e Cuando la cantidad de sumandos es menor que el grado del polinomio, es decir cuando
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s < k, entonces de manera directa se tiene que k — s > 1, y por la Proposicién P11 existe una
infinidad de ndmeros sin representacion como suma de s poligonales, lo cual es equivalente a
decir que P(N) no es una base asintética de orden s.

Esto nos da una cota para uno de los problemas de Waring™®

k<G6(P(N)) < g(P(N)).

e Cuando la cantidad de sumandos es mayor que el grado del polinomio, es decir s > k, en-
tonces de manera directa se tiene que s — k = 1, y por la Proposicion P6 existe algin entero
con una cantidad arbitrariamente grande de representaciones como suma de s nimeros poli-
nomiales, es decir 7p s (x) no es una funcién acotada.

A continuacion veremos que esos resultados no aplican en general para el caso s = k,
es decir que existe al menos un ejemplo para cada una de las siguientes afirmaciones:

a) Existe un polinomio P(x) talque el conjunto P(N) es una base asintética de orden s.

b) Existe un polinomio P(x) talque el conjunto P(N) no es una base asintdtica de orden s.
c) Existe un polinomio P(x) talque la funcién rp ;(n) es una funcién acotada.

d) Existe un polinomio P (x) talque la funcién rp () no es una funcién acotada.

Es decir no se puede determinar si el conjunto P(N) es o no una base asintética de orden s si
s6lo sabemos que el grado de P(x) es s, ni decir si 1p ;(n) es o no una funcién acotada.

d) Proposicion P19
7p s(x) puede ser una funcién no acotada.

Demostracion
Haciendo uso del siguiente resultado sobre triangulares™!

rro(n) =dya(4n+1) —dza(4n + 1).

donde d; ;j(n) = |{m EN:mln y m=i(mod())) }|, es decir la cantidad
de divisores congruentes con i modulo j.

N
—1+][] i=1 pi
pij=1mod 4

" de aqui

Veamos que 17 ,(n) no estd acotada, tomemos My =
que podemos hacer 717 ,(n) tan grande como queramos, ya que

* N k
T2 (MN) = d1,4- (H(pizlmod 4) pi) - d3,4- <Hpi51mod 4pi> =2N-0= ZN;
i=1 i=1
esto nos da un ejemplo de un caso en que las representaciones no estan acotadas con
k=s=2
QED

b) Proposicion P20
P(N) puede no ser una base asintética de orden s.

Demostracion
x? es un ejemplo donde no todo niimero tiene representacion si k = s = 2 pues el grado es 2
y ninguna potencia impar de 3 puede representarse como suma de 2 cuadrados.

10 En esta parte nos referiremos a G (n) como la cantidad minima de potencias requeridas con las cuales
solo existe una cantidad finita de fallas.
" para la igualdad que sigue ver Ewell [1992].
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Bastara notar que los cuadrados mddulo 3 son 1y O, lo cual implica que ambos su-
mandos serian multiplos de 3, esto reducira el problema eventualmente a x& + y2 = 3.

Si xe2 + Yez = 3%etl 3|xe ¥ 3|Ye = Xe =3Xe—1 Y Ve = 3Ye—1 (3xe—1 )2 + (3xe—1 )2 =
32e*+1 o (xp_q )2 4 (Xp_q )2 = 32D il 5 %02 + y,2 = 3en este caso es sencillo
verificar que no hay soluciones por lo tanto ninguna potencia impar de 3 puede representarse
como suma de 2 cuadrados.

QED

a) y ¢) Proposicion P21
El conjunto P(N) puede ser una base asintética de orden s.
Y 7p 5(x) puede ser una funcién acotada.

Demostracion
Tomemos P(x) = x, k = s = 1, notemos que 1, ;(n) = 1 ya que todo nimero se puede es-
cribir como suma de si mismo 1 sola vez.

QED
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8. Cantidad de representaciones como sumas de numeros en sucesio-
nes

En el Capitulo 7. Cantidad de representaciones como sumas de niumeros polinomiales se generalizo
la teoria de los Capitulos 5. Numeros poligonales y cantidad de representaciones como sumas de
nimeros poligonales y 6. Cantidad de representaciones como sumas de potencias para polinomios
que cumplian la Definicidn P del Capitulo 7. Cantidad de representaciones como sumas de nimeros
polinomiales. En este capitulo exhibiremos que no cualquier sucesién es una base asintética de
orden finito, por ejemplo, los numeros de Fibonacci y los de Fermat no son bases asintoéticas
de orden finito, esta afirmacidn se podra ver en la primera proposicién de este capitulo. Poste-
riormente extenderemos los resultados de los Capitulos 5. Nimeros poligonales y cantidad de
representaciones como sumas de nimeros poligonales, al Capitulo 7. Cantidad de representaciones
como sumas de numeros polinomiales para sucesiones mas generales, y para esto sera suficiente
pedir que dichas sucesiones cumplan algunas propiedades. Terminaremos el capitulo mos-
trando que la funcién de representaciones como suma de dos primos no es una funcidn acota-
da.”

Propiedad de las representaciones de Waring

En este contexto de las representaciones aditivas seria natural preguntarnos si cualquier suce-
sién S: N — N podria cumplir con la propiedad de las representaciones de Waring, esto es, que
existe s* tal que rgs+(n) > 0 paratoda n € N. La respuesta a esto es no, como se verd en
las proposiciones F1vy F2.

Proposicion F1
No existe s* tal que 77 5+(m) > 0 para toda m natural donde f(x) representa la sucesion de
Fibonacci.

Demostracion
Usaremos la siguiente desigualdad la cual verificaremos posteriormente

(1+H [e(x),%] )¥ < R.s(n) < (1+ H[e(x),n])’,

para £(x) una sucesion de naturales.
Entonces, para toda s se tiene que
Rrs(f(m)) A+ HfG), fmD® A +m)°
1+f(m) = 1+ f(m) 1+ f(m)
Como la sucesidon de Fibonacci es asintética a la exponencial entonces existe k tal
que f(m)~ ke™, y cuando m tiende a infinito

0<

R m 1+m) 1+m)’ 1+m)s
o< i RsUFOW) L Am L em) A em)t
m-w 14 f(m) ~ moewl+ f(m) m-ewe f(m) m-o  fke™
Por lo tanto lim,,_ e % = 0, lo cual implica que el nimero de representaciones prome-
dio son cero para todo s, por lo tanto no existe s* tal que rf,s*(n) > 0, paratodan € N.

QED

12" Se puede ver que existen conjuntos de impares cuya cantidad de representaciones no es acotada en
Powell [1985, 1986]. Ademas, ver que (k + 1) < G (k) en [Hardy y Wright 1975].
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Proposicion F2
No existe s* tal que rr s+(m) > 0 para toda m natural, donde F(x) es la sucesién de nime-
ros de Fermat

Demostracion
Como en la Proposiciéon F1, usamos (1 +H [s(x),g] )S < Rgs(n) < (1 + Hle(x),n])°.
Ahora, para toda s se tiene que
Res(F(m)) _ A+ HIFG), F(m)D* _ (A1+m)°
1+F(m) ~ 1+ F(m) 1+ F(m)
Cuando m tiende a infinito (como los nimeros de Fermat son asintéticamente 22" existe k tal
que f(m)~ 22")

Rpo(F(m 1+m)s 1+m)s 1+m)’
OSlim—F‘S(())Sim—( " LEM G m)=0
moow 1+ F(m) ~— mowl+F(m) m-ow F(m) mooeo 22
de donde se sigue que limmﬁw% = 0. Por lo tanto el nimero de representaciones

promedio son cero para todo s, entonces no existe s*tal que rps(n) > 0 para toda
n € N.
QED

Se generaliza para sucesiones

Definicién
Sea &(x) una sucesion de naturales tal que 0 < A(e(x) ).

Con las propiedades F1 y F2 notamos que no cualquier sucesion £(x) podria cumplir
con la propiedad de las representaciones de Waring. Después de la proposicion G6 veremos
gue es una condicién necesaria para &(x) el que esté acotada por un polinomio.

Proposicion G1
Si

im =5 = oo la funcién de representaciones como suma de s nimeros de la imagen de £(x)
m—oo

7¢,s(n) es una funcién no es acotada.

Demostracion
Si tomamos £(0), ..., e(m) podemos formar al menos (m + 1)° representaciones en el caso en
el que nos importa el orden de los sumandos tales que todas son menores que s veces el mas
grande de los nimeros que ocupamos (£(m)), es decir (m + 1)° < R, ;(se(m))

Entonces tenemos se(m) + 1 numeros y al menos (m + 1)° representaciones de esos

numeros.
(m+1)*° < R s(se(m))
1+se(m) = 1+se(m)

Si calculamos el nimero de representaciones promedio tenemos que

Si hacemos m tender a infinito
co = lim m__ lim (m+1)°
T mowe(m) M=% 9 4se(m) —

no es acotada.

Rgs(se(m))
1+se(m)

lim,, 0 , por lo tanto, la funcién r, ;(n)

QED
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Proposicion G2
1¢s(n) estd acotada siy sélo si 7, ;(n) esta acotaday
res(n) = 0siysélosirgs(n) =0

Demostracion
La prueba es analoga a la de la Proposicion L7
QED

Lo anterior nos muestra que algunas propiedades de 7, (n) y 7 5(n) son propiedades
compartidas, y esto nos permitira en gran medida generar resultados usando el mismo analisis
para ambas funciones.

Proposicion G3

mS—l

Las representaciones promedio entre e(m) y se(m) divergensi o = lim
m-ooo £(m)

Demostracion

Podemos construir (m + 1) representaciones que sean menores que se(m) usando como
sumandos a €(0), ..., e(m) y podemos construir (m)® representaciones que no ocupan a &(m)
y son menores que se(m) usando como sumandos a £(0), ..., e(m — 1). Si al primer conjunto
de representaciones le quitamos el segundo obtenemos (m + 1) — (m)° representaciones
menores que s&(m) y que si ocupan a £(m), es decir

(m+1)5—(m)* _|{reprecentaciones que ocupan a e(m)entre e(m) y se(m)}|
(s—1De(m)+1~ (s—De(m)+1

< Res(se(m)) — Rys(—1+ e(m))

- (s—De(m)+1 ’

si n tiende a infinito, entones

ms~1 (m+1)S-(m)*

=1 RE,S(SS(m))_RE,S(_1+£(m))
= Mmoo (s—1)e(m)+1

(s—1De(m)+1

co = lim

li
m-o £(m) - m-

QED
Proposicion G4
Sie(0) = 0entonces 1, 5(n) escrecienteen s
Demostracion
La prueba es andloga a la de la Proposicion L9
QED

Hasta aqui hemos trabajado con una cota inferior para R, ;(se(m)), si replanteamos
las desigualdades de la Proposicion P10 en términos de sucesiones crecientes obtenemos lo
siguiente.
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Proposicion G5
Es posible acotar las funciones de representaciones acumuladas R.s(n)y R;¢(n) de la si-
guiente manera.

(1+H [e(x),g] )S < Rgs(n) < (1 + H[e(x),n])*

Demostracion
La prueba es andloga a la de la Proposicion L10
QED

Observacion O1

Si existe M en los naturales tal que £(m) > m
mS mS

$*1 paratodam > M entonces

1 . mS . 1
_— < B WY 1) <
g(m) mst1 m’ por lo tanto 0 < hmm—wo (s(m)) = hmm—>oo (m) < 0 entonces

Proposicion G6
S
Si limy, 50 (%) = 0 entonces existe una infinidad de nimeros sin representacién como su-

ma de s elementos de la imagen de £(x)
Demostracion

Tenemos la siguiente cadena de desigualdades
< Res(a(m)) < (HH[E@) em)D® . (m+1)°

, si n tiende a infinito llegamos a

- 1+e(m) — 1+&(m) - &g(m)
. Ra',s(sg(m)) . (m+1)5 . mS _
0 <limy,_ e Lrsem) < lim;; 0 ) < lim,,_ e (—S(m)) =0,
entonces lim,,_, %g((mm))) = 0. Esto significa que la cantidad promedio de representaciones

es cero, por lo tanto existe una infinidad de nimeros sin representacion como suma de s ele-
mentos de la imagen de £(x).

QED
Proposicion G6.1
. R . C s ,
Si llmm_,w%é:;)) = ¢ # 00, entonces existe una infinidad de numeros m;, m,, ... tal que

7e,s(M;) < c y también una infinidad de nimeros My, M, ... tal que 1, s (M;) = c.

Demostracion
Notemos que, si calculamos las representaciones promedio de todos salvo un ndmero finito, el
promedio es el mismo esto es, lim,;,_, Res(sem)ka _ c.

1+se(m)—kq

Si existe una infinidad de nimeros m;, my, ... tal que 1, (m;) < c y una cantidad finita
de nimeros My, M,, ... tal que 1, ;(M;) > c, entones
Rg s(se(m))—k ., .
Ros(setm)—ks < c lo cual es una contradiccidn, el otro caso es analogo.
1+se(m)—kq

QED

c = limy,, e
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Condicién C1
De la observacion y la Proposicion G6 podemos notar que es una condicion necesaria que exis-

ta My s en los naturales tal que £(m) < m3*! para toda m > M. Llamaremos a esta condicién
Cc1

Si existen M y s en los naturales tal que &(m) < m3*! para toda m > M, en-
tonces tenemos dos posibilidades.
1.-Para toda s en los naturales existe M en los naturales tal que £(m) < mS** paratodam > M.
2.- Existen sy, 55, M1, M, tal que e(m) < m%1*1, paratodam > M; y £(m) > m52*! para toda

s+1

S
m > M,, entonces por la Observacion O1 lim,,_ (;n(—r;) =0.

En este caso podemos hacer s, = sup (s €N :limy, e (%) =0 ), es decir

podemos tomar el nimero mas grande s, tal que limm_m( ) = 0 con lo cual po-

mS*
(m).
demos afirmar que s, < G(S(N)), o dicho de otra manera £(m) no es una base asint6-
tica de orden s,.

Proposicion G7
A través del uso de las cotas dadas por la Proposicidn G4 podemos dar cotas superiores para
las funciones 7, s(n) y 5 s (n), es decir

N

0<rsn)<@A+H[ex),n]® - (1 +H [S(x),n ; 1] )

0 (= (1 + IR (1 +H [e(x),n _ 1])

s S
S

Demostracion
Si tomamos las desigualdades de la Proposicién G4 podemos efectuar las siguientes restas:

Res(n) — Res(n— 1) y Rz s(n) — Rz s(n — 1).
Notemos que R, (n) < (1 + H[e(x),n])’y —(1+H [e(x),nT_l] )*=—R.s(n—1) y al su-
mar ambas tenemos que

Tes(n) = Res(n) = Res(n— 1) < (1+ H[e(0),n]) —(1 + H [e(x), "] )°.

n-1
El otro caso es analogo 17'5(n) < (1 + H[SS(x),n]) _ (1 +H [S(x),—s >
s

Proposicion X1
Existe algun entero con una cantidad arbitrariamente grande de representaciones como suma
de 2 numeros primos y cero.

Demostracion
Por la Proposicion G4 (1+H [p(x),%] ) < Ry, (n) < (14 H[p(x),n])?, equivalente a

2
(1 +n(§)> <R,,(n) <(1+ m(x))?, con m(x) la funcién contadora de primos. Por otro

)
lado sabemos que n(n)~(]n((Ln)))' es decir lim (I:(Z)))
n—-oo

=1, y si hacemos n tender a infinito
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n 2
(uth) @y
) In(Z . (1+7m(5)) . Rps(M)
entonces o = lim @ _ lim,,_, o ——2— < lim,,_,00 —=—, por lo tanto las representa-
n—-oo n 1+n 1+n

ciones promedio divergen, es decir, que 13, , (n) no es una funcién acotada.
QED

De la Proposicion G5 tenemos que existen a1, a; > 0 tal que
a;m® < R 5(se(m)) < aym®

A continuacidn se dara una propuesta de aproximacion asintdtica de R, ¢(n) y con ba-
se en eso una aproximacion de 7 s(n).
Hipotesis G1

Res(se(m))~ o m®
Para alguna o> 0.

O similarmente si hacemos H [e(x),%] =m

Res(m)~ o (H [:(0),])

N

Para alguna <> 0

. . . Rs,s(n) .
Una parte importante para poder concluir esto es ver que lim -7 existe.
n—-oo H[g(x),;]
Nosotros sabemos que lim R, ;(n) = oo; lim H [e(x),z] =00 y
n—-oo n—oo N

Rs,s(n)

a; < m < a,. La intuicién nos dice que bajo esas condiciones dicho limite deberia exis-
e(x),~
N

’ Ve : R
tir, y asi tendriamos que lim —E‘S(nl =
n—oo H[s(x),;]

Hipétesis G2

Tes(M)~ [(H [s(x),g])s - (H [s(x),n ; 1])5]
Para alguna «<> 0

Lo anterior en el caso de los polinomios nos llevaria a la siguiente aproximacién
s—k sk

rps(n) = [(n)(T)] + error, con un error de un orden menor que (n)( k ) Si aplicamos eso al
caso de la suma de diez decagonales obtenemos que 1 19(n) = n*.

Para terminar este capitulo sefialamos que después de hacer regresién sobre los datos
con el fin de minimizar el error obtuvimos lo siguiente. La primera grafica es
Rp10(n) VS x n® y la segunda grafica es r510(M) VS xn* de tal forma que
R} 10(n) y 1 10(n) estdnenazuly « n®y o n* en naranja (Ver Figura C1).
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Figura C1
En ambos casos el valor absoluto del error tiene un orden mucho menos que
las funciones de representaciones.
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Conclusion

La conclusién que presentamos contiene elementos que formar parte de aquello que motivé el
desarrollo de este trabajo.

Después de explorar los datos computacionales que tenemos para las formas en las
que se puede representar a un entero como suma de diez decagonales quedamos sorprendi-
dos de ver que el comportamiento de los valores de la funcién 1 10(n) generaba una aparien-
cia trifasica. Pero vamos por partes, en primer lugar, ya mencionamos que la funcién muestra
una trayectoria estable (Figura 1). Pero en la medida en la que nos acercamos se percibe que la
trayectoria se bifurca (Figura 2).

Fig. 1. Para n entre 1-15999. Fig. 2. Para n entre 11000-12000.

Cuando proseguimos de la misma manera en el sentido de acercarnos para obtener
mayor precision, encontramos con sorpresa que para un rango corto de sélo 500 niumeros la
trayectoria se trifurca, como se puede ver en la Figura 3.

o oo o ol
w0 o8 g pgd ohamn o
o™ oo ® 0o o oon°mg B8 ma™
oo ogeee qoo © o o Ll
CC oo o Doo'% oo a”
o o DDD nu”n oYooo - EHEIEE
. uuun Wuu . unu oo DD DDD HEHEE
o %nnnﬂu o B unﬂuu Dn la} Euu
oPooo [y R o
. uun nuﬂnu nnnnu ao,, BEpE

X unﬂu Duuu 'U‘Eluunnu w0
Figura 3. Para n entre 16000-16500. Figura 4. Los azules son congruentes con 1 mod 3.

Pero aun habia mas, resultaba que clases de equivalencia mdédulo 3 se alojan de mane-
ra perfectamente definida en la representacion trifasica. Los congruentes con 1 médulo 3, los
gue son congruentes con 2 mddulo 3 y con congruentes cero médulo 3 se pueden ver en las
graficas de las Figura 4, 5y 6, respectivamente.
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Figura 5. Los azules son congruentes con 2 mod 3. Figura 6. Los azules son congruentes con cero mod 3.

Con base en lo anterior pensamos que lo mas natural era preguntarnos si las tres tra-
yectorias atendian a una modelacidn matematica, y sin duda, por lo ya analizado sabiamos que
si existe tal modelacidén, pero, entonces llegd la pregunta écémo la caracterizamos?

Al retomar lo planteado con este comportamiento trifasico concluimos que lo proce-
dente era conocer de manera explicita la funcidon de representacion como suma de diez deca-
gonales, es decira 15 10(1), que son los nimeros tomados del conjunto

D(N) = {0,1,10,27,52, ..., 4n(n — 3), ... }.

A partir de este conjunto observamos las diferencias, asi como la diferencia de las dife-
rencias y notamos que era posible verificar que A2D(n) = 8. La tabla que sigue -que ya fue
analizada en el Capitulo 5. Nimeros poligonales y cantidad de representaciones como sumas de
nGmeros poligonales - nos muestra el desarrollo de las diferenciales.

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8
D(n) |0 1 10 27 52 85 126 175 232
AD(n) |1 9 17 25 33 41 49 57 65
A’D(n) | 8 8 8 8 8 8 8 8 8

Este fue el inicio que nos llevd a obtener resultados para las representaciones como
sumas de decagonales. En esta parte pudimos construir un nimero con una cantidad de repre-
sentaciones mayor a un nimero dado. Esto nos llevé a analizar de forma indirecta a 7p 10(n)
y deducir la cota

(m+ 1)° < Rp 10(10D(m)),

la cual nos llevd a trabajar con promedios, y para esto la desigualdad

(m + 1)1° - Rp10(10D(m))
1+10D(m) ~ 14+10D(m)

nos permitié saber que los promedios resultaron divergentes, lo cual nos garantizé que la fun-
cién 1p 19(n) no es acotada. Esto nos garantizo la existencia de un niimero con una cantidad
de representaciones mayor que un nimero dado como suma de diez decagonales. Esta forma
de plantear el problema no exhibe tales representaciones, pero si mejoréd notablemente la
cantidad de sumandos necesarios.
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Se llegd a un punto que resulté de gran utilidad al notar que la naturaleza de 1 1o(n) y
Tp10(n), llevé a que 15 19 (n) < 1p19(n) < 10! 7y 19(n) y esto permitié que 15, 19(n) heredara
varias de las propiedades de 1p 19(n) vy viceversa. Lo anterior nos llevé a presentar principal-
mente resultados sobre 1, 19(1) ya que éstos resultaban mas directos para el anilisis.

Con base en lo analizado para el caso de las representaciones con decagonales enton-
ces se extendio el trabajo para llegar a los resultados pero ahora con nimeros mas generales
gue son los poligonales. Ya que los numeros poligonales son funciones polinomiales entonces
dicha extension se planteé posteriormente para polinomios mas abstractos y esta abstraccion
resultd mas apropiada para ver la naturaleza esencial de tales propiedades, lo que permitid
seguir extendiendo el problema y gran parte de las propiedades para sucesiones de nimeros
naturales.

Este trabajo de tesis originalmente estuvo motivado por la busqueda de las respuestas
para comprender el comportamiento de los enteros como suma de decagonales vistos en el
comportamiento trifasico (Ver Figura 3), pero esta busqueda nos llevd a responder otras inte-
rrogantes de una manera tan general como fue posible.

Finalmente podemos decir que nuestro problema original del comportamiento trifasi-
co ya no fue abordado de manera prioritaria, pero después del estudio que nos llevé hasta el
analisis de las representaciones con polinomiales, si podemos plantear una hipétesis de traba-
jo para tratar de respondes el comportamiento trifasico.

La hipdtesis final plantea la ubicacién escalonada de las representaciones acorde a la
clase residual a la que pertenece cada nimero, y donde cada funcién 15 10(n) nos indica la
cantidad de representaciones de n usando diez decagonales. Demostrar la hipdtesis nos lleva
entender el comportamiento trifasico.

Hipétesis final
Existe M tal que paratodom > M

7p,10Bm + 1) <1p10(Bm) < 1p10(3m — 1)

Tp10(3m —2) <1p10(3m) < 1p10(3m + 2).

Con esta propuesta de linea de trabajo terminamos esta tesis.
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Apéndice

En esta seccidon se abordaran los teoremas que demuestran que todo N puede escribirse como
suma de m + 2 poligonales de orden m + 2, ademas de los lemas y teoremas que forman
parte de las demostraciones (de los cuales no se daran las demostraciones aqui).

Para los poligonales de orden 6 0 mas

LemalSeam =3y N = 2m. Sea L el tamafio del intervalo

I=<1+\/ﬂ—3,3+\/g—8>entoncesL>4siN2108my L >Im si
2 m 3 m
l>3yN=>71?md.

Lema 2 Seam =3y N = 2mdado a,b y r enteros no negativos talque 0 <r <my
N=Z(@-b)+b+r

Considera el intervalo abierto I = <§ + \/% - 3,§ + \/% - 8) si bel entonces

b%? <4ay3a<b?+2b+4.

Lema 3 Dado ay b impares tal que b? < 4a y 3a < b? + 2b + 4 entonces existen enteros no
negativos s,t,v,utalquea = s> +t> +u®? +v?y b=s+t+u+v.

Con base en los lemas anteriores damos lugar a los siguientes dos teoremas que nos permiti-
ran entender mas sobre las representaciones aditivas usando poligonales de orden cinco o
mas.

Para los poligonales de orden 6 o mas

Teorema 1 (Cauchy)
Sim =>4y N = 108m, entonces N puede escribirse como suma de m + 1 nimeros poligona-
les de orden m + 2, con a lo mds cuatro de los poligonales distintos de 0 o 1.

Demostracion.
Por el Lema 1 el tamano del intervalo

1 6N 2 8N

=2 —_—_3Z - _

|2 m "3 m

es mas grande que cuatro cuando N = 108m, entonces I contiene cuatro enteros consecuti-
VOs y en consecuencia dos impares consecutivos by, b, si m = 4 el conjunto de nimeros de la
forma b + r, donde be{b;, b,} y re{0, 1, ..., m — 3}, contiene un conjunto completo de repre-
sentaciones de las clases de congruencias modulo m, y entonces podemos escoger
be{by, b} € 1yre{0,1,..,m — 3}talque N = b + r (mod m) entonces

a=2(N_TIH)+b=(1—%)b+2(N;r) ————————— (1)

esunimpar,y N = %(a —b)+ b+ r.Porel Lema 2, como bel, tenemos

b%? < 4ay3a < b?+ 2b + 4. Por el Lema 3 existen enteros no negativos s, t, v, u tal que

B Este apéndice esta hecho a partir de lo que expone Nathanson [1996], en la seccion “The polygonal
number theorem”.
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a=s>+t>+u®+v?yb=s+t+u+ventonces

N=Z(a=b)+b+r="(s*+t2+u +v2—s+t+utv)+s+t+utv+r
ms(s —1 mt(t—1 mu(u — 1 mv(v—1
N=%+s+ (2 )+t+ (2 )+u+¥+v+r

N = B,(s) + B, (t) + Bp,(w) + B,(v) +r

Yaque 0 <r <m—3y0y1sonnumeros poligonales de orden m + 2 para cada m, obtene-
mos el teorema de Cauchy para cadam = 4, eso es para numeros poligonales de orden al
menos 6.

Para los poligonales de orden 5

Teorema 2 (Legendre)

Dado m >3 y N > 28m3 Si m es impar entonces N es suma de 4 nimeros poligonales de
orden m + 2. Si m es par, entonces N es suma de cinco nimeros poligonales de orden m + 2
de los cuales al menos unoes 0o 1.

Demostracion

Por el Lema 1 el tamano del intervalo I es mas grande que 2m, entonces contiene m impares
consecutivos. Si m es impar ese conjunto tiene todas las clases residuales modulo m, entonces
N = b(mod m) para algun impar bel. Sea r = 0 y definiendo a por la féormula (b1). Entonces
N = %(a —b) + b por el Lema 2, como bel, Tenemos b? < 4ay3a < b?> +2b + 4

Por el Lema 3 existen enteros no negativos s, t, v, u tal que
a=s>+t?+u?+v®>yb=s+t+u+ventonces
N="(a=b)+b="(s>+t2 +ul +v2—s+t+tu+v)+s+ttutv

N = ms(;_” fs+ mt(zt'” ft4 —mu(;"l) fu+ m—”(;"l) Y

N = By(s) + Bp(8) + Pn(w) + B (v)
Sim es pary N es impar, entonces N = b(mod m) para algtin impar bel. Sea r = 0y definien-

do a por la formula (b1). Entonces N = %(a —b) + b por el Lema 2, como bel, tenemos

b? < 4ay3a < b?+2b+4.

Por el Lema 3 existen enteros no negativos s, t, v, u tal que
a=s’+t’+u?+v?yb=s+t+u+ventonces
N:%(a—b)+b:§(sz+t2+u2+v2—s+t+u+v)+s+t+u+v

N = ms(:_l) s+ mt(;_l) Ft+ —m”(;‘_l) Fu+ —"“’(;’_1) py

N = Pm(s) + Pm(t) + Pm(u) + Pm(v)
Si m es pary N es par entonces N — 1 = b(mod m) para algtn impar bel. Sea r = 0 y defi-
niendo a por la férmula (bl) tal que N -1 = %(a — b) + b por el Lema 2, como bel, Tene-
mos b?> < 4avy3a < b?+2b+4
Por el Lema 3 existen enteros no negativos s, t, v, u tal que
a=s’+t’+u?+v?yb=s+t+u+ventonces
N-1=Z(a=-b)+b="(s*+t*+u? +v> —s+t+u+v)+s+t+u+v

N—-1= —ms(:‘” s+ —mt(g'l) Ft+ "“‘(;"1) fu+ "“’(;"1) v

N —1=PB,(s) +B,(t) + B,(w) + B,(v)
N =B, (s) + B,(t) + B,(u) + B,(v) + 1 = B,(s) + B,,(t) + B,,(w) + B,(v) + B,,(1) .
Esto completa la prueba.
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El teorema de Legendre prueba que los poligonales de orden 5 0 mds son bases asintdticas de
orden 4 para poligonos con cantidad impar de lados y de orden 5 para poligonos con cantidad
par de lados.

Para los pentagonales, por el teorema de Legendre (con m = 3) todo N > 28(3)3 = 756
puede escribirse como suma de a lo mas 5 pentagonales.

Haciendo uso de computo es posible verificar la valides de la afirmacién para los nimeros en-
tre 0y 755.

Para los poligonales de orden 4

Teorema 3 (LaGrange)
Todo entero no negativo es suma de 4 cuadrados

Para los poligonales de orden 3

Teorema 4 Todo entero positivo N es suma de tres cuadrados si y solo si no es de la forma
N = 4%(8k + 7).

Teorema 5 Todo entero positivo congruente con 3 modulo 8 es suma de tres cuadrados impa-
res.

Teorema 6 (Gauss) Todo entero no negativo es suma de tres triangulares.

Las demostraciones de estos cuatro teoremas se pueden consultar en libros como el de Koshy
[2002], Nathanson [1996] o Rosen [2000].
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