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15 de noviembre de 2017
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Caṕıtulo 1

Introducción

En f́ısica decimos que un fenómeno es observable si al perturbarlo un poco
sigue siendo “igual”. En nuestro caso, un fenómeno va a ser representado por
una función f : M Ñ N de clase C8 con M y N variedades diferenciables.
La parte de que un fenómeno sea observable se traduce en que si f 1 : M Ñ N
es suficientemente cercana a f , entonces existen g : M Ñ M y h : N Ñ N
difeomorfismos tales que el siguiente diagrama conmuta,

M

g

��

f
// N

h
��

M
f 1
// N.

Al pedirle a g y a h que sean difeomorfismos garantizamos que f y f 1 sean
“iguales”. En nuestro caso, a las funciones observables las llamaremos estables.
Por ejemplo, nos podemos tomar la función cuya gráfica es:

.

Podemos hacer una pequeña deformación de esta función de modo que ob-
tengamos una función del siguiente estilo:
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Nuesta función original no será estable, ya que, los difeomorfismos en parti-
cular son funciones biyectivas, entonces en la primera imagen los valores cŕıticos
tienen cardinalidad 2 y en la segunda tienen 3. Hasta el momento hemos hablado
de que dos funciones estén cercanas, esto se refiere a que el espacio de funciones
de clase C8 entre M y N tiene una topoloǵıa. Esta topoloǵıa se le conoce como
topoloǵıa C8 de Whitney, debida al matemático Hassler Whitney.

En este trabajo intentamos exponer de una manera clara y simple esta teoŕıa.
Aunque nuestros resultados se presenten en contextos más generales nuestro
propósito será demostrarlos en el caso de mapeos entre espacios euclidianos
y cuando sea posible demostrarlos en variedades. Iniciamos con un caṕıtulo
de preliminares exponiendo lo más esencial de topoloǵıa diferencial y dando
ejemplos que nos serán útiles en caṕıtulos posteriores.

En el caṕıtulo 3, definiremos la topoloǵıa C8 de Whitney además daremos
las propiedades más importantes de este espacio, como que es un espacio de
Baire, el teorema de transversalidad de Thom [1956] y el teorema de inmersión
de Whitney.

En el siguiente caṕıtulo empezaremos dando la definición formal de estabi-
lidad topológica, lo primero que notaremos será que con nuestra definición es
muy dif́ıcil determinar si un mapeo es estable. Nuestra meta será encontrar cri-
terios suficientes y necesarios para saber si una función es estable, para esto
demostraremos el teorema de Mather[1968-70] el cual introduce un nuevo tipo
de estabilidad, conocido como estabilidad infinitesimal. Para demostrar que es-
tabilidad topológica es equivalente a estabilidad infinitesimal daremos nuevos
tipos de estabilidad equivalentes a estos dos. Estabilidad infinitesimal es una
definición mucho más manejable ya que demostraremos que es una condición de
orden finito gracias al teorema de preparación de Malgrange [1962-63]. Finali-
zamos este caṕıtulo dando ejemplos de funciones estables.

En el último caṕıtulo iniciamos resolviendo el problema de estudiar los mapeos
estables entre variedades de dimensión 2. Para finalizar este trabajo menciona-
mos en cuales casos los mapeos estables forman un conjunto denso.

4



Caṕıtulo 2

Preliminares

El propósito de este caṕıtulo es recordar conceptos básicos de topoloǵıa di-
ferencial, ponernos de acuerdo en la notación y desarrollar ejemplos que nos
servirán en caṕıtulos posteriores.

2.1. Variedades diferenciables

Definición 2.1.1. Una variedad topológica Mm de dimensión m es un espacio
topólogico que es Hausdorff, segundo numerable y localmente euclidiano. Esto
último quiere decir que si p PM existe un abierto U ĎMm, un abierto U 1 de Rm
y un homeomorfismo de U a U 1, el cual denotaremos como φp. El mapeo φp dire-
mos que es una carta. A partir de este momento omitiremos el supeŕındice de la
definición, las variedades serán denotadas por letras mayúsculas (normalmente
M y N) y su dimensión por la misma letra pero en minúscula.

Un punto x de Rn lo podemos describir por una enéada px1, . . . , xnq donde
xi P R para toda i. Entonces alrededor de cada punto mediante las cartas
podemos darle coordenadas a nuestra vecindad U . Antes de dar la definición de
variedad diferenciable, necesitaremos revisar el concepto de atlas diferenciable.

Definición 2.1.2. Una colección de cartas sobre una variedad M tφα | α P
Au donde A es un conjunto de ı́ndices, se dice que es un atlas A de clase
C8(diferenciable) si:

1.
Ť

αPA

Uα “M , donde Uα es el dominio de la carta correspondiente a φα.
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2. Si tenemos cartas pU1, φ1q y pU2, φ2q con U1XU2 ‰ H entonces φ2 ˝φ
´1
1 :

φ1pU1 X U2q Ñ Rn es un difeomorfismo local de clase C8.

Diremos que dos atlas diferenciables A y B son compatibles si AYB vuelve
a ser un atlas diferenciable. Dado un atlas A de M , una estructura diferenciable
en M es la unión de todos los atlas que son compatibles con A. Una variedad es
una pareja pM,Aq donde M es una variedad topológica y A es una estructura
diferenciable en M .

Ejemplos:

1. Sea U un abierto de Rn, entonces U es un abierto con la topoloǵıa inducida
y con una única carta Id : U Ñ U .

2. La esfera Sn “ tx P Rn`1 | }x} “ 1u es una variedad cuyas cartas están
dadas por laa proyecciones estereográficas.

3. El conjunto de todos los subespacios de dimensión s de Rn, esta variedad se
llama el grassmanniano de s-planos en Rn y se denota como Gps,Rnq. Sea
W el subconjunto de V s de s vectores linealmente independientes de V ,
donde V “ Rn. Definimos en W la siguiente relación de equivalencia; w1 „

w2 ðñ xw1y “ xw2y. Esto claramente es una relación de equivalencia.

Por como definimos „, tenemos que Gps,Rnq “ W { „ como conjuntos,
entonces podemos darle a Gps,Rnq la topoloǵıa cociente, lo primero que
podemos notar es que con esta topoloǵıa Gps,Rnq es segundo numerable.

Para dar las cartas nos tomamos V un subespacio de Rn de dimensión
s y sea πV la proyección ortogonal de Rn en V . Sea πU,V la restricción
de πV a U , donde U es un subespacio de Rn de dimensión n ´ k. Sea
WV “ tU P Gps,Rnq | πU,V es una biyecciónu.

Definimos ρV : WV Ñ HompV, V Kq, ρV pUq “ πU,V K ˝π
´1
U,V . Por como defi-

nimos WV , esta función tiene inversa y por lo tanto es un homeomorfismo.

4. Sean M y N dos variedades, podemos definir el producto topológico
M ˆ N y darle estructura diferenciable de la siguiente manera. Sean
A “ pUα, φαqαPI y B “ pVβ , ψβqβPJ atlas en M y N respectivamente,
definimos AˆB como pUα ˆ Vβ , φα ˆ ψβqαˆβPIˆJ .

Hasta el momento hemos definido nuestros objetos de interés; lo que ahora
necesitamos es relacionar estos objetos, esto lo haremos mediante funciones di-
ferenciables. Diremos que ρ : M Ñ R es de clase C8 si para toda carta φ el
mapeo ρ ˝ φ´1 : imagenpφq Ñ R es de clase C8.

Ahora si tenemos una función f : M Ñ N diremos que es de clase C8 si
para toda función ρ : N Ñ R de clase C8 la composición f ˝ ρ es de clase
C8. Diremos que f es un difeomorfismo si tiene inversa suave, es decir, existe
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g : N Ñ M tal que f ˝ g “ IdM y g ˝ f “ IdN . A las funciones C8 también
se les llama funciones suaves. A partir de este momento todas las funciones con
las que trabajaremos serán suaves y nuestras variedades también.

En Rn los abiertos vuelven a ser variedades con la topoloǵıa inducida, también
podemos pensar a Rk “encajado” en Rn (con k ď n) como ik : Rk Ñ Rn donde
mandamos a Rk en Rk ˆ t0u, para cada punto v en Rk ˆ t0u y para toda
vecindad Nv abierta de él si la intersecamos con la imagen de ik obtendremos
un “abierto”de Rk, una manera de generalizar este detalle es la siguiente:

Definición 2.1.3. Sea Mm variedad y Nn ĎM , decimos que N es una subva-
riedad de dimensión n de M si para todo x P N existe una carta φ : dompφq Ñ
Rm cuyo dominio contenga a x tal que U XN “ φp´1qpRn ˆ t0uq. Denotamos a
la codimensión de N en M como codimpNq “ dimM ´ dimN .

2.2. Espacio tangente

Sea Mm una variedad diferenciable y x PM , sea C8pMq el anillo de funciones
C8 de M a R con la suma y producto puntual. Definimos en este conjunto la
siguiente relación de equivalencia:

f „ g ðñ DUx vecindad de x tal que f|Ux “ g|Ux .

Sea C8x pMq “ C8pMq{ „, a este conjunto le podemos dar estructura de
anillo mediante suma y producto de representantes, y además de R-álgebra con
el morfismo RÑ C8x pMq que a cada número real le asigna la clase de la función
constante, es claro que estas operaciones están bien definidas. Denominaremos a
C8x pMq como el anillo de gérmenes alrededor de x, a un elemento de este anillo
le llamaremos germen y a la clase de f P C8pMq la denotamos por f .

Lo primero que vamos a demostrar de este anillo es que es local (tiene un
único ideal maximal), sea mxpMq ” tf P C8x pMq | fpxq “ 0u. Aqúı cuando
evaluamos al germen f en x en realidad estamos evaluando a un representante,
pero es evidente que si tomamos cualquier otro representante de la clase de f
éste también se anulará en x.

Claramente el germen 0 P mxpMq, si f, g P mx, nos tomamos f y g repre-
sentantes de cada clase correspondiente, entonces pf ` gqpxq “ 0 y esto obvia-
mente no dependerá del representante elegido. Sea f P mxpMq y h P C8x pMq,
nos tomamos un representante de cada clase f y h respectivamente, entonces
pfhqpxq “ fpxqhpxq “ 0, entonces fh P mxpMq. Por lo tanto, mxpMq es ideal.

Ahora si nos tomamos h en el complemento de mxpMq y sea h un represen-
tante de esta clase. Por como definimos a nuestro ideal, existe una vecindad
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Vx de x tal que h|Vx ‰ 0. Entonces h y h|Vx pertenecen a la misma clase h en
C8x pMq, entonces h|Vx es invertible y su inverso está dado por 1{h|Vx : Vx Ñ R.
Entonces el complemento de nuestro ideal mxpMq nada más está conformado
por unidades, por lo tanto nuestro anillo es local.

Definición 2.2.1. Una derivación X es un mapeo lineal de C8x pMq Ñ R que
cumple la regla de Leibniz, es decir,

Xpf ¨ gq “ Xpfq ¨ gpxq ` fpxqXpgq.

Claramente el conjunto de derivaciones es un subespacio vectorial de los ma-
peos lineales entre C8x pMq y R, lo llamaremos espacio tangente en x, y la no-
tación que usaremos a lo largo de este trabajo será TxM .

La dimensión de TxM coincide con la de M , la base para TxM esta dada por
el conjunto tB{Bx1, . . . , B{Bxnu, donde cada una de estas derivaciones es derivar
parcialmente con respecto a su coordenada correspondiente.

Esta definición de espacio tangente es muy útil para hacer cálculos pero le
hace falta geometŕıa, si pensamos en un abierto de un espacio euclidiano el
espacio tangente en un punto x es el espacio de velocidades con las cuales puede
pasar una curva suave c en x. Para poder ocupar esta definición en variedades
ocuparemos cartas. SeaW el conjunto de curvas suaves de p´1, 1q enM tales que
cp0q “ x para toda curva c. Definimos en W la siguiente relación de equivalencia,
c1 „ c2 ðñ pφ˝c1q

1p0q “ pφ˝c2q
1p0q para alguna carta φ fija tal que su dominio

contenga a x. A W { „ le podemos dar estructura de espacio vectorial mediante
nuestra carta φ, las operaciones estarán dadas por:

1. c1 ` c2 “ φ´1ppφpc1q ` φpc2q1p0qq. Esta última clase de equivalencia co-
rresponde a la ĺınea recta que pasa por el origen con velocidad constante
pφpc1p0qq ` φpc2p0qq

1.

2. λ ¨ c1 “ φ´1pλppφ ˝ c1q1p0qq.

Debido a la linealidad de la derivada estas operaciones no dependerán del
representante. En este caso para definir el espacio tangente ocupamos nada
más una carta, φ, ¿si ocupáramos otra carta obtendŕıamos el mismo espacio
vectorial? La respuesta es śı. Esto se debe a que los cambios de carta son difeo-
morfismos, entonces nuestra definición de espacio tangente mediante curvas no
depende de la carta.

Estaremos usando las dos definiciones de espacio tangente dependiendo de lo
que estemos haciendo, pero no es dif́ıcil convencerse de que estas definiciones
son equivalentes.

Si tenemos un mapeo f : M Ñ N suave, con fpxq “ y, f nos induce un
mapeo lineal pdfqx : TxM Ñ TyN , donde a una clase c la enviamos a f ˝ c.
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Definición 2.2.2. Sea f : Mm Ñ Nn suave con fpxq “ y, si pdfqx tiene rango
máximo decimos que f es:

1. Una sumersión en x si m ě n,

2. Una inmersión en x si m ď n.

Decimos que f es una inmersión o sumersión si es una inmersión o sumersión
respectivamente en cada uno de sus puntos.

Definición 2.2.3. Sean M y N variedades, f : M Ñ N suave, x PM y y P N ,
entonces:

1. corangopdfqx “ mı́ntdimM,dimNu ´ rangoppdfqxq.

2. x es un punto cŕıtico si corangopdfqx ą 0,

3. y es un valor cŕıtico si f´1pyq tiene un punto cŕıtico,

4. x es un punto regular si no es un punto cŕıtico,

5. y es un valor regular si no es un valor cŕıtico. En particular si y R Impfq
entonces y es un valor regular.

Teorema 2.2.4. Sea f : Mm Ñ Nn suave con fpxq “ y, si f es una inmersión
en x, entonces existen cartas φx y ψy alrededor de x y y respectivamente tal
que φ´1

x ˝ f ˝ ψy : domφ´1
x Ñ rangoψy es la inclusión canónica de Rn en Rm.

(Podemos cambiar que f sea una sumersión en x para que el mapeo φ´1
x ˝f ˝ψy :

domφ´1
x Ñ rangoψy sea la proyección canónica de Rn en Rm).

Este teorema no lo demostraremos, pero es una consecuencia del teorema de
la función impĺıcita de cálculo vectorial.

2.3. Algunas cosas útiles

Antes de seguir daremos algunas definiciones y teoremas que necesitaremos
en el futuro, cuyas demostraciones se pueden encontrar en cualquier libro básico
de topoloǵıa diferencial [2, 1].

Definición 2.3.1. Sea Mm una variedad y A Ă M . A tiene medida cero en

M si existe una colección de cartas tφiuiPN con A Ă
8
Ť

i“1

dompφiq tales que para

cada i P N, φipdompφiqq XA tiene medida cero en Rm.
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Notemos que si para una cubierta A tiene medida cero entonces para cual-
quier cubierta lo tendrá ya que los mapeos de transición son suaves y mandan
conjuntos de medida cero en medida cero. También le pedimos a la cubierta que
sea numerable porque si una cubierta no numerable cubre a A entonces existirá
una subcubierta numerable ya que las variedades son segundo numerable.

Teorema 2.3.2. Sea Mm variedad, Nn ĂMm subvariedad con n ă m, enton-
ces N tiene medida cero en M .

Teorema 2.3.3. Sea M variedad, U ĂM abierto, entonces U no tiene medida
cero.

Teorema 2.3.4. Teorema de Sard. Sean M y N variedades, f : M Ñ N suave,
entonces el conjunto de valores cŕıticos de f tiene medida cero en N .

Definición 2.3.5. Sea M una variedad, tUiuiPI y tVjujPJ cubiertas de M ,
entonces:

1. tVjujPJ es un refinamiento de tUiuiPI si para todo j P J existe i P I tal
que Vj Ă Ui.

2. tVjujPJ es localmente finita si para todo x PM existe una vecindad W tal
que W X Vj “ H para casi toda j P J , es decir, V X Uj ‰ H nada más
para un número finito de ı́ndices.

Teorema 2.3.6. Sea M variedad. Toda cubierta de M tiene una subcubierta
localmente finita.

Definición 2.3.7. Sea M variedad, entonces

1. Sea ρ : M Ñ R, el soporte de ρ, denotado por soppρq, es la cerradura del
conjunto tx PM | ρpxq ‰ 0u

2. Una partición de la unidad en M es una familia de funciones suaves real
valuadas tρiuiPI tales que

a. tsoppρiquiPI es una cubierta de M localmente finita.

b. ρipxq ě 0 para todo i P I y para todo x PM .

c.
ř

iPI

ρipxq ” 1 para todo x PM . La suma siempre será finita por a.

d. Una partición de la unidad tρiuiPI en M es subordinada a una cubierta
tUjujPJ si para todo i P I existe j P J tal que soppρiq Ă Uj .

Teorema 2.3.8. Sea M variedad y tUiuiPI cubierta abierta de M , entonces
existe una partición de la unidad tρiuiPI subordinada a esta cubierta.
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2.4. Haces vectoriales

Definición 2.4.1. Sean Em`k y Mm variedades y π : E ÑM una sumersión.
Decimos que E es un haz vectorial sobre M de rango k si:

1. Para toda x PM , π´1pxq es un espacio vectorial sobre R de dimensión k,
cuyas operaciones son funciones suaves en π´1pxq. A π´1pxq le llamaremos
la fibra de x en E.

2. Para todo x PM existe una vecindad Ux, tal que existe un difeomorfismo
de φx : π´1pUxq Ñ Rm ˆ Rk,

Normalmente a E le pondremos supeŕındice la dimensión de la fibra en lugar
de la dimensión de variedad diferenciable, entonces en lugar de escribir En`k

escribiremos Ek. De 2) podemos concluir que π, además de ser una sumersión,
es suprayectiva. A M le llamaremos el espacio base de E.

Definición 2.4.2. Sean E y F haces vectoriales sobre M . Una función diferen-
ciable f : E Ñ F es un homomorfismo entre haces vectoriales si f ˝ πF “ πE
y para todo x P M f |Ex : Ex Ñ Fx es una transformación lineal entre espacios
vectoriales.

Definición 2.4.3. Sea E un haz vectorial sobre M . Una sección de E es una
transformación diferenciable X : M Ñ E tal que π ˝X ” IdM .

Lo que hace una sección es que a cada x en M le asigna un vector en su
fibra π´1pxq. El conjunto de secciones de un haz E sobre M es un conjunto no
vaćıo, ya que cada espacio vectorial tiene un punto especial, el neutro aditivo
0, entonces si a cada x P M le asignamos el vector 0 en su fibra obtendremos
claramente una sección.

Ejemplos:

1. Sea M una variedad, el producto M ˆRk es un haz vectorial sobre M con
la topoloǵıa producto, cuya fibra tiene dimensión k. A esta clase de haces
les llamaremos haces triviales.

2. Sea M una variedad,
Ť

xPM

TxM con la topoloǵıa de la unión disjunta, ad-

quiere estructura de haz vectorial, en cada x de M tendremos su espacio
tangente. A este haz en particular le llamaremos haz tangente. A las sec-
ciones de este haz se les llama campos vectoriales.

3. Sean M y N variedades diferenciables, f : M Ñ N suave y E un haz
vectorial sobre N con proyección π, el haz pullback sobre M se define
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como f˚E “ tpv, xq P EˆM | fpxq “ πpvqu con la topoloǵıa inducida por
el producto. La proyección de este haz es la restricción de la proyección
canónica ρ : E ˆM Ñ M a f˚E. Este haz sobre M tiene fibra en x a
Efpxq, entonces la dimensión de f˚E es la misma que la dimensión de E.
Si g, f : M Ñ N son suaves, entonces f˚E y g˚E no necesariamente son
isomorfos como haces sobre M .

4. Sea V ectR la categoŕıa de espacios vectoriales sobre R de dimensión finita.
Sea T : V ectR Ñ V ectR funtor covariante. Para cualesquiera V y W en
V ectR T nos induce un mapeo T : HompV,W q Ñ HompT pV q, T pW qq.
Como HompV,W q – RdimV ¨dimW y lo mismo para HompT pV q, T pW qq,
tenemos un morfismo entre variedades diferenciables, en caso de que T
sea suave para cualesquiera par de espacios vectoriales diremos que el
funtor T es un funtor suave.

Teorema 2.4.4. Sea M una variedad suave, E un haz vectorial sobre M
y T : V ectk Ñ V ectk funtor covariante (contravariante) suave. Entonces
T pEq “

Ť

xPM

T pExq es un haz vectorial sobre M con la topoloǵıa de la

unión disjunta.

Demostración: Lo primero que podemos notar es que ya tenemos un mapeo
π : X Ñ T pEq suprayectivo que para toda x P M cumple que π´1pxq “
T pExq, es decir, las fibras de este mapeo son espacios vectoriales. Entonces
si a T pEq le damos estructura de variedad diferenciable tal que con π,
T pEq se convierta en un haz sobre M nuestro problema estaŕıa resuelto.
Si existiera F un haz vectorial sobre M con proyección πF y una función
biyectiva φ : T pEq Ñ F que es lineal en fibras tal que π “ πF ˝φ entonces
le podemos dar una estructura diferenciable a T pEq inducida por φ tal
que T pEq sea un haz sobre M .

a. Si tenemos dos haces F y G sobre M y φ : F Ñ G un morfismo de
haces, entonces hay un mapeo T pφq : T pEq Ñ T pF q que es lineal en
fibras, es decir, φ|T pExq : T pExq Ñ T pFxq es lineal.

b. Supongamos que E “ M ˆ Rk para alguna k P N. Entonces T pEq “
M ˆ T pRkq, entonces T pEq con esta identificación obtiene estructura
de variedad diferenciable y de haz vectorial sobre M .

c. Ahora supongamos que existe un isomorfismo φ : E Ñ M ˆ V :“ F ,
por a tenemos un mapeo biyectivo lineal en fibras T pφq : T pEq Ñ T pF q,
por el inciso b podemos darle estructura de haz vectorial a T pEq tal
que T pφq sea un isomorfismo de haces vectoriales.

Tenemos que demostrar que esta definición no depende de φ, es decir,
si existe un isomorfismo de haces ψ : E Ñ M ˆ Rk :“ G entonces
T pψ ˝ φ´1q es un isomorfismo. Como φ y ψ son isomorfismos entonces
ψ˝φ´1 : MˆRk ÑMˆRk es un isomorfismo, al cual lo podemos pensar
como un mapeo λ : M Ñ HompRk,Rkq, donde λpxq “ ψ ˝ φ´1|xˆRk :
Rk Ñ Rk. Entonces T pψ ˝ φ´1q : M ˆ T pRkq Ñ M ˆ Rk, la podemos
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pensar como T ˝λ. Como ψ y φ son suaves ψ˝φ´1 es suave, λ es suave al
igual que T , entonces T ˝λ es suave. Entonces T pψ ˝φ´1q es suave y es
un isomorfismo (es evidente quién es su inverso). Entonces el siguiente
diagrama conmuta

T pEq

id

��

T pφq
// T pF q

T pψ˝φ´1
q

��

T pEq
T pψq

// T pGq

e implica que las estructuras son equivalentes.

d. Sea E un haz vectorial sobre M (no necesariamente trivial) con pro-
yección π, entonces para todo x en M existe una vecindad Ux, tal que
π´1pUxq es un haz trivial sobre Ux. Por c, T pUxq tiene una única es-
tructura de haz vectorial. Si tenemos dos abiertos trivializadores Ux y
Uy tal que UxXUy ‰ H, entonces T pUxXUyq tiene dos estructuras de
haz vectorial heredadas por T pUxq y T pUyq, pero por c las estructuras
heredadas son equivalentes, es decir, los mapeos de transición de T pEq
serán suaves, entonces T pEq es un haz vectorial sobre M .

El caso de funtor contravariante se hace de manera análoga. �

Como ejemplo tenemos al funtor Homp ,Rq, que a cada espacio vectorial le
asigna su espacio dual. Si M es una variedad suave y E es su haz tangente,
a HompE,Rq le llamaremos haz cotangente, a una sección de este haz le
llamaremos 1-forma.

También si nos tomamos un espacio vectorial Rk nos induce un funtor
suave dado por

À

Rk que a cada espacio vectorial V le asigna el espacio
vectorial V

À

Rk.

5. Sea Gps,Rnq el grasmanniano de s planos en Rn. Para cada x P Gps,Rnq
sea Ex el subespacio vectorial de dimensión s asociado a x. Entonces E :“

Ť

xPGps,Rnq
Ex es un haz vectorial sobre Gps,Rnq, a este haz le llamaremos

el haz tautológico de Gps,Rnq.

Al igual que las variedades tienen subvariedades, las haces vectoriales tendrán
subhaces definidos de una manera similar.

Definición 2.4.5. Sea M una variedad suave y E un haz vectorial sobre M ,
decimos que F Ď E es un subhaz vectorial de E si F es una subvariedad de
E, π|F : F Ñ M cumple la definición de haz vectorial y sus cartas son las
restricciones canónicas.

Definición 2.4.6. Sean πE : E ÑM y πF : F Ñ N haces vectoriales sobre M
y N , decimos que φ : E Ñ F es un homomorfismo de haces si:
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1. Existe una función suave f : M Ñ N llamada función base tal que el
siguiente diagrama conmuta

E

πE

��

φ
// F

πF

��

M
f
// N.

2. φ es suave.

3. Es lineal en fibras, es decir, φ|Ex : Ex Ñ Ffpxq es lineal para todo x PM .
Sabemos que este mapeo esta bien definido por 1.

Sea f : M Ñ N función suave, entonces para cada x P M tenemos la trans-
formación lineal pdfqx : TxM Ñ TfpyqN , entonces podemos definir pdfq : TM Ñ

TN el cual es claramento un homomorfismo con función base f .

Proposición 2.4.7. Sean πE : E Ñ M y πF : F Ñ N haces vectoriales sobre
M y N , φ : E Ñ F un homomorfismo con función base f . Supongamos que
φx tiene el mismo rango para toda x P M , entonces Kerφ “

Ť

xPM

Kerφx es un

subhaz vectorial de E.

Esta proposición no la demostraremos pero nos será útil en el futuro. Para
finalizar esta sección daremos la definición de vecindad tubular y enunciaremos
un teorema de existencia.

Definición 2.4.8. Sea M variedad con N Ă M subvariedad. Una vecindad
tubular de N en M es un abierto L de M con una sumersión π : LÑ N tal que

1. L es un haz vectorial sobre N con proyección π.

2. N Ă L es la imagen de la sección cero de este haz.

Teorema 2.4.9. Sea M variedad y N Ă M subvariedad, entonces existe una
vecindad tubular de N .

Como le pedimos a la vecindad tubular que sea un abierto de M podemos
notar que la dimensión de las fibras de este haz será la codimensión de la sub-
variedad.

2.5. Haces fibrados

Cuando tenemos π : E Ñ M un haz vectorial sobre M , cada fibra π´1pxq es
un espacio vectorial de dimensión finita, pero un espacio vectorial de dimensión
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finita al mismo tiempo es una variedad suave, entonces podemos cambiar nuestra
definición de haz vectorial y en un lugar de poner espacio vectorial lo podemos
cambiar por variedad.

Definición 2.5.1. Sean E, F y M variedades, π : E Ñ M una sumersión.
Entonces E es un haz fibrado sobre M si para todo x PM , existe una vecindad
Ux y un difeomorfismo φUx : π´1pUxq Ñ Ux ˆ F tal que el siguiente diagrama
conmuta

π´1pUxq
φUx //

π

%%

Ux ˆ F

πUx

��

Ux

donde πUx es la proyección canónica en el primer factor.

Podemos notar que cada fibra de π es difeomorfa a F , si restringimos φUx .
A diferencia de los haces vectoriales aqúı no tenemos necesariamente un punto
distinguido en F , entonces, no necesariamente van a existir secciones de E.

Como ejemplos tenemos a los haces vectoriales y a los haces fibrados producto,
es decir, nos tomamos dos variedades M y F , entonces el producto MˆF con la
proyección π : MˆF ÑM es un haz fibrado sobre M . En este trabajo estaremos
trabajando con un haz fibrado muy particular que definiremos a continuación.

Definición 2.5.2. Sean M y N variedades suaves, x P M . Supongamos que
f, g : M Ñ N son funciones suaves, con fpxq “ gpxq “ y.

1. Decimos que f tiene contacto de primer orden con g en x si pdfqx “ pdgqx
como transformaciones lineales de TxM Ñ TyN .

2. Decimos que f tiene contacto de orden k con g en x si pdfq : TM Ñ TN
tiene contacto de orden pk ´ 1q con pdgq en todo punto de TxM . Esto lo
vamos a denotar como f „k g en x, ocupamos esta notación ya que ésta
es, obviamente, una relación de equivalencia sobre el conjunto de funciones
suaves de M en N tales que fpxq “ y.

3. Sea JkpM,Nqx,y el conjunto de clases de equivalencia bajo la relación „k
en x.

4. Sea JkpM,Nq :“
Ť

px,yqPMˆN

JpM,Nqx,y. A un elemento σ de este conjunto

le llamaremos k-jet de mapeos (o k-jet) de M en N .

Nuestra intención es demostrar que JkpM,Nq es una variedad diferenciable
y un haz fibrado sobre M para toda k P N, pero aplazaremos esta demostración
para notar algunos hechos y demostrar unos lemas que nos ayudarán con esto.
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Sea σ un k-jet, entonces existen x PM y y P N tales que σ P JkpM,Nqx,y, a x
lo llamaremos la fuente de σ y a y el blanco de σ. Entonces tenemos dos mapeos,
α : JkpM,Nq ÑM que a cada k-jet le asignamos su fuente y β : JkpM,Nq Ñ N
que a cada k-jet le asigna su blanco. Es claro que α y β están bien definidas
por el inicio de este párrafo. A partir de este momento usaremos las letras α y
β exclusivamente para estos mapeos.

Dada una función f : M Ñ N , ésta nos induce un mapeo jkpfq : M Ñ

JkpM,Nq llamado el k-jet de f que a cada x P M le asigna la clase de f en
JkpM,Nqx,fpxq. En caso de que JkpM,Nq fuera una variedad diferenciable, nos

gustaŕıa que los mapeos α, β y jkpfq fueran diferenciables, ya que definirlos
probablemente seŕıa una pérdida de tiempo si no lo fueran. Cuando k “ 0
a J0pM,Nq lo podemos identificar con M ˆ N , a cada 0-jet le asignamos su
fuente y su blanco en M ˆN , es decir, j0pfqpxq “ px, fpxqq.

Lema 2.5.3. Sea U un abierto de Rn y y P U . Sean f, g : U Ñ Rm suaves.
Entonces f „k g en y ðñ

B|γ|fi
Bxγ

pyq “
B|γ|gi
Bxγ

pyq

para todo multíındice γ con |γ| ď k y 1 ď i ď m. Donde fi y gi son las funciones
coordenadas de f y g respectivamente y xi las coordenadas en U .

Demostración: Para k “ 1, f „1 g en y ðñ pdfqy “ pdfqy como trans-
formaciones lineales, pero esto nos dice que las entradas de las matrices son
exactamente las mismas, por lo tanto, las derivadas parciales de primer orden
de f y g en y son iguales.

Supongamos que el lema es cierto para k´1. Sean x1, . . . , xn las coordenadas
correspondientes a Rn en U ˆRn “ TU (los haces tangentes de abiertos de Rn
son siempre triviales). Con estas coordenadas podemos ver a pdfqy : U ˆ Rn Ñ
Rm ˆ Rm está dada por px, xq Ñ pfpxq, f1px, xq, . . . , fmpx, xqq donde

fipx, xq “
n
ÿ

j“1

Bfi
Bxj

pxqxj .

Podemos hacer lo mismo para pdgq (cuando escribimos fi nos estamos refi-
riendo a las funciones coordenadas de fi, lo mismo para x).

Por hipótesis de inducción pdfq „k´1 pdfq para todo punto py, vq P tyu ˆ Rn
lo cual implica que las derivadas de pdfq y pdgq son iguales en estos puntos. Sea
γ un multíındice con |γ| ď k ´ 1 entonces

B|γ|fi
Bxγ

py, vq “
B|γ|gi
Bxγ

py, vq.
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Evaluamos en vj “ p0, . . . , 1, . . . , 0q P Rn con 1 en la j-ésima coordenada, enton-
ces

B|γ|Bfi
BxγBxj

pyq “
B|γ|Bgi
BxγBxj

pyq.

Este proceso lo podemos hacer para cada j tal que 1 ď j ď n, y obtenemos lo
deseado. La otra implicación es obvia. �

De la prueba anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.5.4. f, g : U Ñ Rm contacto de orden k en y P U si y sólo si los
polinomios de Taylor de f y g en y de grado k son iguales.

También como consecuencia del lema anterior y de la regla de la cadena
tenemos:

Corolario 2.5.5. Sean U Ď Rn abierto y V Ď Rm abierto. Sean f1, f2 : U Ñ V
y g1, g2 : V Ñ Rl suaves. Supongamos que existe x P U tal que f1 „k f2 en x y
g1 „k g2 en f1pxq “ f2pxq, entonces g1 ˝ f1 „k g2 ˝ f2 en x.

Como consecuencia de estos dos corolarios tenemos:

Proposición 2.5.6. Sean M1,M2,M3,M4 variedades suaves y k P N.

1. Sea h : M2 ÑM3 suave, entonces h induce un mapeo h˚ : JkpM1,M2q Ñ

JkpM1,M3q definido de la siguiente manera; sea σ P JkpM1,M2qx,y y f

un representante de σ, entonces h˚pσq “ h ˝ fpxq P JkpM1,M3qx,hpyq.

2. Sea γ : M3 Ñ M4 suave. Entonces γ˚ ˝ h˚ “ pγ ˝ hq˚ como mapeos de
JkpM1,M2q Ñ JkpM1,M4q y pidM2

q˚ “ idJkpM2,M2q
. Entonces si h es un

difeomorfismo, h˚ será una biyección.

3. Sea g : M3 Ñ M1 difeomorfismo, entonces g induce un mapeo g˚ :
JkpM1,M2q Ñ JkpM3.M2q definido de la siguiente manera, sea
τ P JkpM1,M2qx,y y f un representante de τ . Entonces g˚pτq “

f ˝ gpg´1pxqq P JkpM1,M3qg´1pxq,y.

4. Sea ξ : M4 ÑM3 difeomorfismo. Entonces ξ˚ ˝g˚ “ pg ˝ξq˚ como mapeos
de JkpM1,M2q Ñ JkpM4,M2q y pidM1

q˚ “ idJkpM1,M1q
tal que g˚ es una

biyección.

Demostración: Para demostrar 1 y 3, ocupamos el último corolario para ver
que están bien definidas. Para 2 y 4 ocupamos el hecho de que los difeomorfismos
tienen inversa suave. �

Sea Rkrx1, . . . , xns el espacio vectorial de polinomios en n variables de grado
menor o igual que k que tienen término constante 0 sobre R. Este es un espacio
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vectorial de dimensión finita, entonces le podemos dar estructura de variedad

diferenciable. Sea V kn,m “
m
À

i“1

Rkrx1, . . . , xns. Como tenemos un número finito

de sumandos, este vuelve a ser un espacio vectorial de dimensión finita, de la
misma manera es una variedad diferenciable.

Sea U Ď Rn abierto y f : U Ñ R suave. Definimos pkpfq : U Ñ Rkrx1, . . . , xns,
que a cada x0 nos lo manda a los primeros k términos del polinomio de Taylor
de f centrado en x0 sin contar el término constante.

Lema 2.5.7. Sea V Ď Rm abierto, entonces hay una biyección φkU,V :

JkpU, V q Ñ U ˆ V ˆ Rkrx1, . . . , xns donde

φkU,V pσq “ pαpσq, βpσq, pkpf1qpx0q, . . . , pkpfmqpx0qq

con f : U Ñ V suave representante de σ.

Por lo que demostramos anteriormente la función está bien definida y es in-
yectiva, la suprayectividad es aún más clara. �

Lema 2.5.8. Sean U y U 1 abiertos de Rn, V y V 1 abiertos de Rm. Sean h :
V Ñ V 1 y g : U Ñ U 1 suaves con g un difeomorfismo. Entonces

φkU 1,V 1 ˝ pg
´1q˚h˚ ˝ pφ

k
U,V q

´1 : U ˆ V ˆ V kn,m Ñ U 1 ˆ V 1 ˆ V kn,m

es suave.

Demostración: Sea p “ px0, y0, f1px0q, . . . , fmpx0qq con fi P Rkrx1, . . . , xns,
1 ď i ď m. Sea f : U Ñ Rm, dada por fpxq “ y0 ` pf1px ´ x0q, . . . , fmpx ´
x0qq. Entonces fpx0q “ y0 ya que cada fi P Rkrx1, . . . , xns. Sea σ la clase de
equivalencia en JkpU, V qx0,y0 , entonces φkU.V pσq “ p. Por definición de pg´1q˚ y
h˚ tenemos que pg´1q˚ ˝ h˚pσq “ jkph ˝ f ˝ g´1qpx0q.

Entonces

φkU 1,V 1 ˝ pg
´1q˚ ˝ h˚ ˝ pφ

k
U,V q

´1ppq “ φkU 1,V 1pj
kph ˝ f ˝ g´1qpx0qq “

pgpx0q, hpy0q, pkph ˝ f ˝ g
´1q1pgpx0qq, . . . , pkph ˝ f ˝ g

´1qmpgpx0qq,

donde ph ˝ f ˝ g´1qi son las funciones coordenadas de la composición. Para
demostrar que el mapeo es suave, nada más tenemos que demostrar que las
funciones coordenadas son suaves, es claro que las dos primeras coordenadas del
mapeo son suaves ya que la composición de mapeos suave es suave. Entonces
para ver que es suave, nada más nos hace falta restringir el codominio a V kn,m.
Sea δ “ ph ˝ f ˝ g´1q. Entonces

pkpδiqpgpx0qq “
ÿ

1ď|γ|ďk

B|γ|δi
Bx|γ|

pgpx0qqpx´ x0q
γ .
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Como la δi depende de las derivadas parciales de g, h y f , ésta será suave
para todo multíındice γ y para cada i. �

Como las variedades son localmente euclidianas podemos notar que lo que
estamos intentando hacer es que si las cartas de JkpM,Nq son de la forma
JkpU, V q, con U y V cartas de M y N respectivamente, entonces JkpM,Nq
seŕıa localmente euclidiano.

Teorema 2.5.9. Sean Mm, Nn y Ll variedades, entonces

1. JkpM,Nq es una variedad de dimensión m` n` dimpV kn,mq.

2. α : JkpM,Nq Ñ M , β : JkpM,Nq Ñ N y α ˆ β : JkpM,Nq Ñ M ˆ N
son sumersiones (las sumersiones son suaves).

3. Si h : N Ñ L suave, entonces h˚ : JkpM,Nq Ñ JkpM,Lq es suave. Si
g : M Ñ N es un difeomorfismo entonces g˚ : JkpN,Lq Ñ JkpM,Lq es
un difeomorfismo.

4. Si g : M Ñ N suave, entonces jkpgq : M Ñ JkpM,Nq es suave.

Demostración:

1. Es claro que JkpM,Nq es segundo numerable y además es Hausdorff por
ser unión ajena de Hausdorff indexados por un espacio Hausdorff. Sea U1

dominio de una carta ξ1 en M y V1 dominio de una carta ψ1 en N . Sea
U 11 “ ξ1pU1q y V 11 “ ψ1pV1q. Entonces tenemos el mapeo pξ´1q˚ ˝ ψ˚ :
JkpU, V q Ñ JkpU 1, V 1q. Sea τU,V :“ φkU 1,V 1 ˝ pξ

´1q˚ ˝ ψ˚ : JkpU, V q Ñ

U 1 ˆ V 1 ˆ V kn,m, las cartas de JkpM,Nq las definimos como las τU,V , para
ser variedad diferenciable nos faltaŕıa probar que los cambios de cartas
son diferenciables, pero esto es una simple consecuencia del lema anterior.

Para calcular la dimensión nada más nos hace falta calcular la dimensión
de V kn,m. Los polinomios homogéneos de grado 0 tienen dimensión 1, los

de grado 1 tienen dimensión n “

ˆ

n` 1´ 1
1

˙

. Supongamos que la di-

mensión de los polinomios homogéneos de grado k es

ˆ

n` k ´ 1
k

˙

. Ahora

calculamos la dimensión de los de grado k ` 1, a x0
n le corresponde un

espacio de dimensión

ˆ

n` k ´ 1
k

˙

, a x1
n uno de dimensión

ˆ

n` k ´ 2
k ´ 1

˙

,

aśı hasta xk`1
n al cual le corresponde uno de dimensión

ˆ

n
0

˙

. Entonces

ˆ

n
0

˙

`

ˆ

n
1

˙

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n` k ´ 2
k ´ 1

˙

`

ˆ

n` k ´ 1
k

˙
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“

ˆ

n` 1
1

˙

`

ˆ

n` 1
2

˙

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n` k ´ 1
k

˙

“ ¨ ¨ ¨ “

ˆ

n` k
k

˙

.

Entonces la dimensión de V kn,m es

1´ 1`

ˆ

n
1

˙

`

ˆ

n` 1
2

˙

¨ ¨ ¨ `

ˆ

n` k ´ 1
k

˙

“

ˆ

n` 1
1

˙

`

ˆ

n` 1
2

˙

` ¨ ¨ ¨ `

ˆ

n` k ´ 1
k

˙

´ 1

“ ¨ ¨ ¨ “

ˆ

n` k
k

˙

´ 1.

2. En coordenadas locales α y β son la proyección en el primer y segundo
factor respectivamente, entonces son sumersiones. De la misma manera
αˆ β también lo es.

3. Que una función sea suave en un punto es una condición local, entonces
por como definimos las cartas de JkpM,Nq y por el lema anterior, h˚ es
suave, de la misma manera g˚ será suave, y es un difeomorfismo ya que
existe g1 función inversa de g que es un difeomorfismo, lo cual implica que
pg1q˚ es suave, por lo tanto pg1q˚ es la función inversa de g˚, por lo tanto
g˚ es un difeomorfismo.

4. Procedemos de la misma manera, como la suavidad de una función es una
condición local, por como definimos nuestras cartas y por el lema anterior
jkpgq es suave. �

Corolario 2.5.10. Sean M y N variedades, k, l P N con k ą l. Entonces existe
una proyección canónica suave πk,l : JkpM,Nq Ñ J lpM,Nq que a cada k-jet
nos lo manda a su clase de l-jet.

Demostración: Por como definimos nuestras cartas lo que hace πk,l es nada
más olvidarse de los términos de ordeną l de cada k-jet, es decir, en coordenadas
locales es una proyección, por lo tanto es suave. �

Por como definimos las cartas es claro que JkpM,Nq es un haz fibrado sobre
M , en general no será un haz vectorial, pero si N – Rn para alguna n P N,
entonces JkpM,Nq śı será un haz vectorial sobre M . También es claro que
J1pM,Nq – HompTM, TNq. Finalmente, por nuestro último corolario, si k ą l
entonces JkpM,Nq es un haz fibrado sobre J lpM,Nq con proyección πk,l.
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Caṕıtulo 3

Topoloǵıa de Whitney

Cuando definimos una topoloǵıa en un conjunto X, estamos definiendo un
concepto de “cercańıa” , por ejemplo, estamos diciendo cuales sucesiones con-
vergen o no. En el área de análisis, al espacio de funciones entre dos espacios
métricos le damos la topoloǵıa del supremo, en la cual dos funciones están cerca
si y sólo si sus imágenes están cerca. En nuestro caso de funciones entre varie-
dades diferenciables tenemos más estructura, ya que no sólo vamos a querer que
las imágenes de dos funciones estén cerca, sino también que sus derivadas estén
cerca. En este caṕıtulo definiremos la topoloǵıa de Whitney en C8pM,Nq con la
ayuda de los haces de k-jets y desarrollaremos las propiedades más elementales
de este espacio.

3.1. Definiciones

Definición 3.1.1. Sean M y N variedades suaves.

1. Sea k P N. Sea U Ď JkpM,Nq, definimos P kpUq Ď C8pM,Nq de la
siguiente manera:

P kpUq :“ tf P C8pM,Nq | jkpfqpMq Ă Uu.

Es claro que P kpUq X P kpV q “ P kpU X V q. Si el contexto nos lo permite
omitiremos la k de P kpUq.

2. La familia de subconjuntos tP kpUqu con U P JkpM,Nq abierto forman una
base de una única topoloǵıa en C8. Esta topoloǵıa se llama la topoloǵıa
Ck de Whitney. A los abiertos de esta topoloǵıa los denotamos como Wk.
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3. La topoloǵıa C8 de Whitney (o simplemente topoloǵıa de Whitney) en

C8pM,Nq es la topoloǵıa cuya base es W “
8
Ť

k“0

Wk. Ésta es una base

bien definida ya que Wl Ă Wk cuando k ą l, ya que el mapeo πk,l :
JkpM,Nq Ñ J lpM,Nq es una sumersión.

En nuestra definición de esta topoloǵıa nunca le pedimos nada a M y a N
(sólo que sean variedades diferenciables), pero si M es compacta obtendremos
una topoloǵıa muy distinta a cuando M no lo es (para nuestra suerte en el
futuro solo trabajaremos cuando M es compacta).

Como JkpM,Nq es una variedad, existe una métrica d compatible con la
topoloǵıa. Sea f P C8pM,Nq, definimos

Bδpfq :“ tg P C8pM,Nq | @x PM, dpjkfpxq, jkgpxqq ă δpxqu,

donde δ : M Ñ R` es una función continua. Entonces si probamos que Bδpfq
es abierto en JkpM,Nq para toda δ de este estilo tendremos que P pBδpfqq es
una vecindad abierta de f en C8.

Sea γ : JkpM,Nq Ñ R definida como γpσq “ δpαpσqq ´ dpjkfpαpσq, σqq.
Este es un mapeo continuo, ya que γ en M es continua y los otros mapeos son
diferenciables. Sea U “ γ´1p0,8q abierto en JkpM,Nq, y por como definimos
Bδpfq tenemos que Bδpfq “ P pUq. Ahora, si tenemos W Ď C8pM,Nq vecindad
de f demostraremos que existe δ : X Ñ R tal que W “ Bδpfq.

Como W es vecindad de f , existe V Ď C8pM,Nq abierto tal que f P P pV q Ď
W , sea mpxq “ ı́nftdpσ, jkfpxqq | σ P α´1pxqX pJkpM,Nq´V qu (la x está fija).
Notamos que mpxq “ 0 si α´1pxq Ă V . Sea γ : X Ñ R` función continua tal
que δpxq ă mpxq @x P M . Como m alcanza su ı́nfimo en cualquier subconjun-
to compacto de M , entonces podemos definir δ localmente para que cumpla lo
que queremos, luego con un argumento de particiones de la unidad la podemos
definir globalmente (cualquier variedad es unión numerable de compactos). En-
tonces Bδpfq Ď W . De cierta manera estamos “metrizando” las vecindades de
f , aunque C8pM,Nq no sea necesariamente un espacio métrico.

Si tenemos δ, η : M Ñ R` continuas, sea γ : M Ñ R` definida como γpxq “
ı́nftδpxq, ηpxqu, como la función ı́nf es continua entonces γ es continua, y además
Bγpfq “ Bδpfq XBηpxq. Entonces tBδpfqu son una base de vecindades de f en
la topoloǵıa Ck de Whitney en C8.

Toda función de un compacto en R` está acotada por abajo por la función
constante 1

n para alguna n P N, entonces cuando M es compacta tenemos que
para toda δ existe una n que cumple lo anterior, es decir, B 1

n
pfq Ă Bδpfq,

entonces acabamos de probar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Sean M y N variedades con M compacta, entonces C8pM,Nq
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es primero numerable y la base de vecindades para f P C8pM,Nq estará dada
por tB 1

n
pfqunPN.

Corolario 3.1.3. Sean M y N variedades con M compacta, tfnunPN Ă
C8pM,Nq, entonces tfnunPN converge en C8pM,Nq en la topoloǵıa Ck si y
sólo si jkfn converge uniformemente a jk.

Esto es una consecuencia simple de como definimos nuestras bolas en
C8pM,Nq. Como todas las vecindades de una función f P C8pM,Nq son de
la forma Bδpfq con δ : M Ñ R` continua, entonces cuando M no es com-
pacta C8pM,Nq aparentemente no será primero numerable ya que ocupamos
fuertemente la compacidad de M en la prueba anterior.

Teorema 3.1.4. Sean M y N variedades, tfnunPN Ă C8pM,Nq. La sucesión
tfnunPN converge a f en la topoloǵıa Ck si y sólo si existe un compacto K ĂM
tal que jkfn converge uniformemente a jkf en K y nada más un número finito
de fn son diferentes a f fuera de K.

Demostración: La suficiencia es obvia, aśı que nada más tenemos que de-
mostrar la necesidad. Lo haremos por contradicción, supongamos que tfnunPN
converge a f pero no existe K con la propiedad deseada. Sean tKiuiPN ĂM una

sucesión de compactos tales que Ki Ă intKi`1 y M “
8
Ť

i“1

Ki. Existe una fun-

ción fn1 distinta a f . Entonces existe xn1 PM tal que dpjkfn1pxn1q, j
kfpxn1q “

an1
ą 0, entonces existe m1 tal que xn1

P Km1
. Sea δ1 : M Ñ R` tal que

δ1pKm1
q ” an1

. Inductivamente elegimos tfniu
s
i“1 para alguna s P N, que para

cada s existirá una xns P Kms y una función continua δs : X Ñ R` tales que
dpjkfnspxnsq, j

kfpxnsq ą δspxnsq.

Ahora elegimos fns`1
tal que sea distinta a f fuera de algún compacto Kms`1.

Sea xns`1 R Kms`1 con dpjkfns`1pxs`1q, j
kfpxns`1qq “ ans`1 ą 0. Entonces

xns`1 P Kms`1 para algún ms`1, y elegimos δs`1 de la misma manera. Elegimos
una partición de la unidad asociada a nuestra cubierta de Ki y “pegamos”las
δs en una función δ : M Ñ R` continua, que vale ans`1

P pKms`1
´ Kms`1q.

Entonces estamos construyendo una subsucesión tfniuiPN y una función δ tal
que para toda i P N, fni R Bδpfq, es decir, tfniuiPN no converge a f . �

Corolario 3.1.5. Si M no es compacta entonces C8pM,Nq no es primero
numerable.

Demostración: Supongamos que si es primero numerable. Sea f P C8pM,Nq
y tWiuiPN una base de vecindades de f . Para cada i P N elegimos δi : M Ñ R`
tal que Bδipfq Ď Wi y una sucesión de puntos txiuiPN que no tenga punto
ĺımite. Elegimos una función δ : M Ñ R` tal que δpxiq ă δipxiq para todo
i P N, podemos construir a δ localmente y luego la podemos extender con una
partición de la unidad. Como tWiuiPN es una base de vecindades de f entonces

23



existe m P N tal que Wm Ă Bδpfq lo cual implica que Bδmpfq Ă Bδpfq. Esto es
una contradicción, ya que construimos δ para que esto no pasara. �.

Definición 3.1.6. Sea X un espacio topológico. Decimos que

1. Y Ď X es residual si es la intersección numerable de abiertos densos de
X.

2. X es un espacio de Baire si todo subconjunto Y residual es denso en X.

Proposición 3.1.7. Sean M y N variedades, entonces C8pM,Nq es un espacio
de Baire con la topoloǵıa C8 de Whitney.

Demostración: Para k P N elegimos una métrica dk para JkpM,Nq. Sean
tUiuiPN Ă C8pM,Nq abiertos densos y V Ă C8pM,Nq abierto. Si C8pM,Nq

fuera un espacio de Baire, entonces
Ş

iPN
Ui seŕıa denso si y sólo si V X

ˆ

Ş

iPN
Ui

˙

‰

H ya que V es arbitrario.

Como V es abierto entonces existe k0 y W Ă Jk0pM,Nq abierto tal que
P pW q Ă V con P pW q ‰ H. Entonces en realidad vamos a demostrar que
MpW qp

Ş

iPN
Uiq ‰ H, lo cual obviamente implica la afirmación.

Sean tfiuiPN Ă C8pM,Nq, para cada i P Z elegimos Wi Ă JkipM,Nq abierto
que satisfaga:

1. fi P P pW q X

˜

i´1
Ş

j“1

MpWjq

¸

X Ui,

2. P pWiq Ď Ui y fi P P pWiq y

3. pi ą 1q dspj
sfipxq, j

sfi´1pxqq ă 2´1 para todo x PM y 1 ď s ď i.

Supongamos que esto es cierto. Definimos gspxq “ ĺımiÑ8 j
sfipxq. Como ds

convierte a JspX,Y q en un espacio métrico completo y por 3 tjsfipxquiPN es una
sucesión de Cauchy, por lo tanto gs está bien definido. Como j0fipxq “ px, fipxqq
(localmente), podemos definir g : M Ñ N tal que g0pxq “ px, gpxqq. Si g queda
definida de esta forma, tendŕıamos que para cada i P N, fi P P pW q por 1,
entonces g “ ĺımiÑ8 fi P P pW q. Por 2, Ws fue elegido tal que P pWsq Ă Us y
por 1 cada fi con i ą s está en P pWsq. Entonces g P P pWsq, como s es arbitrario

g P P pW q X p
8
Ş

s“1
Usq, y obtenemos el resultado.

Para ver que g es suave es suficiente ver que es suave en algún x PM arbitrario.
Sean x PM , K ĂM vecindad compacta de M y L Ă N vecindad compacta de
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gpxq (las variedades son localmente compactas) con gpKq Ă L. Podemos suponer
que K y L se encuentran en dominios de cartas (en caso de que no lo fueran
las podemos hacer más pequeñas para que cumplan esto), entonces podemos
suponer K Ă Rn y L Ă Rm (hacemos énfasis en que la diferenciabilidad de una
función es una propiedad local).

Recordemos que elegimos ds métrica en JspM,Nq tal que fuera compatible
con la topoloǵıa, por 3, tjsfiuiPN converge uniformemente a g en K. Si le damos
coordenadas a JspM,Nq entonces jsfipxq es simplemente el polinomio de Taylor
de orden s, es decir, es

ř

b

B|b|fi{Bx
|b| con |b| ď s, por 3 estas derivadas parciales

convergen uniformemente en K. Entonces

B|b|fi
Bxb

pyq “
g|b|

Bxb
pyq para toda y P K y para todo |b| ď s.

Como s fue arbitrario, entonces las derivadas parciales de todos los órdenes
de g existen en x, por lo tanto, g es suave.

Sea f1 P P pW q X U1, existe ya que U1 es denso y P pW q es abierto. Entonces
satisface 1. Como U1 es abierto y f P U1 elegimos k1 y W1 Ă Jk1pM,Nq abierto,
de modo que f1 P P pW1q y P pW1q Ă U1, entonces 2 se cumple y 3 por vacuidad.
Supongamos que esto lo podemos hacer para j ď i´ 1. Sea

Di “ tg P C
8pM,Nq | dspj

sgpxq, jsfi´1pxqq ď
1

2i
para 1 ď s ď i

y para todo x PMu.

Si Di Ă C8pM,Nq fuera abierto, sea Ei :“ P pW qXp
i´1
Ş

j“1

P pWjqqXDi seŕıa abier-

to (intersección finita de abiertos es abierto). Entonces fi´1 P Ei por hipótesis
y por como definimos Di. Como Ei es abierto (no vaćıo) y Ui es denso, entonces
existe fi P Ei X Ui. Entonces Ei cumple 1 y además por como está definido Di

cumple 3. Entonces tenemos que demostrar que Di es abierto. Sea

Fs “ tg P C
8pM,Nq | dspj

sgpxq, jsfi´1pxqq ă
1

2i
, @x PMu.

Entonces Di “
i
Ş

j“1

Fj , si cada Fj fuera abierto, entonces Di será abierto por ser

intersección finita de abiertos. Sea Bx “ α´1pxqXBp 1
2i , j

sfi´1pxqq (recordemos
que α es el mapeo fuente) con:

Bp2´1, jsfi´1pxqq :“ tσ P JspM,Nq | dspσ, j
sfi´1pxqq ă 2´1u.

Sea G :“
Ť

xPM

Bx. Por como definimos Bx, tenemos que Fs “ P pGq, entonces

nuestro problema se redujo a demostrar que G es abierto en JspM,Nq. Sea σ P G
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y xσ “ αpσq. Sea ψ : M Ñ R definido como ψpqq “ dspj
sfi´1pqq, j

sfi´1pxqq, co-
mo la métrica es compatible con la topoloǵıa de JspM,Nq y α es diferenciable, el
mapeo ψ es continuo. Sea H :“ α´1pψ´1p´δ2 ,

δ
2 qq, con δ “ 1

2i ´dspσ, j
sfi´1pxqq,

como ψ y α son continuas, H es abierto en M . Entonces H XBp δ2 , σq es abierto
y contiene a σ.

Sea τ P H XBp δ2 , σq, si τ P G cumpliŕıa que dspτ, j
sfi´1αpτqq ă 2´1, pero

dspτ, j
spfi´1pαpτqqq ď dspτ, σq ` dspσ, j

sfi´1pxqq`

dspj
sfi´1pxq, j

sfi´1pαpσqqq ă
δ

2
`

ˆ

1

2i
´ δ

˙

`
δ

2
“

1

2i

Entonces H XBp δ2 , σq Ă G, por lo tanto G es abierto. �

Que C8pM,Nq sea un espacio de Baire nos dice que los abiertos densos son
muy “grandes”, ya que su intersección vuelve a ser densa. Por el momento
seguiremos demostrando otras propiedades de C8pM,Nq pero que éste sea un
espacio de Baire será una de las bases de este trabajo.

Proposición 3.1.8. Sean M y N variedades. Entonces el mapeo jk :
C8pM,Nq Ñ C8pM,JkpM,Nq es continuo en la topoloǵıa C8.

Demostración: Sea U Ă J lpM,JkpM,Nqq abierto entonces P pUq Ă
C8pM,JkpM,Nqq es abierto, para que jk sea continua tenemos que demostrar
que pjkq´1pP pUqq es abierto, ya que los conjuntos de la forma P pUq forman una
base de la topoloǵıa C8. Sea

ak,l : Jk`lpM,Nq Ñ J lpM,JkpM,Nqq,

sea σ P Jk`lpM,Nq cuya fuente es x PM y f : M Ñ N un representante de σ,
definimos ak,lpσq “ jlpjkfqpxq, por lo cual ak,s es suave.

Entonces sabemos que a´1
k,l pUq es abierto en Jk`lpM,Nq. Por como definimos

a ak,l, ak,l ˝ j
k`lf ” jl ˝ jkpfq : M Ñ J lpJkpM,Nqq, entonces P pa´1

k,l pUqq “

pjkq´1pP pUqq, por lo tanto, jk es continua. �

Proposición 3.1.9. Sean M , N y L variedades, φ : N Ñ L diferenciable. En-
tonces φ˚ : C8pM,Nq Ñ C8pM,Lq es continuo en la topoloǵıa C8 de Whitney.

Demostración: Esto es una consecuencia trivial de que φ˚ : JkpM,Nq Ñ
JkpM,Lq es diferenciable para toda k P N. �

Ahora estudiaremos las propiedades de C8pM,Rq como espacio vectorial so-
bre R. Nos gustaŕıa que C8pM,Rq fuera un espacio vectorial topológico, es decir,
que las operaciones de este espacio vectorial sean compatibles con la topoloǵıa
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de Whitney. En el caso cuando M no es compacta no lo será. Por ejemplo,
elegimos f : M Ñ R tal que tenga soporte no compacto, podemos elegir una
función constante. Entonces si las operaciones fueran continuas tendŕıamos que
ĺımnÑ8

f
n ” 0, pero esto no es posible por cómo es la convergencia en este es-

pacio y f tiene soporte no compacto. Es claro que con la suma y multiplicación
de funciones puntualmente no pasará esto.

Lema 3.1.10. Sean M , N y L variedades. Sea

JkpM,Nq ˆM JkpM,Lq :“ tpx, yq P JkpM,Nq ˆ JkpM,Lq | α1pxq “ α2pyqu

con α1 : JkpM,Nq Ñ M y α2 : JkpM,Lq Ñ M los mapeos fuente, y a este
conjunto le damos la topoloǵıa de subespacio en JkpM,Nq ˆ JkpM,Lq. Sean
K Ă JkpM,Nq y L Ă JkpM,Lq compactos, tales que α1|L y α2|K son propias.
Sea U vecindad abierta de K ˆM L, entonces existen vecindades V de K y W
de L, tales que V ˆM W Ď U .

Aunque este lema lo necesitaremos, no lo vamos a demostrar ya que la de-
mostración no es de nuestro interés. Este espacio se llama producto fibrado de
JkpM,Nq y JkpM,Lq sobre M .

Proposición 3.1.11. Sean M , N y L variedades. Entonces φ : C8pM,Nq ˆ
C8pM,Lq Ñ C8pM,N ˆ Lq donde φpfpxq, gpxqq “ pfpxq, gpxqq, es un homeo-
morfismo en la topoloǵıa C8.

Demostración: Sean πN : N ˆ L Ñ N y πL : N ˆ L Ñ L las proyecciones
canónicas, éstas son claramente diferenciables, entonces nos inducen mapeos
continuos

pπN q˚ : C8pM,N ˆ Lq Ñ C8pM,Nq y pπLq˚ : C8pM,N ˆ Lq Ñ C8pM,Lq.

Es claro que φ ” πN ˆ πL, entonces φ es continua y además biyectiva, entonces
si φ es abierta, su inversa (la cual existe por ser biyectiva) será continua, por lo
tanto, φ será un homeomorfismo.

Sea pf, gq P C8pM,N ˆ Lq (a una función la podemos identificar con sus
funciones coordenadas en N y en L). Sea W Ă JkpM,N ˆ Lq abierto tal que
pf, gq P P pW q. Notemos que JkpM,N ˆ Lq “ JkpM,Nq ˆM JkpM,Lq (esto
es claro por la aclaración anterior). Ocupando el lema anterior existen abiertos
U Ă JkpM,Nq y V ˆJkpM,Lq tales que UˆM V ĂW , entonces P pUqˆP pV q Ă
ppπN q˚ ˆ pπLq˚qpP pW qq por lo tanto φ es abierta. �

Corolario 3.1.12. Sea M variedad, entonces la adición y multiplicación (pun-
tual) de funciones son continuas en la topoloǵıa C8 de Whitney.

Demostración:
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1. ` : Rˆ RÑ R es continua, entonces

`˚ : C8pM,Rˆ Rq – C8pM,Rq ˆ C8pM,Rq Ñ C8pM,Rq

es continua, por lo tanto, la adición es continua.

2. ¨ : Rˆ RÑ R es continua, entonces

¨˚ : C8pM,Rˆ Rq – C8pM,Rq ˆ C8pM,Rq Ñ C8pM,Rq

es continua, por lo tanto, la multiplicación es continua. �

Proposición 3.1.13. Sean M , N y L variedades, con M compacta. Entonces
˝ : C8pM,Nq ˆ C8pN,Lq Ñ C8pM,Lq dado por la composición es continua
en la topoloǵıa C8 de Whitney.

Demostración: Sea D :“ JkpM,Nq ˆN JkpN,Lq (ahora, en lugar de tomar-
nos el producto fibrado con el mapeo fuente dos veces, ocuparemos el mapeo
fuente primero y el mapeo blanco respectivamente, el lema sigue siendo cier-
to, lo hacemos de esta manera para que componer k-jets tenga sentido). Sea
γ : D Ñ JkpM,Lq, dado por γpσ, τq “ τ ˝ σ, claramente este mapeo está bien
definido.

Si f P C8pM,Nq, g P C8pN,Lq y V Ă JkpX,Zq abierto con g ˝ f P P pV q,
entonces existen abiertos U Ă JkpM,Nq y W Ă JkpN,Lq con γpU ˆN W q Ă
P pV q, entonces si f 1 P P pUq y g1 P P pW q tendremos que g1 ˝ f 1 P P pV q, si
probamos esto tendremos que la composición de k-jets es continua para toda k,
por lo tanto, la composición será continua en la topoloǵıa C8 de Whitney.

Por la regla de la cadena tenemos que jkpg ˝fqpMq “ γpjkfpMqˆN j
kgpNqq,

entonces jkfpMq ˆN jkfpNq Ă γ´1pV q. Entonces si aplicamos el lema anterior
con K “ jkfpMq, L “ jkgpNq y a γpV q obtendremos la U y W deseada. �

Esta proposición no será cierta si M no es compacta, pero como ya hemos
mencionado, en el futuro nada más estaremos trabajando con funciones suaves
con dominio compacto.

Proposición 3.1.14. Sean M y N variedades. Sea l P N, entonces los mapeos
γl : C8pM,Nql Ñ C8pM l, N lq dados por γlppf1, . . . , flqpxqq “ f1pxqˆ¨ ¨ ¨ˆflpxq
son continuos en la topoloǵıa C8 de Whitney para toda l P N.

La proposición se demuestra exactamente igual que las últimas proposiciones,
(ocupamos el mismo lema de la misma manera) entonces la omitiremos.

3.2. Transversalidad

En esta sección daremos la definición de transversalidad y daremos algunas
proposiciones que necesitaremos, en particular el teorema de transversalidad
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de Thom, que con junto con que C8pM,Nq es un espacio de Baire, serán los
mayores protagonistas para el estudio de mapeos estables.

Definición 3.2.1. Sean M y N variedades, L Ă N subvariedad y x P M .
Entonces f interseca transversalmente a L en x (f ´& L en x) si ocurre uno de
los siguientes casos:

1. fpxq R L.

2. fpxq P L y TfpxqN “ TfpxqL`pdfqxpTxMq. Si f interseca transversalmente
a L para todo x PM lo denotaremos simplemente como f ´& L.

La suma de espacios tangentes la estamos pensando como suma de espacios
vectoriales, entonces si fpxq P L es claro que para que fpxq ´& L le tenemos que
pedir alguna condición a las dimensiones de las variedades por el teorema de la
dimensión.

Ejemplos:

1. M “ R, N “ R2, fpxq “ px, x2q y L “ Rˆt0u, entonces f ´& L para todo
x P R a excepción del 0.

2. Si f : M Ñ N es una sumersión entonces f ´& L para cualquier subvarie-
dad L de N .

3. Si fpMq X L “ H entonces f ´& L.

Proposición 3.2.2. Sean M y N variedades, L Ă N subvariedad. Supongamos
que dimM ` dimL ă dimN . Si f : M Ñ N es tal que f ´& L, entonces
fpMq X L “ H.

Demostración: Supongamos que fpxq P L para algún x PM . Entonces

dimN “ dimpTfpxqL` pdfqxpTxMqq ď dimTfpxqL` dimTxM “

dimL` dimM ă dimN.

Lo cual es una contradicción. �

Lema 3.2.3. Sean M y N variedades, L Ă N subvariedad y f : M Ñ N . Sea
x P M tal que fpxq P L. Supongamos que existe U Ă N vecindad de fpxq en
N y una sumersión φ : U Ñ Rk con k “ codimL tal que L X U “ φ´1p0q.
Entonces f ´& L en x si y sólo si φ ˝ f es una sumersión en 0.

Demostración: La vecindad U de fpxq siempre existirá, nos podemos tomar
una carta de L vista como subvariedad de N y cumplirá con lo deseado. Por
como definimos U tenemos que kerpdφqfpxq “ TfppqL. Entonces f ´& L en x

ðñ Tfpxq ` pdfqxpTxMq “ TfpxqN
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ðñ kerpdφqfpxq ` pdfqxpTxMq “ TxN.

Al aplicar pdφqfppq en ambas igualdades obtenemos el resultado. �

Teorema 3.2.4. Sean M y N variedaes, L Ă N subvariedad. Sea f : M Ñ N
tal que f ´& L. Entonces f´1pLq es una subvariedad de M .

Esto es una consecuencia trivial del lema anterior y el teorema de la sumersión.

Proposición 3.2.5. Sean M y N variedades, L Ă N subvariedad. Sea

TL :“ tf P C8pM,Nq | f ´& Lu.

Entonces TL es abierto en C8pM,Nq si L es una subvariedad cerrada.

Demostración: Sea

U :“ tσ P J1pM,Nq | y R L ó y P L con TyN “ TyL` pdfqxpTxMqu,

donde x y y son la fuente y el blanco respectivamente de σ y f : M Ñ N un
representante de σ. Es claro que P pUq “ TL, si U fuera abierto entonces TL
seŕıa abierto.

U es abierto si y sólo si V :“ J1pM,Nq ´ U es cerrado. Sea tσiuiPN Ă V
convergente cuyo ĺımite es σ. Sea p “ αpσq y q “ βpσq. Como βpσiq P L para
toda i P N y β es diferenciable, tenemos que q P L ya que L es cerrado por
hipótesis. Sea g : M Ñ N un representante de σ. Elegimos coordenadas U
alrededor de p y U 1 alrededor de q tal que fpUq Ă U 1. Podemos suponer que
U “ Rn y U 1 “ Rm con p “ 0 y q “ 0. Sea k “ rangopdgq0.

Sea φ : Rm Ñ Rm{Rk – Rm´k la proyección canónica. Entonces f ´& L en 0
si y sólo si φ ˝ g es una sumersión en 0 si y sólo si φ ˝ pdgq0 R F , donde

F :“ tA P HompRn,Rm´kq | rangoA ă m´ ku.

Sea η : Rn ˆ Rk ˆ HompRn,Rmq Ă J1pRn,Rmq Ñ HompRn,Rm´kq dado por
ηps, t, Bq “ φ ˝ B. F es cerrado ya que proyectar y obtener el determinante
son diferenciables, y F lo podemos ver como la imagen inversa del 0 de una
proyección y el determinante. Como η es continua entonces η´1pF q es cerrado
en Rn ˆ Rk ˆ HompRn,Rmq, el cual es cerrado en J1pRn,Rmq. Entonces V “

η´1pF q, ya que si τ “ px, y, pdhqxqq P V si y sólo si y P Rk y h no interseca
transversalmente a Rk en 0 si y sólo si ηpτq P F , por lo tanto, σ P V . �

Proposición 3.2.6. Sean M , N y Z variedades, W Ă Z subvariedad. Sea
j : Z Ñ C8pM,Nq una función (no necesariamente continua) y Φ : MˆZ Ñ N
dada por Φpx, yq “ jpyqpxq. Si Φ es suave y Φ ´&W entonces tz P Z | jpzq ´&W u
es denso en Z.
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Demostración: Como Φ ´
& W , Φ´1pW q es una subvariedad de M ˆ Z. Sea

π : Φ´1pW q Ñ Z, π “ πZ ˝ iΦ, donde π : M ˆ Z Ñ Z es la proyección
canónica en el segundo factor y iΦ : Φ´1pW q ÑM ˆZ la inclusión canónica. Si
dimpΦ´1pW qq ă dimZ entonces, πpΦ´1pW qq tiene medida cero en Z, entonces
el complemento de pΦ´1pW qqc es denso en Z, por lo tanto, jpyq ´&W para todo
y R Φ´1pW q.

Ahora el caso cuando dimpΦ´1pW qq ě dimZ. Si y P Φ´1pW q es un valor
regular π y esto implicará que jpyq ´&W , entonces por el teorema de Sard, esto
pasaŕıa para un conjunto denso. Sea y P Z un valor regular de π y x P M .
Si px, bq R Φ´1pW q, entonces jpyqpxq R W lo cual implica que jpyq ´& W . Si
px, yq PW , como supusimos que y es un valor regular de π tenemos que

Tx,ypM ˆ Zq “ Tx.yΦ´1pW q ` Tx,ypX ˆ yq.

Aplicamos pdΦqx,y de ambos lados de nuestra igualdad y obtenemos

pdΦqpx.yqpTx,ypM ˆ Zqq “ TjpyqpxqW ` pdjpyqqxpTxMq.

Por hipótesis sabemos que Φ ´
& W , entonces combinamos la igualdad anterior

con la siguiente igualdad

TΦpx.yqN “ TΦpx,yqW ` pdΦqpx.yqpTx,ypM ˆ Zq

TjpyqpxqN “ TjpyqpxqW ` pdjpyqqxpTxMqq.

Por lo tanto jpyq ´& W en x. Y como y fue un valor regular arbitrario de π,
por el teorema de Sard tenemos lo deseado. �

La notación que usamos para j en este teorema no fue una simple casualidad,
el caso que nos interesa es cuando nuestra familia de mapeos es de la forma
jpfq : M Ñ JkpM,Nq, con f : M Ñ N (ya demostramos que jpfq es suave
para cualquier f).

Teorema 3.2.7. (de transversalidad de Thom) Sean M y N variedades, L Ă
JkpM,Nq subvariedad. Entonces TL :“ tf P C8pM,Nq | jkf ´& Lu es un
conjunto residual en C8pM,Nq con la topoloǵıa C8.

Demostración: Como toda subvariedad es unión de compactos, por el lema
anterior nada más tenemos que probar el caso euclidiano, es decir, cuando L Ă
JkpRm,Rnq es compacto.

Como jk : C8pRm,Rnq Ñ C8pRm, JkpRm,Rnqq es continuo tenemos que
pjkq´1pTLq es abierto por la proposición 3.2.5. Entonces nada más tenemos que
probar que es denso.

Sean ρ : Rn Ñ r0, 1s y ρ1 : Rm Ñ r0, 1s suaves tales que

ρpxq “

#

1 en una vecindad de αpLq

0 x R αpLq.
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ρ1pyq “

#

1 en una vecindad de βpLq

0 y R βpLq,

Recordemos que en el caṕıtulo 2 definimos a V kn,m el espacio vectorial de
polinomios en n variables con m entradas, con coeficientes hasta k sin término
constante. Sea f P C8pRm,Rnq y q P V kn,m, definimos fq : M Ñ N de la
siguiente manera

fqpxq “

#

fpxq x R αpLq o fpxq R βpLq

ρpxqρ1pfpxqqqpxq ` fpxqq en otro caso.

Es claro que fq es diferenciable para todo q P V kn,m, además podemos definir

el mapeo F : Rmˆ V kn,m Ñ Rn como F px, qq “ fqpxq, el cual es suave por como
están definidas las fq.

Sea Φ : Rm ˆ V kn,m Ñ JkpRm,Rnq definida como Φpx, qq “ jkfqpxq, nos
gustaŕıa que Φ ´

& L, para poder usar la proposición anterior, esto no nece-
sariamente será cierto pero si restringimos nuestro dominio a una vecindad
del 0 en V kn,m, es decir si existe una vecindad del 0 en B0 Ă V kn,m, tal que

Φ : Rm ˆ V0 Ñ JkpRm,Rnq sea transversal a L podŕıamos usar la proposición
anterior. Si esto pasara dada f : Rm Ñ Rn existirá tqiuiPN Ă V0 que converja
a 0, tal que jkfqi

´
& L (un conjunto es denso en V0 si y sólo si cualquier ele-

mento de V0 se puede aproximar por elementos del denso). Y por como es la
convergencia en C8pRm,Rnq tenemos que fqi Ñ f cuando iÑ8. En resumen,
si encontramos V0 vecindad del 0 en V kn,m, tal que Φ : Rm ˆ V0 Ñ JkpRm,Rnq
sea transversal a L acabaŕıamos esta demostración.

Sea ε “ 1
2 mı́ntdpsoppρ1q,Rm ´ αpLqq, dpηipβpLqq, pρ

1q´1r0, 1qq. Recordemos
que la distancia entre dos conjuntos es el ı́nfimo de las distancias entre cuales-
quiera dos elementos de éstos. Sea V0 “ tq P V0 | |qpxq| ă ε @x P soppρqu, enton-
ces V0 es abierto (distinto del vaćıo). Supongamos que px, qq P Rm ˆ V0 y que
Φpx, qq P L, entonces x P αpLq y fqpxq P βpLq. Entonces s “ dppfpxqq, pfqpxqqq ă
ε, ya que

ηpfqpxqq “ ρpxqρ1pfpxqqpxq ` fpxq.

Entonces fpxq P Intpρ1q´1p1q ya que fbpxq P βpLq. Como ρ “ 1 en una
vecindad de αpLq entonces fbpxq “ bpxq` fpxq es una propiedad abierta para x
y para b, entonces Φ es un difeomorfismo local cerca de px, bq. �

Corolario 3.2.8. Sean M y N variedades, con L Ă JkpM,Nq subvariedad, tal
que αpLq Ă U abierto de M . Sea f : M Ñ N suave y V Ă C8pM,Nq vecindad
de f , entonces existe g P V tal que jkg ´& L y g ” f fuera de U .

Esto es una consecuencia inmediata de cómo construimos la familia de fun-
ciones fq del teorema de Thom.
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Corolario 3.2.9. Sean M y N variedades, L Ă N subvariedad. Entonces:

1. El conjunto de mapeos de M en N que intersecan transversalmente a L
es denso en C8pM,Nq, si L es abierta entonces también será abierto.

2. Sean U1, U2 ĂM abiertos con U1 Ă U2. Sea f : M Ñ N y V una vecindad
de f en C8pM,Nq. Entonces existe g P V tal que g ” f en U1 y g ´& L
fuera de U2.

Demostración:

1. Recordemos que J0pM,Nq “M ˆN y que el mapeo blanco β :
J0pM,Nq Ñ N es una sumersión. Si L Ă N es una subvariedad, entonces
β´1pLq es una subvariedad de M ˆN . Entonces para un conjunto denso
de C8pM,Nq el mapeo j0f : M Ñ M ˆ N interseca transversalmente a
βp´1qpLq. Si j0f ´& β´1pLq implicará que f ´& L obtendŕıamos lo deseado.
Supongamos que j0f ´& β´1pLq, si j0fpxq R β´1pLq entonces fpxq R L,
por lo tanto f ´& L en x. Ahora, si j0pxq P β´1pLq tenemos

Tpx,fpxqqβ
´1pLq ` pdj0fqxpTxMq “ Tpx,fpxqqpM ˆNq.

Aplicamos pdβqpx,fpxqq en ambos lados de la igualdad y obtenemos

TfpxqL` pdfqxpTxMq “ TfpxqN.

Por lo tanto f ´& L en x.

2. Notemos que el conjunto pMˆNq´α´1pU2q es abierto en MˆN , entonces
es una variedad. Y además β´1pLq X ppM ˆ Nq ´ α´1pU2qq “ L1 es una
subvariedad de él, con αpL1q Ă M ´ U1, entonces ocupamos el corolario
anterior para encontrar la g deseada y cumplirá lo que deseamos por el
inciso anterior. �

Ahora presentaremos una generalización de lo que acabamos de ver pero que
nos servirá para estudiar la autointersección de mapeos. Sean M y N variedades.
Sea

M psq :“ tpx1, . . . , xnq PM
s “

s
ź

i“1

M | xi ‰ xj para 1 ď i ă j ď su.

A M psq siempre lo pensaremos con la topoloǵıa de subespacio de Ms ( Ms tiene
la topoloǵıa producto). Definimos αs : pJkpM,Nqqs Ñ Ms como αs “

śs
i“1 α,

es diferenciable por ser diferenciable en todas sus entradas. A Jks “ pα
sq´1pM psqq

le llamaremos s-doblez de un haz de k-jets. Un haz de multijets es un s-doblez de
un haz de k-jets, si el contexto nos lo permite nada más le llamaremos doblez o
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s-doblez. Recordemos que α es una sumersión, por como definimos αs también
será una sumersión y como M psq es un abierto de Xs, entonces los dobleces
serán variedades, además de la misma dimensión de pJkpM,Nqqs por ser un
abierto de éste. Si f : M Ñ N es suave, entonces tenemos el mapeo suave
jks : Xpsq Ñ Jks pM,Nq definido de manera obvia.

De la misma manera que para los haces de k-jets, tendremos teoremas simi-
lares para los dobleces.

Teorema 3.2.10. (de transversalidad de multijets) Sean M y N variedades,
L Ă Jks pM,Nq subvariedad. Entonces

TL :“ tf P C8pM,Nq | jks f
´
& Lu

es un conjunto residual de C8pM,Nq en la topoloǵıa C8. Más aún, si L es
cerrada, TL será abierto.

La demostración procede de igual manera que el teorema de transversalidad
de Thom, el detalle importante es modificar un poco los incisos c) y d) de la
demostración, pero si x P M psq tenemos que x “ px1, . . . , xsq con xi ‰ xj
cuando i ‰ j, como M es variedad es un espacio Hausdorff y x es una n-ada
finita, entonces existen vecindades Ui P M de cada xi tales que Ui X Uj “ H
cuando i ‰ j, estas vecindades son las que nos sirven y una aplicación adecuada
de particiones de la unidad nos permite demostrar lo deseado.

3.3. Teorema de inmersión de Whitney

Antes de comenzar con el estudio de los mapeos estables, estudiaremos los
mapeos entre dos variedades agregando ciertas hipótesis sobre sus dimensiones.
Los mapeos más fáciles entre dos variedades son las inmersiones y sumersiones,
en esta sección nos dedicaremos al estudio de las inmersiones, en particular si
éstas son densas cuando las dimensiones entre dos variedades son adecuadas. A
partir de este momento M y N denotarán siempre variedades. En particular en
esta sección asumiremos que dimpMq ď dimpNq.

Definición 3.3.1. Sea σ P J1pM,Nq, con f : M Ñ N un representante de σ y
x “ αpσq.

1. Definimos el corango de σ como corangopσq “ corangoppdfqxq. Es claro que
esta definición no depende del representante (de igual manera se define el
rango de σ).

2. SrpM,Nq :“ tσ P J1pM,Nq | corangopσq “ ru, si el contexto nos lo
permite nada más escribiremos Sr.
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Como las transformaciones lineales entre espacios vectoriales de dimensión
finita tienen un rango máximo, entonces Sr será vaćıo para casi toda r P N.
Cuando Sr tenga sentido nos gustaŕıa que fuera una subvariedad (subhaz fibra-
do) de J1pM,Nq, todav́ıa nos hace falta un poco para demostrar eso, pero lo
primero que podemos notar es la siguiente afirmación.

Lema 3.3.2. f : M Ñ N es una inmersión si y sólo si j1fpMqX

ˆ

Ť

r‰0
Sr

˙

“ H.

Lema 3.3.3. Sea S una matriz de mˆ n donde

S “

„

A B
C D



con A una matriz de k ˆ k invertible. Entonces rangopSq “ k si y sólo si D ´
CA´1B “ 0.

Demostración: Sea

T “

„

Idkˆk 0
´CA´1 Idm´kˆm´k



una matriz de m ˆ m invertible. Entonces rangopSq “ rangopTSq, entonces
multiplicamos las matrices y obtenemos

TS “

„

A B
0 D ´ CA´1B



y esta matriz tiene rango k si y sólo si D ´ CA´1B “ 0. �

Sean V n y Wm espacios vectoriales sobre R. Recordemos que HompV,W q –
Rmn, es decir es una variedad de dimensión mn, definimos LrpV,W q “ tS P
HompV,W q | corangopSq “ ru.

Lema 3.3.4. LrpV,W q es una subvariedad de HompV,W q con codimpLrpV,W qq
“ pm´ q ` rqpn´ q ` rq donde q “ mı́ntn,mu.

Demostración: Sea S P LrpV,W q y k “ rangopSq. Elegimos bases en V y W
tales que

S “

„

A B
C D



,

donde A es una matriz invertible de k ˆ k. Sea U P HompV,W q vecindad de

S, tal que si S1 P U entonces S1 “

„

A1 B1

C 1 D1



con A1 matriz invertible de k ˆ k

(recordemos que proyectar es continuo y el determinante también). Sea f : U Ñ
HompRn´k,Rm´kq dada por fpS1q “ D1 ´ C 1pA1q´1B1. Es claro que f es una
sumersión (nada más fijamos las coordenadas A, B y C). Entonces por como
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definimos f tenemos que f´1p0q “ LrpV,W q X U , la cual es una subvariedad
por f ser sumersión.

Además codimpLrpV,W qq “ dimpHompRn´k,Rm´kq “ pn´ kqpm´ kq. �

Teorema 3.3.5. SrpM,Nq es una subvariedad de J1pM,Nq.

El lema anterior es el que nos da las cartas de subvariedad claramente. Además
tenemos que S0pM,Nq es un abierto de J1pM,Nq, esto es claro ya que el deter-
minante es continuo y aplicamos el lema anterior (en este caso las fibras serán
abiertos de las fibras originales). Sea InmpM,Nq Ă C8pM,Nq las inmersiones
de M a N , por esta última aclaración tenemos el siguiente lema:

Lema 3.3.6. InmpM,Nq es abierto en C8pM,Nq en la topoloǵıa C8.

Teorema 3.3.7. (de inmersión de Whitney) Supongamos que dimpNq ě
2dimpMq entonces InmpM,Nq es un abierto denso de C8pM,Nq.

Demostración: Sabemos que codimpSrq “ pn ´ q ` rqpm ´ q ` rq con q “
ı́nftn,mu, entonces si r ě 1 tenemos

codimpSrq “ rpm´ n` rq ě rpn` rq ě n` 1.

En este caso, si f : M Ñ N , jkf ´& Sr si y sólo si jkfpMq X Sr “ H, por el
teorema de transversalidad de Thom y el primer lema de esta sección finaliza
nuestra demostración. �

Teorema 3.3.8. Supongamos que dimpNq ě 2 dimpMq ` 1. Entonces el con-
junto de inmersiones 1 a 1 es un conjunto residual de C8pM,Nq.

Demostración: Sea W “ pβ2q´1p∆Nq Ă J0
2 pM,Nq subvariedad (β es sumer-

sión). Si f : M Ñ N es una inmersión 1 a 1 cumple que j0
2f : M Ñ J0

2 pM,Nq
no intersecta a W . Como codimpW q “ codimp∆Nq “ dimpNq ą 2 dimpMq “
dimpM p2qq (recordemos que M p2q es abierto en M2), entonces j0

2f
´
&W si y sólo

si j0
2pM

p2qq XW “ H, aplicamos el teorema de multitransversalidad. �

3.4. Funciones de Morse

Ahora estudiaremos el caso cuando la dimensión del codominio es menor a
la del dominio, nada más que trabajaremos el caso más simple (no trivial),
cuando el codominio es exactamente R, en este caso las funciones siempre serán
“iguales”(recordemos que en topoloǵıa diferencial luego nos referimos que son
iguales cuando en realidad lo son bajo un cambio de coordenadas). Como R
es de dimensión 1, las únicas subvariedades de la forma Sr no vaćıas son S0 y
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S1. Entonces x PM es un punto cŕıtico (también llamado una singularidad) de
f : M Ñ R si j1fpxq P S1. Si está en S0 entonces es una sumersión en x, por lo
tanto, es un punto regular.

Definición 3.4.1. 1. Sea x P M un punto cŕıtico de f : M Ñ R, decimos
que x es no degenerado si j1fpxq ´& S1.

2. f es una función de Morse si todos sus puntos cŕıticos son no degenerados.

Por como definimos a las funciones de Morse (una condición de transver-
salidad) en conjunto con el teorema de transversalidad tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.4.2. El conjunto de las funciones de Morse es denso y abierto en
C8pM,Nq.

De nuestra definición no podemos decir a primera vista cómo son las fun-
ciones de Morse, para nuestra buena suerte las funciones de Morse son de las
más simples que estudiaremos, debido a un teorema de forma normal, es decir,
localmente todas las funciones de Morse son iguales módulo un difeomorfismo.

Teorema 3.4.3. Sea U Ď Rn abierto y f : U Ñ R suave, sea x P U un punto
cŕıtico. x es no degenarado si y sólo si el hessiano de f en x es no singular.

Demostración: Recordemos que J1pU,Rq – U ˆ R ˆ HompRn,Rq. Entonces
la proyección canónica π : J1pU,Rq Ñ HompRn,Rq es una sumersión y además
π´1p0q “ S1.

Entonces j1f ´& S1 en x si y sólo si π ˝ j1f es una sumersión en x. Pero

π ˝ j1fpxq “ pdfqx “

ˆ

Bf

Bx1
pxq, . . . ,

Bf

Bxn
pxq

˙

.

Para que este mapeo (π ˝ j1f) sea una sumersión en x nada más tenemos que
calcular la matriz jacobiana, entonces derivamos las funciones coordenadas y
obtenemos

pdpπ ˝ j1fqqx “

»

—

—

–

B
2f
Bx2

1
pxq . . . B

2f
Bx1xn

pxq

...
. . .

...
B
2f

Bxnx1
pxq . . . B

2f
Bx2
n
pxq

fi

ffi

ffi

fl

y esta matriz es no singular en x si y sólo si su determinante es no cero. Además
podemos observar que los puntos de Morse son aislados. �

Ejemplo: Sea f : Rn Ñ R dada por fpxq “ x2
1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2

n. Es una función de
Morse ya que, si x ‰ 0 entonces f es una sumersión en x. Si x “ 0 tenemos
pdfq0 “ 0, pero el hessiano en 0 es 2n.

37



En nuestra demostración anterior vimos que pdpπ˝j1fqqx es un difeomorfismo
local cuando x es un punto cŕıtico no degenarado, entonces bajo un cambio de
coordenadas adecuado podemos suponer que es la matriz identidad en nuestro
punto cŕıtico.

Lema 3.4.4. (de Hadamard) Sea f : U Ď Rn Ñ R suave con U convexo y
fp0q “ 0. Entonces

fpx1, . . . , xnq “
n
ÿ

i“1

xigipx1, . . . , xnq

para algunas funciones suaves gi : U Ñ R que cumplen gip0q “
Bf
Bxi
p0q.

Demostración:

fpxq “

1
ż

0

dfptx1, . . . , txnq

Bt
dt “

1
ż

0

n
ÿ

i“1

Bf

Bxi
ptx1, . . . , txnq ¨ xidt “

n
ÿ

i“1

1
ż

0

Bf

Bxi
ptx1, . . . , txnq ¨ xidt.

Sea gipx1, . . . , xnq “
1
ş

0

Bf
Bxi
ptx1, . . . , txnq ¨ xidt. �

Lema 3.4.5. (de Morse) Sea f : U Ď Rn Ñ R suave con U vecindad de 0 y f
función de Morse. Si 0 es un punto cŕıtico de f entonces existe un cambio de
coordenadas alrededor del 0 tal que fpx1, . . . , xnq “ ˘x

2
1 ¨ ¨ ¨ ˘ x

2
n.

No demostraremos este lema ya que necesitamos saber qué es el ı́ndice de una
función, pero el lector que śı esté relacionado con estos temas la demostración
nada más se reduce a una aplicación del lema de Hadamard (en realidad se
ocupa dos veces), este lema aunque lo hayamos enunciado en contexto euclidiano
también aplica a variedades ya que las variedades son localmente euclidianas.
Un lema que nos será útil en el futuro es el siguiente.

Lema 3.4.6. Sea f : U Ď Rn Ñ R suave con x P U un punto cŕıtico no
degenerado. φ : U Ñ U difeomorfismo tal que φpxq “ x, entonces f ˝ φ es de
Morse y además 0 es un punto cŕıtico no degenerado de f ˝ φ.

Este es una consecuencia de la regla de la cadena, para finalizar este caṕıtulo
tenemos la siguiente proposición.

Proposición 3.4.7. El conjunto de funciones de Morse cuyos valores cŕıticos
son distintos es residual en C8pM,Rq.
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Demostración: Sea S “ pS1ˆS1qXJ
1
2 pM,RqXpβ2q´1p∆Rq, una subvariedad de

J1
2 pM,Rq. Aplicamos el teorema de multitransversalidad, entonces el conjunto

de transformaciones tales que j1
2f
´
& S es residual, pero j1

2f
´
& S si y sólo si

j1
2pM

p2qq X S “ H por las dimensiones. Si px, yq P M p2q son puntos cŕıticos de
f entonces j1

2px, yq R S entonces fpxq ‰ fpyq. �
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Caṕıtulo 4

Estabilidad topológica

4.1. Lo más básico

Definición 4.1.1.

Sean f, f 1 P C8pM,Nq. Decimos que f es equivalente a f 1 si existen difeomor-
fismos g : M ÑM y h : N Ñ N tales que el siguiente diagrama conmuta

M
f
//

g

��

N

h
��

M
f 1
// N

f P C8pM,Nq es estable si existe una vecindad Wf de f en C8pM,Nq tal que
cualquier g PWf es equivalente a f .

Que una función sea estable significa que todas las funciones cercanas son
iguales a f salvo un cambio de coordenadas. Aparentemente nuestra definición
es muy complicada, es decir, a primera vista es muy dif́ıcil decir si una función
es o no estable, pues recordemos que nuestra topoloǵıa es bastante complicada.
Nuestro propósito es dar un criterio más sencillo para saber cuando una función
es estable (ni squiera sabemos si existen las funciones estables). En el caso del
caṕıtulo anterior, cuando considerábamos las funciones de C8pM,Rq, si una
función f : M Ñ R era estable entonces ésta necesariamente seŕıa una función
de Morse con valores cŕıticos distintos dos a dos.

Una acción de grupo G en un conjunto C es una operación ¨ : G ˆ C Ñ C
que cumple que pgg1q ¨ a “ g ¨ pg1aq y eG ¨ a “ a donde eG es el neutro de
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nuestro grupo. Denotemos a pDifpMq, ˝q al grupo de difeomorfismos de M con
la composición usual. Sea G “ DifpMq ˆ DifpNq, el cual es un grupo con las
operaciones puntuales, entonces G actúa en C8pM,Nq del siguiente modo, sea
pg, hq P G y f P C8pM,Nq, pg, hq ¨ f “ h˝ f ˝ g´1. La órbita de f bajo la acción
de G se denota como Of “ tf

1 P C8pM,Nq | f 1 “ h ˝ f ˝ g´1 con pg, hq P Gu.

Lema 4.1.2. Sea f P C8pM,Nq. Entonces f es estable si y sólo si la órbita de
f bajo la acción de G es abierta.

Demostración: Sea pg, hq : C8pM,Nq Ñ C8pM,Nq donde pg, hq “ ph˚q ˝
pg´1q˚ el cual es continuo por ser composición de mapeos continuos, además
como g y h son difeomorfismos en M y N respectivamente, pg, hq es un homeo-
morfismo con inversa pg´1, h´1q.

Por definición sabemos que f 1 está en la órbita de f si y sólo si f 1 es equivalente
a f . Como cualquier vecindad de f puede ser trasladada por pg, hq obtenemos
lo deseado. �

Definición 4.1.3. Sea f : M Ñ N suave.

1. Sea πN : TN Ñ N la proyección canónica, sea ω : M Ñ TN , decimos que
ω es un campo vectorial sobre f si el siguiente diagrama conmuta:

TN
πN

""

M

ω

OO

f
// N.

Al conjunto de campos vectoriales sobre f lo denotaremos C8f pM,TNq.

2. f es infinitesimalmente estable si y sólo si para todo ω P C8f pM,Nq,
existen campos vectoriales X en M , y Y en N tales que

ω “ pdfq ˝X ` Y ˝ f.

Recordemos que en un haz vectorial las operaciones en fibras son suaves, por
lo cual sumar vectores que viven en la misma fibra tiene sentido. Si analizamos
detenidamente el diagrama de la definición anterior, observamos que ω a cada
x P M le asigna un vector en la fibra de fpxq en TN , entonces por esta obser-
vación podemos identificar a los campos vectoriales sobre f con las secciones
del haz pullback f˚pTNq. A las secciones suaves de un haz E las denotaremos
como C8pEq. A partir de este momento asumiremos que M es compacta, ya
que nuestro propósito es demostrar el siguiente teorema de Mather.

Teorema 4.1.4. Sea f : M Ñ N . Entonces f es estable si y sólo si f es
infinitesimalmente estable.
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El teorema anterior es válido cuando M no es compacta pero tenemos que
asumir que f es propia. Esta equivalencia de estabilidad es mucho más maneja-
ble ya que aqúı tenemos coordenadas (localmente) y tenemos particiones de la
unidad para extender el resultado local

Ejemplos:

1. Sea n,m P N con m ě n. Sea f : Mm Ñ Nn sumersión. Sea x PM , como
es una sumersión, el mapeo pdfqx : TxM Ñ TfpxqN es una transformación
lineal suprayectiva, esto pasa para todo x PM . Entonces pdfq : TM Ñ TN
tiene rango constante (en fibras), lo cual es equivalente a que kerpdfqx tiene
el mismo rango para todo x PM . Entonces kerpdfq es un subhaz vectorial
de TM , cuyas fibras son kerpdfqx para todo x PM , este subhaz nos induce
otro subhaz de TM , su haz normal H , cuya fibra en x es el expacio normal
a kerpdfqx, entonces, si restringimos el mapeo pdfqx|Hx : Hx Ñ TfpxqN es
un isomorfismo, entonces pdfq|H : H Ñ TN es un mapeo entre haces
que es isomorfismo en fibras, por lo tanto, pdfq|H nos induce un mapeo
biyectivo entre pdfq : C8pHq Ñ C8f pM,TNq, lo cual es equivalente a que
f sea infinitesimalmente estable.

Nuestra primera intención es analizar como son los mapeos infinitesimalmente
estables localmente. Sea E un haz vectorial sobre M , si x PM denotemos como
C8x pEq al anillo de gérmenes de secciones alrededor de x.

Definición 4.1.5. Sea f : M Ñ N , con x PM y fpxq “ y.

1. f P C8x pMq es infinitesimalmente estable si para todo ω P C8x pf
˚pTNqq,

existen τ P C8x pTMq y η P C8y pTNq tal que

ω “ pdfqpτq ` η ˝ f.

2. f es localmente infinitesimalmente estable en x si f es infinitesimalmente
estable en x.

Si f : M Ñ N es localmente infinitesimalmente estable entonces es local-
mente infinitesimalmente estable para todo x P M . En general el regreso no es
cierto ya que no sabemos qué pasa en las autointersecciones, si x1, x2 P M son
tales que fpx1q “ fpx2q “ y tenemos que ηpfpx1qq “ ηpfpx2qq entonces η tiene
que resolver el problema alrededor de x1 y x2 simultáneamente. En el futuro
agregaremos una condición que nos ayudará a resolver este problema. Por el mo-
mento como este es un problema local podemos agregarle coordenadas, entonces
si pensamos a f : U Ñ V donde U P Rn y V Ă Rm abiertos, sea ω P C8pTV q
entonces existen τ P CnpTUq y η P C8pTV q tales que

ωi “
8
ÿ

j“1

Bfi
Bxj

τj ` ηipfq 1 ď i ď m. (*)
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donde

τ “
n
ÿ

j“1

τj
B

Bxj
y η “

ÿ

i“1

ηi
B

Byj
.

Recordemos que la base canónica de los espacios tangentes son los operadores
derivadas parciales. Podemos resolver las ecuaciones de ωi hasta orden k si
existen gérmenes τ P C80 pTUq y η P C80 pTV q tales que

ωi “
n
ÿ

j“1

Bfi
Bxj

τj ` ηipfq `Op|x|
k`1q.

Esto nos acerca a facilitar el problema localmente, nada más tenemos que ver
cuál es la k correcta, para ésto tenemos el siguiente teorema (no lo demostrare-
mos ya que es un resultado meramente algebraico).

Teorema 4.1.6. (de preparación de Malgrange) Sea φ : M Ñ N suave con
φpxq “ y. Sea A un C8x pMq módulo finitamente generado. Entonces A es un
C8y pNq módulo finitamente generado (con la estructura inducida por φ) si y
sólo si A{mypNqA es un espacio vectorial sobre R finitamente generado.

Cuando hacemos el cociente de un anillo de gérmenes y su ideal maximal
obtenemos R, ya que es un anillo local, por lo tanto tiene sentido considerar a
A{mypNqA como un R espacio vectorial.

Corolario 4.1.7. Sea A un C80 pRnq módulo finitamente generado, φ : Rn Ñ
Rm suave con φp0q “ 0, teiu

k
i“1 Ă A. Entonces teiu

k
i“1 generan a A como un

C80 pRmq módulo si y sólo si tπpeiqu
k
i“1 generan a A{m0pRmq como un C80 pRmq

módulo, donde π : AÑ A{m0pRmqA es la proyección canónica.

Corolario 4.1.8. Si tπpeiqu
k
i“1 son una base del espacio vectorial

A{pmk`1
0 pRnqA`m0pC

8pRmqAq entonces teiu
k
i“1 es una base para A visto como

C80 pRmq módulo.

Teorema 4.1.9. Sea f : Mm Ñ Nn suave, x P M con fpxq “ y. Entonces f
es localmente infinitesimalmente estable en x si y sólo si la ecuación de * puede
resolverse hasta orden m.

Demostración: Notemos que C8x pf
˚pTNqq –

Àn
i“1 C

8
x pMq, esto es local por

lo tanto tenemos el isomorfismo mediante coordenadas, entonces C8x pf
˚pTNqq

es un C8x pMq módulo finitamente generado.

Sea A “ tω P C8x pf
˚pTNqq | ω “ pdfqpτq con τ P C8x pTMqu. Sea B “

C8x pf
˚pTNqq{A, es un C8x pMq módulo finitamente generado. B es un C8y pNq

módulo mediante f . Sea ei “ πpf˚pB{Bxiqq con 1 ď i ď m y π la proyección
canónica. Es claro que pmxpMqq

pk`1q son los gérmenes de funciones cuya serie de
Taylor en x inicia en el término k` 1. Entonces f P C8x pM,Nq es infinitesimal-
mente estable si y sólo si teiu

n
i“1 generan a B como un C8y pNqmódulo si y sólo si
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B{mn`1
x pMqB es generado por nuestras ei. Entontes ω “

n
ř

i“1

pηi˝fqei`pdfqpτq`g

donde g P pmxpMqq
n`1C8y pTNq, es decir, g es de orden n` 1.

Sea E un haz vectorial sobre M con proyección π, entonces π˚ : JkpM,Eq Ñ
JkpM,Mq es una sumersión. Sea I “ tσ P JkpX,Xq | IdM “ σu subvariedad de
JkpX,Xq, entonces JkpEq “ pπ˚q

´1pIq es una subvariedad de JkpM,Eq, el cual
llamaremos haz de k-jets de secciones de E, es claro también que α : JkpEq Ñ X
es un mapeo de haces fibrados, denotaremos a la fibra en x P M de este haz
como JkpEqx, en este caso tenemos aún más, este será un haz vectorial sobre
M , ya que las fibras serán polinomios de grado la dimensión de E. En lenguaje
de jets el teorema anterior nos dice que f es infinitesimalmente estable en x
depende exclusivamente de jn`1fpxq, reformulamos el teorema anterior de la
siguiente manera.

Teorema 4.1.10. Sea f : Mm Ñ Nn suave con fpxq “ y. f es infinitesimal-
mente estable en x si y sólo si

Jnpf˚pTNqqx “ pdfqxJ
npTMqx ` f

˚JnpTNqy.

Anteriormente dijimos que aunque podamos resolver el problema de estabili-
dad infinitesimalmente localmente no podemos generalizar debido a las autoin-
tersecciones de f .

Definición 4.1.11. Sea f : M Ñ N suave, y P N y S “ tx1, . . . , xku Ď
f´1pyq, entonces f es simultáneamente infinitesimalmente estable en S si para
cualesquiera ωi P C8xipf

˚pTNqq con 1 ď i ď k, existen τi P C8xipTMq con
1 ď i ď k y η P C8y pTNq tales que

ωi “ pdfqpτiq ` η ˝ f para toda i.

Sea E un haz vectorial sobre M y S “ txiu
k
i“1 definimos JmpEqS “

Àk
i“1 J

mpEqxi . De la misma manera tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.1.12. Sea f : M Ñ N suave y S “ txiu
k
i“1 Ă f´1pyq. Entonces f

es simultáneamente infinitesimalmente estable en S si y sólo si

Jmpf˚pTNqqS “ pdfqJ
mpTMqS ` f

˚JmpTNqy.

Este teorema se demuestra exactamente igual que el teorema anterior. Antes
de seguir con esto, introduciremos unos conceptos que nos ayudarán posterior-
mente.

Definición 4.1.13. Sea V un espacio vectorial real, y tHiu
r
i“1 Ă V familia

de subespacios de V . Decimos que tHiu
r
i“1 están en posición general si para

cualquier sucesión de enteros tiju
s
j“1 con 1 ď i1 ă ¨ ¨ ¨ ă is ď r tenemos

codimp
s
č

j“1

Hij q “

s
ÿ

j“1

codimpHij q.

44



El caso más simple es cuando r “ 2, entonces H1 y H2 están en posición
general si y sólo si H1 `H2 “ V , ya que

dimpH1 `H2q “ dimpH1q ` dimpH2q ´ dimpH1 XH2q

“ dimpV q ´ pcodimpH1q ` codimpH2q ´ codimpH1 XH2q,

entonces dimpH1`H2q “ dimpV q si y sólo si H1 y H2 están en posición general.
Este caso es bastante simple, pero en general no lo será, aśı que damos una nueva
definición para darnos una idea cómo son los espacios que están en posición
general.

Teorema 4.1.14. Sea V un espacio vectorial real, tHiu
r
i“1. Entonces tHiu

r
i“1

están en posición general si y sólo si Hi
´
& p

Ş

i‰j

Hjq.

Lema 4.1.15. Si tHiu
r
i“1 están en posición general entonces cualquier subfa-

milia de tHiu
r
i“1 están en posición general.

Lema 4.1.16. Sea V espacio vectorial de dimensión finita. Sean tHiu
r
i“1 Ă V

familia de subespacios. Entonces tHiu
r
i“1 están en posición general si y sólo si

dados tvju
r
j“1 existen hi P Hi y z P V tales que vi “ hi` z para toda 1 ď i ď r.

Demostración: Sea π : V Ñ
r
À

i“1

V {Hi, con funciones coordenadas las proyec-

ciones canónicas. kerpπq “
r
Ş

i“1

Hi, entonces la siguiente sucesión es exacta

0 Ñ
r
č

i“1

Hi Ñ V Ñ
r
à

i“1

V {Hi

Como estamos trabajando con espacios vectoriales de dimensión finita, π es

suprayectiva si y sólo si codimp
r
Ş

i“1

Hiq “
r
ř

i“1

dimpV {Hiq, pero π es suprayectiva

si y sólo si dados vi P V {Hi existe z P V tal que πpzq “ vi para todo i. �

Este último lema es bastante sugestivo, como los espacios tangentes son espa-
cios vectoriales y un campo vectorial es una función que a cada punto le asigna
un vector en su espacio tangente, entonces queremos aplicar la última parte de
nuestro lema en este contexto.

Teorema 4.1.17. Sea f : Mm Ñ Nn suave. Entonces f es infinitesimalmente
estable si y sólo si se cumple # para todo q P N y cualquier S Ă f´1pyq que
tiene a lo más n` 1 puntos

Jmpf˚TNqS “ pdfqJ
mpTMqS ` f

˚pJmpTNqyq. (#)

La necesidad es evidente, antes de demostrar la suficiencia necesitaremos los
siguientes lemas.
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Lema 4.1.18. Sea f : M Ñ N que satisface # y S “ txiu
k
i“1 Ă f´1pyq. Sean

Hi “ pdfqxipTxiMq. Entonces tHiu
k
i“1 Ă TyN están en posición general.

Lema 4.1.19. Sea f : Mm Ñ Nn que satisface #, y P N . Entonces el número
de puntos cŕıticos en f´1pyq es ď n.

Demostración: Sea S “ txiu
n`1
i“1 Ă f´1pyq el conjunto de todos los puntos

cŕıtocos de f´1pyq. Entonces tHiu
n`1
i“1 Ă TyN están en posición general (ocu-

pando la notación del lema anterior), entonces

n ą codimp
n`1
č

i“1

Hiq “

n`1
ÿ

i“1

codimpHiq ě n` 1

ya que los xi son puntos cŕıticos, entonces codimHi ě 1. �

Demostración suficiencia: Es claro que el problema de estabilidad infinitesimal
está en los puntos cŕıticos de f , en los puntos regulares es claro cual es la
solución, ya que en estos puntos la diferencial bajo un cambio de coordenadas
adecuado es simplemente una proyección. Sea Σ el conjunto de puntos cŕıticos
de f , y sea Σy “ ΣX f´1pyq, por el lema anterior Σy tiene a los más n puntos
para cualquier y P N . Sea ω P C8f pM,Nq, entonces tenemos que encontrar los
campos vectoriales X en M y Y en N , primero resolveremos el problema en una
vecindad de Σ.

Demostraremos que existen abiertos tUiu
k
i“1 ĂM , tViu

k
i“1 Ă N y tWiu

k
i“1 Ă

N , y campos vectoriales Xi en Ui y Yi en Vi que satisfacen

1. fpΣq Ă
k
Ť

i“1

Wi.

2. fpUiq Ă Vi.

3. ω “ pdfqpXiq ` f
˚Y en Ui.

4. f´1pWiq X Σ Ă Ui.

5. Wi Ă Vi.

Como fpΣq es compacto (recordemos que M siempre es compacta) nada más
tenemos que resolver el problema para una y P N , entonces existirá la k por
compacidad. Por una proposición anterior podemos encontrar U y V que cum-
plan lo anterior nada más en y, con campos vectoriales X en U y Y en V . U lo
podemos elegir de tal forma que sea unión de vecindades ajenas de las preimáge-
nes de y que son puntos cŕıticos de f . Elegimos W de tal modo que satisfaga las
dos últimas condiciones, debido a la continuidad de f y la compacidad de M .
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Elegimos una partición de la unidad tρiu
k
i“1 en W “

k
Ť

i“1

Wi tal que soppρiq Ă

Wi. Elegimos una vecindad Z de Σ tal que f´1pWiq X Z ĂWi. Sea ρ : M Ñ R

tal que soppρq Ă Z y ρ ” 1 en una vecindad de σ. Sea X “
k
ř

i“1

ρf˚pρiqXi

y Y “
k
ř

i“1

ρiYi. Por como definimos las funciones ω “ pdfqpXq ` f˚Y en una

vecindad de σ. Como las sumersiones son infintesimalmente estables, podemos
resolver el problema en el complemento de Σ y pegar nuestras soluciones con
otra partición de la unidad. �

Ahora demostraremos dos proposiciones que nos servirán en futuras secciones.

Proposición 4.1.20. Sea f : M Ñ N infinitesimalmente estable. Entonces
existe W Ă C8pM,Nq vecindad de f tal que toda g P W es localmente infnite-
simalmente estable.

Demostración: Sea x PM con y “ fpxq. Como f es infinitesimalmente estable
Jmpf ˚TNqy “ pdfqJ

mpTMqx`f
˚JmpTNqy. Consideremos el siguiente mapeo

suprayectivo:
f : JmpTMqx

à

JmpTNqy “ Jmpf˚TNqx,

donde f “ pdfq`f˚, en coordenadas adecuadas este es un mapeo de V km,m
À

V kn,n
Ñ V kn,m. Es claro que f depende continuamente de x y de f , entonces existe una
vecindad Ux ĂM de x y una vecindad Wx Ă C8pM,Nq de f tal que si g PWx

se tiene que g es suprayectiva, entonces g es localmente infinitesimalmente es-
table en x1 si x1 P Ux. Como M es compacta y Ux es una cubierta de M , existe

una subcubierta finita tUiu
k
i“1 entonces la vecindad deseada es

k
Ş

i“1

Wi, la cual es

una vecindad de f porque estamos intersecando un número finito de vecindades.
�

Es claro que nos gustaŕıa demostrar este teorema para estabilidad infitesimal
global, pero esto no será posible debido a que M psq no es compacta aunque M
sea compacta. Por el momento lo mejor que podremos hacer será agregar una
hipótesis para forzar esto.

Definición 4.1.21. Un mapeo f : M Ñ N infinitesimalmente estable cumple
la propiedad O si para todo x P M existe una vecindad Ux P M de x, y una
vecindad Wx P C

8pM,Nq de f tal que si g PWx y S “ tpiu
k
i“1 Ă Ux X g

´1pyq,
entonces

Jmpg˚TNqS “ pdgqJ
mpTMqS ` g

˚JmpTNqy.

Lema 4.1.22. Si f : M Ñ N es infinitesimalmente estable que satisface la
propiedad O, entonces existe una vecindad Wf P C

8pM,Nq de f tal que todos
los mapeos de Wf son infinitesimalmente estables.
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Demostración: Sea px1, x2q P M ˆM . Buscaremos vecindades Ux1 , Ux2 Ă M
de x1 y x2 respectivamente y una vecindad Wx1,x2 Ă C8pM,Nq de f , tal que
si g P Wx1,x2

, p P Ux1
y q P Ux2

con gpxq “ gpyq entonces Jmpg˚TNqp,q “
pdgqJmpTMqp,q ` g

˚JmpTNqgppq.

1. Si x1 “ x2 obtenemos las vecindades ya que f cumple la propiedad O.

2. Si x1 ‰ x2 con fpx1q ‰ fpx2q, elegimos Ux1
, Ux2

y Wx1,x2
tal que si

g PWx1,x2
, gpUx1

q X gpUx2
q “ H.

3. Si x1 ‰ x2 con fpx1q “ fpx2q elegimos cartas ajenas Ux1
y Ux2

alrede-
dor de x1 y x2 respectivamente y una vecindad de f , Wx1,x2 tal que si
g P Wx1,x2 entonces gpUx1q Y gpUx2q está contenido en una carta. Pro-
cedemos de la misma manera que cuando teńıamos un punto, es decir,
nos tomaremos f “ pdfq ` f˚, nada más al dominio de esta función le
agregamos el espacio vectorial correspondiente al nuevo punto.

Como M ˆM es compacta, entonces tUx1 ˆUx2upx1,x2qPMˆM es una cubierta
abierta, entonces existe una subcubierta finita tUi, Ujui,jPJ , entonces la vecindad
de f deseada es

Ş

i,jPJ

Wi,j . �

4.2. Estabilidad bajo deformaciones

Todav́ıa no conseguimos nuestro propósito, demostrar el teorema de Thom.
Para eso introduciremos un nuevo concepto de estabilidad (al final todas nues-
tras definiciones de estabilidad serán equivalentes), esta nueva clase de estabili-
dad es muy similar a homotoṕıa, de hecho será una generalización, esta teoŕıa
se debe a Harold Levine y a René Thom. Seguiremos asumiendo que M es
compacta en esta sección y en todas las posteriores.

Definición 4.2.1. Sea f : M Ñ N suave y Iε “ p´ε,`εq, donde ε ą 0.

1. Sea F : M ˆ Iε Ñ N ˆ Iε suave, F es una deformación de f si

a. Para todo s P Iε, F es de la forma F px, sq “ pFspxq, sq.

b. F0 “ f .

2. Sea F deformación de f . F es una deformación trivial de f si existen
difeomorfismos G : M ˆ Iδ Ñ M ˆ Iδ y H : N ˆ Iδ Ñ N ˆ Iδ con
δ ď ε donde G y H son deformaciones de la identidad de IdM y IdN
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respectivamente, son tales que el siguiente diagrama conmuta

M ˆ Iδ

G

��

F // N ˆ Iδ

H

��

M ˆ Iδ
fˆIdIδ// N ˆ Iδ.

3. f es homotópicamente estable si toda deformación de f es trivial.

Es claro que f ˆ IdIδ es una deformación de f , es la deformación más simple
de f . También podemos notar que podemos pensar a F : Iδ Ñ C8pM,Nq como
una curva de funciones, que a cada t P Iδ le asignamos Ft.

Lema 4.2.2. Sea f : M Ñ N homotópicamente estable. Si existe una vecindad
W P C8pM,Nq de f tal que si g PW , g es homotópicamente estable, entonces
f es estable.

Demostración: Podemos asumir que W es conectable por trayectorias. Sea
g PW , entonces existe F : Mˆr´1, 1s Ñ Nˆr´1, 1s con F1 ” g y Ft PW para
toda t P I1. Consideremos la siguiente relación de equivalencia „ en I1, t „ s
si y sólo si Fs es equivalente a Ft, como en una deformación de las nuestras
(con W conectable por trayectorias) las Ft son equivalentes entonces las clases
de equivalencia son abiertas, como I1 es conexo entonces solo hay una clase de
equivalencia. �

Si los mapeos infinitesimalmente estables formaran un conjunto abierto en-
tonces estabilidad infinitesimal implicará estabilidad homotópica entonces los
mapeos infinitesimalmente seŕıan estables. Todav́ıa nos hace falta demostrar es-
tas dos casos, aún tenemos que deshacernos de la propiedad O. Por el momento
generalizaremos el concepto de estabilidad homotópica de la manera más natu-
ral, en lugar de deformar las funciones a través de un intervalo lo haremos por
un abierto U P Rk.

Definición 4.2.3. Sea f : M Ñ N suave y U P Rk vecindad del 0.

1. Sea F : M ˆ U Ñ N ˆ U suave. F es una k-deformación de f si

a. Para todo u P U y x PM , F px, uq “ pFupxq, uq.

b. F0 “ f.

2. Sea F : MˆU Ñ NˆU , una k-deformación de f . F es una k-deformación
trivial de f si existen difeomorfismos G : M ˆ V Ñ M ˆ V y H : N ˆ

V Ñ N ˆ V k-deformaciones de IdM y IdN respectivamente con V Ă U
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vecindad del 0, tales que el siguiente diagrama conmuta

M ˆ V

G

��

F // N ˆ V

H

��

M ˆ V
fˆIdV // N ˆ V.

3. f es estable bajo k-deformaciones si toda deformación de f es trivial.

Es claro que si l ď k entonces si f es estable bajo k-deformaciones entonces
lo será bajo l-deformaciones, en particular será homotópicamente estable. Antes
de seguir con nuestro propósito demostraremos algunos lemas técnicos.

Lema 4.2.4. Sea K Ă Rn compacto convexo, x P K y g : Rn Ñ R suave. Sea

gpyq “
ÿ

0ď|α|ďr

pαpy ´ xq
α `

ÿ

|β|“r`1

gβpyqpy ´ xq
β

el polinomio de Taylor de g centrado en x de grado r. Si }g}Ks ă ε entonces
}g}s´r´1 ă ε con r ă s, donde

}g}Ks “ sup
yPK, 0ď|α|ďs

|
B|α|g

Byα
pyq|.

Demostración: Podemos suponer que x “ 0, iniciamos con el caso r “ 0,

entonces gpyq “ gp0q `
n
ř

i“1

yigipyq del lema de Hadamard, donde gipyq “

1
ş

0

pBg{Bxiqptyiqdt, entonces

|
Bg
|α|
i

Byα
pyq| ď

1
ż

0

|
B|α|

Byα
Bg

Byi
ptyq|dt ă ε |α| ď s´ 1

ya que }g}Ks ă ε entonces }gi}
K
s´1 ă ε. Para el caso general

gpyq “
ÿ

0ď|α|ďr´1

pαpy ´ xq
α `

ÿ

|β|“r

gβpyqpy ´ xq
β ,

aplicamos el lema de Hadamard a nuestras gβ para despues usar nuestra hipóte-
sis de inducción. �

En el lema anterior aunque aparentemente no ocupamos que K fuera conexo
lo necesitamos para aplicar el lema de Hadamard. Sea Rln el espacio vectorial
de polinomios en n variables y de grado ď l.
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Lema 4.2.5. Sea r, s P Z con r ě 0 y s ą 0 y K Ă Rn. Sea U Ă Rln vecindad del
0 donde l “ pr` 1qs. Entonces existe ε ą 0 tal que si txiu

s
i“1 Ă K y g : Rn Ñ R

suave es tal que }g}Kspr`1q ă ε, entonces existe q P U tal que

B|α|p

Byα
pxiq “

B|α|g

Byα
pxiq 1 ď i ď s 0 ď |α| ď r.

Demostración: Haremos inducción sobre s. Sea x “ x1, entonces

gpxq “
ÿ

0ď|α|ďr

pαpy ´ xq
α `

ÿ

|α|“r`1

gαpyqpy ´ xq
α.

Sea p “
ř

0ď|α|ďr

pαpy ´ xq
α, como los coeficientes dependen de ε podemos elegir

ε tan pequeña como queramos para que p P U . Supongamos que el lema es
cierto para s´1, txiu

s
i“1 Ă K distintos dos a dos, apliquemos el lema de Taylor

alrededor de xs y obtenemos

gpyq “
ÿ

0ď|α|ďr

pαpy ´ xsq
α `

ÿ

|α|“r`1

gαpyqpy ´ xsq
α.

Si }g}Kspr`1q ă ε entonces }g}K
ps´1qpr`1q ă ε, entonces podemos escoger polinomios

qα cuyo grado es ď pr ` 1qk´1 tal que

B|α|qα

By|β|
pxiq “

B|α|gα
Byβ

pxiq 1 ď i ď s´ 1 0 ď |β| ď r.

Sea
q “

ÿ

0ď|α|ďr

pαpy ´ xsq
α `

ÿ

|α|“r`1

py ´ xsq
αqα.

Por la misma razón que el caso base podemos hacer que q P U . Entonces

Bβg

Byβ
pxiq “

B|β|

Byβ

¨

˝

ÿ

0ď|α|ďr

pαpy ´ xsq
α `

ÿ

|α|“r`1

gαpyqpy ´ xsq
α

˛

‚“

B|β|q

Byβ
pxiq

para 1 ď i ď s y 0 ď |β| ď r. �

Proposición 4.2.6. Sea f : M Ñ N infinitesimalmente estable y estable bajo
k-deformaciones para algún k. Entonces f satisface la propiedad O.

Demostración: Sea x P M . Elegimos cartas de U Ă M y V Ă N tales que
x P U y fpUq Ă V . Sea W P C8pM,Nq vecindad de f tal que si g PW entonces
gpUq Ă V , sea Ux una vecindad de x convexa con cerradura compacta. Sea
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}g}Ux “ sup
1ďiďn

}gi}
Ux . Sea ρ : M Ñ R suave que es 1 en una vecindad de Ux y

es 0 fuera de U . Sean r “ s “ n` 1 y l “ pm` 2qm`1.

Sea F : M ˆ V lm,n Ñ N ˆ V lm,n dada por F py, pq “ pfpyq ` ρpxqppxq, pq
deformación de f . Como f es estable bajo k-deformaciones existe una vecindad
Z P V lm,n del 0 donde F es trivial.

Sea Wε “ tg PW | }g´ f}Ux
pm`1qpm`2q ă εu vecindad de f . Elegimos ε ą 0 del

lema anterior, es tal que si txiu
s
i“1 Ă Ux distintos dos a dos con s ď m ` 1, si

g PWε entonces existe q P Z vecindad del 0 tal que jm`1pg´fqpxiq “ jm`1qpxiq
para toda i.

Ahora demostraremos que si g P Wε entonces satisface la condición # de
la sección pasada. Si esto es cierto entonces f satisface la propiedad O. Sea
y P N y S “ txiu

s
i“1 Ă U X g´1pyq. Como g P Wε entonces existe q P Z tal que

jm`1gpxiq “ jm`1pf`qqpxiq para 1 ď i ď s. Por como definimos ρ tenemos que
jm`1pf ` qqpxiq “ jm`1Fqpxiq para 1 ď i ď s. Como f es infinitesimalmente
estable entonces Fq también lo es. Entonces Fq satisface p˚q, por lo tanto g
también. �.

Con la ayuda de esta proposición casi obtenemos lo que queŕıamos, ahora
nuestro propósito será demostrar que estabilidad bajo k-deformaciones implica
estabilidad infinitesimal.

Definición 4.2.7. Sea f : M Ñ N suave, V Ă Rk abierto vecindad del 0 y
F : M ˆV Ñ N ˆV k-deformación de f . Definimos el campo vectorial sobre F

ωiF “ pdF q

ˆ

B

Bti

˙

´ F˚
ˆ

B

Bti

˙

,

donde ttiu
k
i“1 son las funciones coordenadas en V .

Recordemos que una deformación en sus últimas coordenadas es la identidad,
en este campo vectorial nos “olvidamos”de lo que pasa aqúı y de cierta manera
estamos midiendo cómo cambian las Fv con respecto al tiempo. Sea πM : M ˆ

V ÑM y πV : M ˆ V Ñ V las proyecciones canónicas. Entonces T pM ˆ V q “
π˚M pTMq

À

π˚V pTV q. Entonces tenemos el siguiente lema, no lo demostraremos
ya que es evidente.

Lema 4.2.8. Sea F una k-deformación de f . Entonces F ” f ˆ Idv si y sólo
si ωiF ” 0 para 1 ď i ď k.

Teorema 4.2.9. (Thom-Levine) Sea f : M Ñ N suave y F : M ˆ V Ñ N ˆ V
una k-deformación de f . Entonces F es trivial si y sólo si existe U Ă V vecindad
del 0 y campos vectoriales Xi en M ˆ V y Y i en N ˆ U con 1 ď i ď k que
satisfacen
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1. πV pX
iq “ πV pY

iq “ 0 y

2. ωiF “ pdF qpX
iq ` F˚pY iq en M ˆ U .

Para demostrar este teorema necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 4.2.10. Sea X un campo vectorial en M ˆRk con soporte compacto tal
que πV pXq “ 0. Entonces existe un difeomorfismo G : M ˆ Rk Ñ M ˆ Rk
deformación de IdM , tal que

pdGqpG´1q˚
ˆ

B

Btk

˙

“ X `
B

Btk
.

Demostración: Como X tiene soporte compacto y B{Btk nos define un flujo
completo, es decir, existe φ : pM ˆ Rkq ˆ RÑ X ˆ R.

Sea teiu
k
i“1 Ă Rk la base canónica. Aseguramos que la solución φs : Mˆtvu Ñ

M ˆ tv ` seku. Sea px, vq PM ˆ tvu entonces

pdπRkqpx,vq

ˆˆ

X `
B

Btk

˙

|px,vq

˙

“
B

Btk
|px,vq

por como está definido X. Sabemos que el vector tangente a la curva φs en px, vq
es pX ` B{Btkq|φspx,vq, además

ˆ

d

ds

˙

πRkpφspx, vqq “ ek.

Definimos la siguiente k-deformación de IdM , G : M ˆ Rk Ñ M ˆ Rk como
Gpx, vq “ pφvkpx, v´vkekq, vq, es claro que efectivamente es una deformación (las
curvas integrales son difeomorfismos) y además por como la definimos cumplirá
lo deseado. �

Lema 4.2.11. Con la notación anterior;

X “ πM pdGqpG
´1q˚pB{Btkq.

X “ ´pdGqπM pdG
´1qpB{Btkq.

Demostración:

1. Como πM pB{Btiq “ 0 aplicamos πM a la igualdad del lema anterior y
obtenemos lo deseado.

2. Aplicamos ppdGq´1qpx,vq en ambos lados de la igualdad del lema anterior
y obtenemos

pdGq´1
px,vq

ˆˆ

X `
B

Btk

˙

|px.vq

˙

“
B

Btk
|G´1px,vq.
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Entonces

0 “ πM

ˆ

B

Bti
|G´1px,vq

˙

“ πM pdGq
´1
px,vqpXpx,vqq`πM pdGq

´1
px,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

.

Como las últimas k entradas de X son 0 entonces también lo son las
de pdGq´1pXq, entonces πM pdGq

´1
px,vqpXpx,vq “ pdGq´1

px,vqpXpx,vq. A esta

última igualdad le aplicamos pdGqG´1px,vq para obtener 2. �.

Demostración del teorema de Thom-Levine: Necesidad: Supongamos que F :
MˆV Ñ NˆV es trivial, entonces existe U Ă V vecindad del 0 y difeomorfismos
G : M ˆ U Ñ M ˆ U y H : N ˆ U ˆ N ˆ U deformaciones de IdM y IdN
respectivamente tales que H ˝ F “ pf ˆ IdU q ˝G. También sabemos que

pdF qpx,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

“
B

Bti
|F px,vq

ya que en U la deformación se comporta como la identidad, en general esto pasa
para cualquier k-deformación (sea trivial o no). Entonces

pdF qpx,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

“
B

Bti
|px,vq|F px,vq ` πM pdF qpx,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

esto pasa también para cualquier deformación. Sea y “ pf ˆ IdU q ˝ G
´1px, vq.

Entonces

p˚q “ pdF qpx,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

“

B

Bti
|px,vq ` πM pdHqy

ˆ

B

Bti
|y

˙

`

pdHqypdf ˆ IdU qG´1px,vqπM pdG
´1qpx,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

.

Sea Xi
px,vq “ pdGqG´1px,vqπM pdF qpx,vqpB{Bti|px,vqq, entonces Xi es un campo

vectorial en M ˆ U que cumple que πU pX
iq “ πU ˝ πM pdG

´1qpB{Btiq “ 0.

Aplicamos pdGq´1
px,vq ˝ pdGqG´1px,vq antes de π en p˚q y obtenemos

pdF qpx,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

“
B

Bti
|F px,vq ` πM pdHqy

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

` pdF qpx,vqpX
i
px,vqq.

Entonces

ωiF px, vq “ pdF qpx,vq

ˆ

B

Bti
|px,vq

˙

´
B

Bti
|F px,vq “
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πM pdHqy

ˆ

B

Bti
|y

˙

` pdF qpx,vqpX
i
px,vqq.

Definimos Y i
px1,v1q “ πM pdHqH´1px1,v1qppB{Bti|H´1px1,v1qq donde px1, v1q P

N ˆ U , es claro que Y i cumple lo deseado, además como la i fue arbitraria
terminamos.

Suficiencia: Sea F : M ˆ V Ñ N ˆ V k-deformación de f , Xi y Y i campos
vectoriales en M ˆ V y N ˆ V respectivamente que cumplan nuestras hipóte-
sis. Como M es compacta podemos asumir que Xi tiene soporte compacto y
además que Y i también lo es. Por los lemas anteriores existen difeomorfismos
G : M ˆ V Ñ M ˆ V y H : N ˆ V Ñ N ˆ V k-deformaciones de IdM y IdN
respectivamente, tales que

´Xk “ πM pdGqpG
´1q˚

ˆ

B

Btk

˙

y Y k “ ´pdHqπM pdH
´1q

ˆ

B

Btk

˙

.

Sea x “ px, vq P M ˆ U , y “ Gpxq y z “ F ˝ Gpxq, sea F “ H´1 ˝ F ˝ G,
entonces tenemos

pdF qx

ˆ

B

Btk
|x

˙

“
B

Btk
|F pxq ` πM pdH

´1qz

ˆ

B

Btk
|z

˙

`

pdH´1qzπM pdF qy

ˆ

B

Btk
|y

˙

` pdH´1qzpdF qyπM pdGqx

ˆ

B

Btk
|x

˙

“

B

Btk
|F pxq ` pdH

´1qzp´Y
k
z ` πM pdF qy

ˆ

B

Btk
|y

˙

´ pdF qypX
k
x q.

Por hipótesis sabemos que ωkF pyq “ pdF qypX
k
y q ` Y

k
z , entonces

ωk
F
pxq “ pdF qxp

B

Btk
|xq ´ F

˚p
B

Btk
q “

“ pdH´1qzp´ω
k
F pyq ` πM pdF qyp

B

Btk
|yqq “ 0.

Entonces nuestra deformación en su última coordenada se comporta como
la identidad, entonces nada más tenemos que ver que es una deformación tri-
vial para i ď k ´ 1. Notemos que πM pdF qpB{Bti|Gq “ ωi

F
˝ G “ pdHqω´1

F ´

pdF qπM pdGqpB{Btq. Tenemos

pdHqpωiF q “ πM pdF qpdGq

ˆ

B

Bti

˙

“ πM pdF qp
B

Bti
|Gq ` pdGq

ˆ

B

Bti

˙

“

πM pdF q

ˆ

B

Bti
|G

˙

` pdMqπM pdGq

ˆ

B

Bti

˙

.
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Definimos XGpxq “ pdGqxpX
i
xq y Y ix “ pdHqH´1pyqpY

i
H´1pyqq campos vecto-

riales en M ˆ U y N ˆ V respectivamente cuyas últimas k-entradas son 0, y
además ωi

F
pGpyqq “ pdF qGpyqpXGpyqq ` Y

i
F pGpyqq

. �

Proposición 4.2.12. Sea f : M Ñ N estable bajo k-deformaciones entonces f
es infinitesimalmente estable.

Demostración: Como f es estable bajo k-deformaciones entonces en particu-
lar es homotópicamente estable. Sea ω P C8f pM,TNq, entonces tenemos que
encontrar X P C8pTMq y Y P C8pTNq que cumplan nuestra definición. Sea
Mf la gráfica de f en M ˆ N , podemos pensar a ω como un campo vectorial
sobre Mf de la siguiente manera, ωpx,fpxq “ p0, ωxq P TxM

À

TfpxqN , como M
es compacta entonces Mf es compacta, por lo tanto, ω tiene soporte compacto,
extendemos a ω a todo M ˆ N de modo que siga teniendo soporte compacto.
Entonces ω nos define un flujo maximal φ : M ˆN ˆ RÑM ˆN .

Sea F : M ˆ R Ñ M ˆ R donde F px, tq “ pπN ˝ φtpx, fpxqq, tq donde πN :
MˆN Ñ N es la proyección canónica y φt : MˆN ÑMˆN es la solución en el
tiempo t. F px, 0q “ pπn ˝φ0px, fpxq, tq “ pπN px.fpxqq, tq “ pfpxq, tq por lo tanto
es una deformación de f . Como f es homotópicamente estable por el teorema
de Thom-Levine existen campos vectoriales X y Y en M ˆIδ y N ˆIδ tales que
ωF “ pdF qpXq`F

˚pY q con δ ą 0. Restringimos la última ecuación a Mˆt0u y
obtenemos ωF “ pdfqpXq`f

˚pY q donde X “ X|Mˆt0u y Y “ Y |Mˆt0u, además
por como definimos F tenemos que ωF |px,0q “ ωx. �

Nos gustaŕıa probar la suficiencia de este teorema, aunque la necesidad fue
bastante fácil la suficiencia no lo será, primero resolveremos el caso local en el
cual podemos ocupamos teorema de Malgrange.

Proposición 4.2.13. Sea f : M Ñ N infinitesimalmente estable en x P M y
fpxq “ y. Sea F : MˆV Ñ NˆV deformación de f y ω P C8

px,0qpF
˚T pNˆV qq

con πV pωq “ 0. Entonces existen τ P C8
px,0qpT pM ˆ V q y η P C8y pT pN ˆ V qq

tales que
ω “ pdF qpτq ` F˚pηq

y πV “ pτq “ πV pηq “ 0.

Demostración: Sea A :“ tω P C8
px,0qpF

˚pT pN ˆ V q | πV pωq “ 0u y sea B :“

tpdfqpτq | τ P C8
px,0q | τ P C8

px,0qpT pM ˆ V q, πV pτq “ 0u, como F es una

deformación de f no hay ambigüedad si ponemos pdfq en lugar de pdF q. Por
como definimos a A es un C8

px,0qpM ˆ V q, si ω P A, entonces

ω “
n
ÿ

i“1

ωi
B

Byi
,

donde ωi P C
8
px,0qpM ˆ V q, entonces los generadores de A visto como

C8
px,0qpM ˆ V q módulo son tF˚pB{Byiqu

n
i“1. Sea C “ A{B, entonces C es un
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C8
px,0qpM ˆV q módulo finitamente generado por ser cociente de un módulo fini-

tamente generado. Vı́a F˚ C es un C8
py,0qpN ˆ V q módulo, queremos demostrar

que C es generado por tπpF˚pB{Byiqu
n
i“1 donde π : A Ñ C es la proyección

canónica.

Elegimos un representante ω de ω, entonces por el teorema de Taylor tenemos

ωpx, tq “ ωpx, 0q `
k
ÿ

i“1

tiωipx, yq,

donde ωpx, 0q es un campo vectorial sobre f , entonces como f es infinitesimal-
mente estable existen campos vectoriales X y Y en M y N respectivamente
tales que ωpx, 0q “ pdfqpXq ` F˚pY q, extendemos a X a M ˆ V de modo que
πV pXq “ 0, lo mismo para Y . Aplicamos el teorema de Taylor

ωpx, 0q ´ ppdF qpXq ` F˚pY qqpx, tq “
k
ÿ

i“1

tiω
1
ipx, tq.

ωpx, tq “ ppdF qpXq ` F˚pY qqpx, tq `
k
ÿ

i“1

tiω
2
i px, tq.

Obtenemos esta igualdad de las dos anteriores. Consideremos el espacio vecto-

rial C{xtiy
k
i“1C, la clase de ω está generado por F˚pY q, donde F˚pY q “

n
ř

i“1

pYi ˝

fqpB{Byiq, recordemos que Y cumple que πV pY q “ 0, entonces tπpF˚pB{Byiqqu
n
i“1

generan a este espacio vectorial.

Consideremos C{pmpy,0qpC
8pN ˆ V qqC espacio vectorial, como ttiu

k
i“1 Ă

mpy,0qpC
8pNˆV q entonces podemos proyectar el espacio del párrafo anterior en

este, aplicamos el teorema de Malgrange para obtener lo deseado, por lo tanto,

ωF “ pdF qpXq ` F
˚p
ÿ

i“1

ˆ

Y
B

Byi

˙

,

aplicamos el teorema de Thom-Levine (en realidad una versión local de es-
te teorema) para obtener que F es trivial, por lo tanto, f es estable bajo k-
deformaciones. �

Corolario 4.2.14. Sea f infinitesimalmente estable y F : MˆV ÑMˆV una
k-deformación de f . Sea S “ txiui“1s “ f´1pyq, entonces existe una vecindad
U de S ˆ t0u en M ˆ V y campos vectoriales X y Y en M ˆ V y N ˆ V
respectivamente con πV pXq “ πV pY q “ 0 y ωF “ pdF qpXq ` F

˚pY q en U .

Este corolario se resuelve con una pequeña modificación a la proposición ante-
rior. Ahora procedemos de la misma manera que en la sección anterior y resolve-
remos el problema en una vecindad de los puntos cŕıticos de f . Recordemos que
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al conjunto de puntos cŕıticos de f lo denotamos como Σ y al conjunto de puntos
cŕıticos en f´1pyq lo denotamos como Σy, y además si f es infinitesimalmente
estable f´1pyq tiene a lo más dimpNq puntos.

Teorema 4.2.15. Sea f : M Ñ N y F : M ˆ V Ñ N ˆ V deformación de f .
Entonces existen campos vectoriales X y Y en M ˆV y N ˆV respectivamente
y una vecindad Z ĂM ˆ V de Σˆ t0u tal que ωF “ pdF qpXq ` F

˚pY q en Z.

Demostración: Recordemos que fpΣq es compacto, entonces existen abiertos
tUiu

j
i“1 ĂM , tViu

j
i“1 Ă N , tWiu

j
i“1 y ε ą 0 tales que:

1. fpΣq Ă
j
Ť

i“1

Wi,

2. Wi Ă Vi,

3. Para todo v P V con |v| ă ε, F´1
v pWiq X Σ Ă Ui,

4. Si |v| ă ε, entonces Ui Ă F´1
v pViq y

5. Existen campos vectoriales Xi y Yi en Ui ˆ Bεp0q y Vi ˆ Bεp0q tales que
πV pXiq “ πV pYiq “ 0 tales que

ωF “ pdF qpXiq ` F
˚pYiq en Ui ˆBεp0q.

Este problema lo resolvemos primero para f´1pyq y ocupamos el corolario
anterior, luego por la compacidad existe la j. Elegimos una partición de la

unidad tρiu
j
i“1 en

j
Ť

i“1

tal que soppρiq Ă Wi. Sea U vecindad de Σ tal que

f´1pWiq X U Ă Ui para todo i. Tomemos una función ρ : M Ñ R tal que
soppρq Ă U y ρ ” 1 en una vecindad de Σ.

Sea X “
j
ř

i“1

ρF˚ρiXi y Y “
j
ř

i“1

F˚pρiYiq entonces en una vecindad de Σˆt0u

obtenemos

pdF qpXq ` F˚pY q “ pdF q

˜

j
ÿ

i“1

ρF˚ρiXi

¸

`

j
ÿ

i“1

F˚pρiYiq “

j
ÿ

i“1

F˚ρippdF qpXiq ` F
˚pYiqq “ ωF .

Lo cual es lo que deseamos. �

Teorema 4.2.16. Sea f : Mm Ñ Nn infinitesimalmente estable, entonces f es
estable bajo k-deformaciones.
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Demostración: Si m ă n acabamos de demostrarlo. Podemos suponer que
f es una sumersión, ya que si demostramos que las sumersiones son estables
bajo k-deformaciones entonces con un argumento de particiones de la unidad
podemos resolver el problema global. Sea F : M ˆ V Ñ N ˆ V deformación de
f , para v P V pequeña Fv : M Ñ N es una sumersión. Sea H el subhaz de TM
ortogonal al subhaz kerpdF q, entonces T pM ˆ V q “ kerpdF q

À

H
À

TV .

El mapeo restricción pdF q : H Ñ TN es un isomorfismo, entonces existe X
sección de H tal que pdF qpXq “ ωF . Y el teorema de Thom-Levine implica el
teorema. �

Notemos que en el último teorema la k fue arbitraria, entonces si f es infi-
nitesimalmente estable es estable bajo k-deformaciones para cualquier k. Como
corolario de esta sección obtenemos

Corolario 4.2.17. Sea f : M Ñ N infinitesimalmente estable entonces f es
estable.

4.3. Estabilidad transversal

En esta sección nos interesa demostrar que estabilidad implica estabilidad
infinitesimal, para eso introduciremos una nueva noción de estabilidad, que será
equivalente a todas las anteriores. Atacaremos el problema de la misma manera
que lo hicimos anteriormente, primero atacaremos el problema de una manera
local para luego hacerlo globalmente. Recordemos que G “ DifpMqˆDifpNq es
un grupo que actúa en JkpM,Nq donde pg, hq ¨σ “ jkhpyq˝σjkg´1pgpxqq donde
σ P JkpM,Nqpx,yq. Denotemos a Dσ a la órbita de σ bajo la acción de G.

Sea GkpMqx Ă JkpM,Mqpx,xq y GkpNqy Ă GkpNqpy,yq los grupos de k-jets

invertibles, y Gk “ GkpMqx ˆ GkpNqpy,yq, por como lo definimos Gk es un

grupo de Lie, el cual actúa en JkpM,Nqpx,yq como pτ, ξq ¨ σ “ ξ ˝ σ ˝ τ´1 donde

σ P JkpM,Nqpx,yq. Denotemos por Oσ a la órbita de σ en JkpM,Nqpm,nq bajo

esta acción, y Oσ la componente conexa de Oσ que contiene a σ. Como Gk es
un grupo de Lie, entonces Oσ es una subvariedad inmersa de JkpM,Nqpx,yq.

Lema 4.3.1. La componente conexa de la identidad en GLpnq es el conjunto
de las matrices de determinante positivo.

Lema 4.3.2. Sea Ta : Rn Ñ Rn la traslación por a P Rn. Sea U Ă Rn abierto,
entonces existe un difeomorfismo η : Rn Ñ Rn tal que η “ Ta en U y η “ IdRn

fuera de algún compacto.

Lema 4.3.3. Sea φ : Rn Ñ Rn difeomorfismo tal que φp0q “ 0. Entonces existe
un difeomorfismo η : Rn Ñ Rn tal que η “ φ en una vecindad del 0 y η “ φ
fuera de algún compacto.

59



Estos lemas no los demostraremos ya que son simples las demostraciones
aunque un poco largas y los métodos usados no son de nuestro interés.

Teorema 4.3.4. Dσ es una subvariedad inmersa de JkpM,Nq.

Demostración: Sean x P M y y P N , U y V cartas coordenadas alrededor de
x y de y respectivamente, podemos suponer que U “ Rm y V “ Rn con x “ 0
y y “ 0. Sea T : U ˆ V ˆ JkpU, V qpx,yq Ñ JkpU, V q dado por T px1, y1, τq “

jkTy1 ˝ σj
kTx1 donde Tx1 y Ty1 son las traslaciones por x1 y y1 respectivamente,

el cual es un difeomorfismo por ser una carta de JkpM,Nq.

Sea DU,V
σ la componente conexa de DσXJ

kpU, V q que contiene a σ, si demos-
tramos que Dσ X J

kpU, V q tiene un conjunto numerable de componentes y que
T pU ˆV ˆOσq “ DU,V

σ tendremos el teorema. Sea Gk la componente conexa de
Gk, entonces es claro que Oσ “ Gk ¨σ. Sea τ P Oσ entonces τ “ β˝σ˝α´1 donde
α P GkpMqx y β P GkpNqy, podemos suponer que α : M ÑM representante de
α es un difeomorfismo global, lo mismo para β : N Ñ N representante de β.

Entonces τ “ jkβpyq ˝ σ ˝ jkpα´1qpxq. Por otro lado T px1, y1, τq “ jkTy1 ˝
τ ˝ jkpT´1

x1 qpx
1q, podemos asumir que Tx1 : M Ñ M y Ty1 : N Ñ N son

difeomorfismos globales. Por lo tanto, T px1, y1, τq “ pTx1 ˝ α, Ty1 ˝ βq ¨ τ P Dσ,
entonces tenemos la primera contención.

Para la otra contención, sea τ P DU,V
σ , x1 “ αpτq y y1 “ βpτq. Sea ρ “

jkpT´1
q1 qpy

1q˝τ ˝jkTx1pxq, como las traslaciones son difeomorfismos tenemos que

ρ P Dσ, entonces existen difeomorfismos pγ, ξq P G tal que ρ “ jkξpyq ˝ ω ˝
jkpγ´1qpxq, entonces ρ P Oσ, entonces OσXJ

kpU, V q Ă T pU ˆV ˆOσ, como U
y V fueron cartas JkpU, V qXDσ tiene un conjunto numerable de componentes.
�

Definición 4.3.5. Sea f : Mm Ñ Nn y x PM con σ “ jnfpxq. Entonces f es
transversalmente estable en x si jnfpxq ´& Dσ en x.

Lema 4.3.6. Sea f : M Ñ N estable entonces f es transversalmente estable
en x PM para toda x.

Este lema es una consecuencia trivial del teorema de transversalidad de Thom.
Sea f : M Ñ N , ω P C8pf˚TNq y ω P Jkpf˚TNqx un representante de ω. Sea
F : M ˆ I Ñ N ˆ I deformación de f tal que dF {dt|t“0 “ ω. Consederemos la
curva tÑ jkFtpxq en JkpM,Nq basada en ω, sea λpωq el vector tangente en t “
0. Como nuestra definición de estabilidad transversal depende de una condición
de transversalidad nos ayudará en el futuro calcular los espacios tangentes.

Proposición 4.3.7. λ : Jkpf˚TNq Ñ TωJ
kpM,Nq es un monomorfismo de

espacios vectoriales.

Demostración: Escribimos a ω “
n
ř

i“1

gif
˚pB{Byiq con gi función suave. Para t
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cercano a 0 podemos escribir a F jt “ fj ` tgj `Opt
2q, entonces

jkF jt p0q “
ÿ

|a|ďk

xa

a!

B|a|

Bxa
F jt p0q “

ÿ

|a|

xa

a!

ˆ

B|a|

Bxa
fjp0q ` t

B|a|

Bxa
gjp0q `Opt

2q

˙

,

derivamos con respecto a t y obtenemos

B

Bt
jkF jt p0q|0 “

ÿ

|α|ďk

xa

α!

B|a|

Bxa
gjp0q.

Por esta última expresión λ está bien definida y además lineal. Si λpωq “ 0
entonces B|a|{Bxagjp0q “ 0 para |a| ď k, por lo tanto ω “ 0. �

Proposición 4.3.8. La sucesión 0 Ñ Jkpf˚TNqx
λ
Ñ TωJ

kpM,Nq
pdαqω
Ñ

TxM Ñ 0 es exacta, donde α : JkpM,Nq ÑM es el mapeo fuente.

Demostración: Como λ es inyectiva y α es una sumersión, nada más nos hace
falta probar que impλq “ kerpdαqω. Como la curva tÑ α ˝ jkFtppq es constante
entonces pdαqω ˝ λ “ 0, lo cual implica que impλq Ď kerppdαqωq. Como estos
vectoriales son espacios de dimensión finita nada más nos hace falta probar que
tienen la misma dimensión. dimpimpλqq “ dimpV kn,mq ` dimpNq, por otro lado,

dimpkerpdαqωq “ dimpJkpM,Nqq´dimpMq “ dimpV kn,mq`dimpNq, por lo tanto
la sucesión es exacta. �

Con la notación del teorema anterior tenemos un mapeo pdγ1q : C8y pTNq Ñ

TωDω, dado de la siguiente manera. Sea Y P C8y pTNq y Y P C8pTNq un

representante de Y , podemos elegir a Y de modo que tenga soporte compacto,
entonces su flujo asociado φ es maximal. Consideremos la curva cptq “ jkφtpyq˝
σ, como φt es un difeomorfismo esta curva se encuentra en Dω, sea pdγ1qpY q “
Bc{Bt|t“0. Sea πk : C8y pTNq Ñ JkpTNqy que a cada germen alrededor de y le
asigna su k-jet.

Proposición 4.3.9. El siguiente diagrama conmuta

C8y pTNq

πk

��

pdγ1q
// TωDω

JkpTNqy
f˚
// Jkpf˚TNqy.

λ

OO

Demostración: Sean Y y φ como en el párrafo anterior.

λ ˝ f˚ ˝ πkpY q “
d

dt
jkpφt ˝ fqpxq|t“0 “

d

dt
jkφtpyq ˝ ω|t“0 “ pdγ1qpY q.
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La igualdad es válida ya que el flujo asociado a Y es φ. �

De la misma manera que acabamos de definir pdγ1q podemos definir un ma-
peo pdγ2q : C8x pTMq Ñ TωDω, dado X P C8x pTMq elegimos un representante
X P C8pTMq, como X es compacta X tiene asociado un flujo maximal ψ. Con-
sideramos la curva cptq “ ω ˝ψtpψ

´1pxqq. De la misma manera podemos definir
pdγ2qpXq “ dc{dt|t“0. Sea πk0 : JkpTMqx Ñ J0pTMqx “ TxM la proyección
canónica.

Proposición 4.3.10. Sea γ : JkpTMqx Ñ TωDω dada por γ “ ´λ ˝ pdfq `
pdjkfqx ˝ π

k
0 . Entonces el siguiente diagrama conmuta

C8x pTMq
pdγ2q

//

πk

��

TωDω

JkpTMqx.

γ

99

Demostración: Ocupando la misma notación, sea Xk “ πkpXq. Sea Ft “ f ˝φt
deformación de f que cumple pdFdt q|t “ 0 “ pdfqpXq. Entonces

λ ˝ pdfqpXkq “
d

dt
pjkFtpxqq|t“0 “

d

dt
rjkfpψtpxqq ˝ j

kψtpxqs|t“0 “

“
d

dt
jkfpψtppqq|t“0 `

d

dt
ω ˝ jkψtpxq “ pdj

kfqxπ
0pXq ´

d

dt
ω ˝ jkψ´tpxq|t“0 “

pdjkfqxπ
k
0 pX

kq ´ pdγ2qpXq.

Esta última igualdad la obtenemos debido a que π0 “ πk0 ˝ π
k y ψ´t “ ψ´1

t ,
despejando la última igualdad obtenemos lo deseado. �

Proposición 4.3.11. pdγ1q ` pdγ2q : C8x pTMq
À

C8y pTNq Ñ TωDσ Ñ 0 es
exacta.

Demostración: Sea v P TωDσ y c : I Ñ Dσ una curva que representa a
v. Supongamos que existe una curva de difeomorfismos en DifpMq ˆ DifpNq
de la forma t Ñ pgt, htq tal que cptq “ jkhtpyq ˝ ω ˝ j

kgtpg
´1ptqq, primero

demostraremos que si esto pasa entonces v estará en la imagen de pdγ1q`pdγ2q,
luego demostraremos que es posible encontrar esta curva de difeomorfismos.
Sean

Xpxq “
Bgt
Bt
pxq|t“0 Y pyq “

Bht
Bt
pyq|t“0

campos vectoriales en M y N respectivamente, como estamos resolviendo un
problema a nivel de gérmenes podemos suponer que Y tiene soporte compacto.
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Sean φ y ψ los flujos maximales asociados a X y Y respectivamente. Entonces
la curva cptq “ jkψtpyq ˝ ω ˝ j

kφ´tpφtpxqq satisface

dx

dt
|t“0 “

dc

dt
|t“0 “ v,

por como la definimos. Entonces

pdγ1q ` pdγ2qpX.Y q “
dc

dt
“ v,

ya que dg{dt|t“0 “ dφt{dtt“0, lo mismo para ht y ψt. Entonces ahora demostra-
remos que existe la curva de difeomorfismos. Recordemos que si U y V cartas al-
rededor de x y y entonces T pUˆV ˆOωq era la componente conexa que conteńıa
a ω en OωXJ

kpU, V q donde Oω era la órbita de ω bajo la acción de Gk. Podemos
suponer que la curva cptq se encuentra en el conjunto T pU ˆV ˆOωq. Entonces
T´1pcptqq “ pxptq, yptq, ωptqq. Entonces cptq “ jkpTyptqq ˝ ωptq ˝ j

kpT´1
pxptqq, como

ωptq es una curva en Oω, existe una curva pgt, htq en GkpMqx ˆG
kpNqy donde

estos eran los k-jets invertibles de modo que gt ˝ σ ˝ h
´1
t “ ωptq. Sea gt el poli-

nomio cuyo k-jet es gt, elegimos ht de la misma manera, podemos asumir que
gt y ht son difeomorfismos globales. �

Teorema 4.3.12. Sea f : Mm Ñ Nn suave y x PM . Si f es transversalmente
estable en x entonces f es infinitesimalmente estable en x.

Demostración: Sea ω P Jnpf˚pTNqqx, para demostrar que f es infinitesimal-
mente estable en x tenemos que encontrar X P JnpTMq y Y P JnpTNq tales que
ω “ pdfqpXq ` f˚pY q. Sea λpωq P TωJ

npM,Nq, existen v P TωDω y u P TxM
tales que λpωq “ v ` pdjnfqxpuq, por el lema anterior existen X P C8x pTMq
y Y P C8fpxqpTNq tales que v “ ´pdγ2qpXq ` pdγ1qpY q. Sean X “ πnpXq y

Y “ πnpY q, aunque la notación sea igual notemos que estamos hablando de πm
distintas, tenemos v “ λ ˝ f˚pY q ´ γpXq entonces

λpωq “ λ ˝ pdfqpXq ´ pdjmfqx ˝ π
n
0 pXq ` λ ˝ f

˚pY q ` pdjmfqxpuq.

Aplicamos pdαqω de ambos lados,

0 “ u´ πn0 pXq.

Entonces λpωq “ λ ˝ pdfqpXq ` λ ˝ f˚pY q, pero λ es inyectiva, por lo tanto
ω “ pdfqpXq ` f˚pY q. �

Nos gustaŕıa pasar este resultado a un ámbito global, como siempre nuestro
problema son las autointersecciones, para eso introducimos la subvariedad in-
mersa Ds

ω Ă Jks pM,Nq que es la órbita de ω en Jks pM,Nq bajo la órbita de
DifpMq ˆDifpNq.

Proposición 4.3.13. Ds
ω es una subvariedad inmersa de Jks pM,Nq.
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Demostración: Sea ω “ pω1, . . . , ωsq P J
k
s pM,Nq, dividiremos la prueba en

dos casos:

1. Sea βpω1q “ ¨ ¨ ¨ “ βpωsq, a estos elementos los llamaremos diagonales.
Elegimos vecindades tUiu

s
i“1 vecindades disjuntas de tαpωuu

s
i“1 y V una

vecindad coordenada de βpω1q. Definimos T : U1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Us ˆ V ˆOω1
ˆ

¨ ¨ ¨ ˆOωs Ñ Jks pU1, V q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ J
k
s pM,Nq dada por

T px1, . . . , xs, y, σ1, . . . , σsq “ pT px1, y, σ1q, . . . , T pxs, y, σsqq.

De manera similar demostramos que estas son las cartas de Ds
ω, el único

detalle que vale la pena mencionar es que si tenemos difeomorfismos de-
finidos en Ui no necesariamente iguales si i ‰ j lo podemos extender a
uno global, como les pedimos a las vecindades que fueran ajenas esto es
posible inductivamente.

2. Supongamos que ω no es diagonal, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que s “ 2 con βpω1q ‰ βpω2q. Como ser subvariedad inmersa
es algo local podemos suponer que M “ Rm y N “ Rn, entonces Ds

ω “

D1 ˆD2 X Z, donde Z “ tpσ1, σ2q P J
k
2 pRm,Rnq | βpω1q ‰ pω2q. �

Lema 4.3.14. Sea f : M Ñ N estable, entonces f es transversalmente estable.

Esto es una consecuencia trivial de la proposición anterior y el teorema de
multitransversalidad de Thom.

Teorema 4.3.15. Sea f : M Ñ N transversalmente estable, entonces f es
infinitesimalmente estable.

Demostración: Sea y P N , y S “ txiu
s
i“1 Ă f´1pyq, donde 1 ď s ď n` 1, defi-

nimos λs : Jmpf˚TNqS “
s
À

i“1

Jnpf˚TNqxi Ñ TωJ
n
s pM,Nq “

s
À

i“1

TωiJ
npM,Nq

como la suma entrada a entrada de λ, definida de esta manera λs es inyectiva.
Entonces la siguiente sucesión es exacta

0 Ñ Jnpf˚TNqS
λs
Ñ TωJ

n
ω pM,Nq

pdαsqω
Ñ Tpx1,...,xsqM

psq Ñ 0.

Definimos pdγS1 q : C8y pTNq Ñ TωD
s
ω de la siguiente manera, sea Y un campo

vectorial en N de soporte compacto y Y su clase en C8q pTNq, sea φ el flujo

maximal asociado a Y , sea cptq “ jksφtpyq ˝ω, sea pdγs1qpY q “ p
dc
dt q|t“0, entonces

el siguiente diagrama conmuta

C8y pTNq

πk

��

pdγs1q // TωD
s
ω

JnpTNqy
f˚
// Jnpf˚TNqS .

λs

OO
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De manera análoga podemos definir pdγs2q : C8pTMqS Ñ TωD
s
ω y γ :

JnpTNqS Ñ TωD
s
ω dada por γ “ ´λs ˝ df ` pdjms fqs ˝ π

n
0 , de modo que el

siguiente diagrama conmuta

C8S pTMq
pdγs2q //

πk

��

TωD
s
ω

JkpTMqx.

γs
99

Los diagramas anteriores conmutan debido a que en sus funciones coordenadas
conmutan. De la misma manera pdγs1q ` pdγ

s
2q : C8pTMqS

À

C8pTNqs Ñ
TωD

s
ω, por lo tanto, Jnpf˚TNqS “ pdfqpJ

npTMqSq ` f
˚pJnpTNqyq. �

Teorema 4.3.16. Sea M compacta y f : M Ñ N suave. Entonces los siguientes
son equivalentes:

1. f es estable.

2. f es infinitesimalmente estable.

3. f es estable bajo k-deformaciones.

4. f es transversalmente estable.

Demostración: 3 implica 1 es el lema 4.2.2. 3 si y sólo si 2 es la proposición
4.2.12 y el teorema 4.2.16. 2 implica 1 es el corolorario 4.2.17. 4 implica 2 es el
teorema 4.3.15. 1 implica 4 es el lema 4.3.14. �

Lo que podemos preguntarnos ahora es la existencia de mapeos estables, es
decir, dadas dos variedades arbitrarias, ¿existen los mapeos estables? o ¿son
éstos un conjunto denso? En el caso cuando la dimensión del dominio es mayor
a la del codominio las sumersiones son estables. En la siguiente sección ana-
lizaremos los casos más simples de mapeos estables y en el siguiente caṕıtulo
analizaremos el caso general, seguiremos asumiendo que el dominio siempre es
compacto.

4.4. Ejemplos

4.4.1. Funciones de Morse

Recordemos que una función f : M Ñ R es una función de Morse si j1f ´& S1,
por lo tanto, las funciones de Morse forman un conjunto denso, entonces si una
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función es estable esta necesariamente tiene que ser una función de Morse. La-
mentablemente el regreso a esta afirmación es falso, debido al problema de las
autointersecciones, ya que en un punto cŕıtico la derivada es el morfismo ce-
ro. Por suerte, las funciones de Morse cuyos puntos cŕıiticos tienen imágenes
distintas también son un conjunto residual y como en este caso no hay autoin-
tersecciones formulamos la siguiente proposición.

Proposición 4.4.1. Sea f P C8pM,Rq, f es estable si y sólo si f es una
función de Morse cuyos puntos cŕıticos tienen imágenes distintas.

Demostración: La necesidad es clara por el párrafo anterior. Sea f : M Ñ

R función de Morse cuyos puntos cŕıticos tienen imágenes distintas. Sea ω P
C8pf˚TRq, como TR “ Rˆ R, ω es de la forma ωpxq “ pfpxq, ωpxqq, entonces
podemos pensar que ω P C8pM,Rq. De la misma manera podemos pensar a un
campo vectorial Y en N como Y P C8pR,Rq.

Como f es una función de Morse y M es compacta, los puntos cŕıticos de f
son un conjunto finito. Sea Y P C8pR,Rq tal que ωpxq “ Y ˝ fpxq en los puntos
cŕıticos de f , esto es posible por lo que acabamos de aclarar. Ahora tenemos
que encontrar X P C8pTMq tal que ω “ pdfqpXq cuando ωpxq “ 0, esto ya que
podemos sustituir a ω por ω ´ Y ˝ f . Alrededor de cada punto x PM elegimos
una vecindad Ux de la siguiente manera:

1. Si x es un punto regular de f , elegimos Ux de tal modo que si x1 P Ux
entonces pdfqx1 ‰ 0. Elegimos un campo vectorial Xx en Ux tal que
pdfqpXxq ‰ 0.

2. Si x es un punto cŕıtico de f elegimos una vecindad de tal modo que

f tenga la forma
m
ř

i“1

x2
i , asumiremos que los coeficientes de las xi serán

positivos, pero la demostración es igual si no lo son.

Entonces tUxuxPM es una cubierta de M , entonces existe una subcubierta
finita tUxiuiPI para algún conjunto de ı́ndices I, sea tρiuiPI una partición de la
unidad asociada a esta subcubierta. Escogemos campos vectoriales tXiuiPI en
M de la siguiente manera:

1. Si xi es un punto regular

Xipxq “

$

&

%

ωpxqρipxqX
xi
pxq

pdfqxpXx
i
pxqq

si x P Uxi

0 si x R Uxi .

2. Si xi es un punto cŕıtico entonces ωpxiq “ 0 y ρiω “
m
ř

j“1

hjxj por el lema

de Hadamard (podemos tomarnos a las vecindades Uxi convexas), además
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las hj tienen soporte compacto debido a que ρiω lo tiene. Sea

Xi “

m
ÿ

j“1

hj
2

B

Bxj

en Uxi y lo extendemos suavemente fuera de Ux de modo que tenga soporte
compacto. Dividimos entre 2 debido a que la derivada de una función de
Morse tiene un 2 multiplicando.

Sea X “
ř

iPI

Xi, ahora nada más tenemos que ver si efectivamente este es el

campo vectorial que necesitamos.

1. Si x es un punto regular tenemos que

pdfqxpXpxqq “
ωpxqρipxqpdfqxX

xipxq

pdfqxpXxiqpxqq
“ ωpxqρipxq “ ωpxq.

2. Si x es un punto cŕıtico

pdfqxpXpxqq “
m
ÿ

j“1

hjpxq

2

B

Bxj
px2

1 ` ¨ ¨ ¨ ` x
2
mq “

m
ÿ

j“1

hjxj “ ρipxqωpxq “ ωpxq.

Por lo tanto, pdfqpXq “ ω. �

4.4.2. Inmersiones 1 a 1

Proposición 4.4.2. Sea f : M Ñ N con dimpNq ě 2 dimpMq ` 1. Entonces f
es estable si y sólo si f es una inmersión 1 a 1.

Demostración: Necesidad. Si f es una inmersión 1 a 1 entonces cualquier
función equivalente a f es una inmersión 1 a 1. Entonces si f es estable existe
una vecindad W P C8pM,Nq donde todas las funciones son equivalentes a f .
Por el teorema del encaje de Whitney tenemos que existe g P W inmersión 1 a
1 equivalente a f , por lo tanto, f es una inmersión 1 a 1.

Suficiencia. Sea ω campo vectorial sobre f , entonces elegimos Y campo vec-
torial definido en fpMq de modo que ω “ f˚Y , extendemos a Y a todo N .
�.
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4.4.3. Inmersiones con cruces normales

Definición 4.4.3. Sea f : M Ñ N suave y f psq : M psq Ñ Ns la restricción
de

ś

f : Ms Ñ Ns a M psq. Entonces f es un mapeo con cruces normales si
f psq ´& ∆Ns para toda s ą 1.

Que un mapeo tenga cruces normales es una condición de transversalidad por
el teorema de multitransversalidad de Thom tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.4.4. El conjunto de mapeos con cruces normales es denso en
C8pM,Nq.

Corolario 4.4.5. Las inmersiones con cruces normales son densas en el con-
junto de inmersiones.

Proposición 4.4.6. Si f : M Ñ N es una inmersión estable entonces f es una
inmersión con cruces normales.

Es claro que las inmersiones 1 a 1 son inmersiones con cruces normales debido
a que si f : M Ñ N es una inmersión 1 a 1, entonces f psqpM psqqX∆Y s “ H para
toda s ą 1. Nos gustaŕıa demostrar la suficiencia de esta proposición, primero
demostraremos algunos lemas que nos ayudarán para ver este hecho.

Lema 4.4.7. Sea f : M Ñ N inmersión con cruces normales, sea y P N .
Como M es compacta y f una inmersión, entonces f´1pyq “ txiuiPI es un
conjunto finito. Entonces tpdfqxipTxipMquiPI están en posición general, vistos
como subespacios de TyN .

Demostración: Sea J Ď I con cardinalidad s, renombramos a pdfqxj pTxjMq
como Hj para toda j P J . Denotemos a q P ∆N a q “ pq, . . . , qq. Por hipótesis
tenemos que

TqN
s “

à

jPJ

Hj ` Tq∆N.

Por el teorema de la dimensión tenemos que

s ¨ dimpNq “ dimp
s
à

j“1

Hjq ` dimpNq ´ dimp
s
à

j“1

Hj X Tq∆N
sq.

Despejando
s
ř

j“1

codimpHjq “ codimp
s
À

j“1

HjXTq∆N
sq, pero

s
À

j“1

HjXTq∆N
s “

s
Ş

j“1

Hj , identificando a Tq∆N
s con TqN . �
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Lema 4.4.8. Sea V un R-espacio vectorial de dimensión finita, tHiu
s
i“1 Ă V

familia de subespacios de V . Sea W “
s
Ş

i“1

Hi, entonces existen tFiu
s
i“1 Ă V

familia de subespacios de V tales que

1. V “ D
À

p
s
À

i“1

Fiq,

2. Hi “ D
À

p
ř

i‰j

Fjq y

3. V “ Fi
À

Hi.

Demostración: Sea Di “
Ş

i‰j

Hj . Sea Fi espacio complementario a D en Di

para toda i. Tenemos que

dimpFiq “ dimpDiq ´ dimpDq “

dimpV q ´ codimp
č

i‰j

Hjq ´ dimpV q ` codimp
s
č

i“1

Hiq “ codimpHiq

Entonces

dimpDq `
s
ÿ

i“1

dimpFiq “ dimpDq `
s
ÿ

i“1

codimpHiq “

dimpDq ` codimp
s
č

i“1

Hiq “ dimV.

Para ver que la suma de 1 es directa nos tomamos f1 P F1, supongamos que
f1 “ d ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fs donde d P D y fi P Fi para toda i ‰ 1. Por como
definimos a las Fi, fi P Di ´ D, entonces fi P Hj para cada i ‰ j, entonces
d`f2`¨ ¨ ¨`fs P H1, pero F1XH1 “ 0 ya que F1 Ă D1´D, por lo tanto, f1 “ 0.
Lo mismo podemos hacer para los demás Fj , entonces la suma es directa.

Como D Ă Hi y Fj Ă Hi para cada i ‰ j, entonces Hi Ą Hi “ D
À

p
ř

i‰j

Fjq,

pero codimpHi “ D
À

p
ř

i‰j

Fjqq “ dimpFiq “ codimHi, por lo tanto, por el

teorema de la dimensión se da la igualdad. Juntamos las igualdades de 1 y 2
para obtener 3. �

Definición 4.4.9. Sea L Ă M subvariedad y X un campo vectorial en M ,
decimos que X es tangente a L si para toda x P L se cumple que Xx P TxL.
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Lema 4.4.10. Sean tHiu
s
i“1 Ă Rm familia de subespacios vectoriales en posi-

ción general. Sean tXiu
s
i“1 campos vectoriales en Hi respectivamente para toda

i. Entonces existe X campo vectorial en Rm tal que para toda i, X ´ Xi es
tangente a Hi.

Demostración: Elegimos tFiu
s
i“1 Ă Rm como en el lema anterior. Sea πi :

Rn Ñ Hi la proyección ortogonal para cada i. Como el haz tangente a Rm es
trivial, podemos pensar a Xi como una función de Hi en Rm. Sea Yi “ Xi ˝ πi
campo vectorial en Rm, esto para toda i. Sea Zi “ Yi ´ πi ˝Xi. Por como nos

tomamos a πi, impZiq Ă Fi. Sea X “
s
ř

i“1

Zi. Notemos que por el lema anterior

tenemos que πjpZiq “ Zi para i ‰ j. Entonces

πipX ´Xiq “ X ´ Zi ´ πipXiq “ X ´ Yi ` πipYiq ´ πipXiq “ X ´Xi,

por lo tanto, X ´Xi P Hi. �

Definición 4.4.11. Sean tMiu
s
i“1 Ă M familia de subvariedades de M . Sea

x P
s
Ş

i“1

M , decimos que tMiu
s
i“1 están en posición general en x si tTxMiu

s
i“1 Ă

TxM están en posición general.

Aunque parezca que nos hemos desviado un poco de nuestra meta, el siguiente
lema nos ayudará a relacionar lo que hemos hecho.

Lema 4.4.12. Sean tMiu
s
i“1 Ă Mm subvariedades en posición general en x.

Entonces existen una vecindad U de x en M , una carta φ : U Ñ Rm y tHiu
s
i“1 Ă

Rn subespacios tales que Mi X U “ φ´1pHiq para toda 1 ď i ď s.

Demostración: Sea mi “ codimpMiq en M . Para toda i existe una vecindad
Ui de x en Mi, y funciones tfi,ju

mi
j“1 reales tales que

Mi X Ui “ ty PW | fi,1pyq “ ¨ ¨ ¨ “ fi,mipyq “ 0u.

Estas funciones las podemos obtener de la definición de subvariedad. Sea V “
s
Ş

i“1

Ui y n “ m ´ m1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ ms ą 0, sabemos que es un número positi-

vo debido a que los espacios se encuentran en posición general. El conjunto

tfi,jup1ďiďsqp1ďjďmiq tiene cardinalidad
s
ř

i“1

mi y el subespacio de TxM que se

anula en pdfi,jqx para todas i y j no es nada más que
s
Ş

i“1

TxMi cuya dimensión

es
s
ř

i“1

mi, ya que los espacios se encuentran en posición general. Como nada más

tenemos este número de fi,j entonces éstas deben ser linealmente independientes
en pTxMq

˚.

70



Elegimos funciones tgju
n
j“1 reales definidas en V tales que tpdgjqxu

n
j“1 sean

una base de pTxMq
˚ con las pdfi,jqx. Sea φ : V Ñ Rm dada por φpyq “

pf1,1pyq, . . . , g1pyq, . . . , gnpyqq. Por como construimos esta función, es un difeo-
morfismo local en x para alguna vecindad U de x en M , elegimos a esta U como
la vecindad deseada y nuestra φ cumple lo deseado por construcción. �

Teorema 4.4.13. Sea f : M Ñ N inmersión. Si f tiene cruces normales
entonces f es infinitesimalmente estable.

Demostración: Sea y P N y txiu
s
i“1 “ f´1pqq. Demostraremos que existen

vecindades W de y en N y vecindades tUiu
s
i“1 vecindades de cada xi respecti-

vamente tales que cumplan:

1. Ui X Uj “ H para i ‰ j,

2. f |Ui es una inmersión propia 1 a 1,

3. fpUiq ĂW y

4. f´1pW q “
s
Ť

i“1

Ui.

Primero elegimos vecindades tViu
s
i“1 vecindades de cada xi respectivamente

que cumplan 1 y 2, además existe una vecindad W de y tal que f´1pW q Ă
s
Ť

i“1

Vi.

Sea Ui “ ViXf
´1pW q para toda i. Sea Ni “ fpUiq , por 2, tenemos que tNiu

s
i“1

es una familia de subvariedades de N . Entonces por el lema anterior tNiu
s
i“1

están en posición general en y. Elegimos a W como la U del lema anterior.

Para cada y P N tenemos una vecindad Wy en N que cumple los incisos
anteriores, entonces tWyuyPN es una cubierta abierta de N , y como f es continua
tf´1pWyquyPN es una cubierta abierta de X, como X es compacta podemos
substraer una subcubierta finita tf´1pWiqu

r
i“1, elegimos una partición de la

unidad tρiu
r
i“1 subordinada a esta cubierta. Sea ω un campo vectorial a lo largo

de f , tenemos que ω “
r
ř

i“1

ρiω, de aqúı obtenemos que nuestro problema lo

podemos resolver nada más en una Wi para luego pegar las soluciones de todos.

Entonces W es unión de las subvariedades tfpUiqu
s
i“1. Definimos un campo

vectorial en Yi en fpUiq como Yi “ ω ˝ pf |Uiq
´1. Entonces existe un campo

vectorial Y definido en W tal que Y |fpUiq´Yi es tangente a fpUiq. Extendemos
Y a todo N de modo que Y ” 0 fuera de W , además Y tiene soporte compacto
ya que las Yi lo tienen. Sea ω1 “ ω ´ Y ˝ f , el cual para todo x P Ui se tiene
que ω1pxq “ ωpxq ´ Y pfpxqq es tangente a fpUiq. Por lo tanto, existe Xi campo
vectorial definido en Ui tal que pdfqpXiq “ ω1 con soporte compacto, entonces
existe X “ Xi en Ui para toda i con X ” 0 fuera de f´1pW q y que cumple lo
deseado. �
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Por el teorema de Thom, tenemos que las inmersiones que tienen cruces nor-
males son estables. Ahora, cuando dimpNq “ 2 ¨ dimpMq las inmersiones son
densas en C8pM,Nq, entonces si un mapeo es estable, este necesariamente tie-
ne que ser una inmersión, entonces bajo estas hipótesis tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 4.4.14. Supongamos que 2 dimM ď dimN . Entonces f : M Ñ N
es estable si y sólo si f es una inmersión con cruces normales.

Para finalizar este ejemplo notemos que si f : R Ñ R2 es una inmersión con
cruces normales, para todo y P N tenemos que este conjunto no puede tener
cardinalidad mayor a 2, ya que, si x1, x2, x3 PM son tales que fpx1q “ fpx2q “

pf3q “ y, entonces pdfqx1
pTx1

Rq, pdfqx2
pTx2

Rq, pdfqx3
pTx3

Rq están en posición
general en TyR2. Como f es inmersión las dimensiones de estos espacios es 1
lo cual es equivalente a que su codimensión sea 1. Entonces la suma de las
codimensiones es 3 y la codimensión de la intersección a lo más es 2. Entonces,
de manera más general tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.4.15. Sea f : Mm Ñ Nn una inmersión estable y y P N , entonces
f´1pyq tiene a lo más n{pn´mq elementos.

4.4.4. Sumersiones con dobleces

Cuando dimpMq ě dimpNq demostramos que las sumersiones son estables,
ahora debilitaremos un poco nuestras hipótesis para poder saber exactamente
cuáles son todos los mapeos estables, entonces en esta sección asumiremos que
la dimensión del dominio es mayor o igual a la del codominio.

Definición 4.4.16. Sea f : M Ñ N tal que j1f ´& S1pM,Nq. Llamaremos
a x P S1pM,Nq punto de doblez de f si TxpS1pfqq ` kerpdfqx “ TxM , donde
S1pfq “ pj

1fq´1pS1pM,Nqq.

Esta definición tiene sentido ya que codimpS1pfqq “ codimpS1pM,Nqq “
m´ n` 1 y dimpkerpdfqxq “ m´ n` 1, por lo tanto, si es posible que existan
los puntos de doblez y además la suma será directa, es decir, los subespacios
TxpS1pfqq y kerpdfqx se intersecan en el 0 de TxM nada más.

Definición 4.4.17. 1. Diremos que f : M Ñ N es una sumersión con do-
bleces si sus únicos puntos cŕıticos son puntos de doblez.

2. Si f : M Ñ N es una sumersión con dobleces a S1pfq lo llamaremos el
lugar de doblez.

Lema 4.4.18. Sea f : M Ñ N sumersión con dobleces, entonces f restringida
a S1pfq es una inmersión.
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La demostración es clara de la definición de punto de doblez. Notemos que
si f : M Ñ N es una sumersión, entonces es una sumersión con dobleces y si
N “ R las sumersiones con dobleces son las funciones de Morse.

Supongamos que f : M Ñ N es una sumersión con dobleces, entonces f en
pM´S1pfqq tenemos que si ω P C8pf˚TNq entonces existen X campo vectorial
definido en pM ´ S1pfqq y Y campo vectorial en N tal que ω “ pdfqpXq `
f˚pY q, entonces f es infinitesimalmente estable en esta parte de su dominio,
si suponemos que f |S1pfq además de ser una inmersión, es una inmersión con
cruces normales, entonces f |S1pfq también es infinitesimalmente estable, por lo
tanto, si f : M Ñ N es una sumersión con dobleces tal que fS1pfq tiene cruces
normales entonces es estable. Antes de enunciar este resultado como se debe
demostraremos un lema para demostrar la suficiencia de esto.

Lema 4.4.19. Sea f : M Ñ N sumersión con dobleces x P S1pfq. Entonces
existen coordenadas alrededor de x y de fpxq, tal que f bajo estas coordenadas
es de la siguiente forma:

px1, . . . , xmq Ñ px1, . . . , xn´1,˘x
2
n, . . . ,˘x

2
mq.

Demostración: Como este es un resultado local podemos suponer que M “ Rm
y N “ Rn, y que f |S1pfq es la inclusión canónica, S1pfq tiene codimensión
m´n`1, por lo cual tiene dimensión n´1, entonces estamos pensando a S1pfq
como Rn´1 ˆ t0u en Rm. En estas coordenadas f es de la forma

px1, . . . , xmq Ñ px1, . . . , xn´1, gpxqq.

Si y P S1pfq entonces fpyq “ py1, . . . , yn´1, 0q. Además tenemos que Bg{Bxi
cuando n ď i ď m. Entonces por el lema de Hadamard tenemos que

gpyq “
ÿ

i,jěn

hi,jpyqxixj ,

donde la matriz thi,jui,jěn es no singular, ya que si lo fuera entonces elegi-
mos coordenadas tales que thi,jui,jěn tiene entradas ˘1 y por lo menos un 0.
Entonces f seŕıa de la forma

px1, . . . , xmq Ñ px1, . . . , xn´1,˘x
2
n ˘ ¨ ¨ ¨ ˘ xsq

donde s ă m. Pero si esto pasara tendŕıamos que S1pfq seŕıa una subvariedad
de codimensión s´n` 1 ă m´n` 1 lo cual no es posible por el teorema de la
dimensión. Por lo tanto, la matriz thi,jui,jďn es un invertible, por lo tanto existe
un cambio de coordenadas donde la matriz nada más tiene ˘1 en la diagonal y
0 en lo demás. �

Lema 4.4.20. Sea x P M punto de doblez de f y ω campo vectorial a lo largo
de f en una vecindad U de x tal que ω|S1pfqXU “ 0. Entonces existe X campo
vectorial en U tal que ω “ pdfqpXq en U .
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Demostración: Elegimos coordenadas como en el lema anterior. En estas coor-

denadas ω “
n
ř

i“1

ωipB{Byiq, elegimos X campo vectorial en U que en sus primeras

n ´ 1 entradas Xi “ ωi y que las demás entradas valgan 0. Es claro del lema
anterior que definida aśı X cumple la igualdad. �

Teorema 4.4.21. Sea f : M Ñ N sumersión con dobleces. Entonces f es
estable si y sólo si f |S1pfq tiene cruces normales.

Demostración: Necesidad. Nada más es necesario demostrar que f |S1pfq :
S1pfq Ñ N es infinitesimalmente estable. Sea ω campo vectorial a lo largo de
f |S1pfq. Extendemos a ω a todo M , entonces existen campos vectoriales X en M
y Y en N tal que ω “ pdfqpXq ` f˚pY q. Como TM |S1pfq “ TS1pfq

À

kerpdfq,
sea X 1 “ πpXq donde π : TM Ñ TS1pfq es la proyección canónica. Entonces
ω “ pdf |S1pfqqpX

1q ` f˚Y .

Suficiencia. Sea ω un campo vectorial a lo largo de f . Existen campos vec-
toriales X 1 en S1pfq y Y 1 en N tales que ω “ pdf |S1pfqqpX

1q ` f˚pY 1q. Ex-
tendemos X 1 a todo M , a este campo vectorial lo denotaremos X. Sea ω1 “
ω ´ pdfqpXq ´ f˚pY 1q.

Definido de esta manera ω1|S1pfq “ 0. Aplicamos el lema anterior en cada
punto de x PM para luego pegar todo con particiones de la unidad. �
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Caṕıtulo 5

Clasificación de
singularidades

Recordemos que SrpM,Nq Ă J1pM,Nq es una subvariedad de M , si f :
M Ñ N es tal que jkf ´& SrpM,Nq tenemos que pj1fq´1pSrpM,Nqq “ Srpfq
es una subvariedad de M , entonces f |Srpfq : Srpfq Ñ N es un mapeo suave
entre variedades, en este caṕıtulo estudiaremos esta clase de mapeos. Seguiremos
asumiendo que la variedad del dominio es compacta.

Definición 5.0.1. Sea f : M Ñ N , decimos que f es 1-genérico si j1f ´& Sr
para toda r P N.

5.1. Teorema de Whitney para mapeos 1-genéri-
cos entre 2-variedades

En esta sección asumiremos que todas las variedades tienen dimensión 2. Sea
f : M Ñ N un mapeo 1-genérico. Recordemos que SrpM,Nq es una subvariedad
de J1pM,Nq de codimensión r2. Entonces cuando S1pfq es una subvariedad
de M de dimensión 1 y S2pfq tiene codimensión 4, lo cual no tiene sentido.
Entonces, si x P S1pfq pueden pasar dos cosas por el teorema de la dimensión:

1. TxS1pfq
À

kerpdfqx “ TxM y

2. TxS1pfq “ kerpdfqx.

El caso 1 es el caso de un punto de doblez; en esta sección estudiaremos el
caso 2. Sea X un campo vectorial a lo largo de f tal que para todo punto de
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x P S1pfq, Xpxq P kerpdfqx, es decir, X es tangente a S1pfq. Sea ρ : M Ñ R
suave tal que ρpS1pfqq “ 0, entonces la función pdfqpρq tiene un cero en x.

Definición 5.1.1. Decimos que x PM es una cúspide sumple si este cero es un
cero simple.

Ahora enunciamos el teorema principal de esta sección, el cual también es el
t́ıtulo de esta sección.

Teorema 5.1.2. Teorema de Whitney para mapeos 1-genéricos entre 2-variedades
Sea f : M Ñ N 1-genérico y x P S1pfq. Entonces

a. Si 1 pasa, existen coordenadas alrededor de x tal que f es de la forma
px1, x2q Ñ px1, x

2
2q.

b. Si 2 pasa, existen coordenadas alrededor de x tal que f es de la forma
px1, x2q Ñ px1, x1x2 ` x

3
2q.

Demostración: El primer inciso es el caso de sumersiones con dobleces, que
ya fue analizado en el caṕıtulo anterior nada más tenemos que resolver el caso
2. Como este es un resultado local podemos asumir que M “ N “ R2 y que
x “ 0. Podemos elegir coordenadas alrededor de 0 tal que f sea de la forma
px1, x2q Ñ px1, gpx1, x2qq ya que pdfq tiene rango 1 en 0. Además en estas
coordenadas tenemos que

pdfq0 “

„

1 0
0 0



.

Entonces Bg{Bx1p0q “ Bg{Bx2p0q “ 0, además dpBg{Bx2p0qq ‰ 0, ya que si no lo
cumpliera tendŕıamos que

B

Bx1

ˆ

Bg

Bx2

˙

0

“
B

Bx2

ˆ

Bg

Bx1

˙

0

“ 0.

Sea γ “ 1{2pB2g{Bx2
1qp0q, consideremos el mapeo px1, x2q Ñ px1, γx

2
1q, el cual

tiene el mismo 2-jet en 0 que f por como definimos γ, pero esta última función
siempre es de rango 1.

El conjunto S1pfq son los ceros de Bg{Bx2, entonces en cada punto de S1pfq
el núcleo de pdfq está generado por B{Bx2, entonces como tenemos una cúspide
simple en 0 tenemos que

hp0q “
Bg

Bx2
“
B2g

Bx2
2

“ 0 y
Bh

Bx3
2

‰ 0.

Por el teorema de Malgrange podemos escribir a x3
2 de la siguiente manera;

x3
2 “ 3h2px1, gqx

2
2 ` h1px1, hqx2 ` h0px1, hq,

76



donde h1, h2, h0 son funciones definidas en una vecindad de gp0q que se anulan
en gp0q. Despejando la ecuación anterior obtenemos

px2 ´ h2q
3 ` h3px2 ´ h4q “ h5.

Donde h3, h4 y h5 son algunas funciones adecuadas. Evaluamos en x1 “ 0 y
obtenemos que el lado derecho es de la forma x3

2 ` Op|x|4q, y como hp0, x2q “

x4
2 ` Op|x2|

4q la igualdad sigue siendo igualdad si y sólo si Bh5{By2p0q ‰ 0. El
primer término de la serie de Taylor de g es un múltiplo de x1x2, comparando los
dos lados de la igualdad obtenemos que Bh5{By1p0q “ Bh3{By1p0q ‰ 0. Entonces
tenemos los siguientes cambios de coordenadas

px1, x2q Ñ ph3px1, gq, x2 ´ h2px1, gqq y py1, y2q Ñ ph3py1, y2q, h5py1, y2qq.

Juntando estos dos cambios de coordenadas obtenemos lo deseado. �

Teorema 5.1.3. Existe un conjunto residual en C8pM,Nq tal que si f per-
tenece a este conjunto entonces sus únicas singularidades son puntos cŕıticos y
cúspides.

Demostraremos este teorema en un contexto más general en el futuro, pero
para demostrar esto de una manera más fácil necesitaremos introducir una nueva
clase de variedades para luego usar el teorema de Thom.

5.2. Derivada intŕınseca

Sean V y W espacios vectoriales sobre R, recordemos que las transforma-
ciones lineales de V a W de corango r es una subvariedad de HompV,W q,
este conjunto era una subvariedad de HompV,W q. Sea A P LrpV,W q, KA “

kerpAq y LA “ cokerpAq. Sea NA : TA HompV,W q{TALrpV,W q, recordemos
que TA HompV,W q „ HompV,W q, entonces definimos el mapeo φ “ π ˝ i :
TA HompV,W q Ñ HompKA, LAq donde i : HompV,W q Ñ HompKA,W q es la
restricción y π : HompKa,W q Ñ HompKA, LAq es la proyección.

Lema 5.2.1. El núcleo de φ es el espacio tangente a A en LrpV,W q.

Demostración: Sea n el rango de A, entonces tomándonos una base adecuada
A es de la forma

„

In 0
0 0



.

Si vemos a LrpV,W q como la imagen inversa del 0 del mapeo

„

S T
U Z



Ñ Z ´ US´1T,
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donde S es una matriz de nˆ n, Z de r ˆ r, T de nˆ r y U de r ˆ n, entonces
T “ U “ 0 en A, por lo cual la derivada de este mapeo en A es φ por como
elegimos nuestra base para A. �

Corolario 5.2.2. φ induce un isomorfismo entre NA y HompKA, LAq.

Sean E y F haces vectoriales sobre M , y ρ : E Ñ F morfismo de haces.
Podemos pensar a ρ : M Ñ HompE,F q, sea x PM . La derivada intŕınseca es la
siguiente composición;

TxM
pdρqx
Ñ TρpxqHompE,F q Ñ HompKρpxq, Lρpxq – Nρpxq

donde Kρpxq y Lρpxq denotan al núcleo y al conúcleo respectivamente, y Nρpxq
al espacio normal, siendo el último mapeo la proyección canónica.

5.3. Singularidades Sr,s

Sea f : M Ñ N 1-genérico. Entonces tenemos que f |Srpfq : Srpfq Ñ N es
un mapeo entre variedades, la pregunta más natural que podemos hacernos es
acerca de los puntos cŕıticos de este mapeo. Denotamos al conjunto Sr,spfq al
conjunto de puntos donde la derivada de f |Srpfq disminuye de rango s. Entonces
x P Sr,spfq si y sólo si pdfqx interseca a TxSrpfq en un espacio de dimensión s.
En el caso de 2 variedades S1,0pfq corresponde a los puntos de doblez y S1,1pfq
a las cúspides.

Recordemos que Sr „ LrpTM, TNq. Dado σ P SrpM,Nq con αpσq “ x y
βpσq “ y, denotamos K “ kerpσq y L “ cokerpσq, definimos haces vectoriales
en Sr denotados por K y L, donde K es el haz que a cada σ P Sr le adjunta
K, de manera análoga definimos L. Entonces el haz normal a Sr en J1pM,Nq
es HompK,Lq.

Sean V y W espacios vectoriales, denotamos al producto tensorial de V y W
como V bW , si tviu

m
i“1 Ă V y twju

n
j“1 ĂW son bases de V y W respectivamente

entonces, tvi b wjup1ďiďmqp1ďjďnq es base de V bW . En el caso que V “ W
al subespacio de V b V generado por tvi b viu

m
i“1 lo denotamos por V ˝ V .

Al espacio complementario a éste último lo denotaremos por V ^ V . Entonces
V b V “ pV ˝ V q

À

pV ^ V q, a las proyecciones canónicas las denotaremos
como π˝ : V b V Ñ V ˝ V y π^ : V b V Ñ V ^ V . Entonces π˝ nos induce
un morfismo π˚˝ : HompV ˝ V,W q Ñ HompV b V,W q. Definimos el mapeo
ξ : HompV b V,W q Ñ HompV,HompV,W qq dado por ξpfpv b wqq “ pfpvqqpwq.
Sea HompV ˝ V,W qs “ ξ ˝ π˚˝ pLspV,HompV,W qq´1.

Dado un haz vectorial E sobre M cuya fibra es V podemos definir el haz
vectorial E b E cuyas fibras son V b V , además con la ayuda de π˝ también

78



tenemos al haz vectorial E ˝ E cuyas fibras son V ˝ V . Sea S
p2q
r Ă J2pM,Nq

la preimagen de S1 bajo la proyección canónica. Entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

S
p2q
r

�� &&

Sr // HompK ˝K,Lq.

Donde la flecha S
p2q
r Ñ HompK ˝ K,Lq es el mapeo inducido por la derivada

intŕınseca, y los otros mapeos son las proyecciones. Ocupando la misma notación
que hemos ocupado tenemos la siguiente proposición;

Proposición 5.3.1. HompV ˝V,W qs es una subvariedad de HompV ˝V,W q de
codimensión

1

2
mpm` 1q ´

n

2
pm´ sqpm´ s` 1q ´ spm´ sq.

Demostración: Sea E el haz canónico de Gps, V q, sea F el haz vectorial de
Gps, V q cuya fibra en x P Gps, V q es V {Ex “ Fx donde Ex es la fibra de x en E.
El conjunto HompFx ˝ Fx,W q0 es un subconjunto abierto de HompFx ˝ Fx,W q,
entonces HompF ˝F,W q0 “

Ť

xPGps,V q

HompFx ˝Fx,W q0 es un subhaz fibrado de

HompF ˝ F,W q.

La proyección canónica πx : V Ñ Fx induce un mapeo πxbπx : V bV Ñ Fxb
Fx, además el mapeo πx : V ˝ V Ñ Fx ˝Fx es suprayectivo. Entonces la imagen
de π˚ : HompF ˝ F,W q Ñ HompV ˝ V,W q es

Ť

těs
HompV ˝ V,W qt. Más aún la

restricción de este mapeo a HompF ˝F,W q es una biyección con HompV ˝V,W qs.
Para probar que HompV ˝ V,W q es una subvariedad mencionamos la siguiente
proposición:

Proposición 5.3.2. El mapeo π˚ : HompF ˝ F,W q0 Ñ HompV ˝ V,W q ´
Ť

tąs
HompV ˝ V,W qs es una inmersión propia 1 a 1.

Denotamos a la preimagen de HompK ˝K,Lqs en S
p2q
r por Sr,s, el cual es una

subvariedad de la misma codimensión. �

Teorema 5.3.3. Sean f : M Ñ N 1 genérico y x PM . x P Sr,spfq si y sólo si
j2fpxq P Sr,s

Demostración: Sea j1fpxq “ σ P Sr. El espacio normal a Sr en J1pM,Nq en
σ es HompKσ, Lσq, entonces la derivada de j1f en x induce un mapeo

TxM Ñ HompKσ, Lσq
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dado por la derivada intŕınseca. Este mapeo es suprayectivo ya que j1f ´& Sr en
x y su núcleo es el espacio tangente a Srpfq en x. Si x P Sr,spfq el núcleo de la
derivada intŕınseca interseca al núcleo de pdfqx en un subespacio de dimensión s,
entonces la restricción de la derivada intŕınseca a Kσ tiene núcleo de dimensión
s, lo cual es equivalente a que j2fpxq P HompKσ ˝ Kσ, Lσqs. La suficiencia es
una consecuencia de la demostración anterior.�

El teorema de transversalidad de Thom nos asegura que el conjunto de funcio-
nes que satisfacen j2f ´& Sr,s es un conjunto residual. Un mapeo que interseca
transversalmente a Sr,s para toda r, s P N se llama 2-genérico.

5.4. Estratificación de Thom-Boardman

De la misma manera que definimos Si,j podemos definir Si,j,k, si f : M Ñ N
es 2-genérico definimos a Si,j,k como los puntos en Si,j tales que f |Si,j tiene
corango k. Si sucediera que Si,j,k fuera una subvariedad de M , podŕıamos repetir
este proceso para definir Si,j,k,l, y aśı sucesivamente.

Teorema 5.4.1. Sea r1 ě r2 ě ¨ ¨ ¨ ě rk ě 0 sucesión de números enteros,
podemos definir Sr1,...,rk subhaz fibrado de JkpM,Nq tal que si j1f es transversal
a Sr1,...,rl para l ă k, entonces Sr1,...,rkpfq está bien definido y además

x P Sr1,...,rkpfq ðñ jkfpxq P Sr1,...,rk .

Si este teorema fuera cierto, llamaremos a f : M Ñ N mapeo de Boardman si
jkf interseca transversalmente a Sr1,...,rk para toda k, entonces por el teorema
de transversalidad tenemos que los mapeos de Boardman forman un conjunto
residual, por lo tanto, si una función es estable entonces necesariamente será
un mapeo de Boardman, lamentablemente no demostraremos este teorema. Nos
gustaŕıa que los mapeos de Boardman fueran estables. Por el momento lo mejor
que podemos hacer es el siguiente teorema.

Teorema 5.4.2. El conjunto de mapeos de Boardman que satisfacen que para
cualquier conjunto de mult́ındices tIju

s
j“1, txju

s
j“1 Ă M distintos con xj P SIj

respectivamente tal que fpx1q “ ¨ ¨ ¨ “ fpxsq “ y entonces tpdfqxj pTxjSIj pfqu
s
j“1

están en posición general en TyN , es un conjunto residual.

Demostración: El mapeo β : SI1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆSIs Ñ N ˆ ¨ ¨ ¨ ˆN es una sumersión,
entonces β´1p∆Nq es una subvariedad de SI1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ SIs . Por el teorema de
multitransversalidad existe un conjunto residual en C8pM,Nq tal que jkf ´&
β´1p∆Nq si f se encuentra en este conjunto. Además es claro que si jkf es
transversal a SIj entonces jks f es transversal a SI1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ SIs . Entonces la

preimagen de SI1 ˆ SIs es SI1pfq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ SIs sin M psq, denotaremos a esta
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subvariedad como L. Entonces jks f : L Ñ SI1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ SIs es transversal a
β´1p∆Nq, entonces f : Lˆ ¨ ¨ ¨ ˆ LÑ N ˆ ¨ ¨ ¨ ˆN es transversal a ∆N . �

Lamentablemente los mapeos de Boardman que satisfacen la condición de este
teorema no necesariamente son estables para ciertas dimensiones de nuestras
variedades.

5.5. Fin

Como vimos en el teorema de Malgrange, las dimensiones de nuestras varieda-
des juegan un papel importante en la teoŕıa de transformaciones estables. En los
casos donde las transformaciones eran densas teńıamos dimensiones muy parti-
culares. Ahora, dada cierta condición en las dimensiones estudiaremos cuando
los mapeos estables no son densos.

Teorema 5.5.1. Sean M y N variedades de dimensión n2. Entonces existe
f : M Ñ N 1-genérico tal que Snpfq es no vaćıo.

Demostración: Como la transversalidad es un problema local nada más tene-
mos que construir f alrededor de algún punto x PM . En coordenadas elegimos
f de modo que su polinomio de Taylor de grado 2, tenga todos sus coeficientes
distintos de 0, luego por un argumento de particiones de la unidad la podemos
extender a todo M de modo que fuera de esta vecindad no tenga puntos cŕıticos
deseados. �

Lema 5.5.2. Sean M y N variedades, W Ă C8pM,Nq abierto. Entonces
AW “ tσ P JkpM,Nq | Df P W y x P M con σ “ jkfpxqu es abierto en
JkpM,Nq.

Demostración: Sea σ “ jkfpxq P AW . Elegimos cartas coordenadas U alre-
dedor de x y V alrededor de fpxq tales que fpUq P V . Sea ρ : M Ñ R cuyo
soporte esté dentro de U y que valga 1 en x. Sea

gh “

#

f ` ρh en U

f en M ´ U,

donde h es un polinomio de grado menor o igual a k. Para h cercana al polinomio
0 tenemos que gh P W . Entonces jkghpxq cuando h es cercana al polinomio 0
nos da una vecindad de σ en AW . �

Proposición 5.5.3. Sean M y N variedades de dimensión n2. Sea f : M Ñ N
1-genérico. Si Snpfq es no vaćıo y n ą 2 entonces f no es estable.

Demostración: Sabemos que dimpSnpfqq “ 0, entonces Snpfq es un conjunto
finito de puntos txiu

s
i“1 ĂM . Sea ωi “ j2fpxiq. Si suponemos que f es estable
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existe una vecindad Wf de f en C8pM,Nq tal que todas las funciones en esta
vecindad son equivalentes a f . Entonces AWf

definido como en el lema anterior

es abierto en J2pM,Nq. Si α P AWf
y también está en S

p2q
n , debe ser conjugada

a una de nuestras ωi.

Entonces AWf
X S

p2q
n está cubierto por un conjunto numerable de órbitas

de las ωi bajo la acción de DifpMq ˆ DifpNq. Sea τ “ j1fpx1q, Kτ “ kerpτq
y Lτ “ cokerpτq. Entonces existe un abierto en HompKσ ˝ Kσ, Lσq cubierto
por un conjunto numerable de órbitas de GLpKσq ˆ GLpLσq. Si las órbitas
tuvieran menor dimensión que HompKσ ˝ Kσ, Lσq, tendŕıan medida cero por
ser subvariedades inmersas. Para concluir esta proposición demostraremos el
siguiente lema para ver que una de las órbitas tiene que ser abierta.

Lema 5.5.4. Sean V y W espacios vectoriales de dimensión n. Sea G “

GLpV q ˆGLpW q. Entonces G tiene una órbita abierta en HompV ˝ V,W q sólo
cuando n ą 3.

Demostración: La dimensión de HompV ˝ V,W q es n2pn ` 1q{2 y la de G es
2n2. Entonces la órbita de G tiene dimensión menor o igual a la de G. Tenemos
que n2pn ` 1q{2 ď 2n2 cuando n ď 3, entonces se cumple lo deseado. Ahora,
si n “ 3, las dimensiones son iguales, pero G contiene un subgrupo que actúa
trivialmente en HompV ˝ V,W q, dado por xcIdV , c

2IdW y donde c P R. Por lo
tanto no se puede dar la igualdad. �

Para finalizar mencionamos que Mather demostró que los mapeos estables
entre dos variedades Mm y Nn no son densos cuando n y m cumplen cualquiera
de las siguientes condiciones:

1. n ă 7pn´mq ` 8 cuando n´m ě 4,

2. n ă 7pn´mq ` 9 cuando 3 ě n´m ě 0,

3. n ă 8 cuando n´m “ ´1,

4. n ă 6 cuando n´m “ ´2 y

5. n ă 7 cuando n´m ď ´3.
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