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Capitulo 1

Introduccion

En fisica decimos que un fenémeno es observable si al perturbarlo un poco
sigue siendo “igual”’. En nuestro caso, un fenémeno va a ser representado por
una funcién f : M — N de clase C® con M y N variedades diferenciables.
La parte de que un fendmeno sea observable se traduce en que si f' : M — N
es suficientemente cercana a f, entonces existen g : M — My h: N - N
difeomorfismos tales que el siguiente diagrama conmuta,

M- N

L
ML N

Al pedirle a g y a h que sean difeomorfismos garantizamos que f y f' sean
“iguales”. En nuestro caso, a las funciones observables las llamaremos estables.
Por ejemplo, nos podemos tomar la funcién cuya grafica es:

y

Podemos hacer una pequena deformacion de esta funcién de modo que ob-
tengamos una funcién del siguiente estilo:



Nuesta funcién original no sera estable, ya que, los difeomorfismos en parti-
cular son funciones biyectivas, entonces en la primera imagen los valores criticos
tienen cardinalidad 2 y en la segunda tienen 3. Hasta el momento hemos hablado
de que dos funciones estén cercanas, esto se refiere a que el espacio de funciones
de clase C® entre M y N tiene una topologia. Esta topologia se le conoce como
topologia C® de Whitney, debida al matematico Hassler Whitney.

En este trabajo intentamos exponer de una manera clara y simple esta teoria.
Aunque nuestros resultados se presenten en contextos mas generales nuestro
propésito serd demostrarlos en el caso de mapeos entre espacios euclidianos
y cuando sea posible demostrarlos en variedades. Iniciamos con un capitulo
de preliminares exponiendo lo méas esencial de topologia diferencial y dando
ejemplos que nos seran tutiles en capitulos posteriores.

En el capitulo 3, definiremos la topologia C* de Whitney ademdas daremos
las propiedades mas importantes de este espacio, como que es un espacio de
Baire, el teorema de transversalidad de Thom [1956] y el teorema de inmersién
de Whitney.

En el siguiente capitulo empezaremos dando la definicién formal de estabi-
lidad topoldgica, lo primero que notaremos serda que con nuestra definicién es
muy dificil determinar si un mapeo es estable. Nuestra meta sera encontrar cri-
terios suficientes y necesarios para saber si una funcién es estable, para esto
demostraremos el teorema de Mather[1968-70] el cual introduce un nuevo tipo
de estabilidad, conocido como estabilidad infinitesimal. Para demostrar que es-
tabilidad topoldgica es equivalente a estabilidad infinitesimal daremos nuevos
tipos de estabilidad equivalentes a estos dos. Estabilidad infinitesimal es una
definicién mucho més manejable ya que demostraremos que es una condiciéon de
orden finito gracias al teorema de preparacién de Malgrange [1962-63]. Finali-
zamos este capitulo dando ejemplos de funciones estables.

En el dltimo capitulo iniciamos resolviendo el problema de estudiar los mapeos
estables entre variedades de dimensién 2. Para finalizar este trabajo menciona-
mos en cuales casos los mapeos estables forman un conjunto denso.



Capitulo 2

Preliminares

El propésito de este capitulo es recordar conceptos basicos de topologia di-
ferencial, ponernos de acuerdo en la notacién y desarrollar ejemplos que nos
serviran en capitulos posteriores.

2.1. Variedades diferenciables

Definicién 2.1.1. Una wvariedad topoldgica M™ de dimensién m es un espacio
topdlogico que es Hausdorff, segundo numerable y localmente euclidiano. Esto
ultimo quiere decir que si p € M existe un abierto U € M™, un abierto U’ de R™
y un homeomorfismo de U a U’, el cual denotaremos como ¢,,. El mapeo ¢,, dire-
mos que es una carta. A partir de este momento omitiremos el superindice de la
definicién, las variedades serdn denotadas por letras maytsculas (normalmente
M y N) y su dimensién por la misma letra pero en mintscula.

Un punto Z de R™ lo podemos describir por una enéada (x1,...,x,) donde
x; € R para toda ¢. Entonces alrededor de cada punto mediante las cartas
podemos darle coordenadas a nuestra vecindad U. Antes de dar la definicién de
variedad diferenciable, necesitaremos revisar el concepto de atlas diferenciable.

Definicién 2.1.2. Una coleccién de cartas sobre una variedad M {¢, | « €
A} donde A es un conjunto de indices, se dice que es un atlas A de clase
C*(diferenciable) si:

1. |J Uy =M, donde U, es el dominio de la carta correspondiente a ¢,.
aEA



2. Si tenemos cartas (Uy, ¢1) v (Us, ¢2) con Uy N Us # & entonces ¢ 0¢1_1 :
¢1(Uy n Uz) = R™ es un difeomorfismo local de clase C*.

Diremos que dos atlas diferenciables 2l y 9 son compatibles si 2 U B vuelve
a ser un atlas diferenciable. Dado un atlas 2 de M, una estructura diferenciable
en M es la unién de todos los atlas que son compatibles con A. Una variedad es
una pareja (M,2() donde M es una variedad topoldgica y 2 es una estructura
diferenciable en M.

Ejemplos:

1. Sea U un abierto de R™, entonces U es un abierto con la topologia inducida
y con una Unica carta Id: U — U.

2. La esfera S™ = {Z € R""! | |Z| = 1} es una variedad cuyas cartas estin
dadas por laa proyecciones estereograficas.

3. El conjunto de todos los subespacios de dimensién s de R™, esta variedad se
llama el grassmanniano de s-planos en R™ y se denota como G(s,R™). Sea
W el subconjunto de V?® de s vectores linealmente independientes de V,
donde V' = R"™. Definimos en W la siguiente relacién de equivalencia; wy ~
wy <= (w1 = {ws). Esto claramente es una relacién de equivalencia.

Por como definimos ~, tenemos que G(s,R™) = W/ ~ como conjuntos,
entonces podemos darle a G(s,R™) la topologia cociente, lo primero que
podemos notar es que con esta topologia G(s,R™) es segundo numerable.

Para dar las cartas nos tomamos V un subespacio de R" de dimensién
sy sea my la proyeccién ortogonal de R en V. Sea 7y v la restriccion
de my a U, donde U es un subespacio de R" de dimensién n — k. Sea
Wy ={U € G(s,R™) | my,v es una biyeccién}.

: . 1 _ -1
Definimos py : Wy — Hom(V, V=), py (U) = my,y+ o7y, Por como defi-
nimos Wy, esta funcién tiene inversa y por lo tanto es un homeomorfismo.

4. Sean M y N dos variedades, podemos definir el producto topoldgico
M x N y darle estructura diferenciable de la siguiente manera. Sean
A = (Un, ba)aer v B = (Va,9¥3)es atlas en M y N respectivamente,
definimos A x B como (Uy X Vg, 9o X ¥8)axserx.J-

Hasta el momento hemos definido nuestros objetos de interés; lo que ahora
necesitamos es relacionar estos objetos, esto lo haremos mediante funciones di-
ferenciables. Diremos que p : M — R es de clase C® si para toda carta ¢ el
mapeo po ¢! :imagen(¢) — R es de clase C.

Ahora si tenemos una funcién f : M — N diremos que es de clase C® si
para toda funcién p : N — R de clase C® la composicién f o p es de clase
C®. Diremos que f es un difeomorfismo si tiene inversa suave, es decir, existe



g: N —> Mtalque fog=1Idy ygof=Idy . A las funciones C* también
se les llama funciones suaves. A partir de este momento todas las funciones con
las que trabajaremos seran suaves y nuestras variedades también.

En R™ los abiertos vuelven a ser variedades con la topologia inducida, también
podemos pensar a R* “encajado” en R™ (con k < n) como i), : R¥ — R™ donde
mandamos a R* en R* x {0}, para cada punto © en R* x {0} y para toda
vecindad N3 abierta de él si la intersecamos con la imagen de i obtendremos
un “abierto”de R¥, una manera de generalizar este detalle es la siguiente:

Definicién 2.1.3. Sea M™ variedad y N € M, decimos que N es una subva-
riedad de dimensién n de M si para todo x € N existe una carta ¢ : dom(¢p) —
R™ cuyo dominio contenga a  tal que U n N = ¢(~1)(R" x {0}). Denotamos a
la codimensién de N en M como codim(N) = dim M — dim N.

2.2. Espacio tangente

Sea M™ una variedad diferenciable y x € M, sea C*(M) el anillo de funciones
C%® de M a R con la suma y producto puntual. Definimos en este conjunto la
siguiente relacion de equivalencia:

[ ~g <= 3U, vecindad de z tal que fjy, = gju, -

Sea CP (M) = C*(M)/ ~, a este conjunto le podemos dar estructura de
anillo mediante suma y producto de representantes, y ademas de R-algebra con
el morfismo R — C¥(M) que a cada nimero real le asigna la clase de la funcién
constante, es claro que estas operaciones estan bien definidas. Denominaremos a
C¥ (M) como el anillo de gérmenes alrededor de x, a un elemento de este anillo

le llamaremos germen y a la clase de f € C%(M) la denotamos por f.

Lo primero que vamos a demostrar de este anillo es que es local (tiene un
tinico ideal maximal), sea m,(M) = {f € CX(M) | f(z) = 0}. Aqui cuando
evaluamos al germen f en z en realidad estamos evaluando a un representante,
pero es evidente que si tomamos cualquier otro representante de la clase de f

éste también se anulard en x.

Claramente el germen 0 € m, (M), si f, g € m,, nos tomamos f y g repre-
sentantes de cada clase correspondiente, entonces (f + g)(z) = 0y esto obvia-
mente no dependerd del representante elegido. Sea f € m,(M) y h € CX(M),

nos tomamos un representante de cada clase f y h respectivamente, entonces
(fh)(z) = f(x)h(x) = 0, entonces fh € m,(M). Por lo tanto, m, (M) es ideal.

Ahora si nos tomamos h en el complemento de m, (M) y sea h un represen-
tante de esta clase. Por como definimos a nuestro ideal, existe una vecindad



Vi de z tal que h)y, # 0. Entonces h y hjy, pertenecen a la misma clase h en
CF (M), entonces hy, es invertible y su inverso estd dado por 1/hy, : V, — R.
Entonces el complemento de nuestro ideal m, (M) nada més estd conformado
por unidades, por lo tanto nuestro anillo es local.

Definicién 2.2.1. Una derivacion X es un mapeo lineal de CX (M) — R que
cumple la regla de Leibniz, es decir,

X(f-9)=X(f) g(x) + [(2)X(9).

Claramente el conjunto de derivaciones es un subespacio vectorial de los ma-
peos lineales entre CX (M) y R, lo llamaremos espacio tangente en z, y la no-
tacién que usaremos a lo largo de este trabajo serda T, M.

La dimensién de T, M coincide con la de M, la base para T, M esta dada por
el conjunto {0/dx1,...,0/dx,}, donde cada una de estas derivaciones es derivar
parcialmente con respecto a su coordenada correspondiente.

Esta definicién de espacio tangente es muy util para hacer calculos pero le
hace falta geometria, si pensamos en un abierto de un espacio euclidiano el
espacio tangente en un punto x es el espacio de velocidades con las cuales puede
pasar una curva suave ¢ en x. Para poder ocupar esta definicién en variedades
ocuparemos cartas. Sea W el conjunto de curvas suaves de (—1,1) en M tales que
¢(0) = x para toda curva c. Definimos en W la siguiente relacién de equivalencia,
c1 ~ ¢y <= (¢ocy)(0) = (pocy) (0) para alguna carta ¢ fija tal que su dominio
contenga a . A W/ ~ le podemos dar estructura de espacio vectorial mediante
nuestra carta ¢, las operaciones estaran dadas por:

1. g+ ¢ = ¢ H(d(c1) + ¢(c2)(0)). Esta dltima clase de equivalencia co-
rresponde a la linea recta que pasa por el origen con velocidad constante

(¢(c1(0)) + ¢(c2(0))".
2. 1@ = T(M(pocr)(0)).

Debido a la linealidad de la derivada estas operaciones no dependeran del
representante. En este caso para definir el espacio tangente ocupamos nada
mas una carta, ¢, jsi ocuparamos otra carta obtendriamos el mismo espacio
vectorial? La respuesta es si. Esto se debe a que los cambios de carta son difeo-
morfismos, entonces nuestra definicion de espacio tangente mediante curvas no
depende de la carta.

Estaremos usando las dos definiciones de espacio tangente dependiendo de lo
que estemos haciendo, pero no es dificil convencerse de que estas definiciones
son equivalentes.

Si tenemos un mapeo f : M — N suave, con f(z) = y, f nos induce un
mapeo lineal (df), : T,M — T,,N, donde a una clase ¢ la enviamos a f o c.



Definicién 2.2.2. Sea f: M™ — N™ suave con f(x) =y, si (df), tiene rango
maximo decimos que f es:
1. Una sumersion en x si m > n,

2. Una inmersion en © si m < n.

Decimos que f es una inmersion o sumersion si es una inmersion o sumersion
respectivamente en cada uno de sus puntos.

Definicién 2.2.3. Sean M y N variedades, f: M — N suave,z€ M y y € N,
entonces:

1. corango(df), = min{dim M, dim N} — rango((df)).
2. x es un punto critico si corango(df), > 0,

y es un valor critico si f~*(y) tiene un punto critico,

x es un punto regular si no es un punto critico,

ook W

y es un valor regular si no es un valor critico. En particular si y ¢ Im(f)
entonces y es un valor regular.

Teorema 2.2.4. Sea f: M™ — N suave con f(x) =y, si [ es una inmersion
en x, entonces existen cartas ¢, y ¥, alrededor de x y y respectivamente tal
que ¢ o forp, : dom¢, ! — rango, es la inclusion candnica de R™ en R™.

/ . -1 )
(Podemos cambiar que f sea una sumersion en x para que el mapeo ¢, o foi,,
dom ¢, 1 — rango 1), sea la proyeccion candnica de R™ en R™ ).

Este teorema no lo demostraremos, pero es una consecuencia del teorema de
la funcién implicita de cédlculo vectorial.

2.3. Algunas cosas ttiles

Antes de seguir daremos algunas definiciones y teoremas que necesitaremos
en el futuro, cuyas demostraciones se pueden encontrar en cualquier libro basico
de topologfa diferencial [2, 1].

Definicién 2.3.1. Sea M"™ una variedad y A < M. A tiene medida cero en
0
M si existe una coleccién de cartas {¢;}ien con A < | dom(¢;) tales que para

i=1
cada i € N, ¢;(dom(¢;)) n A tiene medida cero en R™.



Notemos que si para una cubierta A tiene medida cero entonces para cual-
quier cubierta lo tendrd ya que los mapeos de transicién son suaves y mandan
conjuntos de medida cero en medida cero. También le pedimos a la cubierta que
sea numerable porque si una cubierta no numerable cubre a A entonces existird
una subcubierta numerable ya que las variedades son segundo numerable.

Teorema 2.3.2. Sea M™ variedad, N* ¢ M™ subvariedad con n < m, enton-
ces N tiene medida cero en M.

Teorema 2.3.3. Sea M variedad, U ¢ M abierto, entonces U no tiene medida
cero.

Teorema 2.3.4. Teorema de Sard. Sean M y N wvariedades, f : M — N suave,
entonces el conjunto de valores criticos de f tiene medida cero en N.

Definicién 2.3.5. Sea M una variedad, {U;}ier v {Vj}jes cubiertas de M,
entonces:

1. {Vj}jes es un refinamiento de {U,};cs si para todo j € J existe i € I tal
que V; < U;.

2. {V;} e es localmente finita si para todo x € M existe una vecindad W tal
que W nV; = J para casi toda j € J, es decir, V n U; # ¢ nada més
para un numero finito de indices.

Teorema 2.3.6. Sea M wvariedad. Toda cubierta de M tiene una subcubierta
localmente finita.

Definicién 2.3.7. Sea M variedad, entonces

1. Sea p: M — R, el soporte de p, denotado por sop(p), es la cerradura del
conjunto {x € M | p(x) # 0}

2. Una particion de la unidad en M es una familia de funciones suaves real
valuadas {p;}ics tales que
a. {sop(p;)}ier es una cubierta de M localmente finita.
b. pi(z) = 0 para todo i € I y para todo x € M.

c. Y, pi(x) =1 para todo x € M. La suma siempre sera finita por a.
el

d. Una particién de la unidad {p;};cr en M es subordinada a una cubierta
{U;}es si para todo i € I existe j € J tal que sop(p;) < Uj.

Teorema 2.3.8. Sea M wvariedad y {U,;}ier cubierta abierta de M, entonces
existe una particion de la unidad {p;}icr subordinada a esta cubierta.

10



2.4. Haces vectoriales

Definicién 2.4.1. Sean E™+F y M™ variedades y 7 : E — M una sumersion.
Decimos que E es un haz vectorial sobre M de rango k si:

1. Para toda x € M, 7~1(x) es un espacio vectorial sobre R de dimensién k,
cuyas operaciones son funciones suaves en 771 (z). A 77! (x) le llamaremos
la fibra de z en F.

2. Para todo = € M existe una vecindad U,, tal que existe un difeomorfismo
de ¢, : 7 H(U,) — R™ x R¥,

Normalmente a F le pondremos superindice la dimensién de la fibra en lugar
de la dimensién de variedad diferenciable, entonces en lugar de escribir E"**
escribiremos E*. De 2) podemos concluir que 7, ademés de ser una sumersion,
es suprayectiva. A M le llamaremos el espacio base de E.

Definicién 2.4.2. Sean E y F haces vectoriales sobre M. Una funcién diferen-
ciable f : E — F es un homomorfismo entre haces vectoriales si fonp = mg
y para todo z € M f|g, : E, — F, es una transformacién lineal entre espacios
vectoriales.

Definicion 2.4.3. Sea E un haz vectorial sobre M. Una seccion de E es una
transformacion diferenciable X : M — FE tal que wo X = Idy,.

Lo que hace una seccién es que a cada x en M le asigna un vector en su
fibra 7~!(z). El conjunto de secciones de un haz E sobre M es un conjunto no
vacio, ya que cada espacio vectorial tiene un punto especial, el neutro aditivo
0, entonces si a cada x € M le asignamos el vector 0 en su fibra obtendremos
claramente una seccién.

Ejemplos:

1. Sea M una variedad, el producto M x R* es un haz vectorial sobre M con
la topologia producto, cuya fibra tiene dimensién k. A esta clase de haces
les llamaremos haces triviales.

2. Sea M una variedad, |J T,M con la topologia de la unién disjunta, ad-
zeM
quiere estructura de haz vectorial, en cada x de M tendremos su espacio

tangente. A este haz en particular le llamaremos haz tangente. A las sec-
ciones de este haz se les llama campos vectoriales.

3. Sean M y N variedades diferenciables, f : M — N suave y E un haz
vectorial sobre N con proyeccion 7, el haz pullback sobre M se define

11



como f*E = {(v,z) € Ex M | f(z) = w(v)} con la topologfa inducida por
el producto. La proyeccién de este haz es la restriccién de la proyecciéon
candnica p : E x M — M a f*FE. Este haz sobre M tiene fibra en x a
E(s), entonces la dimensién de f*E es la misma que la dimensién de E.
Sig,f: M — N son suaves, entonces f*F y g*F no necesariamente son
isomorfos como haces sobre M.

. Sea Vectr la categoria de espacios vectoriales sobre R de dimensién finita.
Sea T : Vectg — Vectg funtor covariante. Para cualesquiera V' 'y W en
Vectg T nos induce un mapeo T : Hom(V,W) — Hom(T(V),T(W)).
Como Hom(V, W) ~ RImV-dimW v 15 mismo para Hom(T(V), T(W)),
tenemos un morfismo entre variedades diferenciables, en caso de que T
sea suave para cualesquiera par de espacios vectoriales diremos que el
funtor T' es un funtor suave.

Teorema 2.4.4. Sea M una variedad suave, E un haz vectorial sobre M
y T : Vecty, — Vecty, funtor covariante (contravariante) suave. Entonces

T(E) = | T(E;) es un haz vectorial sobre M con la topologia de la
xeM
union disjunta.

Demostracién: Lo primero que podemos notar es que ya tenemos un mapeo
7 : X — T(FE) suprayectivo que para toda x € M cumple que 7~ !(z) =
T(E,), es decir, las fibras de este mapeo son espacios vectoriales. Entonces
si a T(F) le damos estructura de variedad diferenciable tal que con T,
T(FE) se convierta en un haz sobre M nuestro problema estarfa resuelto.
Si existiera F' un haz vectorial sobre M con proyeccién mg y una funcién
biyectiva ¢ : T(E) — F que es lineal en fibras tal que 7 = 7w o ¢ entonces
le podemos dar una estructura diferenciable a T'(FE) inducida por ¢ tal
que T(E) sea un haz sobre M.

a. Si tenemos dos haces F' 'y G sobre M y ¢ : F — G un morfismo de
haces, entonces hay un mapeo T'(¢) : T(E) — T(F) que es lineal en
fibras, es decir, @|p(g,) : T(Ez) — T(Fy) es lineal.

b. Supongamos que E = M x R* para alguna k € N. Entonces T'(E) =
M x T(R¥), entonces T(FE) con esta identificacién obtiene estructura
de variedad diferenciable y de haz vectorial sobre M.

¢. Ahora supongamos que existe un isomorfismo ¢ : E — M x V := F|
por a tenemos un mapeo biyectivo lineal en fibras T'(¢) : T(E) — T(F),
por el inciso b podemos darle estructura de haz vectorial a T'(E) tal
que T'(¢) sea un isomorfismo de haces vectoriales.
Tenemos que demostrar que esta definiciéon no depende de ¢, es decir,
si existe un isomorfismo de haces ¥y : E — M x R* := G entonces
T(1p o ¢~1) es un isomorfismo. Como ¢ y v son isomorfismos entonces
o™ : M xRF — M xRF es un isomorfismo, al cual lo podemos pensar
como un mapeo A : M — Hom(R¥ R¥), donde A\(z) = 9 0 ¢, xgr :
R* — R*. Entonces T(p 0 ¢~ 1) : M x T(R¥) — M x RF, la podemos
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pensar como T'o\. Como v v ¢ son suaves ¥o¢ ! es suave, \ es suave al
igual que T', entonces T o \ es suave. Entonces T'(1) 0 ¢~ 1) es suave y es
un isomorfismo (es evidente quién es su inverso). Entonces el siguiente
diagrama conmuta

7(B) 2 7(F)

|1 (o)
7(E) 2 (@)

e implica que las estructuras son equivalentes.

d. Sea E un haz vectorial sobre M (no necesariamente trivial) con pro-
yeccion w, entonces para todo x en M existe una vecindad U,, tal que
77 Y(U,) es un haz trivial sobre U,. Por ¢, T(U,) tiene una tnica es-
tructura de haz vectorial. Si tenemos dos abiertos trivializadores U, y
Uy tal que U, n U, # &, entonces T'(U, N Uy) tiene dos estructuras de
haz vectorial heredadas por T'(U,) y T'(Uy), pero por c las estructuras
heredadas son equivalentes, es decir, los mapeos de transicién de T'(F)
serdn suaves, entonces T'(E) es un haz vectorial sobre M.

El caso de funtor contravariante se hace de manera analoga. B

Como ejemplo tenemos al funtor Hom(_, R), que a cada espacio vectorial le
asigna su espacio dual. Si M es una variedad suave y F es su haz tangente,
a Hom(E, R) le llamaremos haz cotangente, a una seccién de este haz le
llamaremos 1-forma.

También si nos tomamos un espacio vectorial R* nos induce un funtor
suave dado por _@ R* que a cada espacio vectorial V' le asigna el espacio
vectorial V (P RE.

. Sea G(s,R"™) el grasmanniano de s planos en R™. Para cada x € G(s,R")
sea F, el subespacio vectorial de dimension s asociado a x. Entonces F :=

E, es un haz vectorial sobre G(s,R"), a este haz le llamaremos
zeG(s,R™)
el haz tautolégico de G(s,R™).

Al igual que las variedades tienen subvariedades, las haces vectoriales tendran
subhaces definidos de una manera similar.

Definicién 2.4.5. Sea M una variedad suave y E un haz vectorial sobre M,
decimos que F' € FE es un subhaz vectorial de E si F es una subvariedad de
E, w|lp : F — M cumple la definicién de haz vectorial y sus cartas son las
restricciones canodnicas.

Definicién 2.4.6. Sean 7 : E — M y wp : F — N haces vectoriales sobre M
y N, decimos que ¢ : E — F es un homomorfismo de haces si:

13



1. Existe una funcién suave f : M — N llamada funcién base tal que el
siguiente diagrama conmuta

E—2,F
TE J’T\'F
f
M ——— N.

2. ¢ es suave.

3. Es lineal en fibras, es decir, ¢|g, : E, — Fj(y) es lineal para todo x € M.
Sabemos que este mapeo esta bien definido por 1.

Sea f: M — N funcién suave, entonces para cada x € M tenemos la trans-
formacion lineal (df ), : T, M — Ty, N, entonces podemos definir (df) : TM —
TN el cual es claramento un homomorfismo con funcién base f.

Proposicion 2.4.7. Sean g : E — M y wp : F — N haces vectoriales sobre
M y N, ¢ : E - F un homomorfismo con funcion base f. Supongamos que

¢ tiene el mismo rango para toda x € M, entonces Kerd = | J Kerd, es un
zeM
subhaz vectorial de E.

Esta proposiciéon no la demostraremos pero nos serd ttil en el futuro. Para
finalizar esta seccién daremos la definicién de vecindad tubular y enunciaremos
un teorema de existencia.

Definiciéon 2.4.8. Sea M variedad con N c M subvariedad. Una vecindad
tubular de N en M es un abierto L de M con una sumersiéon 7 : L — N tal que

1. L es un haz vectorial sobre N con proyeccién .
2. N c L es la imagen de la seccién cero de este haz.

Teorema 2.4.9. Sea M wvariedad y N < M subvariedad, entonces existe una
vecindad tubular de N.

Como le pedimos a la vecindad tubular que sea un abierto de M podemos
notar que la dimension de las fibras de este haz serd la codimensién de la sub-
variedad.

2.5. Haces fibrados

Cuando tenemos 7 : E — M un haz vectorial sobre M, cada fibra 77! (z) es
un espacio vectorial de dimensién finita, pero un espacio vectorial de dimension
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finita al mismo tiempo es una variedad suave, entonces podemos cambiar nuestra
definicién de haz vectorial y en un lugar de poner espacio vectorial lo podemos
cambiar por variedad.

Definicién 2.5.1. Sean FE, F' y M variedades, 7 : E — M una sumersion.
Entonces F es un haz fibrado sobre M si para todo x € M, existe una vecindad
U, y un difeomorfismo ¢, : 771(U,) — U, x F tal que el siguiente diagrama
conmuta

donde 7y, es la proyeccién canénica en el primer factor.

Podemos notar que cada fibra de 7 es difeomorfa a F', si restringimos ¢y, .
A diferencia de los haces vectoriales aqui no tenemos necesariamente un punto
distinguido en F', entonces, no necesariamente van a existir secciones de F.

Como ejemplos tenemos a los haces vectoriales y a los haces fibrados producto,
es decir, nos tomamos dos variedades M y F', entonces el producto M x F con la
proyeccién 7 : M x F' — M es un haz fibrado sobre M. En este trabajo estaremos
trabajando con un haz fibrado muy particular que definiremos a continuacién.

Definicién 2.5.2. Sean M y N variedades suaves, x € M. Supongamos que
f,9: M — N son funciones suaves, con f(z) = g(z) = y.

1. Decimos que f tiene contacto de primer orden con g en x si (df ), = (dg)a
como transformaciones lineales de T, M — T, N.

2. Decimos que f tiene contacto de orden k con g en x si (df) : TM — TN
tiene contacto de orden (k — 1) con (dg) en todo punto de T, M. Esto lo
vamos a denotar como f ~p g en x, ocupamos esta notacién ya que ésta
es, obviamente, una relaciéon de equivalencia sobre el conjunto de funciones
suaves de M en N tales que f(z) = y.

3. Sea J*(M, N)z,y €l conjunto de clases de equivalencia bajo la relacién ~y
en .

4. Sea JF(M,N) := U J(M,N)z . A un elemento o de este conjunto
(z,y)EM XN

le llamaremos k-jet de mapeos (o k-jet) de M en N.

Nuestra intencién es demostrar que J*(M, N) es una variedad diferenciable
y un haz fibrado sobre M para toda k € N, pero aplazaremos esta demostraciéon
para notar algunos hechos y demostrar unos lemas que nos ayudaran con esto.
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Sea o un k-jet, entonces existen x € M y y € N tales que o € J*(M, N)gy,ax
lo llamaremos la fuente de o y a y el blanco de o. Entonces tenemos dos mapeos,
a: J*(M,N) — M que a cada k-jet le asignamos su fuente y 8 : J¥(M,N) — N
que a cada k-jet le asigna su blanco. Es claro que « y [ estdn bien definidas
por el inicio de este parrafo. A partir de este momento usaremos las letras o y
[ exclusivamente para estos mapeos.

Dada una funcién f : M — N, ésta nos induce un mapeo j*(f) : M —
JF(M, N) llamado el k-jet de f que a cada x € M le asigna la clase de f en
JF(M, N)g, f(z)- En caso de que J¥(M, N) fuera una variedad diferenciable, nos
gustarfa que los mapeos a, 8y j%(f) fueran diferenciables, ya que definirlos
probablemente seria una pérdida de tiempo si no lo fueran. Cuando k = 0
a JO(M, N) lo podemos identificar con M x N, a cada 0O-jet le asignamos su
fuente y su blanco en M x N, es decir, j°(f)(z) = (z, f(x)).

Lema 2.5.3. Sea U un abierto de R™ yy € U. Sean f,g : U — R™ suaves.
Entonces f ~p g eny <

ol g,

oxY oxY

para todo multiindice v con |y| < k y1 < i < m. Donde f; y g; son las funciones
coordenadas de f y g respectivamente y x; las coordenadas en U.

Demostracién: Para k =1, f ~ geny < (df), = (df), como trans-
formaciones lineales, pero esto nos dice que las entradas de las matrices son
exactamente las mismas, por lo tanto, las derivadas parciales de primer orden
de f y g en y son iguales.

Supongamos que el lema es cierto para k— 1. Sean 71, ..., T, las coordenadas
correspondientes a R™ en U x R™ = TU (los haces tangentes de abiertos de R™
son siempre triviales). Con estas coordenadas podemos ver a (df), : U x R* —
R™ x R™ est4 dada por (z,%) — (f(z), fi(x,%),..., fm(x,Z)) donde

)= Y, @)

j=1

Podemos hacer lo mismo para (dg) (cuando escribimos f; nos estamos refi-

riendo a las funciones coordenadas de f;, lo mismo para ).

Por hipétesis de induccién (df) ~x—1 (df) para todo punto (y,v) € {y} x R”
lo cual implica que las derivadas de (df) y (dg) son iguales en estos puntos. Sea
~ un multiindice con |y| < k — 1 entonces

oM, Mg
(31‘7 Y,v) = 81‘7 (:l/,’U)-
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Evaluamos en v; = (0,...,1,...,0) € R" con 1 en la j-ésima coordenada, enton-
ces

olof; o og;

0xV0x; 7’ 070z

Este proceso lo podemos hacer para cada j tal que 1 < j < n, y obtenemos lo
deseado. La otra implicacién es obvia. B

De la prueba anterior tenemos el siguiente corolario:

Corolario 2.5.4. f,g: U — R™ contacto de orden k en y € U si y sdlo si los
polinomios de Taylor de f y g en y de grado k son iguales.

También como consecuencia del lema anterior y de la regla de la cadena
tenemos:

Corolario 2.5.5. Sean U € R" abierto y V< R™ abierto. Sean f1, fo : U -V
Y 91,92 : V — R suaves. Supongamos que existe v € U tal que fi ~y fo enx y
g1 ~k g2 en fi(x) = fa(z), entonces g1 o fi ~k ga o fa en z.

Como consecuencia de estos dos corolarios tenemos:

Proposicion 2.5.6. Sean My, My, M3, My variedades suaves y k € N.

1. Sea h : My — Ms suave, entonces h induce un mapeo hy : J*(My, My) —
JF(My, M3) definido de la siguiente manera; sea o € Jk(Ml,Mg)w,y yf

un representante de o, entonces hy (o) = ho f(x) € J*(My, Ms), p(y)-

2. Sea v : M3z — My suave. Entonces vy © hy = (v o h)y como mapeos de
JR(My, My) — JF(My, My) y (idag, )« = id gk (v, M) - Entonces sih es un
difeomorfismo, hy serd una biyeccion.

8. Sea g : M3z — M, difeomorfismo, entonces g induce un mapeo g* :
JF(My, M) — J*¥(M3.Ms) definido de la siguiente manera, sea
7€ J¥(My, M), y f un representante de 7. Entonces g* (1) =

Foglg=(w)) € JH(My, Ms)g=1(s).-
4. Sea & : My — Mj difeomorfismo. Entonces £* o g* = (go&)* como mapeos

de JF(My, My) — J*(My, My) y (idy, )* = id gk () tal que g* es una
biyeccion.

Demostracién: Para demostrar 1 y 3, ocupamos el ultimo corolario para ver
que estan bien definidas. Para 2 y 4 ocupamos el hecho de que los difeomorfismos
tienen inversa suave. B

Sea Ry[z1,...,x,] el espacio vectorial de polinomios en n variables de grado
menor o igual que k que tienen término constante 0 sobre R. Este es un espacio
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vectorial de dimension finita, entonces le podemos dar estructura de variedad
m

diferenciable. Sea V¥ = = @ Ri[z1,...,2,]. Como tenemos un nimero finito
i=1

de sumandos, este vuelve a ser un espacio vectorial de dimensién finita, de la
misma manera es una variedad diferenciable.

SeaU < R™ abiertoy f : U — R suave. Definimos pi(f) : U — Ry[x1, ..., 2],
que a cada xg nos lo manda a los primeros k términos del polinomio de Taylor
de f centrado en z( sin contar el término constante.

Lema 2.5.7. Sea V € R™ abierto, entonces hay una biyeccion (;5’[“],‘, :
JEU, V) - U x V x Ry[x1,...,1,] donde

¢ty (0) = (a(0), (o), pr(f1)(@o), - -, i (fim) (20))

con f:U — V suave representante de o.

Por lo que demostramos anteriormente la funcién estd bien definida y es in-
yectiva, la suprayectividad es aiin més clara. B

Lema 2.5.8. Sean U y U’ abiertos de R", V y V' abiertos de R™. Sean h :
V>V 'yg:U— U suaves con g un difeomorfismo. Entonces

d)’,},,vl o (g H*hy o (gb]f]’v)*l U XV x Vim U xV'x V,ﬁm

€s suave.

Demostracién: Sea p = (xo,yo, f1(20), .., fm(z0)) con f; € Re[z1,...,z5],
1<i<mSea f:U — R™, dada por f(z) = yo + (fi(z — z0), ..., fm(z —
x0)). Entonces f(zg) = yo ya que cada f; € Ri[z1,...,2,]. Sea o la clase de
equivalencia en J*(U, V)4, 4, entonces ¢F 1, (o) = p. Por definicién de (g71)* y
hy tenemos que (g7)* o hy (o) = j*¥(ho fog™")(zo).

Entonces
¢15',V/ o(g7")*ohyo (¢’5,v)_1(P) = ¢]Zr',v'(jk(h o fog ) (xo)) =

(9(0), h(yo): pr(ho fog " )1(g(x0)), - pr(ho fog  )m(g(xo)),

donde (h o f o g~!); son las funciones coordenadas de la composicién. Para
demostrar que el mapeo es suave, nada mas tenemos que demostrar que las
funciones coordenadas son suaves, es claro que las dos primeras coordenadas del
mapeo son suaves ya que la composicién de mapeos suave es suave. Entonces
para ver que es suave, nada mas nos hace falta restringir el codominio a Vf,m.
Sea § = (ho fog'). Entonces

g,
o) = X, Tt o)) (e~ zo).

1<|v|<k
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Como la d; depende de las derivadas parciales de g, h y f, ésta serd suave
para todo multiindice v y para cada i. B

Como las variedades son localmente euclidianas podemos notar que lo que
estamos intentando hacer es que si las cartas de J¥(M, N) son de la forma
J¥(U, V), con U y V cartas de M y N respectivamente, entonces J*(M, N)
seria localmente euclidiano.

Teorema 2.5.9. Sean M™, N™ y L' variedades, entonces

1.

2.

3.

J¥(M,N) es una variedad de dimensidn m + n + dim(V,F,,).

a:J¥M,N)— M, B:J*MN)—>NyaxpB:J(MN)—>MxN

son sumersiones (las sumersiones son suaves).

Si h : N — L suave, entonces hy : J¥(M,N) — J¥(M,L) es suave. Si
g: M — N es un difeomorfismo entonces g* : J*(N,L) — J*(M, L) es
un difeomorfismo.

4. Sig: M — N suave, entonces j*(g) : M — J¥(M,N) es suave.
Demostracién:
1. Es claro que J*(M, N) es segundo numerable y ademéas es Hausdorff por

ser union ajena de Hausdorff indexados por un espacio Hausdorff. Sea Uy
dominio de una carta & en M y V; dominio de una carta i; en N. Sea
Ui = &(Uy) y V| = ¢1(V1). Entonces tenemos el mapeo (671)* o1y :
JEU, V) — JHU', V). Sea tpy = d)’f,,’v, o () * ohy : JE(U,V) —
U' x V' x VF_  las cartas de J*(M, N) las definimos como las 7y, para
ser variedad diferenciable nos faltaria probar que los cambios de cartas

son diferenciables, pero esto es una simple consecuencia del lema anterior.

Para calcular la dimensién nada més nos hace falta calcular la dimensién
de V,ﬁm. Los polinomios homogéneos de grado 0 tienen dimensién 1, los

. . L 1-1 .
de grado 1 tienen dimensién n = (n + 1 > Supongamos que la di-

n+k—1
k
calculamos la dimensién de los de grado k + 1, a 2 le corresponde un

n+k—1)’ a rl uno de dimensién (n+k_2>,

mension de los polinomios homogéneos de grado k es

) . Ahora

espacio de dimensién ( I k1

k+1

~+* al cual le corresponde uno de dimensién . Entonces

ORURCUENES
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Entonces la dimensién de V,ﬁm es
() (3 (1)
_ <n41r1>+<n42rl)+“.+(n+l]§1)_1
— = (”Zk>1

2. En coordenadas locales o y [ son la proyeccién en el primer y segundo
factor respectivamente, entonces son sumersiones. De la misma manera
a x B también lo es.

3. Que una funcién sea suave en un punto es una condicién local, entonces
por como definimos las cartas de .J "'(M ,N) y por el lema anterior, hy es
suave, de la misma manera ¢g* serd suave, y es un difeomorfismo ya que
existe ¢’ funcién inversa de g que es un difeomorfismo, lo cual implica que
(¢')* es suave, por lo tanto (¢')* es la funcién inversa de g*, por lo tanto
g* es un difeomorfismo.

4. Procedemos de la misma manera, como la suavidad de una funcién es una
condicién local, por como definimos nuestras cartas y por el lema anterior
7*(g) es suave. B

Corolario 2.5.10. Sean M y N wvariedades, k,l € N con k > [. Entonces existe
una proyeccion candnica suave my, : JE(M,N) — J'(M,N) que a cada k-jet
nos lo manda a su clase de l-jet.

Demostracién: Por como definimos nuestras cartas lo que hace 7 ; es nada
mas olvidarse de los términos de orden > [ de cada k-jet, es decir, en coordenadas
locales es una proyeccién, por lo tanto es suave. B

Por como definimos las cartas es claro que J*(M, N) es un haz fibrado sobre
M, en general no serd un haz vectorial, pero si N =~ R™ para alguna n € N,
entonces J¥(M,N) s serd un haz vectorial sobre M. También es claro que
JY(M, N) = Hom(T M, TN). Finalmente, por nuestro tltimo corolario, si k > [
entonces J*(M, N) es un haz fibrado sobre J!(M, N) con proyeccién ;.
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Capitulo 3

Topologia de Whitney

Cuando definimos una topologia en un conjunto X, estamos definiendo un
concepto de “cercania” , por ejemplo, estamos diciendo cuales sucesiones con-
vergen o no. En el drea de analisis, al espacio de funciones entre dos espacios
métricos le damos la topologia del supremo, en la cual dos funciones estan cerca
si y solo si sus imagenes estan cerca. En nuestro caso de funciones entre varie-
dades diferenciables tenemos mas estructura, ya que no sélo vamos a querer que
las imédgenes de dos funciones estén cerca, sino también que sus derivadas estén
cerca. En este capitulo definiremos la topologia de Whitney en C* (M, N) con la
ayuda de los haces de k-jets y desarrollaremos las propiedades mas elementales
de este espacio.

3.1. Definiciones

Definicién 3.1.1. Sean M y N variedades suaves.

1. Sea k € N. Sea U < J*(M,N), definimos P*¥(U) < C*(M,N) de la

siguiente manera:

PHU) = {f e C*(M,N) | j*(f)(M) = U}.
Es claro que P*(U) n P*(V) = P¥(U n V). Si el contexto nos lo permite
omitiremos la k de P*(U).

2. La familia de subconjuntos { P*(U)} con U € J*(M, N) abierto forman una
base de una unica topologia en C*®. Esta topologia se llama la topologia
C* de Whitney. A los abiertos de esta topologia los denotamos como Wj,.
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3. La topologia C* de Whitney (o simplemente topologia de Whitney) en
0

C®(M, N) es la topologia cuya base es W = |J Wi. Esta es una base
k=0
bien definida ya que W; < W} cuando k& > [, ya que el mapeo 7y :

J¥(M,N) — J'(M, N) es una sumersion.

En nuestra definicién de esta topologia nunca le pedimos nada a M y a N
(s6lo que sean variedades diferenciables), pero si M es compacta obtendremos
una topologia muy distinta a cuando M no lo es (para nuestra suerte en el
futuro solo trabajaremos cuando M es compacta).

Como J*(M,N) es una variedad, existe una métrica d compatible con la
topologia. Sea f € C*(M, N), definimos

Bs(f) :={g € C*(M,N) | Yz € M, d(j* (), j*g(x)) < 6(x)},

donde 6 : M — R™ es una funcién continua. Entonces si probamos que Bs(f)
es abierto en J¥(M, N) para toda § de este estilo tendremos que P(Bs(f)) es
una vecindad abierta de f en C®.

Sea v : J¥(M,N) — R definida como (o) = d(a(o)) — d(5*f(a(o),)).
Este es un mapeo continuo, ya que v en M es continua y los otros mapeos son
diferenciables. Sea U = y~1(0, ) abierto en J*(M, N), y por como definimos
B;s(f) tenemos que Bs(f) = P(U). Ahora, si tenemos W < C* (M, N) vecindad
de f demostraremos que existe § : X — R tal que W = Bs(f).

Como W es vecindad de f, existe V € C® (M, N) abierto tal que f € P(V) <
W, sea m(z) = inf{d(o, j* f(z)) | 0 € a 1 (z) n (J¥(M,N) = V)} (la z estd fija).
Notamos que m(z) = 0 si a™!(z) = V. Sea v : X — R funcién continua tal
que §(z) < m(x) Vo € M. Como m alcanza su infimo en cualquier subconjun-
to compacto de M, entonces podemos definir § localmente para que cumpla lo
que queremos, luego con un argumento de particiones de la unidad la podemos
definir globalmente (cualquier variedad es unién numerable de compactos). En-
tonces B;s(f) < W. De cierta manera estamos “metrizando” las vecindades de
f, aunque C*(M, N) no sea necesariamente un espacio métrico.

Si tenemos §,n: M — R* continuas, sea v : M — R definida como y(z) =
inf{6(x), n(z)}, como la funcién inf es continua entonces 7y es continua, y ademds
B, (f) = Bs(f) n By(z). Entonces {Bs(f)} son una base de vecindades de f en
la topologia C* de Whitney en C*®.

Toda funcién de un compacto en RT esté acotada por abajo por la funcién
constante % para alguna n € N, entonces cuando M es compacta tenemos que
para toda § existe una n que cumple lo anterior, es decir, B1i(f) < Bs(f),
entonces acabamos de probar el siguiente teorema. "

Teorema 3.1.2. Sean M y N variedades con M compacta, entonces C* (M, N)
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es primero numerable y la base de vecindades para f € C*(M,N) estard dada
por (B (f)}ue.

Corolario 3.1.3. Sean M y N wvariedades con M compacta, {fn}nen
C*(M,N), entonces {fn}nen converge en Coo(M,N) en la topologia C* si y
solo si j* f, converge uniformemente a j*.

Esto es una consecuencia simple de como definimos nuestras bolas en
C*(M,N). Como todas las vecindades de una funcién f € C*(M,N) son de
la forma Bs(f) con § : M — R™T continua, entonces cuando M no es com-
pacta C*(M, N) aparentemente no serd primero numerable ya que ocupamos
fuertemente la compacidad de M en la prueba anterior.

Teorema 3.1.4. Sean M y N wvariedades, {fn}nen = C*(M,N). La sucesion
{fn}nen converge a f en la topologia C* si y sélo si existe un compacto K < M
tal que j* f,, converge uniformemente a j*f en K y nada mds un nimero finito
de f, son diferentes a f fuera de K.

Demostracién: La suficiencia es obvia, asi que nada m&s tenemos que de-
mostrar la necesidad. Lo haremos por contradiccién, supongamos que {fy, }nen
converge a f pero no existe K con la propiedad deseada. Sean {K;};ey € M una

0
sucesién de compactos tales que K; < int K;11 y M = | K;. Existe una fun-
i=1
cién f,, distinta a f. Entonces existe z,,, € M tal que d(5* fu, (¥n,), i f(xn,) =
an, > 0, entonces existe m; tal que z,, € K,,,. Sea §; : M — RT tal que
01 (K, ) = ap, . Inductivamente elegimos {f,,};_; para alguna s € N, que para
cada s existird una x,, € K,,, y una funcién continua ds : X — R* tales que

d(jkfns (xns),jkf(xns) > 05(Tn,).

Ahora elegimos f,,,, tal que sea distinta a f fuera de algiin compacto K, 1.
Sea Tngiq ¢ Kms+1 con d(jkfns+1($S+1)’jkf($ns+1)) = On,yq =~ 0. Entonces
Tn,,, € Ko, ,, para algin mgyq, y elegimos d,11 de la misma manera. Elegimos
una particién de la unidad asociada a nuestra cubierta de K; y “pegamos”las
ds en una funcién 6 : M — R* continua, que vale ay_,, € (K, ., — Km, 11)-
Entonces estamos construyendo una subsucesién {fy, }ien v una funcién 6 tal
que para toda ¢ € N, f,,. ¢ Bs(f), es decir, {fn, }ien no converge a f. B

Corolario 3.1.5. Si M no es compacta entonces C*(M,N) no es primero
numerable.

Demostracién: Supongamos que si es primero numerable. Sea f € C® (M, N)
y {Wi}ien una base de vecindades de f. Para cada i € N elegimos §; : M — R*
tal que Bs,(f) € W; y una sucesién de puntos {z;}ien que no tenga punto
limite. Elegimos una funcién § : M — R™ tal que 6(z;) < d;(z;) para todo
1 € N, podemos construir a ¢ localmente y luego la podemos extender con una
particién de la unidad. Como {W;}en es una base de vecindades de f entonces
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existe m € N tal que W,,, € Bs(f) lo cual implica que Bs  (f) < Bs(f). Esto es
una contradiccién, ya que construimos § para que esto no pasara. W

Definicién 3.1.6. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que

1. Y € X es residual si es la intersecciéon numerable de abiertos densos de
X.

2. X es un espacio de Baire si todo subconjunto Y residual es denso en X.

Proposicién 3.1.7. Sean M y N variedades, entonces C* (M, N) es un espacio
de Baire con la topologia C* de Whitney.

Demostracién: Para k € N elegimos una métrica dj para J*(M, N). Sean
{U;}ien € C*(M, N) abiertos densos y V < C*(M, N) abierto. Si C*(M, N)

fuera un espacio de Baire, entonces () U; serfa densosiy sélosi Vn| (| U; | #
ieN ieN
& ya que V es arbitrario.

Como V' es abierto entonces existe ko y W < JFo(M, N) abierto tal que
P(W) c V con P(W) # (J. Entonces en realidad vamos a demostrar que
MW)((N U;) # I, lo cual obviamente implica la afirmacidn.

ieN
Sean {f;}ien = C*®(M, N), para cada i € Z elegimos W; < J*i(M, N) abierto
que satisfaga:

1. f;e P(W)n <im1M(Wj)> A Ui,

2. PWi)c Uy fie PWi)y

3. (i >1)ds(j5fi(x),7° fi1(x)) < 27! paratodore My 1 < s <i.

Supongamos que esto es cierto. Definimos ¢°(z) = lim; o j° fi(x). Como d;
convierte a J*(X,Y") en un espacio métrico completo y por 3 {j* f;(z)}ien €s una
sucesién de Cauchy, por lo tanto g° estd bien definido. Como jfi(z) = (z, fi(z))
(localmente), podemos definir g : M — N tal que ¢°(x) = (z,g(x)). Si g queda
definida de esta forma, tendriamos que para cada i € N, f; € P(W) por 1,

entonces g = lim;_, o, f; € P(W). Por 2, W; fue elegido tal que P(W,) < Us y

por 1 cada f; coni > s estd en P(W;). Entonces g € P(W;), como s es arbitrario

e o0
ge P(W)n () Us), y obtenemos el resultado.
s=1

Para ver que g es suave es suficiente ver que es suave en algin x € M arbitrario.
Sean x € M, K ¢ M vecindad compacta de M y L < N vecindad compacta de
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g(x) (las variedades son localmente compactas) con g(K) < L. Podemos suponer
que K y L se encuentran en dominios de cartas (en caso de que no lo fueran
las podemos hacer més pequenias para que cumplan esto), entonces podemos
suponer K < R™ y L ¢ R™ (hacemos énfasis en que la diferenciabilidad de una
funcién es una propiedad local).

Recordemos que elegimos ds métrica en J*(M, N) tal que fuera compatible
con la topologia, por 3, {j°f; }ien converge uniformemente a g en K. Si le damos
coordenadas a J*(M, N) entonces j° f;(x) es simplemente el polinomio de Taylor
de orden s, es decir, es 3. 0%l f;/0x!®l con |b| < s, por 3 estas derivadas parciales

b

convergen uniformemente en K. Entonces

T
ozb ozb

(y) para toda y € K y para todo |b| < s.

Como s fue arbitrario, entonces las derivadas parciales de todos los 6rdenes
de g existen en x, por lo tanto, g es suave.

Sea f1 € P(W) n Uy, existe ya que U; es denso y P(W) es abierto. Entonces
satisface 1. Como Uj es abierto y f € U; elegimos ky y W, < J*' (M, N) abierto,
de modo que f; € P(W7) y P(W;) < Uy, entonces 2 se cumple y 3 por vacuidad.
Supongamos que esto lo podemos hacer para j < i — 1. Sea

1
Di ={ge C*(M,N) | ds(5°9(2), j° fi-1(2)) < 55 para 1 < s <

y para todo z € M}.
i1
Si D; € C*(M, N) fuera abierto, sea E; := P(W)n( () P(W;))nD,; seria abier-
j=1

to (interseccién finita de abiertos es abierto). Entonces f;—; € E; por hipdtesis
y por como definimos D;. Como FE; es abierto (no vacio) y U; es denso, entonces
existe f; € E; n U;. Entonces E; cumple 1 y ademds por como estd definido D;
cumple 3. Entonces tenemos que demostrar que D; es abierto. Sea

F, = {ge C*(M,N) | du(°9(2), J* fir(2)) <

5" Ve e M}.

i

Entonces D; = () Fj, si cada Fj fuera abierto, entonces D; serd abierto por ser
j=1

interseccién finita de abiertos. Sea B, = o' (z) n B(35, j* fi—1(x)) (recordemos

que « es el mapeo fuente) con:

B(2—1,5%fi_1(x)) :={o € J*(M,N) | ds(0,5° fi_1(x)) <271}

Sea G := |J B,. Por como definimos B, tenemos que Fy; = P(G), entonces
xeM
nuestro problema se redujo a demostrar que G es abierto en J*(M, N). Seac € G
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y ¥o = a(0). Sea ¢ : M — R definido como ¥(q) = ds(j° fi-1(q), j° fi-1(z)), co-
mo la métrica es compatible con la topologia de J*(M, N) y « es diferenciable, el
mapeo 1 es continuo. Sea H := a‘l(w_l(%‘;, g)), con § = & —dy(0, j° fi—1(2)),
como 9 y « son continuas, H es abierto en M. Entonces H n B (%, o) es abierto
y contiene a o.

SeaTe Hn B(%, o), si 7 € G cumplirfa que dy(7,5° fi_1a(7)) < 271, pero

ds(7,5°(fima(a(7))) < ds(7,0) + ds(0,5° fia () +

5 @) haloto)) < 5 + (5 -6) 45 = 5

Entonces H N B(g,o—) c @G, por lo tanto G es abierto. B

Que C*®(M, N) sea un espacio de Baire nos dice que los abiertos densos son
muy “grandes”, ya que su interseccién vuelve a ser densa. Por el momento
seguiremos demostrando otras propiedades de C* (M, N) pero que éste sea un
espacio de Baire serd una de las bases de este trabajo.

Proposicién 3.1.8. Sean M y N variedades. Entonces el mapeo j* :
C*®(M,N) — C®(M, J*(M,N) es continuo en la topologia C*®.

Demostracién: Sea U < J'(M, J*(M, N)) abierto entonces P(U)
C®(M,J*(M,N)) es abierto, para que j* sea continua tenemos que demostrar

que (j%)71(P(U)) es abierto, ya que los conjuntos de la forma P(U) forman una

base de la topologia C®. Sea
ap : JH (M, N) — J (M, J*(M, N)),

sea o € JFT{(M, N) cuya fuente es z € M y f: M — N un representante de o,
definimos ay (o) = j!(j* f)(x), por lo cual ay 5 es suave.

Entonces sabemos que a;’}(U) es abierto en J**!(M, N). Por como definimos
a agy, agy o j*f = jloR(f) : M — JY(J*(M,N)), entonces P(a,;j(U)) =
(#")"1(P(U)), por lo tanto, j* es continua. B

Proposicion 3.1.9. Sean M, N y L variedades, ¢ : N — L diferenciable. En-
tonces ¢y : CP(M,N) — C*(M, L) es continuo en la topologia C* de Whitney.

Demostracién: Esto es una consecuencia trivial de que ¢4 : J*(M,N) —
J¥(M, L) es diferenciable para toda k€ N. B

Ahora estudiaremos las propiedades de C*(M,R) como espacio vectorial so-

bre R. Nos gustaria que C* (M, R) fuera un espacio vectorial topoldgico, es decir,
que las operaciones de este espacio vectorial sean compatibles con la topologia
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de Whitney. En el caso cuando M no es compacta no lo serd. Por ejemplo,
elegimos f : M — R tal que tenga soporte no compacto, podemos elegir una
funcién constante. Entonces si las operaciones fueran continuas tendriamos que
lim,, o % = 0, pero esto no es posible por como es la convergencia en este es-
pacio y f tiene soporte no compacto. Es claro que con la suma y multiplicacién
de funciones puntualmente no pasara esto.

Lema 3.1.10. Sean M, N y L variedades. Sea
JHM,N) g MM, L) = {(x,y) € J*(M,N) x J*(M, L) | en(2) = az(y)}

con ay : JF(M,N) — M y asg : JE(M,L) — M los mapeos fuente, y a este
conjunto le damos la topologia de subespacio en J*(M,N) x J*(M,L). Sean
K c JY(M,N) y L c J¥(M, L) compactos, tales que a1|r y as|x son propias.
Sea U vecindad abierta de K xp; L, entonces existen vecindades V de K y W
de L, tales que V xpy W < U.

Aunque este lema lo necesitaremos, no lo vamos a demostrar ya que la de-
mostraciéon no es de nuestro interés. Este espacio se llama producto fibrado de
JF(M,N) y J¥(M, L) sobre M.

Proposicién 3.1.11. Sean M, N y L variedades. Entonces ¢ : C*(M,N) x
C®(M, L) — C*(M, N x L) donde ¢(f(x),9(x)) = ((x),9(x)), es un homeo-
morfismo en la topologia C™.

Demostracién: Sean 7y : N X L - N y 7 : N x L — L las proyecciones
canonicas, éstas son claramente diferenciables, entonces nos inducen mapeos
continuos

(7n)x : CP(M,N x L) - C*(M,N) y (np)s : C*(M,N x L) - C*(M, L).

Es claro que ¢ = my x 7, entonces ¢ es continua y ademads biyectiva, entonces
si ¢ es abierta, su inversa (la cual existe por ser biyectiva) serd continua, por lo
tanto, ¢ serd un homeomorfismo.

Sea (f,g) € C*(M,N x L) (a una funcién la podemos identificar con sus
funciones coordenadas en N y en L). Sea W < J*(M, N x L) abierto tal que
(f,g) € P(W). Notemos que J*(M,N x L) = J*(M,N) xpr J¥(M, L) (esto
es claro por la aclaracién anterior). Ocupando el lema anterior existen abiertos
Uc J¥(M,N)yVxJF(M, L) tales que U x 5, V < W, entonces P(U)x P(V)
((rn)s % (7)) (P(W)) por lo tanto ¢ es abierta. B

Corolario 3.1.12. Sea M wvariedad, entonces la adicidn y multiplicacion (pun-
tual) de funciones son continuas en la topologia C* de Whitney.

Demostracién:
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1. +:R x R — R es continua, entonces
+4: CP(M,R xR) =~ C*(M,R) x C*(M,R) - C*(M,R)
es continua, por lo tanto, la adicién es continua.
2. - : R x R — R es continua, entonces
4 CP°(M,R xR) ~ C*(M,R) x C*(M,R) »> C*(M,R)
es continua, por lo tanto, la multiplicacién es continua. B

Proposicion 3.1.13. Sean M, N y L variedades, con M compacta. Entonces
o:C®(M,N)x C®(N,L) - C®(M,L) dado por la composicidn es continua
en la topologia C* de Whitney.

Demostracién: Sea D := J*¥(M,N) xy J¥(N, L) (ahora, en lugar de tomar-
nos el producto fibrado con el mapeo fuente dos veces, ocuparemos el mapeo
fuente primero y el mapeo blanco respectivamente, el lema sigue siendo cier-
to, lo hacemos de esta manera para que componer k-jets tenga sentido). Sea
v : D — J¥(M, L), dado por v(o,7) = 7 o o, claramente este mapeo esté bien
definido.

Si feC®M,N),ge C°(N,L)yV c J¥(X,Z) abierto con go f € P(V),
entonces existen abiertos U < J¥(M,N) y W < J¥(N,L) con v(U xy W) <
P(V), entonces si f' € P(U) y ¢ € P(W) tendremos que ¢’ o f' € P(V), si
probamos esto tendremos que la composicion de k-jets es continua para toda k,
por lo tanto, la composicién serd continua en la topologia C* de Whitney.

Por la regla de la cadena tenemos que j*(go f)(M) = v(5* f(M) x x5 *g(N)),
entonces j* f(M) xn j* f(N) < v~1(V). Entonces si aplicamos el lema anterior
con K = j*f(M), L = j*g(N) y a v(V) obtendremos la U y W deseada. B

Esta proposicion no serd cierta si M no es compacta, pero como ya hemos
mencionado, en el futuro nada més estaremos trabajando con funciones suaves
con dominio compacto.

Proposicion 3.1.14. Sean M y N variedades. Sea | € N, entonces los mapeos
7 CP(M,N)! — C*(M!, N') dados por v ((f1, ..., fi)(x)) = fr(z)x---x fi(z)
son continuos en la topologia C* de Whitney para toda | € N.

La proposicién se demuestra exactamente igual que las ultimas proposiciones,
(ocupamos el mismo lema de la misma manera) entonces la omitiremos.

3.2. Transversalidad

En esta seccidon daremos la definicién de transversalidad y daremos algunas
proposiciones que necesitaremos, en particular el teorema de transversalidad
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de Thom, que con junto con que C*® (M, N) es un espacio de Baire, serdn los
mayores protagonistas para el estudio de mapeos estables.

Definicién 3.2.1. Sean M y N variedades, L < N subvariedad y « € M.
Entonces f interseca transversalmente a L en x (f A L en x) si ocurre uno de
los siguientes casos:

1. f(z) ¢ L.

2. f(x)e Ly TpoyN = Ty(zyL+(df ) (T M). Si f interseca transversalmente
a L para todo 2 € M lo denotaremos simplemente como f & L.

La suma de espacios tangentes la estamos pensando como suma de espacios
vectoriales, entonces si f(z) € L es claro que para que f(z) & L le tenemos que
pedir alguna condicién a las dimensiones de las variedades por el teorema de la
dimension.

Ejemplos:

1. M =R, N =R2?, f(z) = (z,2%) y L = R x {0}, entonces f A& L para todo
z € R a excepcién del 0.

2. Si f: M — N es una sumersién entonces f @ L para cualquier subvarie-
dad L de N.

3. Si f(M)n L= entonces f A& L.

Proposicion 3.2.2. Sean M y N variedades, L € N subvariedad. Supongamos
que dimM + dimL < dimN. Si f : M — N es tal que f & L, entonces

fM) L=

Demostracién: Supongamos que f(x) € L para algin « € M. Entonces
dim N = dim(T () L + (df )o(Te M)) < dim Ty L + dim T, M =
dim L 4+ dim M < dim N.
Lo cual es una contradiccion. W

Lema 3.2.3. Sean M y N wvariedades, L ¢ N subvariedad y f : M — N. Sea
x € M tal que f(x) € L. Supongamos que eziste U N vecindad de f(x) en
N y una sumersion ¢ : U — RF con k = codim L tal que L n U = ¢~1(0).
Entonces f & L en x siy sélo si o f es una sumersidén en 0.

Demostracién: La vecindad U de f(z) siempre existird, nos podemos tomar
una carta de L vista como subvariedad de N y cumplird con lo deseado. Por
como definimos U tenemos que ker(d¢) () = T(,)L. Entonces f & L en

— Tf(m) + (df)ac(TmM) = Tf(m)N
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< ker(do) sy + (df)o(To M) = T, N.
Al aplicar (d¢) s,y en ambas igualdades obtenemos el resultado. W

Teorema 3.2.4. Sean M y N variedaes, L € N subvariedad. Sea f: M — N
tal que f & L. Entonces f~*(L) es una subvariedad de M.

Esto es una consecuencia trivial del lema anterior y el teorema de la sumersion.

Proposicién 3.2.5. Sean M y N wvariedades, L € N subvariedad. Sea
Ty :={feC®(M,N)| f &L}

Entonces Ty, es abierto en C* (M, N) si L es una subvariedad cerrada.

Demostracién: Sea
U:={oceJ"(M,N)|y¢LbéyeLconTyN =T,L+ (df).(T.M)},

donde = y y son la fuente y el blanco respectivamente de oy f: M — N un
representante de o. Es claro que P(U) = Ty, si U fuera abierto entonces Ty,
serfa abierto.

U es abierto si y sélo si V := JY(M,N) — U es cerrado. Sea {0;}ien = V
convergente cuyo limite es 0. Sea p = a(o) y ¢ = 8(c). Como B(c;) € L para
toda i € N y g es diferenciable, tenemos que ¢ € L ya que L es cerrado por
hipétesis. Sea g : M — N un representante de o. Elegimos coordenadas U
alrededor de p y U’ alrededor de ¢ tal que f(U) < U’. Podemos suponer que
U=R"yU =R™conp=0yq=0.Sea k = rango(dg)o.

Sea ¢ : R™ — R™/RF =~ R™~¥ ]a proyeccién canénica. Entonces f & L en 0
si y sélo si ¢ o g es una sumersién en 0 si y sé6lo si ¢ o (dg)o ¢ F, donde

F:= {A e Hom(R",R™ %) | rango A < m — k}.

Sea n : R x R¥ x Hom(R",R™) < J*(R",R™) — Hom(R",R™~*) dado por
n(s,t,B) = ¢ o B. F es cerrado ya que proyectar y obtener el determinante
son diferenciables, y F' lo podemos ver como la imagen inversa del 0 de una
proyeccién y el determinante. Como 7 es continua entonces 7! (F) es cerrado
en R" x R* x Hom(R™,R™), el cual es cerrado en J'(R",R™). Entonces V =
n~Y(F), ya que si 7 = (z,y,(dh),)) € V si y sélo si y € R¥ y h no interseca
transversalmente a R¥ en 0 si y sélo si 7(7) € F, por lo tanto, c € V. B

Proposicion 3.2.6. Sean M, N y Z variedades, W < Z subvariedad. Sea
Jj:Z— C®(M,N) una funcion (no necesariamente continua) y ® : M xZ — N
dada por ®(x,y) = j(y)(x). Si @ es suave y & A W entonces {z € Z | j(z) & W}
es denso en Z.
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Demostracién: Como ® & W, ®~1(W) es una subvariedad de M x Z. Sea
7:® Y W) > Z, 7 = nz0ig, donde 7 : M x Z — Z es la proyeccién
canénica en el segundo factor y ig : @~ 1(W) — M x Z la inclusién canénica. Si
dim(®~1(W)) < dim Z entonces, 7(®~1(W)) tiene medida cero en Z, entonces
el complemento de (®~1(W))¢ es denso en Z, por lo tanto, j(y) A W para todo

y¢ o H(W).

Ahora el caso cuando dim(®~1(W)) > dimZ. Si y € ®1(W) es un valor
regular 7 y esto implicard que j(y) & W, entonces por el teorema de Sard, esto
pasaria para un conjunto denso. Sea y € Z un valor regular de 7y z € M.
Si (x,b) ¢ ®~L(W), entonces j(y)(z) ¢ W lo cual implica que j(y) & W. Si
(z,y) € W, como supusimos que y es un valor regular de 7 tenemos que

Toy(M x Z) =Ty y® Y (W) + T (X x y).
Aplicamos (d®), , de ambos lados de nuestra igualdad y obtenemos
(dP) (2.4) (Toy (M x Z)) = Tjyy )W + (dj (y)) = (Ta M).

Por hipétesis sabemos que ® & W, entonces combinamos la igualdad anterior
con la siguiente igualdad

Tiy)@)N = Tty )W + (dj(y))2 (T M)).

Por lo tanto j(y) & W en 2. Y como y fue un valor regular arbitrario de ,
por el teorema de Sard tenemos lo deseado. B

La notacién que usamos para j en este teorema no fue una simple casualidad,
el caso que nos interesa es cuando nuestra familia de mapeos es de la forma
j(f) : M — J*(M,N), con f : M — N (ya demostramos que j(f) es suave
para cualquier f).

Teorema 3.2.7. (de transversalidad de Thom) Sean M y N wvariedades, L <
JF¥(M, N) subvariedad. Entonces Ty, := {f € C*(M,N) | j*f & L} es un
conjunto residual en C* (M, N) con la topologia C*.

Demostracién: Como toda subvariedad es unién de compactos, por el lema
anterior nada mas tenemos que probar el caso euclidiano, es decir, cuando L <
JF(R™,R™) es compacto.

Como j* : C*(R™,R") — C*®(R™,J*(R™,R")) es continuo tenemos que
(%)~1(T1) es abierto por la proposicién 3.2.5. Entonces nada més tenemos que
probar que es denso.

Sean p: R™ — [0,1] y p’ : R™ — [0, 1] suaves tales que
(z) = 1 en una vecindad de a(L)
PP =00 o ¢ a(L).
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() = 1  en una vecindad de 8(L)
P 0 wesw,

Recordemos que en el capitulo 2 definimos a Vf’m el espacio vectorial de
polinomios en n variables con m entradas, con coeficientes hasta k sin término
constante. Sea f € C*(R™ R") y q € Vrﬁm, definimos f;, : M — N de la
siguiente manera

fo(x) =

f(z) z¢a(l)o f(x)¢p(L)
p()p'(f(x))q(z) + f())  en otro caso.

Es claro que f, es diferenciable para todo g € V,fim, ademds podemos definir

el mapeo F: R™ x V¥ — R™ como F(z,q) = fq(x), el cual es suave por como

estdn definidas las f,.

Sea ® : R™ x V¥, — J¥R™ R") definida como ®(z,q) = j*fy(z), nos
gustarfa que ® A L, para poder usar la proposicién anterior, esto no nece-
sariamente serd cierto pero si restringimos nuestro dominio a una vecindad
del 0 en V,ﬁm, es decir si existe una vecindad del 0 en By < Vrﬁm7 tal que
®: R™ x Vy — JF(R™,R") sea transversal a L podriamos usar la proposicién
anterior. Si esto pasara dada f : R™ — R" existird {¢;}.en < Vo que converja
a 0, tal que jqui A L (un conjunto es denso en V; si y sélo si cualquier ele-
mento de Vj se puede aproximar por elementos del denso). Y por como es la
convergencia en C*(R™,R™) tenemos que f;, — f cuando ¢ — 0. En resumen,
si encontramos Vy vecindad del 0 en V¥ tal que @ : R™ x Vj — JE(R™ R")
sea transversal a L acabarfamos esta demostracion.

Sea € = 3 min{d(sop(p'),R™ — a(L)),d(n;(B(L)), (p')*[0,1)). Recordemos
que la distancia entre dos conjuntos es el infimo de las distancias entre cuales-
quiera dos elementos de éstos. Sea Vo = {g € Vi | |q(z)| < € Ya € sop(p)}, enton-
ces Vj es abierto (distinto del vacio). Supongamos que (x,q) € R™ x Vj y que
®(z,q) € L, entonces z € a(L) y fy(x) € B(L). Entonces s = d((f(x)), (fy(x))) <

€, ya que
n(fq(x)) = p(2)p'(f(z)a(z) + f(2).

Entonces f(x) € Int(p')~1(1) ya que fy(x) € B(L). Como p = 1 en una
vecindad de «(L) entonces f(z) = b(x) + f(x) es una propiedad abierta para z
y para b, entonces ® es un difeomorfismo local cerca de (z,b). B

Corolario 3.2.8. Sean M y N variedades, con L < J*¥(M, N) subvariedad, tal

que a(L) < U abierto de M. Sea f: M — N suave y V < C*(M,N) vecindad
de f, entonces existe g€ V tal que j*g A L y g = f fuera de U.

Esto es una consecuencia inmediata de cémo construimos la familia de fun-
ciones f, del teorema de Thom.
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Corolario 3.2.9. Sean M y N wvariedades, L € N subvariedad. Entonces:

1. El conjunto de mapeos de M en N que intersecan transversalmente a L
es denso en C* (M, N), si L es abierta entonces también serd abierto.

2. Sean Uy,Uy; < M abiertos con U, c Us. Sea f:M — N yV una vecindad
de f en C*(M,N). Entonces existe g€V tal que g=f enU; yg & L
fuera de Us.

Demostracién:

1. Recordemos que J°(M,N) = M x N y que el mapeo blanco 3 :
JO(M,N) — N es una sumersién. Si L N es una subvariedad, entonces
B~Y(L) es una subvariedad de M x N. Entonces para un conjunto denso
de C®(M, N) el mapeo j°f : M — M x N interseca transversalmente a
BED(L). Sij0f & B~(L) implicard que f & L obtendriamos lo deseado.
Supongamos que jOf & B71(L), si j°f(x) ¢ B~1(L) entonces f(x) ¢ L,
por lo tanto f & L en . Ahora, si j°(z) € 371(L) tenemos

Ta () B (L) + (d5° f)a(ToM) = T(a, payy (M x N).
Aplicamos (df3) (s, f(z)) €n ambos lados de la igualdad y obtenemos

Tf(ac)L + (df)a:(Ta:M) = Tf(T)N

Por lo tanto f & L en x.

2. Notemos que el conjunto (M x N)—a~1(Us) es abierto en M x N, entonces
es una variedad. Y ademés 37 1(L) n (M x N) — a~!(U3)) = L’ es una
subvariedad de él, con a(L') = M — Uy, entonces ocupamos el corolario
anterior para encontrar la g deseada y cumplira lo que deseamos por el
inciso anterior. l

Ahora presentaremos una generalizacién de lo que acabamos de ver pero que
nos servira para estudiar la autointerseccién de mapeos. Sean M y N variedades.
Sea,

M) = {(zy,...,x,) € M® = nM | z; # x; para 1 <i < j < s}
i=1
A M) siempre lo pensaremos con la topologia de subespacio de M* ( M tiene
la topologfa producto). Definimos o : (J*¥(M, N))* — M* como o® = [[;_; a,
es diferenciable por ser diferenciable en todas sus entradas. A J* = (a®)~1(M(*))
le llamaremos s-doblez de un haz de k-jets. Un haz de multijets es un s-doblez de
un haz de k-jets, si el contexto nos lo permite nada mas le llamaremos doblez o
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s-doblez. Recordemos que « es una sumersién, por como definimos «® también
serd una sumersién y como M) es un abierto de X*, entonces los dobleces
seran variedades, ademds de la misma dimensién de (J*(M, N))® por ser un
abierto de éste. Si f : M — N es suave, entonces tenemos el mapeo suave
§%: X©) — JE(M, N) definido de manera obvia.

De la misma manera que para los haces de k-jets, tendremos teoremas simi-
lares para los dobleces.

Teorema 3.2.10. (de transversalidad de multijets) Sean M y N wvariedades,
L c JF(M, N) subvariedad. Entonces

Tp = {f e C*(M,N) | jif & L}

es un conjunto residual de C*(M,N) en la topologia C*. Mds ain, si L es
cerrada, Ty, serd abierto.

La demostracién procede de igual manera que el teorema de transversalidad
de Thom, el detalle importante es modificar un poco los incisos c) y d) de la
demostracién, pero si z € M) tenemos que x = (1,...,2s) con x; # x;
cuando ¢ # j, como M es variedad es un espacio Hausdorff y = es una n-ada
finita, entonces existen vecindades U; € M de cada z; tales que U; nU; = &
cuando 7 # j, estas vecindades son las que nos sirven y una aplicaciéon adecuada
de particiones de la unidad nos permite demostrar lo deseado.

3.3. Teorema de inmersion de Whitney

Antes de comenzar con el estudio de los mapeos estables, estudiaremos los
mapeos entre dos variedades agregando ciertas hipdtesis sobre sus dimensiones.
Los mapeos mas féciles entre dos variedades son las inmersiones y sumersiones,
en esta seccion nos dedicaremos al estudio de las inmersiones, en particular si
éstas son densas cuando las dimensiones entre dos variedades son adecuadas. A
partir de este momento M y N denotaran siempre variedades. En particular en
esta seccién asumiremos que dim(M) < dim(N).

Definicién 3.3.1. Sea o € J'(M,N), con f : M — N un representante de o y
x = a(o).

1. Definimos el corango de o como corango(o) = corango((df).). Es claro que
esta definicién no depende del representante (de igual manera se define el
rango de o).

2. S.(M,N) := {0 € JY(M,N) | corango(c) = 7}, si el contexto nos lo
permite nada mas escribiremos S,..
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Como las transformaciones lineales entre espacios vectoriales de dimensién
finita tienen un rango méximo, entonces S, serd vacio para casi toda r € N.
Cuando S, tenga sentido nos gustarfa que fuera una subvariedad (subhaz fibra-
do) de J'(M, N), todavia nos hace falta un poco para demostrar eso, pero lo
primero que podemos notar es la siguiente afirmacion.

Lema 3.3.2. f: M — N es una inmersién si y sélo si jL f(M)n < U Sr> = .
r#0
Lema 3.3.3. Sea S una matriz de m x n donde

[t

con A una matriz de k x k invertible. Entonces rango(S) = k si y sdlo si D —
CA™'B =0.

Demostracién: Sea

_ Idkxk 0
T= |:CA1 [dm—kxm—k:|

una matriz de m x m invertible. Entonces rango(S) = rango(7T'S), entonces
multiplicamos las matrices y obtenemos
0 D-CA'B

TS:[A B ]

y esta matriz tiene rango k siy sélosi D —CA !B =0. &

Sean V™ y W™ espacios vectoriales sobre R. Recordemos que Hom(V, W) =~
R™" es decir es una variedad de dimensiéon mn, definimos L,.(V,W) = {S €
Hom(V, W) | corango(S) = r}.

Lema 3.3.4. L.(V,W) es una subvariedad de Hom(V, W) con codim(L,(V, W))
=(m—q+r)(n—q+r) donde ¢ = min{n, m}.

Demostracién: Sea S € L.(V,W) y k = rango(S). Elegimos bases en V' y W

tales que
A B
s=[e 3]

donde A es una matriz invertible de k x k. Sea U € Hom(V, W) vecindad de
A B
¢’ D
(recordemos que proyectar es continuo y el determinante también). Sea f : U —
Hom(R"~* R™*) dada por f(S’) = D' — C'(A’)"!B’. Es claro que f es una
sumersién (nada més fijamos las coordenadas A, B y (). Entonces por como

S, tal que si S’ € U entonces S’ = [ ] con A’ matriz invertible de k x k
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definimos f tenemos que f~1(0) = L,.(V,W) n U, la cual es una subvariedad
por f ser sumersion.

Ademés codim(L,(V,W)) = dim(Hom(R** R™*) = (n — k)(m — k). B
Teorema 3.3.5. S,.(M,N) es una subvariedad de J'(M,N).

El lema anterior es el que nos da las cartas de subvariedad claramente. Ademads
tenemos que So(M, N) es un abierto de J*(M, N), esto es claro ya que el deter-
minante es continuo y aplicamos el lema anterior (en este caso las fibras serdan
abiertos de las fibras originales). Sea Inm(M, N) ¢ C*(M, N) las inmersiones
de M a N, por esta ultima aclaracién tenemos el siguiente lema:

Lema 3.3.6. Inm(M,N) es abierto en C*(M,N) en la topologia C*.

Teorema 3.3.7. (de inmersion de Whitney) Supongamos que dim(N) =
2dim(M) entonces Inm(M,N) es un abierto denso de C* (M, N).

Demostracién: Sabemos que codim(S,) = (n — ¢+ r)(m —q+r) con ¢ =
inf{n, m}, entonces si r = 1 tenemos

codim(S,) =r(m—n+r)=r(n+r)=n+ 1L

En este caso, si f : M — N, j*f & S, si y sélo si j*f(M) n S, = &, por el
teorema de transversalidad de Thom y el primer lema de esta seccién finaliza
nuestra demostracién. B

Teorema 3.3.8. Supongamos que dim(N) > 2dim(M) + 1. Entonces el con-
Junto de inmersiones 1 a 1 es un conjunto residual de C* (M, N).

Demostracién: Sea W = ($2)"1(AN) < J9(M, N) subvariedad (8 es sumer-
sién). Si f : M — N es una inmersién 1 a 1 cumple que 59f : M — J9(M, N)
no intersecta a W. Como codim(W) = codim(AN) = dim(N) > 2dim(M) =
dim(M @) (recordemos que M(?) es abierto en M?), entonces j9f & W siy sélo
si j9(M®P)) A W = &, aplicamos el teorema de multitransversalidad. W

3.4. Funciones de Morse

Ahora estudiaremos el caso cuando la dimensién del codominio es menor a
la del dominio, nada méds que trabajaremos el caso mds simple (no trivial),
cuando el codominio es exactamente R, en este caso las funciones siempre seran
“iguales” (recordemos que en topologia diferencial luego nos referimos que son
iguales cuando en realidad lo son bajo un cambio de coordenadas). Como R
es de dimension 1, las unicas subvariedades de la forma S, no vacias son Sy y
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S1. Entonces x € M es un punto critico (también llamado una singularidad) de
f:M —Rsijlf(x) e Si. Siestd en Sy entonces es una sumersién en z, por lo
tanto, es un punto regular.

Definicién 3.4.1. 1. Sea x € M un punto critico de f : M — R, decimos
que z es no degenerado si j1f(x) & S.

2. f es una funcién de Morse si todos sus puntos criticos son no degenerados.

Por como definimos a las funciones de Morse (una condicién de transver-
salidad) en conjunto con el teorema de transversalidad tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 3.4.2. El conjunto de las funciones de Morse es denso y abierto en
C*®(M,N).

De nuestra definicion no podemos decir a primera vista cémo son las fun-
ciones de Morse, para nuestra buena suerte las funciones de Morse son de las
mas simples que estudiaremos, debido a un teorema de forma normal, es decir,
localmente todas las funciones de Morse son iguales médulo un difeomorfismo.

Teorema 3.4.3. Sea U € R" abierto y f : U — R suave, sea x € U un punto
critico. x es no degenarado si y sélo si el hessiano de f en x es no singular.

Demostracién: Recordemos que J!'(U,R) =~ U x R x Hom(R",R). Entonces
la proyeccién canénica 7 : J1(U,R) — Hom(R", R) es una sumersién y ademds
7T71(0) = 95].

Entonces j'f & S; en z si y sélo si 7o j! f es una sumersién en x. Pero

of of

1

mo z)=(df)y = =—(x),..., = (x) | .

i1 = @ = (@ i@

Para que este mapeo (7 o j!f) sea una sumersién en z nada mas tenemos que
calcular la matriz jacobiana, entonces derivamos las funciones coordenadas y
obtenemos

2 ~2
ar@) . ()
(d(moj'f))e = . :
2 f 2 f
s (@) ot (z)

y esta matriz es no singular en x si y s6lo si su determinante es no cero. Ademés
podemos observar que los puntos de Morse son aislados. B

Ejemplo: Sea f : R® — R dada por f(z) = 2?2 + --- + x2. Es una funcién de

Morse ya que, si x # 0 entonces f es una sumersién en x. Si x = 0 tenemos
(df)o = 0, pero el hessiano en 0 es 2™.
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En nuestra demostracién anterior vimos que (d(7oj!f)), es un difeomorfismo
local cuando x es un punto critico no degenarado, entonces bajo un cambio de
coordenadas adecuado podemos suponer que es la matriz identidad en nuestro
punto critico.

Lema 3.4.4. (de Hadamard) Sea f : U < R" — R suave con U convero y
f(0) = 0. Entonces

n
f(xla"'7xn) = ingi(l‘la"'axn)
i=1

para algunas funciones suaves g; : U — R que cumplen g;(0) = gg (0).

Demostracién:

f(x) :de(ml,...,txn)dt:J1
0

2 aii (txy, ... tey) - x;dt =

?

1
Sea gi(x1,...,an) =§ of (txy,...,tey) - x;dt. B
) Oai

Lema 3.4.5. (de Morse) Sea f:U < R" — R suave con U vecindad de 0 y f
funcion de Morse. Si 0 es un punto critico de f entonces existe un cambio de
coordenadas alrededor del 0 tal que f(z1,...,2,) = £23--- £ 22,

No demostraremos este lema ya que necesitamos saber qué es el indice de una
funcién, pero el lector que si esté relacionado con estos temas la demostracion
nada maés se reduce a una aplicacién del lema de Hadamard (en realidad se
ocupa dos veces), este lema aunque lo hayamos enunciado en contexto euclidiano
también aplica a variedades ya que las variedades son localmente euclidianas.
Un lema que nos serd 1til en el futuro es el siguiente.

Lema 3.4.6. Sea f : U € R®™ — R suave con x € U un punto critico no
degenerado. ¢ : U — U difeomorfismo tal que ¢(x) = x, entonces f o ¢ es de
Morse y ademds 0 es un punto critico no degenerado de f o ¢.

Este es una consecuencia de la regla de la cadena, para finalizar este capitulo
tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 3.4.7. El conjunto de funciones de Morse cuyos valores criticos
son distintos es residual en C*(M,R).
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Demostracién: Sea S = (S;xS51)nJ3 (M, R)n(5%)"1(AR), una subvariedad de
J3(M,R). Aplicamos el teorema de multitransversalidad, entonces el conjunto
de transformaciones tales que jif & S es residual, pero jif & S si y sélo si
J3(M®) A S = & por las dimensiones. Si (x,y) € M) son puntos criticos de
f entonces ji(z,y) ¢ S entonces f(z) # f(y). B
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Capitulo 4

Estabilidad topoldgica

4.1. Lo mas basico

Definicion 4.1.1.

Sean f, f' € C*®(M, N). Decimos que [ es equivalente a f’ si existen difeomor-
fismos g: M — M y h: N — N tales que el siguiente diagrama conmuta

M-t N

L, b

M——N

f e C®(M,N) es estable si existe una vecindad Wy de f en C*(M, N) tal que
cualquier g € Wy es equivalente a f.

Que una funcién sea estable significa que todas las funciones cercanas son
iguales a f salvo un cambio de coordenadas. Aparentemente nuestra definiciéon
es muy complicada, es decir, a primera vista es muy dificil decir si una funcién
es o no estable, pues recordemos que nuestra topologia es bastante complicada.
Nuestro propdésito es dar un criterio més sencillo para saber cuando una funcién
es estable (ni squiera sabemos si existen las funciones estables). En el caso del
capitulo anterior, cuando considerdbamos las funciones de C*(M,R), si una
funcién f : M — R era estable entonces ésta necesariamente seria una funciéon
de Morse con valores criticos distintos dos a dos.

Una accién de grupo G en un conjunto C' es una operacion - : G x C — C
que cumple que (g¢’) -a = g-(¢'a) y e¢ - a = a donde eg es el neutro de
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nuestro grupo. Denotemos a (Dif(M), o) al grupo de difeomorfismos de M con
la composicién usual. Sea G = Dif(M) x Dif(N), el cual es un grupo con las
operaciones puntuales, entonces G acttiia en C* (M, N) del siguiente modo, sea
(g,h)eGy fe C®(M,N), (g,h)-f = ho fog~!. La érbita de f bajo la accién
de G se denota como Oy = {f' € C*(M,N) | f'=ho fog ! con (g,h) € G}.

Lema 4.1.2. Sea f € C*(M,N). Entonces f es estable si y sélo si la drbita de
f bajo la accion de G es abierta.

Demostracién: Sea (g,h) : C®(M,N) — C®(M,N) donde (g,h) = (hy) o
(g71)* el cual es continuo por ser composicién de mapeos continuos, ademés
como ¢ y h son difeomorfismos en M y N respectivamente, (g, k) es un homeo-
morfismo con inversa (g_l, h_l).

Por definicién sabemos que f” estd en la érbita de f siy sélosi f/ es equivalente
a f. Como cualquier vecindad de f puede ser trasladada por (g,h) obtenemos
lo deseado. W

Definicién 4.1.3. Sea f: M — N suave.

1. Sea wn : TN — N la proyeccién candnica, sea w : M — TN, decimos que
w es un campo vectorial sobre f si el siguiente diagrama conmuta:

TN

N\

M ——— N.

Al conjunto de campos vectoriales sobre f lo denotaremos C'° (M,TN).

2. f es infinitesimalmente estable si y s6lo si para todo w € C’;O(M, N),
existen campos vectoriales X en M,y Y en N tales que

w=(df)oX +Yof

Recordemos que en un haz vectorial las operaciones en fibras son suaves, por
lo cual sumar vectores que viven en la misma fibra tiene sentido. Si analizamos
detenidamente el diagrama de la definicién anterior, observamos que w a cada
x € M le asigna un vector en la fibra de f(x) en TN, entonces por esta obser-
vacion podemos identificar a los campos vectoriales sobre f con las secciones
del haz pullback f*(T'N). A las secciones suaves de un haz E las denotaremos
como C*(E). A partir de este momento asumiremos que M es compacta, ya
que nuestro proposito es demostrar el siguiente teorema de Mather.

Teorema 4.1.4. Sea f : M — N. Entonces f es estable si y sélo si f es
infinitesimalmente estable.
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El teorema anterior es valido cuando M no es compacta pero tenemos que
asumir que f es propia. Esta equivalencia de estabilidad es mucho més maneja-
ble ya que aqui tenemos coordenadas (localmente) y tenemos particiones de la
unidad para extender el resultado local

Ejemplos:

1. Sean,me N conm >=n. Sea f: M™ — N™ sumersion. Sea x € M, como
es una sumersion, el mapeo (df ), : T M — Ty N es una transformacién
lineal suprayectiva, esto pasa para todo x € M. Entonces (df) : TM — TN
tiene rango constante (en fibras), lo cual es equivalente a que ker(df ), tiene
el mismo rango para todo x € M. Entonces ker(df) es un subhaz vectorial
de TM, cuyas fibras son ker(df), para todo x € M, este subhaz nos induce
otro subhaz de T M, su haz normal H , cuya fibra en x es el expacio normal
a ker(df )., entonces, si restringimos el mapeo (df ).|n, : Hx — Ty N es
un isomorfismo, entonces (df)|y : H — TN es un mapeo entre haces
que es isomorfismo en fibras, por lo tanto, (df)|g nos induce un mapeo
biyectivo entre (df) : C*(H) — CF(M,TN), lo cual es equivalente a que
f sea infinitesimalmente estable.

Nuestra primera intencion es analizar como son los mapeos infinitesimalmente
estables localmente. Sea E un haz vectorial sobre M, si x € M denotemos como
C¥(FE) al anillo de gérmenes de secciones alrededor de z.

Definicién 4.1.5. Sea f: M — N, conz e M y f(z) = y.

1. f e C*(M) es infinitesimalmente estable si para todo @ € C(f*(TN)),
existen 7 € C°(TM) y ne C,f(TN) tal que

&= (df)(T)+nof.

2. f es localmente infinitesimalmente estable en x si f es infinitesimalmente
estable en x.

Si f: M — N es localmente infinitesimalmente estable entonces es local-
mente infinitesimalmente estable para todo x € M. En general el regreso no es
cierto ya que no sabemos qué pasa en las autointersecciones, si x1,x2 € M son
tales que f(x1) = f(x2) = y tenemos que 7n(f(x1)) = n(f(z2)) entonces n tiene
que resolver el problema alrededor de z; y x5 simultdneamente. En el futuro
agregaremos una condicion que nos ayudara a resolver este problema. Por el mo-
mento como este es un problema local podemos agregarle coordenadas, entonces
si pensamos a f : U — V donde U € R" y V < R™ abiertos, sea w € C*(TV)
entonces existen 7€ C™*(TU) y n € C®(TV) tales que

w‘:iafiT""n‘(f) Isism. ()
7 jzlaxj J ?
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donde

0
R

j=1 J i=1 0y;

Recordemos que la base canénica de los espacios tangentes son los operadores
derivadas parciales. Podemos resolver las ecuaciones de w; hasta orden k si
existen gérmenes 7 € CL(TU) y 1€ CL(TV) tales que

Zaf’wm @) + 0.

Esto nos acerca a facilitar el problema localmente, nada més tenemos que ver
cudl es la k correcta, para ésto tenemos el siguiente teorema (no lo demostrare-
mos ya que es un resultado meramente algebraico).

Teorema 4.1.6. (de preparacion de Malgrange) Sea ¢ : M — N suave con
o(z) = y. Sea A un CL (M) mddulo finitamente generado. Entonces A es un
Cf(N) méddulo finitamente generado (con la estructura inducida por ¢) si y
solo si A/my(N)A es un espacio vectorial sobre R finitamente generado.

Cuando hacemos el cociente de un anillo de gérmenes y su ideal maximal
obtenemos R, ya que es un anillo local, por lo tanto tiene sentido considerar a
A/my,(N)A como un R espacio vectorial.

Corolario 4.1.7. Sea A un C(R™) mddulo finitamente generado, ¢ : R™ —
R™ suave con ¢(0) = 0, {e;}F_, = A. Entonces {e;}¥_, generan a A como un
CE(R™) médulo si y solo si {m(e;)}s_; generan a A/mo(R™) como un CL(R™)
mddulo, donde m: A — A/mo(R™)A es la proyeccion candnica.

Corolario 4.1.8. Si {r(e;)}¥_, son una base del espacio vectorial
A/(m k“(R”)A—&-mO(COO(Rm)A) entonces {e;}¥_, es una base para A visto como
C(R™) mddulo.

Teorema 4.1.9. Sea f : M™ — N suave, x € M con f(x) = y. Entonces f
es localmente infinitesimalmente estable en x si y sdlo si la ecuacion de * puede
resolverse hasta orden m.

Demostracién: Notemos que C°(f*(T'N)) = @, C (M), esto es local por
lo tanto tenemos el isomorfismo mediante coordenadas, entonces CL(f*(TN))
es un C (M) médulo finitamente generado.

Sea A = {w € CP(f*(TN)) | w = (df)(r) conT € CLP(TM)}. Sea B =
CE(f*(T'N))/A, es un C° (M) médulo finitamente generado. B es un C;°(NV)
moédulo mediante f. Sea e; = w(f*(0/0x;)) con 1 < i < m y 7 la proyeccién
canénica. Es claro que (m,(M))*+1) son los gérmenes de funciones cuya serie de
Taylor en z inicia en el término k + 1. Entonces f € C*(M, N) es infinitesimal-
mente estable si y s6lo si {e;}}; generan a B como un C;°(N) médulo si y sélo si

43



n

B/m? "1 (M)B es generado por nuestras e;. Entontes w = Y. (n;of)e;+(df)(7)+g

i=1

donde g € (m,(M))"*'C;°(T'N), es decir, g es de orden n + 1.

Sea E un haz vectorial sobre M con proyeccién , entonces my : J*(M, E) —
J¥(M, M) es una sumersién. Sea I = {o € J¥(X, X) | Idy; = o} subvariedad de
J*(X, X), entonces J¥(E) = (m4) (1) es una subvariedad de J*(M, E), el cual
llamaremos haz de k-jets de secciones de E, es claro también que o : J*(E) — X
es un mapeo de haces fibrados, denotaremos a la fibra en x € M de este haz
como J¥(E),, en este caso tenemos atin més, este serd un haz vectorial sobre
M, ya que las fibras seran polinomios de grado la dimensiéon de E. En lenguaje
de jets el teorema anterior nos dice que f es infinitesimalmente estable en =
depende exclusivamente de j"*!f(z), reformulamos el teorema anterior de la
siguiente manera.

Teorema 4.1.10. Sea f : M™ — N™ suave con f(x) =vy. [ es infinitesimal-
mente estable en x si y solo si

Jn(f*(TN))a: = (df)a:Jn(TM):v + f*Jn(TN)y-

Anteriormente dijimos que aunque podamos resolver el problema de estabili-

dad infinitesimalmente localmente no podemos generalizar debido a las autoin-
tersecciones de f.
Definicién 4.1.11. Sea f : M — N suave, y € Ny S = {x1,...,25} S
f~1(y), entonces f es simultdneamente infinitesimalmente estable en S si para
cualesquiera @; € CL(f*(T'N)) con 1 < i < k, existen 73 € C(TM) con
1<i<kyneCy(TN) tales que

w; = (df)(m;) + o f para toda i.

Sea E un haz vectorial sobre M y S = {z;}¥_, definimos J™(E)g =
@le J™(E)s,. De la misma manera tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.1.12. Sea f : M — N suave y S = {z;}¥_, = f~'(y). Entonces f
es simultaneamente infinitesimalmente estable en S si y solo si

J"(fHTN))s = (df)J" (TM)s + f*J" (TN),.

Este teorema se demuestra exactamente igual que el teorema anterior. Antes
de seguir con esto, introduciremos unos conceptos que nos ayudaran posterior-
mente.

Definicién 4.1.13. Sea V un espacio vectorial real, y {H;};_; < V familia
de subespacios de V. Decimos que {H;}/_; estdn en posicion general si para
cualquier sucesién de enteros {i; jopconl<ip <--- <is <7 tenemos

codim(ﬂ H;;) = Z codim(Hj,).
j=1 j=1
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El caso més simple es cuando r = 2, entonces Hi y Hy estan en posicién
general si y sélo si Hy + Hy =V, ya que

dim(H; + Hs) = dim(H;) + dim(Hs) — dim(H; n Ha)
= dim(V') — (codim(H;) + codim(Hz) — codim(H; n Hy),

entonces dim(H; + Hz) = dim(V) si y sélo si Hy y Ha estdn en posicién general.
Este caso es bastante simple, pero en general no lo serd, asi que damos una nueva
definicién para darnos una idea como son los espacios que estan en posicion
general.

Teorema 4.1.14. Sea V un espacio vectorial real, {H;}i_,. Entonces {H;}I_,
estdn en posicidn general si y sélo si H; & ([ Hj).

i#j
Lema 4.1.15. Si {H;}7_, estan en posicion general entonces cualquier subfa-
milia de {H;}I_, estdn en posicion general.

Lema 4.1.16. Sea V espacio vectorial de dimensidn finita. Sean {H;}i_; <V
familia de subespacios. Entonces {H;}I_, estdn en posicion general si y sdlo si
dados {v; };7:1 existen h; € H; y z € V tales que v; = h; + z para toda 1 < i < r.

T
Demostracién: Sea w: V — @ V/H;, con funciones coordenadas las proyec-
i=1

,
ciones canénicas. ker(r) = (| H;, entonces la siguiente sucesién es exacta
i=1
T T
0—(H: -V —->@V/H
i=1 i=1

Como estamos trabajando con espacios vectoriales de dimensién finita, 7 es
T T
suprayectiva si y sélo si codim( () H;) = Y, dim(V/H;), pero 7 es suprayectiva
i=1 i=1
si y sélo si dados v; € V/H; existe z € V tal que 7(z) = v; para todo i. B

Este ultimo lema es bastante sugestivo, como los espacios tangentes son espa-
cios vectoriales y un campo vectorial es una funciéon que a cada punto le asigna
un vector en su espacio tangente, entonces queremos aplicar la 1iltima parte de
nuestro lema en este contexto.

Teorema 4.1.17. Sea f: M™ — N™ suave. Entonces [ es infinitesimalmente
estable si y solo si se cumple # para todo q € N y cualquier S < f~(y) que
tiene a lo mds n + 1 puntos

J"(fFTN)s = (df)J" (TM)s + [f*(J"(TN)y). (#)

La necesidad es evidente, antes de demostrar la suficiencia necesitaremos los
siguientes lemas.
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Lema 4.1.18. Sea f : M — N que satisface # y S = {z;}*_, = f~(y). Sean
H; = (df)s, (T, M). Entonces {H;}}_| < T,N estdn en posicién general.

Lema 4.1.19. Sea f: M™ — N™ que satisface #, y € N. Entonces el nimero
de puntos criticos en f~1(y) es < n.

Demostracién: Sea S = {z;}7' = f~'(y) el conjunto de todos los puntos
critocos de f~!(y). Entonces {H;}!""' = T,N estén en posicién general (ocu-
pando la notacién del lema anterior), entonces

n+l n+1
n > codim( ﬂ H;) = Z codim(H;) =n+1

ya que los x; son puntos criticos, entonces codim H; > 1. B

Demostracién suficiencia: Es claro que el problema de estabilidad infinitesimal
estd en los puntos criticos de f, en los puntos regulares es claro cual es la
solucién, ya que en estos puntos la diferencial bajo un cambio de coordenadas
adecuado es simplemente una proyeccién. Sea ¥ el conjunto de puntos criticos
de f,ysea ¥y =3Xn f~1(y), por el lema anterior Yy tiene a los més n puntos
para cualquier y € N. Sea w € C;ﬁo (M, N), entonces tenemos que encontrar los
campos vectoriales X en M y Y en IV, primero resolveremos el problema en una
vecindad de X.

Demostraremos que existen abiertos {U;}¥_, ¢ M, {Vi}k_, c Ny {Wi}E, <
N, y campos vectoriales X; en U; y Y; en V; que satisfacen

w
&

I
—~
&

WX;) + f*Y en U;.
4. fYW) n X c U;.
5. W, c V.

Como f(X) es compacto (recordemos que M siempre es compacta) nada més
tenemos que resolver el problema para una y € N, entonces existira la k por
compacidad. Por una proposicién anterior podemos encontrar U y V' que cum-
plan lo anterior nada mas en y, con campos vectoriales X en U y Y en V. U lo
podemos elegir de tal forma que sea unién de vecindades ajenas de las preimage-
nes de y que son puntos criticos de f. Elegimos W de tal modo que satisfaga las
dos tultimas condiciones, debido a la continuidad de f y la compacidad de M.
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k
Elegimos una particién de la unidad {p;}¥_; en W = | J W tal que sop(p;) =
i=1
W;. Elegimos una vecindad Z de X tal que f~1(W;) nZ c W;. Seap: M — R
k

tal que sop(p) € Z y p = 1 en una vecindad de 0. Sea X = >, pf*(p:)X;
i=1

k

yY = > p;Y;. Por como definimos las funciones w = (df)(X) + f*Y en una
i=1

vecindad de o. Como las sumersiones son infintesimalmente estables, podemos

resolver el problema en el complemento de ¥ y pegar nuestras soluciones con

otra particién de la unidad. l

Ahora demostraremos dos proposiciones que nos servirdn en futuras secciones.

Proposicién 4.1.20. Sea f : M — N infinitesimalmente estable. Entonces
existe W < C*®(M, N) vecindad de f tal que toda g € W es localmente infnite-
simalmente estable.

Demostracién: Sea x € M con y = f(x). Como f es infinitesimalmente estable
J(f*TN)y = (df)J™(TM)y+ f*J™(T'N),. Consideremos el siguiente mapeo
suprayectivo:

7o Jm(TM), @ J™MTN), = J"(f*TN).,

donde f = (df)+f*, en coordenadas adecuadas este es un mapeo de Vi P V,F,
— V,f;m. Es claro que f depende continuamente de x y de f, entonces existe una
vecindad U, ¢ M de z y una vecindad W, ¢ C* (M, N) de f tal que si g € W,
se tiene que g es suprayectiva, entonces g es localmente infinitesimalmente es-
table en 2’ si 2’ € U,. Como M es compacta y U, es una cubierta de M, existe

k
una subcubierta finita {U;}¥_; entonces la vecindad deseada es () W;, la cual es
i=1
una vecindad de f porque estamos intersecando un nimero finito de vecindades.
[ |

Es claro que nos gustaria demostrar este teorema para estabilidad infitesimal
global, pero esto no sera posible debido a que M) no es compacta aunque M
sea compacta. Por el momento lo mejor que podremos hacer serd agregar una
hipétesis para forzar esto.

Definicién 4.1.21. Un mapeo f : M — N infinitesimalmente estable cumple
la propiedad O si para todo x € M existe una vecindad U, € M de z, y una
vecindad W, € C*(M,N) de f tal quesi ge W, y S = {p;}_; < U, n g7 (y),
entonces

J"™(g*TN)g = (dg)J™(TM)s + ¢g*J"(T'N),.

Lema 4.1.22. Si f : M — N es infinitesimalmente estable que satisface la
propiedad O, entonces existe una vecindad Wy e C*(M,N) de f tal que todos
los mapeos de Wy son infinitesimalmente estables.
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Demostracién: Sea (z1,x2) € M x M. Buscaremos vecindades U, ,U,, € M
de z1 y z2 respectivamente y una vecindad Wy, 5, € C*(M, N) de f, tal que
sig € Wy gy, € Uz, v q€ Uy, con g(z) = g(y) entonces J™(¢*TN)p, =

(dg)J™(T'M)p,q + Q*Jm(TN)g(p)'

1. Si 1 = 2 obtenemos las vecindades ya que f cumple la propiedad O.

2. Si @y # xo con f(z1) # f(xz), elegimos Uy, Uy, vy Wy, 4, tal que si
9 € Way s, g(Uam) N g(UIQ) = .

3. Si @y # xg con f(x1) = f(x2) elegimos cartas ajenas Uy, y Uy, alrede-
dor de z; y 3 respectivamente y una vecindad de f, Wy, 5, tal que si
g € Wy, », entonces g(Uz,) v g(Us,,) estd contenido en una carta. Pro-
cedemos de la misma manera que cuando teniamos un punto, es decir,
nos tomaremos f = (df) + f*, nada més al dominio de esta funcién le
agregamos el espacio vectorial correspondiente al nuevo punto.

Como M x M es compacta, entonces {U,, x Umz}(xhxz)eMxM es una cubierta
abierta, entonces existe una subcubierta finita {U;, U. i b, jeJ, entonces la vecindad
de f deseadaes (| W; ;.

i,j€J

4.2. Estabilidad bajo deformaciones

Todavia no conseguimos nuestro proposito, demostrar el teorema de Thom.
Para eso introduciremos un nuevo concepto de estabilidad (al final todas nues-
tras definiciones de estabilidad serdn equivalentes), esta nueva clase de estabili-
dad es muy similar a homotopia, de hecho serd una generalizacion, esta teoria
se debe a Harold Levine y a René Thom. Seguiremos asumiendo que M es
compacta en esta seccién y en todas las posteriores.

Definicién 4.2.1. Sea f: M — N suave y I. = (—¢, +¢), donde € > 0.

1. Sea FF: M x I. - N x I, suave, F es una deformacion de f si
a. Para todo s € I, F es de la forma F(z,s) = (Fs(z), s).
b. Fyp=f.

2. Sea F' deformacién de f. F' es una deformacion trivial de f si existen
difeomorfismos G : M x Is - M x Is y H : N x Is — N x Is con
0 < e donde G y H son deformaciones de la identidad de Idy; y Idy
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respectivamente, son tales que el siguiente diagrama conmuta

M x Is —2 3 N x Is

fXIdIa

M x Is —— N x Is.

3. f es homotopicamente estable si toda deformacién de f es trivial.

Es claro que f x Idj, es una deformacién de f, es la deformacién mds simple
de f. También podemos notar que podemos pensar a F' : 5 — C®(M, N) como
una curva de funciones, que a cada t € I le asignamos Fj;.

Lema 4.2.2. Sea f: M — N homotépicamente estable. Si existe una vecindad
WeC®(M,N) de f tal que si g€ W, g es homotdpicamente estable, entonces
f es estable.

Demostracién: Podemos asumir que W es conectable por trayectorias. Sea
g € W, entonces existe F' : M x[—1,1] > N x[—1,1] con F} = gy F; € W para
toda t € I;. Consideremos la siguiente relacién de equivalencia ~ en Iy, t ~ s
si y sélo si Fy es equivalente a F}, como en una deformacién de las nuestras
(con W conectable por trayectorias) las F; son equivalentes entonces las clases
de equivalencia son abiertas, como I; es conexo entonces solo hay una clase de
equivalencia.

Si los mapeos infinitesimalmente estables formaran un conjunto abierto en-
tonces estabilidad infinitesimal implicard estabilidad homotoépica entonces los
mapeos infinitesimalmente serian estables. Todavia nos hace falta demostrar es-
tas dos casos, ain tenemos que deshacernos de la propiedad 9. Por el momento
generalizaremos el concepto de estabilidad homotdpica de la manera més natu-
ral, en lugar de deformar las funciones a través de un intervalo lo haremos por
un abierto U € R*.

Definicién 4.2.3. Sea f: M — N suave y U € R* vecindad del 0.

1. Sea FF: M x U — N x U suave. F es una k-deformacion de f si

a. ParatodoueU yxze M, F(z,u) = (F,(x),u).
b. Fy = f.

2. Sea F': M xU — N x U, una k-deformacién de f. F' es una k-deformacion
trivial de f si existen difeomorfismos G : M xV — M xV y H: N x
V — N x V k-deformaciones de Idy; y Idy respectivamente con V < U
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vecindad del 0, tales que el siguiente diagrama conmuta

MXVLHVXV

fX]dV

MxV——NxV.

3. f es estable bajo k-deformaciones si toda deformacién de f es trivial.

Es claro que si | < k entonces si f es estable bajo k-deformaciones entonces
lo serd bajo l-deformaciones, en particular serd homotdépicamente estable. Antes
de seguir con nuestro propdsito demostraremos algunos lemas técnicos.

Lema 4.2.4. Sea K < R™ compacto convexo, v € K y g : R™ — R suave. Sea

gw) = D, paly—2)*+ . g5y — )

0<|al<r |B|=r+1

el polinomio de Taylor de g centrado en x de grado r. Si Hng < € entonces
[gls—r—1 < € conr <s, donde

olel
lglX = sup |52

W)l-
yeK, 0<|al<s aya

Demostracién: Podemos suponer que x = 0, iniciamos con el caso r = 0,

entonces ¢g(y) = g(0) + >, y;9:(y) del lema de Hadamard, donde g;(y) =
i=1

(0g/0x;)(ty;)dt, entonces

Ot =

|a| ¢ ola

779 —

J'(? e (ty)|dt <e Ja|<s—1
0

ya que |g|% < e entonces |g;|X ; < e. Para el caso general

gw) = Y paly—2)*+ > gy —2)’,

0<|a|<r—1 |Bl="r

aplicamos el lema de Hadamard a nuestras gg para despues usar nuestra hipdte-
sis de induccion. B

En el lema anterior aunque aparentemente no ocupamos que K fuera conexo
lo necesitamos para aplicar el lema de Hadamard. Sea R el espacio vectorial
de polinomios en n variables y de grado < [.
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Lema 4.2.5. Sear,s€Z conr =0ys >0y K c R". Sea U c R, vecindad del
0 donde l = (r+1)*. Entonces existe € > 0 tal que si {z;}i_; <« K yg:R" > R
suave es tal que Hgﬂﬁrﬂ) < ¢, entonces existe q € U tal que

i) =

la|
0 p(x

olalg
oy™ o

aya( i) 1<i<s 0<]a|<r

Demostracién: Haremos induccién sobre s. Sea x = x1, entonces

g@) = >, paly—2)*+ D, galW)y— ).

0<|al<sr la|=r+1

Seap= > poly—2x)* como los coeficientes dependen de e podemos elegir
0<|a|<r

€ tan pequefia como queramos para que p € U. Supongamos que el lema es

cierto para s — 1, {z;};_, < K distintos dos a dos, apliquemos el lema de Taylor

alrededor de x5 y obtenemos

9(y) = Z Paly —xs)" + Z ga(Y)(y — ).

0<|al<r la|=r+1
Si HgHﬁTH) < e entonces ”9H5—1)(r+1) < €, entonces podemos escoger polinomios
o cuyo grado es < (r + 1)*~! tal que
plalda dlelg,

)= L de <i<s— < Bl <
] Z; P (;)) 1<i<s—1 0<|B| <

Sea

g= >, Paly—z)%+ > (Y- )

0<|al<r |a|=r+1

Por la misma razon que el caso base podemos hacer que g € U. Entonces

Py 0!8l N N
@) === | D Paly—w)*+ Y galy)ly—w)* | =
% % 0<|al<r |o|=r+1

d|8lq

W( z)

prral <i<sy0<|8<r. N

Proposicion 4.2.6. Sea f : M — N infinitesimalmente estable y estable bajo
k-deformaciones para algin k. Entonces f satisface la propiedad O.

Demostracion: Sea x € M. Elegimos cartas de U ¢ M y V < N tales que
reUy f(U)cV.SeaW e C*(M, N) vecindad de f tal que si g € W entonces
g(U) < V, sea U, una vecindad de x convexa con cerradura compacta. Sea

o1



lg|P= = sup |g:|U=. Sea p : M — R suave que es 1 en una vecindad de U, y

<isn

es 0 fuerade U. Seanr =s=n+1yl=(m+2)m"

Sea F: M x Vi, — N x Vi, dada por F(y,p) = (f(y) + p(2)p(x).p)
deformacién de f. Como f es estable bajo k-deformaciones existe una vecindad
Z e Vrﬁm del 0 donde F es trivial.

Us
Sea We = {ge W | |g— f“(m+1)(m+2
lema anterior, es tal que si {z;};_; < U, distintos dos a dos con s < m + 1, si
g € W, entonces existe ¢ € Z vecindad del 0 tal que j™ 1 (g— f)(x;) = 7™ Lq(x;)

para toda 1.

) < e} vecindad de f. Elegimos € > 0 del

Ahora demostraremos que si g € W, entonces satisface la condicién # de
la seccién pasada. Si esto es cierto entonces f satisface la propiedad 9. Sea
ye Ny S ={x;}i_, cU n g 'y). Como g € W, entonces existe ¢ € Z tal que

g g(x;) = jmH(f +q)(x;) para 1 < i < s. Por como definimos p tenemos que

JHf 4+ @) () = jmHF(z;) para 1 < i < 5. Como f es infinitesimalmente
estable entonces Fj, también lo es. Entonces F, satisface (), por lo tanto g

también. .

Con la ayuda de esta proposicion casi obtenemos lo que queriamos, ahora
nuestro proposito serd demostrar que estabilidad bajo k-deformaciones implica
estabilidad infinitesimal.

Definicién 4.2.7. Sea f : M — N suave, V < R* abierto vecindad del 0 y
F:MxV — N xV k-deformacién de f. Definimos el campo vectorial sobre F'

imn(§) - (5)

donde {t;}¥_, son las funciones coordenadas en V.

Recordemos que una deformacién en sus ultimas coordenadas es la identidad,
en este campo vectorial nos “olvidamos”de lo que pasa aqui y de cierta manera
estamos midiendo como cambian las F,, con respecto al tiempo. Sea wp; : M X
V—>Myny: M xV —V las proyecciones candnicas. Entonces T'(M x V) =
T (TM) @ 73 (TV). Entonces tenemos el siguiente lema, no lo demostraremos
ya que es evidente.

Lema 4.2.8. Sea F una k-deformacion de f. Entonces F' = f x Id, si y sdlo
siwh =0 paral <i<k.

Teorema 4.2.9. (Thom-Levine) Sea f: M — N suave y F: M xV — N xV
una k-deformacion de f. Entonces F' es trivial si y sélo si existe U < V wvecindad
del 0 y campos vectoriales X' en M xV y Y  en N x U con1l <i < k que
satisfacen
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1. Wv(Xi) = ’ﬂ'v(Yi) =0 Yy
2. wh = (dF)(XH) + F*(YY) en M x U.

Para demostrar este teorema necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 4.2.10. Sea X un campo vectorial en M x R* con soporte compacto tal
que Ty (X) = 0. Entonces existe un difeomorfismo G : M x RF — M x RF
deformacion de Idyy, tal que

0 0
dGA) G () =X+ —.
@G () = X+ o
Demostracién: Como X tiene soporte compacto y 0/0ty nos define un flujo
completo, es decir, existe ¢ : (M x RF) x R — X x R.

Sea {e;}¥_, = R* la base canénica. Aseguramos que la solucién ¢, : M x {v} —
M x {v + sex}. Sea (x,v) € M x {v} entonces

0 0
(dWRk)(m,u) ((X + 6tk) |(z,v)> = @kz,v)

por como estd definido X. Sabemos que el vector tangente a la curva ¢, en (z, v)
es (X + 0/0ty)s, (x,v), ademds

(;) Tk (9s(2,)) = e

Definimos la siguiente k-deformacién de Idy;, G : M x R* — M x R* como
G(x,v) = (¢, (x, v—vger),v), es claro que efectivamente es una deformacién (las
curvas integrales son difeomorfismos) y ademés por como la definimos cumplird
lo deseado. M

Lema 4.2.11. Con la notacion anterior;

X = mar(dG)(G1)*(8/ot).

X = —(dG)mp (dG™Y)(0/0ty).
Demostracién:

1. Como mp(0/0t;) = 0 aplicamos mp a la igualdad del lema anterior y
obtenemos lo deseado.

2. Aplicamos ((dG) ™) (5,.) en ambos lados de la igualdad del lema anterior
y obtenemos

_ 0 0
(dG)(Il’U) ((X + atk> |(y'1;)> = a|G—l(I,v).
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Entonces
a —1 —1 a
0=mu | 3-let@e) ) = ™ (dG) o) (Kaw) +7u (dG) ) | G-l |-

Como las tultimas k entradas de X son 0 entonces también lo son las
de (dG)~1(X), entonces mp(dG) '\ (X (@) = (dG) ! (X(o0)- A esta

(z,v) (w,v)
tltima igualdad le aplicamos (dG)g-1 (4, para obtener 2. H.

Demostracién del teorema de Thom-Levine: Necesidad: Supongamos que F :
M xV — N xV es trivial, entonces existe U < V vecindad del 0 y difeomorfismos
G: MxU—->MxUyH:NxUxN x U deformaciones de Idy y Idy
respectivamente tales que H o F' = (f x Idy) o G. También sabemos que

0 0
(dF)(m,U) (ati|(m,’u)> = aTLi|F(aa,v)

va que en U la deformacién se comporta como la identidad, en general esto pasa
para cualquier k-deformacién (sea trivial o no). Entonces

0 0 0
(dF)(:E,v) (atl(z,v)) = aiti|(:v,v)|F(az,v) +7TM(dF)(I,vJ) ((—)tzkm,v))

esto pasa también para cualquier deformacién. Sea y = (f x Idy) o G~Y(z,v).
Entonces

(k) = (dF) @.0) <ail(x7u)> =

0 0
aTi\(z,u) +mu(dH), <%|y> +

_ 0
(dH)y(df x Idy)G-1(z,0)Ta (AG™) (20) (atikw,v)) :

Sea Xéx,v) = (dG)G—l(xw)?TM(dF)(xW)(a/ati|($1v)), entonces X* es un campo
vectorial en M x U que cumple que w7 (X?) = 7 o mar (dG~1)(0/0t;) = 0.
Aplicamos (dG); !, | o (dG)G1(a,v) antes de m en (%) y obtenemos

(z,v)

0 0

0 i
(dF)(x,'u) (atzkm,v)) = aitz|F(:v,v) + WM(dH)y (atlkz,v)) + (dF)(z,v) (X(g;;u))

Entonces

i 9 9
wF<xaU) = (dF>(ac,v) (atl(x,v)) - E'F(m,v) =
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0

v (dH), <3t|y> + (dF) (2,0) (X (3 0))-

Definimos Y(ix,’v,) = WM(dH)Hfl(z/,v/)(((3/(%1'\}171(1/’@/)) donde (58’,1)’) €
N x U, es claro que Y* cumple lo deseado, ademds como la i fue arbitraria
terminamos.

Suficiencia: Sea F': M x V — N x V k-deformacién de f, X* y Y? campos
vectoriales en M x V y N x V respectivamente que cumplan nuestras hipéte-
sis. Como M es compacta podemos asumir que X* tiene soporte compacto y
ademds que Y? también lo es. Por los lemas anteriores existen difeomorfismos
G:MxV >MxVyH:NxV —> N xV k-deformaciones de Idy; y Idn
respectivamente, tales que

0

X = (dG) (G (8]5

) y  Y* = —(dH)mp(dH™Y) ((;;)

Seax = (r,0) e M xU,y=G(x)y 2=FoG(z),sea F = H'oF oG,
entonces tenemos

[ 0 1y (2
(dF), (atl) = a5 P T (dH ) (at ) ’

(AH).mns(dF), (ai') § (dHY)(dF) s (dC), (ai') _
e + @DV maar), (51 ) = @), 060)

Por hipétesis sabemos que wh(y) = (dF), (X)) + YF, entonces

0 e O
wh(z) = (dF)s (1) = F*(5) =
= (dH ™), (—wh(y) + wM(dF>y(a%ly)) =0.

Entonces nuestra deformacion en su tultima coordenada se comporta como
la identidad, entonces nada maés tenemos que ver que es una deformacion tri-
vial para i < k — 1. Notemos que mas(dF)(0/0ti|q) = w% oG = (dH)wp' —
(dF)7(dG)(0/0t). Tenemos

*) = @)l + 46) (5 ) -

ot,

(@) ) = mar(aF )G
a1 (dF) (ai'c) + (M) (dG) (;) .

99



Definimos X g,y = (dG)o(XL) vy Yi = (dH)g-1(y) (Y;I_l(y)) campos vecto-
riales en M x U y N x V respectivamente cuyas ultimas k-entradas son 0, y

ademés w%(G(y)) = (dF) ey Xaw) + ?%(G(y)). [ |

Proposicion 4.2.12. Sea f: M — N estable bajo k-deformaciones entonces f
es infinitesimalmente estable.

Demostracién: Como f es estable bajo k-deformaciones entonces en particu-
lar es homotépicamente estable. Sea w € CJ‘?O(M ,TN), entonces tenemos que
encontrar X € C®(TM) y Y € C*(TN) que cumplan nuestra definicién. Sea
My la grafica de f en M x N, podemos pensar a w como un campo vectorial
sobre My de la siguiente manera, G, f(z) = (0,w;) € To M @ Ty (5N, como M
es compacta entonces My es compacta, por lo tanto, & tiene soporte compacto,
extendemos a @ a todo M x N de modo que siga teniendo soporte compacto.
Entonces @ nos define un flujo maximal ¢ : M x N xR — M x N.

Sea F: M xR - M x R donde F(x,t) = (7n o ¢¢(x, f(z)),t) donde 7y :
M x N — N es la proyeccién candnica y ¢y : M x N — M x N es la solucién en el

tiempo t. F(x,0) = (mp,0do(x, f(2),t) = (nn(z.f(x)),t) = (f(x),t) por lo tanto
es una deformacion de f. Como f es homotépicamente estable por el teorema
de Thom-Levine existen campos vectoriales X y Y en M x I5 y N x Is tales que

wr = (dF)(X)+ F*(Y) con § > 0. Restringimos la tltima ecuacién a M x {0} y
obtenemos wr = (df)(X) + f*(Y) donde X = X|prxf03 Y Y = Y|arx oy, ademas
por como definimos F' tenemos que wr|(z,0) = W, M

Nos gustaria probar la suficiencia de este teorema, aunque la necesidad fue
bastante facil la suficiencia no lo serd, primero resolveremos el caso local en el
cual podemos ocupamos teorema de Malgrange.

Proposicién 4.2.13. Sea f : M — N infinitesimalmente estable en x € M y
f(x) =y. Sea F': M xV — N xV deformacion de f y @ € C7 5 (F*T(N xV))
con my (@) = 0. Entonces existen 7 € CL o (T(M x V) y i€ CF(T(N xV))
tales que
@ = (dF)(7) + F*(7)

ymy = (7) =mv(n) = 0.

Demostracion: Sea A := {& € Ch 0)(F*(T(N x V) | my(@) =0} y sea B :=
{df)y(F) | T € Ciro | 7 € CE’%O)(T(M x V), my(F) = 0}, como F es una

deformacién de f no hay ambigiiedad si ponemos (df) en lugar de (dF). Por
como definimos a A es un CE‘E 0)(M x V), si @ € A, entonces

L gy
wfi;wlayi,

donde ; € C(Ofc 0)(M x V'), entonces los generadores de A visto como

Clo)(M x V) médulo son {F*(0/dy;)}i_,. Sea C' = A/B, entonces C' es un
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C(OO%O)(M x V') médulo finitamente generado por ser cociente de un médulo fini-
tamente generado. Via F'* C' es un C"(wy,o) (N x V) médulo, queremos demostrar
que C es generado por {m(F*(0/0y;)}’_,; donde m : A — C' es la proyeccién
candnica.

Elegimos un representante w de &, entonces por el teorema de Taylor tenemos

k

w(z,t) = w(z,0) + Z tiwi(z,y),

donde w(x,0) es un campo vectorial sobre f, entonces como f es infinitesimal-
mente estable existen campos vectoriales X y Y en M y N respectivamente
tales que w(x,0) = (df)(X) + F*(Y), extendemos a X a M x V de modo que
7wy (X) = 0, lo mismo para Y. Aplicamos el teorema de Taylor

E
w(z,0) — ((dF)(X) + F*(Y))(z,t) = Z tiwi(z,t).

k
w(z,t) = (dF)(X) + F*(Y))(z,t) + Y tiw] (z,1).
i=1

Obtenemos esta igualdad de las dos anteriores. Consideremos el espacio vecto-
n

rial C/{t;Y¥_,C, la clase de @ esté generado por F*(Y), donde F*(Y) = . (Yio

i=1
£)(8/dy;), recordemos que Y cumple que my (Y') = 0, entonces {w(F*(3/dy;))},
generan a este espacio vectorial.

Consideremos C/(m(y,0)(C*(N x V))C espacio vectorial, como {t;}¥_, <
my,0)(CP(N x V) entonces podemos proyectar el espacio del parrafo anterior en
este, aplicamos el teorema de Malgrange para obtener lo deseado, por lo tanto,

op = (dF)(X) + F*(;1 <Y af,) :

aplicamos el teorema de Thom-Levine (en realidad una versién local de es-
te teorema) para obtener que F' es trivial, por lo tanto, f es estable bajo k-
deformaciones. B

Corolario 4.2.14. Sea f infinitesimalmente estable y F : M xV — M xV una
k-deformacién de f. Sea S = {x;};—15 = f~(y), entonces existe una vecindad
U de S x {0} en M xV y campos vectoriales X yY en M xV y N xV
respectivamente con my (X) =y (Y) =0 y wp = (dF)(X) + F*(Y) en U.

Este corolario se resuelve con una pequena modificacién a la proposicién ante-
rior. Ahora procedemos de la misma manera que en la seccién anterior y resolve-
remos el problema en una vecindad de los puntos criticos de f. Recordemos que
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al conjunto de puntos criticos de f lo denotamos como X y al conjunto de puntos
criticos en f~!(y) lo denotamos como ¥,, y ademds si f es infinitesimalmente
estable f~!(y) tiene a lo méds dim(N) puntos.

Teorema 4.2.15. Sea f: M — N y F: M xV — N x V deformacion de f.
Entonces existen campos vectoriales X yY en M xV y N xV respectivamente
y una vecindad Z < M x V de ¥ x {0} tal que wp = (dF)(X) + F*(Y) en Z.

Demostracién: Recordemos que f(X) es compacto, entonces existen abiertos
(U _y c M, {Vi}_, N, {W;}]_, y e >0 tales que:

KC“"

1. f(2) < Wi,

i=1

2. WiV,

3. Para todo v e V con |v| <€, F, Y (W;) n X < U,
4. Si |v] < e, entonces U; < F; 1 (Vi) y
)

. Existen campos vectoriales X; y Y; en U; x B.(0) y V; x B(0) tales que
mv(X;) = 7y (Y;) = 0 tales que

wp = (dF)(X;) + F*(Y;) en U; x B(0).

Este problema lo resolvemos primero para f~!(y) y ocupamos el corolario
anterior, luego por la compacidad existe la j. Elegimos una particiéon de la

, J

unidad {p;}_; en [J tal que sop(p;) = W;. Sea U vecindad de ¥ tal que
i=1

f~Y(W;) n U < U; para todo i. Tomemos una funcién p : M — R tal que

sop(p) € U y p=1 en una vecindad de X.

J J
Sea X = > pF*p;X; yY = >, F*(p;Y;) entonces en una vecindad de ¥ x {0}
i=1 i=1

obtenemos

(dF)(X) + F*(Y) = (dF) (Z PF*piX¢> + ) F(pY;) =
i=1 i=1

D F*pi((dF)(X;) + F*(Y;)) = wp.

i=1

Lo cual es lo que deseamos. B

Teorema 4.2.16. Sea f: M™ — N" infinitesimalmente estable, entonces f es
estable bajo k-deformaciones.
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Demostracién: Si m < n acabamos de demostrarlo. Podemos suponer que
f es una sumersién, ya que si demostramos que las sumersiones son estables
bajo k-deformaciones entonces con un argumento de particiones de la unidad
podemos resolver el problema global. Sea F': M x V — N x V deformacién de
f, para v € V pequena F, : M — N es una sumersion. Sea H el subhaz de T'M
ortogonal al subhaz ker(dF), entonces T(M x V) =ker(dF) PHPTV.

El mapeo restriccién (dF) : H — TN es un isomorfismo, entonces existe X
seccién de H tal que (dF)(X) = wp. Y el teorema de Thom-Levine implica el
teorema. M

Notemos que en el ultimo teorema la k fue arbitraria, entonces si f es infi-
nitesimalmente estable es estable bajo k-deformaciones para cualquier k. Como
corolario de esta seccién obtenemos

Corolario 4.2.17. Sea f : M — N infinitesimalmente estable entonces f es
estable.

4.3. Estabilidad transversal

En esta seccién nos interesa demostrar que estabilidad implica estabilidad
infinitesimal, para eso introduciremos una nueva nocién de estabilidad, que seréd
equivalente a todas las anteriores. Atacaremos el problema de la misma manera
que lo hicimos anteriormente, primero atacaremos el problema de una manera
local para luego hacerlo globalmente. Recordemos que G = Dif (M) x Dif(N) es
un grupo que actiia en J¥(M, N) donde (g, h)-o = j*h(y)ooj*g 1 (g(x)) donde
oe JFM, N)(z,y)- Denotemos a D, a la dérbita de o bajo la accién de G.

Sea GF(M)y < J¥(M,M)(;2) y GF(N), © GF(N)(y,y) los grupos de k-jets
invertibles, y G¥ = G*(M), x G*(N)(y4), por como lo definimos G* es un
grupo de Lie, el cual actia en J*(M, N)(z,y) como (1,§) -0 =Eooo 7~! donde
oe JVM, N)(z,4)- Denotemos por O, a la érbita de o en JE(M, N)(m.n) bajo
esta accién, y O, la componente conexa de 9, que contiene a o. Como G* es

un grupo de Lie, entonces O, es una subvariedad inmersa de J* (M, N)(z,y)-

Lema 4.3.1. La componente conezxa de la identidad en GL(n) es el conjunto
de las matrices de determinante positivo.

Lema 4.3.2. Sea T, : R™ — R" la traslacion por a € R™. Sea U < R" abierto,
entonces existe un difeomorfismo n: R™ — R” tal quen =T, en U yn = Idr~
fuera de algiun compacto.

Lema 4.3.3. Sea ¢ : R™ — R™ difeomorfismo tal que ¢(0) = 0. Entonces existe
un difeomorfismo n : R® — R"™ tal que n = ¢ en una vecindad del 0 y n = ¢
fuera de algin compacto.
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Estos lemas no los demostraremos ya que son simples las demostraciones
aunque un poco largas y los métodos usados no son de nuestro interés.

Teorema 4.3.4. D, es una subvariedad inmersa de J*(M, N).

Demostracién: Sean x € M y y € N, U y V cartas coordenadas alrededor de
x y de y respectivamente, podemos suponer que U = R™ y V' = R" con = 0
yy=0 SeaT :U xV x JU,V), — J¥U,V) dado por T(2/,y/,7) =
§*T, 0 0j*T, donde T, y T, son las traslaciones por 2’ y 4’ respectivamente,
el cual es un difeomorfismo por ser una carta de J*(M, N).

Sea DYV 1a componente conexa de D, N J*(U, V') que contiene a o, si demos-
tramos que D, N J*(U, V) tiene un conjunto numerable de componentes y que
T(UxV x9,) =DYV tendremos el teorema. Sea G* la componente conexa de
G*, entonces es claro que O, = G*-0. Sea 7 € O, entonces 7 = Bocoa ! donde
aeGF(M), y BeG*(N),, podemos suponer que o : M — M representante de
@ es un difeomorfismo global, lo mismo para 3 : N — N representante de £3.

Entonces 7 = j*B(y) o o 0 j*(a™1)(z). Por otro lado T(a',y',7) = j*T, o
7o j¥(T;,")(a'), podemos asumir que Ty : M — M y T,y : N — N son
difeomorfismos globales. Por lo tanto, T'(z’,y',7) = (Tw o, Ty 0 ) - T € Dy,
entonces tenemos la primera contencion.

Para la otra contencién, sea 7 € DUV 2/ = a(r) y y = B(7). Sea p =

F¥(T, M) (Y') o0 j* T (x), como las traslaciones son difeomorfismos tenemos que

p € D,, entonces existen difeomorfismos (v,£) € G tal que p = jjg(y) owo
§*(y~1) (), entonces p € O, entonces O, N J*(U,V) < T(U x V x O,, como U
y V fueron cartas J*(U, V) n D, tiene un conjunto numerable de componentes.
]

Definicién 4.3.5. Sea f: M™ — N™ y x € M con o = 5" f(x). Entonces f es
transversalmente estable en x si j” f(x) & D, en x.

Lema 4.3.6. Sea f : M — N estable entonces f es transversalmente estable
en x € M para toda x.

Este lema es una consecuencia trivial del teorema de transversalidad de Thom.
Sea f: M — N,we C®(f*TN) y @e J(f*TN), un representante de w. Sea
F:MxI— N x I deformacién de f tal que dF/dt|;—¢p = w. Consederemos la
curva t — j*Fy(z) en J*(M, N) basada en w, sea \(w) el vector tangente en ¢ =
0. Como nuestra definicién de estabilidad transversal depende de una condicién
de transversalidad nos ayudara en el futuro calcular los espacios tangentes.

Proposicién 4.3.7. \ : JF(f*TN) — T J*(M,N) es un monomorfismo de
espacios vectoriales.

n
Demostracién: Escribimos a w = )} ¢;f*(9/dy;) con g; funcién suave. Para t
i=1

60



cercano a 0 podemos escribir a th = fj +tg; + O(t?), entonces

. lal . |al |al
kI (0) = z° 9 Fi( il . 2
JUF(0) = a|2<k o 835“ . o ( 3pa fi )+tamagj(0)+0(t )),

derivamos con respecto a t y obtenemos

0 z® olal
S FH O = Y, —=—0;(0)

Por esta ultima expresiéon A estd bien definida y ademads lineal. Si A(@w) = 0
entonces 01 /0x%g;(0) = 0 para |a| < k, por lo tanto @ = 0. W

Proposicién 4.3.8. La sucesion 0 — JE(f*TN), > T,J%(M, N) (9=
T, M — 0 es evacta, donde o : J*(M,N) — M es el mapeo fuente.

Demostracién: Como A es inyectiva y « es una sumersion, nada més nos hace
falta probar que im()\) = ker(da),,. Como la curva t — a0 j*F;(p) es constante
entonces (da),, o A = 0, lo cual implica que im(A\) € ker((da),). Como estos
vectoriales son espacios de dimensién finita nada méas nos hace falta probar que
tienen la misma dimensién. dim(im())) = dim(V;¥,,) 4+ dim(N), por otro lado,
dim(ker(de),,) = dim(J*(M, N))—dim(M) = dim(V,¥,,)+dim(N), por lo tanto
la sucesion es exacta. B

Con la notacién del teorema anterior tenemos un mapeo (dvi) : C;°(T'N) —
T.,9., dado de la siguiente manera. Sea Y € C;°(TN) y Y € C*(T'N) un

representante de Y, podemos elegir a Y de modo que tenga soporte compacto,
entonces su flujo asociado ¢ es maximal. Consideremos la curva c(t) = j¥¢;(y) o
o, como ¢; es un difeomorfismo esta curva se encuentra en D, sea (dv;)(Y) =
0c/0t]—o. Sea 7% : C;° (TN) — J*(T'N), que a cada germen alrededor de y le
asigna su k-jet.

Proposicion 4.3.9. El siguiente diagrama conmuta

co(rN) — 1,0,

b

THTN), —L5s TR,

Demostracién: Sean Y y ¢ como en el parrafo anterior.
d .
No f* o (V) = (6,0 F)(@)limo = 27 61() 0 wlimo = (d)(¥).
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La igualdad es vélida ya que el flujo asociado a Y es ¢. B

De la misma manera que acabamos de definir (dv;) podemos definir un ma-
peo (dvyg) : CX(TM) — T, D,,, dado X € C(TM) elegimos un representante
X € C*®(TM), como X es compacta X tiene asociado un flujo maximal ¢. Con-
sideramos la curva c(t) = w o (1 "1(z)). De la misma manera podemos definir
(dv2)(X) = dc/dt|i=¢. Sea 7k : J*(TM), — JO(TM), = T,M la proyeccién
canoénica.

Proposicién 4.3.10. Sea v : JX(TM), — T,D,, dada por v = —\ o (df) +
(dj* f)z o 7r§. Entonces el siguiente diagrama conmuta

dy2
corm) L 10,

[

JH(TM),.

Demostracién: Ocupando la misma notacién, sea X* = 7%(X). Sea F; = fo¢,
deformacién de f que cumple (%)\t =0 = (df)(X). Entonces

4

Ao (d(XH) = LRl = 5

a [* f (@) 0 j¥0 (2)] |10 =

d d d
= ST F WDl + w0 Fr(@) = (@ Pam®(X) = Zrw 0 FY-il@)lmo =

(d5" f)amg (X*) = (d2)(X).
Esta tltima igualdad la obtenemos debido a que 70 = 7§ o 7% y o, = ;%
despejando la ltima igualdad obtenemos lo deseado. B

Proposicién 4.3.11. (dy1) + (dvy2) : CX(TM)@DC(TN) — 1,9, — 0 es
exacta.

Demostracién: Sea v € T, 9, v ¢ : I — ©, una curva que representa a
v. Supongamos que existe una curva de difeomorfismos en Dif (M) x Dif(NV)
de la forma t — (g¢, hy) tal que c(t) = 7%hi(y) o w o j%g;(g7 (1)), primero
demostraremos que si esto pasa entonces v estard en la imagen de (dvy1) + (d7y2),
luego demostraremos que es posible encontrar esta curva de difeomorfismos.

Sean 5 on
X(@) = Tr@l-o Y() = S W)lo

campos vectoriales en M y N respectivamente, como estamos resolviendo un
problema a nivel de gérmenes podemos suponer que Y tiene soporte compacto.
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Sean ¢ y v los flujos maximales asociados a X y Y respectivamente. Entonces
la curva &(t) = 559 (y) o w o j¥¢_;(¢4(z)) satisface

dx de

E|t=0 = E|t=0 =",

por como la definimos. Entonces

() + (@) (X F) = % =,

ya que dg/dt|;—o = d¢/dti—g, lo mismo para h; y ¢;. Entonces ahora demostra-
remos que existe la curva de difeomorfismos. Recordemos que si U y V' cartas al-
rededor de x y y entonces T'(U x V x 9,,) era la componente conexa que contenia
awen O, nJ*(U, V) donde O, era la érbita de w bajo la accién de G*. Podemos
suponer que la curva c(t) se encuentra en el conjunto 7(U x V x O,,). Entonces
T c(t)) = (2(t),y(t),w(t)). Entonces c(t) = j*(Tyu)) o w(t) ojk(T(;%t)), como
w(t) es una curva en O, existe una curva (g¢, hy) en G¥(M), x G*(N),, donde
estos eran los k-jets invertibles de modo que g, 0o o B;l = w(t). Sea g; el poli-
nomio cuyo k-jet es g, elegimos h; de la misma manera, podemos asumir que
g: y h: son difeomorfismos globales. B

Teorema 4.3.12. Sea f: M™ — N" suave y x € M. Si [ es transversalmente
estable en x entonces [ es infinitesimalmente estable en x.

Demostracién: Sea w € J*(f*(TN)),, para demostrar que f es infinitesimal-
mente estable en x tenemos que encontrar X € J*(TM)yY € J*(TN) tales que
w= df)(X)+ f*(Y). Sea A(w) € T,J"(M,N), existen v € T,,D,, y u € T, M
tales que M(w) = v + (dj"f)z(u), por el lema anterior existen X € C*(TM)
yY e C}‘Ex)(TN) tales que v = —(dv2)(X) + (dy1)(Y). Sean X = 7"(X) y
Y = 7"(Y), aunque la notacién sea igual notemos que estamos hablando de 7,,
distintas, tenemos v = Ao f*(Y) — y(X) entonces

Aw) = Ao (df)(X) = (& f)o 0 G (X) + Ao f5(Y) + (&7 f)a (w).
Aplicamos (da),, de ambos lados,
0=u—ni(X).

Entonces A(w) = Ao (df)(X) + Ao f*(Y), pero A es inyectiva, por lo tanto
w = (d)(X) + [*(V). ®

Nos gustaria pasar este resultado a un ambito global, como siempre nuestro
problema son las autointersecciones, para eso introducimos la subvariedad in-
mersa D5 < J¥(M,N) que es la érbita de w en J¥(M, N) bajo la érbita de
Dif (M) x Dif(N).

Proposicién 4.3.13. D2 es una subvariedad inmersa de J*(M, N).
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Demostracién: Sea w = (wy,...,w,) € J¥(M,N), dividiremos la prueba en
dos casos:

1. Sea f(w1) = -+ = B(ws), a estos elementos los llamaremos diagonales.
Elegimos vecindades {U;};_; vecindades disjuntas de {a(w,}?_; y V una
vecindad coordenada de B(w;). Definimos T : Uy x -+ x Uy x V x 9, x

% O, — JEU, V) x - x J¥(M, N) dada por

T(xla ooy L5y Y015 -0 - 705) = (T(xlayaal)a s 7T(xsayao—s))'

De manera similar demostramos que estas son las cartas de ©?, el tnico
detalle que vale la pena mencionar es que si tenemos difeomorfismos de-
finidos en U; no necesariamente iguales si ¢ # j lo podemos extender a
uno global, como les pedimos a las vecindades que fueran ajenas esto es
posible inductivamente.

2. Supongamos que w no es diagonal, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que s = 2 con f(w1) # B(wsz). Como ser subvariedad inmersa
es algo local podemos suponer que M = R™ y N = R", entonces D] =
D) x Dy n Z, donde Z = {(01,02) € JE(R™,R") | B(wy) # (wo). A

Lema 4.3.14. Sea f: M — N estable, entonces f es transversalmente estable.

Esto es una consecuencia trivial de la proposiciéon anterior y el teorema de
multitransversalidad de Thom.

Teorema 4.3.15. Sea f : M — N transversalmente estable, entonces f es
infinitesimalmente estable.

Demostracién: Sea y € N, y S ={z;}i_; = fY(y), donde 1 < s < n+1, defi-
nimos A® : J™(f*TN)g @ TV (f*TN)e, — T J0(M,N) = @ T, J"(M, N)

como la suma entrada a entrada de A, definida de esta manera /\S es inyectiva.
Entonces la siguiente sucesién es exacta

0 J*(f*TN)s X T, J%(M, N) 5

Taroy M = 0.
Definimos (dv7) : CyP(TN) — T, D¢, de la siguiente manera, sea ¥ un campo
vectorial en N de soporte compacto y Y su clase en CL(TN), sea ¢ el flujo

maximal asociado a Y, sea c(t) = j ¢ (y) ow, sea (dv;)(Y) = (4)i—o, entonces
el siguiente diagrama conmuta

(d7})
CP(TN) ———T,9;,

o
J*(TN), I (TN,
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De manera andloga podemos definir (dv3) : C*(TM)s — 1,9 v v :
J"(TN)s — T,9¢ dada por v = —A* odf + (dj"f)s o w{, de modo que el
siguiente diagrama conmuta

s
czrm) P2 s

|- >

JH(TM),.

Los diagramas anteriores conmutan debido a que en sus funciones coordenadas
conmutan. De la misma manera (dv;) + (dv;) : C*(TM)s @ C®(TN)s —
T.,9¢, por lo tanto, J*(f*TN)s = (df)(J*(T'M)s) + f*(J"(T'N),). R

Teorema 4.3.16. Sea M compactay f : M — N suave. Entonces los siguientes
son equivalentes:

1. f es estable.
2. f es infinitesimalmente estable.
3. f es estable bajo k-deformaciones.

4. f es transversalmente estable.

Demostracién: 3 implica 1 es el lema 4.2.2. 3 si y sélo si 2 es la proposicién
4.2.12 y el teorema 4.2.16. 2 implica 1 es el corolorario 4.2.17. 4 implica 2 es el
teorema 4.3.15. 1 implica 4 es el lema 4.3.14. B

Lo que podemos preguntarnos ahora es la existencia de mapeos estables, es
decir, dadas dos variedades arbitrarias, jexisten los mapeos estables? o json
éstos un conjunto denso? En el caso cuando la dimensiéon del dominio es mayor
a la del codominio las sumersiones son estables. En la siguiente seccién ana-
lizaremos los casos mas simples de mapeos estables y en el siguiente capitulo
analizaremos el caso general, seguiremos asumiendo que el dominio siempre es
compacto.

4.4. Ejemplos

4.4.1. Funciones de Morse

Recordemos que una funcién f : M — R es una funcién de Morse si j' f & S,
por lo tanto, las funciones de Morse forman un conjunto denso, entonces si una
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funcioén es estable esta necesariamente tiene que ser una funcién de Morse. La-
mentablemente el regreso a esta afirmacion es falso, debido al problema de las
autointersecciones, ya que en un punto critico la derivada es el morfismo ce-
ro. Por suerte, las funciones de Morse cuyos puntos criiticos tienen imégenes
distintas también son un conjunto residual y como en este caso no hay autoin-
tersecciones formulamos la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4.1. Sea f € C®(M,R), [ es estable si y sélo si f es una
funcion de Morse cuyos puntos criticos tienen imdgenes distintas.

Demostracién: La necesidad es clara por el parrafo anterior. Sea f : M —
R funcién de Morse cuyos puntos criticos tienen imégenes distintas. Sea w €
C®(f*TR), como TR = R x R, w es de la forma w(z) = (f(x),w(z)), entonces
podemos pensar que w € C®(M,R). De la misma manera podemos pensar a un
campo vectorial Y en N como Y € C*(R,R).

Como f es una funcién de Morse y M es compacta, los puntos criticos de f
son un conjunto finito. Sea Y € C* (R, R) tal que w(z) = Y o f(z) en los puntos
criticos de f, esto es posible por lo que acabamos de aclarar. Ahora tenemos
que encontrar X € C®(TM) tal que w = (df)(X) cuando w(zx) = 0, esto ya que
podemos sustituir a w por w — Y o f. Alrededor de cada punto x € M elegimos
una vecindad U, de la siguiente manera:

1. Si z es un punto regular de f, elegimos U, de tal modo que si ' € U,
entonces (df),r # 0. Elegimos un campo vectorial X* en U, tal que

(df)(X7) # 0.

2. Si z es un punto critico de f elegimos una vecindad de tal modo que

2
IR

m
f tenga la forma Y x
i=1
positivos, pero la demostracién es igual si no lo son.

asumiremos que los coeficientes de las x; seran

Entonces {U,}zenm es una cubierta de M, entonces existe una subcubierta
finita {Uy, }ier para algin conjunto de indices I, sea {p;};cr una particién de la
unidad asociada a esta subcubierta. Escogemos campos vectoriales {X*};c; en
M de la siguiente manera:

1. Si x; es un punto regular

_ w(@)pi(@) X" (x)
Xi(z) =4 (@e(X*"(x)
0 sizé¢U,,.

sixe Uy,

m

2. Si x; es un punto critico entonces w(z;) = 0y p;w = ) hjz; por el lema
j=1

de Hadamard (podemos tomarnos a las vecindades U,,, convexas), ademds
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las h; tienen soporte compacto debido a que p;w lo tiene. Sea
m
: h; 0
Xt = -~
Z 2 (}iL’j
j=1

en Uy, v lo extendemos suavemente fuera de U, de modo que tenga soporte
compacto. Dividimos entre 2 debido a que la derivada de una funcién de
Morse tiene un 2 multiplicando.

Sea X = . X' ahora nada mds tenemos que ver si efectivamente este es el
i€l
campo vectorial que necesitamos.

1. Si z es un punto regular tenemos que

(@)X (@) = 2D — w(a)(o) = i)

2. Si x es un punto critico

(@) = 3L )~

Por lo tanto, (df)(X) =w. B

4.4.2. Inmersiones 1 al

Proposicién 4.4.2. Sea f : M — N con dim(N) > 2dim(M) + 1. Entonces f
es estable si y solo si f es una inmersion 1 a 1.

Demostracién: Necesidad. Si f es una inmersiéon 1 a 1 entonces cualquier
funcién equivalente a f es una inmersién 1 a 1. Entonces si f es estable existe
una vecindad W € C*(M, N) donde todas las funciones son equivalentes a f.
Por el teorema del encaje de Whitney tenemos que existe g € W inmersién 1 a
1 equivalente a f, por lo tanto, f es una inmersién 1 a 1.

Suficiencia. Sea w campo vectorial sobre f, entonces elegimos Y campo vec-
torial definido en f(M) de modo que w = f*Y, extendemos a Y a todo N.
u
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4.4.3. Inmersiones con cruces normales

Definicién 4.4.3. Sea f : M — N suave y f©®) : M) — N* la restriccién
de [If: M®* - N*® a M), Entonces f es un mapeo con cruces normales si
&) & AN* para toda s > 1.

Que un mapeo tenga cruces normales es una condicién de transversalidad por
el teorema de multitransversalidad de Thom tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.4.4. El conjunto de mapeos con cruces normales es denso en
C*®(M,N).

Corolario 4.4.5. Las inmersiones con cruces normales son densas en el con-
junto de inmersiones.

Proposicion 4.4.6. Si f : M — N es una inmersion estable entonces f es una
inmersion con cruces normales.

Es claro que las inmersiones 1 a 1 son inmersiones con cruces normales debido
aquesi f: M — N es unainmersién 1 a 1, entonces f*) (M) nAY*® = F para
toda s > 1. Nos gustaria demostrar la suficiencia de esta proposicién, primero
demostraremos algunos lemas que nos ayudaran para ver este hecho.

Lema 4.4.7. Sea f : M — N inmersion con cruces normales, sea y € N.
Como M es compacta y f una inmersién, entonces f~1(y) = {xi}licr €s un
conjunto finito. Entonces {(df)s,(Tw,(M)}icr estdn en posicién general, vistos
como subespacios de TN .

Demostracién: Sea J < I con cardinalidad s, renombramos a (df )., (T, M)
como H; para toda j € J. Denotemos a ¢ € AN a ¢ = (g, ...,q). Por hipétesis
tenemos que

TyN?® = @HJ + T,AN.
jeJ

Por el teorema de la dimensién tenemos que

s-dim(N) = dim(é—) H;) + dim(N) — dim(é—) H; nT,AN?).

j=1 j=1

Despejando Y, codim(H;) = codim(@ H;nT,AN?), pero @ H;nT,AN® =
j=1 j=1 j=1
Hj, identificando a T;AN® con T, N. B
j=1
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Lema 4.4.8. Sea V un R-espacio vectorial de dimension finita, {H;};_, < V
familia de subespacios de V. Sea W = ﬂ H;, entonces existen {EF;}i_, < V

=1
familia de subespacios de V tales que

1. V=DD(DF),

=1
17
3.V =F®H,.

Demostracién: Sea D; = [ Hj. Sea F; espacio complementario a D en D;
i#]
para toda i. Tenemos que

dim(F;) = dim(D;) — dim(D) =

dim (V') — codim((") H;) — dim(V) + codim([") H;) = codim(H,)
i#j i=1

Entonces

dim(D) + i dim(F;) = dim(D) + i codim(H;) =
i=1 i=1

dim(D) + codim([ | H;) = dim V.

i=1

Para ver que la suma de 1 es directa nos tomamos f; € Fi, supongamos que
fi=d+ fo+- -+ fs donde d € Dy f; € F; para toda i # 1. Por como
definimos a las F;, f; € D; — D, entonces f; € H; para cada i # j, entonces
d+ fo+-- -+ fs € Hy, pero F1nH; = 0yaque Iy € D;— D, por lo tanto, f; = 0.
Lo mismo podemos hacer para los demds I}, entonces la suma es directa.

Como D c H; y F; < H; para cada i # j, entonces H; o H;, = D@( ) F}),
i#]
pero codim(H; = D@(Y] F;)) = dim(F;) = codim H;, por lo tanto, por el
i#j

teorema de la dimensién se da la igualdad. Juntamos las igualdades de 1 y 2
para obtener 3. B

Definiciéon 4.4.9. Sea L < M subvariedad y X un campo vectorial en M,
decimos que X es tangente a L si para toda x € L se cumple que X, € T, L.
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Lema 4.4.10. Sean {H;};_; < R™ familia de subespacios vectoriales en posi-
cion general. Sean {X;}i_; campos vectoriales en H; respectivamente para toda
1. Entonces existe X campo vectorial en R™ tal que para toda i, X — X; es
tangente a H;.

Demostracién: Elegimos {F;};_; < R™ como en el lema anterior. Sea m; :
R™ — H; la proyeccion ortogonal para cada i. Como el haz tangente a R™ es
trivial, podemos pensar a X; como una funciéon de H; en R™. Sea Y; = X, om;
campo vectorial en R™, esto para toda i. Sea Z; = Y; — m; o X;. Por como nos

S
tomamos a m;, im(Z;) < F;. Sea X = > Z;. Notemos que por el lema anterior

i=1
tenemos que m;(Z;) = Z; para i # j. Entonces

7T1(X — Xz) =X-—-7Z;,— 7T1(Xl) =X-Y,+ 7TZ(Y7:) — 7T2(X1) =X -X;,
por lo tanto, X — X; € H;. &

Definicién 4.4.11. Sean {M;};_; < M familia de subvariedades de M. Sea

S
z € [ M, decimos que {M;};_; estdn en posicion general en x si {T, M;};_, <
i=1
T, M estan en posiciéon general.

Aunque parezca que nos hemos desviado un poco de nuestra meta, el siguiente
lema nos ayudara a relacionar lo que hemos hecho.

Lema 4.4.12. Sean {M;};_; < M™ subvariedades en posicion general en x.
Entonces existen una vecindad U de x en M, una carta ¢ : U — R™ y{H;};_; <
R" subespacios tales que M; n U = ¢~1(H;) para toda 1 < i < s.

Demostracién: Sea m; = codim(M;) en M. Para toda i existe una vecindad
U; de x en M;, y funciones {f; ;}7*, reales tales que

M;nUi={yeW| fii(y) == fim,(y) = 0}.

Estas funciones las podemos obtener de la definicién de subvariedad. Sea V' =
S
NU;yn=m-—m; —- - —mg > 0, sabemos que es un nimero positi-
i=1
vo debido a que los espacios se encuentran en posiciéon general. El conjunto

S
{fi.i}<i<s)(1<j<m,) tiene cardinalidad ] m; y el subespacio de T, M que se
i=1

S
anula en (df; ;), para todas i y j no es nada mds que (| T, M; cuya dimensién

i=1
s

es Y, m;, ya que los espacios se encuentran en posicién general. Como nada més
i=1

tenemos este niimero de f; ; entonces éstas deben ser linealmente independientes

en (T, M)*.
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Elegimos funciones {g;}7_, reales definidas en V' tales que {(dg;).}7—; sean
una base de (T,M)* con las (dfi;)z. Sea ¢ : V. — R™ dada por ¢(y) =
(f11(y)s---,91(),-..,9n(y)). Por como construimos esta funcién, es un difeo-
morfismo local en x para alguna vecindad U de x en M, elegimos a esta U como
la vecindad deseada y nuestra ¢ cumple lo deseado por construccion. B

Teorema 4.4.13. Sea f : M — N inmersion. Si f tiene cruces normales
entonces [ es infinitesimalmente estable.

Demostracién: Sea y € N y {z;}5_; = f~1(q). Demostraremos que existen
vecindades W de y en N y vecindades {U;}$_, vecindades de cada z; respecti-
vamente tales que cumplan:

1. UynU; = J para i # j,
2. flu, es una inmersién propia 1 a 1,

4 YW = _Ql U;.

K2

Primero elegimos vecindades {V;}?_; vecindades de cada z; respectivamente
S
que cumplan 1y 2, ademds existe una vecindad W de y tal que f~1(W) < |J V;.
i=1

Sea U; = V;n f~1(W) para toda i. Sea N; = f(U;) , por 2, tenemos que {N;}3_,
es una familia de subvariedades de N. Entonces por el lema anterior {N,};_;
estan en posicion general en y. Elegimos a W como la U del lema anterior.

Para cada y € N tenemos una vecindad W, en N que cumple los incisos
anteriores, entonces {WW, },en es una cubierta abierta de N, y como f es continua
{f~'(Wy)}yen es una cubierta abierta de X, como X es compacta podemos
substraer una subcubierta finita {f~1(W;)}7_;, elegimos una particién de la
unidad {p;}7_; subordinada a esta cubierta. Sea w un campo vectorial a lo largo

I
de f, tenemos que w = Y p;w, de aqui obtenemos que nuestro problema lo

i=1
podemos resolver nada mas en una W; para luego pegar las soluciones de todos.

Entonces W es unién de las subvariedades {f(U;)}?_;. Definimos un campo
vectorial en Y; en f(U;) como Y; = wo (f|y,)~!. Entonces existe un campo
vectorial Y definido en W tal que Y| ¢,y — Y; es tangente a f(U;). Extendemos
Y atodo N de modo que Y = 0 fuera de W, ademads Y tiene soporte compacto
va que las Y; lo tienen. Sea w’ = w — Y o f, el cual para todo z € U; se tiene
que w'(z) = w(z) — Y (f(x)) es tangente a f(U;). Por lo tanto, existe X; campo
vectorial definido en U; tal que (df)(X;) = w’ con soporte compacto, entonces
existe X = X; en U; para toda i con X = 0 fuera de f~1(W) y que cumple lo
deseado. B
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Por el teorema de Thom, tenemos que las inmersiones que tienen cruces nor-
males son estables. Ahora, cuando dim(N) = 2 - dim(M) las inmersiones son
densas en C®(M, N), entonces si un mapeo es estable, este necesariamente tie-
ne que ser una inmersion, entonces bajo estas hipdtesis tenemos el siguiente
teorema.

Teorema 4.4.14. Supongamos que 2dim M < dim N. Entonces f : M — N
es estable si y solo si f es una inmersion con cruces normales.

Para finalizar este ejemplo notemos que si f : R — R? es una inmersién con
cruces normales, para todo y € N tenemos que este conjunto no puede tener
cardinalidad mayor a 2, ya que, si z1, 22,23 € M son tales que f(z1) = f(z2) =
(f3) =y, entonces (df )z, (T, R), (df)ay (Te,R), (df )y (Tw;R) estdn en posicién
general en TyR?. Como [ es inmersién las dimensiones de estos espacios es 1
lo cual es equivalente a que su codimension sea 1. Entonces la suma de las
codimensiones es 3 y la codimensién de la interseccién a lo mas es 2. Entonces,
de manera mas general tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.4.15. Sea f : M™ — N™ una inmersion estable y y € N, entonces
f~1(y) tiene a lo mds n/(n —m) elementos.

4.4.4. Sumersiones con dobleces

Cuando dim(M) > dim(N) demostramos que las sumersiones son estables,
ahora debilitaremos un poco nuestras hipétesis para poder saber exactamente
cudles son todos los mapeos estables, entonces en esta secciéon asumiremos que
la dimensién del dominio es mayor o igual a la del codominio.

Definicién 4.4.16. Sea f : M — N tal que j'f & Si(M,N). Llamaremos
ax € S1(M,N) punto de doblez de f si T,(S1(f)) + ker(df), = T, M, donde
Si(f) = (71 /)71 (S1 (M, N)).

Esta definicién tiene sentido ya que codim(Si(f)) = codim(S;(M,N)) =
m —n + 1y dim(ker(df),) = m —n + 1, por lo tanto, si es posible que existan
los puntos de doblez y ademads la suma sera directa, es decir, los subespacios
T (S1(f)) y ker(df), se intersecan en el 0 de T,, M nada més.

Definicién 4.4.17. 1. Diremos que f : M — N es una sumersion con do-
bleces si sus unicos puntos criticos son puntos de doblez.

2. Si f: M — N es una sumersién con dobleces a S1(f) lo llamaremos el
lugar de doblez.

Lema 4.4.18. Sea f: M — N sumersion con dobleces, entonces f restringida
a S1(f) es una inmersion.
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La demostracion es clara de la definicién de punto de doblez. Notemos que
si f: M — N es una sumersion, entonces es una sumersion con dobleces y si
N = R las sumersiones con dobleces son las funciones de Morse.

Supongamos que f : M — N es una sumersion con dobleces, entonces f en
(M —S1(f)) tenemos que si w € CP(f*TN) entonces existen X campo vectorial
definido en (M — Si(f)) vy Y campo vectorial en N tal que w = (df)(X) +
f*(Y), entonces f es infinitesimalmente estable en esta parte de su dominio,
si suponemos que f|g,(r) ademds de ser una inmersién, es una inmersién con
cruces normales, entonces f|g, (y) también es infinitesimalmente estable, por lo
tanto, si f : M — N es una sumersién con dobleces tal que fg, (s tiene cruces
normales entonces es estable. Antes de enunciar este resultado como se debe
demostraremos un lema para demostrar la suficiencia de esto.

Lema 4.4.19. Sea f : M — N sumersion con dobleces x € S1(f). Entonces
existen coordenadas alrededor de x y de f(x), tal que f bajo estas coordenadas
es de la siguiente forma:

(@1, ) = (21, Ty, F22, .. F22).

—n’ m

Demostracién: Como este es un resultado local podemos suponer que M = R™
y N = R", y que flg,(s) es la inclusién candnica, Si(f) tiene codimensién
m—n+ 1, por lo cual tiene dimensién n— 1, entonces estamos pensando a Sy (f)
como R"™! x {0} en R™. En estas coordenadas f es de la forma

(@1, xm) = (@1, .., Tpet, g()).

Siy € Si(f) entonces f(y) = (y1,---,Yn—1,0). Ademds tenemos que dg/0z;
cuando n < 7 < m. Entonces por el lema de Hadamard tenemos que

9(y) = Y hij(y)ziz;,

i,j=n
donde la matriz {h;;}; j=n €s no singular, ya que si lo fuera entonces elegi-
mos coordenadas tales que {h; ;}i j>n tiene entradas +1 y por lo menos un 0.
Entonces f seria de la forma

(x1,...,2m) = (T1,..., Tp1, £22 £+ --- + 1)

Loy L

donde s < m. Pero si esto pasara tendriamos que Si(f) serfa una subvariedad
de codimensién s —n+1 < m —n+ 1 lo cual no es posible por el teorema de la
dimensién. Por lo tanto, la matriz {h; ;}; j<» es un invertible, por lo tanto existe
un cambio de coordenadas donde la matriz nada mas tiene +1 en la diagonal y
0 en lo demés. W

Lema 4.4.20. Sea x € M punto de doblez de f y w campo vectorial a lo largo
de f en una vecindad U de x tal que wl|g, (y)~v = 0. Entonces existe X campo
vectorial en U tal que w = (df)(X) en U.
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Demostracién: Elegimos coordenadas como en el lema anterior. En estas coor-
n

denadas w = Y] w;(0/0y;), elegimos X campo vectorial en U que en sus primeras

i=1

n — 1 entradas X; = w; y que las demés entradas valgan 0. Es claro del lema
anterior que definida asi X cumple la igualdad. B

Teorema 4.4.21. Sea f : M — N sumersion con dobleces. Entonces f es
estable si y solo si f|s,(y) tiene cruces normales.

Demostracién: Necesidad. Nada mds es necesario demostrar que f[g, (s :
S1(f) — N es infinitesimalmente estable. Sea w campo vectorial a lo largo de
fls,()- Extendemos a w a todo M, entonces existen campos vectoriales X en M
y Y en N tal que w = (df)(X) + f*(Y). Como TM|g, sy = TS1(f) D ker(df),
sea X' = w(X) donde 7 : TM — TS1(f) es la proyeccién candénica. Entonces
w = (df|s,())(X") + f*Y.

Suficiencia. Sea w un campo vectorial a lo largo de f. Existen campos vec-
toriales X’ en Si(f) y Y' en N tales que w = (df[gs,p))(X') + f*(Y'). Ex-
tendemos X’ a todo M, a este campo vectorial lo denotaremos X. Sea w’ =

w = (df)(X) = f*(Y").

Definido de esta manera w'[g, sy = 0. Aplicamos el lema anterior en cada
punto de x € M para luego pegar todo con particiones de la unidad. B
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Capitulo 5

Clasificacion de
singularidades

Recordemos que S,.(M,N) < J*(M,N) es una subvariedad de M, si f :
M — N es tal que j*f & S.(M,N) tenemos que (j'f)~*(S,.(M,N)) = S.(f)
es una subvariedad de M, entonces flg () : Sr(f) — N es un mapeo suave
entre variedades, en este capitulo estudiaremos esta clase de mapeos. Seguiremos
asumiendo que la variedad del dominio es compacta.

Definicién 5.0.1. Sea f : M — N, decimos que f es l-genérico si j'f & S,
para toda r € N.

5.1. Teorema de Whitney para mapeos 1-genéri-
cos entre 2-variedades

En esta secciéon asumiremos que todas las variedades tienen dimensién 2. Sea
f: M — N un mapeo 1-genérico. Recordemos que S,.(M, N) es una subvariedad
de JY(M,N) de codimensién 2. Entonces cuando S;(f) es una subvariedad
de M de dimensién 1 y S2(f) tiene codimensién 4, lo cual no tiene sentido.
Entonces, si « € S1(f) pueden pasar dos cosas por el teorema de la dimensién:

L T:5:.(f) @ker(df)e = T M y
2. T,S1(f) = ker(df)s.

El caso 1 es el caso de un punto de doblez; en esta seccién estudiaremos el
caso 2. Sea X un campo vectorial a lo largo de f tal que para todo punto de
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x € S1(f), X(z) € ker(df)s, es decir, X es tangente a Si(f). Sea p: M — R
suave tal que p(S1(f)) = 0, entonces la funcién (df)(p) tiene un cero en x.

Definicién 5.1.1. Decimos que x € M es una cuspide sumple si este cero es un
cero simple.

Ahora enunciamos el teorema principal de esta seccion, el cual también es el
titulo de esta seccidn.

Teorema 5.1.2. Teorema de Whitney para mapeos 1-genéricos entre 2-variedades
Sea f: M — N 1-genérico y x € S1(f). Entonces

a. Si 1 pasa, ezisten coordenadas alrededor de x tal que f es de la forma
(z1,22) = (21, 23).

b. Si 2 pasa, existen coordenadas alrededor de x tal que f es de la forma
(1, 22) — (21,2122 + 73).

Demostracién: El primer inciso es el caso de sumersiones con dobleces, que
va fue analizado en el capitulo anterior nada mas tenemos que resolver el caso
2. Como este es un resultado local podemos asumir que M = N = R? y que
x = 0. Podemos elegir coordenadas alrededor de 0 tal que f sea de la forma
(x1,22) — (21,9(x1,22)) ya que (df) tiene rango 1 en 0. Ademds en estas

coordenadas tenemos que
1 0

Entonces dg/0x1(0) = dg/0x2(0) = 0, ademds d(dg/0x2(0)) # 0, ya que si no lo
cumpliera tendriamos que

2 (g @ () _,
3.2?1 61‘2 078.132 61‘1 07 '

Sea v = 1/2(0%g/022)(0), consideremos el mapeo (x1,x2) — (z1,v2?), el cual
tiene el mismo 2-jet en 0 que f por como definimos y, pero esta ultima funcién
siempre es de rango 1.

El conjunto Si(f) son los ceros de dg/0x2, entonces en cada punto de Sy (f)
el nicleo de (df) estd generado por d/dxq, entonces como tenemos una cuspide
simple en 0 tenemos que

g 0%g coh
_T@_@_O y ng#o

h(0)

Por el teorema de Malgrange podemos escribir a 3 de la siguiente manera;

x5 = 3ha(x1, 9)x3 + hi(z1, h)w2 + ho(21, h),
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donde hq, ha, hy son funciones definidas en una vecindad de g(0) que se anulan
en ¢(0). Despejando la ecuacién anterior obtenemos

(352 — hQ)S + hg(l’g — h4) = h5.

Donde hs, hy y hs son algunas funciones adecuadas. Evaluamos en 1 = 0 y
obtenemos que el lado derecho es de la forma z3 + O(|z|?), y como h(0,z2) =
x5 + O(|xo]?) la igualdad sigue siendo igualdad si y sélo si ohs/0y2(0) # 0. El
primer término de la serie de Taylor de g es un miltiplo de x1z2, comparando los
dos lados de la igualdad obtenemos que 0hs/0y;(0) = d0hg/0y1(0) # 0. Entonces
tenemos los siguientes cambios de coordenadas

(z1,72) = (h3(21,9), 72 — ha(z1,9)) vy (y1,92) = (ha(y1,y2), hs(y1, y2))-

Juntando estos dos cambios de coordenadas obtenemos lo deseado.

Teorema 5.1.3. Eziste un conjunto residual en C*(M,N) tal que si f per-
tenece a este conjunto entonces sus unicas singularidades son puntos criticos y
cuspides.

Demostraremos este teorema en un contexto méas general en el futuro, pero
para demostrar esto de una manera mas facil necesitaremos introducir una nueva
clase de variedades para luego usar el teorema de Thom.

5.2. Derivada intrinseca

Sean V' y W espacios vectoriales sobre R, recordemos que las transforma-
ciones lineales de V' a W de corango r es una subvariedad de Hom(V, W),
este conjunto era una subvariedad de Hom(V,W). Sea A € L. (V,W), K4 =
ker(A) y Ly = coker(A). Sea N : Ta Hom(V,W)/T4L,(V, W), recordemos
que T4 Hom(V, W) ~ Hom(V, W), entonces definimos el mapeo ¢ = mwo1 :
ToHom(V,W) — Hom(K 4, L) donde i : Hom(V,W) — Hom (K4, W) es la
restriccién y 7 : Hom(K,, W) — Hom(K 4, L4) es la proyeccién.

Lema 5.2.1. El nicleo de ¢ es el espacio tangente a A en L.(V,W).

Demostracién: Sea n el rango de A, entonces tomandonos una base adecuada
A es de la forma
I, 0
0 of°

Si vemos a L, (V, W) como la imagen inversa del 0 del mapeo

[ST

. -1
o Z] Z-US™'T,
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donde S es una matrizden xn, Zder xr, T den xry U de r x n, entonces
T =U = 0en A, por lo cual la derivada de este mapeo en A es ¢ por como
elegimos nuestra base para A. B

Corolario 5.2.2. ¢ induce un isomorfismo entre Ny y Hom(K 4, L4).

Sean E y F haces vectoriales sobre M, y p : E — F morfismo de haces.
Podemos pensar a p: M — Hom(E, F), sea x € M. La derivada intrinseca es la
siguiente composicion;

dp)a

7,0 2 T

o(z) HOI?(I(E‘7 F) - I{OI'H(I(I)(I)7 Lp(m) ~ N

p(@)
donde K,y y L,) denotan al nicleo y al coniicleo respectivamente, y N, ()
al espacio normal, siendo el ultimo mapeo la proyeccién candnica.

5.3. Singularidades S, ;

Sea f : M — N l-genérico. Entonces tenemos que flg (s @ Sr(f) — N es
un mapeo entre variedades, la pregunta mas natural que podemos hacernos es
acerca de los puntos criticos de este mapeo. Denotamos al conjunto S, (f) al
conjunto de puntos donde la derivada de f|g, () disminuye de rango s. Entonces
z € Sy s(f) sty sélosi (df), interseca a T,.S,(f) en un espacio de dimensién s.
En el caso de 2 variedades S1o(f) corresponde a los puntos de doblez y S1 1(f)
a las cuspides.

Recordemos que S, ~ L.(TM,TN). Dado o € S,.(M,N) con a(o) = x y
B(o) = y, denotamos K = ker(o) y L = coker(c), definimos haces vectoriales
en S, denotados por K y L, donde K es el haz que a cada o € S, le adjunta
K, de manera andloga definimos L. Entonces el haz normal a S, en J'(M, N)
es Hom(K, L).

Sean V' y W espacios vectoriales, denotamos al producto tensorial de V'y W
como VW, si {v;}j2) = V'y {w;}}_; = W son bases de V'y W respectivamente
entonces, {v; ® Wj}(1<i<m)(1<j<n) € base de V.® W. En el caso que V = W
al subespacio de V ® V' generado por {v; ® v;}7*; lo denotamos por V o V.
Al espacio complementario a éste tltimo lo denotaremos por V' A V. Entonces
VRV = VoV)@P(V A V), alas proyecciones candnicas las denotaremos
como 7o : VRV - VoVym, : VRV - V A V. Entonces 7, nos induce
un morfismo 7¥ : Hom(V o VW) — Hom(V ® V,W). Definimos el mapeo
¢ :Hom(V ® V,W) — Hom(V,Hom(V, W)) dado por £(f(v ® w)) = (f(v))(w).
Sea Hom(V o V,W), = £ o ¥ (L4(V,Hom(V, W))~L.

Dado un haz vectorial F sobre M cuya fibra es V podemos definir el haz
vectorial £ ® E cuyas fibras son V ® V, ademads con la ayuda de m, también
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tenemos al haz vectorial E o E cuyas fibras son V o V. Sea 5 < J?(M,N)
la preimagen de S; bajo la proyeccién candnica. Entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

s

| ™

Sy, —— Hom(K o K, L).

Donde la flecha Sﬁz) — Hom(K o K, L) es el mapeo inducido por la derivada
intrinseca, y los otros mapeos son las proyecciones. Ocupando la misma notacién
que hemos ocupado tenemos la siguiente proposicion;

Proposicién 5.3.1. Hom(V oV, W), es una subvariedad de Hom(V oV, W) de
codimension

%m(m-ﬁ-l)— g(m—s)(m—s—i-l)—s(m—s).

Demostracién: Sea F el haz candénico de G(s,V), sea F el haz vectorial de
G(s,V) cuya fibraen x € G(s,V) es V/E, = F,, donde E, es la fibra de z en E.
El conjunto Hom(F, o F,;, W), es un subconjunto abierto de Hom(F, o F,,, W),

entonces Hom(F o F,W)o = |J Hom(F;oF,, W)y es un subhaz fibrado de
zeG(s,V)
Hom(F o F,W).

La proyeccién canénica m,, : V' — F, induce un mapeo 7, Qm, : VRV — F,®
F,, ademés el mapeo 7, : VoV — F, o F, es suprayectivo. Entonces la imagen
de 7* : Hom(F o F,W) — Hom(V o V,W) es | J Hom(V o V,W),;. Més atin la

t=s
restriccién de este mapeo a Hom(F oF, W) es una biyecciéon con Hom(VoV, W)j,.
Para probar que Hom(V o V, W) es una subvariedad mencionamos la siguiente

proposicién:

Proposicién 5.3.2. El mapeo #* : Hom(F o F,W)q; — Hom(V o V,W) —

U Hom(V o V, W), es una inmersion propia 1 a 1.
t>s

Denotamos a la preimagen de Hom(K o K, L), en S7(~2) por S, s, el cual es una
subvariedad de la misma codimension. B

Teorema 5.3.3. Sean f: M — N 1 genéricoyxe M. x € S, s(f) si y sdlo si
72 f(x) € Sps
Demostracién: Sea j!f(z) = o € S,. El espacio normal a S, en J; (M, N) en

o es Hom(K,, L, ), entonces la derivada de j! f en z induce un mapeo

T,M — Hom(K,, L)
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dado por la derivada intrinseca. Este mapeo es suprayectivo ya que j'f A S, en
x y su nucleo es el espacio tangente a S,.(f) en z. Si z € S, s(f) el nicleo de la
derivada intrinseca interseca al nicleo de (df), en un subespacio de dimensién s,
entonces la restriccion de la derivada intrinseca a K, tiene nucleo de dimensién
s, lo cual es equivalente a que j2f(x) € Hom(K, o Ky, L,)s. La suficiencia es
una consecuencia de la demostracién anterior.ll

El teorema de transversalidad de Thom nos asegura que el conjunto de funcio-
nes que satisfacen j2f & Sy.s €s un conjunto residual. Un mapeo que interseca
transversalmente a S, ; para toda r, s € N se llama 2-genérico.

5.4. Estratificacion de Thom-Boardman

De la misma manera que definimos .S; ; podemos definir \S; j , si f: M — N
es 2-genérico definimos a S; ;5 como los puntos en S; ; tales que f|s, ; tiene
corango k. Si sucediera que S; ;1 fuera una subvariedad de M, podriamos repetir

este proceso para definir S; j 1, v asi sucesivamente.

Teorema 5.4.1. Sea 1y = ro = --- = r = 0 sucesidn de niumeros enteros,
podemos definir Sy, ., subhaz fibrado de J*(M, N) tal que si j' f es transversal
a Syy,..r, Paral <k, entonces Sy, .. r.(f) estd bien definido y ademds

T €Sy, (f) = ka(m) € Sry,ri

Si este teorema fuera cierto, llamaremos a f : M — N mapeo de Boardman si
jkf interseca transversalmente a S,,, . . para toda k, entonces por el teorema
de transversalidad tenemos que los mapeos de Boardman forman un conjunto
residual, por lo tanto, si una funcién es estable entonces necesariamente sera
un mapeo de Boardman, lamentablemente no demostraremos este teorema. Nos
gustaria que los mapeos de Boardman fueran estables. Por el momento lo mejor
que podemos hacer es el siguiente teorema.

Teorema 5.4.2. El conjunto de mapeos de Boardman que satisfacen que para
cualquier conjunto de multindices {I;};_,, {z;}i_; = M distintos con z; € Sy,
respectivamente tal que f(x1) = -+ = f(zs) = y entonces {(df )u; (T, S1;(f)};=1
estdn en posicion general en TyN, es un conjunto residual.

Demostracién: El mapeo 5 : Sy, x---x S;, — N x --- x N es una sumersion,
entonces S~1(AN) es una subvariedad de Sy, x -+ x Sr,. Por el teorema de
multitransversalidad existe un conjunto residual en C®(M, N) tal que j*f @&
B~Y(AN) si f se encuentra en este conjunto. Ademds es claro que si j¥f es
transversal a Sy, entonces j¥f es transversal a S;, x .- x S7,. Entonces la
preimagen de Sy, x Sy, es Sr,(f) x -+ x Sy, sin M(®), denotaremos a esta
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subvariedad como L. Entonces j¥f : L — Sy x --- x S es transversal a
B~Y(AN), entonces f: L x---x L — N x --- x N es transversal a AN. B

Lamentablemente los mapeos de Boardman que satisfacen la condicién de este
teorema no necesariamente son estables para ciertas dimensiones de nuestras
variedades.

5.5. Fin

Como vimos en el teorema de Malgrange, las dimensiones de nuestras varieda-
des juegan un papel importante en la teoria de transformaciones estables. En los
casos donde las transformaciones eran densas tenfamos dimensiones muy parti-
culares. Ahora, dada cierta condicién en las dimensiones estudiaremos cuando
los mapeos estables no son densos.

Teorema 5.5.1. Sean M y N wariedades de dimension n?. Entonces existe
f:M — N I-genérico tal que S,(f) es no vacio.

Demostracién: Como la transversalidad es un problema local nada mas tene-
mos que construir f alrededor de algtin punto z € M. En coordenadas elegimos
f de modo que su polinomio de Taylor de grado 2, tenga todos sus coeficientes
distintos de 0, luego por un argumento de particiones de la unidad la podemos
extender a todo M de modo que fuera de esta vecindad no tenga puntos criticos
deseados. W

Lema 5.5.2. Sean M y N wvariedades, W < C®(M,N) abierto. Entonces
Aw = {oc € J*(M,N) | 3f e Wyx € M cono = j*f(x)} es abierto en
J¥(M,N).

Demostracién: Sea o = j¥f(x) € Ay . Elegimos cartas coordenadas U alre-
dedor de z y V alrededor de f(x) tales que f(U) € V. Sea p : M — R cuyo
soporte esté dentro de U y que valga 1 en z. Sea

) f+ph enU
= f en M —U,

donde h es un polinomio de grado menor o igual a k. Para h cercana al polinomio
0 tenemos que g, € W. Entonces j* g, () cuando h es cercana al polinomio 0
nos da una vecindad de o en Ay . A

Proposicién 5.5.3. Sean M y N variedades de dimensién n?. Sea f : M — N
1-genérico. Si Sp(f) es no vacio y n > 2 entonces f no es estable.

Demostracién: Sabemos que dim(.S,,(f))

= 0, entonces S, (f) es un conjunto
finito de puntos {z;};_; = M. Sea w; = j2f(x;).

Si suponemos que f es estable
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existe una vecindad Wy de f en C*(M, N) tal que todas las funciones en esta
vecindad son equivalentes a f. Entonces Ay, definido como en el lema anterior

es abierto en J2(M, N). Si a e Aw, y también estd en 57(12), debe ser conjugada
a una de nuestras w;.

Entonces Aw, N Sr(f) estd cubierto por un conjunto numerable de érbitas
de las w; bajo la accién de Dif(M) x Dif(N). Sea 7 = jlf(z1), K, = ker(r)
y L. = coker(7). Entonces existe un abierto en Hom(K, o K,,L,) cubierto
por un conjunto numerable de érbitas de GL(K,) x GL(L,). Si las 6rbitas
tuvieran menor dimensién que Hom(K, o K,, L), tendrian medida cero por
ser subvariedades inmersas. Para concluir esta proposicion demostraremos el
siguiente lema para ver que una de las dérbitas tiene que ser abierta.

Lema 5.5.4. Sean V. y W espacios vectoriales de dimension n. Sea G =
GL(V) x GL(W). Entonces G tiene una orbita abierta en Hom(V o V,W) sdlo
cuando n > 3.

Demostracién: La dimensién de Hom(V o V, W) es n?(n + 1)/2 y la de G es
2n2. Entonces la 6rbita de G tiene dimensién menor o igual a la de G. Tenemos
que n%(n + 1)/2 < 2n? cuando n < 3, entonces se cumple lo deseado. Ahora,
si n = 3, las dimensiones son iguales, pero G contiene un subgrupo que actia
trivialmente en Hom(V o V, W), dado por {cIdy,c?Idy ) donde c € R. Por lo
tanto no se puede dar la igualdad. B

Para finalizar mencionamos que Mather demostré que los mapeos estables
entre dos variedades M"™ y N no son densos cuando n y m cumplen cualquiera
de las siguientes condiciones:

1. n < 7(n—m)+ 8 cuando n —m > 4,

2.n<T7n—m)+9cuando3=n—m =0,

3. n<8cuandon —m = —1,
4. n<6cuandon—m=—-2y
5. n <7 cuandon —m < —3.

82



Bibliografia

[1] V. Guillemin, A. Pollack. Differential Topology. Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, New Jersey, 1974.

[2] Th. Brocker, K. Jénich. Introduction to Differential Topology. Cambridge
University Press, Cambridge, 1982.

[3] M. Golubitsky, V. Guillemin. Stable Mappings and Their Singularities.
Springer-Verlag, New York, 1973.

[4] V. Arnold, S. Gussein-Zade, A. Varchenko Singularities of Differentiable
Maps. Birkhaiiser, Boston, 1985.

83



	Portada
	Índice general
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Preliminares
	Capítulo 3. Topología de Whitney
	Capítulo 4. Estabilidad Topológica
	Capítulo 5. Clasificación de Singularidades
	Bibliografía



