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Resumen

En este trabajo se estudia el estado coherente y el estado comprimido, tal como se les define en Optica
cudntica, y se demuestra que la superposicién del campo de punto cero real (cpc), como se le emplea en
la electrodindmica estocdstica (EDE), con otras ondas cldsicas de energia apropiada forma sistemas que en
promedio se comportan como los sistemas cudnticos mencionados. En otras palabras, el objetivo de este
trabajo es establecer contacto entre la electrodindmica cuantica y la éptica cudntica con el campo de punto
cero real.

El objetivo buscado sigue la linea de los trabajos de T. H. Boyer (1975) y E. Santos (1981), quienes
demostraron que el contacto entre ambas teorias se da a través de los operadores simetrizados. Especifica-
mente Boyer demostrd en [1] que tanto los valores esperados de la simetrizacién del campo electromagnético
del vacio como las correlaciones de éste, coinciden con los valores esperados del campo de punto cero real.
Logra demostrar lo mismo para el oscilador dipolar, y comenta que seria de gran interés demostrar que
estos resultados se mantienen para otros sistemas. Por otra parte, E. Santos en [2] generaliza esta idea al
establecer una correspondencia entre el algebra de funciones continuas de variables aleatorias y el algebra
de operadores en el espacio de Hilbert. Mds atn, estudia el sistema formado por una onda plana y el campo
de punto cero, y concluye que las variables estocasticas del cpc se han transformado como los operadores de
creacion y aniquilacion se transforman bajo el operador de desplazamiento. Define a estos sistemas como
estados puros de la radiacién y concluye que éstos son similares a los estados coherentes de la electrodinamica
cuantica. Es asi como surge la teoria llamada 6ptica estocéstica, desarrollada principalmente por E. Santos
y T. Marshall (ver, por ejemplo [3, 4, 5]), quienes han explicado por medio de ondas clésicas (y el campo de
punto cero real), por ejemplo, la naturaleza discreta de las detecciones de la luz.

Es necesario mencionar que la linea de trabajo fue sugerida por A. M. Cetto, y a pesar de los trabajos de
Santos y Marshall, la propuesta que aqui se hace del sistema cuyo comportamiento es similar al del estado
coherente, fue encontrada a partir de notar que el operador de desplazamiento suma una onda plana clasica
al operador de campo. Siguiendo esta idea se pudo concluir que el estado comprimido es una modulacién
del campo de punto cero real. Este acercamiento distinto al problema hace que ambos trabajos (éste y el
de Santos) difieran notablemente; razén por la cual no aparecerdn citados los trabajos [2, 3, 4, 5] (a no
ser por este resumen). Mientras que Santos guié su trabajo hacia las distribuciones de Wigner, nosotros
trabajaremos todo el tiempo con ondas planas, lo que hace a nuestro trabajo mas elemental, pero fisicamente
mas claro.

La estructura que sigue el trabajo es la siguiente. En el primer capitulo se presenta la solucién a las
ecuaciones de Maxwell en el vacio. Esta solucién es el punto de partida para los capitulos dos y tres.
En el capitulo 2 se desarrolla la cuantizacién del campo electromagnético; es decir, los argumentos para
expresar una onda plana como un operador. Se obtienen los valores esperados y las correlaciones del campo
electromagnético, que posteriormente seran comparados con los valores esperados del campo de punto cero
real. En el capitulo 3 se introduce el campo de punto cero real y se presentan sus propiedades estadisticas, que
seran utilizadas de manera sistematica en los capitulos 5 y 7. Es necesario mencionar que la electrodinamica
estocastica no serd estudiada en este trabajo, pues en ningiin momento trataremos la interaccion de la
radiacién con la materia. Una exposicién amplia de la EDE puede encontrarse en [6].

En los capitulos 4 y 6 se desarrolla la teoria correspondiente a los estados coherentes y comprimidos. El
enfoque es diferente del presentado en los libros de éptica cudntica. La diferencia es muy sutil; a diferencia

iv
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de la literatura comun, se ha analizado con cuidado los efectos del desplazamiento y la compresién sobre
las propiedades del campo y su descripcién. Finalmente en los capitulos 5 y 7 veremos que la superposicién
del campo de punto cero real con ondas cldsicas de energia apropiada forman sistemas cuyas propiedades
estadisticas coinciden con las de los estados coherentes y comprimidos. Ademéas queda en evidencia que los
calculos llevados a cabo con el campo de punto cero real son notablemente maés sencillos y transparentes que
los célculos con la teoria cuédntica.
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Capitulo 1

Ecuaciones de Maxwell en el vacio

En este capitulo se presenta la solucién a las ecuaciones de Maxwell en el vacio en términos de los modos
normales del campo. La teoria desarrollada aqui serda fundamental para los capitulos posteriores, pues en
todos se usaran sistematicamente los resultados presentados aqui.

La estructura del capitulo sigue el tratamiento usual para resolver las ecuaciones de Maxwell de los libros
de electrodindmica cldsica y cudntica. En particular este capitulo esta basado en las referencias [6, 7, 8].
Aunque se ha visto fuertemente influenciado por el capitulo 3 de [6].

1.1 Ecuaciones de Maxwell en el vacio

Las ecuaciones de Maxwell para el vacio sin fuentes son [9](sec. 2.2.5)

L 10E
VXB_?E’ (113)
. 9B
E=-2 1.1b
V x 5 (1.1b)
V.-B=0, (1.1c)
V.-E=0. (1.1d)

Estas ecuaciones pueden desacoplarse en dos ecuaciones de onda; una para E y otra B. Por ejemplo,
tomando el rotacional de la ecuacién (1.1b) y sustituyendo la ecuacién (1.1a) se obtiene

- 1 0°E
V x (VXE) :7072W7 foﬂozg.
Usando la identidad . . .
VX(VXE):V(V~E)—V2E, (1.2)
junto con la ecuacién (1.1d), se obtiene [9] (sec. 16.2)
- 10%E
LY S — | 1.
v c? Ot? 0 (1.3)

Haciendo algo semejante con el campo magnético se obtiene

- 10°B
2

Es decir, el campo electromagnético se propaga como una onda.

1



2 CAPITULO 1. ECUACIONES DE MAXWELL EN EL VACIO

1.2 Modos normales del campo electromagnético

La solucién de las ecuaciones de onda para E y B admiten soluciones en términos de sumas de ondas planas.
Cada sumando es llamado modo normal del campo electromagnético y representa una solucién estacionaria
en un volumen V' del espacio.

Para obtener la solucién multimodal del campo electromagnético es usual introducir el potencial vector
ff, y el potencial escalar ¢.

El potencial vector se define de tal forma que [9] (sec. 16.2)

B=VxA. (1.5)

Sustituyendo la ecuacién anterior en (1.1b) se llega a V x (E + %—‘f) = 0. Es decir, la cantidad entre paréntesis
es el gradiente de un potencial ¢ [9] (sec. 16.2),

E=-V¢——. (1.6)

Empleando (1.5), (1.6) y (1.1), se siguen las siguientes ecuaciones, equivalentes a las ecuaciones de
Maxwell,

V36 + 10g. 4 0, (1.72)
cot
L1824 19¢
2 —_— ——— =
VA - 5o (v A+ = 8t) 0. (1.7b)

Las ecuaciones (1.5), (1. 6) muestran que A vy ¢ no determinan E y B de manera univoca, pues el campo
magnético determinado por A es el mismo que el determinado por A’ definido como

A= A+ VA.
Asimismo, el campo eléctrico es invariante frente a la transformacién

;o 10A
¢=0- cot’

donde A es una funcién arbitraria. Las transformaciones anteriores son conocidas como transformaciones de
norma, y permiten simplificar las ecuaciones (1.7). Aquf se empleard la norma de Coulomb, que consiste en
exigir que V - A=0 (es decir, buscar una A apropiada, de tal forma que se cumpla la condicién requerida).
Bajo la norma de Coulomb las ecuaciones (1.7) se transforman en [9] (sec. 16.2)

V26 =0
S 1924 1_06
2 —_— — — p— PR
viA 2 ot2 ¢ ot

Como no hay restriccién para ¢, y por tratarse del caso del vacio, podemos considerar ¢ = 0 [6], de tal forma
que el potencial vector satisface la ecuaciéon de onda

. 19%4
2
VA - 555 =0, (1.8)

Se procederd a buscar soluciones estacionarias de la ecuacién (1.8). Una forma general de hacerlo, consiste
en hacer una descomposicién espectral del campo electromagnético en la forma

Az =3 (Aa(f, £) exp (—iwat) + A% (7, 1) exp (iwat)) , (1.9)

(03



1.2. MODOS NORMALES DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO 3

donde « representa el conjunto de indices sobre los que es necesario sumar. Al sustituir (1.9) en (1.8) y en
la condicién que exige la norma de Coulomb se obtiene [6]
VZA, +k2A, =0, k2 =uw?/S, (1.10)

V-4, =0. (1.11)

A continuacién se considerard una regién ciibica del vacio de volumen V = L? y se buscaran soluciones
periédicas en términos de ondas planas para el campo A. En ese caso la ecuacién (1.10) tiene solucién [6]

A, = %éa exp (zEa . a'c') . (1.12)

La condicién de periodicidad implica que el vector Ea tiene las componentes

P
ki:%ni, ni=0,£1,+2,..., i€ {zy,z} (1.13)

y los modos de frecuencia quedan dados por

- 2
wo = clka| = cko = %,/ni +nZ +nZ.

Considérese a k7 en la direccién 2 (el subindice 7 hace referencia a @ = (ng,ny,n;)), es decir, kn = kqé,.
Entonces la norma de Coulomb, Eﬁ Ay = 0, implica que la componente z de Ay es cero , es decir debemos
considerar solo dos polarizaciones del potencial vector. Cada polarizacién se distinguird por el indice A = 1, 2.
Asi, para cada vector Eﬁ existen dos vectores de polarizacién é;\7 tal que, junto con el vector unitario Eﬁ ki,
forman un sistema ortogonal de vectores unitarios,

—

X AN
i€z =0, éz-éz =,

3>

>
B
I
Prub
31
X
>
S

X 62, én = —kiy x é2,

Si=

krp=¢
En resumen, hasta el momento se tiene

— —

A7 1) = nz e (\}Vbn’)\ exp (z (kn ST — wnt)) + %b;‘;/\ exp (—i (k:n T - wnt)>> ) (1.14)
B0 =15 wnet (mture (i (R wnt)) = otiem (<i (B2 -wnt))). (19

B0 =13 (Fuoxed) (tunesp (i (R = wt)) = Sotinewn (=i (R -wt)) ) (110)
n,\

donde se han usado las ecuaciones (1.5) y (1.6) para obtener E y B. También se ha escrito n en lugar de 7.
Se procederd a calcular la energia del campo a través de la ecuacién [9] (sec. 15.4),

1 . B}
o= 760/ B (E2 i 6232) . (1.17)
2 1%



4 CAPITULO 1. ECUACIONES DE MAXWELL EN EL VACIO

Para la componente eléctrica se tiene

1 .,
*60/ d3zE? =
2y

*60 Zwawgv / Pz zk(, x) ba exp (—iwat) — €4 €XP (lega . :E') b’ exp (iwat)) X ( |
1.18
(ég exp (—iEg . i”’) bg exp (iwgt) — ég exp (Z'IZB : f) bj; exp (—z’wgt))

=€ Zwi\ba\Q.
«@

Para llegar al resultado anterior se ha tomado en cuenta que la ecuacién (1.10) junto con la condicién de
frontera establecida, definen un problema de valores propios, cuyas soluciones son ortonormales, es decir [6]

(cap. 3),
é/v d3x &4 - é5exp (—il%:x f) exp (zEg f) = 0ag- (1.19)

En particular, existen en dos tipos de términos en (1.18). Aquellos que tienen un término de la forma

e~ thaTeiks T v gquellos que tienen un término de la forma eikaTeiks T 1,05 del primer tipo contribuyen con
la energfa de cada modo, a través de la condicién de ortonormalidad, ec. (1.19). Los dltimos se anulan por
la condicion de periodicidad de las funciones en el volumen V,

/Vexp <2Ea a':’) exp (zﬁg . a'c’) = /Vexp (25(7’[1 + 7ig) 56') = /Vexp (l_c'; f) =0. (1.20)

Haciendo lo mismo para B se obtiene que el campo magnético contribuye con la misma proporcién a la

energia.
620/d3xc —eozwaw 2. (1.21)

Entonces

H=> H,, (1.22)
donde H,, es la contribucién a la energia de cada modo del campo,
Hey = 2e0w? |ba|?

Definiendo a,,

260&)2
o= %D, 1.23
an =~ (1.23)
se tiene que
H, = E,|aa|?, (1.24)

de manera que &, es la energfa de cada modo campo, cuando |as|? =
En términos de a, se obtiene

A t) = Z ZeoileVéi\‘ (an’)\ exp (z (En ST — wnt)) +ay, ) exp (—i (En T — wnt))) , (1.25)
n,A n

:I: t) —ZZU 2€0V anAexp (En-f—wnt)) — Gy, ) €Xp (—i (En-f—wnt)))7 (1.26)



1.3. CUADRATURAS DEL CAMPO 5

é(f, t) = ZZ 26::% (En X éﬁ) (am,\ exp (z (En ST — w”t)) — @y, \ exp (—i (/:;,,L ST — w,ﬂf))) . (1.27)
nA n

Sea
Ao (t) = an ) exp (—iwpt) (1.28)
entonces el cambio de variable
100) = |5 % (@300 + aal0), palt) = i/ (a5(0) — aa(0) (129)
cuya transformacién inversa es
1 ) . 1 .
1alt) =~ (atalt) + ipa(t)), 05(0) = 5= (wadalt) — ipa(0), (1.30)

permite escribir la energfa del campo en la forma [6] (cap. 3)

H= ZH = ZEQaZaa = Z% (w2qZ +p2). (1.31)

[e3

Esta ecuacién jugard un papel importante cuando en la cuantizacién del campo electromagnético.

1.3 Cuadraturas del campo
Considérese un modo el campo eléctrico,
== . g(x ~ TS . * TS .
E(Zt)=1 5 e(aexp (zk-x—zwt)—a exp(—zk~x+zwt))
€0

-

é [z (a — ax) cos(wt — k - &) + (a + a*) sen (wt — k - f)} .

Sean

1
Xl:?(a—’—a*)v

1
XQZZ(G,—U/*).

Estas son llamadas las cuadraturas del campo y permiten escribir el campo eléctrico como dos ondas des-
fazadas /2,

E(7,1) = Eoe (Xlsen(wt — k- 7) — Xy cos(wt — k- f)) . (1.32)

2eV*
Notese que las cuadraturas del campo no son mas que la adimensionalizacién de las variables g y p,

donde Ey = 2Q/L

w
X, =
1 qu
1
X2: —F——=D,

V2eE

por esta razén también se suele llamar a g y p las cuadraturas del campo.



Capitulo 2

Cuantizacion del campo
electromagnético

En este capitulo se desarrollaran los argumentos usuales para cuantizar el campo electromagnético. Este
proceso de cuantizacién compara el oscilador mecanico con una onda electromagnética. La semejanza entre
las ecuaciones para la energia de cada sistema da la pauta para transformar funciones reales en operadores
del espacio de Hilbert. La teoria presentada aqui sigue la estructura de las referencias [10, 7, 8]. Sin embargo,
las ecuaciones de los operadores de campo pueden diferir de las presentadas en tales referencias, pues aqui
se ha tomado la solucién de las ecuaciones de Maxwell tal y como se escribieron en el capitulo 1, mientras
que en aquellas escriben la solucién en otros términos (aunque son las mismas). Por ejemplo [10] considera
modos normales estacionarios, mientras que en este trabajo se consideran modos con condicién de frontera
periddica. No obstante, los valores esperados de todos los operadores coinciden con los valores esperados
presentados en las referencias citadas.

2.1 Oscilador armodnico

El hamiloniano del oscilador arménico clésico es [8] (sec. 2.2)

2
mw® ,

2
p
H=T = £ 2.1
HV =g+ (2.1)
donde T = % es la energia cinética del oscilador y V' = #(f su energia potencial. La evolucién de las
variables dindmicas p y ¢ estd dada por las ecuaciones de Hamilton [8] (sec. 2.2)
._O0H p
q = —— = —
dp m
oI , (2.2)
p=——5— = —mwq
9q

Como H no depende explicitamente del tiempo, es una cantidad conservada, y coincide con la energia. La
conservacion de la energia implica que la energia del oscilador constantemente se transforma de energia
cinética a energfa potencial y viceversa.

En el caso cudntico, el hamiltoniano, ec. (2.1), se transforma en el operador [8] (sec. 2.2)

2
mwe

q, (2.3)

H +

_ 7
2m 2




2.1. OSCILADOR ARMONICO 7

donde ¢ y p son osciladores que evolucionan segin las ecuaciones de Heisenberg [11] (sec. 9.2),
A T P p
1= [q, H } =—
11 m (2.4)
b= |p 1| = —med;

[¢] representa el conmutador de los operadores entre paréntesis. Para obtener las ecuaciones anteriores se ha
usado que

[G,p] = ih. (2.5)
Se suelen definir los operadores [8] (sec. 2.2)
= (s + )
4 = ———= (mwq +1p),
2mhw i
1 (2.6)
AT _
' = ———= (mwq —ip),
Va4
cuyas transformaciones inversas son
h
i =15 —(a"+a),
me (2.7)
hw
p=1 mT (&T — a)
De (2.5) se obtiene .
[a,a'] = 1. (2.8)
El hamiltoniano se puede reescribir entonces de la forma
N 1 1
H = Shw (aa’ + afa) = hw (a*a + 2) : (2.9)

Sea N = afa, |n) los eigenvectes normalizados de N, y n sus eigenvalores. n sélo puede tomar valores

positivos o ser cero, pues
R 2 . o S
ja )| = (@[n)" (@n)) = (n| Nn) =n >0

Por otra parte, notemos que
Naln) = (nN + [N aD In) = né|n) + [N a} In) = naln) —aln) = (n— Da|n),

donde se ha usado que [N , d} = —a. Si |n) es eigenestado de N con eigenvalor n, entonces d |n) es eigenvector

de N con eigenvalor n — 1. Es decir, a|n) = C, |n —1). La normalizacién de este vector permite obtener
Cp = /n. Asi
aln) =+nin—1). (2.10)

Haciendo algo semejante con af se obtiene
allny =vn+1|n+1). (2.11)

Como la aplicacién de @ y a' implica subir y bajar de estado, estos operadores son llamados operadores
escalera. En particular, al operador ¢ se le llama operador de descenso, y al operador a' se le llama operador
de ascenso.

Finalmente, ya que n > 0, entonces la ecuacién (2.10) implica que a|n) = 0 inicamente cuando n = 0.
Aplicaciones sucesivas del operador &' indican que los eingenvalores N son 0,1,2,.... Entonces los niveles
de energia del oscilador arménico son

1
En:fm(n—i—2), nef{0,1,2,...}; (2.12)

ecuacion que muestra que la energia del oscilador estd cuantizada.
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2.2 Analogia entre un modo del campo de radiacién y un oscilador
armonico

Considérese un modo del campo electromagnético del vacio. Es decir, considérese un sumando en las ecua-
ciones (1.25), (1.27), (1.26).

/_l‘n,,\ = QGO%QVéQ (an,A exp (z (En - T — w,ﬁ)) + a:;/\ exp (—i (En - w,ﬂf))) (2.13)
E(i", D =1 QinVé:\L (an,,\ exp (z (En ST — wnt)) — @y, \ exp (—2’ (En ST — wnt))) , (2.14)

E(f, D = iy 260(212‘/ (En X éf‘t) (anA exp (z (En - w,ﬂf)) - a;';)\ exp (fi (En - wnt))) . (2.15)

Bajo la transformacién (1.29) la energia del modo es [6] (cap. 3)
1
Ha= 9 [ B2+ PB2) = 5 (P + 2(0) (2.16)

que es idéntica a la energia del oscilador arménico, ec .(2.1), cuando m = 1. La energia del modo integrada
sobre todo el espacio, H,, es fija, pero las variables g4 (t), po(t) evolucionan en el tiempo. En analogia con
el oscilador arménico podemos decir que la energia de un modo del campo electromagnético oscila de igual
manera entre el campo eléctrico y magnético, como la energia de un oscilador arménico fluye entre su energia
cinética y potencial [12].

2.3 Cuantizacién de un modo del campo

En resumen, la cuantizacion del oscilador arménico se basé en convertir la funcion Hamiltoniana H en el
operador Hamiltoniano H , transformando p y ¢q en los operadores p y ¢ que satisfacen la regla de conmutacion
dada por la ecuacién (2.5).

El proceso de cuantizaciéon de un modo del campo electromagnético consiste en transformar la funcién
hamiltoniana de un modo del campo, (2.17), en el operador [8] (sec. 2.4)

- 1
Ho = 3 (P20 +2(0) (217)
donde [8] (sec. 2.4)
[Gos Do) = ih. (2.18)
Ahora bien, comparando las ecuaciones (1.29) con (2.7), se observa que la cuantizacién implica el siguiente
reemplazo
| w
aq(t) = ?&a(t)
o (2.19)
* fw ~F
ag(t) =/ z—a'a(),
Ea
o bien
Eq — hw,
o = Ga, (2.20)

al, = al.
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La ecuacién (2.18) implica que
[aa,a'a] = 1.

A los operadores @,a! se les llama operadores de creacién y aniquilacién, respectivamente. En términos de
ellos el hamiltoniano se escribe de la forma

. 1
H, = hw (a*aaa + 2) : (2.21)

a y at adquieren su nombre de la propiedad de escalera de los operadores del oscilador arménico de la
mecédnica cudntica. Mientras que los operadores escalera suben y bajan los niveles (estados) del oscilador
material, los operadores de creacién y aniquilacién, se dice que, crean y destruyen fotones. Siguiendo el
procedimiento empleado en el caso del oscilador se obtiene

aln) = vn|n),
atn) =vn+1ln+1),
luego

(2.22)

es decir, aplicar el operador de creacién implica sumar la energia Aw a la energia total del campo inicial, ‘se
crea un fotén’. Aplicar el operador de aniquilacion, en el lenguaje convencional, elimina un fotén del campo,
y por eso hay que restarlo a la energia.

El vacio electromagnético |0) se define como

alo)y =0. (2.23)

y los niveles de energia resultan ser idénticos a los niveles del oscilador arménico,

1
En:hw(n+2), n=0,1,2... (2.24)

Finalmente, aplicando la transformacién (2.20) el campo electromagnético es transformado en los sigui-
entes operadores,

Xn,)\(f, t) = \/260%(%;\1 (&n,A exp (zEn . s?:') + dTn,A exp (—zEn . 55’)) (2.25)
ﬁ(f, o =04/ 27::‘/ éz (dm,\ exp (zEn . f) — dTm,\ exp (—zEn . i")) , (2.26)
é(f, Dnx =04/ 260%‘/_ (En X éf‘l) (dm,\ exp (zEn . f) — &Tn)\ exp (—zEn . f)) . (2.27)

Al proceso seguido hasta aqui se le llama cuantizacién del campo electromagnético, y como se ha visto,
consiste en reemplazar las variables dindmicas por operadores, manteniendo la forma de las ecuaciones.
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2.4 Fluctuaciones cuanticas de un modo del campo
A continuacién se reescribird un modo del campo eléctrico, ec. (2.26), de la siguiente manera

Ea = Fa, + E*&Taa (228)

donde E = 2hw exp (zka a:) Noétese que no se ha escrito la polarizacion, porque sélo interesa las

propiedades del modulo del campo. Entonces
[Na | = B[t atia,da] + B @ aita, '] = B*ala = Bita. (2.29)

Esto implica que el campo eléctrico presentara fluctuaciones cuando se promedie sobre el estado de nimero.
En efecto,

(nl B2 n) = (20 + 1) |E :

K
por lo tanto

(n| (AE)2 In) = (2n + 1) ’E’Q (2.30)

_12
Cuando n = 0 se tiene la dispersion del vacio ‘E‘ = 2?:"/.

Es un hecho interesante que el valor esperado del campo eléctrico sea cero para cualquier n. En mecanica
cuantica suele resaltarse la importancia del principio de correspondencia, y para el caso del campo electro-
magnético, ain cuando n crezca indefinidamente, su valor esperado siempre serd cero. En otras palabras,
un estado [n) de un gran ntmero de fotones no se comporta en promedio como una onda electromagnética.

2.5 Operadores de cuadratura

La evolucién temporal del operador de aniquilacién estd dada por la ecuaciéon de Heisenberg [10] (sec. 2.1),
i = 7 (H a) = —iwa,

entonces

a(t) = a(0) exp (—iwt) .

La adjunta de la ecuacion anterior es
at(t) = a'(0) exp (iwt) .

Por lo tanto el campo electromagnético puede escribirse de la forma

=4/ Qeow an A exp (E ST - wt)) + ', exp (—z(E ST — wt))) (2.31)
=1y 260‘/ an A exp (E T — wt)) —al,xexp (—Z(E - — wt))) , (2.32)
(&, ) =14/ 26()wn (E n) (an A €XP ((E T — wt)) —al, \exp (—(E - — wt))) , (2.33)

Ge, v se seguird escribiendo de esa forma siempre que no exista motivo de

Djv

DU1>

donde se ha escrito a4 (0) =
confusién (lo mismo para a').
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En analogia con las ondas electromagnéticas, consideremos los operadores de cuadratura definidos de la
siguiente manera

1

Xl =3 (A + dT) )
2
1 (2.34)
Xy, =— (a—al).
2 =5 (a—a)
En términos de éstos, el campo eléctrico puede escribirse en la forma
S o s S o
E@ 1) = é (Xlsen(wt -2 — Xy cos(wt — k- :z:)) : (2.35)
260wn
que es semejante a la ecuacién (1.32) obtenida en el capitulo 1; ahora con X, y X, operadores.
Los operadores de cuadratura satisfacen la relaciéon de conmutacion,
[Xl,f(g} - % (2.36)
Para el estado de cero fotones se tiene
(0] Xl 10) = (0] X2 |0)=0
N . 1
(0] X7 [0) = (0] X3 10) = 7,
luego
A\ 2 ~ N\ 2 1
(] (AXl) 10) (0] (AXQ) 0) = - (2.37)
En general,
(n| X1 |n) = (n| X5 |n) =0,
N N 1
(n| XT [n) = (n| X3 |n) = (20 +1),
entonces

<<AX1>2> <<AX2>2> = %(4712 +dn+1) > %7

la desigualdad (de Heisenberg) toma el minimo cuando n = 0. El objetivo de calcular los valores esperados
de estos operadores es para compararlos con los resultados que se obtienen en el capitulo 3.

2.6 Campo multimodal

La cuantizacion del campo multimodal es directa, porque simplemente se cuantiza cada modo del campo,
de tal forma que [8] (sec. 2.5)

P [ h 5. - . R
A(Z,t) = Z mef{ <an,)\ exp (an . 1’) + aTn,A exp (fzkn . :c)) (2.38)
n,A
. Fiw . .
B@t) = Zi,/még (am exp (zkn : f) — s exp (—@'kn : :z‘)) , (2.39)
n,A
ﬂ 7 . . .
B#0Y =iy " (kn X ég) (am exp (zkn : ;E) — oy exp (—z’k:n f)) . (2.40)
n,A n
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La relacién de conmutacién entre @ y a' se escribe en la forma [8] (sec. 2.5)
[anxs @0 3] = G San (2.41)

En el caso multimodal se tiene un operador de niimero para cada modo del campo, ]\Aka\ = (AITm)\lAln’)\. El
estado multimodal se representa con el ket |[{n, x}) y el niimero total de fotones en este estado es ), | np»,

donde cada n, x es el eigenvalor del operador Nk, A»- El estado de cero fotones se representa por el ket
[vac) = |0,0,...).

2.7 Distribucion del campo

En la intepretacion estadistica o de ensemble de la mecanica cudntica se dice que “es posible asignar un
valor unico y bien definido a una variable dindmica sdlo si el sistema ha sido preparado como eigenestado (o
se encuentra en un eigenestado) del operador correspondiente.” ([11] p. 216), donde se entiende por ‘estar
preparado como eigenestado’ el hecho que el sistema sea eigenfuncién del operador dado. Esto se refleja en
que la varianza del operador es cero.

Por otra parte, dado un operador O podemos encontrar encontrar la n-ésima potencia de cada operador,
calculada de la siguiente manera [11] (sec. 8.5),

o"=0-0---0 (2.42)
———

n veces

y encontrar su valor esperado sobre un estado |¢)) dado. Siguiendo la terminologia de la estadistica se le
llama a (| O™ |1) el momento n-ésimo del operador O en el estado |1) [13, 14]. Entonces cada operador
junto con un estado definen una estadistica, que queda determinada por sus momentos (todos en conjunto).
En este trabajo, en el capitulo 3, se planteard la existencia de un campo de radiacién estocastico, que se
considera, es el responsable de originar el comportamiento cuantico de las particulas y los campos. La
pregunta que se plantea en este trabajo es ;jpuede ser generada la estadistica de un operador en un estado, a
través de un campo de radiacion estocastico? se considerard como una respuesta positiva si es posible obtener
variables dindmicas del campo de radiacién estocéstico (posiblemente en interaccién con otras campos) cuyos
momentos estadisticos coinciden con los momentos de un operador sobre un estado determinado.

Una pregunta particular que se puede plantear es ;Se puede obtener la estadistica que define el operador
de campo eléctrico sobre el estado coherente a través de un campo de radiacién? La respuesta es positiva,
pero serd dada hasta el siguiente capitulo (alld se intentard dar una interpretacion de estos resultados). Aqui
solo se calculara la estadistica del vacio cuantico a través de los momentos del operador de campo eléctrico.
Para comenzar, siguiendo a [6] (sec. 4.4.3), se escribird de nuevo al operador de campo como en la ec. (2.28),

. 12
La varianza del modo es 0% = (0| E2 |0) = ‘E ‘ . Por otra parte, la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff nos

} entonces exp (/Al) exp ( B) =

= —B2FE* = —3%02, es una

o

dice que [11] (cap. 10, problemas ilustrativos) si Ay B conmutan con [/1,

exp (/Al + E) exp (% [fl, BD .Sea A = BEa' y B = BE*a, entonces [/1,1;’

—

constante, de donde es claro que tanto A como B conmutan con [/1, B’] Aplicando la férmula de Baker-

Campbell-Hausdorff se obtiene que

exp (BE&T) exp (BE*d) = exp (BE&T + BE*&) exp (—;5202>
(2.43)
& exp (BEdT + BE*&) = exp (BE&T> exp (ﬁE*d) exp <26202) .
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Ya que
- - *n kE*nE'k
(0] exp (BE*&T) exp (BE&) |0) = Z MT (0latmak |0y =1, (2.44)

n7

porque todos los términos se anulan, excepto cuando n = k = 0, entonces

(0] exp (BE) |0) = (0] exp (5 (E&T + E*d)) |0) = (0| exp (ﬂE*&T> exp (ﬂE&) |0) exp <62202> = exp <;[3202
(2.45)

Como (2.45) es la funcién generadora de una distribucién gaussiana, entonces el campo cuédntico de vacio
tiene una distribucién gaussiana. Se suele mencionar que otro ordenamiento del operador exp (ﬁE) conduce

a otro resultado, y por lo tanto el campo tiene distribucién normal sélo cuando el operador estda ordenado
normalmente. Sin embargo, siempre que usemos las operaciones establecidas para los operadores no existira
ningtin cambio en el resultado. Por ejemplo, si se desea un ordenamiento antinormal del operador, entonces
en la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff se debe tomar A= BE*a y B = BFEat, entonces

exp (BE*&) exp (BE&T) = exp (BE*d + ﬂEdT) exp <;BQ(72)
(2.46)
& exp (BE&T + ﬁE’*d) = exp (ﬂE’*d) exp <5E&T) exp (_;5202> .

Como
*)an atm
(Olexp (BE"a) exp (BEat ) 10) = (0 Y (BEH) 3 (BETZ, 0)
-3 <Bi:> ;(ii—), m)
2w\
oy ¥ i!E) 0)
— exp (20%),
entonces

(0l exp (BE) 0) = exp (;6202> ,

por lo tanto, el campo de vacio cuantico tiene una distribucién normal, sin importar el ordeamiento del
operador, siempre y cuando no se rompan las reglas de conmutacién de los operadores.

2.8 Distribucién de ¢y p

De los resultados anteriores es muy sencillo calcular la funcién generadora de momentos de los operadores ¢
y p, definidos en . Basta que los operadores se escriban de la forma

(2.47)

)
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Entonces siguiendo los resultado de la seccién anterior se obtiene que

Olexp (50 10) = exp ( 5% ).
X (2.48)
Olexp (39)10) = ex 5502

por lo tanto los operadores ¢, p tienen distribuciéon gaussiana.
A continuacién se calculardn los momentos de la energia. Para empezar las potencias del operador de

energia estan dados por
n k
o n n At n—k 1
H" = (hw)" (k> (ata) (2) , (2.49)

k=0

donde se ha utilizado el hecho que aféa y % conmutan. Entonces el momento n-ésimo del hamiltoniano en el
estado |0) es

(0| H™|0) = (%")n (2.50)

ya que
n k
~ n 1 n—k
n o n L N
ol = S (7) () @@ o, (2.51)
De donde es claro que el tnico término que sobrevive de la suma es n = k. Pues si n # k,

10y = (0 (ata)" " atalo) = 0.

(0] (afa)"
Los momentos dados por (2.50) corresponden a una distribucién de probabilidad degenerada, es decir, una
funcién que toma el valor de Ey = %hw en un punto y cero en los demaés.
Es natural hacer la siguiente pregunta ;Por qué si los operadores § y p tienen distribucién gaussiana,
la energia tiene distribucién degenerada? Matematicamente se debe a que los operadores ¢ y p no son
independientes, pues

(01¢"p™ 10) # (0[¢" [0) (O] p™ [0) . (2.52)

Mas atn, al escribir el operador de energia en la forma

A 1
i = 5 (¢ + 7). (2.53)

entonces

0 = i [wiq" +p* +w? (49" +9°¢%)] - (2.54)

Ahora bien, ya sea empleando el hecho que los operadores ¢ y p tienen distribucién gaussina, o haciendo los
célculos en términos de los operados @ y af, se obtiene que

. R 3h2w?
w* (0] ¢* |0) = (0] p* |0) = 1 (2.55)
y
52
(014" +5¢*10) = =5, (2.56)

este ultimo resultado es dificil de interpretar fisicamente, pues el valor esperado de la suma de operadores
cuadraticos es negativo (ademads el valor esperado de cada uno de los operadores es negativo; este resultado se
verd en el capitulo siguiente). Nétese que este operador, §%p? +p2¢?, es hermitiano, porque tanto ¢ como p lo
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son. El hecho que (2.56) sea negativo hace que la energfa tome el valor dado por la distribucién degenerada,
pues

- 1 (3h%w?  3h%w?  hPw? hw?
0| 7 10)* = ~ - = : 2.57
A e S (2.57)
Ahora bien, si se toma el valor absoluto de (2.56), entonces
3r%w?  3h%w?  RPw? h%w?
H2 = 2.
oo = (P B ) B (2.58)

que corresponde con el valor esperado de las variables ¢ y p con distribuciéon gaussiana e independientes.

2.9 Correlaciones de dos puntos del campo

Ahora se calculara la correlacién del campo cuantizado de dos puntos, (Z1,t1), (Z2,t2), definidas como
(vac| E;(Z1,t1) E; (&, t2) [vac). Aunque las correlaciones no definen una estadistica en los términos planteados
anteriormente, en general, las correlaciones de n puntos se reducen a los momentos del operador cuando los
puntos coinciden.

Aqui se calculard inicamente las correlaciones de dos puntos (siguiendo a [1]), pues se ha visto que existe
una comparacion directa de esta propiedad del vacio cudntico con el campo de radiaciéon estocédstico que se
planteard en el capitulo 3. La interpretacion usual que se le da a la correlacion cudntica se dejara hasta el
capitulo 4.

<VaC|Ei(fl’t1)E (%2, t2) [vac) = Z Z OV\/W( nl) ( n2)3 X

niii 712)\2
X ((Vac| Gnyay Gng 2, [VAC) XD (zEnl A iwn1t1> exp (zlzm - Ty — iwmtg)
— (vac| dm)\ldTnzAQ |vac) exp (zEnl - T — iwnltl) exp (filgm - Ty + iwmtg)
— (vac| Effanl,\ldnzk2 |vac) exp (—z'Enl - T+ iwn1t1> exp (zEnz i iwnZtg)

+ (vac| @Tan, z, @' anyn, [Vac) exp (—iEnl ST+ iwnltl) exp (—il_c'nz T + iwn2t2>)
h L .
:Z Z eV (ent), ( 6/\2) exp (an (T — ¥2) —dwn(t — t2)>
noA

h kik; oL .
:Zn: eV <5ij — k;) exp (zkn (T — Za) —iwn(t; — tg)) .

(2.59)

Como los operadores no conmutan, resulta que (vac| E; (1, t1)E; (2, ta) [vac) # (vac| E; (&, ta) Ei (£, 1) [vac).
En particular

o h kik; S
(vac| B;j(Z2, t2) E(Z1, t1) [vac) = Z 20V <5z‘j - j) exp (—an (@1 — T2) +iwn(t — tz)) .

Noétese que

<vac\ L 2 ( (xl,tl)

E; (%o, t2) + Ej(fQ, tz)Ei(fly tl)) |vac)
2€0V (

) cos {E (T — @) —wn(t; — t2>:| . (2.60)
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De manera andloga se obtiene que

(vac| B;(Z1,t1) B} (T2, t2) [vac) = (vac| E;(Z1,t1) E;(Ta, t2) [vac) .

Ao 5 (o h kik;\ ki oL ‘
<Ei(x17t1)Bj(x2,t2)> = Zn: eV <5ij 2 ) 7 €iil €XP (zkn (T — Za) —iwn(t; — tz))

Como se ha mencionado, los resultados obtenidos en esta seccién servirdn para compararlos con los
resultados del capitulo 3.

2.10 El vacio cuantico

Para el caso de un modo del campo se definié el estado |0) como aquel estado al cual es imposible aniquilarle
fotones. Es decir a]0) = 0. Esto implic6 que el eigenvalor correspondiente a |0) es n = 0 y que su energia es
L,

En el caso multimodal, el estado de vacio, |vac), es el estado en el que cada modo se encuentra en su
estado de vacio, es decir, cuando ny_ , = 0 para toda n y toda A. Este estado tiene una energfa (energia de
punto cero) infinita, pues hay infinitos modos, y cada uno contribuye con la energfa %hw Usando la ecuacion
(??), para pasar la energia al espectro continuo, se obtiene [8] (sec. 2.6)

S o = /d%lrm —Z/Qﬂ/ﬂd9d¢/oodkk21hw— L /Oodww?* (2.61)
8 & 277" 813 o Jo 0 27 2me3 ), ’ ’

es decir, la densidad espectral del campo de vacio es [8] (sec. 2.6)

hw?’
o2

plw) (2.62)

El campo de vacio genera efectos sobre los cuerpos cargados incluso si el término de energia de punto
cero es despreciado en el hamiltoniano. P. Milonni [8] (pag. 48) , por ejemplo, muestra que la ecuacién de
movimiento de un dipolo en el vacio contiene un término disipativo debido a la presencia del campo de punto

cero, aun cuando éste no se haya tomado en cuenta de manera explicita.



Capitulo 3

Campo de punto cero real

En el desarrollo de su segunda teorfa de la radiacién de cuerpo negro, Planck obtuvo la férmula [6] (cap. 4)

hw 1

Ew ) = — =t = hw, (3.1)

2

para la energia media de un oscilador arménico material de frecuencia w, en equilibrio con la radiacién, en
un cuerpo negro a temperatura 7. Esta férmula implica que incluso a temperatura cero, los osciladores
contintian vibrando, de tal forma que su energia media en ese caso es £(w,0) = %FIAU; ésta es la llamada
energia de punto cero.

Una vez formulada la mecénica cudntica, la energia de punto cero volvié aparecer en el problema del
oscilador arménico. El nivel mas bajo de energia es precisamente aquél con energia %hw Este resultado se
obtiene al resolver la ecuacién de Schrodinger para el potencial %mw2x2, es decir, por un camino que difiere
del seguido por Planck. En el capitulo anterior se vio que la electrodindmica cudntica admite la existencia de
un campo electromagnético cuya energia por modo es %ﬁw en el vacio, de energia total infinita, no obstante
que el campo promedio es cero. En general, la energia de punto cero surge en cualquier teoria cuantica,
pero su existencia se considera limitada a un campo virtual, que aparece en las ecuaciones y genera efectos
observables, pero de éste sélo existen sus fluctuaciones.

En este trabajo, se considerard que la energia de punto cero no refleja mas que la existencia de un campo
de radiacién estocdstico de punto cero (cpc). Entonces, cualquier sistema que se desee describir de manera
completa debe incluir al campo de punto cero como elemento fundamental.

La teorfa que describe la interaccién del cpc con la materia se llama electrodindmica estocéstica (EDE).
Uno de los objetivos principales de la EDE es intentar explicar el comportamiento cuantico que se observa
en la particulas microscépicas como resultado de la interaccion de éstas con el cpc.

En este trabajo se considerara al campo de punto cero de la EDE y sus efectos al superponerse con otras
ondas electromagnéticas. Se debe remarcar que no se considerard el problema general de la interacciéon de
la radiacién con la materia; de la EDE sdlo se tomara el campo de punto cero.

Para iniciar este capitulo, se estudiaran las propiedades estadisticas de este campo. Para empezar, su
densidad espectral se considera igual a la densidad espectral del campo de punto cero cuantico visto en el
capitulo anterior. La razdn de elegirlo asi no es arbitraria. Esta densidad corresponde con la de un campo
que tiene una energia por modo igual a %ﬁw Por otra parte, la ley de Wien dice que la densidad espectral
de la radiacién de cuerpo negro es de la forma

p(w, T) = w3 (%) . (3.2)

Segun [15], es posible extender esta ley al caso en que la temperatura es cero. Entonces, la densidad espectral
del campo atérmico que surge de la ley de Planck es

p= p(w,0) = w6 (c0). (3.3)

17
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En la fisica cldsica se considera ¢(oo) = 0. Pero una solucién del tipo ¢(oc0) = constante = A es mds general.
Por otra parte, considerando a N(w)dw como el nimero de modos de frecuencia w por unidad de volumen
contenidos en el intervalo dw, la densidad espectral se puede escribir de la forma [16] (cap. 3)

plw, T)dw = N(w)&(w, T)dw, (3.4)
donde &£(w,T) es la energia promedio del modo de frecuencia w, a la temperatura 7. Un resultado muy

conocido es que [16] (cap. 3)
2

w
N(w)do = ——do. (3.5)
Luego
W2
plw, T) = %Sw,T. (3.6)
Ya que £(w,0) = %hw, entonces
1 n2c3 3
ihw =3 p(w,0) = 7% Aw. (3.7)
Entonces A = 5. Por lo tanto [16] (cap. 3),
hw3
pw) =5 535 (3.8)

donde se ha escrito como p(w) la densidad espectral del campo a temperatura cero. Al igual que el campo
de punto cero cuédntico, la energia del cpc de la EDE es infinita,

——dw = oo. (3.9)
o 2m2c?
Sin embargo, cuando la materia se pone en interaccién con la radiacién libre aparece un término de autofuerza,
es decir, una fuerza sobre la particula debida a su propia radiacién. Una serie de aproximaciones, que pueden
ser consultadas en [6], permite escribir ese término de autofuerza como m7  (t) — 6ma(t), donde el término
con tercera derivada es llamada la reaccién de radiacion y el término con segunda derivada se debe una
correccion a la masa de la particula, en virtud de que se encuentra inmersa en el campo. Mateméaticamente
esta correccién dm es infinita, pues esta dada por la integral [6]

4
om = exp (2 / dw, (3.10)

C 3mcd

que es divergente. En la teoria de renormalizacién se acepta que la masa de una particula que se mide en el
laboratorio, mr, es la suma de la masa cuando la particula no estd en interaccién con el campo, m, mas la
correccion dm. Como claramente mr es finita, se propone un procedimiento de regularizaicién; aqui se hace
referencia al procedimiento mas simple, que consiste en introducir una frecuencia de corte en el término de
correccion. Se entiende entonces que a partir de esa frecuencia la particula se vuelve transparente al campo,
y el término de correccion resulta ser dm = %mﬂuc, donde w, es la frecuencia de corte. Cuando se hace una
descripcion no relativista se suele tomar w,. como la frecuencia de Compton, we = me?/h.

Si en la integral (3.9) se sustituye el valor de la frecuencia de Compton, por ejemplo, para el electrén,
se obtiene un valor finito para la energfa, pero atin muy grande, del orden de 10° kg/m?, que corresponde a
103 electrones/m®. En si, el problema de la energia del cpc sigue siendo un problema abierto, que surge en
cualquier teoria que considere un campo de punto cero real. La electrodindmica cuantica elimina el problema
considerando al vacio un campo virtual, del cual sélo existen sus fluctuaciones.
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3.1 Estadistica del campo de punto cero

Una vez que se han mencionado los argumentos usuales para introducir el campo de punto cero de la EDE,
se procederd a obtener su expresion matematica y sus propiedades.

Considérese la solucion a las ecuaciones de Maxwell, obtenida en el primer capitulo. El campo de punto
cero estd constituido por los modos de energia %hw La estocasticidad del campo se obtiene al considerar
a las variables a, ) como variables estocdsticas. En otras palabras, el campo de punto cero se construye
haciendo el reemplazo

1
&, — —hw

9 (3.11)
A N\, a:;,/\ - {a"QH a:;,/\}

donde {an,x,ay } son variables aleatorias, mientras que an x,a;, y son nimeros (fijos) para cada modo.
Se recalca que el uso de llaves, { }, hace referencia a que la variable a, » puede tomar valores aleatorios,
mientras que la a, ) sin llaves es un ndmero fijo. Esta notacién sélo se usara una vez, para la ecuacién
(3.11), con la cual se quiere hacer énfasis que la transicién a la EDE estd al mismo nivel que la transicién
a la electrodindmica cudntica (EDC), ec. (2.20), pues ambas requieren transformar la amplitud del campo
real, a un operador (EDC) o a una variable estocastica (EDE).

Segin se vio en el primer capitulo, la energia de cada modo esta dada por Hyx = Enanaay, ). Al
considerar que la energfa de cada modo es &, se estd considerando que [6] (cap. 4)

(Janal*) =1, (3.12)

donde (o) representa el promedio sobre las variables aleatorias ay, », ap A
Aplicando (3.11) se obtiene [6] (cap. 4)

A(Z,t) = cz \/ 4eoka an A exp zk z— zwﬂ) + aj, ) exp ( ik -+ zwyf)) (3.13)
2 - . hwk A\ 7o . * 7o .
E(Zt)=1i Z 460‘/6” (am)\ exp (zk T — zwﬂ) — ay, ) €Xp (fzk ST+ zwyf)) , (3.14)
n,A

B(Z,t) = icz 1/ 4eosz (12; X éﬁ) (amk exp (ZE ST - iwkt> — Gy, \ exp (—ZE T+ iwkt)) . (3.15)
n,A

Las variables a, ), que ahora ya no son constantes, sino variables aleatorias independientes para cada
modo. Entonces [6] (cap. 4)

(ap ) =0, <afw\> =0. (3.16)

El hecho que dos modos del campo no interaccionen entre si, sino que contribuyan de manera indepen-
diente a la energia total implica que [6] (cap. 4)

(@ \@n 2 ) = Oax G, (3.17)

Asimismo [6] (cap. 4),
<an’)\an/7)\/> - 0, <a;7>\a;/7>\/> - O. (3.18)

En analogia con las variables ¢,p introducidas en la ec. (1.29) del capitulo 1, se suele introducir las
variables estocésticas {p, ¢} de la forma [6] (cap. 4)

[ € /. En
dn,x = ﬁ (an,/\ + an,)\) sy Pnax =1 ? (any)\ — any)\) . (319)
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En base a las propiedades de a y a* se tiene que

(@) =0, (pnx) =0. (3.20)

Asimismo

<Qn,)\pn,)\> =0. (321)

Si se calculan las dispersiones de las variables ¢ y p se obtienen los resultados

1
Opo = (o) = (Pa)” = €a = FIa. (3.22)
£ K
2 Ca
04 = E - Qwav (323)

donde « representa un modo (n, A). De las relaciones anteriores se sigue que

2
2 0,2 _E
Pa” Pa 4’

Q

(3.24)

relacién que también cumple el vacio cudntico (que dice que es un estado de minima dispersién).
Se puede escribir la amplitud a, » es forma polar a, x = ry x exp (i¢, 1 ). Invirtiendo las ecuaciones (3.19)
se obtiene

1
An \ = —F7— (qu,)\ + ipn,)\)
v 125 (3.25)
a’ y = — (WGn.x — 1Pnr),
n,A \/ﬁ( qn,\ 14 ,)\)

de donde sigue que

2&, s
A = 4| —5-Tn.) COS Opn
qn,\ 2 A A (3.26)

Pnx = —V 25nrn,)\sen¢n,)\~

La energia de un modo del cpc es
Hpx = Exlan|? = Exr y. (3.27)
Como se ha considerado (|a, x|?) = 1, entonces
(rz,) =1 (3.28)
Tomando en cuenta que <an’)\ + a;‘w\> =0y <an,)\ — afb7>\> = 0 se obtiene

(senepa) =0, (cosdp.r) =0, (3.29)

es decir, ¢, » estda uniformemente distribuida en el intervalo (0, 27).

3.2 Distribuciéon de probabilidad de las variables p y q

En base a la naturaleza que se le asigné al campo de punto cero (generado por un gran nimero de fuentes
independientes) es natural suponer que sus modos estan distribuidos normalmente (teorema del limite cen-
tral). Esto implica que las variables p, g, tienen una distribucién normal, de manera que sus distribuciones
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de probabilidad son [6] (cap. 4)

1 _q2 A
Py(gny) = WGXP ( 2aé ) )
! ! (3.30)
2
1 _pn,)\
Py(pnx) = Vong, P ( 952 )
p p

Entonces la distribucién de la energfa es [6] (cap. 4)

P. (H p p 1 L(¢ P 1 1 55 o 1 -H
2 n n . — + = —_— _— s
e (H) = 27 Py (@n.0) Py (Pa) 0q0p exp( 2 <02 o2 Ea xp 28, (Wa”+p7) Ea P Ea
(3.31)

q
donde se han usado las ecuaciones (3.22) y (3.23) para las dispersiones de la variables p y ¢. El factor 27
que multiplica la segunda igualdad se debe a que Pg, es una distribucién marginal, porque p y ¢ estdn dadas
salvo la variable ¢ de la ecuacién (3.26).
Ahora bien, en términos de las variables de fase y amplitud, ¢ y r, se tiene que

(xmag ) = (rik™) (exp (iln — m)dn ) = S (1205).

Dada la funcién generadora de momentos de la distribucién gaussiana, ec. (2.45), se tiene que los momentos

pares de la distribucién son
2n\ __ (2’”‘)' 2\,
() = B oy,

los momentos impares son todos cero. Entonces

() = 20 o) = By = B ()

21

Por otra parte,

n!

n 2 ,,21/ " n 2 '
<(an’,)\ +a7*1',,\)2 >: ( ;L/ ) <q721/,>\> = (@n) ) (3.32)

donde se ha usado la ecuacién (3.19). Ahora bien, si se desarrolla la potencia en la ecuacién (3.32) se obtiene
que

* n 2 n—i  xi 2 n *n 2n)! n *n
<(an/7>\ +an/7>\)2 > = Z < zn) <ai’/\ a"7/\> = (:) <an/7)\an/7)\> = 7( ) <an/7>\a/n/7>\>, (333)

n!n!
i

luego

<a2/’)\a::’/’b’)\> = <r,%}ly)\> == n!. (3.34)

Por lo tanto, la variable r no tiene distribucién normal. Segin [6], todos los momentos de r son diferentes
de cero. En particular

2 2
(rna) = \/; (rZay=1 = ol=1-2=. (3.35)

7T
Empleando integracion por partes es facil demostrar la relacién

(HJH') = (n+1)E (HY) (3.36)

de donde se sigue que
(H) =nl&r. (3.37)
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Por lo tanto, la dispersién de la energia de cada modo del cpc es

2
op=E2= (h;”"‘) : (3.38)

resultado que difiere del vacio cudntico, pues en el caso cuantico la energia no fluctua.
Como se menciona en [6], existe otra forma de construir el cpc, que no se usard aqui, que se basa en
considerar la variable r como una constante de valor 1 para cualquier (n,\). Esto implica que [6] (cap. 4)

1

Ap )y = — (WGn.x + 1Pn.x) = exp (1dn.)), 3.39
A \/ﬁ( @\ + 1Pn,2) P (i) (3.39)
v que [6] (cap. 4)

(anaay y) = (ran) = 1. (3.40)

En esta representacion del cpc, llamada representacién de médulo fijo o fase aleatoria, las variables ¢ y
p dejan de ser independientes, y la energia de cada modo no presenta fluctuaciones, pues

(Hy) = &4 (agag) = &, (3.41)

como sucede con cada modo de energia del campo cuantizado. En el limite continuo, ambas representaciones
coinciden; esto se debe a que pasar al limite continuo significa que V' — 0o, y cuando el volumen se hace
arbitrariamente grande las fluctuaciones del campo se vuelen despreciables. Una demostracién formal de
este resultado se puede consultar en [6], seccién 4.3.3.

3.3 Comparacién con el vacio cuantico

Es claro el paralelismo que existe entre los resultados de este capitulo con los del capitulo 2. En particular,
mientras que en la cuantizacién del campo electromagnético se sustituyeron los nimeros a y a* por los
operadores de creacién y aniquilacion, en la EDE se hizo el reemplazo de los mismos por las variables
aleatorias {a,a*}. Como el objetivo general de este trabajo es establecer un contacto entre ambas teorfas,
se procederd a revisar algunos resultados que ya han sido encontrados en esta direccién.

Noétese que

<VaC| CAln’,\CAlTn/’)\/ |VaC> = &,ml(S)\’)\/, (342)
mientras que
<a;,>\an’,/\’> = OpnsOx N/ (3.43)
Sin embargo, como a|0) = 0,
(vac| 'y x@ns 2 |vac) =0, YV n, n', A, N. (3.44)

No obstante el operador simetrizado aa' + afa, cumplird que
(vac| dn’)\&fn,J\, + CALTm)\(AZn/’)\/ |vac> = 5nn’§>\,)\’7 (345)

siempre.

Por simplicidad, se fijarda el modo del campo, de manera que se escribirdn a los operadores sin los
subindices n, A. Los promedios se realizardan entonces sobre el estado |0), en lugar del estado |vac) = |0,0,...).
Esta simplificaciéon no hace perder generalidad.

El paralelismo entre las variables ¢ y p definidas por (3.19) y los operadores ¢ y p definidas por (2.7) va
mas alla de la semejanza entre las ecuaciones que lo definen, pues aunque

(0[gp|0) = ZZ (3.46)
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se tiene que
(015 @5+ 54) 10) = 0 = (ap) = {pa) (347

es decir, los valores esperados de los operadores simetrizados parecen coincidir con los valores esperados de
las variables correspondientes en la EDE. Este resultado fue estudiado por Boyer en [1].
Mas atn, resulta que

22 242 h?
(01¢°p7|0) = (019°¢"[0) = ——, (3.48)
lo cual no tiene sentido fisico, mientras que
h2
<q2p2> =T (3.49)

Se podria pensar que en estos casos no se cumple que los valores esperados coinciden con el operador
simetrizado, pues

1 ~D A2 h2 h’2 2,2
(015 (@0 +9°0°) 10) = 5 { —— ) = = # (") (3.50)
Sin embargo, la simetrizacién total del operador §2p? es
! (*p* + i) . 3.51
g @p P*¢° + P4pa + 4pap + pa’p + ap*q (3.51)
Ya que
h2
(01 5apq |0) = (O] apip|0) = .
5 (3.52)
(90%0) = (a6°) = 1
entonces
h2
(015 (¢°p°) |0) = T (3.53)

donde S (O) significa la simetrizacion total del operador 0. Se puede apreciar que el valor esperado de un
operador no siempre tiene sentido fisico, pero el valor esperado de la simetrizacién del operador si. Ademaés
coincide con el valor esperado de la EDE.

3.3.1 Distribucion del campo

Ahora se escribira en general un modo del campo eléctrico del cpc en la forma

E = % (Ea + E’*a*) . (3.54)

Considérese p y ¢ distribuidas segin (3.30), entonces la funcién generadora de momentos del campo es

(
e ) = (e (75 (Bor B'07) ) ) = 3 5 (B )’

Bn rn—k ok n— *
:Zg%nlz Z)En kEk<aL kak>.
n t ok

Notese que los términos impares se anulan. Por ejemplo, si n = 3, la suma sobre las k tendra los términos
(a®),{a*a*), (aa*?),{a*3); todos iguales a cero. Luego,

2 n— * n— * 52“ 2 3
(exp (BE)) Zzn%'z(”>E2 LB (a*Rat) = ZQ"(%)'(:)’E
/82n . 620.2
Zanl 2 :eXp( 2 )

(3.55)

2n
n!

(3.56)
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Esta es la funcién generadora de momentos de una distribucién gaussiana, por lo tanto, el campo de punto
cero real estd distribuido de forma gaussiana, justo como la distribucién del campo cuéntico cuando el oper-
ador de campo se ordenan normalmente (ver. ec. (2.45) ). Esto sugiere que los distintos ordenamientos de
los operadores corresponden a distintas distribuciones de las variables ¢ y p (es decir distintas distribuciones
del campo de punto cero real).

3.3.2 Correlaciones del campo

La correlacién del cpe, para el caso del campo eléctrico, su componente 7 es

(Z,t) =1 Z 460‘/ an A €Xp (zkn T — zwnt> — @, ) exp (—zEn ST+ iwnt)) ) (3.57)
La correlacién, de dos puntos, del campo eléctrico es,

<E (xl,tl)E (l‘g,tz Z Z de V\/Wnlwnz (<anl)\1 ang)\2> exp (Enl - T — iwnltl) €xXp (ZEng Ty — iwn2t2)

n1A1 mada
— <an1)\1a;2)\2> exp (zknl T — iwn1t1> exp (—iEm - Ty + iwn2t2)
- <a21>\1an2>\2> exp (fil%'nl ST+ iwn1t1> exp <1En2 . To — iwn2t2)
> (—zEnl - T+ iwn1t1> exp (—iEnz - To + iwnztg))
- %: 3 % (&), (@), [exp (u%’n (1 — &2) — iwn(ty — tg))
( ik, - (21 — Za)iwp(t1 — tg))]
< > cos [En (T — o) —wp(ty — tg):| .

Si se comparan con las correlaciones del campo cuédntico, ec. (2.59) y ec. (2.60), se puede ver que

* *
+ <an1/\1 Gnyrg ) OXP

Rz

(3.58)

(Bi(Z1,t1)E;(T2, ta)) # (vac| Bi(Z1, t1) E; (T2, ta) |vac) (3.59)

pero

1 n = [ = n g - —
T1,l1 Ta2,12)) = (vac| o i\L1,01)L25(T2,12 j\T2, 12 ) L5 \T1, L1 vac) . .
(Ei(Z1,11) (72, t2)) = (vac| 5 ( Bi(@1,11) Ej (T2, t2) + B (T2, 2) Ei(Z1, 1) ) [vac) (3.60)
Las demds correlaciones del campo resultan ser [6] (cap. 4)

(Bi(Z1,t1)Bj(Z2, t2)) = (Ei(T1, t1) Ej(Z2, t2)) - (3.61)

. . Fuwop, kiki\ k -,
<Ei($1,t1)Bj(l‘2,t2)> = Z m (5,‘3‘ — k2j> Eleijl COS |:kn . (371 — 1‘2) — wn(tl — tg)} . (362)

En todos estos casos (correlaciones del campo) los valores esperados calculados con la EDE coinciden con
los valores esperados de los operadores cuanticos totalmente simetrizados.
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3.3.3 Cuadraturas del campo

Un modo del cpc escrito en términos de sus cuadraturas es

FE = i\/g (aexp (z(E - T — wt)) —a”exp (—Z(E T - Wt)))

fiw [a+a*sen(wt—E a_j,)_a—a*
260V 2\/5 2\/§

[Xlsen(wt — k- %) — Xy cos(wt — k - 9?)}

cos(wt — k - a‘:’)} , (3.63)

=2

hw
260V
donde

1
Xi=—+(a+a"),
! 2\/5( )

1 (3.64)
Xo = a—a*);
= 5o (a0
se ha introducido el factor % para que el campo tenga amplitud 2 2?;“‘/. Entonces
(X1) =0=(X2), (3.65)
Asimismo,
1
X} = - (a® + 2aa* + a*?),
8 . (3.66)
X2 = -3 (a* — 2aa* + a*?);
luego
1
(xt) =(x3) = (3.67)

Por lo tanto,
((ax0)?) ((832)%) = 3. (3.65)

es decir, el promedio de las cuadraturas del campo de punto cero real coinciden con el promedio de las
cuadraturas del campo de punto cero cudntico.



Capitulo 4

El estado coherente

En el capitulo 4 se ha hecho notar que el campo eléctrico promediado sobre el estado |n) siempre es cero,
sin importar cudn grande sea n. En otras palabras, el estado que contiene un gran nimero de fotones no se
comporta en promedio como una onda electromagnética clésica.

La teoria cuantica de los estados coherentes es ampliamente conocida. Por ejemplo, las expresiones para
el estado coherente en términos del estado de ntimero son obtenidas de la misma manera en cualquier texto
que los trate. En ese sentido podemos decir que la estructura de este capitulo es la que se sigue en cualquier
texto de teorfa cudntica, por ejemplo [10, 7, 11, 12]. No obstante, la forma en que empleamos aqui al operador
de desplazamiento, nos ha permitido entender qué representa fisicamente el estado coherente.

Los estados coherentes se definen de tal forma que el campo promedio sea una funcién continua, semejante
a un campo clésico. |a) se dice que es un estado coherente si [10] (sec. 3.1)

ala) =ala), a€eC, (4.1)

o bien
(aat = o* (a].

Cualquier operador de la forma G = Aa + A*al promediard a
(a| Gla) = (a] Aa + A*at |a) = aA + o* A%,

En particular, un modo del campo eléctrico cuantizado (con polarizacién €y )

E:i@/%ék (dexp (z (E~f—wt>) —alexp (—i (E-f—wt))),

tendra el valor esperado

(a| E|a) =iy 2Z)UVé>‘ (anp <2 <E~f—wt)) —a"exp (—i (E~f—wt)))

hw - .
psen (wt—kz-x—@), a = |alexp (i6),

(4.2)

= 2¢) |a|

de donde queda claro que el campo promedio es una onda plana electromagnética, solucién de las ecuaciones
de Maxwell en el vacio. La energfa de esta onda es & = hwaa* (ver capitulo 1). Asi, el médulo de « da la
energfa de esta onda y su fase (como niimero complejo) da la fase del campo. ;jCudles son las diferencias del
estado coherente con una onda electromagnética? Una es que el campo fluctia, pues

(a] E?|a) (1 +2a'a — a* exp (QZ(E ST — wt)) —af?exp (—21’(E ST wt)))

2¢qV
= % [l—l-4=|a|2sen2 (wt—/g-f—9)} )

(4.3)

26
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por lo tanto
T
B 260V '

(o] (AE) a) = (ol £2]) ~ (0] £, |a)? (4.9

Notese que la dispersion del campo es igual a la dispersién del vacio. Como las fluctuaciones del vacio
no pueden ser eliminadas, el estado coherente es el sistema mas simple que se puede crear con un campo
electromagnético.

;,Qué pasa con la energia?

(a| H |a) = hw ((a| ata o) + ;) = hwaa™ + %ﬁw, (4.5)

es decir, es la energia de la onda electromagnética clasica mas la energia de punto cero. Para llegar al

resultado anterior se ha usado una propiedad de los estados coherentes que se vera méas adelante, que éstos
estan normalizados. Es de esperarse que la energia del campo también fluctie. En efecto,

R 1 1
(o H? |a) = h2w? (a”eﬁ +2ata + 4) = h2w? (a*2a2 + 200" + 4) : (4.6)

luego
N2
(o] (AH) la) = hAw?a*a. (4.7
Si se calcula el valor esperado del operador de nimero se obtiene [10] (sec. 3.1),
n=(aln|a) = (aaldla) = a*a = |al?.

En consecuencia, (4.5) da la energfa en términos del nimero medio de fotones asociados a la onda plana que
se ha superpuesto al vacio, donde se entendera por fotén como una cantidad de energia multiplo entero de
hw. Ya que la energia presenta fluctuaciones, el operador de nimero también debe presentarlas. En efecto,
(a|n?|a) = (o] aTaa’ala) = (a|a™a* + alala) = a*?a® + a*a =72 + 7, (4.8)

entonces [10] (sec. 3.1)

(o] (M) ) = v/{a]?]a) — (alA]a) = A2, (4.9)

que es un propiedad caracteristica de una distribucion de Poisson. Mas adelante se vera, y se discutira, que
el estado de numero tiene una distribuciéon de Poisson en los estado coherentes.
Para terminar esta seccién se calculara la dispersion de las cuadraturas del campo. Primero,

(a| X1 |a) = (a] Xs |a) =0,

o o 1 (4.10)
(0] X7 la) = (0] X3 o) = 7,
luego,

1

=% (4.11)

A\ 2 N2
(o (%1) ) (ol (A%X2) " Ja)
Por lo tanto el campo posee la minima dispersién posible, ya que satisface la igualdad de la relacién de
Heisenberg. En realidad eso ya se sabia, pues la dispersion del campo se debe tinicamente a las fluctuaciones
del vacio. Lo que se verd en la siguiente seccién es que esta caracteristica define completamente a un estado
coherente.
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4.1 Estados de minima dispersion

Para comenzar esta seccién se deducird la relacién de Heisenberg para dos operadores A y B hermitianos
con conmutador ¢C' (esta seccién estd basada en [11], cap. 8, sec. 8.6).
Sean AA= A — (A), AB=B— <B>, entonces
[AA,AB] - [A, B} = iC. (4.12)

El resultado es muy sencillo,

Por otra parte, la funcién J(«) definida como
J(\) = <(AA + iB)T (AA + iB>> , AER, (4.13)
es no negativa, J(a) > 0 siempre, pues para cualquier operador O,
w1010 1) = (0v10v) = [|ow)|* > 0. (414
Ahora bien,
J(\) = <(>\fl - iB) ()\/1 + iB)>
- <>\2A2 Y [A, B} + BQ> (4.15)
=22 (42) -2 (C) +(B).

Derivando con respecto a A e igualando a cero se obtiene que J(\) es minima cuando

A= <C> (4.16)

En ese caso,

(4.17)

de donde se sigue que

(i) (3% Loy s
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N 2 N\ 2 1/ \2
((24)) ((a8)") = 1 (¢)". (119)
que no es mas que la relacién de Heisenberg para los operadores A y B.
Ahora bien, un paquete de minima dispersion es aquel que cumple la igualdad en la ecuacién anterior,

((24)) ((a8)") = 1(c)". (1.20)

o bien

En esos casos Jynim = 0, es decir

o bien ,
22§Z>A—i3 w> =0, (4.21)
es decir )
<C> A+iB=0, (4.22)

pues el tnico operador que al aplicarlo a un ket arbitrario se obtiene un ket de moédulo cero es el operador
cero. El valor esperado del operador anterior claramente es cero,

por lo tanto se puede escribir,

() whsin
L —AA+iAB | |¢) =0. (4.24)
2 <A2>
Considérese aquellos paquetes de minima dispersién que satisfacen
N 2 AN 2 1 /4
<(AA) > = <(AB) > =3 <C’> (4.25)
En estos casos la ecuacién (4.24) se reescribe como
(d+iB)lw) = ((A)+i(B)) ), (4.26)
que es equivalente a la ecuacién (4.1). Para verlo de manera mds clara se renombrard A=X 1y B = Xz,
entonces . . A .
(%1 +i%a) [v) = ((X1) +i (%)) 1), (4.27)
definiendo & = X + ng, o= <X1> 41 <X2>, [t)) = |a) se obtiene

ala) =ala). (4.28)
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A t

Fig. 4.1: Representacién grafica del estado coherente. Se aprecia como una onda clasica con grosor. El
grosor es debido a las fluctuaciones del vacio.

Maés atin, ya que

_ X ik, (4.29)
porque se considerd A y B hermitianos desde el principio, entonces
Loy at
Xy = 3 (a +a ) ;
1 (4.30)
Xo = o (a—al),

de donde es claro que X, y X, son los operadores de cuadratura. Con esto queda demostrado que los estados
coherentes son paquetes de minima dispersién en el caso particular cuando las cuadraturas del campo tienen
la misma dispersion.

Los operadores de cuadratura permiten hacer una representacion temporal del campo coherente. En
la figura 4.1 se aprecia que el campo promedio es semejante a la onda plana FE,, pero con un grosor que
representa las fluctuaciones del vacio.

4.2 Representacion de numero del estado coherente

Como los estados de nimero {|n)}, forman una base ortonormal del espacio de Hilbert, se puede expresar
al estado coherente en términos de esta base, es decir [10] (sec. 3.1)

=> Culn). (4.31)
n=0
Para determinar el valor de C,, se puede hacer lo siguiente,
(o) oo o0
= Z Covnln —1) = Z aCp |n) = Z aCp_1|n—1). (4.32)
n=0 n=0 n=1

Luego,
2 n
= Cy= e Oy = = (. (4.33)

vn C Vnn—1) Vnl

Cp, =

Por lo tanto -
an
a)=Coy —0). (4.34)
n=0 \/7?

Normalizando el estado |a) se puede conocer el valor de Cyp,

ele) =16 3= T g o) = 1o Z"“' — (Col exp (jof?) =1 (4.35)



4.3. EL VACIO DESPLAZADO 31

es decir, Cy = exp (7% |a\2). Finalmente el estado coherente se puede escribir como [10] (sec. 3.1)

la) = exp (-i |a|2) > \% n). (4.36)

El estado coherente mismo es una base del espacio de Hilbert, pues satisface la relacién de completez [10]
(sec. 3.5)
/ |a) a| — =1 (4.37)

La demostracion es sencilla

ama*n *n
/|a) (o] d*a = /exp (— |a|2> Z Wi Im) (n| d*a m) (n| /exp |a| d*a.
7 (4.38)

Sea a = rexp (i0), entonces

/|a a|d2af

2m
(n| / / exp ( ™ exp (i(m — n)6) rdrdf

e Z'" n|/ ) 2ty ZWPWH):WZIN}W:?B

donde se ha usado que fo "exp (i(m —n)f) = 276 .
Por lo tanto, cualquier vector del espacio de Hilbert de un modo del campo cuantizado puede escribirse
como

(4.39)

0 = [ 210 (alv) (4.40)

No obstante la base no es ortogonal. Sean |a), |3) dos estados coherentes, entonces

1 _ - *MM n
(Blo) =exp (-2 _|a|2 + |5|2_> > o miL' (m|n)
—oxp (g [l +1817] ) 155
: YV (4.41)
=exp <; :|oz|2 + |ﬂ|2: — 2,8*oz>

—oxp (5 (08" ~a'8) ) exp (518 - o).

[(Bla)? = exp (= 18— af*) # 0. (4.42)

Con la teorfa desarrollada hasta el momento es posible demostrar que el estado |n) se distribuye de
manera Poissoniana en el estado |a). Sin embargo, antes de obtener ese resultado se analizard otra definicién,
equivalente a las dos anteriores, de los estados coherentes, que permitira entender qué significa que los fotones
estén distribuidos de manera Poissoniana en un haz coherente.

entonces [10] (sec. 3.5)

4.3 El vacio desplazado

Los estado coherentes también pueden definirse como el resultado de aplicar el operador ﬁ(a), definido
abajo, al estado de vacio cudntico [10] (sec. 3.2),

D(a) = exp (aa’ — a*a). (4.43)
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Usando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorft el operador ﬁ(a) se puede escribir de la forma [10] (sec.
3.2)

D(a) = exp (—; |a|2> exp (adT) exp (—a*a), (4.44)

entonces

D(a)|0)

I
@
Ed
o

> a3 S

o
|2> 761“ (4.45)
)T

B

Il

©)

o]

o]
/—\/—\

V)

l\DM—l [\J\H [\.’)\»—~
L

Intercambiando el orden de los operadores en la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff se obtiene la
siguiente representacion del operador D,

Dla) = exp (; a|2> exp (—a* ) exp (ad') (4.46)
entonces
D) 0) = exp (5 lal*) > o) > St o
— exp <; |a2> ; (_:;)mam znj %m@
~exp <; |a2> ;L %am In) (4.47)
e (51af) X X SO D m - m)

I
a
]
ko)
VRS
ol
o
)
N—
M -
S le
\_/\_ZM\/
~
Slo
e

esto no parece un estado coherente. Sin embargo, D(«)|0) es un eigenestado del operador de aniquilacién,

ZZ 3/2 - —l—azz 3/2 In' —m) =aD(a)]0).  (4.48)

m<n n m<n’/ n’/

Por lo tanto, D(q) , definido en (4.43), genera un estado coherente sin importar su ordenamiento.
El operador D(«) es unitario. Si se calcula el adjunto de este operador usando la primer representacién
se obtiene

Di(a) = (exp <_; |a2> exp (") exp (-M@))T
—exp (—; |a|2> (exp (—a*a))! (exp (aa"))' (4.49)

1
=exp <—2 |a|2> exp (—a&T) exp (a*a),
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donde se ha usado que

(exp (Oz&T))Jr = Z <n!&h‘> = Z " a" =exp (a*a), (4.50)

n n

como si T se aplicara al exponente; lo mismo vale para (exp (fa*d))T. Entonces

. . 1 1
D (a)D(a) = exp <—2 |a2) exp (2 |a|2> exp (—aa') exp (a*a) exp (—a*a) exp (ad') = 1, (4.51)
donde se ha usado dos veces la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff. De manera anédloga se cumple que
D(a)DT(a) =1, (4.52)

por lo tanto D(a) es unitario.

Al operador ]5(04) se le llama operador de desplazamiento porque transforma a los operadores de creacién
y aniquilacién en los mismos operadores desplazados. Si se escribe

1

D(a) = exp (a&T) exp (—2 la)? — a*(z) = exp (adT) Fo(a), (4.53)
entonces

o . a

aD(a) = aexp (ad (a) Z P a’"Fy(a (4.54)
tomando en cuenta que [d, &T”] =nat=1Y + 414 se tiene
P " [ i . .
aD(a) = Z T [naT( Dy at a} Fy(a)

= 30 & [nat I Fo(a) + " Fo(a)al

o . am o (4.55)
n’ ’ n ’
= aD(a) 4+ D(e)a
= D(a)[a+q]
Por lo tanto
DY a)aD(a) = a+ a. (4.56)
De manera analoga se demuestra que
D Ya)a'D(a) = al + o, (4.57)

es decir, el operador ﬁ(a) desplaza la cantidad « a los operadores de creacién y aniquilacién.
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4.3.1 Campo desplazado

Es importante conocer cémo transforma el operador de desplazamiento al operador de campo eléctrico,

DY (a)E(Z,t)D(a) m‘@ {D‘l(a)dD(a) exp (
:i\/g [dexp (’L(E T — wt)) —alexp (—Z(E T — Wt))}
+ i\/g [aexp (z(l;: T — wt)) —a’exp (—Z(E T — Wt))}

=E(Z,1) + E (1),

i(k- & — wt)) — D Ya)a'D(a) exp (—z(/g ST — wt))}

(4.58)

donde

Eo(Z,t) =4/ ZZJJV {oz exp (’L(E ST — wt)) —a’exp (fz(lz ST — wt))} , (4.59)

es la onda electromagnética clasica, un modo soluciéon de las ecuaciones de Maxwell, de energia Awaa™,
que habfamos identificado anteriormente y que era el campo promedio, sobre el estado |a), del operador de
campo eléctrico. El operador de desplazamiento bien podria llamarse operador de creacion clasico, porque
“crea” fotones como una ondas planas de energia fuw.

Ahora queda claro por qué el estado coherente promedia a una onda plana, pues el operador de desplaza-
miento ha sumado una onda plana al operador de campo eléctrico. Al promediar sobre el vacio, el operador
de campo se anula y nos quedamos con la onda E,. Incluso queda muy claro por qué el estado coherente
tiene las fluctuaciones del vacio; porque el campo E, es una constante y el operador de campo promedia a
cero.

(a| E|a) = (0| E + E, |0) = E,. (4.60)
(a| E? |o) = (0| E* + 2F + E2|0) = (0| E*|0) + E2, (4.61)
luego,
O\ 2 R 2 “ ~
(ol (AE)  |a) = (0] (A(E + Eo)) " [0) = (0] B2 |0) + E2 — E2 = (0] £2 o), (4.62)

donde E es el operador de campo eléctrico. En conclusién el operador de desplazamiento superpone una
onda plana al vacio cudntico.

Esta es una propiedad muy importante del operador de desplazamiento, porque a través de la onda
electromagnética cldsica podemos obtener informacion de lo que esta sucediendo fisicamente en el laboratorio.
En este caso, podemos decir que sélo se ha agregado una onda plana, y el sistema en si no ha sido alterado.

Se demostrard cémo se transforma a™ bajo D(a). Primero, a partir de D~ («)aD(a) = a + a, se sigue
que

aD(a) = D(a)a + aD(a)
& a?D(a) = aD(a)a 4 aaD(c)
& DY (@)a®D(a) = D} (a)aD(a)i + D~ (@)aD(a) (4.63)
=(@+a)a+ala+a
=a’+2aa+a®=(a+a)’.
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Haciendo lo mismo se puede ver que D~ ()

35
a3D(a) = (a+a)?. Sise supone que D~(a)a"D(a) = (a4 a)"
Entonces
&nD(a) _ Z (Z) ~n—k k
k=0
n n .
& a"D(a) =) (k> a*aD(a)a" "
k=0
& DM a)a" ' D(a) =) (Z) oD (a)aD(a)a" " (4.64)
k=0
_ — (n kantl—k — (n k+1,n—k
—Z(k>aa +Z(k>a a
k=0 k=0
n n—1
_ (T an+1 n ks n+1—k n k+1 n—k n n+1
—(0>a +Z<k)aa +Z(k>oz a —|—<n>a .
k=1 k=0
Recorriendo todos los indices del tercer término del lado derecho, es decir,
n—1 n n n
E+1sn—Fk _ kantl—Fk
Z(k>a a —Z(k_1>a a , (4.65)
k=0 k=1
y usando la identidad
n+1\ n n
("5 =20+ () (0
se obtiene que
R R n+1 +1
D™ (a)a" ' D(a) =) (" . ) a"t Rk = (a4 a)" . (4.67)
k=0
Por lo tanto

D Ya)a"D(a) = (a+a)", VneN. (4.68)
Tomando el adjunto de toda la igualdad se sigue una identidad semejante para el operador de creacién,
DY @)a™D(a) = (' +a*)", VneN. (4.69)
Siguiendo la misma idea es sencillo demostrar que
D Y a)at"amD(a) = (at + )" (@ +a)™

. ” n (4.70)
D Ha)a™a' " D(a) = (a+a)™ (a' + a*)
El objetivo de obtener las férmulas anteriores es para destacar la importancia de aplicar el operador

de desplazamiento una vez que el campo ha sido transformado bajo otra transformacién. Por ejemplo,
considérese el caso en que F' es un operador que transforma a los operadores de creacién y aniquilacion de
la siguiente manera

Flak = natram @)
Pl B = Matha! '
Al escribir el operador de campo eléctrico de la siguiente forma,
E = FEa+ E*af,

(4.72)
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y aplicar el operador de desplazamiento al campo se obtiene

D Y (a)ED(a) = E + Ea + E*a*, (4.73)

donde E, = Ea + E*a* es la onda plana identificada anteriormente, ec. (4.2). Por otra parte, bajo F el
campo se transforma en

FYEF = ) Eatra™ + \Eratral. (4.74)

Entender lo que sucede fisicamente con el campo es dificil; sin embargo al aplicarle el operador de desplaza-
miento se puede extraer esa informacién

(@+a)™ + B (' +a%)" (@ + )

—1m-—1 n m
_ r- J o xiatn—ism—j
AlEZ ‘ (z) j) ola™a a

=0 j=0 (475)
it s AN
+ Mo E* <z> ( > oda*ath=igl=i L N\ Ea™a™ + M E*a**al,
i=0 j=0 J
es decir, la onda plana F, se ha transformado en otra onda de amplitud diferente,
Ea+ E*a* —55 MEa™a™ + M E*atal. (4.76)

Aunque aun dificil, es factible entender lo que le sucede a una onda clasica.

4.3.2 La distribucién Poissoniana de |n) en |«a)

Los resultados de la seccién 4.2 permiten conocer la probabilidad de que el estado |n) esté contenido en el
estado |a) [10] (sec. 3.1),

_ o\ &
(n|a) = exp <—2> Z

m=0 (m')

m m

(n|m) = exp (_a|2> i Y nm = exp <_|a|2> o’ . (477)
2 3 2

o (mh)? (n)

N

Por lo tanto, la distribucién del estado |n) en |a) es [10] (sec. 3.1)

P(n) = |(n|a)|* = exp (_ |a\2) @ (4.78)

n!
Ya que 7 = (| i o) = |a|?, entonces [10] (sec. 3.1)

ﬁ’ﬂ

P(n) = 7 €XP (—m). (4.79)

Esta es la distribucién de Poisson anunciada anteriormente. En éptica cudntica el resultado se interpreta
como que en un haz coherente los fotones estan distribuidos espacialmente de manera Poissoniana. Por
ejemplo, M. Fox incluye en su libro [12] una imagen parecida a la que se muestra en figura 4.2, para hacer
una representacion de un haz coherente. En la imagen se representa un haz de cierta potencia que contiene
4 fotones (bolitas negras) distribuidos al azar sobre una distancia d del haz. Considérese un intervalo de
tiempo At tal que la luz en ese tiempo recorre una distancia d. Entonces si el haz de la figura 4.2 se hace
incidir sobre una placa fotodetectora, en el intervalo de tiempo At se detectardn 4 fotones. Haciendo lo
mismo un gran nimero de veces se puede obtener el conteo [12]

17 6) 37 17 27 27 4) 47 27 3’ 47 3) 1737 6’ 57 0747 17 1’ 6’ 27 2767 47 1’47 37 4’ 67
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| d cm |

.0

Fig. 4.2: ITmagen con las que se suele representar un haz coherente. La potencia en este caso no se especifica,
pero se da a entender que en una distancia d el haz contiene n fotones distribuidos de manera aleatoria.

que corresponde a una distribucién de Poisson de media 3.16 y desviacién estandar 1.81. Es decir, un estado
coherente de |a|?> = 3.

La pregunta que seria apropiado responder es jla estadistica poissoniana estd definida por cémo esté
distribuida la energia en el haz de luz o por el proceso de deteccién de éste? El operador de desplazamiento
puede ser 1til para responder esta pregunta. Recuérdese que el operador de campo eléctrico se transforma
bajo ﬁ(a) como él mismo mas la onda F, superpuesta. Es claro que la energia de F, no fluctia, y si se
recuerda del capitulo 2, la energia del vacio cuantico tampoco fluctia. ;Por qué fluctia entonces la energia
de la suma? Se puede transformar al operador hamiltoniano; para ello vamos a usar la férmula (4.70) con
m =n = 1, para ver como transforma ﬁ(a) al operador de niimero,

D Ya)ataD(a) = (a' +a*) (a+a) = ala + ad’ + a*a + a*a, (4.80)
entonces
R A 1
D Y (a)HD(a) = hw <&T€L +ad’ +a*a+ata+ 2) , (4.81)

de donde queda claro que el hamiltoniano ya no estd en su representacién diagonal (matematicamente por eso
presenta fluctuaciones); y tinicamente se debe a que el operador de nimero ya no estd en su representacién
diagonal. Por lo tanto las fluctuaciones de la energia, y la distribucion poissoniana, se deben a la preparacién
del sistema, es decir, al conjunto de dispositivos que sean empleados para generar el estado coherente. De
alguna manera, arreglos distintos pueden modificar las propiedades locales del vacio de distinta forma.

4.4 Distribucion del campo coherente

En esta seccién se calculara la distribucion del campo coherente, de manera semejante a como se hizo para
el caso del campo de punto cero cuantico, es decir, a través de su funcién generadora de momentos. Los
resultados obtenidos aqui serviran para compararlos con resultados que se obtienen en el capitulo 5.

Primero se escribirad el campo de la siguiente forma

<i,/2?gdv exp ((E~:Ewt9)>> a+ <i,/22"v exp ((Eﬁm@)))%ﬂ — (Ba+ ),
(4.82)

donde E =i 2?;", exp ((E T — wt — 9)) Entonces la funcién generadora de momentos esta dada por

(o] exp (BE) ) = {a] exp (5 (Ea n E*a*)) )

L (4.83)
=exp <ﬂ (Ea + E*a*) + 25202> ,
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donde se ha usado férmula de Baker-Campbell-Housdorff y el hecho que

exp (,BEd) la) = i b

(olexp (8E7a") = 3 (o] a2 = 3™ (o) P B oo = fafexp (8570

n!

n! a”|a>:ZO n!

"o a) = exp (BEa) |a)

n=0 n=0

La funcién generadora de momentos corresponde a una distribucién gaussiana desplazada; resultado obvio
si recordamos que el estado coherente es el vacio desplazado. Al igual que en el caso del vacio cuantico, el
resultado dependi6 del ordenamiento normal de los operadores. Otro ordenamiento genera otro resultado.

4.5 Correlaciones del campo

4.5.1 Correlacion de primer orden

Ahora se calculara la correlacién de primer orden, de dos puntos, del campo. Como en la seccién anterior,
los resultados aqui obtenidos servirdn para compararlos con los de capitulos posteriores.

(a| E(&1,01)E (T2, t2) |a) = —

eV (o] (Elexp (zf_(' . Xl) —alexp (—sz . )51))

X (dexp (z[? . )52) —alexp (—iff . )52)) |c)

et [20%acos (- (71 = 72) — w(ts —1a)) + oxp (i (31— 72) — il — 1))
—a? exp (Zlg (T — Ta) —iw(ty — t2)) _ o exp (—zE (1 — @) + iw(ty — t2))} 7

(4.84)

donde K - Xi =k- fz —wti.
Como los operadores no conmutan se puede calcular su simétrico,

. hew
(a] E(Za,t2) E(71,t1) |a) 3V

—a® exp (2’; (T — #a) —iw(ty — tz)) — a*?exp (72‘]2. (T1 — @2) +iw(ts — f2))} :
(4.85)

[204*0[ cos (E (T — Z2) —w(ty — t2)> + exp (721_5 (T + Z2) —iw(t; — t2)>

Noétese que (4.84) y (4.85) sélo difieren en que el término exp (ZE (% — Za) —iw(ty — tg)) de la primera
ecuacién cambia de signo (en el exponente) en la segunda, exp (—’LE (%) — Z2) +iw(ts — tg)). Cuando

se simetriza al operador, ambos términos conduciran a cos (k (T — Ta) —w(t; — tg)), de manera que la

simetrizacién del operador serd

(@] S (E(fg,tg)ﬁ(fl,t1)> o) = [(1 + 2a0*) cos (E (T — o) — w(ts — tg))
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—a?exp (ZE (T — @) —iw(ty — tz)) —a*?exp (—ZE (T — Ta) +iw(ty — t2>)} .
(4.86)
4.5.2 Correlacién de segundo orden

La correlacién de segundo orden se define como

<a| E(fi,tl)E(fl,h)E(fg,tQ)E(fg,tg) ‘Ot> .
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El célculo de esta correlacién es un poco engorroso. Mas atin, necesitamos el valor esperado de la simetrizacion
del operador, para compararlo posteriormete; lo cual vuelve mas engorroso el célculo.

La simetrizacién total del operador E(a7, t1)E (%1, t1)E (i, t2) E(Za, t2) es
1
(B\E\ByBy + BsEo By By + ByByEy By + ExB\BoEy + B\ER By By + BB\ EVEn), (487)

donde El = E(fz,tz)
Ahora bien, el valor esperado del operador E;E;E,E; es

(al (&euej) _ &Te<—i9j>) (de@ek) _ &Te(—ww) (de(wz) _ a+e<—iez)> (aeuen) _ &Te<—wn>) )

— 26005 +0k+01+0)) (3a2 + a*a3)e(i(9j+0k+0l79n)) — (22 + a*a;s)e(i(ejwraﬁen))

i (a*2a2 +data+ 2)e(i(9j+9k—01—9n)) _ (a*a3 + a2)e(i(aj—9k+el+9n)) + (a*2a2 1 3ata+ l)e(i(Gj—Ok—i-Gl—Gn))

+(@2a? + 2a*a)e(i(0j70k701+9n)) ~ (30" 4 a*3a)e(i(0_j70k79l76n)) _ arade(—i0i—0k—0:-0,))

+ (a*2a2 + 2a*a)e(—i(9j—ek—el+en)) + (a*2a2 + a*a)e(—i(ej—eﬁel—en)) . (2a*2 + a*3a)e(oj—9k+el+9n)
(4.88)

donde 0; = k- Z; — wt;. Este resultado permite obtener el valor esperado de cualquier ordenamiento de
la correlacién de segundo orden, tomando 4, j, k,I de manera apropiada. Por ejemplo {(«| F1EsEsEy |a) se
calcula sustituyendo i = 1,5 =2k =2, = 1.

Después de hacer los calculos correspondientes se obtiene,

h2w?
2 2
(a S(ETES) |a) :46(2)‘/2

[a4e(2¢(91+02)) 1 arte(—2i(01402) _ (302 + 20%a%) (e(zw) 4 €(2i92))
—(3a*? + 20*3a) (e(%‘gl) + e(_2i92)> + (a*?a? + 20 a + %) (e(Qi(el_QQ)) + e(72i(01=02)) 4 4)}
h2w?
:46(2)‘/2
_ (3a*2 n 2a*3a) (e(—Qif{")_('l) + e(—m}?.)?z)>

{a4e(2il?»()?1+)?2)) +a*4e(—2i}?»()?1+)?2)) _ (3a2 +2a*a3) (6(21‘1?.)21) +e(2ik.)22))

+(a*?a? 4 200" + %) <6<2”?'()21_)22)) te(-2E-(K-%2) | 4)} )

(4.89)

donde se ha escrito 6; = K’z . X'Z =k T — wit;.
Siguiendo la idea de Boyer [1] el objetivo de realizar estos cdlculos un poco grandes es simplemente para

compararlos con los resultados obtenidos con el campo de punto cero real. Es decir, no hay que fijarse en
cuan grande son las expresiones, sino en el hecho de que coinciden.

4.6 Coherencia de la luz

En esta seccién se presentaran las funciones de coherencia de diversos érdenes, que son importantes porque
muestran que luz puede presentar distintas estadisticas de detecciéon. Sin embargo, dado que las funciones
de coherencia implican un proceso de deteccion, los resultados encontrados presentados aqui no podran ser
comparados con los resultados encontrados en el siguiente capitulo, pues como se vera alld, no ha sido posible
reproducir ningun resultado que implique interacciéon de la radiacién con la materia.
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T1 dl
Fuente
!QD Detector
T2 do

Fig. 4.3: Experimento de Young de la doble rendija

Coherencia de primer orden clasica

La coherencia de primer orden, tanto cldsica como cuéntica, determina que tan cercana es una fuente de luz
a una fuente monocromatica. El experimento de Young de la doble rendija es muy util para definir este tipo
de coherencia. Considérese que la fuente de luz, en el experimento planteado en la figura 4.3, tiene un ancho
de banda Aw. Si la diferencia de caminos de los haces provenientes de cada una de las aberturas ry y 79 es
Ad = |d; — da|, entonces se observard interferencia en la pantalla si Ad < ¢/Aw. Se suele definir el tiempo
de coherencia At¢c, como el lapso de tiempo sobre el cual la fase de un tren de ondas emitido por la fuente
se mantiene estable. La longitud de coherencia se define como Adec = cAte. Entonces un patrén de franjas
de interferencia es observado en la pantalla si AtcAw = 1.

El campo que llega al detector al tiempo ¢ puede escribirse como la superposiciéon de los campos que
pasaron por cada una de las rendijas al tiempo t; =t —dy/cy to =t — da/c, es decir

E(f,t) = KlE(fl,h) —I—KQE(SZ"Q,tQ), (490)
donde E(Z;,t;) es el campo que pasé por la rendija r; al tiempo ¢;. Las cantidades K7 y Ks son factores
complejos que toman en cuenta el desfazamiento de las ondas.

Un detector sélo es capaz de medir el promedio de la intensidad de la luz que recibe en un lapso de
tiempo, asf la intensidad de luz que arroja un detector estd dada por [10] (sec. 5.1)

1@) = (|1B@ 1)), (4.91)

donde, en este caso, el promedio se realiza sobre un intervalo de tiempo especifico, es decir

(f(#)) = lim — [ f(t)dt. (4.92)
Empleando la ecuacién (4.90) se obtiene que [10] (sec. 5.1)
I(f) =11+ 1 +2+/I112Re (KlKQ’}/(l)(l‘l, 372)) s (493)
donde
I = K (|E@, 1))
, , (4.94)
I = |Ksf* (| E(@, ) )

son las intensidades de cada haz y

(E" (1) E(22))

7(1)(201,332) = )
JEEOR) (1B )

(4.95)
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es llamado el factor de correlacién de primer orden; se ha usado la notacién xz; = 7;,t;. Escribiendo
K; = |K;| e y v (21, 20) = [y (21, 2)| €12 se puede escribir (4.93) de la forma [10] (sec. 5.1)

I(F) =1L+ 1+ 2111, ‘7(1)(171@2)’ cos(®12 — ), (4.96)

donde ¢ = ¢1 — ¢2. Entonces existird interferencia entre los haces cuando h(l)(xl, .’1?2)‘ # 0. En general, se
pueden definir tres tipos de coherencia [10] (sec. 5.1)

‘7(1)(351,:32)’ =1, coherencia completa,
0< ’7(1)(1;1,12)’ <1, coherencia parcial, (4.97)
‘7(1)(3;1’ xz)’ =0, incoherencia completa.

Introduciendo el factor de visibilidad de Rayleigh [10] (sec. 5.1)

Iméx - Imin
_ 4,
v Iméx + Iml'n ’ ( 98)
donde

Ingx =L + 1o £2/ 11 15 ‘7(1)(3”1,552) ; (4.99)

min

se tiene que para el caso de coherencia completa, la visibilidad de las franjas, V), toma su valor méaximo y
para la incoherencia completa, la visibilidad es cero. Ademds, es claro que si en (4.95) se tiene que

(E"(21)E(22)) = (B (21)) (E(22)) , (4.100)

entonces ‘7(1)(x1,332)| = 1, se tendra coherencia completa. Este criterio de factorizacién es la guia para
definir la coherencia cudntica completa.

Coherencia cuantica de primer orden

La coherencia cuédntica de primer orden se define de manera semejante a como se hizo en el caso clasico.
En general, la teoria de la coherencia cuantica se desarrollo alrededor de 1960 en una serie de trabajos de
Glauber y otros [24, 26, 27], que surgieron a partir de experimentos llevados a cabo principalmente por
Hanbury Brawn y Twiss [22]. En el caso cudntico, donde la luz se considera formada de fotones, medir la
intensidad de un haz se entiende como una atenuacién de éste por la absorcién de sus fotones. Un dispositivo
ideal para medir la intensidad de una haz se puede considerar que consta de un dtomo, de dimensién menor
a la longitud de onda de la luz. La absorcién de un fotén genera la expulsién de un electrén por efecto
fotoeléctrico. La deteccion de dicho electrén constituye el mecanismo de deteccién del fotén absorbido.
La interaccion de un atomo con un campo cuantizado puede describirse a través del acoplamiento dipolar,
dado por el hamiltoniano [10] (sec. 5.2)
HY = 4. E, (4.101)

donde d es el operador de momento dipolar y

B(@,t) =Y 4/ %é,{ (dm,\(t) exp (u;’n : :z) —atua(t) exp (fu;’n : f)) . (4.102)
A

Ya que el tamano del a&tomo es despreciable con respecto a la longitud de onda de la luz, es posible aplicar

la aproximacion dipolar, ‘/_5 . f‘ < 1 por lo tanto el campo puede ser aproximado por

Emi)_ P [an(t) — ' A (t)] (4.103)
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Ahora bien, el operador de campo puede descomponerse en dos términos, una que contiene al operador
de aniquilacién y que describe la absorcién del campo

s hw
EM =iy 4/ ﬁéﬁdn,,\(m (4.104)
€0

y otro que describe la emisién y que contiene al operador de creacién
- - T
EC) = [E<+>} . (4.105)

Sea |i) el estado inicial del campo y |f) el estado final, después de que el detector ha absorbido un fotén.
Entonces, la probabilidad de que el campo sufra una transicién de |i) a |f) es proporcional a [10] (sec. 5.2)

1B @, 010 (1.106)

Si se suma sobre todos los posibles estados finales se obtiene que [10] (sec. 5.2)
- 2 -
S| ED@ D] = @ EO @y - EO @00, (4.107)

I

donde se ha considerado que el conjunto de estados finales es completo, pues es posible volverlo un conjunto
completo agregando estados no permitidos [10] (p. 121). El lado derecho de la ecuacién anterior es la
intensidad inicial del campo. Si los campos se encuentran polarizados en la misma direccién la intensidad
en el punto x = &, t se denota como

GV (z,z) = (i| BT () ED)(2) |i) . (4.108)
Siguiendo la idea del campo que se detecta en un experimento de Young, el campo cuantizado equivalente
a (4.90) se escribe de la forma
ES(&@t) = K1 BT (2, t1) + Ko B (25, 15). (4.109)
La intensidad que mide un fotodetector es
I(Z,t) = (| EDED i) = | K1 P GV (21, 21) + | Ko|* GD (22, 22)

4.110
+ 2Re [KTKQG(l)(.’El,xQ)} . ( )

En analogfa al caso cldsico, se define la funcién de coherencia de primer orden normalizada como [10] (sec.
5.2)

G (zy,x
gD (zq,35) = (21, 25) , (4.111)
VGO (21, 29)GD (22, 29)

que permite identificar tres tipos de coherencia, como en el caso clasico,

(W(z122)] = 1 coherencia completa,

9

0< ‘g(l)(xl’xz) <1 coherencia parcial, (4.112)

’gu)(zl,zz)

=0 incoherencia completa.

Para un modo del campo cuantizado que se propaga en la direccion k se tiene que

. o [ hw
B — Z'Kdezk'z—wt, K = m’ (4_113)

‘g(l)(xl,xg)‘ =1, (4.114)

ademds [10] (sec. 5.2)

tanto para el estado de nimero |n) como para el estado coherente |a), es decir, ambos estados tienen
coherencia total.
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Dividor de haz
D1

D2 Ret_ardador
variable

Contador de
coincidencias

Fig. 4.4: Representacién esquematica del experimento de Hanbury Brown y Twiss.

Coherencias de 6rdenes superiores

Se comenzard con el estudio de la coherencia de orden dos, que puede ser entendida con ayuda del experimento
de Hanbury Brown y Twiss, presentado en la figura 4.4.

En el experimento de Hanbury Brown y Twiss un haz de luz se divide en dos haces iguales, y son enviados
a fotodetectores, que se encuentran a la misma distancia del divisor. Un equipo se encarga de medir las
coincidencias entre las detecciones de un detector al tiempo ¢ y las detecciones del otro detector al tiempo
t+ 7. Si el tiempo de retardo, 7, es menor que el tiempo de coherencia Atc, puede ser obtenida informacién
sobre la estadistica del haz divido.

Se tiene que la razén de coincidencias en el conteo es proporcional a

Clt,t+1)= DIt +1)), (4.115)

donde I(t) son las intensidades instantédneas de cada detector al tiempo dado. Esto da lugar a definir la
funcién de coherencia clédsica de segundo orden como [10] (sec. 5.4)

)1t + 7))
’7(2)(7) = 2
(I(t))
(ET(E*(t+T)E(t+T)E()))
(E=(t)E(1))*
donde se ha considerado un campo estacionario, por lo que la funcién de correlacién sélo depende de 7. Si
los detectores estan a distancias distintas la funcién de correlacion de segundo orden se define como

(I(z1)I(x2))
<E*($1)E*(IC2) ( ) (xl))>2 (4.117)
)

(1B*@)) (1B(2)”)

Esta funcion satisface las siguientes dos propiedades

(4.116)

)

YD (1, 295 9, 1) =

1<’y

1(0) <
7@ (r) < 7(2)(0) (415)

que la distingue de la funcién de coherencia cudntica.

Hanbuty Brown y Twiss consideraron que si analizaban la luz de una fuente que consiste de un gran
numero de dtomos radiantes, la razén de conteos no deberia depender del tiempo de retardo. Sin embargo,
lo que observaron fue que la razén para 7 = 0 era el doble que la razén para retardos muy grandes. Es
decir, parecia que los fotones llegaban en pares, para tiempo muy cortos, pero independientes en tiempos de
retardo muy largos. Este efecto luego fue conocido como agrupamiento foténico (photon bunching), y estd
de acuerdo con la relacién (4.118).
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La funcién de coherencia cudntica se define de manera semejante a la funcién clasica. La probabilidad
de una transicién de absorber dos fotones es proporcional a [10] (sec. 5.4)

~ ~ 2
(f| B (29, t2) B (21, t1) |3)] . (4.119)

Después de sumar sobre todos los estados finales se obtiene
G (21, 29329, 21) = (1| B (21, t1) B (22, 12) B (20, t2) BT (21, 1) |1} . (4.120)
Asi, la funcién de coherencia de segundo orden se define como [10] (sec. 5.4)

G(2)($17 €252, wz)
GV (21, 2,)GD (21, 2,)’

que se interpreta como la probabilidad conjunta de detectar un fotén en z; al tiempo ¢; y un segundo fotén
en x5 al tiempo t5. Un campo cuantico se dice que es coherente de segundo orden si

(4.121)

9P (21, 22529, 10) =

‘9(1)(1’17332)‘ =1y ¢¥(@,2;20,21) = 1, (4.122)

lo cual implica la factorizacién G (z1, zo; z9, x2) = G (21, 2,)G W (21, 24).
Para un detector ideal, formado por un atomo, la funcién de coherencia de segundo orden se reduce a

atataa)  (a(h— 1 AR)? —
S = 18 GG (A ) (123
(afa) (7) (7)
De donde se sigue que para un estado coherente
9P (1) =1, (4.124)

que significa que la probabilidad de coincidencia retardada es independiente del tiempo, y para un tnico
estado termal de la luz

gD (r) =2, (4.125)
que significa una alta probabilidad de detectar coincidencia de fotones. En general, la funcién de coherencia
cuantica de segundo orden puede satisfacer una de las tres propiedades

g (1) < ¢?(0) agrupamiento foténico
g?(r) =1 coherencia (4.126)
g2 (0) < ¢P(r) anti-agrupamiento foténico
que conducen a estadisticas fotonicas diferentes. En el primer caso, como se ha visto, los fotones tienden a
llegar agrupados en pares. En el segundo caso, la llegada de los fotones es aleatoria y en el ultimo caso los
fotones se encuentran espaciados temporalmente, es decir, la probabilidad de obtener una coincidencia de

fotones es menor que para el estado coherente.
La funcién de coherencia de orden n se define como [10](sec. 5.4)

e e e (1127)
donde
G (21, ... T Ty 21) = <E(_)(x1) B (@) ED (). .. E(+)($1)>. (4.128)
De manera semejante a los ordenes inferiores, se dice que un estado es coherente de orden n si
’g(”)(acl,...,xn;mn,...,xl) =1 (4.129)
Lo cual se satisface si es posible hacer la factorizacién
G (1, .. n; .. x1) = GY(y,21) ... GV (2, 2); (4.130)

una condicién que satisface el estado coherente para cualquier n.



Capitulo 5

Superposiciones del cpc con otras
ondas

En el capitulo 4 se ha visto que el estado coherente se puede definir como un desplazamiento del vacio, es
decir, la accién del operador de desplazamiento sobre |0). También se vio que el operador de campo eléctrico
se transforma bajo ﬁ(a) como él mismo mas una onda plana clasica. En general, los resultados del capitulo
4 llevan a la conclusion de que el estado coherente surge cuando se superpone una onda plana al vacio. En
este capitulo se realizarad esta superposiciéon al campo de punto cero real, presentado en el capitulo 3, para

demostrar que este sistema en promedio se comporta como el estado coherente.

5.1 Vacio desplazado y estado de minima dispersion

Considérese un modo del campo real de punto cero de frecuencia w y polarizacién éy,

Eo(Z,t) =1 4?:?/@\ (aexp (2(E ST - wt)) —a"exp (—’L(E ST - wt))) ,

donde a y a* son las variables estocdsticas definidas en (3.11). En particular hay que recordar que
(aa*) =1, (aa) = (a*a™) =0.

Se desea superponerle a este modo del campo la onda

E,(Z,t) = i/ %é,\ (oz exp (z(/;: T — wt)) —a”exp (—Z(E T — wt))) .

Entonces la onda suma es,

E=Ey+ E, =iy %éA {(a +v2a) exp (Z(Ef— wt)) — (a* 4+ V2a*) exp (—i(E~f— wt))} .

Este campo es un campo fluctuante, por la accién del cpc; el campo promedio es

<E0—|—E> E, = \/2?‘/ (aexp((E ))—a*exp(—i(l_f’d"—wt))),

= 2]al

sen (wt—k-Z—0),

45

(5.2)

(5.4)
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donde se ha escrito o = |a]exp (if). El resultado es claro porque, como se vio en el capitulo 3, el campo
de punto cero promedia a cero. Luego, si se le suma una constante (F,), promediard a esa constante.
Estadisticamente el resultado se debe a que {a + ) = a; lo mismo para su compleja conjugada.

Ahora se calculard la dispersion del campo; para empezar

(8.E)= *Efv (a2 exp (2i(k -7~ wt)) + a2 exp (<2i(F - & — wt)) — 200" ~ 1) 56)

Por lo tanto

(AE)? = (5.7)

2€0V

que es igual a la dispersion del vacio, es decir, es un estado de minima dispersién. El resultado es claro, al
modo del cpc sélo se le ha sumado una constante, de manera que sélo contribuyen las fluctuaciones del cpc.

5.2 Cuadraturas del campo

Es posible escribir el campo E en términos de sus cuadraturas,

\/»V a + \[oz (cos( & —wt) +isen(k - T — wt)) - c.c.}

= th [a+a +\[(a+a))sen(wt—/z-f)—i(a—a*+\/§(a—a*))cos(wt—lg~f)}
. . (5.8)
_, /4767;,;‘/ a+a* +\f2(a+a )Sen(wt_];.f)_a—a -1-2\\/[;@—04 )cos(wt—/;f)}
= 4Z)UV Xysen(wt — k- &) — chos(wt—g-f)>,
donde
X1:2\[(a+a +\f(a+a)> .
X2:2\f@ <a—a —l—\f(a—oz))

son las cuadraturas del campo, cuyas dispersiones son

1 1
—{(a+a" +V2a+0a")) = =(a+a),
2\/5< ) 2 (5.10)

(X1)? = é <a2 + 2aa* + a4+ 2v2(a + a*)(a + a*) + 2(a+a*)2> = i 1+ (a+a%)?],

(X1) =

entonces

(AX,)? = i. (5.11)
Asimismo
1 *
(Xo) = %ﬂ ), o)
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—t

A

Fig. 5.1: Representaccion del campo E , suma de un modo del cpc mas una onda plana. Esté representacion
es tipica del estado coherente cudntico, como vimos en el capitulo 4.

de manera que

(AX5)? = i. (5.13)
Luego
1
16
que muestra que el sistema es un estado de minima dispersién (cosa que ya se sabia). Los operadores de

cuadratura permiten hacer una representacién grafica de la evolucion temporal de E idéntica a la presentada
para el estado coherente, ya que ambas cuadraturas se comportan de manera semejante (ver fig. 5.1).

(AX1)? (AX,)? = (5.14)

5.3 Distribucion del campo

Si se reescribe el cpc y el campo E,, de la siguiente manera

1 o . hw
By = —e (E E) E—i
0 \/56)\ a—+ a A %oV

E, = é, <E’a + E*a*) ,

exp (z(l_c' ST - wt)) (5.15)

entonces, la funcién generadora de momentos de la distribucién del campo resulta ser

(exp (B (Ea + Eo))) = exp (BEy) <exp (\% (Ea + Ea>>> . (5.16)

En el capitulo 3, ec. (3.55), se calculé que el campo de punto cero tiene distribucién gaussiana
(e 0) ) =ow (57)
exp| — | Fa+ E*a*) =ex . 5.17
< p ( 7 P (5.17)

(exp (BE)) = exp (5 (Ea + Ea) + 52“;> , (5.18)

Luego

es decir, el campo FE tiene una distribucién gaussiana desplazada,

p=0 — pu=Ea+E*a*,
L2 5.19
2_‘E) _ hw. ( )
260V

El resultado coincide con la funcién generadora de momentos del estado coherente cudntico, ec. (4.83). Es
decir, ambos campos se distribuyen de la misma forma y presentan la misma estadistica.
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5.4 Correlaciones del campo

La correlacién del campo en dos puntos estda dada por

<E(fl,t1) . E(fg,t2)> = —4}::‘/ <[(a1 +v2a) exp (ZE T iwlt) — (a] + \/§a*) exp (—ZE -2+ iwtl)}
X [(ag +v2a) exp (ZE Ty — int) — (ab +v2a*) exp (—ZE a5+ iwt2>}>
= 22:}‘/ {(1 + 2aa™) cos <l; (T — Z2) —w(ts — tg))

—a” exp (ZE (T1 — T2) —iw(ty — t2)) —aZexp (—ZE (T1 — @2) +iw(ty — t2)>}
(5.20)

El resultado coincide con la correlaciéon de primer orden cudntica, del operador S (E(i"l,tl)E(f27t2)>7 es

decir, la simetrizacién total del operador de correlacién (ver ec. (4.86)).

5.5 Correlacion de segundo orden

Siguiendo la misma idea, se calculd la correlacion de segundo orden del campo

(exp (2) (Z1,t1) exp (2) (T2, t2))
h2w? L . L .
= 122 [o/l exp (QiK. (X1 + Xg)) +a*exp (—2iK~ (X, + XQ))

— (302 + 2a3a) (exp (2@1? : X’l) + exp (2@1? : X'z)) (5.21)

— (3a™ 4 20"3a) (exp <—2i[§" . Xl) + exp (—2@'[? . )?2))
1 — — — — — —
+(5 + 200" +a*%?) (eXp (2@}( (K- X2)> +exp (fQiK (X - XQ)) n 4)] ,

el resultado también coincide con la simetrizacién del operador de correlacién de segundo orden, ec. (4.89).
Es notable la facilidad con la que se puede hacer el calculo usando el cpc real; que contrasta con lo laborioso
de obtener el resultado cudntico. Esta observacién ya habia sido notada por Boyer [1] para el caso del vacio.

5.6 La energia del campo

Finalmente se calculara la energia del campo electromagnético identificado con el estado coherente. Segin
la ecuacién (2.17), la energia del campo es

H= % (w?q* +p?). (5.22)

Como se ha visto en (5.9), las cuadraturas del campo suma de Ey + E,, son iguales a la suma de cada una
de sus cuadraturas, entonces en la ecuacién (5.22)

q=9q0+ qa

(5.23)
P = Do + Pa,

donde las variables go y po son las variables canénicas del campo de punto cero (que son proporcionales a
las cuadraturas X; del campo) y g, po son las variables canénicas del campo E,. Entonces

1 1
H=g (W* +p?) = 5 (w2 + 2w qoqa + w?q2 + P§ + 2P0Pa + P2) = Eo + Ea + W G0Ga + PoPa,  (5.24)
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donde & = %hw es la energia del campo de punto cero y £, = hwaa™ es la energia del campo E,. Luego

(HYy=E&+ €& :hw<ozo¢*+;) , (5.25)
que es igual a la energia del estado coherente cudntico, ec. (4.5).
La energia al cuadrado es
H? = (& + Ea)? +2(E0 + &a) (w9040 + Popa) + wiada? + 2w qogapopa + Pap? (5.26)
su valor esperado es
<H2> = (& + Sa)z + 260E, = h2w? (a2o¢*2 + 200 + le) (5.27)

que es exactamente el mismo valor encontrado para el estado coherente cuéntico, ec. (4.6). De manera que
la dispersion de la energia es

<(AH)2> = (H?) - (H)? = Fw?aa”, (5.28)
que es igual a la dispersién de la energia del estado coherente cuédntico, ec. (4.7). Sin embargo, no es posible
recuperar toda la estadistica de la energia, pues, por ejemplo, para la tercera potencia de la energia se tiene

que
(H?) = (€0 + Ea)” + 6600 (E0 + €a) (5.29)

donde se ha usado, como en los casos anteriores, el hecho que gy y pg tienen distribucién gaussiana, como se
vio en el capitulo 3. Mientras que en el caso cudntico

(a] H?|a) = (o + Ea)® + 6E0Ea (Eo0 + Ea) + 4E2E.,. (5.30)

Esto quiere decir que no es posible con la descripcién empleada hasta aqui obtener la distribucién poissoniana
del campo coherente que se detecta. Esto se debe a que dicha descripcién hace referencia a un campo libre,
mientras que el campo detectado es un campo que interactia con la materia. También hay otra forma de
interpretar esta discrepancia, que a la vez nos ayudara a relacionar la simetrizacién de un operador con los
campos libres.

5.7 Simetria de los operadores

Hasta el momento se ha obtenido que
(E") = (o] E" |a)

(EvEs) = (a] S (B2 ) o),
o (5.31)
(E2E3) = (o] S (E2E3) la).,

(H") # (a| H" |a),
donde E; = E(x;,t;) v S(e) representa la simetrizacién del operador entre paréntesis.

. Qué papel juega la simetrizacion en estos resultados? Primero nétese que la simetrizacién de las poten-
cias del operador de campo, con respecto a si mismo, es el mismo operador, es decir,

S(E™) = E™; (5.32)

asimismo, la simetrizacién del operador de correlacién con respecto a si mismo es % (E1 FEy + EgEl), como se
habia visto anteriormente. En general, si se tiene m operadores, cada uno elevado a la potencia n;, entonces
la simetrizacion del producto de los m operadores es
(ny+n2+-+nm)!
nilng! -+ nyy,!

x (suma de las permutaciones sin repeticién del operador producto) . (5.33)
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o 2
Asf se obtuvo, por ejemplo, la simetrizacién del operador EZE5", ec. (4.87),

1
5 (E1E1\EyEy + EsEsEVEy + E\EsE\Ey + EsE1EoFy + E1EsEsEy + EoFEV\EVEs).

Entonces, la simetrizacion de las potencias del operador de energia, H™ es igual a si mismo, como en
el caso del operador de campo, ec. (5.32), pero ya se vio que (H™) # (0] H™ |0) = (0| S(H™)|0) ¢Por qué
entonces la simetrizacién funciona con un operador pero no con otro? La respuesta es que en realidad no se
esta simetrizando con respecto al mismo operador, sino con respecto a las variables candnicas del campo, p
y q. Escribase al operador de campo en la forma

E = E§+ Ep, (5.34)

que es semejante a cuando escribimos al operador en términos de sus cuadraturas (recuérdese que también
Py ¢ son cuadraturas del campo, proporcionales a X, y X,. La barra sobre FE, E, no representa ningin
promedio, sélo es un simbolo). Es claro que E es simétrico respecto a ¢ y p. Asi mismo,

exp (2) = B> + B"p* + EE* (p + 4p) , (5.35)
es simétrico respecto a ¢ y p. También se tiene que
E% = B*¢® + E*p* + E*E* (¢°p + 4pq + pa°) + EE*? (§p* + pap + p°4) , (5.36)
EY =E'q* + E*'p* + EE™ (40" + pap” + p°dp +0°4) + E°E* (p3° + ¢°p + 4°pd + 4pq°)
+ E2E*? (§°% + qpap + 4p°q + pa*p + papg + p°¢%) ,
de donde se puede ver que las potencias del operador de campo eléctrico aparecen simetrizadas con respecto
a Py g, pues siempre que aparece, por ejemplo, el operador §>p2, aparecen todas las posibles permutaciones

sin repeticion de los operadores G4pp.
Para el caso del operador de correlacién, se tiene que

(5.37)

E\Ey = E\Esd1Go + E\E3q1p2 + Ef Exprdo + E{ E3p1pa, (5.38)
no es simétrico respecto a los operadores p1, p2, q1, g2, pero la simetrizacion si lo es
EyEy+ By By = E1Es (G162 + G2G1) + E1 B3 (G1p2 + Podr) + Ef Ba (rde + Gapr)+ ETE3 (p1p2 + p2pr) - (5.39)
Sin embargo, H ™. que ya estd simetrizado con respecto a si mismo, no aparece simetrizado con respecto a p
y 4. Por ejemplo, para n = 2,

o 1 . 2
H? = 1 (W'q" + 5" + 0@ + w*p*3%) | (5.40)

el operador no es simétrico respecto a p y § porque aparecen los términos ¢2p% y p2¢% pero no aparecen
4pap, papg, Go24, pG2p. En realidad no existe una forma clara de simetrizar este operador con respecto a
Gy p. Sise le agregan los términos necesarios para simetrizarlo, el resultado no coincide con la energia
del campo clédsico propuesto arriba. ;Qué sucede? Primero, el campo cldsico que se propuso al inicio del
capitulo, es un campo libre. Si los momentos del operador de campo son idénticos a los momentos del campo
clasico, entonces el campo cudntico se comporta como un campo libre. Arreglando de manera conveniente
el sistema, se podrian medir las correlaciones del campo cuantico libre — que corresponderia a considerar
el operador de correlacion totalmente simetrizado — pero, el hecho que el operador de energia no aparezca
simetrizado, hace pensar que no es posible medir la energia del campo sin que éste siga comportandose como
un campo libre; a la vez nos lleva a sugerir que todo operador que sea simétrico con respecto a ¢ y p describe
propiedades de un campo libre.

Si se deseara encontrar la estadistica poissoniana de la luz posiblemente se necesite modificar la estadistica
normal del campo de punto cero. Esto se puede interpretar como que el equipo de medicién ha modificado
localmente la estadistica del campo por su interaccién con él.



Capitulo 6

El estado comprimido

Se ha estudiado a los estados coherentes como aquellos estados del campo electromagnético cuyas cuadraturas
minimizan la relacién de Heisenberg y a la vez sus dispersiones son iguales. Sin embargo, para satisfacer la
igualdad de la relaciéon de Heisenberg no es necesario que las dispersiones de ambas cuadraturas sean iguales.
A los estados que satisfacen

1 1 1
<(AX1)2> <7 <(AX2)2> > (o viceversa) y <(AX1)2> <(AX2)2> =10 (6.1)
se les llama estados comprimidos.
La estructura de este capitulo sigue a [10], capitulo 7. En particular las secciones 6.4 y 6.5 son muy
cercanas al desarrollo presentado en el capitulo 7 de la referencia citada.

6.1 Operador de compresiéon

Una forma de generar estados comprimidos es a partir de la aplicacién del operador de compresion definido
como [10] (sec. 7.1)

S(¢) = exp (; (¢ra® — 551*2)) : (6.2)

donde £ € C. Si se escribe £ = rexp (i) entonces r es llamado pardmetro de compresion (0 < r < o).
Noétese que se tiene una compresion (r # 0) y una rotacién (6 # 0) simultdneamente.
Sea |¢) un ket arbitrario, entonces un estado comprimido se define como [10] (sec. 7.1)

) g =S(E) ). (6.3)

Si 1) = |0) entonces se tiene al vacio comprimido y se suele denotar como |&).

El primer objetivo de este capitulo serd determinar como transforma S (&) al operador de campo eléctrico.
Para ello se necesita saber como transforma a los operadores de creacion y aniquilacion. Para llegar a este
resultado se puede usar el lema de Baker-Hausdorff que dice

exp (XiA) Bexp (=ird) = Bix [4,B] + “’;)2 (A [4.8]) .+ [4,[4.[4, 14 B]]. ]+...
n veces (6.4)

Sea A = % (f*d2 — §dT2), B=al y A =i, entonces el lema de Baker-Hausdorff implica que
Se)tatse) =at - [A, fﬁ] + % [A, [A, aTH + (6.5)
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Ahora bien,
4.af] = [; (¢a® — &at?) ,aT} — ¢,
[4.a] = [; (¢a2 - cal?) ,a} = &,
luego
A [ -] -
A ]| - ] -
[ ] - [ ] -
. o . [ - [ e
entonces

N N 1 1 1
Se)tatse) =at —era+ gg*gzﬁ T *2¢0 + 55*25% + ...
Escribiendo £ = rexp (i6) se tiene que [10] (sec. 7.1)

SNt At G . r? ot . _ r3 s
S©)tatS(e) =al (1—1—2!—&—4!4—...) — aexp (—ib) (7“4—3!—&—5!4—...)
= af coshr — aexp (—if) senhr.

La ecuacién adjunta es . R
S(&)tasS(€) = acoshr — af exp (i0) senhr.

Estas ecuaciones seran de utilidad posteriormente.

6.2 Transformacion del operador de campo eléctrico

Ahora es muy fécil saber como se trasforma el operador de campo eléctrico bajo S &),

S(ETES(E) =iy 2?:‘/ [(d coshr — a' exp (i6) senhr) exp (z (E ST — wt))

- (dJr coshr — aexp (—if) senhr) exp (fi (E T — wt))} .

Este campo transformado también se puede escribir de la forma
. hw - o
Es=2 [Xlsen(wt — k%) — Xycos(wt — k - x)} ,
260V

. 1
X = 3 (acoshr — ' exp (if) senhr + af coshr — aexp (—if) senhr),

donde

. 1
Xo = 5 (acoshr — ' exp (i0) senhr — a' coshr + dexp (—if) senhr) ,
i

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)
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son las cuadraturas del campo comprimido. Es claro que
(0] X110y = (0] &4 |0) = 0. (6.14)

Ahora bien,

./'912 = i [d2 cosh? r — aa' exp (i0) cosh rsenhr 4 aaf cosh? r — a2 cosh rsinh r
— a'aexp (i0) cosh rsenhr 4 a2 exp (2i0) senh?r — a2 exp (i) senhr cosh r 4 a'asenh?r
+ a'acosh? r — a2 exp (i) senhr coshr 4 a2 cosh? r — a'a exp (—if) cosh rsenhr
—a? exp (—i6) cosh rsenhr + aa'senh?r — aal exp (—if) cosh rsenhr + a2 exp (—2i6) senh’r] ,

(6.15)

escribir explicitamente los operadores incluso cuando éstos son muy largos se ha hecho a propédsito, para
poder comparar la versatilidad de los cédlculos entre el enfoque basado en el campo de punto cero real y el
de la teoria cuantica.

Luego
(0] (A?&l)2 0) = (0] X2 |0) = i (cosh2 7+ senh®r — exp (i) cosh rsenhr — exp (—i6) cosh rsenhr) 6.15)
= i (Cosh2 r + senh?r — 2senhr cosh r cos 0) . .
De manera analoga se obtiene que
(0] (A-XAQ)2 [0y = i (cosh2 7+ senh®r + 2senhr coshr cos6) . (6.17)
Sife (0,7/2)U(37/2,2m) entonces
ol (a2)"[0) < (0] (a:) " [0).
pero si 6 € (7/2,37/2) entonces la desigualdad se invierte. Para cualquier 6 € (0, 27)
(0] (A)?l)z |0) (0| (A?E'g)2 |0) = 1—16 [1+ (senh®r + senh®r) (3 +sen®)] , (6.18)

que es una funcién positiva, con minimo igual a 1 en 7 = 0. Esto puede hacer creer que el operador de
compresién no siempre crea un estado comprimido, pues la igualdad de la relacién de Heisenberg sélo se
cumple para r = 0, pero esto es s6lo aparente. Si se definen las rotaciones de las cuadraturas,

i\ [ cos? senf) (X
(YQ) N (—seng cosé X, (6.19)

(0] (A7) 0) = (0 92 10) = 7 (exp (~2r)),

entonces para cualquier 6 € (0, 27),

A\ 2 . 1 (620)
(0] (A%2)"10) = (0] ¥(0) = 7 (exp (2r))
luego, , ) .
(0| (Aiq) 10) (0| (Af@) 0) = . (6.21)

el estado transformado satisface la igualdad de la relaciéon de Heisenberg.
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6.2.1 Cuadraturas no rotadas

A continuacién se analizard el caso 8 = 0, pues una fase diferente simplemente implica una rotacién de los
ejes. En esos casos

N A A 1
Xl = exp (—T‘) Xl, X1 = — ]

2 (6.22)
Xo = exp (r) Xo; X2:—,(d—cﬂ),

de donde es claro que

(0] (88:)"J0) = § (exp (~20)
A\ 2 1
(0] (2%)"10) = 7 (exp (2r). (6.23)
(o] (8)10) 0] (a%) 10} = .

El operador de campo eléctrico se reduce a

Es =24/ 277wv [exp (—r) Xisen(wt — k - &) — exp () Xy cos(wt — k - sE')} ) (6.24)
€0

o bien,
Eg =iy/ fiw [& (coshrexp (Z(E ST - wt)) + senhr exp <72(l§ T — wt)))
2€0V
—al (coshrexp (—Z(E ST - wt)) + senhr exp (z(E ST - wt)))} (6.25)
=Aa + Bal,
donde
. hw 7 L
A=1 T (coshrexp (z(k ST = wt)) + senhr exp (—z(k ST - wt))) ,
EOM (6.26)
B = —iy/ T (coshrexp (—z(k SE— wt)) + senhr exp (z(k ST - wt))) .
El campo promedio es cero, A
(0] Bs [0y = A(0]a|0) + B (0] ' [0) =0, (6.27)
pero fluctua A
(0] EZ |0) = (0| A%a* + ABaa' + ABa'a + B%a'? |0) = AB, (6.28)

N2
entonces 02 = (0| (AE5> |0) = AB. Las fluctuaciones del campo han cambiado. Antes (vacio no comprim-

ido) la varianza del campo era constante, fiw/2¢yV. Ahora depende tanto del tiempo como de la posicién,

o} = AB

=5y cosh? 7 + senh?r + 2senhr cosh r cos(2k - 7 — wt)} . (6.29)
€0

De hecho, para ciertos puntos x o t la dispersién del vacio comprimido es menor que la dispersion del vacio

sin comprimir. No obstante en promedio las fluctuaciones son mayores, pues el el promedio de la funcién

cos(2k - & — wt) sobre todas las x o todo ¢ es cero, de manera que

Tt

- 2€0V

[cosh2 r+ senh2r] >

(o%) > 2oy (6.30)

la igualdad se da tinicamente cuando r = 0.
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6.2.2 Distribucién del campo

La funcién generadora de momentos del campo eléctrico se puede encontrar de forma analogo a como se hizo
en la seccién 2.7 del capitulo 2.

(0] exp (BE‘S) 0) = (0] exp (Aa + Ba') |0) = exp <;BQU%) (0| exp (BBa") exp (BAa) |0)

n k
e (5%08) 0130 a3 Va0

n!
. k (6.31)
— e (3001 ) 01 E2 a0

1
_ 2 2
=exp | B0 |,
2
es decir, el campo sigue teniendo distribuciéon gaussiana, pero con la nueva varianza, dada por la ecuacion
(6.29).

6.2.3 Correlaciones del vacio comprimido

Finalmente se calculardn las correlaciones de dos puntos del campo comprimido, para comparar estos resul-
tados con los que se obtienen en el siguiente capitulo. El cdlculo es un poco largo, asi que sera resumido.
Primero se escribira el operador,

Es(fl,tl)ES(fg,tg) = — (2?;/) [(de(iK‘fl) — dTe(_ik‘fl)) coshr + (ae(_iK'Xl) — &Te(l?'fl)> senhr}

X [(deOX'XB) — dTe(_”?'XQ)) coshr + (ae(_”?‘@) — dTe(R' 42)) senhr} .

donde K - X; = k- Z; — wt;. Si se realizan los productos se vera que el operador tiene cuatro términos; todas
las combinaciones entre los dos términos de cada operador de campo. Por ejemplo, el primer término del
que se hace mencién es

(ae(ﬂ?'ﬁ) —af (_iK'Xl)) (ae(i}?'fz) — &Te(_ik'fz)) cosh? r, (6.33)

el valor esperado de este operador es

—

(0] primer término |0) = — exp (z([_(' X, - K- X_"z)) cosh? r. (6.34)

Después de calcular todos los valores esperados se obtiene

e e e e o -
(0| Es(#1,t1)Es(Z2,t2) |0) :260V {exp (Z(K X - K- Xg)) cosh? r

+exp (—z’(K X - K- Xg)) senh?r + QCOS(I?- ()?1 + Xg))senhr coshr} )
(6.35)

El valor esperado de su simétrico es

_260V

. . hw W - 4 S
(0] Eg (&, t2)Es(T1,11) |0) = [exp (—i(K X - K- X2)) cosh?r
—+exp (z([? X, - K-

)?2)) senh?r + 2cos(K - (X1 + X5))senhr coshr} .
(6.36)
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Por lo tanto, el valor esperado de la simetrizacion del operador de correlacion es

PN Fuw _ _, _, ., o S _, o o
<S(E1E2)> = SV {COS(K (X — X3)) cosh? r + cos(K - (X; — X3))senh?r + 2cos(K - (X; + X3))senhr coshr| .

(6.37)
Tomando en cuenta que
2 -2
cosh? 7 4 senh?r = exp (2r) +2exp( r)
(2) (—2r) (6.38)
senhr coshr = SXP L2 4exp " ,
la ecuacién (6.37) se puede escribir de la forma,
. Fiw L. L.
<S(E1E2)> =V [exp (2r) <COS(K (X1 — X9)) +cos(K - (X1 + Xg)))
0
+ exp (—2r) (cos(l?- (X1 — X)) — cos(K - (X1 + Xg)))}
o {e (=2r) sen(k - 71 — wty)sen(k - T — wty) (0
= X — . — . —
20V p 1 1 2 2

+exp (2r) cos(k - Ty — wty) cos(k - Ty — wtg)} )
para llegar a la tdltima expresién se han usado las identidades

cos(f1 — 62) + cos(01 + 62) = 2 cos 61 cos O,
cos(fy — 02) — cos(0; + 03) = 2senf;senbs.

Se escribié la correlacién como en (6.39) para que la comparacién con los resultados que serdn obtenidos en
7 sea directa.

6.3 Vacio desplazado y comprimido

Ahora se aplicara el operador de desplazamiento al estado comprimido para obtener el estado desplazado y
comprimido, |a,§). Para estudiar este estado, primero se transformard cada operador bajo D(a)S(§). Es
necesario notar que S(§)D(«) se transforma de manera muy diferente a los operadores. Por ejemplo,

S D(a)aD(a)5(€) = S(€)TasS(€) + aS(€)TS(€) = acoshr — al exp (i0) senhr + a, (6.40)
S(6)'D(a)atD(a)S(€) = S(6)tatS(€) + a*S5(€)T5(¢) = al coshr — aexp (—if) senhr + a*, '
mientras que
D) S(6)Tas D(a) = (a4 a)coshr — (aF + o*) exp (i0) senhr
DD(?S(ﬁz S:(E)l?( ) = (@ + a)coshr — (a' + o) exp (if) senhr, (6.41)

(@)'S(©)atS(€&)D (o) = (a' + o) coshr — (a + o*) exp (—if) senhr.

Es necesario remarcar que en la literatura el vacio analizado es |, £) = D(«) |€) = D(a)S(€)|0), es decir,
los operadores transforman bajo (6.40).

;Qué le pasa al campo bajo la transformacién D(a)S(€)? Primero hay que recordar que bajo D(«) el
operador de campo eléctrico se transforma como

Ep = E+ E,, (6.42)

donde E es el operador de campo eléctrico y E, es la onda plana vista en el capitulo anterior, ec. (5.3),

Eq =/ 2?:‘/ (a exp (Z(E ST = wt)) —a”exp (—Z(E SE - wt))) .
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Fig. 6.1: Representacion grafica de la evolucién temporal del campo desplazado y comprimido. Izquierda:
El campo inicia en la cuadratura &X);. Derecha: El campo inicia en la cuadratura Xs

_ Ahora bien, como el operador de compresién no actia sobre la onda plana E, entonces el operador bajo
D(a)S(&) se transforma como R R o
Eps = S(§)'ES(€) + Ea, (6.43)

donde el operador de campo eléctrico comprimido estd dado por la ecuacién (6.11). Fisicamente se puede
decir que el dispositivo que ‘comprime’ al vacio no alterara a la onda F,.
Por otra parte,

Esp = D(e)'S(&)TES(€)D(a) =

>

(©)TES(€) + Ea,s, (6.44)
donde

Eus= i\/g [(a coshr — a* exp (i) senhr) exp (2 (l; ST - wt)) (6.45)

— (a* coshr — avexp (—i6) senhr) exp (*i (E T — wt))] )

que no es mas que la onda F, con amplitud modificada. Es decir, el dispositivo que altera al campo de vacio
también modifica a la onda plana E,,.

Considérese de nuevo el caso § = 0 (recuérdese que otro angulo implica sélo una rotacién de los ejes).
En este caso las cuadraturas del campo Fpg son

Xps1 =X + X

. ) (6.46)
Xps2 = Ao + Xoo,
donde X, = %(a +a*)y Xo2 = %(a — a*) son las cuadraturas de la onda E,. Es claro que
(0] Xps110) = Xa,,
<0| XDSQ |0> = Xa27
(6.47)

(0| (AXD51>2 10) = (0] (A)?l)Q 0y = %exp(—Qr),
(| (AXD52>2 10) = (0] (A&)Q 0y = iexp (2r),

de donde sigue la tipica representacién de un estado comprimido, presentada en la figura 6.1, una onda
sinusoidal con grosor variable, que representa las diferentes dispersiones de las cuadraturas.
Por otra parte, las cuadraturas del campo Fgp son

Xsp1 = X + X

) oo (6.48)
XSD2 = XQ + Xa27

donde X, = W(a +a*) y Koo = %(T)(a — o*) son las cuadraturas de la onda E, comprimida. Estas
cumplen propiedades muy semejantes a las del campo Epg, (6.47), pero hay que hacer el reemplazo de Xoi
por X,;. Asimismo, es posible hacer una representacién del campo semejante a la mostrada en la figura 6.1,

pero con una amplitud modificada.
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6.4 Otra definicion del vacio comprimido

A continuacién se buscard de qué operador es eigenestado el vacio comprimido. Para ello primero se debe
obtener la transformacién S(€)aS(€)T. A partir de la ecuacién (6.10) se obtiene que

5(6)aS(€) coshr = a + S(€)atS(€)" exp (i6) senhr. (6.49)
Asimismo, de la ecuacién (6.9) se sigue que
S(€)atS(€)t coshr = af + 5(€)aS(€) exp (—if) senhr. (6.50)
Resolviendo este sistema de ecuaciones para 5(£)aS(€)T se obtiene el resultado buscado [10] (sec. 7.1),
5()aS(€)" = acoshr + al exp (i) senhr. (6.51)
Ahora bien, nétese que
S(©as©)'[e) = S(€)as(€)S(€) |0) = S(¢)alo) = (6.52)

es decir, el vacio comprimido es eigenestado del operador S(€)aS(€)! con eigenvalor cero. Esta ecuacién de
eingenvalores se suele escribir de la forma [10] (sec. 7.1)

(pa+wva') &) =0, (6.53)
donde p = coshr y v = exp (i6) senhr.
Por otra parte, ya que .
D(a)aD(a)f = a — o, (6.54)
entonces, A A . .
D(a)S(€)aS(€)'D(a)' = (a — a) coshr + (a" — a*) exp (i6) senhr, (6.55)
luego R R R . . R
D()5(£)as(§)'D(e)" | &) = D(a)S(¢)a|0) = 0, (6.56)
por lo tanto [10] (sec. 7.1)
(na+val) o, &) = v]a, &), (6.57)

es decir, el es eigenestado del operador ua + va' con eigenvalor v = a coshr + a* exp (if) senhr.
Ya que [10] (sec. 7.1),

o = (Vi +i%3) exp (i6)

al = (Yl - zf@) exp (—i6), (659
la ecuacién (6.57) se puede escribir de la forma [10] (sec. 7.1)
(Y’l +iexp (—2r)Y; ) |, &) = yexp (—if) exp (—7) |, &) . (6.59)
M4s atin, como 7y exp (—i6) exp ( < > < >exp —2r) la ecuacién se puede escribir de la forma
(fa +iexp (—2r) ?2) o, €) = (<Y1> i <Y2> eXp(—2r)) o, &) (6.60)

que es semejante a la ecuacién (4.24) obtenida en el capitulo 4, para los paquetes de minima dispersion.
Tomando A =Y; y B = Y3 (ver capitulo 4 seccién 4.1) se obtiene que [10] (sec. 7.1)

<(AY1)2> - ieXp(—QT), <(m>2)2> - iexp 2r), (6.61)

es decir se minimiza la desigualdad de Heisenberg.
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6.5 Representaciéon de niimero de los estados comprimidos

Ahora se escribird el vacfo comprimido en términos de la base {|n)},

€)= Culn). (6.62)
n=0
Para encontrar C, se puede hacer lo siguiente,

(pa +va')|€) = Z Cr (pa+val) jn) =0, (6.63)
n=0

entonces,

> Coprpvn+1ln) + Y Coyvy/nin) =0, (6.64)
n=0 n=0

14 n
Cut1 = =14 /- —Cnr. (6.65)

Notese que para n par, la formula de recurrencia determina el valor de la constante C; para ¢ impar. Mientras
que n impar determina las C; pares. Para incluir el vacio como elemento de la suma debemos considerar n

impar, es decir,
1
v (2n+1\?2
02n+2 = _; () Cap, (6.66)

por lo tanto

p\ 2m 1
N (:) {(227;)87(?1 g)3)_ Canes (6.67)

S

Para encontrar el valor de Cjy simplemente se normaliza el estado, es decir,

s > o (2m — 1)
ZO |02m|2 = |C’0|2 z:otanh2 7'((2/rn)!!) = 1, (668)

donde se ha sustituido v/u = exp (if) tanhr. Dado que

- m (2m — 1)!! 1 1
tanh? r ( = = , (6.69)
mZ:o ( ) (2m)! V1 _ tanh2y  sechr

entonces Cy = vsechr. Finalmente el vacio comprimido se puede escribir de la forma [10] (sec. 7.1)

|€) = Vsechr Z (—nH™ ;/"2772: (exp (if) tanh 7)™ [2m) , (6.70)
m=0 :



60 CAPITULO 6. EL ESTADO COMPRIMIDO

donde se ha usado que (2m)!! =2"m!y (2m — 1)l = S,l”:;', Una vez obtenido este resultado es muy sencillo

conocer la distribucién del estado |n) en |¢). Aunque hay que distinguir si n es par o impar [10] (sec. 7.1),

2m)!
= 22(Mn:rzl)2sechr tanh®™ r,

Poi1 = |(2m +1€)|* = 0.

Py = |(2ml€)[” (6.71)

Entonces cuando se comprime el vacio el estado resultante contiene inicamente fotones en un ntmero par.
Es necesario remarcar que, a semejanza del estado coherente, esta distribucién depende de la forma en que
se prepara el sistema, pues la distribucién obtenida es reminiscencia de que el operador de nimero (y la
energia) no estd en su representacién diagonal.

Por otra parte, el operador de nimero se transforma como,

S&)atas(€) = S(€)TatS(€) [acoshr — af exp (i6) senhr]

6.72
= cosh(2r)a’a — senhr cosh r (exp (i6) a2 + exp (—if) a*) + senh’r, (6.72)

de donde queda claro que el operador tiene elementos fuera de la diagonal. Entonces el hamiltoniano se
transforma como

N 1
Hg = hw (cosh(27")&fd — senhr cosh r (exp (if) a'? + exp (—if) a*) + senh®r + 2) , (6.73)
por lo tanto,
N 1
(0| Hs |0) = hw (senh27“ + 2) , (6.74)

es decir, el ‘proceso de compresién’ ha aumentado la energia de vacio. Es claro que el dispositivo que
comprime al vacio de alguna manera cede energia.
Finalmente, siguiendo un procedimiento andlogo se obtiene que [10] (sec. 7.1)

1 1
|, £) =V'sechr exp (—2 |oz\2 — —a*? exp (i) tanh 7")

2
[e.¢]
2

(3 exp (if) tanh r]

Vn!

donde H,, es el polinomio de Hermite de grado n. La distribucién del estado |n) en |, &) resulta ser [10]
(sec. 7.1)

2 1 (6.75)
Hy [ (exp (i6) senh (2r)) 2] |n),
n=0

Lsechr tanhr
Po = linfa, &) —L220t

) exp <_ |O‘|2 - % (a*2 exp (i0) + a? exp (—i@)) tanh r)

i (6.76)

X ‘Hn [’y (exp (ia)senh(zr))—%}

Nuevamente, esta expresion complicada depende del hecho que el operador de niimero no esté en una base
ortogonal, es decir, depende de como se prepare el sistema.



Capitulo 7

Amplificaciéon paramétrica de un
modo del cpc

En este capitulo se analizara lo que le sucede a un modo del campo de punto cero real cuando penetra un
medio no lineal. En particular el andlisis se centrard en medios no lineales de segundo orden, pues de este
tipo son los cristales que se usan en los laboratorios de Optica cuéntica para generar el vacio comprimido,
ademds de otra multitud de experimentos.

7.1 Ecuaciones de Maxwell en medios materiales

Cuando un campo electromagnético penetra un medio material genera efectos sobre el medio, lo que a la
vez produce campos eléctricos y magnéticos, llamados polarizacion (13) y magnetizacion (M ), que deben ser
sumados al campo entrante para hacer una descripcién completa del campo electromagnético total dentro
del material. Al campo eléctrico total se le llama desplazamiento (]_j), el campo magnético sigue llamandose

igual, pero se denota con H. Se tiene que [12] (sec. 2.1)

(7.1)

Las ecuaciones que satisfacen D, FE, B, H en conjunto son llamadas ecuaciones de Maxwell en medios
materiales o macroscépicas, y son [12] (sec. 2.1)

V-ﬁzpf, (7.2a)
V- B=0, (7.2b)
- 0B
E=_--— 2
V X 5 (7.2¢)

-~ - 9D
VxH=j+—.
Jf ot
donde ps y ff son la densidad de cargas libres y la densidad de corriente libre, respectivamente.
Las cuatro ecuaciones (7.2) no bastan para determinar todas las componentes de los cuatro campos. Es
necesario introducir ecuaciones constitutivas que consideran a los campos D y H como funciones de F y B.
La forma més simple de estas ecuaciones es una relacién lineal de la forma [12] (sec. 2.4)

(7.2d)

D= eoerﬁ; B = ,uourﬁ, (7.3)

61
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donde €, = (1+ x.) es llamada la permitividad relativa y x. es llamada susceptibilidad eléctrica. Asimismo
tr = (1 4+ xm) es llamada la permeabilidad relativa y x., la susceptibilidad magnética. En realidad lo que
se ha hecho es suponer que la polarizacion eléctrica es un campo proporcional al campo eléctrico, y que la
magnetizacion es un campo proporcional al campo magnético H ,

—

P= eoXeF; M = Xmﬁ. (7.4)

Es claro que no todos los medios cumpliran las ecuaciones anteriores. En particular a nosotros nos interesa
precisamente la solucién a (7.2) para medios no lineales.
Considérese medios cuya susceptibilidad magnética sea muy pequena, de tal forma que se pueda despreciar
la magnetizacién, y que la polarizacién sea no lineal, es decir que sea necesario escribirla en la forma [12]
(sec. 2.4),
P=exVE +exPE?+ eox® exp(3) + - - - (7.5)

Nétese que x() = y.. En general x(") es llamada la susceptibilidad eléctrica de orden n y P(") = ¢y (™ E"
es llamada la polarizacién no lineal de orden n, para n > 1. La ecuacién (7.5) es vdlida para medios no
absorbentes y no dispersivos. Para medios que no cumplen con tales requisitos la susceptibilidad eléctrica
se vuelve un tensor, de tal forma que la polarizacién a segundo orden debe escribirse en la forma [12] (sec.
2.4),
2 2
PO DY NGB B, o
ik

donde Xz(jl)g son las componentes del tensor de susceptibilidad, que han sido medidas para los medios mas
usuales en el laboratorio. Sin embargo, aqui se usard la ecuacién (7.5) para la polarizacién de segundo orden
pues es una aproximacién suficiente para el objetivo buscado, que es comparar el promedio de un modo del
campo de punto cero real que atraviesa un cristal no lineal, con el valor esperado del operador de campo
eléctrico transformado bajo el operador de compresion y promediado sobre el estado del vacio. Se vera que
ambos resultados coinciden.

Antes de continuar analizando la polarizacién de segundo orden, se procederd a describir cualitativamente
los fenémenos que genera un cristal no lineal de segundo orden. La descripcién que se derd es idéntica a la
presentada por [17] en términos de fotones. No obstante sélo interesardn descripciones (cuantitativas) cldsicas
del problema. El primer fenémeno es la generaciéon de segundo arménico o doblamiento de frecuencia (fig.
7.1 a), se basa en excitar el medio no lineal con un haz de frecuencia w para generar un haz de frecuencia 2w.
En términos cudnticos, un dtomo (sucede lo mismo con el resto) del medio absorbe un fotén de frecuencia w
que le permite pasar a un nivel virtual de energia fiw por arriba del estado base, donde absorbe otro fotén
de frecuencia w subiendo de nuevo a otro estado virtual del doble de energia. Cuando el dtomo vuelve a
su estado base emite un fotén de frecuencia 2w. El siguiente fenémeno es llamado suma de frecuencias (fig.
7.1 b), en el cual el medio es excitado por dos haces de frecuencia wy y ws, respectivamente. Un dtomo
del medio absorbe un fotén de energia wq, subiendo a un primer estado virtual, donde absorbe un fotén de
frecuencia ws que lo lleva a un segundo estado virtual. Cuando el dtomo regresa a su estado base, emite un
fotén de frecuencia wy + ws. Finalmente el fenémeno llamado diferencia de frecuencias (fig. 7.1 ¢) consiste
en excitar el medio con dos haces de frecuencia wy y ws, respectivamente. Un atomo del medio absorbe un
fotén de frecuencia wy (wy > ws), entonces se eleva a un estado virtual de energfa hw; por arriba del estado
base, de donde decae a otro nivel virtual, emitiendo a un fotén de frecuencia wy. Cuando el dtomo regresa
al estado base emite un fotén de frecuencia ws = wi — ws.

Considérese que se excita al medio con dos haces de frecuencia w; y wo, respectivamente. Escribase cada
haz como las ondas electromagnéticas,

Ei(z,t) = Eyexp (i(k1z —wit)) + Ef exp (—i(k1z2 — wit)),

Es(z,t) = Egexp (i(kez — wat)) + Ej exp (—i(kaz — woat)), (7.7)

entonces el campo con que se excita al medio es F1 + F5. Luego la polarizaciéon de segundo orden es

P(z,t) = eox® (Byexp (i(k1z — wit)) + By exp (i(kaz — wat)) + c.c.)?, (7.8)
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Generacion de segundo Suma de frecuencias
armonico

[O}] _ (]
— ®W3=0+0; 3
@ = ..
[0)) x
—=>
(/]
(b)

Fig. 7.1: Fenémenos no lineales

donde c.c. significa el complejo conjugado de la expresién antecesora. Si se desarrolla la ecuacién (7.8) se
obtiene

PP (z,t) =egx'? [E} exp (2i(k1z — wit)) + E3 exp (2i(kaz — wat)) + 2E1 Ea exp (i(ky + ka)z — (w1 + wa)t)

+2E1E; exp (Z(kl — kQ)Z — i(w1 - (JJQ)t) + C.C.] + 260)((2) [ElET + EQE%] .
(7.9)

Notese que aparecen términos con las frecuencia 2wy, 2ws, wy +ws ¥y w1 — wa, que corresponden a fendmenos
de generacion de segundo arménico (primeros dos términos), suma de frecuencias y diferencia de frecuencias.
El término constate genera un efecto llamado rectificacién 6ptica, que no es mas que un campo estatico.

Un cristal no lineal no suele generar todos los efectos descritos de manera eficiente. Bajo ciertas condi-
ciones en el laboratorio puede amplificarse el efecto que se desea. Por ejemplo, si se requiere observar
un haz de frecuencia igual a la diferencia de frecuencias de los haces entrantes, entonces el cristal se
orienta en cierta direccién respecto al haz, o bien se calienta a cierta temperatura, de tal forma que el
término exp (i(k1 — k2)z — i(w1 — w2)t) se encuentre en fase espacial con la onda generada por este efecto.
Si F3(z,t) = Ezexp (i(k3z — wet)) es la onda generada por diferencia de frecuencias y se cumple que,

ks = ky — ko, (7.10)

entonces a la salida del cristal se observard un haz de frecuencia w; — ws, pero no se observaran haces de
frecuencias 2wy, 2ws 0 wy + wo; en realidad no es que no se generen tales haces, pero son préicticamente
imperceptibles. La condicién (7.10) se llama coincidencia de fases, y suele escribirse de la forma ki = ko + k3
[12] (sec. 2.4).

De todos los fenémenos no lineales, aqui interesa el llamado amplificaciéon paramétrica degenerada, que
es un caso particular de la diferencia de frecuencias cuando ws = w, w1 = 2w y el haz de frecuencia w; es
mas intenso que el haz de frecuencia wo. En este caso, el haz generado por diferencia de frecuencias es un
haz de frecuencia w. Cuando eso sucede al haz de frecuencia w; se le llama de bombeo, al haz de frecuencia
wo inactivo (idler) y al haz ws senal. La razén por la que interesa este caso es que bajo estas condiciones se
puede generar el vacio comprimido.

7.1.1 Ecuacion para el campo eléctrico en un medio no lineal

En esta seccién se encontrard la ecuacién que satisface el campo eléctrico dentro de un medio no lineal. Se
seguird muy de cerca a [12]; el procedimiento seguido aqui servird de guia para obtener la ecuacién del campo
magnético en un medio no lineal. Para comenzar se escribira el desplazamiento eléctrico de la forma,

5:€0E+EOXGE+ﬁNL:GOGTE+ﬁNL7 (711)
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es decir, se ha separado la polarizaciéon en su parte lineal, €gx.F, y su parte no lineal denotada por Py .
En este caso la ecuacién (7.2d), sin corrientes libres, se reescribe como

OE  dPyp
H = ¢ge, 12
VX H = oty (7.12)
e (7.2¢) se sigue que
= d OE &Py,
V x (V X E) = —,uoatv x H = ~Ho€o0er 55— Ho~ 5 (7.13)
Usando la identidad . . .
VXVXA:V(V-A>—V2,A (7.14)
la ecuacién anterior se transforma en
o o E d? Py,
2 _
V2E -V (V- E) = noever 5z + 1005 (7.15)
En ausencia de cargas libres la ecuacién (7.2a) implica que
c&rV-E=—V-Pyp. (7.16)

Seguiendo a [12], se buscardn ondas transversales como solucién a las ecuaciones de Maxwell, entonces

V- Pnp =0, luego

0’E 0?Pyr,
2 + to 5

ot ot

y esta es la ecuacién que se tiene que resolver para el campo eléctrico en medios no lineales.

VQE = HO€EQEr (717)

7.2 Solucién a la ecuacion para campo eléctrico en un medio no
lineal

El siguiente objetivo es resolver la ecuacién (7.17) cuando Pnp corresponde a la polarizacién de segundo
orden, y se ha montado el experimento para generar una amplificacion paramétrica.
Sea w), la frecuencia del haz de bombeo y w; la frecuencia del haz inactivo. Recuérdese que en la
amplificacién paramétrica degenerada
Wy = w; = %, (7.18)

donde wy es la frecuencia del haz senal.

Interesa conocer al haz sefial dentro de un medio no lineal de segundo orden (en realidad importa cuando
salga del medio, pero para eso primero se debe saber qué le sucedié adentro). Entonces se resolvera la ecuacion
(7.17) para el haz senal, cuando el medio es excitado por los haces de bombeo e inactivo. Considérese que
cada uno de esos haces estd dado por cada una de las siguientes ondas

Ep(z,t) = Ep(2) exp (i(kpz — wpt))
i(2,t) = Ei(2) exp (i(kiz — w; )) (7.19)

—

(
Es(z,t) = Es(2) exp (i(ksz — wst)

Se tomaran a las ondas electromagnéticas complejas y al final se obtendra la parte real de la solucion.
Ahora bien,

2 z z 2 z
V2E, = aEaiZ(t) ( ksEs(2) + 2iks dEd"‘Z( ) 4@ dEz2( )> exp (i(ksz — wst)) . (7.20)
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Por otra parte, la aproximacién de onda corta, implica que

. dFE;
" dz

d*E;

K dz?

)

(7.21)

que significa que la longitud de onda de los haces son mucho mas pequenas que la amplitud de los mismos.
Cuando eso se cumple

o 0?E4(2,1) ., dEs(2) .
25 _ s\&t) [ s _
V*E, = 9.2 < ksEgs(z) + 2iks P ) exp (i(ksz — wst)) . (7.22)
Por otra parte,
d2E, ) .
o2 = W Es(z)exp (i(ksz — wst)), (7.23)

entonces la ecuacién (7.17) se reduce a

dE3(z)
dz

<ksE3(z) + 2ik, 5

d*P
) exp (i(ksz — wst)) = —pocoerw? B3(2) exp (i(ksz — wst)) + o L (7.24)

Esta ecuacién se resuelve sin condiciones de frontera especificadas, pues al final de cuentas lo que se mide es
el campo promedio. Tomando en cuenta que k? = ppege,w?, se puede eliminar el primer término de ambos
lados de la igualdad en (7.24), de tal forma que

2
Qiks&(z) exp (i(ksz — wst)) = uoa a}ZJQVL .

(7.25)

Como se esta en el caso de amplificacién paramétrica degenerada, Py corresponde al término de la polar-
izacion de segundo orden que genera la diferencia de frecuencias, es decir,

PO = o D B, B7 = e Ey(2)Ef(2) exp (i(ky — i)z — iy — wi)t). (7.26)
Recuérdese que es fundamental que se dé la condicién de coincidencia de fases
Ky = ki + ke (727)
Por otra parte, de la ecuacién (7.26) se obtiene que

2 = eoX(Q)Ep(z)Ei(z)(wp — w;)%exp (i(kp — ki)z — i(wp — w;)t)

(7.28)
=— 60X(2)w§Ep(z)Ei(z) exp (i(kp — ki)z — i(wp — wy)t),

donde se ha usado el hecho que en la amplificacién paramétrica w, — w; = w,. La ecuacién para E, resulta
ser

2 exp (i(ksz — wet)) = —eox P2 Ey(2) Ei(2) exp (i(ky — ki)z — i(wp — w)t), (7.29)

db:;z(z) i \/M woX D By (2) exp (%), (2) exp (i(ky — ki — ks)2); (7.30)

“ 2\ e

se ha usado de nuevo que w, —w; =w; & wp —w; —w, = 0.

Usando (7.18) y (7.27), la ecuacién (7.30) se reduce a

MO0 DB, (2) B () = igEy ()} (2), (7.31)
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(2)

donde g = 1 "Sﬁwx(z) = “—; se ha escrito ws = w, n es el indice de refraccién del medio y ¢ la velocidad
T

de la luz. Ahora bien, las ondas E,(z,t) y Ej(z,t) se consideran indistinguibles, por lo tanto (7.31) se
transforma en

dFE,, . .

? = ZngEw, (732)
donde se ha escrito Es = E; = E,,. La ecuacién conjugada de (7.32) es

5, =l EJE,. (7.33)

Dada la definicién de g, para un medio no absorbente, se tiene que ésta es real. Asimismo, si se considera
E, = constante = Ejexp (i¢) se puede tomar E, imaginario puro cuando ¢ = /2. Considérese que éste
es el caso y témese v = igE, real. Entonces (7.32) y (7.33) se reescriben como

E
ddf“ =E;,
z
dE;, . (7.34)
dz Y-
Sumando y restando ambas ecuaciones se obtiene
dexp (+
P e (),
z (7.35)
dexp (7) e ( )
_ 7 = X —
dz Y exXp )
donde exp (£) = E* + E,,, cuyas soluciones son
exp (+) (2) = E exp (72), (7.36)

exp (—) (2) = By exp (—7z).

Ahora bien, regresando a la onda sefial E;(z,t) = Fs(z)exp (i(ksz — wst)) se tiene que su parte real es

Es(z,t) = = [Es(2) exp (i(ksz — wst)) + EZ(2) exp (—i(ksz — wst))]

1
2
Es(2) + EX(2) Ei(z) = Es(2)

== 5 cos(ksz — wgt) + 57 sen(ksz — wst) (7.37)
i
Ey Ey
=~ exp (vz) cos(ksz — wst) + 5 &XP (—vz) sen(ksz — wst).
i

Por lo tanto, la onda senal, dentro del medio no lineal de segundo orden, ha sido amplificada exponencialmente
en una de sus cuadraturas y deamplificada exponencialmente en la otra cuadratura. La amplificacion del
campo puede apreciarse en la figura 7.2. Como se dijo arriba, aqui interesa la onda senal cuando sale del
medio, pues las mediciones que se realicen del campo se hacen fuera del cristal. Se supondra que el medio es
tal que la onda senal se transmite totalmente hacia fuera del cristal, como se ha representado en la figura 7.2.
Se vera que esta suposicién no es errénea, pues los cristales usados para amplificar el vacio estan fabricados de
tal forma que sean transparentes al modo amplificado. Ademés, comparando los resultados que se obtendrén
en este capitulo con los del capitulo anterior se concluird que el operador de compresién arroja resultados
correctos bajo la aproximacion de que el medio no lineal transmite integramente al haz senal.

7.3 Generacion del vacio comprimido

En el laboratorio el vacio comprimido se puede generar de la siguiente manera (hay una representacién
esquemadtica del montaje experimental en la fig. 7.3). Un haz de frecuencia w (En el experimento realizado



7.4. MODO DEL CAMPO DE PUNTO CERO AMPLIFICADO PARAMETRICAMENTE 67

Sefial amplificada

Senal

AAYAVAVAY

Medio no lineal

Fig. 7.2: Representacion de la amplificaciéon paramétrica de una onda por un medio no lineal de segundo
orden. El campo dentro del medio no lineal es modulado exponencialmente en sus cuadraturas (una creciente
y otra decreciente), como resultado el campo es amplificado. No se ha representado la onda de bombeo ni
la onda inactiva.

por Wu et al [18] se empleé una frecuencia de 1.06pum ) es generado por un laser. El haz se divide en dos
haces de la misma frecuencia. Uno de ellos se hace pasar por un cristal no lineal de segundo orden para
doblarle su frecuencia por generacién de segundo arménico (para ello se usa, por ejemplo en [18], un cristal
de BagNaNb;O15). Este haz de frecuencia 2w (0.53 um) se usa como haz de bombeo en un segundo cristal
no lineal (por ejemplo, en [18], de MgO:LiNbOj3 de dimensiones 25 x 9 x 8 mm calentado a 98 °C. El cristal
se calienta para que se cumpla la condicién de coincidencia de fases. Cabe destacar que este cristal transmite
un haz de frecuencia w casi integramente, en un 98% o 99%) para hacer amplificar paramétricamente un
modo de frecuencia w del cpc. Finalmente los haces se hacen pasar por un medio que absorbe al haz de
bombeo y deja pasar libremente al modo del cpc amplificado. Las cuadraturas del modo del cpc amplificado
se detectan empleando la técnica de detecciéon homodina. Con el dispositivo descrito se logra reducir el ruido
generado por el vacio en un 50% por debajo del normal [18]. Esto corresponde a un pardmetro de compresién
de 0.3. Por el momento el enfoque sera dirigido al proceso de amplificacién del haz, pues la descripcién con
el campo de punto cero real sera llevada hasta ese punto; la deteccién homodina se dejard para el final del
capitulo, simplemente como un complemento.

7.4 Modo del campo de punto cero amplificado paramétricamente

Considérese un modo del campo de punto cero real de frecuencia w,

E(Z,t) =24/ ZZ)UV {Xlsen(wt — k%) — Xy cos(wt —k - f)} . (7.38)

Segtin la ecuacién (7.37), si este modo es amplificado paramétricamente y transmitido de manera integra,
cuando salga del medio el campo serd

—

EA(Z,t) =24/ QMV [Xl exp (—r) sen(wt — k - F) — Xo exp (r) cos(wt — k - f)} ) (7.39)
€0

donde se ha escrito r = I, donde [ es la anchura del medio no lineal. Las propiedades estadisticas globales
del cpc no han cambiado, éste sigue siendo un campo azaroso, pues s6lo se le ha modificado la amplitud a
un modo. Entonces se seguirdn tomando las mismas propiedades estadisticas del campo consideradas en el
capitulo 3. Las cuadraturas del modo amplificado son

— oxn () X, = P T)
Xy =exp(—r)X; = 3

Xy =exp (r) Xo = e;{\p/(irl) (a —a”).

(a+a”)
(7.40)
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Amplificacion
P.?.@FT_‘_F‘_’FF_'E?‘
BS Xx?  x® F
Laser w D D H
cp_cé_m_ IR _“’&f“

Deteccion
Homodina

Fig. 7.3: Representaciéon esquematica del arreglo para comprimir el vacio. El haz de un laser de frecuencia
w se divide en dos haces. Uno de ellos se hace pasar por un cristal no lineal de segundo orden (sefialado con
Y@ en la figura) para doblar su frecuencia. El nuevo haz de frecuencia 2w se usa como haz de bombeo para
amplificar paramétricamente un modo del campo de punto cero de frecuencia w. La amplificacién se da en
el segundo cristal de segundo orden. Las haces que salen del segundo cristal se hacen pasar por un medio
F que absorbe al haz de bombeo, pero deja pasar libremente al modo del cpc amplificado. Finalmente se
detectan las cuadraturas del cpc empleando deteccién homodina. La imagen ha sido tomada de [12], pag
144.

Entonces las cuadraturas promedio, y por lo tanto el campo promedio, son cero,

(A1) = exp (=r) (X > 0

(Az) = exp (1) (X2) = (7.41)
(Ea) =2 2th [<X1> exp (—r) sen(wt — k - &) — (Xp) exp (r) cos(wt — k - &) | = 0,
€0

donde se ha usado la ecuacién (3.65), que el promedio de las cuadraturas del campo son cero. A continuacién
se calcularan las dispersiones de las cuadraturas,

2 2 exp (—2r)
(X7) =exp(—2r)(X7) = — D)
(22) = exp (20) (x3) = 22,
donde se ha usado la ec. (3.67). Por lo tanto,
() {(ax)) = . (7.43)

es decir, las cuadraturas del campo minimizan la desigualdad de Heisenberg. Esto quiere decir que el campo
de punto cero amplificado paramétricamente sigue siendo de minima dispersién. Aunque es claro que una
de sus cuadraturas tiene mayor dispersién que la otra. Los resultados obtenidos en (7.41), (7.42) y (7.43)
son andlogos a los encontrado para el estado comprimido, ecuaciones (6.22) y (6.23).
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7.5 Distribucion del campo

La funcién generadora de momentos del campo eléctrico amplificado, dado por la ecuacién (7.39) se puede
calcular facilmente si antes se escribe al campo (7.39) de la forma

4’:;}V [a (coshrexp (z(E ST )) + senhr exp ( i( )))

k-i
—a” (coshrexp (—Z(E ST - wt)) + senhr exp ( k- ))} (7.44)

1
= — (Aa+ Ba"),

75 )
donde

A =14/ 2?:‘/ (coshrexp (Z(E ST - wt)) + senhr exp (—’L(E CZ - wt))) )
B = —iy/ 272;/ (coshrexp <72(E ST — wt)) + senhr exp (Z(E ST — wt))) .

Nétese que A y B son las mismas que las definidas por la ecuacién (6.26), para el campo comprimido
cudntico. El cdlculo de la varianza da

(7.45)

<E31> = % <AQa2 + 2ABaa* + BZa*2> = AB, (7.46)

igual al caso cudntico, ec. (6.29). Ahora queda claro por qué la varianza, en promedio, es mayor a la del
campo ‘comprimido’; porque en realidad el campo ha sido amplificado. De (7.46) se sigue que

o2 = <(AEA) > = AB. (7.47)

Con estos resultados se puede calcular de manera fécil la funcién generadora de momentos del campo
eléctrico amplificado. Para hacerlo se seguira el procedimiento de la seccién 3.3.1 del capitulo 3.

(exp (BEA)) = <eXp (2(Aa + Ba*)) > = zn: 2@2! ((Aa + Ba®)")
— Z 227;! (Z) ATk BRgnkgrk (qnk gk (7.48)

2n

Z 2n52n 12 <2n> Ak gl (g2n—k gy

donde se han dejado en la ultima suma unicamente los términos con potencias pares, pues los términos

con potencias impares se anulan, como se ha visto en la seccién 3.3.1. Recordando que (a™a*™) = dnmn!,

entonces
1 620‘% " ﬁgazE
A“B”n!z;n!( 50 ) =ew (57 (7.49)

donde o2 estd dada por la ecuacién (7.48). Por lo tanto, el campo sigue teniendo distribucién gaussiana;
ahora con la varianza dada por (7.47). Este resultado es exdctamente el mismo al encontrado para el campo
comprimido cudntico, ec. (6.31), por lo tanto, ambos campos tienen la misma estadistica.

(exp (BEA)) Z
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7.6 Correlaciones del campo

La correlacién de dos puntos del campo modulado, dado por (7.39), es
- - hw . > . . >
(E(Z1,t1)E(Za,t2)) = P <[exp (=r) (a+ a*)sen(wty — k- 1) +iexp (r) (a — a*) cos(wty — k - xl)}
€0
X [exp (=7) (a + a*)sen(wty — k - Zo) + iexp (r) (a — a*) cos(wty — k - fz)} >

—

[exp (—2r) sen(wty — k - &1)sen (wty — k - T3)

- 2€0V
+exp (2r) cos(wty — k - &) cos(wty — k - 95'2)} ,
(7.50)

que es igual a la simetrizacién de la correlacién de dos puntos cudntica, obtenida en la ecuacién (6.39). No
estd de més remarcar que en el tratamiento empleado aqui no se ha usado en ningin momento operadores,
sino ondas planas reales. Tampoco esta de méas comentar que el calculo hecho en este capitulo es notablemente
mas sencillo que el hecho en el capitulo 6.

7.7 Energia del campo

A continuacién se calculard la energia del campo de punto cero amplificado. Para empezar, el médulo al
cuadrado del campo eléctrico comprimido es

2hw
B> = === [exp (—2r) X7sen®(wt — kz) + exp (2r) X3 cos®(wt — kz) — 2X Xosen (wt — kz) cos(wt — kz)] .

Eov
(7.51)
Una vez que el campo sale del cristal es de nuevo una onda libre, por lo tanto el campo magnético contribuye
de igual forma al campo total. La energia por unidad de volumen es

hw
U= [exp (—2r) X7sen®(wt — kz) + exp (2r) X3 cos?(wt — kz) — 2X 1 Xosen (wt — kz) cos(wt — kz)] .

N 2€0V
(7.52)
Entonces la energia media del campo en un volumen V es
H = hw [exp (—2r) X + exp (2r) X3] (7.53)
Por lo tanto el valor esperado de la energia es
-2 2 hw 1
(H) = hw exp (=2r) + exp (2r) = —~cosh(2r) = hw ( senh?r + = |, (7.54)
4 4 2 2
justo la energia del vacio comprimido cudntico. Pero las fluctuaciones ya no son las mismas, pues
h2 2
((aH?)*) = = coshar, (7.55)
mientras que para el vacio comprimido cuantico
N2
<(AH2) > = 2h2w?senh?r cosh? r = h2w? [cosh4 r+1]. (7.56)

Considérese el campo identificado como coherente en el capitulo 5,

E(Z,t) = iy/ 47::‘/ {(a +V/2) exp (z(_' T — wt)) — (a* +V2a*) exp (—z(E T — wt))} )
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Se vio que este campo puede ser escrito de la forma

T . .
E =24/ CPNT [Xlsen(wt — k- &) — Xy cos(wt — k - f)] ,

donde
Xy = 2\% lata+V2ata),
Xy = 2\152' [a —a* +V2(a — a*)} .

Si este campo se hace pasar por un cristal de segundo orden, que a la vez es bombeado por un haz potente
de frecuencia 2w, entonces a la salida el campo serd

Tico . .
E=2 [exp (=r) Xysen(wt — k - Z) — exp (r) X2 cos(wt — k - f)}
2€0V

Tico . .
=24/ eV [Xlsen(wt — k%) — Xycos(wt —k - a_c')] ,

Xlzexg\(/gr) [a—i—a*—&—\@(a—&-a*)},

Xo = e;(i)[;:) [a —a" +V2(a - a*)} .

En este caso las cuadraturas del campo ya no promedian a cero, sino

donde

() = %(_r)(a tat); ()= exgi(’“) (a—a®). (7.57)
(x7) = 6){1[)(47727") [1+(a+a")?]; (A7) = %@” [1—(a—a%)?]. (7.58)

Luego, las dispersiones de las cuadraturas corresponden a las del campo obtenido al transformar primero
bajo el operador de compresién y luego bajo el operador de desplazamiento, es decir al estado S(£§)D(«) |0),
ec. (6.48). Adem4s satisfacen la igualdad de la relacién de Heisenberg,

2

2 _ (f ()"
1

(AX)? (AXy)? = — (7.59)

2 fQ(l“),
(AX))" = ——; (AXy) =16

4
Ahora bien, si el campo E,, (la onda de energia haa™ identificada en el capitulo 4 y 5) no se hace pasar
por el cristal, de manera que sdélo el vacio es amplificado, entonces el campo final sera

[ hw T4 - . -
E(Z,t) =2 eV [Xlsen(wt — k- &) — Xy cos(wt — k - f)]

Tico . .
+24/ 2V {Xalsen(wt —k-&) — Xao cos(wt — k - f)} ,

donde &} = %\/;)(a +a*), Xy = e;‘107\/(232((1 —a*) son las cuadraturas del campo de punto cero amplificado
paramétricamente y X1 = %(a +a"), Xaz = i(a — ) son las cuadraturas del campo F,, sin amplificar.
Es claro que las cuadraturas del sistema total son

(7.60)

X1 =X + X1,

(7.61)
Xo = X + Xao,
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luego
(X1) = Xa1,  (X2) = Xao, (7.62)

((ax2)?) = (@an)?), ((ax2)?) = ((ax)°). (7.63)

por lo tanto las cuadraturas minimizan la desigualdad de Heisenberg. El campo asi formado se comporta de
la misma manera que el campo cuédntico obtenido al transformar primero bajo el operador de desplazamiento
y luego bajo el operador de compresion, es decir, el estado D(«)S(€)|0) (ver ec. 6.47).

7.8 Deteccién homodina del vacio comprimido

Se ha dejado esta seccién hasta el final porque sélo servird para complementar la seccion 7.3, acerca de la
generacién del vacio comprimido. No se ha llevado la descripcién con el campo de punto cero real hasta el
proceso de deteccién, a sabiendas de que los momentos de la energia segin dicha descripcién no coinciden
con los momentos de la energia segin la descripcién cuantica.

El diagrama experimental de la deteccién homodina esté representado en la parte inferior de la figura 7.3.
Consiste de un divisor de haz y dos fotodiodos, representados con el simbolo ¥ en la figura 7.3. El proceso de
deteccion necesita de dos entradas, un haz senal y otro llamado oscilador local; ambos haces tienen la misma
frecuencia, pero el oscilador local es més intenso. En particular, en el experimento para comprimir el vacio,
descrito en la seccion 7.3, el oscilador local es generado con el mismo haz de bombeo antes de doblarle la
frecuencia. Por esa razon en la figura 7.3 se hace pasar el haz por un divisor, antes de doblarle la frecuencia.
Ambos fotodiodos son conectados a un dispositivo que mide la diferencia de corriente producida por éstos.
La diferencia de frecuencias elimina cualquier ruido generado por ‘efectos clésicos’. Si no se introduce un
haz senal, se entiende que la senal se debe al vacio cudntico, y el ruido medido por la diferencia de corrientes
es Unicamente ruido generado por el vacio.

Los campos que entran a cada detector se escribiran de la forma

= \% (ELO exp (ieLO) + ES)

B = \% (Ero exp (i010) — Ey);

el signo menos en la segunda expresion se debe a que un divisor de haz 50:50 genera un desfazamiento de 7
entre ambas salidas. 00 es la fase, relativa a la senal, del oscilador local.
Se puede escribir la senal en términos de sus cuadraturas,

E, = EX +iEX2;

las cuadraturas son ondas desfazadas 7/2 una de otra (por ejemplo Xjsen(kz — wt) es una cuadratura), no
solo el término X; que se ha estado llamando cuadratura; esta terminologia es comun, y se usa siempre que
no exista motivo de confusién. Los campos que entran a los detectores se pueden reescribir de la forma

1
E = 7 [(ELO cosfr0 +E§1) +1 (ELOsenﬂLo JrEfz)] ,

E, = - [(Erocosbro — B +i (Erosenfro — E22)] .

(7.64)

&

La corriente generada por cada campo es proporcional al cuadrado del médulo de éste, luego, la diferencia
de las corrientes es

i1 —is x (E1Ef — E3F3) x 2EL0 (cos GLOE;Xl + sen9LoE;Xz) , (7.65)
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2.0

v(g) |

Fig. 7.4: Medida de la reduccion del ruido del vacio comprimido, con respecto a la fase relativa entre un
modo del vacio y el oscilador local. El ruido ha sido normalizado respecto al ruido del vacio sin comprimir.
La linea punteada representa el ruido unidad. Imagen tomada de [18]

por lo tanto, si la fase relativa entre la sefial y el oscilador local es 0, 7, 27 . . ., se estard detectando un campo
proporcional a la primer cuadratura de la senal. Si la fase relativa es de 7/2,3m/2... se estard detectando
un campo proporcional a la segunda cuadratura. Si la senal es el vacio el ruido debe bajar con respecto al
ruido generado por el vacio sin comprimir, cuando se detecta la cuadratura deamplificada exponencialmente,
y debe subir cuando se detecta la cuadratura amplificada exponencialmente. La figura 7.4 muestra el voltaje
generado por la diferencia de corrientes cuando se comprime el vacio segin el experimento descrito en la
seccion 7.3. Se puede apreciar que el ruido sube y baja, dependiendo de la fase del oscilado local.



Conclusiones

El objetivo del trabajo fue establecer un contacto entre el campo de punto cero de la electrodindmica
estocastica y la Optica cudntica, comparando los valores esperados de las variables de campo definidas en
ambas teorias. Se demostrd, para los estados cuanticos coherente y comprimido, que el operador de campo
eléctrico de ambos estados tienen la misma estadistica que un sistema formado por el campo de punto cero
real y una onda electromagnética de energia apropiada, pues todos los valores esperados de sus momentos
coinciden con los valores esperados de los momentos del sistema clasico. Sin embargo no sucedié lo mismo con
los operadores de correlacion de dos puntos y de energia; en estos casos, los valores esperados coincidieron
a lo mds, hasta el segundo momento (para el caso de la energfa). No obstante, cuando el operador de
correlacién se simetriza con respecto a si mismo, su valor esperado coincide con la correlacion del campo
cldsico correspondiente al estado coherente, hasta la correlaciéon de segundo orden de dos puntos. Por
otra parte, se hizo notar que tanto las potencias del operador de campo eléctrico como la simetrizacion
del operador de correlacién, son operadores que aparecen totalmente simetrizados respecto a los operadores
canonicos del campo, py ¢. Sin embargo, las potencias del operador de energia no resultan simétricas respecto
a éstas y si se simetrizan agregando los términos restantes; el resultado tampoco coincidia con la energia
del campo clasico. Entonces en conjunto podemos concluir que los operadores totalmente simetrizados, en
Optica cudntica, describen sistemas libres, pues sus momentos coinciden con los momentos de un sistema
clésico libre, que incluye a un campo de punto cero electromagnético estocastico. La energia que se mide
de los estados cuanticos de la luz en el laboratorio es la energia de un campo en interaccién con la materia
(los detectores); mateméaticamente ésto se refleja en que el operador que describe el proceso no es simétrico
respecto a § y p. En una investigacién futura, serd necesario profundizar mas sobre los posibles ordenamientos
de un mismo operador y su relacién con el campo de punto cero real. Sobre todo serd fundamental conectar
los resultados del ordenamiento normal, muy importante en la 6ptica cuantica porque describe a los estados
que se miden en el laboratorio, con el campo de punto cero real. En base a la experiencia adquirida en
este trabajo, se cree que el camino a seguir es modificar la estadistica de las variables candnicas del campo,
porque los equipos de medicién modifican localmente las propiedades estadisticas de éste. Es decir, se cree
que los distintos ordenamientos de un operador pueden describir a las distintas maneras en que se pueden
modificar localmente las propiedades estadisticas del campo de punto cero real.
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