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Introducción

Una categoría C consiste de objetos y mor�smos entre estos objetos. Los
mor�smos re�ejan las relaciones entre los objetos. En muchas situaciones, es
signi�cativo reemplazar C por otra categoría C′ en la que cierta colección de
mor�smos se ven obligados a ser isomor�smos. Este proceso se llama localiza-
ción.

El concepto de localización en categoría es una generalización del concepto
de localización de un anillo conmutativo con respecto a un ideal primo. Por
ejemplo, en la categoría de R-módulos (para algún anillo conmutativo �jo R)
la multiplicación por un elemento �jo r de R no siempre es un isomor�smo ( a
menos que r sea una unidad):

fr : M −→M

m 7→ r ·m.

La categoría que está más estrechamente relacionada con los R-módulos, pe-
ro donde este mor�smo es un isomor�smo resulta ser la categoría de S−1R-
módulos. Donde S−1R es la localización de R con respecto al subconjunto mul-
tiplicativo S que consiste de las potencias de r, es decir,

S := {1, r, r2, r3, · · · }.

Sea Σ la clase de mor�smos en Mod(R) de�nida como sigue: f : M −→ N

pertenece a Σ ⇔ M = N y f(m) = rim para algún ri ∈ S.

La localización en módulos cumple las siguientes dos condiciones:

(I) Se tiene un funtor

T : Mod(R) −→Mod(S−1R)

M 7→ S−1M

el cual envía un módulo M a su localización S−1M con respecto a S,
donde S−1M = M ⊗R S−1R. Además T (f) es isomor�smo ∀f ∈ Σ.

xi
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(II) Dada una categoría C y un funtor F : Mod(R) −→ C tal que F (f) es un
isomor�smo ∀ f ∈ Σ. Existe un único funtor G : Mod(S−1R) −→ C tal
que F = G ◦ T.

Como otro ejemplo, consideremos una categoría abeliana C y la categoría homo-
tópica acotada Kb(C), dentro de esta categoría tomamos como Σ, a la clase de
quasi-isomor�smos (es decir, aquellos que inducen isomor�smo a homología). Se
prueba que existe una categoría que se denota por Db(C) y se llama la categoría
derivada acotada de C que cumple lo siguiente

i) Existe un funtor
Q : Kb(C) −→ Db(C)

tal que Q(f) es un isomor�smo en Db(C) si f es un quasi-isomor�smo.

ii) Si F : Kb(C) −→ D es otro funtor tal que F (f) es un isomor�smo en
D ∀ f ∈ Σ, entonces existe un único funtor F : Db(C) −→ D tal que
F = F ◦Q.

Las construcciones anteriores se pueden generalizar a cualquier categoría. Dada
una categoría C y alguna clase W de mor�smos en C, la localización CW es otra
categoría que se obtiene invirtiendo formalmente todos los mor�smos en W. Más
aún, CW se caracteriza por una propiedad universal:

Existe un funtor T : C −→ CW tal que T envía todas las �echas de W a
isomor�smos en C.

Si F : C −→ D es otro funtor tal que envía cualquier �echa de W a un
isomor�smo en D, entonces existe un único funtor G : CW −→ D tal que
F = G ◦ T.

Por lo tanto, la localización de una categoría es única salvo isomor�smo.
A grandes rasgos, una construcción de la localización se hace de la siguiente
manera: los objetos de CW son los mismos que los de C. Pero los mor�smos
se construyen añadiendo una inversa formal para cada mor�smo en W . Bajo
hipótesis adecuadas sobre W (dichas hipótesis son estudiadas en esta tesis), los
mor�smos entre dos objetos X, Y de CW se dan por clases de techos

X

f   

Y

s
��

Z,

(donde previamente se ha de�nido una relación de equivalencia en los techos).
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El objetivo de esta tesis es presentar las bases necesarias para entender y
demostrar la existencia de la categoría de fracciones C relativa a una cierta clase
de mor�smos Σ (en esta tesis presentamos las condiciones necesarias para que
dicha categoría exista). También estudiamos algunas propiedades que la catego-
ría de fracciones CΣ relativa a Σ hereda de la categoría C. Por ejemplo, se dan
condiciones sobre Σ, para que CΣ sea abeliana siempre que C lo sea.

Se ha tomado como base el libro [6] de �Abelian categories with applica-
tions to rings and modules� de N. Popescu, completando las partes faltantes en
las demostraciones del libro mediante la introducción de lemas o proposiciones
necesarias; así como también, se han redactado de mejor manera algunas de-
�niciones. De manera similar, se han usado algunas fuentes (ver [7], [5] y [8])
para describir algunas de las nociones básicas de categorías tales como kernel,
cokernel, pullback, productos, etc.

En el capítulo 1, introducimos la noción de categoría y algunos ejemplos. Se
presentan nociones básicas de categorías tales como funtor y algunas propieda-
des que estos tienen, a saber, un funtor exacto, exacto a izquierda. Se de�nen
otros conceptos básicos como pullback, producto, subobjetos. También se intro-
ducen la de�nición de categoría aditiva y categoría abeliana. Este capítulo ha
sido desarrollado tomado elementos del libro [5] y de la tesis de licenciatura [8].

El capítulo 2 es la parte central de esta tesis. Se presenta lo que es un sistema
calculable Σ y ejemplos de estos sistemas. Se de�ne la noción de categoría conexa
y casi-directa en las cuales se observará que existe el límite directo de funtores.
Posteriormente, se da la construcción de la categoría de fracciones de C relativa
a Σ. Finalmente, en lo que resta del capítulo se estudian características que
hereda la categoría de fracciones de la categoría inicial.
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Capítulo 1

Nociones básicas de
categorías abelianas.

Se comienza por desarrollar las nociones básicas de teoría de categorías, se
revisa la noción de categoría y se establecen algunos ejemplos, se presenta la
noción de objeto, subobjeto, funtor covariante, kernel y cokernel, producto y
coproducto de objetos, se introducen también los conceptos de pullback y pus-
hout, estas nociones han sido tomadas de [8] y [5].

El resto del capítulo está destinado a explicar propiedades que ciertas cate-
gorías cumplen y por lo cual tienen un nombre especial, a saber, una categoría
aditiva. En la parte �nal del capítulo se establece la de�nición de categoría
abeliana y se enuncian algunos ejemplos.

1.1. Teoría básica de categorías

De�nición 1.1.1 Una categoría A consta de una clase de objetos, que se denota

por Obj(A), una clase mor�smos que se denota por Mor (A) y una operación

binaria en Mor(A) tal que se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Mor(A) =
⋃

(A,B)∈Obj(A)×Obj(A)[A,B]A donde [A,B]A es un conjunto

para todo (A,B) ∈ Obj(A)×Obj(A).

(b) [A,B]A = [C,D]A si y sólo si A = C y B = D.

(c) Para cada terna (A,B,C) ∈ Obj(A) × Obj(A) × Obj(A), la operación

binaria ◦ en Mor(A), induce por restricción, una función:

F : [B,C]A × [A,B]A −→ [A,C]A

1



2 CAPÍTULO 1. NOCIONES BÁSICAS DE CATEGORÍAS ABELIANAS.

y cuya regla de correspondencia denotada por F (β, α) = β ◦α satisface las

siguientes propiedades:

(c1) Asociatividad: es decir, (γ ◦β)◦α = γ ◦ (β ◦α), siempre que dicha

composición esté de�nida,

(c2) Existencia de identidades: Para cada A ∈ Obj(A) existe 1A ∈
[A,A]A tal que para todo α ∈ [B,A]A y ∀β ∈ [A,C]A se tiene que

1A ◦ α = α y β ◦ 1A = β.

Para simpli�car notación escribiremos β ◦ α como βα. Más aún, dado un

mor�smo α ∈ [A,B]A lo representamos como α : A −→ B o A
α // B ,

diremos que A es el dominio de α y B es el codominio de α.

Observación 1.1.2 A veces denotaremos al conjunto [A,B]A por HomA(A,B).

De�nición 1.1.3 Una categoría A es pequeña si la clase de objetos obj(A) es

un conjunto.

De�nición 1.1.4 Diremos que una categoría A′ es una subcategoría de A si

satisface lo siguiente:

(a) Obj(A′) ⊂ Obj(A),

(b) HomA′(A,B) ⊂ HomA(A,B) para todo (A,B) ∈ Obj(A′)×Obj(A′),

(c) la composición de mor�smos en A′ es la misma que en A,

(d) si 1′A ∈ HomA′(A,A) es un mor�smo identidad en A′, entonces 1′A = 1A,

donde 1A ∈ HomA(A,A) es un mor�smo identidad en A.

De�nición 1.1.5 Decimos que una subcategoría A′ de una categoría A es una

subcategoría plena si HomA′(A,B) = HomA(A,B) para cualesquiera objetos

A,B ∈ A′.

Ejemplos.

En los ejemplos del (1) al (4), la composición de mor�smos es la composici
ón usual de funciones.

(1) La categoría Sets cuya clase de objetos es la clase de todos los conjuntos
y donde HomSets(A,B) es el conjunto de todas las funciones de A en B.

(2) La categoría Top cuyos objetos son todos los espacios topológicos, y los
mor�smos del espacio A al espacio B son todas las funciones continuas de
A en B.
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(3) La categoría Sets0 cuyos objetos son parejas ordenadas (A, a), donde A
es un conjunto y a ∈ A. Un mor�smo de (A, a) a (B, b) es una función
f : A −→ B tal que f(a) = b.

(4) La categoría Top0 cuyos objetos son los espacios topológicos con punto
base, esto es, parejas ordenadas (A, a) donde A es un espacio topológico
y a ∈ A. Un mor�smo f de (A, a) en (B, b) es una función continua f :

A −→ B tal que f(a) = b.

(5) Sea (G, ·) un semigrupo. Podemos pensar a G como una categoría con un
sólo objeto, CG, haciendo Obj(CG) := {?}, Mor(CG) := G = HomG(?, ?)

y la composición de mor�smos en CG es el producto en G. Recíprocamente,
si A es una categoría con un solo objeto, digamos Obj(A) = {?}, entonces
HomA(?, ?) es un semigrupo.

(6) Sea C una clase y ≤ un preorden en C, esto es, ≤ es una relación re�exiva
y transitiva en C. La clase preordenada (C,≤) se puede pensar como una
categoría de la siguiente forma.
Obj(C) := C y el conjunto HomC(x, y) tiene a lo más un elemento que
denotaremos por fyx , esto es,

HomC(x, y) :=

{
∅ si x � y,

fyx si x ≤ y

La composición ◦ : HomC(b, c)×HomC(a, b) −→ HomC(a, c) está dada por
f cb f

b
a = f ca.

(7) La categoría Ab cuyos objetos son todos los grupos abelianos, y los mor-
�smos del grupo A en el grupo B son todos los homomor�smos de grupos
abelianos de A en B.

1.1.1. Funtores

De�nición 1.1.6 Sean A y B categorías. Un funtor covariante T : A −→
B es una asignación de un objeto T (A) ∈ B, para cada objeto A ∈ A, y un

mor�smo T (α) ∈ HomB(T (A), T (A′)), para cada mor�smo α ∈ HomA(A,A′),

tal que:

a) preserva la composición, esto es, si α ◦ α′ está de�nida en A entonces

T (αα′) = T (α)T (α′).

b) preserva las identidades, esto es para cada A ∈ A se tiene que T (1A) =

1T (A).
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Observación 1.1.7 Dado un funtor T : A −→ B, diremos que A (resp. B)

es el dominio (resp. codominio) de T. En general, un funtor preserva ciertas

propiedades de los mor�smo de su dominio.

De�nición 1.1.8 Un funtor contravariante T : A −→ B es una asig-

nación de un objeto T (A) ∈ B, para cada objeto A ∈ A, y un mor�smo

T (α) ∈ HomB(T (A′), T (A)), para cada mor�smo α ∈ HomA(A,A′), tal que

se satisfacen las siguientes condiciones.

(a) Invierte la composición, esto es, si α′ ◦ α está de�nida en A, entonces

T (α′α) = T (α)T (α′).

(b) Preserva las identidades, esto es, para cada A ∈ A se tiene que T (1A) =

1T (A)

Ejemplos de funtores.

(1) El funtor covariante 1A : A −→ A, tal que 1A(A) = A para toda A
∈ A y 1A(α) = α para todos los mor�smos α ∈ A, es llamado el funtor
identidad sobre A.

(2) Sea A′ una subcategoría de A, el funtor I : A′ −→ A tal que I(A) = A

para toda A ∈ A′ y I(α) = α para todos los mor�smos α ∈ A′ es llamado
el funtor inclusión de A′ en A.

(3) El funtor olvido F : Ab −→ Sets, de la categoría de grupos abelianos a
la categoría de conjuntos, es el funtor que olvida la estructura de grupo
abeliano sobre los objetos de Ab. Es decir, si G es un grupo abeliano,
entonces F (G) = G como conjunto; y si α es un mor�smo de grupos
abelianos, entonces F (α) = α es la función subyacente a α.

1.1.2. Mor�smos y subobjetos

De�nición 1.1.9 Un mor�smo θ : A −→ B es un monomor�smo que se

escinde si existe θ′ : B −→ A tal que θ′θ = 1A. Decimos que θ es un epimor-

�smo que se escinde si existe un mor�smo θ′′ : B −→ A tal que θθ′′ = 1B. Si

θ es un epimor�smo que se escinde y un monomor�smo que se escinde decimos

que θ es un isomor�smo y que A es isomorfo a B, en símbolos A ∼= B.

Observación 1.1.10 Notemos que, en el caso de un isomor�smo se tiene que

θ′ = θ′1B = θ′(θθ′′) = (θ′θ)θ′′ = 1Aθ
′′ = θ′′

Por lo tanto, se dice que θ′ = θ′′ es el inverso de θ y se denota por θ−1.
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De�nición 1.1.11 Un mor�smo α ∈ HomC(A,B) es un monomor�smo si

αf = αg implica que f = g para todo par de mor�smos f y g con codominio en

A. Un mor�smo α es un epimor�smo si fα = gα implica que f = g para todo

par de mor�smo f y g con dominio B.

Los siguientes resultados son básicos y son fáciles de demostar, por lo que
omitimos su demostración.

Lema 1.1.12 Para una categoría arbitraria C, las siguientes condiciones se

satisfacen.

(a) Si α y β son monomor�smos y βα está de�nida, entonces βα es un mo-

nomor�smo.

(b) Si α y β son epimor�smos y βα está de�nida, entonces βα es un epimor�s-

mo. �

Lema 1.1.13 Para una categoría arbitaria C y f, g ∈ Mor(C), las siguientes

condiciones se satisfacen.

(a) Si fg es un monomor�smo, entonces g es monomor�smo.

(b) Si fg es epimor�smo, entonces f es un epimor�smo. �

Lema 1.1.14 Para una categoría C. Las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Si α : A −→ B es un monomor�smo que se escinde, entonces α es un

monomor�smo.

(b) Si β : C −→ D es un epimor�smo, que se escinde entonces β es un epimor-

�smo. �

De�nición 1.1.15 Una categoría C es balanceada si todo mor�smo que es un

epimor�smo y es un monomor�smo es un isomor�smo.

De�nición 1.1.16 Si α : A′ −→ A es un monomor�smo, decimos que A′ es

un subobjeto de A y que α es una inclusión de A′ en A.

A veces escribiremos A′ ⊆ A para indicar que A′ es un subobjeto de A, y diremos
que A′ está contenido en A o que A contiene a A′.

Si el monomor�smo α : A′ −→ A no es un isomor�smo diremos que A′ es un
subobjeto propio de A. La composición de un monomor�smo α : A′ −→ A

con un mor�smo f : A −→ B es denotado por f |A′ y se dice que f |A′ es una
restricción de f en A′.

De�nición 1.1.17 Dada una categoría A, de�nimos la categoría dual A∗ de

A como sigue:
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(a) Obj(A∗) := Obj(A) y,

(b) HomA∗(B,A) := HomA(A,B) ∀ A,B ∈ A.

La composición fg en A∗ está de�nida como la composición gf en A.

Notación 1.1.18 Sea A una categoría y A∗ la categoría dual. Para evitar con-

fusión escribimos A∗ = A para A ∈ Obj(A) y diremos que f∗ : B∗ −→ A∗ es

un mor�smo en A∗ si y sólo si f : A −→ B es un mor�smo en A. Usando esta

convención, la composición de mor�smos en A∗ es:

f∗g∗ := gf ∀ f ∈ HomA(A,B) y ∀g ∈ HomA(B,C).

1.1.3. Pullback y pushouts

De�nición 1.1.19 Dados dos mor�smos α1 : A1 −→ A y α2 : A2 −→ A en

una categoría C, diremos que el diagrama conmutativo

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A

es un pullback de α1 y α2, si satisface lo siguiente: para todo par de mor�smos

β′1 : P ′ −→ A1 y β′2 : P ′ −→ A2 tales que α1β
′
1 = α2β

′
2, existe un único

mor�smo γ : P ′ −→ P tal que el siguiente diagrama conmuta

P ′

γ
  

β′2

$$

β′1

��

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A.

Lema 1.1.20 Sea

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A
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un pullback de α1 y α2. Si el siguiente diagrama

P ′

β′1
��

β′2 // A2

α2

��
A1 α1

// A

es también un pullback de α1 y α2, entonces existe un único isomor�smo γ′ :

P −→ P ′ tal que β1 = β′1γ
′ y β2 = β′2γ

′.

Demostración. Dado que el segundo cuadrado conmutativo es un pullback,
existe un único mor�smo γ′ : P −→ P ′ tal que el siguiente diagrama conmuta

P

γ′   

β2

##

β1

��

P ′

β′1
��

β′2 // A2

α2

��
A1 α1

// A.

De manera análoga, existe un único mor�smo γ : P ′ −→ P tal que el siguiente
diagrama conmuta

P ′

γ
  

β′2

$$

β′1

��

P

β1

��

β2 // A2

α2

��
A1 α1

// A,

Entonces tenemos que β1γγ
′ = β′1γ

′ = β1 = β11P , y similarmente β2γγ
′ = β21P .

Luego, por la unicidad de las facrizaciones a través del pullback, se tiene que
γγ′ = 1P . De manera análoga, se tiene que γ′γ = 1P ′ , por lo que γ es un
isomor�smo.

�

Proposición 1.1.21 Consideremos el siguiente diagrama pullback

P
β2 //

β1

��

A2

α2

��
A1 α1

// A.
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Si α1 : A1 −→ A es un monomor�smo entonces β2 : P −→ A2 también es un

monomor�smo.

Demostración. Sean f, g : B −→ P tales que β2f = β2g. Entonces

α1β1g = α2β2g = α2β2f = α1β1g

Por la propiedad universal del pullback, existe una única ϕ : B −→ P tal que
el siguiente diagrama conmuta

B

ϕ
  

β2g

##

β1g

��

P
β2 //

β1

��

A2

α2

��
A1 α1

// A

Como α1 es un monomor�smo, tenemos que β1f = β1g, es decir, el siguiente
diagrama conmuta

B

f=g   

β2f=β2g

##

β1f=β1g

��

P
β2 //

β1

��

A2

α2

��
A1 α1

// A

Dado que el cuadrado es un pullback, existe un único mor�smo tal que el dia-
grama anterior conmuta, dado que f y g tienen dicha propiedad, por la unicidad
de dicho mor�smo se tiene que f = g. Por lo tanto β2 es un monomor�smo. �

Lema 1.1.22 Considere el siguiente diagrama

A
f //

α

��

B
g //

β

��

C

γ

��
A′

f ′
// B′

g′
// C ′

donde ambos cuadrados son pullback y α es un monomor�smo. Entonces

A
gf //

α

��

C

γ

��
A′

g′f ′
// C ′,
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es un pullback.

Demostración. Una demostración de este hecho se encuentra en [8, pag. 13].
�

La noción dual de pullback es el pushout.

De�nición 1.1.23 Dados dos mor�smos α1 : A −→ A1 y α2 : A −→ A2 en

una categoría C, diremos que el diagrama conmutativo

A

α2

��

α1 // A1

β1

��
A2

β2

// P

es un pushout de α1 y α2 si para todo par de mor�smo β′1 : A1 −→ P ′ y

β′2 : A2 −→ P ′ tales que β′1α1 = β′2α2, existe un único mor�smo γ : P −→ P ′

tal que el siguiente diagrama conmuta

A

α2

��

α1 // A1

β1

�� β′1

��

A2
β2

//

β′2 ++

P.

γ   
P ′

1.1.4. Objetos cero

De�nición 1.1.24 Un objeto 0 en una categoría C, es llamado objeto nulo si

existe un único mor�smo α : A −→ 0 para todo A ∈ C. Dualmente 0′ es un

objeto conulo si existe un único mor�smo β : 0′ −→ A para todo A ∈ C.

Lema 1.1.25 Si la categoría A tiene un objeto nulo (resp. conulo) éste es único

salvo isomor�smos.

Demostración. Supongamos que 0 y 0′ son objetos nulos de A, entonces
los conjuntos HomA(0, 0′) y HomA(0′, 0) tienen cada uno un sólo mor�smo,
digamos θ y θ′ espectivamente. Luego θ′θ = 10 puesto que HomA(0, 0) tiene un
sólo elemento, y análogamente θθ′ = 10′ . �

De�nición 1.1.26 Diremos que 0 es un objeto cero para C si es nulo y conulo.

En este caso, diremos que un mor�smo α : A −→ B es un mor�smo cero si

se factoriza a través de un objeto cero.
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Observación 1.1.27 Si 0 es un objeto cero, entonces 0 es único salvo isomor-

�smos.

Lema 1.1.28 Sea C una categoría con objeto cero. Entonces cada conjunto

HomC(A,B) tiene un único mor�smo cero que se denotará por 0AB o simple-

mente por 0.

Demostración. Sea 0 un objeto cero en C. Como 0 es nulo y conulo existen
mor�smos α : A −→ 0 y β : 0 −→ B en C lo cual implica que 0AB := βα es un
mor�smo cero.
Veamos que es único. En efecto, sea 0′ otro objeto cero en C y 0′AB = β′α′, donde
α′ : A −→ 0′ y β′ : 0′ −→ B son mor�smos en C. Por ser 0′ un objeto cero,
existe un único mor�smo h : 0′ −→ 0 tal que el siguiente diagrama conmuta

0′

β′

��
h

��

A

α′
??

α
��

B

0.

β

>>

Por lo tanto, 0′AB = β′α′ = βhα′ = βα = 0AB . �

1.1.5. Kerneles

De�nición 1.1.29 Sea C una categoría con objeto cero y α : A −→ B un

mor�smo en C. Diremos que un mor�smo µ : K −→ A es un kernel de α si

(a) αµ = 0, y

(b) para todo mor�smo µ′ : K ′ −→ A tal que αµ′ = 0, existe un único mor-

�smo γ : K ′ −→ K tal que el siguiente diagrama conmuta

K
µ // A

K ′.

γ
aa

µ′

==

Observación 1.1.30 (a) Se puede veri�car de una manera sencilla, que el

kernel µ : K −→ A de un mor�smo α : A −→ B está dado por el siguiente

diagrama de pullback

K

µ

��

// 0

��
A

α
// B.
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En particular, µ es un monomor�smo y cualesquiera dos kerneles son

subobjetos isomorfos de A. El objeto K será denotado por Ker(α).

(b) Dada una categoría C con objeto cero y un mor�smo α : A −→ B, deno-

taremos por α : Ker(α) −→ A a una elección de un kernel de f .

De�nición 1.1.31 Decimos que una categoría A tiene kerneles, si

(a) C tiene objeto cero.

(b) Todo mor�smo de A tiene un kernel.

De�nición 1.1.32 Sean C una categoría con objeto cero y α : A −→ B un

mor�smo en C. Diremos que un mor�smo p : B −→ C es un cokernel de α si

(a) pα = 0, y

(b) para todo mor�smo p′ : B −→ C ′ tal que p′α = 0 existe un único mor�smo

γ : C −→ C ′ tal que el siguiente diagrama conmuta

B

p   

p′ // C ′

C.

γ

>>

En el caso de que todo mor�smo en una categoría C tenga cokernel, diremos que
C tiene cokerneles.

1.1.6. Producto y coproducto

De�nición 1.1.33 Sea {Ai}i∈I una familia de objetos en una categoría arbi-

traria C. Un producto para {Ai}i∈I es una familia de mor�smos {pi : A −→
Ai}i∈I con la siguiente propiedad. Para cualquier otra familia {αi : A′ −→
Ai}i∈I de mor�smos, existe un único mor�smo α : A′ −→ A que hace conmutar

al siguiente diagrama

A′

αi   

α // A

pi��
Ai

para todo i ∈ I.

Observación 1.1.34 (a) Si la famila {αi : A′ −→ Ai}i∈I es también un

producto de {Ai}i∈I , entonces el mor�smo α : A′ −→ A del diagrama

anterior es un isomor�smo. Esto es, el producto, si existe, es único salvo

isomor�smo. En caso de que exista, denotaremos por {pi :
∏
i∈I Ai −→

Ai}i∈I a uno de estos productos; y cada mor�smo pi :
∏
i∈I Ai −→ Ai

será llamado la i-ésima proyección del producto sobre Ai.
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(b) Un objeto 0 ∈ C, es un objeto nulo en C si y sólo si sirve como producto

para la familia vacía.

De�nición 1.1.35 Un coproducto de la familia {Ai}i∈I de objetos en una

categoría arbitraria C es un producto de dicha familia en la categoría dual. Esto

es, un coproducto es una familia de mor�smos {µi : Ai −→ A}i∈I llamados

inclusiones, con la siguiente propiedad. Para cualquier otra familia {αi : Ai −→
A′}i∈I existe un único mor�smo α : A −→ A′ que hace conmutar al siguiente

diagrama

A
α // A′

Ai

µi

``

αi

>>

para todo i ∈ I.

Observación 1.1.36 Como en el caso del producto, si el coproducto existe éste

es único salvo isomor�smos. En el caso que exista, denotaremos por {µi : Ai −→∐
i∈I Ai}i∈I a uno de estos coproductos; y cada mor�smo µi : Ai −→

∐
i∈I Ai

será llamado la i-ésima inclusión de Ai en el coproducto.

1.2. Categorias preaditivas y aditivas.

De�nición 1.2.1 Diremos que una categoría C es preaditiva si las siguientes

condiciones se satisfacen:

(a) Para cada pareja de objetos (X,Y ) en C, el conjunto HomC(X,Y ) tiene

estructura de grupo abeliano y la composición

θ(X,Y, Z) : HomC(X,Y )×HomC(Y, Z) −→ HomC(X,Z)

es bilineal. Es decir, para todo par de mor�smos f, f ′ ∈ HomC(X,Y ) y

g, g′ ∈ HomC(Y,Z) tenemos que

θ(X,Y, Z)(f + f ′, g) = θ(X,Y, Z)(f, g) + θ(X,Y, Z)(f ′, g),

θ(X,Y, Z)(f, g + g′) = θ(X,Y, Z)(f, g) + θ(X,Y, Z)(f, g′)

donde X,Y, Z son objetos arbitrarios en la categoría C.

(b) C tiene objeto cero.

Observación 1.2.2 (a) Si de�nimos θ(X,Y, Z)(f, g) := g ◦ f , entonces las

últimas igualdades toman la siguiente forma

g(f + f ′) = gf + gf ′

(g + g′)f = gf + g′f
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(b) Para cada pareja (X,Y ) de objetos, denotamos por eXY (o simplemente 0,

si no existe confusión) al elemento neutro del grupo abeliano HomC(X,Y ).

Entonces, para cualesquiera tres objetos (X,Y, Z) en C, tenemos que eY ZeXY =

eXZ . En efecto, para cada mor�smo f ∈ HomC(X,Y ), tenemos

eY Zf = eY Z(eXY + f) = eY ZeXY + eY Zf.

Por lo tanto, eXZ = eY ZeXY .

(c) Dado que C tiene objeto cero, tenemos que para cada objeto X en C, el gru-

po abeliano HomC(0, X) (respectivamente el grupo abeliano HomC(X, 0))

contiene sólo al elemento e0X = 00X(respectivamente eX0 = 0X0). Pero,

por 1.1.27 sabemos que

0XY = 00Y ◦ 0X0 = e0Y ◦ eX0 = eXY .

Es decir, para cada par de objetos X,Y ∈ C se tiene que el neutro aditivo

de HomC(X,Y ) y el mor�smo cero de HomC(X,Y ) coinciden.

Ejemplo 1.2.3

(1) La categoría Ab de grupos abelianos es una categoría preaditiva. Además

si X,Y son dos grupos abelianos, entonces el conjunto HomAb(X,Y ) tiene

estructura canónica de grupo abeliano: para f, g ∈ HomAb(X,Y ) tenemos

f+g : X −→ Y un mor�smo de grupos abelianos de�nido por (f+g)(x) :=

f(x) + g(x). Es inmediato que la composición de mor�smo es bilineal.

(2) Sea A un anillo conmutatico con 1. Entonces A se puede pensar como

una categoría preaditiva que denotamos por CA (ver ejemplo 1.3.5). En

efecto, como Obj(CA) = {?} y HomCA
(?, ?) = A, concluimos que CA es

preaditiva.

(3) Si C es preaditva entonces C∗es preaditva.

Teorema 1.2.4 Sea {Xi}1≤i≤n un conjunto �nito de objetos en una categoría

preaditiva C. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) El conjunto de objetos dado tiene coproducto.

(b) El conjunto dado de objetos tiene producto.

(c) Existe un objeto X en C y mor�smos ui : Xi −→ X, pi : X −→ Xi, con

1 ≤ i ≤ n, tales que

(c1)
∑n
i=i uipi = 1X ,

(c2) piuj =

{
0 si i 6= j,

1Xi
si i = j.
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Más aún, si {ui : Xi −→ X}ni=1 es un coproducto, la familia {pi : X −→ Xi}ni=1

del inciso (c) es un producto de {X}ni=1.

Demostración. Una demostración de este hecho se encuentra en [6, pág. 18] �

De�nición 1.2.5 Sea C una categoría preaditiva. Decimos que la categoría C

es una categoría aditiva si la siguiente condición se satisface.

a) Para cada par de objetos X,Y ∈ C existe el coproducto X
∐
Y .

Ejemplo 1.2.6

(1) La categoría Ab de grupos abelianos, es una categoría aditiva. En efecto, si

X, Y son dos grupos abelianos consideramos el producto cartesiano X
∏
Y

donde la suma de los elementos está dada componente a componente. Sean

p : X
∏
Y −→ X, q : X

∏
Y −→ Y las proyecciones naturales. Entonces

X
∏
Y , p y q de�nen un producto de los grupos abelianos X y Y . Por el

Teorema 1.2.4 Ab tiene coproductos.

(2) Si C es aditiva, entonces C∗ es aditiva.

1.3. Categoría preabeliana.

De�nición 1.3.1 Sea C una categoría aditiva. Decimos que C es una categoría

preabeliana si para cada mor�smo f en C existe Coker(f) y Ker(f).

Ejemplo 1.3.2

(a) La categoría Ab es preabeliana. En efecto, si f : X −→ Y es un mor�smo

de grupos abelianos, denotamos por Ker(f) al subconjunto de X que con-

siste de los elementos x tal que f(x) = 0. También denotamos la inclusión

por i : Ker(f) −→ X. Es fácil ver Ker(f) es un subgrupo de X y que

i : Ker(f) −→ X es un kernel de f . El cokernel de f se de�ne de la si-

guiente manera: consideremos el subgrupo f(X) de Y y π : Y −→ Y/f(X)

la proyección canónica. Se puede ver que π es un cokernel de f .

(b) Sea R un anillo conmutativo con 1. Entonces, la categoría Mod(R) de

R-módulos es preabeliana.

(c) El dual de una categoría preabeliana es preabeliana.

(d) Consideremos la categoría C, de�nida de la siguiente manera.

(d1) Los objetos de C son los grupos topológicos abelianos Hausdor�.
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(d2) Los mor�smos de C son homomor�smos continuos de grupos abelia-

nos.

Se puede ver que C es una categoría preaditiva. Por otro lado, dados dos

grupos topológicos Hausdor�, el producto cartesiano con la topología pro-

ducto es un grupo topológico abeliano y Hausdor�. Luego C tiene productos

y por el Teorema 1.2.4, C tiene coproductos.

Ahora sea f : X −→ Y en C. Consideremos K = {x ∈ X|f(x) = 0} e

i : K −→ X la inclusión. Entonces K es un subgrupo abeliano Hausdor�

y se puede ver que i : K −→ X es un kernel de f en C.

El cokernel de f se de�ne de la siguiente manera: consideremos f(X) la

cerradura de f(X) en Y . Se puede ver que f(X) es un subgrupo abeliano

y Hausdor� de Y , y que además la proyección canónica π : Y −→ Y/f(X)

es un cokernel de f .

Proposición 1.3.3 Sean C una categoría preaditiva y f : X −→ Y un mor�smo

en C. Supongamos que existen Ker(f), Coker(f), Coker(Ker(f)) y Ker(Coker(f)).

Entonces, existe un único mor�smo f : Coker(Ker(f)) −→ Ker(Coker(f)) tal

que el siguiente diagrama conmuta

T
t // X

f //

π

��

Y
u // U

Coker(t)
f

// Ker(u)

i

OO

donde t = Ker(f), π = Coker(t), u = Coker(f) y i = Ker(u).

Demostración. Como t = Ker(f), se tiene que ft = 0. Entonces existe π :

Coker(t) −→ Y tal que f = ππ, pues π = Coker(f). Luego 0 = uf = uππ; y
como π es un epimor�smo se tiene que uπ = 0. Dado que i = Ker(u), existe un
único mor�smo f : Coker(t) −→ Ker(u) tal que if = π. Luego, f = ππ = ifπ.

Veamos que f es único tal que f = ifπ. En efecto, supongamos que existe
f ′ : Coker(t) −→ Ker(u) tal que f = if ′π. Entonces if ′π = ifπ y como i es un
monomor�smo y π un epimor�smo, concluimos que f ′ = f.

�

De�nición 1.3.4 Sean C una categoría preaditiva y f : X −→ Y un mor�smo

en C tal que Ker(f), Coker(f), Coker(Ker(f)) y Ker(Coker(g)) existen. El único

mor�smo, f : Coker(Ker(f)) −→ Ker(Coker(f))de la Proposición 1.3.3, tal que

f = ifπ, se llama el mor�smo paralelo a f; y la factorización f = ifπ de f

es llamada la factorización canónica de f.
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Proposición 1.3.5 Sea C una categoría preabeliana. Entonces, para f : A −→
B y g : C −→ B mor�smos en C existe el pullback.

Demostración. Una demostración de este hecho se encuentra en [6, pág. 26].
�

Proposición 1.3.6 Sea C una categoría preabeliana. Entonces para cualesquie-

ra dos mor�smos f : A −→ B y g : A −→ C existe el pushout.

Demostración. Una demostración de este hecho se encuentra en [6, pág.26]
�

1.4. Categorías abelianas.

De�nición 1.4.1 Sea C una categoría preabeliana. Se dice que C es una cate-

goría abeliana si para cada mor�smo f : X −→ Y en C, el mor�smo paralelo,

f : Coker(Ker(f)) −→ Ker(Coker(f)) es un isomor�smo.

Ejemplo 1.4.2

(a) La categoría de grupos abelianos Ab es abeliana (esto se sigue del Primer

Teorema de Isomor�smo).

(b) El dual de una categoría abeliana es abeliana.

(c) Si R es un anillo. La categoría de R-módulos izquierdos RMod y categoría

de R-módulos derechos ModR son abelianas (ver [7, pág. 308]).

(d) Si K es un campo. La catgoría V ecK de los K−espacios vectoriales es

abeliana.

(e) Sea C categoría abeliana. La categoría de gavillas Sh(X,C) es abeliana

(ver [7, pág 309]).

De�nición 1.4.3 Sean C una categoría preaditiva y f : X −→ Y un mor-

�smo en C tal que Ker(Coker(f)) existe. De�nimos Im(f) como el subobjeto

Ker(Coker(f)), es decir,

Im(f) = Ker(Coker(f))

Observación 1.4.4 Sean C una categoría abeliana y f : X −→ Y un mor�smo

en C. Consideremos la factorización canónica de f

T
t // X

f //

π

��

Y
u // U

Coker(t)
f

// Ker(u).

i

OO
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Dado que C es abeliana, tenemos que Coker(t) ∼= Ker(u). Pero por de�nición,

i = Ker(u) = Ker(Coker(f)). Entonces tenemos el siguiente diagrama conmu-

tativo con π un epimor�smo e i un monomor�smo

X
f //

π

##

Y

Im(f).

i

;;

De�nición 1.4.5 Sea C una categoría abeliana y f : X −→ Y un mor�smo

en C. La factorización f = iπ como en la observación anterior, se llama la

factorización de f a través de su imagen.

Notación 1.4.6 Al mor�smo π comunmente lo denotamos por f ′, y al mor�s-

mo i por f ′′, esto para facilitar la notación y hacer referencia que f ′ y f ′′ están

relacionados con f .

Algunas veces se de�ne la imagen de un mor�smo f : A −→ B como el
subobjeto más pequeño de B que factoriza a f ( Ver [8, pág. 19]). Sin embargo,
la de�nición dada es equivalente a está última.

Proposición 1.4.7 Sean C una categoría abeliana y f : A −→ B un mor�smo

en C. Sea

I
f ′′

��
A

f ′

??

f
// B

la factorización de f a través de su imagen. Entonces se cumple la siguiente

propiedad. Para cualquier otra factorización f = uv, con v un monomor�smo,

existe un único θ : I −→ K tal que el siguiente diagrama conmuta

I
f ′′

  
θ

��

B

K.

>>

Demostración. Ver [8, pág. 19]. �
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Lema 1.4.8 Sean C una categoría abeliana y f : A −→ B mor�smo en C.

Consideremos la factorización de f a través de su imagen

Im(f)
f ′′

##
A

f
//

f ′
<<

B.

Si k : B −→ Coker(f) es el cokernel de f, entonces (k,Coker(f)) es el cokernel

de f ′′.

Demostración. Dado que k = Coker(f) se tiene que kf = 0. Lo cual implica
que kf ′′f ′ = 0; y como f ′ es un epimor�smo, entonces kf ′′ = 0.

Ahora supongamos que existe un mor�smo w : B −→ W tal que wf ′′ = 0.
En conconsecuencia, wf = wf ′′f ′ = 0. Así por la propiedad del cokernel de
f, existe un único mor�smo ϕ : W −→ Coker(f) tal que el siguiente diagrama
conmuta

A
f // B

k //

w

��

Coker(f)

ϕ
zz

W.

Por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo para el mor�smo f ′′

Im(f)
f ′′ // B

k //

w

��

Coker(f)

ϕ
zz

W.

La unicidad se sigue inmediatamente, pues k es un epimor�smo. Por lo tanto
k = Coker(f ′′). �

Lema 1.4.9 Sean C una categoría abeliana y f : A −→ B mor�smo en C.

Consideremos la factorización de f a través de su imagen

Im(f)
f ′′

##
A

f
//

f ′
<<

B.

Si k : Ker(f) −→ A es el kernel de f . Entonces k : Ker(f) −→ A es el kernel

de f ′.

Demostración. La demostración es análoga a la del Lema 1.4.8. �
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De�nición 1.4.10 Sea una categoría abeliana. Consideremos la siguiente su-

cesión de mor�smos en C

η : · · · // Ai−1

αi−1 // Ai
αi // Ai+1

αi+1 // Ai+2
// · · · .

Decimos que η es una sucesión exacta si Ker(αi+1) = Im(αi) como subobjetos

de Ai ∀i.

Proposición 1.4.11 Para una categoría abeliana C, las siguientes condiciones

se satisfacen.

(a) 0 // A
α // B es exacta en C si y sólo si α es un monomor�smo.

(b) A
α // B // 0 es exacta en C si y sólo si α es un epimor�smo.

(c) 0 // A
α // B // 0 es exacta en C si y sólo si α es un isomor�s-

mo.

Demostración. Ver [5, prop. 15.1 en pag. 18.] �

Lema 1.4.12 Sea C una categoría abeliana. Consideremos el siguiente diagra-

ma conmutativo

X
f //

u

��

Y

v

��
0 // X ′

g
// Y ′

h
// Z

con el renglón inferior exacto. Entonces el cuadrado del diagrama anterior es

un pullback si y sólo si la sucesión

0 // X
f // Y

hv // Z

es exacta.

Demostración. Una demostración de esto se encuentra en [6, pág. 35]. �

Lema 1.4.13 Sea C una categoría abeliana. Entonces, todo diagrama

D
f ′ //

g′

��

C

g

��
A

f
// B

que es pullback, se puede completar al siguiente diagrama conmutativo

Kerf ′
i′ //

1Kerf′

��

D
f ′ //

g′

��

C

g

��
Kerf ′

i
// A

f
// B.
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Demostración. Ver [5, 13.1 en la pág. 15]. �

El siguiente lema muestra la relación que existe entre el kernel y cokernel de
dos mor�smos f y g con el kernel y cokernel de la composición gf , respectiva-
mente. Para un resultado parecido en álgebra conmutativa, se puede consultar
[3, pág. 40].

Lema 1.4.14 Sean C una categoría abeliana y f : A −→ B, g : B −→ C

mor�smos en C. Entonces se tiene la siguiente sucesión exacta

η : 0 // Ker(f) // Ker(gf) // Ker(g)

δ

rr
ε : Coker(f) // Coker(gf) // Coker(g) // 0.

Demostración. Veamos la existencia de η.
Sea i : K −→ B con i = Ker(g).Consideremos el siguiente diagrama donde el
cuadrado es un pullback

K ′
i′ //

f ′

��

A

f

��
Ker(g) = K

i
// B

g
// C.

Como i = Ker(g), por el Lema 1.4.12 se tiene que i′ = Ker(gf) ( es decir,
K ′ = Ker(gf)).
Ahora bien, considerando el cuadrado de pullback

K ′
f ′ //

i′

��

K

i

��
A

f
// B

sea j : K ′′ −→ A con j = Ker(f) ( es decir, K ′′ = Ker(f)). Entonces por el
Lema 1.4.13 se tiene el siguiente diagrama conmutativo

0 // K ′′
λ // K ′

f ′ //

i′

��

K

i

��
0 // K ′′ // A

f
// B

Luego 0 // K ′′ // K ′ // K es la sucesión η.
La construción de la sucesión ε se realiza utilizando los resultados duales de
1.4.12 y 1.4.13. �
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Lema 1.4.15 Sea C una categoría abeliana. Consideremos la siguiente sucesión

A
f // B

g // C

donde f es un monomor�smos y g es un epimor�smo. Entonces f = Ker(g) si

y sólo si g = Coker(f). En este caso la sucesión anterior es exacta.

Demostración. (=⇒)Supongamos que f es el kernel de g. Como g es un
epimor�smo tenemos que Coker(g) = 0. De manera que tenemos el siguiente
diagrama para la factorización canónica de g

A
f // B

t

��

g // C
0 // Coker(g) = 0

Coker(f)
g
// Ker(Coker(g)).

u

OO

Se puede ver fácilmente que Ker(Coker(g)) = C y u = 1C . Dado que C es abelia-
na tenemos que g es un isomor�smo. En consecuencia, Coker(f) ∼= Ker(Coker(g)) =

C. Por lo tanto, t y g son objetos cocientes isomorfos. Por lo tanto, podemos
suponer que g = Coker(f).

(⇐=) Supongamos que g = Coker(f). De esta manera tenjemos el siguiente
diagrama conmutativo para la factorización canónica de f

es el cokernel de f . Dado que f es un monomor�smo tenemos el siguiente
diagrama para la factorización a través de la imagen de f

0 // A

1A

��

f // B
g // C

A
f

// Ker(g)

u

OO

ya que f es un monomor�smo y 1A = Coker(0). Como C es abeliana f es
isomor�smo y entonces f : A −→ Ker(g) es isomor�smo.
Por lo tanto, f y u son isomorfos como subobjetos. Por lo tanto podemos suponer
que f = Ker(g). �

Proposición 1.4.16 Sea C una categoría abeliana. Consideremos el siguiente

diagrama de pullback

D
f ′ //

g′

��

A

g

��
C

f
// B.
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Entonces el diagrama anterior se puede completar al siguiente diagrama con-

mutativo y exacto

D
f ′ //

g′

��

A

g

��

π′ // Coker(f ′)

ζ

��

// 0

C
f
// B

π
// Coker(f) // 0,

donde ζ es un monomor�smo.

Demostración. Consideremos la factorización a través de su imagen de los
mor�smos g y f respectivamente

Im(g)
γ′

""
A

g
//

γ
<<

B

Im(f)
β′

##
C

f
//

β
<<

B.

Luego tenemos el siguiente diagrama conmutativo de 4 pullbacks

Z

ε

��

ρ //

IV

Y
σ //

ν

��
III

A

γ

��
C ′

ϕ //

δ

��
II

X

µ

��

θ //

I

Im(g)

γ′

��
C

β
// Im(f)

β′
// B,

donde β′, θ, σ, µ y δ son monomor�smos y γ, ν, ε β, ϕ y ρ son epimor�smos
por el Lema 1.1.21. Del Lema 1.1.22 tenemos que el rectángulo formado por (I)

y (II) es un pullback.
Como γ′(γf ′) = fg′, existe un único mor�smo ψ : D −→ C ′ tal que el siguiente
diagrama conmuta

D

ψ ��

γf ′

$$

g′

��

C ′

δ

��

θϕ // Im(g)

γ′

��
C

f
// B.
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Por otro lado, considerando el diagrama de pullback III y que γf ′ = θ(ϕψ),
tenemos que existe un único mor�smo λ : D −→ Y tal que el siguiente diagrama
conmuta

D

λ   

f ′

$$
ϕψ

��

Y

ν

��

σ // A

γ

��
X

θ
// Im(g).

Considerando el cuadrado de pullback IV y que νλ = ϕψ, tenemos que existe
λ′ : D −→ Z tal que el siguiente diagrama conmuta

D

λ′   

λ

##
ψ

��

Z

ε

��

ρ // Y

ν

��
C ′

ϕ
// X.

Por otro lado, por hipótesis, tenemos un pullback

D

g′

��

f ′ // A

g

��
C

f
// B.

Considerando el cuadrado exterior formado por el diagrama de los 4 pullbacks,
entonces existe un único mor�smo λ′′ : Z −→ D tal que el siguiente diagrama
conmuta

Z

λ′′   

σρ

##

δε

��

D

g′

��

f ′ // A

g

��
C

f
// B.
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Veamos que el siguiente diagrama conmuta

D

λ′′λ′

  

f ′

##

g′

��

D

g′

��

f ′ // A

g

��
C

f
// B.

En efecto, g′λ′′λ′ = δελ′ = δψ = g′ y f ′λ′′λ′ = σρλ′ = σλ = f ′. Por la
propiedad universal del pullback, tenemos que λ′′λ′ = 1D. Concluyendo que λ′′

es un epimor�smo.
Entonces por 1.4.8 tenemos que Coker(f ′) = Coker(f ′λ′′) = Coker(σρ) =

Coker(σ), pues λ′′ y ρ son epimor�smos. Como β′ es un monomor�smo, por
1.4.9, tenemos el siguiente diagrama de pullback

Y
σ //

µν

��

A

g=γ′γ

��
Im(f)

β′ // B.

Como f = β′β y β es un epimor�smo, tenemos que Coker(f) = Coker(β′).
Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Y
σ //

µν

��

A

g=γ′γ

��

π′ // I

ζ

��
0 // Im(f)

β′ // B
π // Coker(f) // 0,

donde πg = ζπ′ es la factorización a través de su imagen de πg. Por el Lema
1.4.12 tenemos que σ = Ker(πg) = Ker(ζπ′). Pero ζ es un monomor�smo y por
lo tanto, σ = Ker(π′). Como π′ es un epimor�smo, por el Lema 1.4.15, conclui-
mos que π′ = Coker(σ). Luego, tenemos el siguiente diagrama conmutativo y
exacto, donde ζ es un monomor�smo

0 // Y
σ //

µν

��

A

g=γ′γ

��

π′ // I

ζ

��

// 0

0 // Im(f)
β′ // B

π // Coker(f) // 0.
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Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo y exacto

D
f ′ //

g′

��

A

g

��

π′ // I

ζ

��

// 0

C
f
// B

π
// Coker(f) // 0,

ya que Coker(f ′) = Coker(σ) y Coker(f) = Coker(β′). �

1.5. Propiedades que preservan los funtores

De�nición 1.5.1 Sea T : C −→ D un funtor covariante.

(a) Sean C y D categorías con objeto cero, se dice que T preserva objetos

cero (resp. mor�smos cero) si T (0) es un objeto cero (resp. mor�smo

cero) en D siempre que 0 lo sea en C .

(b) T preserva kerneles si T (µ) : T (K) −→ T (A) es el kernel de T (α) :

T (A) −→ T (B) siempre que µ : K −→ A es el kernel de α : A −→ B.

Dualmente se tiene la noción que T preserva cokerneles.

(c) T preserva cokerneles si T (π) : T (B) −→ T (L) es el cokernel de T (α) :

T (A) −→ T (B) siempre que π : B −→ L es el cokernel de α : A −→ B.

De�nición 1.5.2 Sean C y D categorías abelianas. Decimos que el funtor T :

C −→ D es exacto, si T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es una sucesión exacta

en D para toda sucesión exacta A
α // B

β // C en C.

Proposición 1.5.3 Sean C y D categorías abelianas y T : C −→ D un funtor

covariante. Entonces:

(a) T preserva kerneles si y sólo si para toda sucesión exacta corta

0 // A
α // B

β // C // 0

en C la sucesión 0 // T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) es exacta en D.

(b) T preserva cokerneles si y sólo si para toda sucesión exacta corta como la

anterior, la sucesión T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) // 0 es exacta.
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(c) T es exacto si y sólo si para toda sucesión exacta corta

0 // A
α // B

β // C // 0,

la sucesión

0 // T (A)
T (α) // T (B)

T (β) // T (C) // 0

es exacta D.

Demostración. Consultar [8, pag. 76]. �



Capítulo 2

Localización

El término localización se origina en geometría algebraica: si R es un ani-
llo de funciones de�nido en algún objeto geométrico (variedad algebraica) V , y
uno quiere estudiar esta variedad localmente cerca de un punto p, entonces se
considera el conjunto S de todas las funciones que no son cero en p y se localiza
R con respecto a S. El anillo resultante S−1R contiene solamente información
sobre el comportamiento de V cerca de p. Para más detalles, vea [2].

El concepto de localización para anillos conmutativos se generaliza a cierto
tipo de categorías durante este capítulo y durante el mismo se estudian propie-
dades que la localización CΣ hereda de la categoría original C, el capítulo se ha
desarrollado en gran parte de [6].

2.1. Categoría de fracciones y sistemas calcula-

bles

Una motivación para la localización en categorías es generalizar el concepto
de localización de anillos conmutativos con identidad.

De�nición 2.1.1 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Un subconjunto

S ⊆ A se dice multiplicativo si:

(a) 1A ∈ S,

(b) si s, s′ ∈ S entonces ss′ ∈ S.

Sobre el conjunto

S ×A := {(s, a)| s ∈ S, a ∈ A}

27
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de�nimos una relación: (s, a) ∼ (s′, a′) si existe s′′ ∈ S tal que s′′(as′ − a′s) =

0. La relación ∼ resulta ser de equivalencia. Denotamos por a
s a la clase de

equivalencia de (s, a), es decir,

a

s
= {(s′, a′)|(s′, a′) ∼ (s, a)}

Denotaremos por S−1A a las clases de equivalencia dadas por la relación ante-
rior. Es decir,

S−1A = {a
s
|a ∈ A, s ∈ S}.

Observación 2.1.2 El conjunto S−1A es un anillo conmutativo con identidad,

con las operaciones siguientes:

(a) a
s + a′

s′ = as′+a′s
ss′ ,

(b) (as )(a
′

s′ ) = aa′

ss′ ,

(c) La identidad en S−1A es el elemento 1
1 .

Con lo anterior tenemos una función ϕ : A −→ S−1A tal que ϕ(a) = a
1 .

Resulta sencillo ver que ϕ es un mor�smo de anillos conmutativos con identidad.
Más aún se tiene el siguiente resultado.

Proposición 2.1.3 Sean A un anillo conmutativo con 1 y S un subconjunto

multiplicativo de A. Entonces, el par (ϕ, S−1A) satisface lo siguiente:

(a) ∀ s ∈ S, ϕ(s) es una unidad en S−1A.

(b) Sea ψ : A −→ B un mor�smo de anillos tal que ψ(s) es unidad en B, para

todo s ∈ S. Entonces, existe un único mor�smo de anillos θ : S−1A −→ B

tal que el siguiente diagrama

A

ϕ

��

ψ // B

S−1A

θ

<<

conmuta.

Demostración. Ver [2, pág 36]. �

De�nición 2.1.4 Sean A anillo conmutativo con 1 y S ⊆ A un sistema multi-

plicativo. El par (ϕ, S−1A) se llama la localización de A respecto a S.

Ejemplo 2.1.5

(a) Sea A = Z el anillo de los números enteros y S = Z−{0}. Entonces S−1Z =

Q y ϕ : Z −→ Q es de�nido por ϕ(a) = a
1 .
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(b) Sea A = Z y consideremos el ideal primo generado por el primo 5, es decir,

P =< 5 >. De�nimos S = Z− < 5 >, entonces S−1A = Z(5), donde

Z(5) = {q ∈ Q|q =
a

b
con a, b ∈ Z y 5 no divide a b}.

De manera más general se tiene el siguiente ejemplo

(c) Sea A un anillo conmutativo con 1 y P un ideal primo de A, de�nimos

S = A− P . Entonces S−1A := AP donde

AP = {f
g
∈ K|f, g ∈ A y g 6∈ P}.

con K = frac(A). El anillo AP es llamado la localización de A en P .

Motivados en esta contrucción para anillos conmutativos ( ver [2, pág. 41]) es
que se tiene la siguiente de�nición. En la siguiente de�nición y durante todo el
capítulo la pabra funtor se re�ere a funtor covariante a menos que se especi�que
lo contrario.

De�nición 2.1.6 Sean C una categoría y Σ una clase de mor�smos de C. Se di-

ce que la pareja (T,CΣ), donde CΣ es una categoría y T : C −→ CΣ un funtor, es

una categoría de fracciones de C relativa a Σ si las siguientes condiciones

se satisfacen:

(a) Para cada s ∈ Σ, T (s) es un isomor�smo en CΣ

(b) Si T ′ : C −→ C′, es un funtor tal que para cada s ∈ Σ, T ′(s) es un

isomor�smo en C′ entonces existe un único funtor T : CΣ −→ C′ tal que

el siguiente diagrama conmuta:

C
T //

T ′ ��

CΣ

T
��

C′.

Ejemplo 2.1.7

(a) La categoría derivada de una categoría abeliana es muy utilizada en álgebra

homológica. Es la localización de la categoría de complejos de cadena (hasta

homotopía) con respecto a los cuasi-isomor�smos.

(b) En teoría de módulos sobre un anillo conmutativo R, cuando R tiene una

dimensión de Krull ≥ 2, puede ser útil tratar módulos M y N como pseudo-

isomorfos si M/N tiene soporte de codimensión al menos dos. Esta idea es muy

utilizada en la teoría de Iwasawa.
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(c) Una isogenia de una variedad abeliana A a otra B es un mor�smo suprajec-

tivo con núcleo �nito. Algunos teoremas sobre variedades abelianas requieren la

idea de variedad abeliana hasta isogenia para su declaración conveniente. Por

ejemplo, dada una subvariedad abeliana A1 de A, hay otra subvariedad A2 de

A tal que A1 × A2 es isogeno a A (Teorema de Poincaré). Para llamar a es-

to una descomposición de la suma directa, debemos trabajar en la categoría de

variedades abelianas hasta la isogenia.

De�nición 2.1.8 Sean C una categoría y Σ una clase de mor�smos en C. Se

dice que Σ es un sistema multiplicativo si:

(a) para s : X −→ Y y s′ : Y −→ Z mor�smos en Σ, se tiene que la compo-

sición s′ ◦ s ∈ Σ,

(b) 1X ∈ Σ ∀ X ∈ Obj(C).

De�nición 2.1.9 Sean C una categoría y Σ ⊆ Mor(C) un sistema multiplica-

tivo. Se dice que Σ es calculable a derecha si:

(a) Σ es permutable a derecha, es decir, cada diagrama en C

Y ′

��
X

s
// Y

con s ∈ Σ puede ser completado a un cuadrado conmutativo

X ′
s′ //

��

Y ′

��
X

s // Y

con s′ ∈ Σ.

(b) Σ es simpli�cable a derecha, es decir, para cada par de mor�smos

f, g : X −→ Y para los cuales existe s : Y −→ Y ′ con s ∈ Σ tal que

sf = sg, existe s′ ∈ Σ tal que fs′ = gs′.

Dualmente, tenemos la siguiente de�nición.

De�nición 2.1.10 Sean C una categoría y Σ ⊆Mor(C) un sistema multiplica-

tivo. Se dice que Σ es calculable a izquierda si:
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(a) Σ es permutable a izquierda, es decir, cada diagrama en C

X //

s

��

X ′

Y

con s ∈ Σ puede ser completado a un cuadrado conmutativo

X //

s

��

X ′

s′

��
Y // Y ′

con s′ ∈ Σ.

(b) Σ es simpli�cable a izquierda, es decir, para cada par de mor�smos

f, g : X −→ Y para los cuales existe s : X ′ −→ X con s ∈ Σ tal que

fs = gs, existe s′ ∈ Σ tal que s′f = s′g.

De�nición 2.1.11 Se dice que Σ es calculable si Σ es simultaneamente cal-

culable a izquierda y a derecha.

2.1.1. Ejemplos de sistemas calculables

Ejemplo 2.1.12 Sea A un anillo conmutativo con identidad. Entonces, cada

subconjunto multiplicativo de A es un sistema calculable.

Demostración. Recordemos que a A lo podemos pensar como una categoría C,
donde Obj (C) = {a} la categoría con un sólo objeto yMor( C) := HomA(a, a) =

A. La ley de composición

◦ : HomA(a, a)×HomA(a, a) −→ HomA(a, a),

está de�nida como g ◦ f = gf donde gf denota la multiplicación del anillo A.
Sea Σ ⊆ A = Mor(C) multiplicativo. Veamos que Σ es un sistema calculable.

(a) Sean f, g ∈ Σ, veamos que g ◦ f ∈ Σ.
En efecto, tenemos que g ◦ f = gf ∈ Σ, ya que como Σ es multiplicativo,
es cerrado por multiplicación.

(b) Como Σ es multiplicativo por de�nición en 2.1.1, 1 ∈ Σ. Luego 1A : a −→ a

pertenece a Σ.

A�rmamos que Σ es permutable a derecha.
En efecto, tomemos el diagrama en C con s ∈ Σ
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a

f

��
a

s
// a,

necesitamos f ′, s′ ∈Mor(C) tales que s◦f ′ = f ◦s′. Dado que la composición se
de�nió como la multiplicación en el anillo, tenemos que s◦f ′ = sf ′ y f ◦s′ = fs′.
Debido a que el anillo A es conmutativo tenemos que fs = sf . Tomando f ′ = f

y s′ = s, se tiene que s ◦ f ′ = sf ′ = sf = fs = f ′s = f ′ ◦ s. Por lo tanto, el
siguiente diagrama conmuta

a
s′ //

f ′

��

a

f

��
a

s
// a.

Ahora veamos que Σ es simpli�cable a derecha. Sean f, g : a −→ a mor�smos
tales que existe s : a −→ a tal que sf = sg, es decir, el siguiente cuadrado
conmuta:

a
f //

g

��

a

s

��
a

s // a

Veri�quemos que existe k : a −→ a tal que fk = gk, con k ∈ Σ, es decir, que el
siguiente diagrama conmuta

a
k //

k

��

a

f

��
a

g // a.

En efecto, tomando k = s tenemos que fk = fs = sf = sg = gs = gk. Pro-
bándose que Σ es calculable a derecha. De manera análoga se obtiene que Σ es
calculable a izquierda. Así Σ es un sistema calculable. �

El siguiente ejemplo de sistema calculable que desarrollamos se encuentra en
la categoría de grupos abelianos Ab. Sin embargo, para tener una prueba clara
se requiere de unos resultados previos y de recordaremos una clase particular
de grupos.

De�nición 2.1.13 Sea G un grupo abeliano. Se dice que un subgrupo H de G

es un subgrupo de torsión si para cada a ∈ G existe n ≥ 0 tal que an = 0G,

es decir, todos los elementos de H tienen orden �nito.

Ejemplo 2.1.14 (a) Cualquier grupo abeliano �nito es de torsión.
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(b) El grupo abeliano Q/Z es de torsión.

(c) Z(p∞).

Lema 2.1.15 Sea Ab la categoría de grupos abelianos. Consideremos la siguien-

te sucesión exacta

0 // A
f // B

g // C // 0

Entonces B es un grupo de torsión si y sólo si A y C los son.

Demostración. La demostración de este resultado no es difícil, por lo que se
omite. �

Ejemplo 2.1.16 Sean Ab la categoría de grupos abelianos y

Σ := {f ∈Mor(Ab) | Ker(f) y Coker(f) son de torsión}.

Entonces Σ es un sistema calculable.

Demostración. Para ver que Σ es un sistema calculable, tenemos que demos-
trar que Σ es calculable a izquierda y a derecha. Primero veremos que la clase
de mor�smos Σ es un sistema calculable a derecha.

(a) Σ es multiplicativo. Sean f, g ∈ Σ, donde f : A −→ B y g : B −→ C son
mor�smos de grupos abelianos. Veamos que gf ∈ Σ.
En efecto, por el Lema 1.4.14 tenemos la existencia de las siguientes suce-
siones exactas

η : 0 // Ker(f)
u // Ker(gf)

w // Ker(g)

ε : Coker(f)
t // Coker(gf)

z // Coker(g) // 0

De las sucesiones η y ε se obtienen las siguientes sucesiones exactas cortas

η′ : 0 // I1
w′′ // Ker(g)

π1 // Ker(g)/I1 // 0

ε′ : 0 // Ker(t′)
i // Coker(f)

t′ // I2 // 0

donde I1 := Im(w) y I2 := Im(t). Luego como g ∈ Σ, Ker(g) es de torsión
por el Lema 2.1.15 tenemos que I1 es de torsión. Análogamente, dado que
Coker(f) es de torsión entonces I2 es de torsión. Considerando ahora las
siguientes sucesiones exactas

η′′ : 0 // Ker(f)
u // Ker(gf)

w′ // I1 // 0
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ε′′ : 0 // I2
t′′// Coker(gf)

z // Coker(g) // 0

por el Lema 2.1.15, tenemos que Ker(gf) y Coker(gf) son de torsión. Por
lo tanto, gf ∈ Σ.

(b) Todos los mor�smo identidad están en Σ.
En efecto, dado que 1A : A −→ A es un isomor�smo para cada A ∈ Ab

se tiene que Ker(1A) = Coker(1A) = {0}. En consecuencia, Ker(1A) y
Coker(1A) son grupos de torsión. Por lo tanto, 1A ∈ Σ.

(c) El sistema multiplicativo Σ es permutable a derecha.
En efecto, consideremos el diagrama en C

A

g

��
C

f
// B

con f ∈ Σ.

Consideremos el pullback del par (f, g)

D
f ′ //

g′

��

A

g

��
C

f
// B

Dado que f ∈ Σ, Ker(f) es un grupo de torsión; y por el Lema 1.4.13,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Kerf
i′ //

1Kerf

��

D
f ′ //

g′

��

A

g

��
Kerf ′

i
// C

f
// B

En consecuencia, Ker(f) ∼= Ker(f ′). Por lo tanto Ker(f ′) es un grupo abe-
liano de torsión. Por la Proposición 1.4.16, podemos considerar el siguiente
diagrama

D
f ′ //

g′

��

A
π′ //

g

��

Coker(f ′)

ζ

��

// 0

C
f
// B

π
// Coker(f) // 0
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donde ζ es un monomor�smo. Dado que f ∈ Σ, Coker(f) es de torsión. Del
Lema 2.1.15, tenemos que Coker(f ′) es de torsión. Por lo tanto, f ′ ∈ Σ.

(d) El sistema Σ es simpli�cable a derecha.
En efecto, sean f, g : X −→ Y mor�smos en C y s : Y −→ Y ′ con s ∈ Σ

tales que sg = sf . Consideremos el mor�smo g − f : X −→ Y . Como
sg = sf , tenemos que s(g − f) = 0.
Consideremos r : Ker(g − f) −→ X el kernel del mor�smo g − f . Clara-
mente tenemos que (g − f)r = 0, lo cual implica que gr = fr. Solo falta
ver que r ∈ Σ.

Veamos que r ∈ Σ.
En efecto, dado que r es un monomor�smo tenemos que Ker(r) = 0, por lo
que Ker(r) es un grupo de torsión. Por otro lado, tenemos que s(g−f) = 0

lo cual implica que Im(g−f) ⊆ Ker(s), por lo tanto Im(g−f) es de torsión.

Consideremos el cokernel del mor�smo r, es decir, w : X −→ Coker(r), el
cual es parte del siguiente diagrama conmutativo

0 // Ker(g − f)
r // X

w

��

g−f // Y
e // Coker(g − f)

Coker(r)
g−f

// Ker(e),

z

OO

donde w un epimor�smo y z un monomor�smo.
Dado que la categoría de grupos abelianos es abeliana, tenemos que g − f
es un isomor�smo; y por lo tanto,

Im(g − f) ∼= Ker(e) ∼= Coker(r) = X/Ker(g − f).

En consecuencia, Coker(r) es un grupo abeliano de torsión por que Im(g−
f) lo es.

Para demostrar que Σ es un sistema calculable a izquierda, se usan los resultados
duales de la Proposición 1.4.16 y el Lema 1.4.13.

�

2.2. Categorías conexas y casi-directas

De�nición 2.2.1 Sea F una categoría arbitraria. Decimos que F es una cate-

goría casi-directa a izquierda si cumple las siguientes condiciones:
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(a) Cualquier diagrama en F

B

A

OO

// C,

se puede completar a un cuadrado conmutativo

B // D

A

OO

// C

OO

(b) Para cada pareja de mor�smos u, v : A −→ B en F existe un mor�smo

w : B −→ C tal que wu = wv.

De�nición 2.2.2 Sea C una categoría. Una subcategoría plena C′ de C es lla-

mada co�nal si para cada objeto A ∈ C existe un mor�smo u : A −→ A′ con

A′ ∈ C′.

Lema 2.2.3 Sean F una categoría casi-directa izquierda, F′ una subcategoría

co�nal pequeña de F y T : F −→ C un funtor covariante. Sea f = {fi : T (i) −→
X}i∈F′ una familia de mor�smos en C tal que el siguiente diagrama conmuta

∀ m : i −→ j en F′

T (i)
fi //

T (m)

��

X

T (j).

fj

==

Entonces, la familia f se extiende a una única familia f ′ = {f ′i : T (i) −→ X}i∈F
tal que f ′i = fi ∀i ∈ F′; y tal que ∀ n : i −→ j en F el siguiente diagrama conmuta

T (i)
f ′i //

T (n)

��

X

T (j).

f ′j

==

Demostración. Para i ∈ F′ de�nimos f ′i := fi.

Sea i ∈ F − F′. Como F′ es co�nal, existe un mor�smo α : i −→ k con k ∈ F′.
Consideremos el mor�smo fk : T (k) −→ X. De�nimos

f ′i := fkT (α) : T (i) −→ X.
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Veamos que la de�nición de f ′i no depende del mor�smo α : i −→ k. En
efecto, supongamos que α′ : i −→ k′ es otro mor�smo con k′ ∈ F′. Como F

es casi-directa izquierda existen β : k −→ l y β′ : k′ −→ l tal que el siguiente
diagrama conmuta en F

k
β

��
i

α

??

α′ ��

l

k′.
β′

??

Como F′ es co�nal, existe γ : l −→ l′, con l′ ∈ F′, tal que

γβα = γβ′α′.

Notemos que γβ : k −→ l′ y γβ′ : k′ −→ l′ son mor�smos en F′ pues k, l′, k′ ∈ F′.
Luego tenemos los siguientes diagramas conmutativos

T (k)
fk //

T (γβ)

��

X

T (l′)

fl′

== T (k′)
fk′ //

T (γβ′)

��

X

T (l′).

fl′

==

DAdo que γβα = γβ′α′, tenemos que

fl′T (γβα) = fl′T (γβ′α′).

Pero por un lado, fl′T (γβα) = fl′T (γβ)T (α) = fkT (α).
Por otro lado, fl′T (γβ′α′) = fl′T (γβ′)T (α′) = fk′T (α′). Por lo tanto, fkT (α) =

fk′T (α′) y entonces la de�nición de f ′i no depende del mor�smo k : i −→ j con
k ∈ F′. Con esto tenemos la familia {f ′i : T (i) −→ X}i∈F.
Ahora veamos que el siguiente diagrama conmuta ∀ n : i −→ j en F

T (i)

(∗)

f ′i //

T (n)

��

X

T (j).

f ′j

==

En efecto, checaremos varios casos posibles:

(a) Sean i y j en F′. Entonces, el diagrama (∗) conmuta, pues en este caso
f ′i = fi y f ′j = fj .
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(b) Sean i ∈ F′ y j ∈ F − F′.
En este caso, tenemos que f ′j = frT (α) con α : j −→ r, r ∈ F′. Consi-
deremos αn : i −→ r mor�smo en F. Como i, r ∈ F′ tenemos el siguiente
digrama conmutativo

T (i)
fi //

T (αn)

��

X

T (r).

fr

==

Luego f ′jT (n) = (frT (α))T (n) = frT (αn) = fi = f ′i (pues i ∈ F′).

(c) Sean i 6∈ F′ y j ∈ F′. En este caso tenemos n : i −→ j con j ∈ F′. Entonces
f ′i = fjT (n), pues vimos que la de�nición de f ′i no depende del mor�smo
α : i −→ k con k ∈ F′.

Por lo tanto, f ′i = fjT (n) = f ′jT (n) (pues j ∈ F′).

(d) Sean i 6∈ F′ y j 6∈ F′. Como F es casi-directa izquierda, existe un mor�smo
α : j −→ k con k ∈ F′. Luego tenemos el siguiente mor�smo αn : i −→ k.
Dado que f ′i y f

′
j están bien de�nidos, tenemos que:

f ′i := fkT (αn) y también f ′j := fkT (α).

Por lo tanto, f ′jT (n) = (fkT (α))T (n) = fkT (αn) = f ′i .

Veamos la unicidad de la familia f ′.
Sea g = {gi : T (i) −→ X}i∈F tal que gi = fi ∀ i ∈ F′ y tal que ∀ n : i −→ j en
F el siguiente diagrama conmuta

T (i)
gi //

T (n)

��

X

T (j).

gj

==

Veamos que g = f ′. Basta ver que para i 6∈ F′ se tiene que gi = f ′i . En efecto,
sea i 6∈ F′. Como F′ es co�nal, existe α : i −→ k, con k ∈ F′. Entonces por
hipótesis, el siguiente diagrama conmuta

T (i)
gi //

T (α)

��

X

T (j)

gk

==

Es decir, gi = gkT (α), pero gk = fk pues k ∈ F′. Por lo tanto, gi = gkT (α) =

fkT (α) = f ′i .
Probándose que g = f ′.

�
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De�nición 2.2.4 Sea I una categoría y F : I −→ C un funtor covariante. El

límite directo de F denotado por lim−→F es una familia de mor�smos {λi :

F (i) −→ X}i∈I que satisface las siguientes condiciones.

(a) Es compatible con F , es decir, ∀ f : i −→ j en I el siguiente diagrama

conmuta

F (i)

T (f)

��

λi // X

F (j)

λj

==

(b) Si {µi : F (i) −→ Y }i∈I es otra familia compatible, existe un único mor-

�smo θ : X −→ Y tal que

X
θ // Y

F (i)

µi

==

λi

aa

conmuta ∀i ∈ I.

Observación 2.2.5 Se puede ver fácilmente que cualesquiera dos límites direc-

tos son isomorfos. Luego, al objeto X de la de�nición anterior lo denotamos por

lim−→F .

Teorema 2.2.6 Sea F una categoría casi-directa izquierda, F′ una subcategoría

co�nal pequeña de F y H : F′ −→ F el funtor inclusión. Entonces, el funtor

T : F −→ C tiene límite directo si y sólo si TH tiene límite directo. Además

lim−→T ∼= lim−→TH.

Demostración. (=⇒) Supongamos que el límite del funtor T : F −→ C existe,
por lo que existe una familia de mor�smos {ηi : T (i) −→ lim−→T}i∈F tal que
∀ k : i −→ j mor�smo en F el siguiente diagrama conmuta

T (i)

T (k)

��

ηi

%%
lim−→T := M

T (j)

ηj

99

Por lo tanto, para todo mor�smo k : i −→ j en F′ se tiene el siguiente diagrama
conmutativo
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TH(i) = T (i)

T (k)

��

ηi

''
lim−→T = M

TH(j) = T (j)

ηj

77

De esta manera lim−→T es candidato a ser el lim−→TH.

Veamos que la familia {ηi : T (i) −→ lim−→T}i∈F′ es el límite directo de TH.
Para esto falta ver que {ηi : T (i) −→ lim−→T}i∈F′ satisface la propiedad universal.
En efecto, sea {gi : T (i) −→ X}i∈F′ otra familia de mor�smos tal que gi =

gjT (k), es decir, el siguiente diagrama conmuta ∀ k : i −→ j en F′

T (i)

ϕij

��

gi

""
X

T (j).

gj

<<

Por el Lema 2.2.3 existe una familia {g′i}i∈F tal que g′i = gi ∀ i ∈ F′. Por la
propiedad universal de lim−→T existe un único Θ : M −→ X tal que el siguiente
diagrama conmuta ∀i ∈ F′

M
Θ // X

T (i)

ηi

YY

g′i

EE

para cada i ∈ F, en particular para i ∈ F′.

Veri�quemos ahora la unicidad de Θ en F′.
En efecto, supongamos que existe Θ′ : M −→ X tal que Θ′ηi = g′i para cada
i ∈ F′.

Veamos que θ′ηl = g′l ∀ l ∈ F − F′.
En efecto, como F es casi-directa a izquierda , existe α : l −→ k con k ∈ F′. Por
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de�nición de g′l tenemos que g′l = gkT (α). Como k ∈ F′, tenemos que gk = θ′ηk
y por lo tanto,

g′l = gkT (α) = θ′ηkT (α) = θ′ηl

pues {ηi : T (i) −→M}i∈F es el límite directo. Luego entonces θ′ηi = g′i ∀ i ∈ F.
Por la unicidad del límite {ηi}, concluimos que Θ′ = Θ.

(⇐=) Supongamos que lim−→TH existe, es decir, existe una familia η = {ηi :

T (i) −→ L}i∈F′ tal que ∀ k : i −→ j en F′ el siguiente diagrama conmuta

TH(i)
ηi //

TH(k)

��

L

TH(j)

ηj

<<

Por el Lema 2.2.3, existe η′ = {η′i : T (i) −→ L}i∈F tal que η′i = ηi ∀ i ∈ F′ y si
k : i −→ j es un mor�smo en F entonces el siguiente diagrama conmuta

T (i)
η′i //

T (k)

��

L

T (j)

η′j

>>

A�rmamos que η′ = {η′i}i∈F es el límite directo de T .
En efecto, sea {gi : T (i) −→ X}i∈F mor�smos en C tal que si k : i −→ j es un
mor�smo en F entonces gi = g′jT (k). En particular, g′i = g′jT (k) ∀ k : i −→ j

en F′. Como η = {ηi} es límite directo de TH, tenemos que existe un mor�smo
θ : L −→ X tal que

θηi = gi ∀i ∈ F′.

Veamos que θη′i = gi ∀ i ∈ F. Como η′i = ηi ∀ i ∈ F′, basta ver que θη′i = gi
para i ∈ F − F′. Como F es casi-directa a izquierda, existe α : i −→ k con
k ∈ F′. Por de�nición de η′i en el Lema 2.2.3, η′i = ηkT (α).
Luego entonces θη′i = θηkT (α) = gkT (α) = gi, donde la última igualdad es
porque {gi} es compatible.
Por lo tanto, θη′i = gi ∀ i ∈ F. La unicidad es fácil. �

De�nición 2.2.7 Sea C una categoría. Se dice que C es conexa si para cua-

lesquiera dos objetos A, B ∈ C existe una catidad �nita de objetos A0, A1, · · · ,
An y un diagrama de la forma

A0

  

A2

  ~~

· · ·

""~~

An

||
A1 A3 An−1

con A0 = A y An = B para algún n.
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Observación 2.2.8 (a) Notemos que en la de�nición anterior n tiene que

ser par. Es decir, n = 2m para m ≥ 1.

(b) Si existe mor�smo f : A −→ B entonces podemos completar a un diagrama

A0

α
  

A2

β

~~
A1

con A0 = A, A1 = B, α = f y A2 = B, β = 1B.

(c) Si existe mor�smo f : B −→ A podemos completar a un diagrama de la

forma

A

1A ��

B

f��
A

Lema 2.2.9 Sea C una categoría cuasi-directa izquierda. Entonces, C es conexa

si y sólo si para cada par de objetos A,B ∈ C existe un objeto K ∈ C y un

diagrama de la forma

A

  

B

~~
K

Demostración. SeaA,B ∈ C. Como C es conexa existen objetosA0, A1, · · · , An
y un diagrama de la forma

A0 = A

##

A2

  ~~

· · ·

""~~

An = B.

yy
A1 A3 An−1

Por la observación 2.2.8 i) sabemos que n = 2m con m ≥ 1.

Demostraremos por inducción sobre m que existe un diagrama de la forma

A

  

B

~~
K

con K ∈ C. Si m = 1, tomamos K = A1.
Supongamos que el resultado se satisface para m − 1. Veamos que se cumple
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A0 = A

##

A2

  ~~

· · ·

$$~~

A2(m−1)

xx

γ

%%

A2m.

δ{{
A1 A3 A2(m−1)−1 A2m−1

para m. En efecto. sean A,B ∈ C tales que existen objetos A0, A1, · · · , A2m y
un diagrama de la forma

Tomamos A′ = A y B′ = A− 2(m− 1), tenemos por hipótesis de inducción
quee xiste K ′ ∈ C y un diagrama de la forma

A = A′

α $$

B′

β}}
K ′.

Como C es cuasi-directa a izquierda, el coángulo K ′ B′
βoo γ // A2m−1 se

puede completar al siguiente diagrama conmutativo

A′

α
  

B′

β~~

γ

""

A2m

δ{{
K ′

α′   

A2m−1

β′{{
K

Luego, entonces tenemos el siguiente diagrama

A

γ′α   

B

β′δ~~
K.

Probándose el resultado para m. �

Teorema 2.2.10 Sea I una categoría conexa, pequeña y casi-directa izquierda.

Sea M : I −→ Sets un funtor covariante. Entonces lim−→M existe.

Demostración. Dado M : I −→ Sets covariante, denotamos por Mi := M(i)

∀ i ∈ I. Consideremos
∐
i∈IMi la unión disjunta de la familia {Mi}i∈I y las

inclusiones canónicas ϕi : Mi −→
∐
i∈IMi. Consideremos el siguiente diagrama
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para cada f : i −→ j

Mi

ϕi

$$
M(f)

��

∐
i∈IMi

Mj

ϕj

;;

el cual no necesariamente conmuta. A partir del diagrama anterior construimos
un diagrama que si conmute.

Sean m,m′ ∈
∐
i∈IMi, dado que m ∈

∐
i∈IMi entonces m ∈ Mi para

alguna i ∈ I, análogamente tenemos que m′ ∈ Mj para alguna j ∈ I. Dado
que I es conexa por el Lema 2.2.9, existe k ∈ I junto con mor�smos fik :

i −→ k y fjk : j −→ k que conectan a los objetos i y j los cuales inducen
mor�smos M(fik) : Mi −→ Mk y M(fjk) : Mj −→ Mk. Con esto tenemos que
M(fik)(m) ∈Mk y también M(fjk)(m′) ∈Mk.
De�nimos un relación sobre el conjunto

∐
i∈IMi de la siguiente manera. Dados

m,m′ ∈
∐
i∈IMi con m ∈ Mi y m′ ∈ Mj . Declaramos que m está relacionado

con m′ (en símbolos, m ∼ m′); de la siguiente manera:

m ∼ m′ ⇔ ∃ k ∈ I y mor�smos fik : i −→ k, fjk : j −→ k tal que
M(fik)(m) = M(fjk)(m′).

A�rmamos que ∼ es una relación de equivalencia. En efecto,

(a) Simétrica. Sea m ∈
∐
i∈IMi, con m ∈ Mi. Considerando 1i : i −→ i

tenemos que M(1i)(m) = M(1i)(m). Por lo tanto, m ∼ m.

(b) Re�exiva. Supongamos que m ∼ m′, con m ∈ Mi, m′ ∈ Mj , es decir,
existe k ∈ I y mor�smos fik : i −→ k, fjk : j −→ k tal que M(fik)(m) =

M(fjk)(m′). Como la igualdad es re�exiva, tenemos que M(fjk)(m′) =

M(fik)(m) y por lo tanto, m′ ∼ m.

(c) Transitiva. Supongamos que m ∼ m′ y m′ ∼ m′′ con m ∈ Mi, m′ ∈ Mj

y m′′ ∈ Ms. Como m ∼ m′, existe k ∈ I y mor�smos fik : i −→ k,
fjk : j −→ k tal que M(fik)(m) = M(fjk)(m′). De la misma manera,
como m′ ∼ m′′ existe r ∈ I y mor�smos fjr : j −→ r, fsr : s −→ r tal
que M(fir)(m

′) = M(fsr)(m
′′). Como I es casi-directa izquierda existen

mor�smos fkq : k −→ q y frq : r −→ q tal que el siguiente diagrama
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conmuta
i

fik

��
k

fkq

��
j

fjk

@@

fjr ��

q

r

frq

@@

s
fsr

??

Consideremos v = fkqfik : i −→ q y w : frqfsr : s −→ q. Entonces

M(v)(m) = M(fkqfik)(m) = M(fkq)M(fik)(m)

= M(fkq)M(fjk)(m′)

= M(fkqfjk)(m′)

= M(frqfjr)(m
′)

= M(frq)M(fjr)(m
′)

= M(frq)M(fsr)(m
′′)

= M(frqfsr)(m
′′)

= M(w)(m′′).

En consecuencia, m ∼ m′′. Por lo tanto, ∼ es una relación de equivalencia.

Consideremos ahora la función π :
∐
i∈IMi −→

(∐
i∈IMi

)
/ ∼ tal que

π(mi) := mi ( donde mi denotará la clase de equivalencia de mi). A�rmamos
que el siguiente diagrama conmuta ∀ f : i −→ j en I

Mi

λi

&&
M(f)

��

(∐
i∈IMi

)
/ ∼

Mj

λj

99

donde λi := πϕi y λj := πϕj .
En efecto, sea m ∈ Mi entonces λi(m) = πϕi(m) = π(ϕi(m)) = ϕi(m), como
ϕi es la inclusión canónica se tiene que λi(m) = m en B :=

∐
iinIMi/ ∼.
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Por otro lado, tenemos que

(λjM(f))(m) = λj(M(f)(m)) = πϕj(M(f)(m))

= ϕj(M(f)(m))

= M(f)(m)

donde la última igualdad se da por ser ϕj es la inclusión canónica.
Veamos que m ∼M(f)(m).
En efecto consideremos el diagrama

i

f
��

j

1j
��

j

Tenemos que M(f)(m) = 1Mj

(
M(f)(m)

)
= M(1j)

(
M(f)(m)

)
. Esto nos dice

que m ∼M(f)(m). En consecuenia, m ∼M(f)(m).
Por lo tanto, m ∼ M(fij)(m) y así, m = M(fij)(m). Por lo tanto, el siguiente
diagra conmuta ∀ f : i −→ j en I

Mi

λi

''
M(f)

��

B

Mj

λj

88

Veamos ahora que la familia de funciones {λi : Mi −→ B}i∈I tiene la propiedad
universal de la de�nición 2.2.4.
En efecto, sea {σi : Mi −→ D}i∈I otra familia compatible de funciones. Es
decir, el siguiente diagrama conmuta ∀ f : i −→ j en I

Mi

σi

''
M(f)

��

D

Mj .

σj

77

Requerimos una función θ : B −→ D tal que σi = θλi ∀ i ∈ I. De�nimos

θ(m) := σi(m)
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para m ∈ B con m ∈Mi.
Veamos que θ está bien de�nida.
En efecto, sea m,m′ ∈

(∐
i∈IMi

)
/ ∼, con m ∈ Mi, m′ ∈ Mj tal que m ∼ m′

por lo que existen mor�smos fik : i −→ k y fjk : j −→ k tal que

M(fik)(m) = M(fjk)(m′) ∈Mk.

Luego, entonces
(M(fik)(m)) = σk(M(fjk)(m′)).

Como {σi}i∈I es compatible

σi(m) = σk(M(fik)(m)) = σk(M(fjk)(m′)) = σj(m
′).

Así, θ(m) = θ(m′), lo que implica que θ está bien de�nida. Por contrucción,
tenemos que θλi = σi ∀ i ∈ I.
Veamos que θ es única.
En efecto, supongamos que existe θ′ :

(∐
i∈IMi

)
/ ∼−→ D tal que θ′λi = σi

para toda i ∈ I, entonces θ′λi = θλi, es decir, θ′(mi) = θ(mi) para mi ∈ B. En
consecuencia, θ es única. Por lo tanto, lim−→Mi existe, más aún,

lim−→Mi =

(∐
i∈I

Mi

)
/ ∼ .

�

Teorema 2.2.11 Sea I una categoría conexa, pequeña y casi-directa izquierda.

Sea M : I −→ Ab un funtor covariante. Entonces lim−→M existe.

Demostración. Por el Teorema 2.2.10 sabemos que el límite directo de un
funtor covariante M : I −→ Sets existe. Para veri�car que el límite directo
del funtor M : I −→ Ab existe, veamos primero que el objeto

(∐
i∈IMi

)
/ ∼

tiene estructura de grupo abeliano y que las funciones λi del Teorema 2.2.10
son homomor�smos de grupos abelianos.

De�nimos una operación binaria

+ : (
∐
i∈I

Mi/ ∼)× (
∐
i∈I

Mi/ ∼) −→
∐
i∈I

Mi/ ∼

como sigue. Sean mi,mj ∈
⊔
Mi/ ∼ con mi ∈Mi = M(i) y mj ∈Mj = M(j).

Como I es casi-directa izquierda, existen mor�smos en I, fik : i −→ k y fjk :

j −→ k para alguna k ∈ I. Luego, de�nimos

mi +mj := M(fik)(mi) +M(fjk)(mj).
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Veamos que esta operación está bien de�nida. Para simpli�car la notación, dado
un mor�smo fij : i −→ j, hacemos ϕij := M(fij).
Primero notemos que como ϕik(mi) y ϕjk(mj) están en Mk y Mk es un grupo
abeliano, tenemos que

mi +mj = mj +mi.

Sean mi,mj ,ms ∈
∐
i∈IMi/ ∼ tal que mi = ms. Veamos que mi + mj =

ms +mj . En efecto, por de�nición sabemos que

mi +mj = ϕik(mi) + ϕjk(mj)

para algunos mor�smos fik : i −→ k y fjk : j −→ k. Por otro lado, por de�nición

ms +mj = ϕsr(ms) + ϕjr(mj)

para algunos mor�smos fsr : s −→ r y fjr : j −→ r. Como I es cuasi-directa
izquierda, existen mor�smos frq : r −→ q y fkq : k −→ q tal que el siguiente
diagrama conmuta

i
fik

��
k

fkq

��
j

fjk

@@

fjr ��

q

r

frq

@@

s
fsr

??

Por otro lado, como mi = ms, tenemos que existen mor�smos fit : i −→ t

y fst : s −→ t tal que ϕit(mi) = ϕst(ms). Como I es casi directa izquierda,
tenemos que el coángulo formado por los mor�smos fit : i −→ t y fkqfik : i −→ q

se pueden completar al diagrama conmutativo

i
fkqfik //

fit

��

q

fqp

��
t

ftp

// p

Ahora bien, consideremos los mor�smos fqpfrqfsr : s −→ p y ftpfst : s −→ p.
Como I es casi-directa izquierda, existe µ : p −→ w tal que µfqpfrqfsr = µftpfst.
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De�namos α := µfqpfkq : k −→ w y β = µfqpfrq : r −→ w. Entonces tenemos
que

M(α)
(
ϕik(mi)

)
= M(α)

(
M(fik)(mi)

)
= M(µfqpfkqfik)(mi)

= M(µftpfit)(mi)

= M(µftp)M(fit)(mi)

= M(µftp)M(fst)(ms)

= M(µftpfst)(ms)

= M(µfqpfrqfsr)(ms)

= M(µfqpfrq)M(fsr)(ms)

= M(β)
(
ϕsr(ms)

)
Por otro lado

M(α)
(
ϕjk(mj)

)
= M(α)

(
M(fjk)(mj)

)
= M(µfqpfkqfjk)(mj)

= M(µfqpfrqfjr)(mj)

= M(µfqpfrq)M(fjr)(mj)

= M(β)
(
M(fjr)(mj)

)
= M(β)

(
ϕjr(mj)

)
Por lo tanto como M(α) y M(β) son mor�smos de grupos abelianos, tenemos
que

M(α)
(
ϕik(mi) + ϕjk(mj)

)
= M(β)

(
ϕsr(ms) + ϕjr(mj)

)
.

Probándose que

ϕik(mi) + ϕjk(mj) = ϕsr(ms) + ϕjr(mj)

Por lo tanto, tenemos que

mi +mj = ms +mj .

Esto demuestra que la suma está bien de�nida. Ya que si mi = ms y mj = ml,
entonces por lo hecho anteriormente, tenemos que

mi +mj = ms +mj = mj +ms = ml +ms = ms +ml

A�rmamos que (B :=
(∐

i∈IMi

)
/ ∼,+) es un grupo abeliano.

En efecto, veri�quemos que las condiciones de grupo abeliano se cumplen:
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(a) Neutro. Dado queMi es un grupo abeliano existe 0i ∈Mi tal quemi+0i =

mi ∀ mi ∈ Mi. Notemos que como cada M(fij) : Mi −→ Mj es un
mor�smo de grupos abelianos, entonces M(fij)(0i) = 0j ∀ fij : i −→ j.

Dado que I es conexa, para i, j ∈ I existe k ∈ I y un diagrama de la forma

i

fik ��

j

fjk��
k.

Luego, M(fik)(0i) = M(fjk)(0j). Es decir 0i ∼ 0j ∀ i, j ∈ I. Denotemos
por 0 := 0i ∀i ∈ I. Entoncesm+0 = m ∀m ∈

∐
i∈IMi/ ∼. En efecto,m =

mi para alguna i ∈ I, luegom+0 = m+0i = mi+0i = mi + 0i = mi = m.
Por lo tanto, 0 = 0i ∀i ∈ I, es el neutro aditivo.

(b) Inverso. Sea mi ∈
∐
i∈IMi/ ∼. Como mi ∈ Mi y Mi es grupo abeliamo,

existe −mi ∈ Mi tal que mi + (−mi) = 0i. Entonces −(mi) = −mi. En
efecto, mi + (−(mi)) = mi + −mi = mi + (−mi) = 0i = 0. Por lo tanto
el inverso de mi es −mi.

(c) Asociatividad. Seanmi,mj ,ms ∈
(∐

i∈IMi

)
/ ∼. Veamos que (mi+mj)+

ms = mi + (mj +ms). En efecto, por de�nición

mi +mj = ϕir(mi) + ϕjr(mj)

para algunos mor�smos fir : i −→ r y fjr : j −→ r, luego tenemos que

(mi +mj) +ms = ϕir(mi) + ϕjr(mj) +ms

= ϕrt(ϕir(mi) + ϕjr(mj)) + ϕst(ms)

para algunos mor�smos frt : r −→ t y fst : s −→ t.
Por otro lado, por de�nición

mj +ms = ϕju(mj) + ϕsu(ms)

para algunos mor�smos fju : j −→ u y fsu : s −→ u. Luego entonces

mi + (mj +ms) = mi + ϕju(mj) + ϕsu(ms))

= ϕiw(mi) + ϕuw(ϕju(mj)) + ϕuw(ϕsu(ms))

para algunos mor�smos fiw : i −→ w y fuw : u −→ w.
Como I es una categoría casi-directa izquierda existen mor�smos fwx :

w −→ x, ftx : t −→ x, fty : t −→ y y fwy : w −→ y tales que los siguientes
diagramas conmutan
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i
frtfir //

fiw

��

t

ftx

��
w

fwx

// x

s

fuwfsu

��

fst // t

fty

��
w

fwy

// y.

Nuevamente por ser I casi-directa izquierda, tenemos que el coángulo for-
mado por los mor�smos fwx : w −→ x y fwy : w −→ y se puede completar
al siguiente diagrama conmutativo

w
fwx //

fwy

��

x

fxz

��
y

fyz

// z.

Como I es casi-directa izquierda por la segunda condición existe µ : z −→ q

tal que

µfxzftxfrtfjr = µfyzfwyfuwfju,

de manera análoga existe θ : q −→ n tal que

θµfxzftx = θµfyzfty.

De�nimos α := θµfxzftx : t −→ n y β = θµfyzfwy : w −→ n. Entonces
tenemos que

M(α)
(
ϕrtϕir(mi)

)
= M(α)

(
M(frtfir)(mi)

)
= M(θµfxzftx)

(
M(frtfir)(mi)

)
= M(θµfxzftxfrtfir)(mi)

= M(θµfxzfwxfiw)(mi)

= M(θµfyzfwyfiw)(mi)

= M(θµfyzfwy)
(
M(fiw)(mi)

)
= M(θµfyzfwy)

(
ϕiw(mi)

)
= M(β)(ϕiw(mi))

Por otro lado,



52 CAPÍTULO 2. LOCALIZACIÓN

M(α)
(
ϕrtϕjr(mj)

)
= M(α)

(
M(frtfjr)(mj)

)
= M(θµfxzftx)

(
M(frtfjr)(mj)

)
= M(θµfxzftxfrtfjr)(mj)

= M(θµfyzfwyfuwfju)(mj)

= M(θµfyzfwy)
(
M(fuwfju)(mj)

)
= M(θµfyzfwy)

(
ϕuwϕju(mj)

)
= M(β)(ϕuwϕju(mj))

y de manera análoga tenemos

M(α)
(
ϕst(ms)

)
= M(α)

(
M(fst)(ms)

)
= M(θµfxzftx)

(
M(fst)(ms)

)
= M(θµfxzftxfst)(ms)

= M(θµfyzftyfst)(ms)

= M(θµfyzfwyfuwfsu)(ms)

= M(θµfyzfwy)
(
M(fuwfsu)(ms)

)
= M(θµfyzfwy)

(
ϕuwϕsu(ms)

)
= M(β)(ϕuwϕsu(ms))

Por lo tanto, como M(α) y M(β) son mor�smos de grupos abelianos, te-
nemos que

M(α)
(
ϕrtϕir(mi) + ϕrtϕjr(mj) + ϕst(ms)

)
= M(β)

(
ϕiw(mi)+ϕuwϕju(mj)+ϕuwϕsu(ms)

)
Probándose que

(ϕrtϕir(mi) + ϕrtϕjr(mj)) + ϕst(ms) = ϕiw(mi) + (ϕuwϕju(mj) + ϕuwϕsu(ms)).

Por lo tanto, tenemos que

mi + (mj +ms) = (mi +mj) +ms.

(d) Conmutatividad. Sean mi,mj ∈
∐
i∈IMi/ ∼, por de�nición de la suma

tenemos que

mi +mj = M(fir)(mi) +M(fjr)(mj) = ϕir(mi) + ϕjr(mj)
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para mor�smos fir : i −→ r y fjr : j −→ r.
Dado que M(fir)(mi),M(fjr)(mj) ∈ Mr y Mr es un grupo abeliano te-
nemos que

ϕir(mi) + ϕjr(mj) = ϕjr(mj) + ϕir(mi),

es decir,

M(fir)(mi) +M(fjr)(mj) = M(fjr)(mj) +M(fir)(mi).

Por lo tanto, mi +mj = mj +mi.

Por lo tanto, (B,+) es un grupo abeliano.

Veamos ahora que {λi : Mi −→ B}i∈I es el límite directo de M : I −→ Ab.
En efecto, sea {σi : Mi −→ D}i∈I una familia de mor�smos de grupos abelianos
compatible con M : I −→ Ab. En particular es una familia compatible de
conjuntos con M : I −→ Sets. Luego por el Teorema 2.2.10 existe una única
función θ : B −→ D atl que θλi = σi ∀ i ∈ I.
Veamos que θ es un mor�smo de grupos abelianos. Para esto, sean m,n ∈ B,
entonces m ∈ Mi y n ∈ Mj para algunos i, j ∈ I. Como I es conexa, existe
k ∈ I y un diagrama

i

fik ��

j

fjk��
k.

Entonces

m+ n = fik(m) + fjk(n) = fik(m) + fjk(n) = λk(fik(m) + fjk(n)).

Por lo tanto,

θ(m+ n) = θλk(fik(m) + fjk(n)) = σk(fik(m) + fjk(n))

= σkfik(m) + σkfjk(n)

= σi(m) + σj(n)

= θλi(m) + θλj(n)

= θ(m) + θ(n).

Probándose que θ es un mor�smo de grupos abelianos. La unicidad de θ en la
categoría Ab, se sigue de la unicidad de θ en la categoría Sets.

Por lo tanto, {λi : Mi −→ B}i∈I es el límite directo de M y más aún,

lim−→Mi =
∐
i∈I

Mi/ ∼ .

�
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2.3. Categoría de fracciones

De�nición 2.3.1 Sea C una categoría preaditiva y sea X un objeto de C, deno-

tamos por X/C la categoría cuyos objetos son parejas de la forma (f, Y ), con

Y ∈ Obj(C) y f ∈ HomC(X,Y ) y un mor�smo g : (f, Y ) −→ (f ′, Y ′) en X/C,

es un mor�smo g : Y −→ Y ′ en C tal que el siguiente diagrama conmuta

Y

g

��

X

f
==

f ′ !!
Y ′.

La composición en X/C coincide con la composición en C. De manera totalmente

análoga se de�ne la categoría C/X.

De�nición 2.3.2 Sea Σ una clase de mor�smos en C. Para X ∈ C denotaremos

por X/Σ a la subcategoría plena de X/C cuyos objetos son los objetos de X/C

de la forma (s, Y ) con s ∈ Σ.

Lema 2.3.3 Sea Σ un sistema calculable a izquierda de mor�smos de C. En-

tonces, para cada objeto X de C, la categoría X/Σ es cuasi-directa izquierda y

conexa.

Demostración. Veamos primero que X/Σ es cuasi-directa a izquierda.

(a) Sea (s, Y ), (s′, Y ′), (s′′, Y ′′) ∈ X/Σ, veamos que cada coángulo

(s, Y )
f //

g

��

(s′, Y ′)

(s′′, Y ′′)

se puede completar a un cuadrado conmutativo.
En efecto, consideramos los mor�smos f : (s, Y ) −→ (s′, Y ′) y g : (s, Y ) −→
(s′′, Y ′′) en la categoríaX/Σ. Entonces fs = s′ y gs = s′′, donde s, s′, s′′ ∈
Σ. Dado que Σ es calculable a izquierda existen mor�smos u : Y ′ −→ Y ′′′,
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v : Y ′′ −→ Y ′′′ tales que el siguiente diagrama conmuta

X
s′ //

s′′

��

Y ′

u

��
Y ′′

v
// Y ′′′

con u ∈ Σ. Luego u(fs) = us′ = vs′′ = v(gs). En consecuencia, (uf)s =

(vg)s, por lo tanto s es un igualador derecho. Por ser Σ calculable a iz-
quierda, existe γ : Y ′′′ −→ Z con γ ∈ Σ tal que γ(uf) = γ(vg) y así, el
siguiente diagrama conmuta

Y
f //

g

��

Y ′

γu

��
Y ′′

γv
// Z.

Por lo tanto, (γvs′′, Z) ∈ X/Σ y tenemos mor�smos γv : (s′′, Y ′′) −→
(γvs′′, Z), γu : (s′, Y ′) −→ (γvs′′, Z) en X/C (pues γus′ = γvs′′)tales que
el siguiente diagrama conmuta

(s, Y )
f //

g

��

(s′, Y ′)

γu

��
(s′′, Y ′′)

γv
// (γvs′′, Z),

es decir, (γu)f = (γv)g en X/C.

(b) Veamos que existe un igualador izquierdo.
En efecto, sean f, g : (s, Y ) −→ (s′, Y ′) mor�smos en X/Σ, con s, s′ ∈ Σ.
Luego, los siguientes diagramas conmutan en C
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X
s //

s′

��

Y

f

~~
Y ′

X
s //

s′

��

Y

g

~~
Y ′.

Es decir, s′ = fs y s′ = gs, por lo que s es un igualador para f y g. Dado
que Σ es calculable a izquierda, existe s′′ : Y ′ −→ Y ′′ con s′′ ∈ Σ tal que
s′′f = s′′g. De�nimos el mor�smo Θ := s′′ : (s′, Y ′) −→ (s′′s′, Y ′′) que
hace conmutar el siguiente diagrama

X
s′ //

s′′s′

��

Y ′

Θ:=s′′

~~
Y ′′.

En consecuencia, los siguientes diagramas conmutan en C

X
s //

s′′s′

��

Y

Θf

~~
Y ′′

X
s //

s′′s′

��

Y

Θg

~~
Y ′′

Además, Θf = Θg. Por lo tanto, Θ = s′′ : (s′, Y ′) −→ (s′′s′, Y ′′) es un
igualador izquierdo de f y g.

Por lo tanto, X/Σ es una categoría casi-directa a izquierda.
Veamos ahora que la categoría X/Σ es conexa.
En efecto, sean (s, Y ), (s′, Y ′) ∈ X/Σ. Dado que s, s′ ∈ Σ forman un coángulo
y Σ es calculable a izquierda entonces existen K ∈ C y mor�smos u : Y −→ K

∈ Σ, v : Y ′ −→ K tales que el siguiente diagrama conmuta

X
s //

s′

��

Y

u

��
Y ′

v
// K.
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Dado que u, s ∈ Σ tenemos que us = vs′ ∈ Σ. En consecuencia, tenemos el
siguiente diagrama en X/Σ

(s, Y )

u

��

(s′, Y ′)

v

��
(us,K)

Por lo tanto, X/Σ es conexa por el Lema 2.2.9 �

Sea Σ ⊆Mor(C) calculable a izquierda y X,Y ∈ obj(C). De�nimos un funtor
covariante

tYX : Y/Σ −→ Ab

como sigue.

(a) Asignación en objetos. Para cada objeto (s, Z) en Y/Σ de�nimos tYX(s, Z) :=

HomC(X,Z). Esquemáticamente:

Y

s

��

� // HomC(X,Z).

Z

(b) Asignación en mor�smos. Sea f : (s, Z) −→ (s′, Z ′) un mor�smo en Y/Σ,
esto es, f hace conmutar el siguiente diagrama en C

Y
s //

s′

��

Z

f

~~
Z ′.

De�nimos tYX(f) : HomC(X,Z) −→ HomC(X,Z ′) como la función que
tiene por regla de correspondencia tYX(f)(k) = f ◦ k ∀ k ∈ HomC(X,Z).
Esquemáticamente:
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Z

f

��

Y

s′   

s

>>

Z ′

� //

HomC(X,Z)

tYX(f)

��
HomC(X,Z ′)

Es fácil ver que tYX es un funtor covariante.

Lema 2.3.4 Sean F una categoría casi-directa a izquierda y conexa, y F′ una

subcategoría co�nal de F. Entonces, F′ es una categoría casi-directa a izquierda

y conexa.

Demostración. Veamos que F′ es casi-directa izquierda. En efecto, conside-
remos el coángulo formado por los mor�smos α : U −→ V , β : U −→ W en F′,
es decir, U, V,W ∈ F′. Entonces

U
α //

β

��

V

W

es un coángulo en F. Como F es casi-directa izquierda existen mor�smos β′ :

V −→ X y α′ : W −→ X tal que el siguiente diagrama conmuta

U
α //

β

��

V

β′

��
W

α′
// X

con X ∈ F. Dado que F′ es co�nal, existe γ : X −→ Z con Z ∈ F′. En
consecuencia el siguiente diagrama

U
α //

β

��

V

γβ′

��
W

γα′
// Z

conmuta en F′.
Ahora, sean α, β : A −→ B mor�smos en F′. Como F es casi-directa a izquierda,
existe un mor�smo u : B −→ C en F tal que uα = uβ. Como F′ es co�nal, existe
u′ : C −→ C ′ con C ′ ∈ C′. Luego, u′u : B −→ C ′ es un mor�smo en F′ tal que
(u′u)α = (u′u)β. Por lo tanto, F′ es casi-directa izquierda.
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Veri�quemos ahora que F′ es conexa.
Sean A,B ∈ F′, como F es conexa, existe K ∈ F y un diagrama de la forma

A

f   

B

g~~
K.

Como F′ es co�nal, existe γ : K −→ K ′ con K ′ ∈ F′. Luego, tenemos un
diagrama

A

γf   

B

γg~~
K.

en F′. Por el Lema 2.2.9 concluimos que F′ es conexa. �

2.4. Descripción del límite del funtor tYX

Sea Σ ⊆ Mor(C) un sistema calculable a izquierda. Supongamos que Y/Σ
tiene una subcategoría co�nal y pequeña que denotamos por F (Y ). Sea H :

F (Y ) −→ Y/Σ el funtor inclusión.

Por el Lema 2.3.3 y el Lema 2.3.4, tenemos que F (Y ) es una subcategoría
pequeña casi-directa a izquierda y conexa de Y/Σ. Por el Teorema 2.2.11, tene-
mos que lim−→(tYX ◦H) existe. Por el Teorema 2.2.6 tenemos que lim−→ tYX existe y
además los objetos límites coinciden. Es decir, lim−→ tYX = lim−→(tYX ◦H).

Por el Teorema 2.2.11 tenemos que el objeto límite es:

lim−→ tYX = lim−→(tYX ◦H) =

 ∐
(s,Z)∈F (Y )

tYX(s, Z)

 / ∼ .

Donde dados f, g ∈ lim−→ tYX =
(∐

(s,Z)∈F (Y ) t
Y
X(s, Z)

)
/ ∼, con f ∈ tYX(s, Z) =

HomC(X,Z) y g ∈ tYX(s′, Z ′) = HomC(X,Z ′), tenemos que

f ∼ g ⇔ ∃ u : Z −→ Z ′′ y v : Z ′ −→ Z ′′ mor�smos en F (Y ) tal que

tYX(u)(f) = tYX(v)(g).

Reinterpretamos lo anterior en términos de diagramas:
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(a) Que u : (s, Z) −→ (s′′, Z ′′) sea un mor�smo en F (Y ) quiere decir que el
siguiente diagrama conmuta en C

Z

u

��

Y

s′′   

s

>>

Z ′.

(b) Que v : (s′, Z ′) −→ (s′′, Z ′′) sea un mor�smo en F (Y ) signi�ca que el
siguiente diagrama conmuta en C

Z ′

v

��

Y

s′′ !!

s′
==

Z ′′.

(c) tYX(u)(f) = tYX(v)(g) signi�ca que uf = vg (recordar de�nición de la regla
de correspondencia de tYX(u) y tYX(v)).

Entonces i) y ii) signi�can que existen u : Z −→ Z ′′ y v : Z ′ −→ Z ′′ tales que
s′′ = us = vs′ con s′′ ∈ Σ y iii) que uf = vg.
También notemos que al tomar f ∈

∐
(s,Z)∈F (Y ) t

Y
X(s, Z) necesitamos decir que

f ∈ tYX(s, Z) = HomC(X,Z) para algún (s, Z) ∈ F (Y ). Entonces a un elemento
f ∈

∐
(s,Z)∈F (Y ) t

Y
X(s, Z) lo podemos pensar como un diagrama de la forma

X

f   

Y

s
��

Z

con s ∈ Σ y f ∈ HomC(X,Z).

De esta forma que f ∼ g lo podemos pensar en términos de diagramas como
sigue.
Decimos que los siguientes dos diagramas

X

f   

Y

s
��

Z

X

g   

Y

s′~~
Z ′
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son equivalentes ⇔ ∃ u : Z −→ Z ′′, v : Z ′ −→ Z ′′ tal que us = vs′ ∈ Σ y
uf = vg. Es decir, si y sólo si existe un diagrama

Z

u   

Z ′

v}}
Z ′′

tal que el siguiente diagrama conmuta

X
g

**
f ��

Y

s

tt
s′~~

Z

u   

Z ′

v}}
Z ′′

con us = vs′ ∈ Σ.

Sea {λ(s,Z) : tYX(s, Z) −→ lim−→ tYX}(s,Z)∈F (Y ) el límite directo del funtor tYX . Por
el Teorema 2.2.11, tenemos que para f ∈ tYX(s, Z) = HomC(X,Z) se tiene que
λ(s,Z)(f) = [f ] denota la clase de equivalencia de f en lim−→ tYX . Es decir, en
términos de diagramas, tenemos que

λ(s,Z)(f) =


X

f   

Y

s
��

Z


donde el corchete [ ] signi�ca la clase de equivalencia del diagrama correspon-
diente.

Notación 2.4.1 A los diagramas X

f   

Y

s
��

Z

se les llama Σ− techos izquierdos.

A la clase


X

f   

Y

s
��

Z


lo denotaremos por (s/f).
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Con esta notación, tenemos que λ(s,Z)(f) := (s/f). Al elemento (s/f) lo

llamaremos una fracción a izquierda. (Estamos utilizando la notación (s/f)

para fracción a izquierda pues utilizaremos (f/s) para fracción a derecha, ver

sección 2.7).

Notemos que por el Teorema 2.2.11 tenemos que la relación de�nida en tér-
minos de diagramas es una relación de equivalencia. Sin embargo, para tomar
práctica con el uso de diagramas, demostramos diagramaticamente que la rela-
ción es de equivalencia.

Lema 2.4.2 La relación de�nida anteriormente es una relación de equivalen-

cia.

Demostración.

(a) Simetría. Veamos que (s/f) ∼ (s/f). Basta considerar el siguiente dia-
grama conmutativo

X
f

**
f   

Y

s

tt
s

��
Z

1Z ��

Z

1Z��
Z

ya que 1Z ◦ s = s ∈ Σ.

(b) Re�exiva. Sean (s/f), (t/g) tales que (s/f) ∼ (t/g). Por lo que existe
K ∈ C y mor�smos u : Z −→ K, v : Z ′ −→ K tales que el siguiente
diagrama es conmutativo

X
g

**
f ��

Y

s

tt
t~~

Z

u   

Z ′

v~~
K.

con us = vt ∈ Σ. Reacomodando el diagrama tenemos

X
f

**
g   

Y

t

tt
s

��
Z ′

v
  

Z

u��
K



2.4. DESCRIPCIÓN DEL LÍMITE DEL FUNTOR TYX 63

con us = vt ∈ Σ, de donde, (t/g) ∼ (s/f).

(c) Transitividad. Consideremos (s/f), (t/g), (q/h) tales que (s/f) ∼ (t/g) y
(t/g) ∼ (q/h). La primera condición implica que existe K ∈ C y mor�smos
u : Z −→ K, v : Z ′ −→ K tales que el siguiente diagrama es conmutativo

X
g

**
f ��

Y

s

tt
t~~

Z

u   

Z ′

v
~~

K

con us = vt ∈ Σ.
Por otro lado, como (t/g) ∼ (q/h) existe Q ∈ C y mor�smos u′ : Z ′ −→ Q,
v′ : R −→ Q tales que el siguiente diagrama es conmutativo

X
g

**
h   

Y
q

tt
t~~

R

v′ ��

Z ′

u′��
Q

con v′q = u′t ∈ Σ.

Pegando ambos diagramas en uno solo tenemos el siguiente diagrama con-
mutativo

Q

Z ′

u′
>>

R

v′
``

X
g

**
f   

h

44
g

>>

Y

t

jj
q

``

s

tt
t~~

Z

u   

Z ′

v~~
K.

Dado que Σ es un sistema calculable a izquierda, para el coángulo formado
por v′q y vt existe P ∈ C y mor�smos α : Q −→ P , β : K −→ P tales que
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el siguiente cuadrado conmuta

Y
v′q //

vt

��

Q

α

��
K

β
// P

con β ∈ Σ, ya que v′q ∈ Σ.
En consecuencia, obtenemos que α(u′t) = α(v′q) = β(vt). Por lo que
(αu′)t = (βv)t, así t es un igualador de estos mor�smos. Como σ es cal-
culable a izquierda, existe T ∈ C y un mor�smo γ : P −→ T con γ ∈ Σ

tal que γ(αu′) = γ(βv) y entonces γ(αu′)g = γ(βv)g.

A�rmamos que el siguiente diagrama

X

h

**
f   

Y

s

tt
q

��
Z

γβu ��

R

γαv′��
T

conmuta.
En efecto,

(γβu)f = (γβ)(vg)

= γ(αu′)g

= γα(u′g)

= γα(v′h)

= (γαv′)h.

Por otro lado,

(γβu)s = (γβ)(us)

= (γβ)(vt)

= γ(βvt)

= γ(αv′q)

= (γαv′)q.
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Además como us ∈ Σ y β, γ ∈ Σ tenemos que γβus ∈ Σ. Probándose que
(s/f) ∼ (q/h).

Por lo tanto, ∼ es una relación de equivalencia. �

Dado Σ ⊆ Mor(C) calculable a izquierda de�nimos una categoría, que de-
notaremos por ClΣ, como sigue:

(a) Objetos de ClΣ : De�nimos Obj(ClΣ):= Obj(C). Es decir, los objetos de ClΣ
son los mismos que los objetos de C. Dado X ∈ C, utilizaremos la notación
X para denotar cuando el objeto lo estamos considerando en ClΣ.

(b) Mor�smos de ClΣ: Sean X,Y ∈ ClΣ de�nimos

HomCl
Σ

(X,Y ) := lim−→ tYX ∈ Ab

donde tYX es el funtor de�nido anteriormente.

(c) Ley de composición: Dado X,Y , Z ∈ ClΣ queremos de�nir una función

◦ : HomCl
Σ

(X,Y )×HomCl
Σ

(Y ,Z) −→ HomCl
Σ

(X,Z).

Para esto, consideremos (s/f) : X −→ Y , (t/g) : Y −→ Z con (s/f) ∈
HomCl

Σ
(X,Y ) y (t/g) ∈ HomCl

Σ
(Y , Z). Recordemos que las fracciones

(s/f) y (t/g) se representan con los siguientes diagramas, respectivamente

X

f   

Y

s~~
Y ′

Y

g   

Z

t~~
Z ′.

Consideremos el coángulo formado por los mor�smos s : Y −→ Y ′ y
g : Y −→ Z ′. Como Σ es calculable a izquierda, existen mor�smos s′ :

Z ′ −→ H y g′ : Y ′ −→ H con s′ ∈ Σ tal que el siguiente diagrama
conmuta

X
f

  

Y

s

}}

g

  

Z

t

~~
Y ′

g′ !!

Z ′

s′~~
H.

Como t, s′ ∈ Σ, tenemos que s′ ◦ t ∈ Σ y por lo tanto, tenemos que
(s′t/g′f) ∈ HomCl

Σ
(X,Z). De esta manera de�nimos:

(t/g) ◦ (s/f) := (s′t/g′f).
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Lema 2.4.3 La construcción anterior no depende de la manera en que se com-

plete el coángulo

Y
g //

s

��

Z ′

Y ′.

Demostración. Sean (s/f) : X −→ Y y (t/g) : Y −→ Z mor�smos en ClΣ.
Consideremos la composición de ambos mor�smos, es decir, consideremos el
siguiente diagrama

X
f

  

Y

s

~~

g

  

Z

t

~~
Y ′ Z ′,

como Σ es calculable izquierdo, para el coángulo

Y
g //

s

��

Z ′

Y ′

existe H ∈ C y mor�smos g′ : Y ′ −→ H, s′ : Z ′ −→ H con s′ ∈ Σ tales que el
siguiente diagrama conmuta

Y
g //

s

��

Z ′

s′

��
Y ′

g′
// H.

Supongamos que el coángulo anterior lo completamos de otra forma. Es decir,
supongamos que existe W ′ ∈ C y mor�smos u′ : Y ′ −→ W ′, v′ : Z ′ −→ W ′ tal
que el siguiente diagrama conmuta

Y
g //

s

��

Z ′

v′

��
Y ′

u′
// W ′

con v′ ∈ Σ. Consideremos el coángulo

Z ′
v′ //

s′

��

W ′

H,
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por ser Σ calculable a izquierda, podemos completar al siguiente diagrama con-
mutativo

Z ′
v′ //

s′

��

W ′

β

��
H

α
// R

con α ∈ Σ de manera que βv′ = αs′, entonces βv′g = αs′g. Lo que implica
que β(u′s) = β(v′g) = (βv′)g = (αs′)g = α(s′g) = α(g′s), por lo que s es un
igualador derecho de βu y αg′. Dado que Σ es calculable a izquierda, existe un
igualador izquierdo, esto es, existe k ∈ Σ con k : R −→ Z ′′ tal que k(βu′) =

k(αg′). En consecuencia, (kβ)u′f = (kα)g′f y (kβ)v′t = (kα)(s′t). Por lo que
el siguiente diagrama conmuta

X
u′f

**
g′f   

Z ′

s′t

tt
v′t}}

H

kα !!

W ′

kβ||
Z ′′.

con (kβ)(v′t) = (kα)(s′t) ∈ Σ pues k, α, s′, t ∈ Σ. Por lo tanto, (s′t/g′f) ∼
(v′t/u′f). �

Los siguientes resulados nos muestran que podemos componer con cualquier
representante de la clase, es decir, que la composición está bien de�nida.

Lema 2.4.4 Sean (s/f) : X −→ Y y (t/g), (q/h) : Y −→ Z tales que (t/g) ∼
(q/h). Entonces

(t/g)(s/f) ∼ (q/h)(s/f).

Demostración. Dado que (t/g) ∼ (q/h), existen mor�smos ε : Z ′′ −→ P y
γ : Z ′ −→ P tales que el siguiente diagrama conmuta

Y

h

**
g   

Z

t

tt
q~~

Z ′

γ
  

Z ′′

ε
~~

P
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con εq = γt ∈ Σ. Entonces tenemos que γt = εq y γg = εh. Construyamos
primero (γt/γg)(s/f). Consideremos el coángulo formado por s y γg, como Σ

es calculable a izquierda tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X
f

  

Y
γg

��

s

~~

Z
γt

��
Y ′

α
  

P

β��
R

con β ∈ Σ. De esta manera tenemos el siguiente diagrama

X
f

  

Y
g

  

s

~~

Z

t

~~
Y ′

α
  

Z ′

βγ~~
R

con βγt ∈ Σ y por lo tanto por el Lema 2.4.3 tenemos que (t/g) ◦ (s/f) =

(βγt/αf).

Por otro lado, como γg = εh, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

f   

Y

h

  
s

~~

Z
q

~~
Y ′

α
  

Z ′′

βε~~
R

con βεq ∈ Σ y por lo tanto, por el Lema 2.4.3 tenemos que (q/h)(s/f) =

(βεq/αf).
Pero como βγt = βεq, tenemos que (βγt/αf) = (βγq/αf). Por lo tanto,

(t/g) ◦ (s/f) = (q/h) ◦ (s/f).

� El siguiente corolario nos dice que la composición está bien de�nida.

Corolario 2.4.5 Sean (s/f), (s′/f ′) : X −→ Y y (t/g), (t′/g′) : Y −→ Z

mor�smos en ClΣ tales que (s/f) ∼ (s′/f ′) y (t/g) ∼ (t′/g′). Entonces

(t/g)(s/f) ∼ (t′/g′)(s′/f ′).
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Demostración. Aplicando el Lema 2.4.4 tenemos que (t/g)(s/f) ∼ (t′/g′)(s/f).
Aplicando el resultado análogo a 2.4.4, pero �jando el primer mor�smo (t′/g′)

tenemos que (t′/g′)(s/f) ∼ (t′/g′)(s′/f ′). Como ∼ es de equivalencia, tenemos
que (t/g)(s/f) ∼ (t′/g′)(s′/f ′). �

Lema 2.4.6 Sean (s/f) : X −→ Y , (t/g) : Y −→ Z, (r/h) : Z −→ W mor�s-

mos en ClΣ. Entonces

(r/h)[(t/g)(s/f)] = [(r/h)(t/g)](s/f),

es decir, la composición de mor�smos es asociativa.

Demostración. Consideramos los siguientes diagramas, primero para la aso-
ciatividad (r/h)[(t/g)(s/f)] tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

f   

Y

s~~ g   

Z

t~~
h

��

W

r

��

Y ′

g′   

Z ′

s′~~
K

v   

W ′

u
vv

K ′

con s′ y u ∈ Σ.

Por otro lado, para la asociatividad [(r/h)(t/g)](s/f) tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

X

f

��

Y

s

��

g   

Z

t~~ h   

W

r}}
Z ′

(1) h′   

W ′

t′~~
Y ′

l   

P

m

ww
Q

con t′,m ∈ Σ. Consideramos el siguiente coángulo

W ′
mt′ //

u

��

Q

K ′
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dado que m, t′ ∈ Σ y Σ es calculable a izquierda existen mor�smos α : K ′ −→ A

y β : Q −→ A con α ∈ Σ tales que el siguiente diagrama conmuta

W ′
mt′ //

u

��

Q

β

��
K ′

α
// A.

De esta manera tenemos que β(mt′)h = αuh, lo cual implica que (βmh′)t =

(βm)(h′t) = (βm)(t′h) = αuh = α(vs′t) = (αvs′)t, por lo que t es un igualador
derecho y t ∈ Σ, entonces existe un igualador izquierdo γ : A −→ B tal que
γ(βmh′) = γ(αvs′), con γ ∈ Σ.

Ahora componiendo con g tenemos que γβmh′g = γαvs′g. Por lo tanto, de
los diagramas anteriores tenemos que γβls = γβmh′g = γαvs′g = γαvg′s. De
manera que s resulta ser un igualador derecho con s ∈ Σ, entonces como Σ es
calculable a izquierda, existe ξ : B −→ C tal que ξ(γβl) = ξ(γαvg′) con ξ ∈ Σ.

Al componer con el mor�smo f : X −→ Y ′ tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

X
lf //

vg′f

��

Q

ξγβ

��
K ′

ξγα
// C.

De los diagramas anteriores concluimos que

X
vg′f

**
lf ��

W

mt′r

tt
ur~~

Q

ξγβ ��

K ′

ξγα~~
C.

conmuta, con (ξγα)(ur) = (ξγβ)(mt′r) ∈ Σ pues u, r, α, γ, ξ ∈ Σ.

En consecuencia,
X

lf ��

W

mt′r~~
Q
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es equivalente a

X

vg′f   

W

ur}}
K ′

Por lo tanto, (r/h)[(t/g)(s/f)] = [(r/h)(t/g)](s/f). �

Proposición 2.4.7 Sean C una categoría preaditiva y Σ un sistema de mor�s-

mos de C tal que las siguientes considiones se satisfacen.

(a) Σ es calculable a izquierda.

(b) Para cada objeto X de C la categoría X/Σ contiene una subcategoría pe-

queña co�nal.

Entonces ClΣ es una categoría.

Demostración. En efecto, los objetos de ClΣ son los mismos que los de C.
Recordemos que por notación, escribimos X para decir que a X lo estamos
considerando como objeto de ClΣ.

Por lo hecho previamente tenemos que un mor�smo Θ : X −→ Y puede ser
interpretado como la clase de equivalencia de un diagrama de la siguiente forma
forma

Θ =


X

f   

Y

s
��

Z


con s ∈ Σ.

Por el Lema 2.4.6 sabemos que la composición es asociativa.
Por último, dado que Σ es un sistema calculable a izquierda 1X : X −→ X ∈ Σ

para cada X ∈ C. Por lo que para cada objeto X ∈ ClΣ existe el mor�smo
identidad 1X : X −→ X representado por el diagrama

X

1X   

X

1X~~
X.
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En efecto, dado (s/f) : X −→ Y del siguiente diagrama

X

1X   

X
f

  

1X

~~

Y

s~~
X

f   

Y ′

1Y ′~~
Y ′

concluimos que (s/f)(1X/1X) = (s/f).

Por lo tanto, ClΣ es una categoría. �

Teorema 2.4.8 Sean C una categoría preaditiva y Σ un sistema de mor�smos

de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.

(a) Σ es calculable a izquierda.

(b) Para cada objeto X de C la categoría X/Σ contiene una subcategoría pe-

queña co�nal denotada por F (X).

Entonces la categoría de fracciones de C relativa a Σ existe.

Demostración. De�nimos una asignación T : C −→ ClΣ. ParaX ∈ C, de�nimos
T (X) = X y si f : X −→ Y es un mor�smo en C, entonces

T (f) = (1Y /f)

que se representa mediante la clase del diagrama

X

f   

Y

1Y��
Y

con 1Y ∈ Σ.

A�rmamos que T es un funtor covariante. En efecto,

(a) Dados f, g ∈ C veamos que T (gf) = T (g)T (f).
En efecto, si f : X −→ Y y g : Y −→ Z, tenemos que gf : X −→ Z es
mandado bajo T a la fracción (1Z/gf).
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Por otro lado, para la composición de los mor�smos T (g)T (f) = (1Z/g)(1Y /f)

tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

f   

Y
g

��

1Y

��

Z

1Z��
Y

g
  

Z

1Z��
Z

Por lo tanto, T (g)T (f) = (1Z/gf) y así, T (gf) = T (g)T (f).

(b) Por de�nición tenemos que T (1X) = (1X/1X), por lo tanto, T (1X) = 1X .

Ahora veamos que si s ∈ Σ, entonces T (s) es un isomor�smo. Sea s : X −→ Y

con s ∈ Σ, la fracción T (s) = (1Y /s) es representada por el diagrama

X

s
  

Y

1Y��
Y

Veamos que la fracción (s/1Y ) es el inverso de (1Y /s). Dado que s, 1Y ∈ Σ, en-
tonces (s/1Y ) ∈ ClΣ, para la composición (s/1Y )(1Y /s) consideramos el siguiente
diagrama conmutativo

X

s
  

Y
1Y

  

1Y

~~

Z

s
��

Y

1Y   

Y

1Y~~
Y.

Luego del diagrama tenemos que (s/1Y )(1Y /s) = (s/s). Por el siguiente diagra-
ma tenemos que (s/s) ∼ (1X/1X)

X

s

**
1X   

X
1X

tt
s

~~
X

s   

Y

1Y~~
Y.
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En consecuencia, (s/1Y )(1Y /s) = (1X/1X). Calculamos ahora (1Y /s)(s/1Y )

mediante el siguiente diagrama conmutativo

Y

1Y   

X

s

  

s

~~

Y

1Y��
Y

1Y   

Y

1Y~~
Y.

De esta manera (1Y /s)(s/1Y ) = (1Y /1Y ).
Por lo tanto, T (s) es un isomor�smo para toda s ∈ Σ.

Veamos ahora que el funtor T : C −→ ClΣ tiene la propiedad universal, es
decir, para cualquier otro funtor F : C −→ D tal que F (s) es un isomor�smo
en D para cada s ∈ Σ, entonces existe un único funtor Q : ClΣ −→ D tal que el
siguiente diagrama

C

F

��

T // ClΣ

Q

��
D

conmuta.

En efecto, sea F : C −→ D tal que F (s) es un isomor�smo en D para ca-
da s ∈ Σ. De�nimos Q : ClΣ −→ D como Q(X) = F (X) y para un mor�smo
(s/f) ∈ ClΣ, Q(s/f) := F (s)−1F (f).

Veamos primero que la asignación esta bien de�nida.
Sean (s/f), (s′/f ′) ∈ ClΣ tales que (s/f) ∼ (s′/f ′), por lo que existen mor�smos
a : Y ′ −→ Y ′′′, b : Y ′′ −→ Y ′′′ tales que el siguiente diagrama conmuta

X
f ′

**
f   

Y

s

tt
s′~~

Y ′

a !!

Y ′′

b}}
Y ′′′
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donde s, s′ ∈ Σ y as = bs′ ∈ Σ, lo cual implica que F (s), F (s′), F (as) = F (bs′)

son isomor�smos. Dado que F es un funtor F (as) = F (a)F (s), de donde
F (a) = F (as)F (s)−1, por lo que F (a) es un isomor�smo y de manera análoga
F (b) es también un isomor�smo.

De esta manera tenemos que

Q(s/f) = F (s)−1F (f)

= F (s)−1F (a)−1F (a)F (f)

= F (as)−1F (af)

= F (bs′)−1F (bf ′)

= F (s′)−1F (b)−1F (b)F (f ′)

= F (s′)−1F (f ′)

= Q(s′/f ′).

En consecuencia, Q está bien de�nido.

La asignación Q : C −→ ClΣ es un funtor covariante.
En efecto,

(a) Por de�nición Q(1X/1X) = F (1X)−1F (1X) dado que F es un funtor tene-
mos que F (1X) = 1F (X). Por lo tanto, Q(1X/1X) = 1Q(X)1Q(X) = 1Q(X).

(b) Sean (s/f) : X −→ Y y (t/g) : Y −→ Z mor�smos en ClΣ, veamos
que Q((t/g)(s/f)) = Q(t/g)Q(s/f). Para esto, componemos (t/g)(s/f)

en ClΣ, por lo que existen mor�smos s′ : Z ′ −→ K y g′ : Y ′ −→ K tal que
el siguiente diagrama conmuta

X

f   

Y
g

  

s

~~

Z

t~~
Y ′

g′   

Z ′

s′~~
K

con s′ ∈ Σ. Así, (t/g)(s/f) = (s′t/g′f). Por lo tanto,

Q((t/g)(s/f)) = Q(s′t/g′f)

= F (s′t)−1F (g′f)

= F (t)−1F (s′)−1F (g′)F (f)
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Por otro lado, Q(t/g)Q(s/f) = F (t)−1F (g)F (s)−1F (f). Como g′s = s′g

entonces F (g′)F (s) = F (s′)F (g), y así F (g)F (s)−1 = F (s′)−1F (g′). Por
lo tanto tenemos que

Q(t/g)Q(s/f) = F (t)−1F (s′)−1F (g′)F (f)

= F (s′t)−1F (g′f)

= Q(s′t/g′f)

= Q((t/g)(s/f)).

Por lo tanto, Q : ClΣ −→ D es un funtor.

A�rmamos que el siguiente diagrama

C
T //

F

��

ClΣ

Q

��
D

conmuta.

En efecto, si X ∈ C, T (X) = X y por de�nición del funtor Q tenemos que
Q(X) = F (X). Por lo tanto QT (X) = F (X) ∀X ∈ C.

Ahora si f : X −→ Y ∈ C tenemos que

QT (f) = Q(1Y /f)

= F (1Y )−1F (f)

= 1F (Y )F (f)

= F (f)

En consecuencia, F = QT .

Ahora veamos que Q es único. Supongamos que existe otro funtor G :

ClΣ −→ D tal que F = GT . Luego F (X) = GT (X) = G(X) y por lo tanto
G(X) = Q(X), por lo que G y Q coinciden en objetos.

Veamos que Q(s/f) = G(s/f) para (s/f) : X −→ Y en ClΣ. Sea f : X −→
Y ′ ∈ C, dado que G hace conmutar el diagrama tenemos que F (f) = GT (f) =

G(1Y ′/f). Observemos que (s/f) = (s/1Y ′)(1Y ′/f), esto debido al siguiente
diagrama conmutativo
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X

f   

Y ′

1Y ′

!!

1Y ′

}}

Y

s~~
Y ′

1Y ′ !!

Y ′

1Y ′}}
Y ′.

Ahora como G es funtor, tenemos que

G(s/f) = G((s/1Y ′)(1Y ′/f)) = G(s/1Y ′)G(1Y ′/f) = G(s/1Y ′)F (f).

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X

s   

Y ′

1Y ′

  

1Y ′

~~

X

s~~
Y ′

1Y ′   

Y ′

1Y ′~~
Y ′

de donde tenemos que (s/1Y ′)(1Y ′/s) = (s/s) ∼ (1X/1X) y de manera análo-
ga (1Y ′/s)(s/1Y ′) = (1Y ′/1Y ′). Por lo tanto, (s/1Y ′) = (1Y ′/s)

−1 en ClΣ. En
consecuencia, G(s/1Y ′) = G((1Y ′/s)

−1) = G(1Y ′/s)
−1

= (GT (s))−1 = F (s)−1.
Por lo tanto, G(s/f) = F (s)−1F (f) = Q(s/f) para cada (s/f) ∈ ClΣ, de donde
concluimos que G = Q.
Por lo tanto, la categoría de fracciones existe bajo estas condiciones. �

2.5. Categoría preaditiva de fracciones

En lo que sigue demostraremos propiedades que la categoría de fracciones
hereda de la categoría original. Primero demostraremos que la categoría ClΣ es
una categoría preaditiva si la categoría C lo es. Para lo cual requeriremos de los
siguientes resultados. En toda esta sección supondremos que C es una categoría
aditiva y Σ ⊆Mor(C) que satisface a) y b) de la proposición 2.4.7.

Lema 2.5.1 Sean X y Y objetos de ClΣ. Entonces, el conjunto HomCl
Σ

(X,Y )

tiene estructura natural de grupo abeliano.

Demostración. Recordemos que HomCl
Σ

(X,Y ) := lim−→ tYX y por el Teore-

ma 2.2.11 tenemos que lim−→ tYX ∈ Ab. Por lo tanto HomCl
Σ

(X,Y ) es un grupo
abeliano. Para �nes prácticos necesitamos la estructura de grupo abeliano de
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HomCl
Σ

(X,Y ) en términos de diagramas. Para esto, primero reinterpretamos la
suma dada en 2.2.11 para lim−→ tYX . Tenemos que

lim−→ tYX =
( ∐

(s,Z)∈F (Y )

tYX(s, Z)
)
/ ∼ .

Sean f, g ∈ lim−→ tYX con f ∈ tYX(s, Z) = HomC(X,Z) y g ∈ tYX(s′, Z ′) =

HomC(X,Z ′) para algunos (s, Z)(s′, Z ′) ∈ F (Y ). Por el Teorema 2.2.11, te-
nemos que

f + g := tYX(u)(f) + tYX(v)(g)

para ciertos mor�smos u : (s, Z) −→ (s′′, Z ′′) y v : (s′, Z ′) −→ (s′′, Z ′′) en F (Y ).

Notemos que la suma tYX(u)(f)+tYX(v)(g) está tomada en tYX(s′′, Z ′′) = HomC(X,Z ′′)

con la estructura de grupo abeliano que tiene HomC(X,Z ′′). Luego, por de-
�nición de tYX(u) y tYX(v) tenemos que tYX(u)(f) + tYX(v)(g) = uf + vg en
HomC(X,Z ′′).

Ahora reinterpretamos la suma anterior en términos de diagramas. Recor-
demos que f lo podemos representar por un diagrama

X

f   

Y

s
��

Z

a g lo podemos representar por

X

g   

Y

s′~~
Z ′

y a tYX(u)(f) + tYX(v)(g) lo representamos por

X

uf+vg !!

Y

s′′}}
Z ′′.

Como u : (s, Z) −→ (s′′, Z ′′) y v : (s′, Z ′) −→ (s′′, Z ′′) son mor�smos en F (Y ),
tenemos que los siguientes diagramas conmutan en C

Z

u

��

Y

s

>>

s′′   
Z ′′

Z ′

v

��

Y

s′
==

s′′ !!
Z ′′.
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De la prueba del Lema 2.3.3, recordemos que la existencia de u y v se construye
de la siguiente manera:
Consideramos el coángulo

Y

s′

��

s // Z

Z ′

y entonces completamos al diagrama

Y

s′

��

s // Z

u

��
Z ′

v
// Z ′′.

Luego, se de�ne s′′ := vs′ = us ∈ Σ y entonces tenemos u : (s, Z) −→ (s′′, Z ′′)

y v : (s′, Z ′) −→ (s′′, Z ′′).
Es decir, en términos de diagramas tenemos que

X

f   

Y

s
��

Z


+


X

g   

Y

s′~~
Z ′


=


X

uf+vg   

Y

s′′~~
Z ′′


,

donde para construir X

uf+vg   

Y

s′′~~
Z ′′

lo que hacemos es considerar coán-

gulo formado por s y s′ y lo completamos al siguiente diagrama conmutativo

Y
s //

s′

��

Z

u

��
Z ′

v
// Z ′′

y así tomamos s′′ = us = vs′ : Y −→ Z ′′ y en HomC(X,Z ′′) tomamos la suma
uf + vg.
Para recordar la construcción anterior lo que hacemos es que al siguiente dia-
grama

X

f ��

Y

s′

  

s

��

X

g~~
Z Z ′
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lo completamos al siguiente diagrama conmutativo

X

f ��

Y

s′

!!

s

~~

X

g~~
Z

u   

Z ′

v}}
Z ′′

y de ahí obtenemos la información necesaria para construir

X

uf+vg !!

Y

s′′=us}}
Z ′′.

Interpretamos la estructura de grupo abeliano que tiene tYX , dada en el Teorema
2.2.11.

(a) Neutro. Recordemos del Teorema 2.2.11 que el cero en HomCl
Σ

(X,Y ) es

la clase del cero, que denotamos por 0, donde 0 ∈ tYX(s, Z) = HomC(X,Z)

para cualquier (s, Z) ∈ F (Y ).
En particular, podemos tomar (1Y , Y ) ∈ F (Y ) (recordemos que F (Y ) es
una subcategoría de Y/Σ) y 0 ∈ tYX(1Y , Y ) = HomC(Y, Y ). Es decir, el
cero lo podemos representar con la clase del diagrama

X

0   

Y

1Y~~
Y.

(b) Inverso. De 2.2.11, tenemos que si f ∈ HomCl
Σ

(X,Y ) con f ∈ tYX(s, Z) =

HomC(X,Z) entonces −(f) = −f . Es decir, el inverso de la clase del
diagrama

X

f   

Y

s
��

Z,

lo podemos representar con la clase del diagrama

X

−f   

Y

s~~
Z.
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(c) Asociatividad y conmutatividad. No la interpretamos pues no necesitamos
esto en términos de diagramas. Solo usamos la asociatividad y conmuta-
tividad, en abstracto.

Por lo tanto, HomCl
Σ

(X,Y ) es un grupo abeliano, puesto que C es preaditiva.
�

Observación 2.5.2 Tenemos que (s/0) ∼ (1Y /0) ∀ s ∈ Σ. En efecto, conside-

remos el siguiente diagrama conmutativo

X

0

**
0   

Y

s

tt
1Y��

Y ′

1Y ′ !!

Y

s~~
Y ′.

De donde tenemos que (s/0) ∼ (1Y /0).

Lema 2.5.3 Para X,Y, Z objetos en la categoría C, la composición

◦(X,Y , Z) : HomCl
Σ

(X,Y )×HomCl
Σ

(Y ,Z) −→ HomCl
Σ

(X,Z)

es bilineal. Es decir, si f, g ∈ HomCl
Σ

(X,Y ) y h, k ∈ HomCl
Σ

(Y ,Z), entonces

h ◦ (f + g) = h ◦ f + h ◦ g y (h+ k) ◦ f = h ◦ f + k ◦ f.

Demostración. Consideramos f = (s/f), g = (t/g) y h = (r/h), donde f y g
están representados por los siguientes diagramas

X

f   

Y

s~~
Y ′

X

g !!

Y

t}}
Y ′′.

Para calcular f + g, consideremos el siguiente diagrama conmutativo

X

f   

Y

t

  
s

~~

X

g}}
Y ′

t′   

Y ′′

s′~~
A
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donde t′f+s′g ∈ HomC(X,A), t′s = s′t ∈ Σ. Por lo que tenemos (s/f)+(t/g) =

(s′t/t′f + s′g). Para componer con (r/h) consideramos el siguiente diagrama
conmutativo

X

t′f+s′g ��

Y

h

  

s′t

��

Z

r~~
A

α ��

Z ′

β~~
K

con β ∈ Σ. De esta manera la composición (r/h)[(s/f) + (t/g)] es representada
mediante el siguiente diagrama

X

α(t′f+s′g)   

Z

βr~~
K

con α(t′f + s′g) = αt′f + αs′g ∈ C y βr ∈ Σ.

Ahora, calculamos la composición (r/h)(s/f). Recordemos que para realizar
la composición tenemos que completar un coángulo y se probó en 2.4.3 que no
depende de la forma en que se complete el coángulo.
En particular, como βh = (αt′)s, por los diagramas anteriores, tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo

X

f   

Y

h

  

s

}}

Z

r~~
Y ′

αt′   

Z ′

β~~
K,

Por lo tanto, (r/h)(s/f) = (βr/αt′f).

De forma análoga, para calcular (r/h)(t/g), consideremos el siguiente dia-
grama conmutativo
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X

g !!

Y

h

  

t

}}

Z

r~~
Y ′′

αs′ !!

Z ′

β~~
K.

Por lo tanto, (r/h) ◦ (t/g) = (βr/αs′g).

De esta manera queremos sumar las fracciones (βr/αs′g) y (βr/αt′f) represen-
tados por los diagramas

X

αs′g   

Z

βr~~
K

X

αt′f   

Z

βr~~
K.

Del siguiente diagrama conmutativo

X

αs′g   

Y
αt′f

  

βr

~~

Z

βr~~
K

1K   

K

1K~~
K

Tenemos que (βr/αs′g) + (βr/αt′f) está representada por el diagrama

X

αs′g+αt′f   

Z

βr~~
K

de donde se concluye que (r/h)[(s/f) + (t/g)] = (r/h)(t/g) + (r/h)(s/f) =

(r/h)(s/f) + (r/h)(t/g).

De manera análoga se prueba la distribución por la izquierda. �

Corolario 2.5.4 Sea C una categoría preaditiva y Σ ⊆ Mor(C) que satisface

a) y b) de 2.4.7. Entonces ClΣ es preaditiva.

Demostración. Se sigue de los Lemas 2.5.1 y 2.5.3. �

Proposición 2.5.5 Sea C una categoría con las mismas hipótesis del Teorema

2.4.8. Para un mor�smo f : X −→ Y de C, las siguientes condiciones son

equivalentes.
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(a) T (f) = 0 en ClΣ.

(b) Existe un mor�smo s : Y −→ Z, s ∈ Σ tal que sf = 0 en C.

Demostración. (a) ⇒ (b). Supongamos primero que T (f) = 0. Ahora como
T (f) = (1Y /f) = 0 = (1Y /0) existen mor�smos u : Y −→ K y v : Y −→ K,
con v = v1Y = u1Y ∈ Σ tales que el siguiente diagrama es conmutativo

X
f

**
0   

Y
1Y

tt
1Y��

Y

u
  

Y

v
~~

K,

es decir, vf = 0. Tomando s := v : Y −→ Z se tiene lo deseado.

(b) ⇒ (a). Supongamos que existe s : Y −→ Z con s ∈ Σ tal que sf = 0.
Entonces T (s)T (f) = T (0) = 0. Como s ∈ Σ, se tiene que T (s) es un isomor�s-
mo, por lo tanto, T (f) = 0. �

2.6. Categoría de fracciones derechas

Las proposiciones y teoremas demostrados en las sección anteriores tienen
resultados duales. Análogo a la construcción dada en el Teorema 2.4.7 de frac-
ciones a izquierda se puede emular la construcción para construir la categoría
de fracciones derechas.

Para construir las fracciones a derecha, construimos las fracciones izquierdas
en la categoría dual C∗ (ver sección 1.6). Sea Σ ⊆Mor(C), consideramos

Σ∗ := {f∗ : X∗ −→ Y ∗|f : Y −→ X con f ∈ Σ} ⊆Mor(C∗).

Dado X∗ ∈ C∗ construimos X∗/Σ∗ (ver de�nición 2.3.2).

Observación 2.6.1 Notemos que X∗/Σ∗ = (Σ/X)∗.

De�nición 2.6.2 Sea C una categoría arbitraria
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(a) Se dice que C es casi-directa a derecha si cualquier coángulo en C

C

��
A // B,

se puede completar a un cuadrado conmutativo

D //

��

C

��
A // B

y para cualquier par de mor�smos u, v : B −→ C en C existe un mor�smo

α : A −→ B tal que uα = vα.

(b) Sea C′ una subcategoría plena de C. Se dice que C′ es una subcategoría

�nal de C ⇔ ∀A ∈ C, existe un mor�smo u : A′ −→ A con A′ ∈ C′.

Observación 2.6.3 Sea C una categoría arbitraria y Σ ⊆ Mor(C) un sistema

de mor�smos.

(a) Con la de�nición anterior, tenemos que X∗/Σ∗ es casi-directa a izquierda

⇔ Σ/X es casi-directa a derecha. Además (X∗/Σ∗) tiene una subcategoría

co�nal ⇔ Σ/X tiene una subcategoría �nal.

(b) Σ ⊆ Mor(C) es calculable a derecha en C ⇔ Σ∗ ⊆ Mor(C∗) es calculable

a izquierda en C∗.

Sea C una categoría preaditiva y Σ ⊆Mor(C) un sistema de mor�smos que
satisface las siguientes condiciones

a) Σ es calculable a derecha.

b) Para cada X ∈ C, Σ/X tiene una subcategoría �nal pequeña.

Por la observación anterior, tenemos que Σ∗ ⊆ Mor(C∗) es calculable a
izquierda en C∗ y X∗/Σ∗ tiene una subcategoría co�nal pequeña para cada
X∗ ∈ C∗.

Por el Teorema 2.4.8 sabemos que podemos contruir la categoría de frac-
ciones izquierdas de C∗ que denotamos por (C∗Σ∗)

l.
En este caso tenemos que

(a) Obj((C∗Σ∗)
l) = Obj(C∗) = Obj(C), dado X∗ ∈ Obj(C∗) utilizamos la nota-

ción X∗ para decir que estamos considerando al objeto en (C∗Σ∗)
l.
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(b) Mor((C∗Σ∗)
l). Un mor�smos del objeto Y ∗ a X∗ en (C∗Σ∗)

l lo podemos
interpretar como una clase de equivalencia de un diagrama de la siguiente
forma en C∗

Y ∗

f∗ !!

X∗

s∗}}
Z∗

con f∗ : Y ∗ −→ Z∗ en C∗ y s : X∗ −→ Z∗ en Σ∗.

Pasando el diagrama anterior a C tenemos que un mor�smos de Y ∗ a
X∗ en (C∗Σ∗)

l lo podemos representar con la clase de equivalencia de un
diagrama de la forma

Y X

Z

s

>>

f

__

con f : Z −→ Y y s ∈ Σ.

En base a la discusión anterior, podemos de�nir la categoría de fracciones dere-
chas.
Sea C una categoría preaditiva y Σ ⊆Mor(C) un sistema de mor�smos tal que
satisfacen las siguientes condiciones

a) Σ es calculable a derecha.

b) Para cada X ∈ C, Σ/X tiene una subcategoría �nal pequeña.

Entonces de�nimos la categoría de fracciones a derecha Cr
Σ como sigue.

(a) Obj(CrΣ) = Obj(C) y dado X ∈ Obj(C) utilizamos la notación X para
decir que a X lo estamos considerando como objeto de CrΣ.

(b) Mor(CrΣ). Dados dos objetos X, Y ∈ Obj(CrΣ) de�nimos

HomCr
Σ

(X,Y ) := Hom(C∗
Σ∗ )l(Y ∗, X∗).

Es decir, un mor�smo f : X −→ Y en CrΣ lo representamos con la clase de
equivalencia de un diagrama en C de la forma

Z
f

��

s

~~
X Y

con s ∈ Σ y f ∈ HomC(Z, Y ). Donde la relación de equivalencia está dada
como sigue: los siguientes dos diagramas están relacionados
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Z
f

��

s

~~
X Y

Z ′

f ′

  

s′

~~
X Y

si y sólo si existen mor�smos, α : W −→ Z y β : W −→ Z ′ tal que el
siguiente diagrama conmuta

W
β

  

α

~~
Z

s

��

f

**

Z ′

f ′

  

s′

ttX Y

con s′β ∈ Σ.

Al mor�smo f : X −→ Y representado por el diagrama

Z
f

��

s

~~
X Y

lo denotaremos por (f/s) y la llamamos fracción a derecha.

De forma análoga a como se de�ne la composición de fracciones a izquierda
de�nimos la composición de fracciones a derecha

◦ : HomCr
Σ

(X,Y )×HomCr
Σ

(Y , Z) −→ HomCr
Σ

(X,Z).

Consiremos dos fracciones a derecha (f/s) : X −→ Y y (g/t) : Y −→ Z

representadas por los diagramas

X ′

f

  

s

~~
X Y

Y ′

g

  

t

~~
Y Z.

Consideremos el coángulo formado por los mor�smos f : X ′ −→ Y y t : Y ′ −→
Y . Como Σ es calculable a derecha, existen mor�smos t′ : W −→ X ′ con t′ ∈ Σ
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y f ′ : W −→ Y ′ tal que el siguiente diagrama conmuta

W
f ′

  

t′

}}
X ′

s

~~ f !!

Y ′

g

  

t

~~
X Y Z.

Como st′ ∈ Σ, tenemos que (gf ′/st′) ∈ HomCr
Σ

(X,Z). De esta manera de�nimos

(g/t) ◦ (f/s) = (gf ′/st′).

Con esto es fácil ver que CrΣ es una categoría.
También tenemos que HomCr

Σ
(X,Y ) es un grupo abeliano donde la suma esta

de�nida como sigue:
Z

f

��

s

~~
X Y


+


Z ′

g

  

s′

~~
X Y


=


Z ′′

gv+fu

  

s′′

~~
X Y


Donde para construir

Z ′′

gv+fu

  

s′′

~~
X Y,

lo que hacemos es considerar el coángulo formado por s : Z −→ X y s′ : Z ′ −→
X y como Σ es calculable a derecha tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Z ′′

v

!!

u

~~
Z

f

��
s
  

Z ′

g

  s′}}
Y X Y.

con u ∈ Σ y s′′ := su = s′v ∈ Σ.

Con esto tenemos que CrΣ es una categoría preaditiva.

Teorema 2.6.4 Sean C una categoría preaditiva y Σ un sistema de mor�smos

de C tal que las siguientes condiciones se satisfacen.
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(a) Σ es calculable a derecha.

(b) Para cada objeto X de C la categoría Σ/X contiene una subcategoría pe-

queña co�nal denotada por F (X).

Entonces la categoría de fracciones de C relativa a Σ existe, esta categoría es

denotada por CrΣ y es llamada categoría de fracciones derechas.

Demostración. La demostración es análoga a la del Teorema 2.4.8. �

2.7. Categoría aditiva de fracciones

En esta sección revisaremos las condiciones necesarias para que la catego-
ría de fracciones de una categoría dada resulte ser una categoría aditiva. Por
supuesto que antes probaremos algunos resultados básicos.

Lema 2.7.1 Sea C una categoría preaditiva Σ ⊆ Mor(C) que satisfacen a) y

b) de la Proposición 2.4.7. Sean (1Y /f) : X −→ Y y (t/g) : Y −→ Z tal que

(t/g)(1Y /f) = 0 en ClΣ. Entonces, existe (r/h) : Y −→ Z con (t/g) ∼ (r/h) tal

que (r/h) ◦ (1Y /f) = (r/hf) y hf = 0 en C.

Demostración. Supongamos que (1Y /f) y (t/g) estan representadas por los
siguientes diagramas

X

f   

Y

1Y��
Y

Y

g   

Z

t~~
Z ′.

Para calcular la composición (t/g)(1Y /f), consideremos el siguiente diagrama
conmutativo

X

f   

Y

1Y~~

g

  

Z

t~~
Y

g′   

Z ′

s~~
W

con s ∈ Σ. De donde tenemos que (t/g) ◦ (1Y /f) = (st/g′f). Como (t/g) ◦
(1Y /f) = 0, tenemos que (st/g′f) ∼ (1Z/0).

Por lo tanto, existen mor�smos α : W −→ L y β : Z −→ L tal que el siguiente
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diagrama conmuta

X

g′f   

0

**

Z

1Z��

st

tt
W

α   

Z
β

~~
L.

Es decir, αg′f = 0 y β = αst ∈ Σ.

Por otro lado, del siguiente diagrama conmutativo

Y

g   

αsg

**

Z

αst��

t

tt
Z ′

αs   

L
1L

��
L.

tenemos que (t/g) ∼ (αst/αsg).
Además, del siguiente diagrama conmutativo

X

f   

Y

1Y��

αsg

��

Z

αst��
Y

αsg
  

L

1L��
L

tenemos que (αst/αsg)(1Y /f) = (αst/(αsg)f), con (αsg)f = αg′f = 0.

Por lo tanto, (r/h) := (αst/αsg) es la fracción buscada. �

Proposición 2.7.2 Sea C una categoría preaditiva Σ ⊆ Mor(C) que satisfa-

cen a) y b) de la Proposición 2.4.7. Si C tiene cokerneles, entonces ClΣ tiene

cokerneles y el funtor T : C −→ ClΣ es exacto a derecha.

Demostración.

Primero veamos que si f : X −→ Y en ClΣ esta representado por la fracción
(1Y /f) con f : X −→ Y , entonces f tiene cokernel en ClΣ.
En efecto, sea p : Y −→ K el cokernel de f . A�rmamos que (1K/p) es el cokernel
de (1Y /f).
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(a) Veamos que (1K/p)(1Y /f) = 0. Para esto, consideremos el siguiente dia-
grama conmutativo

X

f   

Y

1Y~~

p

  

K

1K~~
Y

p   

K

1K~~
K.

De donde concluimos que (1K/p)(1Y /f) = (1K/pf). Pero pf = 0 pues
p = Coker(f). Por lo tanto, (1K/p)(1Y /f) = (1K/0).

(b) Sea (t/g) : Y −→ Z representado por

Y

g   

Z

t~~
Z ′

tal que (t/g)(1Y /f) = 0. Por el Lema 2.7.1, podemos suponer que (t/g)(1Y /f) =

(t/gf) con gf = 0, como p = Coker(f), existe un único mor�smo θ : K −→
Z ′ tal que el siguiente diagrama conmuta

Z ′

X
f
// Y

p
//

g
>>

K.

θ

OO

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Y

p   

K

θ

!!

1Y

}}

Z

t~~
K

θ   

Z ′

1Z′}}
Z ′.

Por lo tanto, tenemos (t/θ)(1K/p) = (t/θp) = (t/g). Es decir, se factorizo
(t/g) a través de (1K/p).

Ahora, veamos que (1K/p) es un epimor�smos en ClΣ. Como ClΣ es preaditi-
va, basta ver que si (r/h) : Y −→ Z es un mor�smo tal que (r/h)(1K/p) =

0, entonces (r/h) = 0.
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En efecto, por el Lema 2.7.1, podemos suponer 0 = (r/h)(1K/p) = (r/hp)

con hp = 0. Como p es un epimor�smo en C pues p = Coker(f), tenemos
que h = 0. Por lo tanto, (r/h) = (r/0) ∼ (1Z/0) = 0 en ClΣ.

Por lo tanto, (1K/p) es un epimor�smo y entonces la factorización de (t/g)

a través de (1K/p) es única. Por tanto, (1K/p) = Coker(1Y /f).

Es decir, si tenemos la siguiente sucesión exacta

X
f // Y

p // K // 0 en C.

entonces tenemos la siguiente sucesión exacta

T (X)
T (f) // T (Y )

T (p) // T (K) // 0 en ClΣ.

Por lo tanto, T es un funtor exacto a derecha.

Ahora sea (s/f) = f : X −→ Y mor�smo arbitrario en ClΣ representado por
el diagrama

X

f !!

Y

s~~
Y ′.

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

X

f   

Y ′

1Y ′

!!

1Y ′

}}

Y

s~~
Y ′

1Y ′ !!

Y ′

1Y ′}}
Y ′.

En consecuencia, (s/1′Y ) ◦ (1Y ′/f) = (s/f). Pero (s/1Y ′) es un isomor�smo en
ClΣ ((s/1Y ′)−1 = (1Y ′/s)). Por lo hecho anteriormente, sabemos que (1Y ′/f)

tiene cokernel. Sea (1K/p) : Y ′ −→ K el cokernel de (1Y ′/f), es fácil ver que
(1K/p) ◦ (s/1Y ′)

−1 : Y −→ K es el cokernel de (s/f).

�

Los resutados anteriores tiene sus respectivos duales, los cuales solo enucia-
mos puesto que la prueba es totalmente análoga.
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Corolario 2.7.3 Sea C una categoría preaditiva y Σ ⊆ Mor(C) que satisface

las condiciones a) y b) de la proposición 2.4.7. Si C tiene kerneles, entonces CrΣ
tiene kerneles y el funtor T : C −→ CrΣ es exacto a izquieda.

Demostración. Es totalmente análoga a la del corolario 2.7.2 �

Lema 2.7.4 Sean C una categoría preaditiva y Σ ⊆ Mor(C) que satisface las

condiciones a) y b) de la Proposición 2.4.7.Entonces, el funtor T : C −→ ClΣ de

localización, es un funtor covariante aditivo.

Demostración. Sean f, g ∈ C, con f, g : X −→ Y , por lo que tenemos f + g :

X −→ Y . Por lo tanto, tenemos que T (f + g) = (1Y /f + g) está representada
por la clase del siguiente diagrama

X

f+g   

Y

1Y��
Y

Por otro lado, tenemos que T (f) = (1Y /f) y T (g) = (1Y /g). Para calcular
T (f) + T (g), consideramos el siguiente diagrama conmutativo

X

f   

Y
1Y

  

1Y

~~

X

g
~~

Y

1Y   

Y

1Y~~
Y.

Por lo que T (f) + T (g) = (1Y /f) + (1Y /g) = (1Y 1Y /1Y f + 1Y g) = (1Y /f + g).
Por lo tanto, T (f + g) = T (f) + T (g). �

Teorema 2.7.5 Sean C una categoría preaditiva y Σ ⊆ Mor(C) que satisface

las condiciones a) y b) de la proposición 2.4.7. Si C es una categoría aditiva,

entonces ClΣ es aditiva.

Demostración. Sólo resta ver que ClΣ tiene coproductos �nitos. Sea {Xi}ni=1

una familia de objetos en ClΣ. Por nuestra convención, tenemos una familia de
objetos {Xi}ni=1 en C. Como C es aditiva, por el Teorema 1.2.4, existe un objeto
X ∈ C y mor�smos ui : Xi −→ X, pi : X −→ Xi tales que

(a)
n∑
i=1

uipi = 1X
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(b)

piuj =

{
0 si i 6= j

1Xi si i = j

Consideremos X = T (X) ∈ CΣ. Al aplicar el funtor T : C −→ ClΣ a los
mor�smos anteriores obtenemos los mor�smos ui = T (ui) : Xi −→ X, pi :

X −→ Xi para cada i. Dado que T es aditivo por el Lema 2.7.4, tenemos

T (

n∑
i=1

uipi) =

n∑
i=1

T (ui)T (pi) =

n∑
i=1

uipi = T (1X) = 1T (X) = 1X

y

T (piuj) = T (pi)T (uj) = piuj

donde

piuj =

{
T (0) = 0 si i 6= j

T (1Xi) = 1Xi
si i = j

Por lo tanto, por el Teorema 1.2.4 tenemos que ClΣ es una categoría aditiva.
�

2.8. Categoría abeliana de fracciones

En la presente sección estudiaremos que la categoría de fracciones de un
sistema calculable de mor�smos es abeliana si la categoría original es abeliana.
Para realizar lo anterior necesitamos unos resultados previos.

Lema 2.8.1 Sean C una categoría con cokerneles, f : X −→ Y un mor�smo

en C y α : Y −→ Y ′ un isomor�smo. Entonces, coker(f) = coker(αf) ◦ α.

Demostración. Sea γ : Y ′ −→ W el cokernel de αf , es decir, γ(αf) = 0 y γ
tiene la propiedad universal.
A�rmamos que coker(f) = γ ◦ α.
En efecto, dado que 0 = γ(αf) = (γα)f , sólo falta ver que γ ◦ α tiene la
propiedad universal. Sea g : Y −→ K un mor�smo tal que gf = 0. Como
α : Y −→ Y ′ es un isomor�smo tenemos α−1 : Y ′ −→ Y y consideramos el
mor�smo gα−1 : Y ′ −→ K. Luego gα−1(αf) = gf = 0. Como γ es el cokernel
de αf tenemos que existe un único mor�smo ϕ : W −→ K tal que el siguiente
diagrama conmuta



2.8. CATEGORÍA ABELIANA DE FRACCIONES 95

K

X
αf

// Y ′

gα−1

OO

γ
// W.

ϕ

``

Entonces g = ϕ(γα). Veamos que ϕ es única con tal propiedad. En efecto,
supongamos que existe ϕ′ tal que ϕγα = g = ϕ′γα. Como α es un isomor�smo,
tenemos que ϕγ = ϕ′γ y como γ es un epimor�smo (pues γ = Coker(αf))
tenemos que ϕ = ϕ′. Por lo tanto, coker(f) = γα = coker(αf) ◦ α. �

Proposición 2.8.2 Sea C una categoría con kerneles y cokerneles. Considere-

mos f : X −→ Y en C, α : Y −→ Y ′ un isomor�smo y γ = coker(αf) con

γ : Y ′ −→ K. Si i : Q −→ Y el kernel de γα, entonces αi es el kernel de γ.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama

X
f // Y

α // Y ′
γ // K

Q

i

OO

donde i : Q −→ Y es el kernel del mor�smo γα. Por lo que (γα)i = 0 y y además
i tiene la propiedad universal.
Veamos que Ker(γ) = αi.
En efecto, como (γα)i = 0, se tiene que γ(αi) = 0. Solo falta checar la propiedad
universal. Sea g : Q′ −→ Y ′ tal que γg = 0, dado que α es un isomor�smo
podemos considerar α−1g : Q′ −→ Y y tenemos que γα(α−1g) = γg = 0. Como
γα = Ker(i), por la propiedad del kernel existe un único mor�smo ϕ : Q′ −→ Q

tal que el siguiente diagrama conmuta

X
f // Y Y ′

α−1

oo γ // K

Q

i

OO

Q′
ϕ

oo

g

OO
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es decir, iϕ = α−1g, lo cual implica (αi)ϕ = g.
Veamos que ϕ es única. Supongamos que existe ϕ′ : Q′ −→ Q tal que iϕ′ =

α−1g, lo cual implica que iϕ′ = iϕ. Como i es un monomor�smo, entonces
ϕ = ϕ′. En consecuencia, ϕ es única. Por lo tanto, Ker(γ) = αi = α ◦Ker(γα).
�

Proposición 2.8.3 Sea C una categoría preabeliana. Consideremos la descom-

posición canónica del mor�smo f : X −→ Y dada por el siguiente diagrama

conmutativo

T
t // X

f //

π

��

Y
u // U

Coker(t)
f

// Ker(u).

i

OO

Sea α : Y −→ Y ′ un isomor�smo en C, entonces la descomposición canónica

del mor�smo αf : X −→ Y ′ está dada por el siguiente diagrama conmutativo

T
t // X

αf //

π

��

Y ′
uα−1

// U

Coker(t)
f

// Ker(u).

αi

OO

Demostración. Consideremos el diagrama canónico de la descomposición del
mor�smo f : X −→ Y

T
t // X

f //

π

��

Y
u // U

Coker(t)
f

// Ker(u)

i

OO

donde π : X −→ Coker(t) es el cokernel de t, Ker(u) = i, f es el único mor�smo
que se contruye de la propiedad universal del kernel y el cokernel.
Sea γ := Coker(αf). Por el el Lema 2.8.1, tenemos que Coker(αf) = Coker(f)α−1 =

uα−1. Por el Lema 2.8.2, tenemos que Ker(γ) = αi. Así tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

T
t // Y

αf //

π

��

Y ′
uα−1

// U

Coker(t)
f

// Ker(u)

αi

OO
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donde t = Ker(αf) pues α es un isomor�smo, π = Coker(t), uα−1 = Coker(αf)

y αi = Ker(uα−1).
Como el mor�smo paralelo de αf es el único mor�smo, Coker(t) −→ Ker(t) que
hace conmutar el diagrama anterior. Tenemos que el diagrama anterior nos dá
la descomposición canónica del mor�smo αf y f es el mor�smo paralelo de αf .

�

Lema 2.8.4 Sea C preaditiva, Σ ⊆ Mor(C) un sistema calculable tal que para

cada X ∈ C la categoría X/Σ tiene una subcategoría co�nal pequeña y la catego-

ría Σ/X tiene una subcategoría �nal pequeña. Entonces existe un isomor�smo

de categorías

Q : ClΣ −→ CrΣ.

Demostración. Sean T : C −→ ClΣ y F : C −→ CrΣ los funtores de localización
de fracciones izquierdas y derechas respectivamente. Dado que F es un funtor
tal que para cada s ∈ Σ, F (s) es un isomor�smo, por la propiedad universal de
ClΣ existe un único funtor Q : ClΣ −→ CrΣ tal que el siguiente diagrama conmuta

C
T //

F

��

ClΣ

Q~~
CrΣ.

De manera análoga, como CrΣ tiene la misma propiedad universal, existe un
único mor�smo P : CrΣ −→ ClΣ tal que el siguiente diagrama conmuta

C
F //

T

��

CrΣ

P~~
ClΣ.

Por lo tanto, (PQ)T = T. De las misma manera, por la propiedad universal de
T : C −→ ClΣ, existe un único mor�smo M : ClΣ −→ ClΣ tal que el siguiente
diagrama conmuta

C
T //

T

��

ClΣ

M~~
ClΣ.

Pero el funtor ICl
Σ

: ClΣ −→ ClΣ hace conmutar el diagrama anterior y también
PQ. De donde concluimos que M = ICl

Σ
= PQ.

De manera análoga se prueba que QP = ICr
Σ
. Por lo tanto, ClΣ ∼= CrΣ. �
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Recordemos que una categoría aditiva C es abeliana si y sólo si todo mor�smo
tiene kernel y cokernel, y para cualquier mor�smo f : X −→ Y el mor�smo
paralelo f es un isomor�smo (ver de�nición 1.4.1).

Ahora veamos que CΣ resulta abeliana bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.8.5 Sean C una categoría abeliana y Σ ⊆ Mor(C) un sistema de

mor�smos en C tal que satisface las siguientes condiciones:

(a) Σ es calculable.

(b) Para cada X ∈ C la categoría X/Σ tiene una subcategoría co�nal pequeña.

(c) Para cada X ∈ C la categoría Σ/X tiene una subcategoría �nal pequeña.

Entonces ClΣ
∼= CrΣ y además ClΣ es abeliana.

Demostración. Como C es aditiva, entonces por el Lema 2.7.5, la categoría
ClΣ es aditiva. Por el Lema 2.8.4 tenemos que CrΣ

∼= ClΣ. Sea (s/f) un mor�smo
en ClΣ representada por el diagrama

X

f   

Y

s
��

Z,

por los Lemas 2.7.3 y 2.7.2 tenemos que (s/f) posee kernel y cokernel y además
el funtor T : C −→ ClΣ

∼= CrΣ es exacto.
Como C es abeliana, para el mor�smo f : X −→ Z ∈ C que forma parte de
(s/f) tenemos el siguiente diagrama conmutativo que nos da la descomposición
canónica de f

R
r // X

f //

π

��

Z
u // U

Coker(r)
f

// Ker(u)

i

OO

donde i = Ker(u), u = Coker(f), r = Ker(f), π = Coker(r) y f es un iso-
mor�smo. Aplicando el funtor T al diagrama anterior, obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo

R
T (r) // X

T (f) //

T (π)
��

Z
T (u) // U

Coker(r)
T (f)

// Ker(u),

T (i)

OO
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donde T (i) = Ker(T (u)), T (u) = Coker(T (f)), T (r) = Ker(T (f)), T (π) =

Coker(T (r)) y T (f) es isomor�smo (pues T es exacto).
Por lo tanto, el diagrama anterior nos da la descomposición canónica de T (f)

en ClΣ.
Notemos que (s/f) = (s/1Z)(1Z/f) donde T (s)−1 := (s/1Z) : Z −→ Y es un
isomor�smo.
Por la proposición 2.8.3 tenemos que la factorización canónica de (s/f) está
dada por el siguiente diagrama conmutativo en ClΣ

R
T (r) // X

(s/f) //

T (π)
��

Z
T (u)T (s) // U

Coker(r)
T (f)

// Ker(u).

T (s)−1T (i)

OO

Luego entonces el mor�smo paralelo de (s/f) es T (f), el cual es un isomor�smo.
Por lo tanto, ClΣ es abeliana. �
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