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Prefacio

La (co)homología de grupos se ha convertido en un tema clásico de estudio
y a través del tiempo, se han desarrollado diferentes métodos para su estudio;
el enfoque topológico, el de la resolución estándar y el de los funtores deriva-
dos. Un problema natural es tratar de definir una (co)homología “relativa”,
es decir, una (co)homología para una pareja (G,H) con G un grupo y H un
subgrupo de G no necesariamente normal. En 1953 Ian T. Adamson (1928-
2010) definió en [1] una teoría de (co)homología relativa para subgrupos no
normales, la cual uso en la teoría de cuerpos de clases. Esta (co)homología
se construye con los cocientes G/H con G un grupo y H un subgrupo de
G y coincide con la (co)homología clásica en el caso en que H = {1} con 1
la identidad de G. Otra (co)homología relativa fue desarrollada por Satoru
Takasu en 1957, esta teoría difiere de la teoría desarrollada por Adamson,
para más detalles sobre estas teorías puede consultarse [2]. Por otra par-
te, Gerhard Hochschild (1915-2010) en 1956, siguiendo el trabajo de Henri
Cartan (1904-2008) y Samuel Eilenberg (1913-1998) en [7], define en [12] el
Álgebra Homológica Relativa basándose en los funtores Tor y Ext relativos.
Hochschild menciona en su artículo que el funtor Ext relativo coincide con la
definición de cohomología dada por Adamson. En 1975 el Álgebra Homológi-
ca Relativa es definida de forma totalmente categórica en [16] por Saunders
Mac Lane (1909-2005) basándose en el artículo de Hochschild.

Una vez definida la (co)homología relativa, cada enfoque comenzó a gene-
ralizarse. Ernst Snapper (1913-2011) en 1964 observó que el punto importante
en la (co)homología de Adamson fue la acción del grupo G en el cociente G/H
por lo que definió la (co)homología de representaciones por permutaciones
para un grupo G y un G-conjunto X en [20], en este mismo artículo Snapper
construyó una sucesión espectral que relaciona la (co)homología de grupos
clásica con la (co)homología de representaciones por permutaciones.

Mac Lane en [16] define una (co)homología de sucesiones exactas propias,
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la cual, es una generalización de la (co)homología relativa dada por Hoschild.
En 1997, buscando extender la definición de (co)homología relativa y usando
la (co)homología de sucesiones exactas propias, Brita E.A. Nucinkis define
una (co)homología para G-conjuntos en [17].

La definición topológica fue dada por James V. Blowers en [4], el extiende
la definición de un espacio clasificante para un grupo a un espacio clasificante
para una representación por permutaciones arbitraria y con esto prueba que
la (co)homología de representaciones por permutaciones dada por Snapper
coincide con la (co)homología de su espacio clasificante.

Un enfoque categórico totalmente diferente fue dado por Glen E. Bredon
(1932-2000), en 1967, él desarrollo una teoría de (co)homologías equivariantes
en [5].

El propósito general de esta tesis es mostrar que los grupos de (co)homolo-
gía dados por Ernst Snapper en [20], por Brita E.A. Nucinkis en [17], James
V. Blowers en [4] y por Glen E. Bredon en [5] coinciden. Para esto, veremos
cada una de estas teorías por separado.

En el Capítulo 1 se dan las bases necesarias para el resto de los capítulos.
En el Capítulo 2 se definen los grupos de (co)homología de representa-

ciones por permutaciones siguiendo el artículo de Snapper [20] y algunos
resultados que relacionan esta (co)homología con la (co)homología clásica de
grupos.

En el Capítulo 3 se definen los funtores Tor y Ext relativos a la familia
de estabilizadores, se demuestra que estos funtores coinciden con los grupos
de (co)homología de representaciones por permutaciones del Capítulo 1 y
coinciden además con los grupos de (co)homología definidos por Nucinkis en
[17].

En el Capítulo 4 se define el espacio clasificante para una familia de
subgrupos de un grupo, y se prueba que la (co)homología de este espacio
clasificante coincide con las (co)homologías definidas anteriormente.

En el Capítulo 5, se introduce la teoría de módulos de Bredon y la
(co)homología equivariante de Bredon. Nuevamente se muestra que esta (co)homología
coincide con las anteriores.

Por último, en el Capítulo 6 se dan algunos cálculos de la homología de
representaciones por permutaciones.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo contiene algunas de las definiciones y resultados que serán
de gran utilidad para los siguientes capítulos.

La sección 1.1 contiene resultados básicos de G-conjuntos, se definen ade-
más acciones, órbitas y estabilizadores. Algunas referencias generales sobre
éstos temas son [8] y [3].

En la sección 1.2 se definen las representaciones por permutaciones y se
da una biyección entre éstas últimas y las acciones de grupos.

La sección 1.3 introduce los G-módulos y su relación con las representa-
ciones por permutaciones.

Dos nociones básicas durante el estudio de la homología son el producto
tensorial y el grupo de homomorfismos, estos serán definidos en la sección
1.4.

La sección 1.5 contiene las definiciones de invariantes y coinvariantes,
además de resultados que los relacionan con el producto tensorial y el grupo
de homomorfismos de G-módulos.

1.1. G-conjuntos
Definición 1.1. Sea X un conjunto y G un grupo. Decimos que X es un
G-conjunto si existe una función α : G×X → X, llamada acción, denotada
por α(g, x) = gx con las siguientes propiedades:

Para todo x ∈ X se tiene 1x = x donde 1 denota la identidad en G.

Para todo g, h ∈ G y x ∈ X se tiene g(hx) = (gh)x.
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Definición 1.2. Sean X1 y X2 G-conjuntos. Un G-morfismo de X1 a X2
es una función f : X1 → X2 la cual cumple f(gx) = gf(x) para todo g ∈ G
y x ∈ X1.

Definición 1.3. Sean X1 y X2 G-conjuntos. Un G-isomorfismo de X1 a
X2 es un G-morfismo en el cual la función f : X1 → X2 es una biyección.

Definición 1.4. Sea X un G-conjunto. La G-órbita de x o simplemente la
órbita de x se define como Ox = {gx : g ∈ G}.

Observación 1.5. La órbita de x es, en general, un subconjunto de X pero
podemos restringir la acción de G en X a una acción de G en Ox lo cual le
da estructura de G-conjunto.

Proposición 1.6. Sea X un G-conjunto. La relación x ∼ y si y sólo si
y ∈ Ox es una relación de equivalencia.

Demostración.

Reflexividad: claramente x ∈ Ox ya que x = 1x.

Simetría: si y ∈ Ox tenemos que y = gx para algún g ∈ G, por lo tanto
x = g−1y y así x ∈ Oy.

Transitividad: si y ∈ Ox y z ∈ Oy tenemos que y = g1x y z = g2y para
algunos g1 y g2 en G, entonces z = g2g1x y así z ∈ Ox.

�

Definición 1.7. Sea X un G-conjunto. El estabilizador de x se define
como Gx = {g ∈ G : gx = x}.

Proposición 1.8. Sea X un G-conjunto. Entonces Gx es un subgrupo de G
para cada x ∈ X.

Demostración. Sean x ∈ X fija y g, h ∈ Gx, como g ∈ Gx tenemos que
gx = x, multiplicando por g−1 en ambos lados obtenemos g−1x = x, además,
como h ∈ Gx tenemos que hx = x y así (gh)x = g(hx) = gx = x, es decir,
Gx es cerrado bajo inversos y bajo productos por lo que es un subgrupo de
G. �

Definición 1.9. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Definimos el
conjunto de clases laterales de G módulo H como G/H = {gH :
para todo g ∈ G}.
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Podemos definir una acción de G en G/H como

G×G/H → G/H

(g, g1H) 7→ (gg1)H

Donde gg1 es el producto usual de elementos en G. De esta manera, G/H es
un G-conjunto.

Observación 1.10. En general G/H no es un grupo, para eso es necesario
que H sea normal, pero siempre podemos darle estructura de G-conjunto aún
sin que H sea normal.

Dado un G-conjunto X podemos formar G-conjuntos G/Gx para cada
x ∈ X.

Teorema 1.11. Sean X un G-conjunto y x ∈ X fijo. Entonces existe un
G-isomorfismo Ox

∼= G/Gx.

Demostración. Definimos f : G/Gx → Ox como f(gGx) = gx, así tenemos:

Está bien definido: sean g, g1 dos representantes de la clase gGx, en-
tonces g1 = gg2 con g2 ∈ Gx y así f(g1Gx) = f(gg2Gx) = gg2x = gx =
f(gGx).

Es sobre: sea y ∈ Ox, entonces y = gx para alguna g ∈ G y así
y = f(gGx).

Es inyectivo: supongamos que f(g1Gx) = f(g2Gx), entonces tenemos
que g1x = g2x, en otras palabras que g−1

2 g1 ∈ Gx y así g1Gx = g2Gx.

Es un G-morfismo:

f(g1gGx) = g1gx = g1f(gGx).

�

Definición 1.12. Sea X un G-conjunto. Decimos que la acción de G sobre
X es:

Transitiva si Ox = X para todo x ∈ X.

Libre (o libre de puntos fijos) si Gx = 1 para todo x ∈ X.
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Regular si es transitiva y libre.

Corolario 1.13. Sea X un G-conjunto en el cual la acción de G sobre X es

Transitiva: Entonces existe un G-isomorfismo G/Gx
∼= X para todo

x ∈ X.

Libre: Entonces existe un G-isomorfismo G ∼= Ox para todo x ∈ X.

Regular: Entonces existe un G-isomorfismo G ∼= X.

Definición 1.14. Sea X un G-conjunto. Llamaremos acción diagonal a
la acción G × Xn → Xn definida por g · (x1, ..., xn) = (gx1, ..., gxn) para
cualquier n ≥ 2.

Proposición 1.15. Sea X un G-conjunto que contiene dos o más elementos
y sea n ≥ 2. Entonces la acción diagonal de G en Xn no es transitiva.

Demostración. Supongamos que la acción diagonal de G en Xn es transi-
tiva, sean x, y ∈ X con x 6= y entonces tomamos los elementos (x, ..., x) y
(y, x, ..., x) ∈ Xn, por la transitividad existe g ∈ G tal que g · (x, ..., x) =
(y, x, ..., x), por lo cual x = gx = y, lo que es una contradicción. �

Proposición 1.16. Sea X un G-conjunto y consideremos el G-conjunto
Xn con la acción diagonal. Entonces G(x1,...,xn) = Gx1 ∩ ... ∩ Gxn para ca-
da (x1, ..., xn) ∈ Xn.

Demostración. Un elemento g ∈ G(x1,...,xn) cumple que g(x1, ..., xn) =
(gx1, ..., gxn) = (x1, ..., xn), lo que es equivalente a que g ∈ Gx1∩...∩Gxn . �

Corolario 1.17. Si la acción de G en un conjunto X es libre. Entonces la
acción diagonal de G en Xn es libre para cualquier n.

Demostración. Si la acción de G es libre entonces Gx = 1 para todo x ∈ X
por lo que G(x1,...,xn) = Gx1 ∩ ... ∩ Gxn = 1 para cualquier (x1, ..., xn) ∈ Xn

así, la acción diagonal en Xn es libre. �

1.2. Representaciones por permutaciones
Definición 1.18. Sea X un conjunto no vacío, una permutación de X es
una biyección s : X → X. Al conjunto de todas las permutaciones de X lo
denotaremos por SX .
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Podemos pensar a SX como un grupo con la identidad dada por la función
identidad de X y con la operación de grupo dada por la composición.

Definición 1.19. Llamaremos a SX el grupo de permutaciones de X.

Definición 1.20. Sea G un grupo. Una representación por permuta-
ciones de G en el conjunto X, denotada por (G,X), es un homomorfismo
G→ SX .

Definición 1.21. Una representación por permutaciones donde el homomor-
fismo G→ SX es un monomorfismo es llamada un grupo de permutacio-
nes.

Definición 1.22. Sea (G,X) una representación por permutaciones. El ker-
nel del morfismo G → SX denotado por N(G,X) es llamado el kernel de
la representación por permutaciones.

Dada una representación por permutaciones (G,X), existe un homomor-
fismo de G/N(G,X) a SX dado por el primer teorema de isomorfismo, por
lo que tenemos una representación por permutaciones (G/N(G,X), X).

Observación 1.23. La representación por permutaciones (G/N(G,X), X)
es un grupo de permutaciones.

Definición 1.24. El grupo de permutaciones (G/N(G,X), X) es llamado el
grupo de permutaciones asociado a la representación por permu-
taciones (G,X).

Teorema 1.25. Existe una biyección entre las acciones de G en X y las
representaciones por permutaciones de G en X.

Demostración. Sea α una acción de G en X definimos α̃ : G → SX por
(α̃(g))(x) = α(g, x) = gx. Observemos que α̃ es un homomorfismo:

(α̃(g1g2))(x) = (g1g2)x = g1(g2x) = g1((α̃(g2))(x)) = (α̃(g1)) ◦ (α̃(g2))(x).

Por otro lado, sea f : G → SX una representación por permutaciones. Defi-
nimos la acción f̃ : G×X → X por f̃(g, x) = (f(g))(x) la cual satisface las
propiedades:

f̃(1, x) = (Idx)(x) = x
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y

f̃(g1g2, x) = (f(g1g2))(x) = (f(g1) ◦ f(g2))(x)
= f(g1)(f̃(g2, x)) = f̃(g1, f̃(g2, x)).

Además, se cumple que, dada una acción α de G en X

˜̃α(g, x) = (α̃(g))(x) = α(g, x)

y dada una representación por permutaciones f : G→ SX

( ˜̃f(g))(x) = f̃(g, x) = (f(g))(x)

es decir, las asignaciones anteriores son inversa una de la otra por lo que dan
la biyección buscada. �

Gracias a la biyección dada en el Teorema 1.25, podemos usar las pro-
piedades de acción de grupo en las representaciones por permutaciones, es
decir, dada una representación por permutaciones (G,X) podemos pensar a
X como un G-conjunto y viceversa.

Observación 1.26. Diremos que una representación por permutaciones es
transitiva, libre o regular si la acción asociada a esta representación es tran-
sitiva, libre o regular.

Teorema 1.27. Sea (G,X) una representación por permutaciones y sea
α(g, x) := gx su acción asociada. Entonces N(G,X) = {g ∈ G : gx =
x para todo x ∈ X}.

Demostración. Por el Teorema 1.25, dado un elemento g ∈ G le asociamos
el homomorfismo fg : X → X dado por fg(x) = gx, así, los elementos g tales
que fg = IdX son los que cumple gx = x para todo x ∈ X �

Definición 1.28. Sean (G,X) y (L, Y ) representaciones por permutaciones
y denotemos por gx la acción asociada a la representación (G,X) y l · y la
acción asociada a la representación (L, Y ). Decimos que θ : (G,X)→ (L, Y )
es un morfismo de representaciones si θ = (ϕ, f), donde ϕ : G→ L es un
homomorfismo de grupos y f : X → Y es una función que cumple la relación
f(gx) = ϕ(g) · f(x). Si ϕ es un isomorfismo de grupos y f es una función
biyectiva decimos que θ es una isomorfismo de representaciones.
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Observación 1.29. Si θ : (G,X) → (G, Y ) es un homomorfismo de repre-
sentaciones que cumple θ = (IdG, f), entonces recuperamos la Definición 1.2
de G-morfismo entre X y Y con sus acciones asociadas respectivas.

Corolario 1.30. Sea (G,X) una representación por permutaciones. Enton-
ces

N(G,X) =
⋂
x∈X

Gx.

Demostración. Por el Teorema 1.27 sabemos que N(G,X) = {g ∈ G : gx =
x para todo x ∈ X} donde gx denota la acción asociada a la representación
(G,X) y claramente {g ∈ G : gx = x para todo x ∈ X} = ⋂

x∈X Gx. �

Observación 1.31. Dada una representación por permutaciones (G,X) y su
grupo de permutaciones asociado (G/N(G,X), X) existe un homomorfismo
de representaciones θ : (G,X)→ (G/N(G,X), X) dado por θ = (π, IdX) con
π : G→ G/N(G,X) la proyección canónica.

1.3. G-módulos
Las siguientes definiciones de módulos se pueden encontrar en [18, Pag.

13]. Cada vez que mencionemos un anillo, nos estaremos refiriendo a un anillo
asociativo y con elemento unitario.

Definición 1.32. Sea R un anillo. Un R-módulo izquierdo, es un grupo
abeliano M el cual tiene una multiplicación escalar R ×M → M denotada
por (r,m) 7→ rm con las siguientes propiedades:

Para todo r ∈ R y m1,m2 ∈M se cumple r(m1 +m2) = rm1 + rm2.

Para todo r1, r2 ∈ R y m ∈M se cumple (r1 + r2)m = r1m+ r2m.

Para todo r1, r2 ∈ R y m ∈M se cumple (r1r2)m = r1(r2m).

Para todo m ∈M y con 1 la identidad en R se cumple 1m = m.

En donde “+” denota la operación de grupo abeliano en M .

Definición 1.33. SeanM y N dos R-módulos izquierdos. Un R-homomor-
fismo de módulos es una función f : M → N con las siguientes propiedades:

7



Para todo m1,m2 ∈M se cumple f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2).

Para todo r ∈ R y m ∈M se cumple f(rm) = rf(m).

De la misma forma que se definió R-módulo izquierdo se puede definir un
R-módulo derecho:

Definición 1.34. Sea R un anillo. Un R-módulo derecho, es un grupo
abeliano M el cual tiene una multiplicación escalar M × R → M denotada
por (m, r) 7→ mr con las siguientes propiedades:

Para todo r ∈ R y m1,m2 ∈M se cumple (m1 +m2)r = m1r +m2r.

Para todo r1, r2 ∈ R y m ∈M se cumple m(r1 + r2) = mr1 +mr2.

Para todo r1, r2 ∈ R y m ∈M se cumple m(r1r2) = (mr1)r2.

Para todo m ∈M y con 1 la identidad en R se cumple m1 = m.

En donde “+” denota la operación de grupo abeliano en M .

Definición 1.35. Sean M y N dos R-módulos derechos. Un R-homomor-
fismo de módulos es una función f : M → N con las siguientes propiedades:

Para todo m1,m2 ∈M se cumple f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2).

Para todo r ∈ R y m ∈M se cumple f(mr) = f(m)r.

Definición 1.36. Sean M y N dos R-módulos izquierdos (respectivamente
derechos).

Un R-monomorfismo de módulos es un R-homomorfismo
f : M → N en el cual la función f es inyectiva.

Un R-epimorfismo de módulos es un R-homomorfismo f : M → N
en el cual la función f es sobre.

Un R-isomorfismo de módulos es un R-homomorfismo f : M → N
en el cual la función f es biyectiva.

Observación 1.37. Si no existe riesgo de confusión nos referiremos a un
R-módulo izquierdo simplemente como un R-módulo.
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Definición 1.38. Sea X un conjunto. El grupo abeliano libre generado
por X denotado por Z[X] se define como

Z[X] =
⊕
x∈X

Zx

con Zx = {zx : z ∈ Z}.

Observación 1.39. Sea G un grupo, en particular G es un conjunto por lo
que tenemos el grupo abeliano libre Z[G], pero además, ya que G tiene un
producto, podemos darle una estructura natural de anillo a Z[G].

Proposición 1.40. Sea (G,X) una representación por permutaciones. En-
tonces Z[X] es un Z[G]-módulo.

Demostración. La acción de G en X define un producto escalar en Z[X] el
cual es fácil probar que cumple todas las propiedades de Z[G]-módulo. �

Observación 1.41. Si no existe riesgo de confusión nos referiremos a un
Z[G]-módulo simplemente como un G-módulo y a un Z[G]-homomorfismo
de módulos como un G-homomorfismo de módulos.

Proposición 1.42. Sean ϕ : G → L un homomorfismo de grupos y A un
L-módulo. Entonces A es un G-módulo.

Demostración. Definimos el producto escalar por G × A → A dado por
(g, a) 7→ ga := ϕ(g)a. Es fácil probar que con este producto escalar A es un
G-módulo. �

Sea (G,X) una representación por permutaciones, podemos pensar a
(G,Xn) como una representación por permutaciones con la acción asocia-
da dada por la acción diagonal y así tenemos que Z[Xn] es un G-módulo con
el producto escalar definido por la acción diagonal en Xn.

Proposición 1.43. Sea θ = (ϕ, f) un morfismo entre las representaciones
por permutaciones (G,X) y (L, Y ). Entonces θ induce un G-homomorfismo
de módulos f̄ : Z[Xr] → Z[Y r] definido en los generadores de Z[Xr] por
f̄(x1, ..., xr) = (f(x1), ..., f(xr)).

Demostración. Sea θ = (ϕ, f) donde ϕ : G → L es un homomorfismo de
grupos y f : X → Y una función tales que f(gx) = ϕ(g)f(x), por definición
Z[Y r] es un L-módulo, pero podemos darle estructura de G-módulo gracias
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a la Proposición 1.42. Definimos f̄ : Z[Xr] → Z[Y r] en los generadores de
Z[Xr] por f̄(x1, ..., xr) = (f(x1), ..., f(xr)) y la extendemos linealmente por
lo que f̄ define un homomorfismo de grupos abelianos, sólo falta probar que
conmuta con el producto escalar

f̄(g(x1, ..., xn)) = f̄(gx1, ..., gxn)
= (f(gx1), ..., f(gxn))
= (ϕ(g)f(x1), ..., ϕ(g)f(xn))
= ϕ(g)(f(x1), ..., f(xn))
= g · (f(x1), ..., f(xn))
= g · f̄(x1, ..., xn)

y así f̄ define un G-homomorfismo de módulos. �

Corolario 1.44. Sea θ = (ϕ, f) un morfismo entre las representaciones por
permutaciones (G,X) y (L, Y ) tal que f es biyectiva (respectivamente inyec-
tiva, sobre). Entonces el G-homomorfismo de módulos Z[Xr]→ Z[Y r] es un
G-isomorfismo de módulos (respectivamente monomorfismo, epimorfismo).

Demostración. Aplicando la Definición 1.36 en la Proposición 1.43. �

1.4. Producto tensorial
Definición 1.45. Sean R un anillo, A un R-módulo derecho, B un R-módulo
izquierdo y G un grupo aditivo abeliano. Una función f : A × B → G es
llamada R-biaditiva si para todo a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B y r ∈ R se cumple

f(a+ a′, b) = f(a, b) + f(a′, b),
f(a, b+ b′) = f(a, b) + f(a, b′),
f(ar, b) = f(a, rb).

Definición 1.46. Sean R un anillo, A un R-módulo derecho y B un R-
módulo izquierdo. El producto tensorial de A y B sobre R es un grupo
abeliano, denotado por A⊗RB y una función R-biaditiva

h : A×B → A
⊗
R

B
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tal que, para cualquier grupo abeliano G y cualquier función R-biaditiva
f : A×B → G existe un único homomorfismo de grupos abelianos
f̃ : A⊗RB → G el cual hace conmutar el siguiente diagrama

A×B h //

f
&&

A
⊗

RB

f̃
��
G.

Proposición 1.47. Sean R un anillo, A un R-módulo derecho y B un R-
módulo izquierdo. El producto tensorial de A y B sobre R siempre existe y
es único.

Demostración. Consideremos Z[A×B], el grupo abeliano libre generado por
A × B y sea S el subgrupo de Z[A × B] generado por los elementos de la
forma

(a, b+ b′)− (a, b)− (a, b′),
(a+ a′, b)− (a, b)− (a′, b),
(ar, b)− (a, rb).

Definimos A⊗RB = Z[A×B]/S y denotamos la clase de (a, b) por a⊗ b, es
decir, un elemento en A⊗RB se ve como combinación lineal de elementos de
la forma a⊗b, así, si tomamos h : A×B → A

⊗
RB definida por h(a, b) = a⊗b

tenemos que h es R-biaditiva ya que

a⊗ (b+ b′) = a⊗ b+ a⊗ b′,
(a+ a′)⊗ b = a⊗ b+ a′ ⊗ b,
ar ⊗ b = a⊗ rb.

Consideremos el siguiente diagrama en el cual G es un grupo abeliano, i es
la inclusión, π es la proyección canónica y f es R-biaditiva

A×B h //

i

&&

f

��

A
⊗

RB

f̃

��

Z[A×B]
ϕ

��

π
88

G
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como Z[A × B] es abeliano libre con base A × B existe un homomorfis-
mo de grupos abeliano ϕ : Z[A × B] → G tal que ϕ(a, b) = f(a, b). Ade-
más S ⊆ Ker(ϕ) ya que f es R-biaditiva y así ϕ induce un homomorfismo
f̃ : A⊗RB → G tal que

f̃(a⊗ b) = ϕ(a, b) = f(a, b),

por lo que podemos escribir f̃h = f . La unicidad de f̃ se da ya que A⊗RB
es generado por elementos de la forma a⊗ b. �

A continuación daremos algunos otros resultados acerca del producto ten-
sorial, los cuales dejaremos sin demostración, estos resultados pueden encon-
trarse en [18, Capítulo 2].

Teorema 1.48. [18, Teorema 2.48] Sea A un R-módulo derecho. Entonces
A
⊗
R_ es un funtor covariante aditivo de la categoría de R-módulos izquier-

dos a la categoría de grupos abelianos.
Sea B un R-módulo izquierdo. Entonces _⊗RB es un funtor covariante adi-
tivo de la categoria de R-módulos derechos a la categoría de grupos abelianos.

Teorema 1.49. [18, Teorema 2.63] Sea A un R-módulo derecho y sea

B′ i // B
p // B′′ // 0

una sucesión exacta corta de R-módulos izquierdos. Entonces

A
⊗
RB

′ IdA⊗i // A
⊗
RB

IdA⊗p// A
⊗

RB
′′ // 0

es una sucesión exacta de grupos abelianos.

Teorema 1.50. Sea B un R-módulo izquierdo y sea

A′
i // A

p // A′′ // 0

una sucesión exacta corta de R-módulos derechos. Entonces

A′
⊗

RB
i⊗IdB // A

⊗
RB

p⊗IdB// A′′
⊗

RB // 0

es una sucesión exacta de grupos abelianos.

En otras palabras, los Teoremas 1.49 y 1.50 dicen que los funtores _⊗RB
y A⊗R_ son ambos funtores exactos derechos.
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Teorema 1.51. [18, Teorema 2.56] Sean R un anillo, (Ai)i∈I una familia
de R-módulos derechos y B un R-módulo izquierdo. Entonces existe un iso-
morfismo de grupos abelianos(⊕

i∈I
Ai
)⊗

R

B ∼=
⊕
i∈I

(
Ai
⊗
R

B
)
.

Ahora vamos a definir el grupo de homomorfismos, el cual cumple pro-
piedades duales a las de el producto tensorial.

Definición 1.52. Sean R un anillo, A y B R-módulos izquierdos. Denotamos
al conjunto de R-homomorfismos entre A y B por HomR(A,B).

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [18] por lo que se dejarán
sin demostración.

Proposición 1.53. [18, Lema 2.3] Sean R un anillo, A y B R-módulos
izquierdos. Entonces HomR(A,B) es un grupo abeliano.

Teorema 1.54. Sea A un R-módulo izquierdo. Entonces HomR(A,_) es un
funtor covariante aditivo de la categoría de R-módulos izquierdos a la cate-
goría de grupos abelianos.
Sea B un R-módulo izquierdo. Entonces HomR(_, B) es un funtor contra-
variante aditivo de la categoría de R-módulos izquierdos a la categoría de
grupos abelianos.

Teorema 1.55. [18, Teorema 2.38] Sea A un R-módulo izquierdo y sea

0 // B′ // B // B′′

una sucesión exacta corta de R-módulos izquierdos. Entonces

0 // HomR(A,B′) // HomR(A,B) // HomR(A,B′′)

es una sucesión exacta de grupos abelianos.

Teorema 1.56. [18, Teorema 2.40] Sea B un R-módulo izquierdo y sea

A′ // A // A′′ // 0

una sucesión exacta corta de R-módulos izquierdos. Entonces

0 // HomR(A′′, B) // HomR(A,B) // HomR(A′, B)

es una sucesión exacta de grupos abelianos.
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Teorema 1.57. [18, Teorema 2.31] Sea R un anillo, B un R-módulo iz-
quierdo y (Ai)i∈I una familia de R-módulos izquierdos. Entonces existe un
isomorfismo de grupos abelianos

HomR(
⊕
i∈I

Ai, B) ∼=
∏
i∈I
HomR(Ai, B).

Por último se enunciará un resultado conocido como el isomorfismo de
adjunción.

Teorema 1.58. [18, Teorema 2.75] Sean R y S anillos, A un R-módulo
derecho, B tanto un R-módulo izquierdo como un S-módulo derecho y C un
S-módulo derecho. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

HomS(A
⊗
R

B,C) ∼= HomR(A,HomS(B,C)).

Observación 1.59. Para que HomS(A⊗RB,C) y HomR(A,HomS(B,C))
estén bien definidos es necesario que A⊗RB sea un S-módulo izquierdo
y HomS(B,C) sea R-módulo izquierdo, esto es posible gracias a que B es
tanto un R-módulo izquierdo como un S-módulo derecho, una explicación
mas detallada puede encontrarse en [18].

1.5. Invariantes y coinvariantes
Dado un grupoG y S un subconjunto deG denotamos por 〈S〉 el subgrupo

de G generado por los elementos de S.

Definición 1.60. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-módulo.
Definimos el grupo de coinvariantes de A relativo a H como A/T con
T := 〈(h− 1)a : h, 1 ∈ H, a ∈ A〉 y lo denotamos por AH .

Definición 1.61. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-módulo.
Definimos el grupo de invariantes de A relativo a H como {a ∈ A :
ha = a para toda h ∈ H} y lo denotamos AH .

Observación 1.62. En general, tanto AH como AH son sólo grupos abelia-
nos, es decir, no siempre es posible definir una acción de G en AH y AH .
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Sea G un grupo, y H un subgrupo de G, en la Sección 1.1 se definió G/H
y se le dio estructura de G-conjunto por lo que, gracias a la Proposición 1.40
tenemos que Z[G/H] es un G-módulo izquierdo. Pero además podemos darle
estructura de G-módulo derecho definiendo el producto escalar (g0H) · g =
(g−1g0)H donde (g−1g0) es el producto usual del grupo G.

Teorema 1.63. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-módulo
izquierdo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

AH ∼= Z[G/H]
⊗
Z[G]

A.

Demostración. Definimos φ : AH → Z[G/H]⊗Z[G] A por φ([a]) = H ⊗ a
donde [a] denota un elemento de AH . Observemos que φ está bien definido,
sea [ha] ∈ AH otro representante de [a], entonces

φ([ha]) = H ⊗ ha = Hh⊗ a = H ⊗ a = φ(a).

Ahora vamos a definir su inversa como φ−1 : Z[G/H]⊗Z[G] A→ AH dada por
φ−1(gH ⊗ a) = [g−1a] la cual cumple que

φ(φ−1(gH ⊗ a)) = φ([g−1a]) = H ⊗ g−1a = Hg−1 ⊗ a = gH ⊗ a

y

φ−1(φ([a])) = φ−1(H ⊗ a) = [a].

�

Corolario 1.64. Sea A un G-módulo. Entonces A es isomorfo como grupo
abeliano a Z[G]⊗Z[G] A.

Demostración. En el Teorema 1.63, si tomamos H = {1} con 1 la identidad
de G, tenemos que A = AH = Z[G]⊗Z[G] A. �

Teorema 1.65. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-módulo
izquierdo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

AH ∼= HomZ[G](Z[G/H], A).
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Demostración. Definimos φ : HomZ[G](Z[G/H], A) → AH dada por φ(f) =
f(H). Ahora vamos a definir su inversa como

φ−1 : AH → HomZ[G](Z[G/H], A)

dada por φ−1(a)(gH) = ga la cual cumple que

φ(φ−1(a)) = φ−1(a)(H) = a

y

φ−1(φ(f))(gH) = φ−1(f(H))(gH) = gf(H) = f(gH).

�

Corolario 1.66. Sea A un G-módulo. Entonces A es isomorfo como grupo
abeliano a HomZ[G](Z[G], A).

Demostración. En el Teorema 1.65, si tomamos H = {1} con 1 la identidad
de G, tenemos que A = AH = HomZ[G](Z[G], A). �
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Capítulo 2

Homología y cohomología de
representaciones por
permutaciones

El objetivo de este capítulo es definir y analizar los grupos de (co)homolo-
gía de representaciones por permutaciones, los cuales, son una generalización
de la (co)homología de grupos. Algunos de los resultados pueden encontrarse
en [2]; los resultados para cohomología pueden encontrarse en [20].

En la sección 2.1 se construye el complejo de cadenas asociado a una
representación por permutaciones y se prueba que este complejo es acíclico.

Los grupos de homología de una representación por permutaciones se de-
finen en la sección 2.2 y se dan resultados que los relacionan con la homología
de grupos clásica.

La sección 2.3 contiene un teorema que relaciona la homología en dimen-
sión cero con los coinvariantes.

De manera dual a la sección 2.2, en la sección 2.4 se da la definición de
los grupos de cohomología de una representación por permutaciones y su
relación con la cohomología clásica de grupos.

Durante este capítulo supondremos a G un grupo arbitrario no trivial y
a X un conjunto arbitrario no vacío.
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2.1. El complejo positivo de una representa-
ción por permutaciones

Sea (G,X) una representación por permutaciones, para n ≥ 0 denota-
remos por Cn(X) al G-módulo Z[Xn+1] cuyo producto escalar esta defini-
do por la acción diagonal de G en Xn+1 y definimos el G-homomorfismo
∂n : Cn(X) → Cn−1(X) como ∂n(x0, ..., xn) = ∑n

i=0(−1)i(x0, ..., x̂i, ..., xn),
donde x̂ denota la omisión. El G-homomorfismo ∂n anterior está definido en
los generadores de Cn(X) pero se extiende linealmente.

Proposición 2.1. Sean (G,X) una representación por permutaciones, ∂n y
∂n+1 definidas como antes. Entonces ∂n ◦ ∂n+1 = 0.

La prueba de esta proposición es semejante a la prueba del Lema 13.1 en
[13].

Con la Proposición 2.1 podemos concluir que los G-módulos Cn(X) y los
G-homomorfismo ∂n definen un G-complejo de cadenas.

Definición 2.2. El complejo positivo de la representación por per-
mutaciones (G,X) está dado por el G-complejo:

· · · ∂n+1 // Cn(X) ∂n // · · · ∂2 // C1(X) ∂1 // C0(X) // 0,

el cual denotaremos por C+
• (X).

Definición 2.3. El complejo positivo aumentado de la representación
por permutaciones (G,X) está dado por el G-complejo:

· · · ∂n+1 // Cn(X) ∂n // · · · ∂2 // C1(X) ∂1 // C0(X) ε // Z // 0, (2.1)

en donde Z es un G-módulo trivial y ε : C0(X) → Z está dado por ε(x) =
1 para todo x ∈ X. A ε se le llama homomorfismo de aumentación.
Generalmente nos referiremos al complejo (2.1) como la aumentación del
complejo C+

• (X).

Definición 2.4. Sean

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1
dn−1 // · · ·
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y

· · · // Dn+1
d′n+1 // Dn

d′n // Dn−1
d′n−1 // · · ·

dos complejos de cadenas, ϕ := {ϕn : Cn → Dn} y ϕ′ := {ϕ′n : Cn → Dn}
homomorfismos para cada n. Diremos que ϕ es homotópico a ϕ′ si existen
homomorfismos h := {hn : Cn → Dn+1} tales que

d′n+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn = ϕn − ϕ′n.

Llamaremos a h una homotopía de cadenas.

Teorema 2.5. [14, Teorema 1.9] Sean

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1
dn−1 // · · ·

y

· · · // Dn+1
d′n+1 // Dn

d′n // Dn−1
d′n−1 // · · ·

dos complejos de cadenas, ϕ := {ϕn : Cn → Dn} y ϕ′ := {ϕ′n : Cn → Dn}
homomorfismos para cada n tales que ϕ es homotópico a ϕ′. Entonces el
inducido por ϕ en homología coincide con el inducido por ϕ′ en homología.

Más detalles acerca de la teoría de homotopía puede encontrarse en [14,
Capítulo III].

Definición 2.6. Sea

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1
dn−1 // · · ·

un complejo de cadenas, el cual denotaremos por C. Decimos que C es ací-
clico si Hn(C) = 0 para n ≥ 1.

Proposición 2.7. El complejo positivo aumentado de la representación por
permutaciones (G,X) es acíclico.

La idea de la prueba es encontrar una homotopía entre el morfismo
Id : C+

• (X) → C+
• (X) y el morfismo 0: C+

• (X) → C+
• (X) lo que implica

que Id = 0: Hn(C+
• (X)) → Hn(C+

• (X)) para cada n ≥ 0, por lo que el
complejo es acíclico.
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Demostración. Sea x ∈ X fijo. Definimos los homomorfismos de grupos abe-
lianos

Sxn : Cn(X)→ Cn+1(X), n ≥ 0

y
γx : Z→ C0(X)

dados por Sxn(x0, ..., xn) = (x, x0, .., xn) y γx(1) = x, es decir, tenemos el
siguiente diagrama:

· · · // Cn+1(X) ∂n+1 // Cn(X) ∂n //

Sx
n

yy

Cn−1(X) //

Sx
n−1

yy

· · ·

· · · // Cn+1(X) ∂n+1 // Cn(X) ∂n // Cn−1(X) // · · · .

Denotamos por IdCn(X) a la identidad de Cn(X), vamos a probar que, para
n ≥ 0

∂n+1 ◦ Sxn + Sxn−1 ◦ ∂n = IdCn(X) ,

∂1 ◦ Sx0 + γx ◦ ε = IdC0(X)

y que

ε ◦ γx = IdZ .

Sean (x0, ..., xn) ∈ Cn(X) y z ∈ Z, tenemos que:

∂n+1S
x
n(x0, ..., xn) + Sxn−1∂n(x0, ..., xn)

= ∂n+1(x, x0, ..., xn) + Sxn−1(
n∑
i=0

(−1)i(x0, ..., x̂i, ..., xn))

= (x0, ..., xn) +
n∑
i=0

(−1)i+1(x, x0, ..., x̂i, ..., xn) +
n∑
i=0

(−1)i(x, x0, ..., x̂i, ..., xn)

= (x0, ..., xn).

Además tenemos:

∂1S
x
0 (x0) + γxε(x0) = ∂1(x, x0) + γx(1) = x0 − x+ x = x0
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y por último

εγx(z) = zεγx(1) = zε(x) = z.

Con ésto podemos concluir que los homomorfismos de grupos abelianos
Sxn definen una homotopía entre el morfismo Id : C+

• (X) → C+
• (X) y el

morfismo 0: C+
• (X)→ C+

• (X). �

Durante la prueba anterior, cada Sxn fue definido como un homomorfismo
de grupos abelianos pero, es posible decir aún mas sobre Sxn.

Proposición 2.8. Consideremos los homomorfismos Sxn y γx definidos como
en la prueba de la Proposición 2.7. Sean x ∈ X fijo y Gx el estabilizador de
x. Entonces Sxn y γx son Gx-homomorfismos para n ≥ 0.

Demostración. Sean n ≥ 0, z ∈ Z y g ∈ Gx. Entonces

Sxn(g(x0, ..., xn)) = Sxn(gx0, ..., gxn)
= (x, gx0, ..., gxn)
= (gx, gx0, ..., gxn)
= g(x, x0, ..., xn)
= gSxn(x0, ..., xn),

y además

γx(g1) = γx(1) = γx(1) = x = gx = gγx(1).

�

Corolario 2.9. Supongamos que G tiene un punto fijo x en X. Entonces Sxn
y γx son G-homomorfismos para n ≥ 0.

Demostración. Sea x el punto fijo de G. Entonces Gx = G. �

2.2. Grupos de homología de una representa-
ción por permutaciones

Sea A un G-módulo arbitrario. Al igual que en la homología de grupos
clásica, la cual puede encontrarse en [14], haremos uso del funtor _⊗Z[G] A
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el cual, como se mencionó en el Capítulo 1, es un funtor covariante de la
categoría de G-módulos a la categoría de grupos abelianos, además, es un
funtor exacto derecho.

Dado el G-complejo C+
• (X), bajo el funtor _⊗Z[G] A obtenemos un nue-

vo complejo de grupos abelianos C+
• (X)⊗Z[G] A, el cual denotaremos por

C+
• (G,X;A).

Observación 2.10. Por definición cada Cn(X) es un G-módulo izquierdo,
pero, para que C+

• (X)⊗Z[G] A esté bien definido necesitamos que Cn(X) =
Z[Xn+1] sea un G-módulo derecho, para esto, definimos el producto escalar
(x0, ..., xn) · g = g−1(x0, ..., xn), con el cual, es fácil probar que Cn(X) es un
G-módulo derecho.

Definición 2.11. Llamamos a Cn(X)⊗Z[G] A el n-ésimo grupo de cade-
nas y lo denotamos por Cn(G,X;A). Definimos los n-ésimos grupos de
ciclos y fronteras como Ker(∂n⊗ IdA) y Im(∂n+1⊗ IdA) respectivamente
y los denotamos por Zn(G,X;A) y Bn(G,X;A) respectivamente.

Definición 2.12. Para n ≥ 0, Hn(G,X;A) denota el n-ésimo grupo de
homología del complejo C+

• (G,X;A) y se define como

Hn(G,X;A) = Zn(G,X;A)/Bn(G,X;A).

El siguiente Teorema es de gran utilidad para saber si una acción dada
tiene puntos fijos sólo calculando sus grupos de homología.

Teorema 2.13. Sea (G,X) una representación por permutaciones donde G
es un grupo con un punto fijo en X. Entonces Hn(G,X;A) = 0 para cada
n ≥ 1.

Demostración. Por el Corolario 2.9 tenemos una G-homotopía entre los mor-
fismos Id y 0 en el complejo de cadenas C+

• (X), la cual, bajo el funtor
_⊗Z[G] A induce una homotopía de grupos abelianos entre los morfismos Id
y 0 en el complejo de cadenas C+

• (G,X;A) por lo que IdHn(G,X;A) = 0 y así
Hn(G,X;A) = 0. �

Sea (G,X) una representación por permutaciones. Denotamos por Ō(X)
un conjunto arbitrario de representantes de las órbitas de X. Por la Proposi-
ción 1.6, las órbitas forman una partición de X por lo que podemos escribir
X = tx∈Ō(X)Ox donde t denota unión disjunta. Así, también podemos es-
cribir Z[X] = ⊕

x∈Ō(X) Z[Ox].
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Teorema 2.14. Sean (G,X) una representación por permutaciones y A un
G-módulo izquierdo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

Cn(G,X;A) ∼=
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
AGx̄ .

Demostración. Sabemos que

Cn(G,X;A) = Z[Xn+1]
⊗
Z[G]

A ∼= (
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
Z[Ox̄])

⊗
Z[G]

A

y por el Teorema 1.51 tenemos que

(
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
Z[Ox̄])

⊗
Z[G]

A ∼=
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
(Z[Ox̄]

⊗
Z[G]

A),

ahora, usando el Teorema 1.11 obtenemos un G-isomorfismo para cada ele-
mento x̄ ∈ Ō(Xn+1)

Ox̄
∼= G/Gx̄

el cual, gracias al Corolario 1.44 induce un G-isomorfismo de módulos para
cada x̄ ∈ Ō(Xn+1)

Z[Ox̄] ∼= Z[G/Gx̄]

y usando el funtor _⊗Z[G] A tenemos un isomorfismo de grupos abelianos
para cada x̄ ∈ Ō(Xn+1)

(Z[Ox̄]
⊗
Z[G]

A) ∼= (Z[G/Gx̄]
⊗
Z[G]

A)

y así ⊕
x̄∈Ō(Xn+1)

(Z[Ox̄]
⊗
Z[G]

A) ∼=
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
(Z[G/Gx̄]

⊗
Z[G]

A).

Sólo falta probar que⊕
x̄∈Ō(Xn+1)

(Z[G/Gx̄]
⊗
Z[G]

A) ∼=
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
AGx̄

para esto aplicamos el Teorema 1.63 a los subgrupos Gx̄. �
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Observación 2.15. Por las propiedades de la suma directa podemos con-
cluir que si tenemos un G-homomorfismo ω : A→ B de módulos el inducido
ω̄ : ⊕x̄∈Ō(Xn+1) AGx̄ →

⊕
x̄∈Ō(Xn+1) BGx̄ es un isomorfismo (respectivamente

monomorfismo, epimorfismo) si y sólo si ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un isomorfismo
(respectivamente monomorfismo, epimorfismo) para cada Gx̄.
Teorema 2.16. Sea ω : A → B un G-homomorfismo de G-módulos. En-
tonces la función inducida por w es un G-isomorfismo (respectivamente mo-
nomorfismo, epimorfismo) Cn(G,X;A) → Cn(G,X;B) si y sólo si la fun-
ción ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un isomorfismo (respectivamente monomorfismo,
epimorfismo) para cada Gx̄ donde ω̄ esta definido como en la observación
anterior.
Demostración. La demostración es una consecuencia inmediata de la Obser-
vación 2.15. �

Teorema 2.17. Sea ω : A → B un G-homomorfismo de módulos tal que
ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un isomorfismo para cada Gx̄. Entonces w induce un
isomorfismo de grupos abelianos Hn(G,X;A) ∼= Hn(G,X;B).
Demostración. Usando el Teorema 2.16 tenemos el resultado. �

Teorema 2.18. Consideremos una sucesión exacta corta de G-módulos

0 // A w // B // C // 0

y supongamos que ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un monomorfismo para cada Gx̄.
Entonces existe una sucesión exacta larga

· · · → Hn+1(G,X;C)→ Hn(G,X;A)→ Hn(G,X;B)→ Hn(G,X;C)→ · · ·

de homología.
Demostración. Por hipótesis ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un monomorfismo para
cada Gx̄ por lo que, usando el Teorema 2.16 y el hecho de que el funtor
Cn

⊗
Z[G]_ es exacto derecho tenemos que la sucesión exacta corta de G-

módulos

0 // A w // B // C // 0

induce la sucesión exacta corta de grupos abelianos

0 // Cn(G,X;A) // Cn(G,X;B) // Cn(G,X;C) // 0

así, el resultado es una consecuencia directa del Teorema 1.10 del Capítulo
III en [14]. �
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Teorema 2.19. Sean (G,X), (L, Y ) dos representaciones por permutacio-
nes, A un G-módulo y θ = (ϕ, f) : (G,X) → (L, Y ) un morfismo de repre-
sentaciones por permutaciones donde ϕ : G → L es un epimorfismo y N =
Ker(ϕ). Entonces existe un homomorfismo Hn(G,X;A)→ Hn(L, Y ;AN).

Demostración. Usando el Teorema 1.63, el Corolario 1.64 y el hecho de que
ϕ es un epimorfismo tenemos:

Cn(Y )
⊗
Z[L]

AN ∼=
(
Cn(Y )

⊗
Z[L]

Z[L]
)⊗
Z[G]

A ∼= Cn(Y )
⊗
Z[G]

A ,

además por la Proposición 1.43 existe un G-homomorfismo

Cn(X)→ Cn(Y )

y como _⊗Z[G] A es un functor covariante induce un homomorfismo de gru-
pos abelianos

Cn(X)
⊗
Z[G]

A→ Cn(Y )
⊗
Z[G]

A,

por lo que tenemos un homomorfismo de grupos abelianos

Cn(X)
⊗
Z[G]

A→ Cn(Y )
⊗
Z[L]

AN ,

más aún, tenemos un morfismo de complejos de cadenas el cual induce un
homomorfismo de grupos abelianos en homología

Hn(G,X;A)→ Hn(L, Y ;AN).

�

Corolario 2.20. Sean (G,X), (L, Y ) dos representaciones por permuta-
ciones y θ = (ϕ, f) : (G,X) → (L, Y ) un morfismo de representaciones
por permutaciones donde ϕ : G → L es un epimorfismo, N = Ker(ϕ) y
f : X → Y es biyectiva. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos
Hn(G,X;A)→ Hn(L, Y ;AN).

Demostración. Usando el Corolario 1.44 durante la prueba del Teorema 2.19
tenemos el resultado. �
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Lo siguiente es analizar la relación entre Hn(G;A) y Hn(G,X;A). Como
la homología para representaciones por permutaciones es una generalización
de la homología de grupos clásica, un primer resultado es dar condiciones
con las cuales recuperamos la homología de grupos.

Observación 2.21. En el caso cuando X = G y la acción esta dada por la
multiplicación por la izquierda, la homología de la representacion por per-
mutaciones (G,G) coincide con la homología usual del grupo G, es decir
Hn(G,G;A) = Hn(G,A).

Lo siguiente es dar otro tipo de relaciones que se puedan encontrar entre
ambas teorías de homología. En los siguientes resultados se observara también
la importancia de el tipo de acción con la cual se este trabajando.

Teorema 2.22. Para cada x ∈ X existe un homomorfismo de grupos abe-
lianos Hn(G;A)→ Hn(G,X;A).

Demostración. Fijamos un x ∈ X y tomamos la proyección p : G → G/Gx

la cual es un G-morfismo, el G-isomorfismo h : G/Gx → Ox dado por el
Teorema 1.11 y la inclusión i : Ox → X la cual es un G-homomorfismo,
así, la composición ihp : G → X es un G-homomorfismo, es decir, tenemos
un morfismo de representaciones θ = (IdG, ihp) : (G,G) → (G,X) el cual,
gracias al Teorema 2.19 induce el homomorfismo de homología buscado. �

Corolario 2.23. Si la representación por permutaciones (G,X) es:

Libre, entonces existen un isomorfismo de grupos abelianos

Hn(G;A) ∼= Hn(G,Ox;A)

y un homomorfismo de grupos abelianos

Hn(G,Ox;A)→ Hn(G,X;A).

Transitiva, entonces existe un homomorfismo de grupos abelianos

Hn(G;A)→ Hn(G,G/Gx;A)

y un isomorfismo de grupos abelianos

Hn(G,G/Gx;A) ∼= Hn(G,X;A).

26



Regular, entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

Hn(G;A) ∼= Hn(G,X;A).

Demostración. Usando el Corolario 1.13 durante la prueba del Teorema 2.22
y el funtor _⊗Z[G] A. �

Corolario 2.24. Dada una representación por permutaciones (G,X) con
N(G,X) el kernel de la permutación. Entonces existe un isomorfismo de
grupos abelianos Hn(G,X;A) ∼= Hn(G/N(G,X), X,AN(G,X)).

Demostración. Usando la Observación 1.31 y el Corolario 2.20. �

Observación 2.25. Si la representación (G,X) es regular, por el Corola-
rio 2.23 y el Teorema 2.18 recuperamos la sucesión exacta larga clásica en
homología de grupos, es decir, consideremos una sucesión exacta corta de
G-módulos

0 // A // B // C // 0 .
Entonces existe la sucesión exacta larga

· · · → Hn+1(G;C)→ Hn(G;A)→ Hn(G;B)→ Hn(G;C)→ · · · .

2.3. Homología en dimensión 0
En el caso de la homología en dimensión 0, puede darse una caracte-

rización muy concreta que la relaciona con el grupo de coinvariantes del
G-módulo usado.

Teorema 2.26. Sea (G,X) una representación por permutaciones y A un
G-módulo arbitrario. Entonces H0(G,X;A) = AG.

Demostración. Tomando el complejo C+
• (G,X;A) tenemos Z0(G,X;A) =

C0(X)⊗Z[G] A y por definición B0(G,X;A) = (∂0
⊗
IdA)(C1(X)⊗Z[G] A)

por lo que

H0(G,X;A) =
C0(X)⊗Z[G] A

(∂0
⊗
IdA)(C1(X)⊗Z[G] A) .

Por otro lado la sucesión exacta corta

0 // Ker(ε) i // Z[X] ε // Z // 0
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induce la sucesión exacta

Ker(ε)⊗Z[G] A
i⊗IdA // Z[X]⊗Z[G] A

ε⊗IdA // Z⊗Z[G] A // 0 .

De la cual obtenemos que

Z
⊗
Z[G]

A ∼=
Z[X]⊗Z[G] A

(i⊗ IdA)(Ker(ε)⊗Z[G] A) .

Pero tambien tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde la primer
línea es exacta

C1(X) //

∂0 %%

Ker(ε) //

i
��

0

Z[X]
el cual induce el siguiente diagrama conmutativo en el cual, la primer línea
es exacta

C1(X)⊗Z[G] A //

∂0⊗Z[G]A ((

Ker(ε)⊗Z[G] A //

i⊗Z[G]A

��

0

Z[X]⊗Z[G] A

por lo que tenemos (∂0
⊗
IdA)(C1(X)⊗Z[G] A) = (i⊗ IdA)(Ker(ε)⊗Z[G] A).

Ahora, por el Teorema 1.63 tomando el grupo G y a él mismo como subgrupo
se tiene un isomorfismo de grupos abelianos Z⊗Z[G] A

∼= Z[G/G]⊗Z[G] A
∼=

AG.
�

2.4. Grupos de cohomología de una represen-
tación por permutaciones

Sea A un G-módulo arbitrario. Nuevamente, al igual que en la cohomo-
logía de grupos clásica haremos uso del funtor HomZ[G](_, A), el cual, como
se mencionó en el Capítulo 1, es un funtor contravariante de la categoría de
G-módulos a la categoría de grupos abelianos.

Dado el G-complejo C+
• (X), bajo el funtor HomZ[G](_, A), obtenemos un

nuevo complejo de grupos abelianos HomZ[G](C+
• (X), A), el cual denotare-

mos por C•+(G,X;A).
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Definición 2.27. Llamamos a HomZ[G](C+
n (X), A) el n-ésimo grupo de

cocadenas y lo denotamos por Cn(G,X;A). Definimos los n-ésimos gru-
pos de cociclos y cofronteras como Ker(HomZ[G](∂n+1, A)) e
Im(HomZ[G](∂n, A)) respectivamente y los denotamos por Zn(G,X;A) y
Bn(G,X;A) respectivamente.

Definición 2.28. Para n ≥ 0, Hn(G,X;A) denota el n-ésimo grupo de
cohomología del complejo C•+(G,X;A) y se define como

Hn(G,X;A) = Zn(G,X;A)/Bn(G,X;A).

Al igual que en homología, el siguiente Teorema es de gran utilidad para
saber si una acción dada tiene puntos fijos sólo calculando sus grupos de
cohomología.

Teorema 2.29. Sea (G,X) una representación por permutaciones donde G
es un grupo con un punto fijo en X. Entonces Hn(G,X;A) = 0 para cada
n ≥ 0.

Demostración. Por el Corolario 2.9 tenemos una G-homotopía entre los mor-
fismos Id y 0 en el complejo de cadenas C+

• (X), la cual, bajo el funtor
HomZ[G](_, A) induce una homotopía de grupos abelianos entre los morfis-
mos Id y 0 en el complejo de cadenas C•+(G,X;A) por lo que IdHn(G,X;A) = 0
y así Hn(G,X;A) = 0. �

Teorema 2.30. Sean (G,X) una representación por permutaciones y A un
G-módulo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

Cn(G,X;A) ∼=
∏

x̄∈Ō(Xn+1)
AGx̄ .

Demostración. Sabemos que

Cn(G,X;A) = HomZ[G](Z[Xn+1], A) ∼= HomZ[G](
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
Z[Ox̄], A)

y por el Teorema 1.57 tenemos que

HomZ[G](
⊕

x̄∈Ō(Xn+1)
Z[Ox̄], A) ∼=

∏
x̄∈Ō(Xn+1)

HomZ[G](Z[Ox̄], A)
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ahora, por el Teorema 1.11 tenemos un G-isomorfismo para cada elemento
x̄ ∈ Ō(Xn+1)

Ox̄
∼= G/Gx̄

el cual, gracias al Corolario 1.44 induce un G-isomorfismo de módulos para
cada x̄ ∈ Ō(Xn+1)

Z[Ox̄] ∼= Z[G/Gx̄]

y usando el funtor HomZ[G](_, A) tenemos un isomorfismo de grupos abelia-
nos para cada x̄ ∈ Ō(Xn+1)

HomZ[G](Z[Ox̄], A) ∼= HomZ[G](Z[G/Gx̄], A)

y así ∏
x̄∈Ō(Xn+1)

HomZ[G](Z[Ox̄], A) ∼=
∏

x̄∈Ō(Xn+1)
HomZ[G](Z[G/Gx̄], A).

Sólo falta probar que∏
x̄∈Ō(Xn+1)

HomZ[G](Z[G/Gx̄], A) ∼=
∏

x̄∈Ō(Xn+1)
AGx̄ .

para esto sólo aplicamos el Teorema 1.65 a los subgrupos Gx̄. �

Observación 2.31. Por las propiedades del producto podemos concluir
que, si tenemos un G-homomorfismo ω : A → B de módulos, el inducido
ω̄ : ∏x̄∈Ō(Xn+1) A

Gx̄ → ∏
x̄∈Ō(Xn+1) B

Gx̄ es un isomorfismo (respectivamente
monomorfismo, epimorfismo) si y sólo si ω̄|U : AGx̄ → BGx̄ es un isomorfismo
(respectivamente monomorfismo, epimorfismo) para cada Gx̄.

Teorema 2.32. Sea ω : A → B un G-homomorfismo de módulos. Entonces
la función inducida por w es un G-isomorfismo (respectivamente monomor-
fismo, epimorfismo) Cn(G,X;A) ∼= Cn(G,X;B) si y sólo si ω̄|Gx̄ : AGx̄ →
BGx̄ es un isomorfismo (respectivamente monomorfismo, epimorfismo) para
cada Gx̄ donde ω̄ esta definido como en la observación anterior.

Demostración. La demostración es una consecuencia inmediata de la Obser-
vación 2.31. �
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Teorema 2.33. Sea ω : A → B un G-homomorfismo de módulos tal que
ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un isomorfismo para cada Gx̄. Entonces w induce un
isomorfismo de grupos abelianos Hn(G,X;A) ∼= Hn(G,X;B).

Demostración. Usando el Teorema 2.32 tenemos el resultado. �

Teorema 2.34. Consideremos una sucesión exacta corta de G-módulos

0 // A // B
w // C // 0

y supongamos que ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un epimorfismo para cada Gx̄. En-
tonces existe una sucesión exacta larga

· · · → Hn(G,X;C)→ Hn(G,X;B)→ Hn(G,X;A)→ Hn+1(G,X;C)→ · · ·

de cohomología.

Demostración. Por hipótesis ω̄|Gx̄ : AGx̄ → BGx̄ es un epimorfismo para ca-
da Gx̄ por lo que, usando el Teorema 2.32 y el hecho de que el funtor
HomZ[G](Cn,_) es exacto izquierdo tenemos que la sucesión exacta corta
de G-módulos

0 // A // B w // C // 0

induce la sucesión exacta corta de grupos abelianos

0 // Cn(G,X;A) // Cn(G,X;B) // Cn(G,X;C) // 0

así, el resultado es una consecuencia dual del Teorema 1.10 del Capítulo III
en [14]. �

Teorema 2.35. Sean (G,X), (L, Y ) dos representaciones por permutacio-
nes y θ = (ϕ, f) : (G,X) → (L, Y ) un morfimos de representaciones por
permutaciones donde ϕ : G → L es un epimorfismo. Entonces existe un ho-
momorfismo de grupos abelianos Hn(L, Y ;AN)→ Hn(G,X;A).

Demostración. Usando el Teorema 1.65 tenemos que

HomZ[L](Cn(Y ), AN) ∼= HomZ[L](Cn(Y ), HomZ[G](Z[L], A)),

ahora, por el Teorema 1.58

HomZ[L](Cn(Y ), HomZ[G](Z[L], A)) ∼= HomZ[G](Cn(Y )
⊗
Z[L]

Z[L], A)
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y aplicando el Corolario 1.66 tenemos

HomZ[G](Cn(Y )
⊗
Z[L]

Z[L], A) ∼= HomZ[G](Cn(Y ), A),

además por la Proposición 1.43 existe un G-homomorfismo de módulos

Cn(X)→ Cn(Y )

y como HomZ[G](_, A) es un funtor contravariante induce un homomorfismo
de grupos abelianos

HomZ[G](Cn(Y ), A)→ HomZ[G](Cn(X), A),

por lo que tenemos un homomorfismo de grupos abelianos

HomZ[L](Cn(Y ), AN)→ HomZ[G](Cn(X))

más aún, tenemos un morfismo de complejos de cadenas, el cual induce un
homomorfismo en cohomología

Hn(L, Y ;AN)→ Hn(G,X;A).

�

Corolario 2.36. Sean (G,X), (L, Y ) dos representaciones por permutacio-
nes y θ = (ϕ, f) : (G,X) → (L, Y ) un morfimos de representaciones por
permutaciones donde ϕ : G → L es un epimorfismo y f : X → Y es biyec-
tiva. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos Hn(L, Y ;AN) →
Hn(G,X;A).

Demostración. Usando el Corolario 1.44 durante la prueba del Teorema 2.35
tenemos el resultado. �

Observación 2.37. En el caso cuando X = G con la acción de multi-
plicación por la izquierda, la cohomología de la representación por permu-
taciones (G,G) coincide con la cohomología usual del grupo G, es decir
Hn(G,G;A) = Hn(G;A).

Lo siguiente es analizar la relación entre Hn(G;A) y Hn(G,X;A).

Teorema 2.38. Para cada x ∈ X existe un homomorfismo de grupos abe-
lianos Hn(G,X;A)→ Hn(G;A).
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Demostración. Fijamos un x ∈ X y tomamos la proyección p : G→ G/Gx la
cual es unG-morfismo, elG-isomorfismo h : G/Gx → Ox dado por el Teorema
1.11 y la inclusión i : Ox → X la cual es un G-morfismo, así, la composición
ihp : G → X es un G-homomorfismo, es decir, tenemos un morfismo de
representaciones θ = (IdG, ihp) : (G,G)→ (G,X) el cual, gracias al Teorema
2.35 induce el homomorfismo de homología buscado. �

Corolario 2.39. Si la representación por permutaciones (G,X) es:
Libre, entonces existen un isomorfismo de grupos abelianos

Hn(G;A) ∼= Hn(G,Ox;A)
y un homomorfismo de grupos abelianos

Hn(G,X;A)→ Hn(G,Ox;A).

Transitiva, entonces existe un homomorfismo de grupos abelianos
Hn(G,G/Gx;A)→ Hn(G;A)

y un isomorfismo de grupos abelianos
Hn(G,G/Gx;A) ∼= Hn(G,X;A).

Regular, entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos
Hn(G;A) ∼= Hn(G,X;A).

Demostración. Usando el Corolario 1.13 durante la prueba del Teorema 2.38
y el functor HomZ[G](_, A). �

Corolario 2.40. Dada una representación por permutaciones (G,X) con
N(G,X) el kernel de la permutación. Entonces existe un isomorfismo de
grupos abelianos Hn(G,X;A) ∼= Hn(G/N(G,X), X,AN(G,X)).
Demostración. Usando la Observación 1.31 y el Corolario 2.36. �

Observación 2.41. Si la representación (G,X) es regular, por el Corola-
rio 2.39 y el Teorema 2.34 recuperamos la sucesión exacta larga clásica de
cohomología de grupos es decir, consideremos una sucesión exacta corta de
G-módulos

0 // A // B // C // 0 .
Entonces existe la sucesión exacta larga

· · · → Hn(G;C)→ Hn(G;B)→ Hn(G;A)→ Hn+1(G;C)→ · · · .
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Capítulo 3

Tor y Ext relativos a la familia
de estabilizadores

En este capítulo se busca dar otra definición de la (co)homología de repre-
sentaciones por permutaciones desde el punto de vista del álgebra homológica
relativa de familias. La mayor parte de los resultados de este capítulo se pue-
den encontrar en [2] y en [12]. Durante este capítulo usaremos la definición
de funtor aditivo la cual se puede encontrar en [18, Pag. 303].
En la sección 3.1 se definen las sucesiones exactas relativas, las cuales son la
base del álgebra homológica relativa.
En la sección 3.2 se definen los módulos inducido, coinducido y restringido,
éstos son el punto fundamental para relacionar la homología dada por Nu-
cinkis en [17] y la homología relativa a la familia de estabilizadores.
La noción de módulos proyectivos relativos se introduce en la sección 3.3 así
como algunos resultados básicos de éstos.
Para poder dar una definición de la homología relativa de familias necesi-
tamos generalizar los resultados sobre homología relativa de las secciones
anteriores, por lo que en la sección 3.4 se encuentra la definición de sucesión
exacta relativa a la familia de estabilizadores.
La sección 3.5 contiene la relación entre la homología de G-conjuntos dada
por Nucinkis en [17] y la homología relativa a la familia de estabilizadores.
Los funtores Tor y Ext relativos a la familia de estabilizadores se definen en
la sección 3.5.
En la sección 3.6 se prueba que la homología de representaciones por permu-
taciones dada en el Capitulo 2 coincide con la homología relativa a la familia
de estabilizadores.
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3.1. Sucesiones exactas relativas
Definición 3.1. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Una sucesión
exacta de G-módulos y G-homomorfismos

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

es llamada (G,H)-exacta si Cn ∼= En
⊕
Ker(dn) donde En y Ker(dn) son

H-módulos para cada n.

En otras palabras, una sucesión es (G,H)-exacta si Ker(dn) es un H-
módulo sumando directo de Cn.

Definición 3.2. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

una sucesión de G-módulos y G-homomorfismos, decimos que existe una H-
homotopía contráctil si existen H-homomorfismos hn : Cn → Cn+1 tales
que dn+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn = IdCn .

El siguiente teorema puede encontrarse en [12, Pag. 247] y en [2, Poposi-
ción 4.2]

Teorema 3.3. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. La sucesión de
G-módulos

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

es (G,H)-exacta si y sólo si cumple las siguientes dos propiedades:

dn ◦ dn+1 = 0 para cada n.

Existe una H-homotopía contráctil.

Demostración. Supongamos que la sucesión exacta

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · · (3.1)

es (G,H)-exacta, por la exactitud tenemos que dn ◦ dn+1 = 0 para cada n,
por lo que sólo falta probar la existencia de la H-homotopía contráctil. Para
esto tomemos la siguiente sucesión exacta corta

0→ Ker(dn+1)→ Cn+1 → Ker(dn)→ 0, (3.2)
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la cual, por la (G,H)-exactitud de (3.1), se escinde como sucesión de H-
módulos y así, usando la Proposición (0.3) de [6] tenemos la H-homotopía
contráctil buscada.

Ahora supongamos que se cumplen las dos condiciones. La primer con-
dición nos dice que Im(dn+1) ⊆ Ker(dn) y por la segunda tenemos una
H-homotopía contráctil, es decir, tenemos el siguiente diagrama

· · · // Cn+1(X) dn+1 // Cn(X) dn //

hn

yy

Cn−1(X) //

hn−1

yy

· · ·

· · · // Cn+1(X) dn+1 // Cn(X) dn // Cn−1(X) // · · ·

en el cual hn son H-homomorfismos para cada n y se cumple que

dn+1 ◦ hn + hn−1 ◦ dn = Idcn , (3.3)

por lo que, si x ∈ Ker(dn), por (3.3), tenemos que

x = dn+1(hn(x)) + hn−1(dn(x)) = dn+1(hn(x)),

es decir, x ∈ Im(dn+1), y así Im(dn+1) = Ker(dn). Por lo que la sucesión

0→ Ker(dn+1)→ Cn+1 → Ker(dn)→ 0

es exacta. Más aún, tomando hn|Ker(dn) la sucesión se escinde y como hn es un
H-homomorfismo Cn+1 ∼= Ker(dn)⊕Ker(dn+1) dondeKer(dn) yKer(dn+1)
son H-módulos para cada n por lo que la sucesión 3.1 es (G,H)-exacta. �

3.2. Módulos (co)inducidos
Definición 3.4. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y A un H-módulo.
Definimos elmódulo inducido de H a G como Z[G]⊗Z[H] A y lo denotamos
por IndGHA.

Definición 3.5. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y A un H-módulo.
Definimos el módulo coinducido de H a G como HomZ[H](Z[G], A) y lo
denotamos por CoindGHA.
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Para darle estructura de G-módulo a IndGHA y a CoindGHA estamos usan-
do el hecho de que Z[G] es tanto un G-módulo derecho como un G-módulo
izquierdo, una explicación mas detallada puede encontrarse en [18].

Como IndGH_ y CoindGH_ están definidos con los funtores Z[G]⊗Z[H] _
y HomZ[H](Z[G],_), heredan sus propiedades funtoriales, es decir, IndGH_
es un funtor covariante, aditivo y exacto derecho que va de la categoría de
H-módulos a la categoría de G-módulos y CoindGH_ es un funtor covariante,
aditivo y exacto izquierdo, que va de la categoría de H-módulos a la categoría
de G-módulos.
Definición 3.6. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-módulo.
Definimos el módulo restringido de G a H ResGHA simplemente como A
restringiendo el producto escalar de G a H.

Es fácil ver que ResGHA es un funtor covariante, aditivo y exacto de la
categoría de G-módulos a la categoría de H-módulos.
Lema 3.7. IndGH ◦ResGHA = Z[G/H]⊗ZA.
Demostración. Primero observemos que ResGHA = A visto como H-módulo
por lo que

IndGH ◦ResGHA = Z[G]
⊗
Z[H]

A

= Z[G]
⊗
Z[H]

(Z
⊗
Z
A)

= (Z[G]
⊗
Z[H]

Z)
⊗
Z
A

= Z[G/H]
⊗
Z
A.

�

Lema 3.8. CoindGH ◦ResGHA = HomZ(Z[G/H], A).
Demostración. Primero observemos que ResGHA = A visto como H-módulo
por lo que, usando el Teorema 1.58

CoindGH ◦ResGHA = HomZ[H](Z[G], A)
= HomZ[H](Z[G], HomZ(Z, A))
= HomZ(Z[G]

⊗
Z[H]

Z, A)

= HomZ(Z[G/H], A).
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Teorema 3.9. Sean G un grupo y H un subgrupo de G y

0 // A k // B w // C // 0

una sucesión exacta corta de G-módulos. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(1) La sucesión exacta corta

0 // ResGHA
ResG

H(k)
// ResGHB

ResG
H(w)
// ResGHC // 0

se escinde.

(2) La sucesión exacta corta

0 // Z[G/H]
⊗
Z
A

k∗ // Z[G/H]
⊗
Z
B

w∗ // Z[G/H]
⊗
Z
C // 0

se escinde.

(3) La sucesión exacta corta

0→ HomZ(Z[G/H], A) k∗−→ HomZ(Z[G/H], B)
w∗−→ HomZ(Z[G/H], C)→ 0

se escinde.

Demostración. Probaremos (1) si y sólo si (2).
Supongamos que la sucesión exacta corta

0 // ResGHA
ResG

H(k)
// ResGHB

ResG
H(w)
// ResGHC // 0

se escinde. Como el funtor IndGH_ es aditivo, tenemos que la sucesión exacta
corta

0 // IndGHRes
G
HA // IndGHRes

G
HB // IndGHRes

G
HC // 0
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se escinde y por el lema 3.7 esta sucesión coincide con

0 // Z[G/H]⊗ZA // Z[G/H]⊗ZB // Z[G/H]⊗ZC // 0 .

Ahora supongamos que la sucesión exacta corta

0 // Z[G/H]⊗ZA
k∗ // Z[G/H]⊗ZB

w∗ // Z[G/H]⊗ZC // 0

se escinde. Por el Lema 3.7 esta sucesión coincide con

0 // Z[G]
⊗
Z[H]

ResGHA
k∗ // Z[G]

⊗
Z[H]

ResGHB
w∗ // Z[G]

⊗
Z[H]

ResGHC // 0.

Además tenemos iB : ResGHB → Z[G]⊗Z[H] Res
G
HB dada por iB(b) = 1 ⊗ b

y PB : Z[G]⊗Z[H] Res
G
HB → ResGHB dada por PB(g ⊗ b) = b claramente

iB es un H-monomorfismo y PB es un H-epimorfismo, usando morfismos
semejantes para C tenemos el siguiente diagrama conmutativo

ResGHB
w //

iB
��

ResGHC //

iC
��

0

Z[G]⊗Z[H] Res
G
HB

w∗ //

PB

��

Z[G]⊗Z[H] Res
G
HC

s∗
nn

//

PC

��

0

ResGHB
w // ResGHC // 0

donde, por la conmutatividad y por el hecho de que la sucesión central se
escinde, tenemos que w∗ ◦ s∗ = IdZ[G]

⊗
Z[H]Res

G
HC

y w = PC ◦ w∗ ◦ iB. Ahora
definimos s : ResGHC → ResGHB como s = PB ◦ s∗ ◦ iC y así tenemos

w ◦ s = PC ◦ w∗ ◦ (iB ◦ PB) ◦ s∗ ◦ iC
= PC ◦ w∗ ◦ IdB ◦ s∗ ◦ iC
= PC ◦ (w∗ ◦ s∗) ◦ iC
= PC ◦ IdZ[G]

⊗
Z[H]Res

G
HC
◦ iC

= PC ◦ iC
= IdC ,
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es decir, la sucesión exacta corta

0 // ResGHA
ResG

H(k)
// ResGHB

ResG
H(w)
// ResGHC // 0

se escinde.

Probaremos (1) si y sólo si (3).

Supongamos que la sucesión exacta corta

0 // ResGHA
ResG

H(k)
// ResGHB

ResG
H(w)
// ResGHC // 0

se escinde. Como el funtor CoindGH_ es aditivo, tenemos que la sucesión
exacta corta

0 // CoindGHRes
G
HA // CoindGHRes

G
HB // CoindGHRes

G
HC // 0

se escinde y por el Lema 3.8 esta sucesión coincide con

0→ HomZ(Z[G/H], A) k∗−→ HomZ(Z[G/H], B)
w∗−→ HomZ(Z[G/H], C)→ 0.

Ahora supongamos que la sucesión exacta corta

0→ HomZ(Z[G/H], A) k∗−→ HomZ(Z[G/H], B)
w∗−→ HomZ(Z[G/H], C)→ 0

se escinde. Por el Lema 3.8 esta sucesión coincide con

0→ HomZ[H](Z[G], ResGHA) k∗−→ HomZ[H](Z[G], ResGHB)
w∗−→ HomZ[H](Z[G], ResGHC)→ 0,

además HomZ[G](Z[G], B) ⊆ HomZ[H](Z[G], ResGHB) restringiendo cada G-
homomorfismo a H y por el Corolario 1.66 existe un G-isomorfismo

HomZ[G](Z[G], B) ∼= B
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por lo que tenemos una inclusión natural

iB : ResGHB → HomZ[H](Z[G], ResGHB)

y una proyección

PB : HomZ[H](Z[G], ResGHB)→ ResGHB

dada por PB(f) = f(1) con iB un H-monomorfismo y PB un H-epimorfismo
que satisfacen iB◦PB = IdB. Tomando morfismos semejantes para C tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

ResGHB
w //

iB
��

ResGHC //

iC
��

0

HomZ[H](Z[G], ResGHB) w∗ //

PB

��

HomZ[H](Z[G], ResGHC)
s∗
oo

//

PC

��

0

ResGHB
w // ResGHC // 0

en el cual, tomando s = PB ◦ s∗ ◦ iC podemos concluir que w ◦ s = IdC . Es
decir, la sucesión exacta corta

0 // ResGHA
ResG

H(k)
// ResGHB

ResG
H(w)
// ResGHC // 0

se escinde. �

El siguiente resultado relaciona la definición de sucesión (G,H)-exacta
con el Teorema 3.9.

Teorema 3.10. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. La sucesión de
G-módulos

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

es (G,H)-exacta si y sólo si la sucesión exacta corta de H-módulos

0 // ResGHKer(dn+1) // ResGHCn+1 // ResGHKer(dn) // 0

se escinde para cada n ≥ 0.
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Demostración. Supongamos que la sucesión de G-módulos

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

es (G,H)-exacta, entonces Cn+1 = Ker(dn+1)⊕En+1 con Ker(dn+1) y En+1
H-módulos, además, tenemos que ResGHCn+1 = ResGHKer(dn+1)⊕E con
ResGHKer(dn+1) y E H-módulos ya que ResGH_ es un funtor aditivo, es decir

0 // ResGHKer(dn+1) // ResGHCn+1 // ResGHKer(dn) // 0

se escinde.
Ahora supongamos que la sucesión exacta corta

0 // ResGHKer(dn+1) // ResGHCn+1 // ResGHKer(dn) // 0

se escinde. Como se mencionó antes, para cualquierG-módulo A, ResGHA = A
pensando a A como H-módulo, es decir, la sucesión exacta corta

0 // Ker(dn+1) // Cn+1 // Ker(dn) // 0

se escinde pensando cada término como un H-módulo por lo que Cn+1 =
Ker(dn+1)⊕Ker(dn) con Ker(dn+1) y Ker(dn) H-módulos, es decir, la su-
cesión (3.1) es (G,H)-exacta. �

3.3. Módulos proyectivos relativos
Definición 3.11. Sean G un grupo y H un subgrupo de G, decimos que un
G-módulo P es (G,H)-proyectivo si para cada sucesión (G,H)-exacta

M ′ d //M // 0

y cada G-homomorfismo ϕ : P →M existe un G-homomorfismo ϕ′ : P →M ′

tal que d ◦ ϕ′ = ϕ, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P

ϕ

��

ϕ′

}}
M ′ d //M // 0.

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [2] y en [12, Pag. 249].
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Proposición 3.12. [2, Lema 4.3] Para cualquier H-módulo M, el G-módulo
Z[G]⊗Z[H] M es (G,H)-proyectivo.

Demostración. Sea
N ′ d // N // 0

una sucesión (G,H)-exacta, definimos el homomorfismo

θ : HomZ[H](M,N ′)→ HomZ[H](M,N)

dado por θ(h) = d ◦ h. Por la (G,H)-exactitud Ker(d) es un H-módulo
sumando directo de N ′ por lo que N ′ ∼= Ker(d)⊕N , sea además iN ∼= N →
N ′ la inclusión, la cual es un H-homomorfismo y cumple d ◦ iN = IdN .
Vamos a probar que θ es un epimorfimo, para esto, sea p : M → N un H-
homomorfismo, entonces iN ◦ P : M → N ′ es un H-homomorfismo y además
θ(iN ◦ p) = d ◦ iN ◦ p = IdN ◦ p = p. Ahora, usando el Corolario 1.66 y el
Teorema 1.58 tenemos los siguientes isomorfismos

HomZ[H](M,N) ∼= HomZ[H](M,HomZ[G](Z[G], N))
∼= HomZ[G](Z[G]

⊗
Z[H]

M,N)

y

HomZ[H](M,N ′) ∼= HomZ[H](M,HomZ[G](Z[G], N ′))
∼= HomZ[G](Z[G]

⊗
Z[H]

M,N ′)

con los cuales tenemos un epimorfismo

θ̄ : HomZ[G](Z[G]
⊗
Z[H]

M,N ′)→ HomZ[G](Z[G]
⊗
Z[H]

M,N)

por lo que, dado ϕ ∈ HomZ[G](Z[G]⊗Z[H]M,N) existe

ϕ′ ∈ HomZ[G](Z[G]
⊗
Z[H]

M,N ′)

tal que θ̄(ϕ′) = ϕ, entonce ϕ = d ◦ ϕ′, es decir, Z[G]⊗Z[H] M es (G,H)-
proyectivo. �
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Proposición 3.13. [2, Proposición 4.5] Sean P1 y P2 G-módulos, entonces
P1
⊕
P2 es (G,H)-proyectivo si y sólo si P1 y P2 son (G,H)-proyectivos.

Demostración. Primero supongamos que P1 y P2 son (G,H)-proyectivos. Sea

M ′ d //M // 0
una sucesión (G,H)-exacta y ϕ : P1

⊕
P2 → M un G-homomorfismo, to-

mando las inclusiones ij : Pj → P1
⊕
P2 con j = 1, 2 tenemos el siguiente

diagrama
Pj

��ϕ′j

��

P1
⊕
P2

ϕ

��
M ′ d //M // 0.

donde ϕ′j existen ya que Pj son (G,H)-proyectivos con j = 1, 2, es facil
probar que

ϕ′1 ⊕ ϕ′2 : P1
⊕

P2 →M

es el G-homomorfismo buscado.
Ahora supongamos que P1

⊕
P2 es (G,H)-proyectivo, queremos probar que

para la sucesión (G,H)-exacta

M ′ d //M // 0
y cada G-homomorfismo ϕ : Pj → M existe un G-homomorfismo ϕ′ : Pj →
M ′ tal que d ◦ ϕ′ = ϕ, pero gracias a la inclusión ij : Pj → P1

⊕
P2 y a la

proyección πj : P1
⊕
P2 → Pi las cuales cumplen πj ◦ ij = IdPj

tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

Pj

ij
��

P1
⊕
P2

πi

��
ϕ′′

��

Pi

ϕ

��
M ′ d //M // 0
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donde ϕ′′ existe debido a que P1
⊕
P2 es (G,H)-proyectivo, definimos ϕ′ =

ϕ′′ ◦ ij : Pj →M ′ y cumple que d ◦ϕ′ = d ◦ϕ′′ ◦ ij = ϕ ◦ πj ◦ ij = ϕ, es decir,
Pj es (G,H)-proyectivo para j = 1, 2. �

Proposición 3.14. [2, Corolario 4.6] Un G-módulo M es (G,H)-proyectivo
si y sólo si es G-isomorfo a un G-módulo sumando de Z[G]⊗Z[H] M .

Demostración. Primero supongamos que M es G-isomorfo a un G-módulo
sumando de Z[G]⊗Z[H] M . Por las Proposiciones 3.13 y 3.12 M es (G,H)-
proyectivo. Ahora supongamos que M es (G,H)-proyectivo, entonces tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

M

IdM

��
Z[G]⊗Z[H] M

π //M // 0

donde π es la proyección definida por π(g ⊗ m) = m. Denotamos por i la
inclusión definida por i(m) = 1⊗m la cual es un H-homomorfismo ya que

i(hm) = 1⊗ hm = h⊗m = h(1⊗m) = hi(m)

por lo que, la sucesión

Z[G]⊗Z[H] M
π //M // 0

es (G,H)-exacta. Usando el hecho de que M es (G,H)-proyectivo existe un
G-homomorfismo ϕ : M → Z[G]⊗Z[H] M el cual hace conmutar el diagrama
y así M es G-isomorfo a un G-módulo sumando de Z[G]⊗Z[H] M . �

Proposición 3.15. Sean G un grupo, H un subgrupo de G, K un subgrupo
de H y P un G-módulo (G,K)-proyectivo. Entonces P es (G,H)-proyectivo.

Demostración. Primero observemos que, si tenemos una sucesión (G,H)-
exacta, por el Teorema 3.3 existe una H-homotopía contráctil la cual se
puede restringir a una K-homotopía contráctil y así la sucesión también es
(G,K)-exacta, ahora, sea P un G-módulo (G,K)-proyectivo,

M ′ d //M // 0

una sucesión (G,H)-exacta y ϕ : P →M unG-homomorfismo, por lo anterior
la sucesión es (G,K)-exacta y entonces existe un G-homomorfismo ϕ′ : P →
M ′, es decir, M es (G,H)-proyectivo. �
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3.4. Sucesiones exactas relativas a la familia
de estabilizadores

La definición precisa de familia se dará en el Capítulo 5, pero, en esta
sección, se trabajará con un ejemplo particular llamado la familia de estabi-
lizadores.

Definición 3.16. Sea (G,X) una representación por permutaciones. Defini-
mos la familia de estabilizadores de X como F(X) = {Gx : x ∈ X}.

Definición 3.17. Sea (G,X) una representación por permutaciones. Una
sucesión exacta de G-módulos y G-homomorfismos

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

es llamada F(X)-exacta si Cn ∼= En
⊕
Ker(dn) donde En y Ker(dn) son

Gx-módulos para cada estabilizador Gx de X.

En otras palabras, una sucesión exacta larga de G-módulos es F(X)-
exacta si y sólo si es (G,Gx)-exacta para cada estabilizador Gx. Gracias a
esto, y a los G-isomorfismos

Z[X]
⊗
Z
A ∼=

⊕
x∈Ō(X)

Z[G/Gx]
⊗
Z
A

y

HomZ(Z[X], A) ∼=
∏

x∈Ō(X)
HomZ(Z[G/Gx], A),

podemos tener las siguientes versiones de los Teoremas 3.3, 3.9 y 3.10 res-
pectivamente.

Teorema 3.18. Sea (G,X) una representación por permutaciones. La suce-
sión exacta de G-módulos

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

es F(X)-exacta si y sólo si cumple las siguientes dos propiedades:

dn ◦ dn+1 = 0 para cada n.
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Existe una Gx-homotopía contráctil para cada estabilizador Gx de X.

Teorema 3.19. Sean (G,X) una representación por permutaciones y

0 // A
k // B

w // C // 0

una sucesión exacta corta de G-módulos. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(1) La sucesión exacta corta

0 // ResGGx
A
ResG

Gx
(k)
// ResGGx

B
ResG

Gx
(w)
// ResGGx

C // 0

se escinde para cada estabilizador Gx de X.

(2) La sucesión exacta corta

0 // Z[X]⊗ZA
k∗ // Z[X]⊗ZB

w∗ // Z[X]⊗ZC // 0

se escinde.

(3) La sucesión exacta corta

0→ HomZ(Z[X], A) k∗−→ HomZ(Z[X], B) w∗−→ HomZ(Z[X], C)→ 0

se escinde.

Observación 3.20. El inciso 1 del Teorema 3.19 es la definición dada por
Nucinkis en [17] de una sucesión exacta corta que se "X-escinde". Con estas
sucesiones define una homología de G-conjuntos.

Teorema 3.21. Sea (G,X) una representación por permutaciones. La suce-
sión de G-módulos

· · · // Cn+1
dn+1 // Cn

dn // Cn−1 // · · ·

es F(X)-exacta si y sólo si la sucesión exacta corta

0 // ResGGx
Ker(dn+1) // ResGGx

Cn+1 // ResGGx
Ker(dn) // 0

se escinde para cada estabilizador Gx de X y para cada n ≥ 0.
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3.5. Resoluciones proyectivas relativas a la fa-
milia de estabilizadores

Definición 3.22. Sea (G,X) una representación por permutaciones, decimos
que un G-módulo P es F(X)-proyectivo si para cada sucesión F(X)-exacta

M ′ d //M // 0

y cada G-homomorfismo ϕ : P →M existe un G-homomorfismo ϕ′ : P →M ′

tal que d ◦ ϕ′ = ϕ, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P

ϕ

��

ϕ′

}}
M ′ d //M // 0.

Los siguientes resultados son los análogos a las proposiciones 3.12, 3.13 y
3.14.

Proposición 3.23. Para cualquier G-módulo M, el G-módulo Z[X]⊗ZM
es F(X)-proyectivo.

Proposición 3.24. Sean P1 y P2 G-módulos, entonces P1
⊕
P2 es F(X)-

proyectivo si y sólo si P1 y P2 son F(X)-proyectivos.

Proposición 3.25. Un G-módulo M es F(X)-proyectivo si y sólo si es G-
isomorfo a un G-módulo sumando de Z[X]⊗ZM .

Proposición 3.26. Sean {Pi}i∈I G-módulos, entonces ⊕i∈I Pi es F(X)-
proyectivo si y sólo si Pi es F(X)-proyectivo para cada i ∈ I.

Demostración. Supongamos que Pi es F(X)-proyectivo para cada i ∈ I, en-
tonces cada Pi es G-isomorfo a un G-módulo sumando directo de Z[X]⊗Z Pi
por la Proposición 3.25 por lo que, ⊕i∈I Pi es G-isomorfo a un G-módulo su-
mando directo de ⊕i∈I Z[X]⊗Z Pi el cual es G-isomorfo a Z[X]⊗Z(⊕i∈I Pi)
y este último es F(X)-proyectivo por la Proposición 3.23 por lo que, usando
nuevamente la Proposición 3.25 tenemos que ⊕i∈I Pi es F(X)-proyectivo.
Ahora supongamos que ⊕i∈I Pi es F(X)-proyectivo, queremos probar que
para sucesión F(X)-exacta

M ′ d //M // 0
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y cadaG-homomorfismo ϕ : Pi →M existe unG-homomorfismo ϕ′ : Pi →M ′

tal que d ◦ ϕ′ = ϕ, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Pi

ϕ

��

ϕ′

~~
M ′ d //M // 0,

pero gracias a la inclusión ji : Pi →
⊕

i∈I Pi y a la proyección πi :
⊕
i∈I Pi →

Pi las cuales cumplen πi◦ji = IdPi
tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Pi

ji
��⊕

i∈I Pi

πi

��
ϕ′′

��

Pi

ϕ

��
M ′ d //M // 0

donde ϕ′′ existe debido a que ⊕i∈I Pi es F(X)-proyectivo, definimos ϕ′ =
ϕ′′ ◦ ji : Pi →M ′ y cumple que d ◦ ϕ′ = d ◦ ϕ′′ ◦ ji = ϕ ◦ πi ◦ ji = ϕ, es decir,
Pi es F(X)-proyectivo para cada i ∈ I. �

Observación 3.27. Dada una representación por permutaciones (G,X), un
G-módulo proyectivo es claramente (G,Gx)-proyectivo para cada x ∈ X.

Proposición 3.28. Sean (G,X) una representación por permutaciones y
x ∈ X. Entonces cualquier módulo (G,Gx)-proyectivo es F(X)-proyectivo.

Demostración. Por la Proposición 3.14, cualquier módulo (G,Gx)-proyectivo
es un sumando directo de Z[G]⊗Z[Gx] M y este último a su vez es un sumando
directo de ⊕x∈X Z[G]⊗Z[Gx] M

∼=
⊕

x∈X Z[G/Gx]
⊗

ZM
∼= Z[X]⊗ZM por

lo que también es F(X)-proyectivo. �

Definición 3.29. Una resolución F(X)-proyectiva de un G-módulo M es
una sucesión F(X)-exacta

· · · // P1 // P0 //M // 0
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En la cual cada Pi es F(X)-proyectivo, la cual denotaremos por P∗. Además,
llamaremos a la sucesión

· · · // P1 // P0 // 0

la resolución F(X)-proyectiva reducida la cual denotaremos por PM.

Proposición 3.30. Cada G-móduloM tiene una resolución F(X)-proyectiva.

Demostración. Sea M un G-módulo, formamos el G-módulo Z[X]⊗ZM y
con la proyección natural PM : Z[X]⊗ZM → M dada por PM(x⊗m) = m
la cual es un G-homomorfismo, podemos formar la sucesión exacta

0 // Ker(PM) // Z[X]⊗ZM
PM //M // 0 (3.4)

Ahora, como cada Z[G]⊗Z[Gx] M es unG-submódulo de Z[X]⊗ZM tomando
la inclusión iGx : M → Z[G]⊗Z[Gx] M dada por iGx(m) = 1 ⊗m es un Gx-
homomorfismo ya que si gx ∈ Gx

iGx(gxm) = 1⊗ gxm = gx ⊗m = gx(1⊗m) = gxiGx(m)

por lo que la sucesión 3.4 se escinde como Gx-módulos, es decir, la sucesión
es F(X)-exacta. Repitiendo el mismo procedimiento con Ker(PM) y uniendo
las sucesiones obtenemos la sucesión

0 // Ker(PKM
) // Z[X]⊗ZKer(PM) // Z[X]⊗ZM

PM //M // 0

la cual es F(X)-exacta y continuando indefinidamente obtenemos la resolu-
ción F(X)-proyectiva buscada. �

Teorema 3.31. Sean (G,X) una representación por permutaciones, M y
M ′ G-módulos. Consideremos el siguiente diagrama

· · · // P2
d2 // P1

d1 // P0
ε //M //

ϕ

��

0

· · · // P ′2 d′2

// P ′1 d′1

// P ′0 ε′
//M ′ // 0

(3.5)

en el cual, la línea superior es una resolución F(X)-proyectiva deM y la línea
inferior es una sucesión F(X)-exacta. Entonces existen G-homomorfirsmos
ϕn : Pn → P ′n para n ≥ 0 los cuales hacen conmutar el diagrama y son únicos
salvo homotopía.
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Demostración. La prueba será por inducción. Para n = 0, aplicando el Teo-
rema 3.21 a P ′0 tenemos que, en el siguiente diagrama

P0

f◦ε
��

P ′0 ε′
//M ′ // 0,

la línea inferior es F(X)-exacta y como P0 es F(X)-proyectivo, existe un
G-homomorfismo ϕ0 : Po → P ′0 tal que ε′ ◦ ϕ = f ◦ ε.

Supongamos ahora que el diagrama

· · · // Pn+1
dn+1 // Pn

dn //

ϕn

��

Pn−1 //

ϕn−1
��

· · ·

· · · // P ′n+1 d′n+1

// P ′n d′n

// P ′n−1
// · · ·

conmuta, entonces

d′n ◦ ϕn ◦ dn+1 = ϕn−1 ◦ dn ◦ dn+1 = 0

por lo que Im(ϕn ◦ dn+1) ⊆ Ker(d′n) y aplicando el Teorema 3.21 a P ′n+1
tenemos que, en el siguiente diagrama

Pn+1

ϕn◦dn+1
��

P ′n+1 d′n+1

// Ker(d′n) // 0,

la línea inferior es F(X)-exacta, usando el hecho de que Pn+1 es F(X)-
proyectivo tenemos un G-homomorfismo ϕn+1 : Pn+1 → P ′n+1 tal que d′n+1 ◦
ϕn+1 = ϕn ◦ dn+1.

Para probar la unicidad salvo homotopía supongamos que existen G-
homomorfismos ϕ′ : Pn → P ′n para n ≥ 0 los cuales hacen conmutar el dia-
grama (3.5), vamos a construir una homotopía sn : Pn → P ′n+1 entre los G-
homomorfismos ϕn y ϕ′n por inducción. Para n = 0 definimos s−2 : 0 → M ′

y s−1 : M → P ′0 dadas por s−2(0) = 0 y s−1(m) = 0, denotamos además
ϕ−1 = ϕ = ϕ′−1 y d−1 : M → 0, así cumplen que

ϕ′−1 − ϕ−1 = ϕ− ϕ = 0 = ε′ ◦ s−1 + s−2 ◦ d−1.
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Supongamos ahora existen si con i ≤ n tales que ϕ′i − ϕi = d′i+1 ◦ si +
si−1 ◦ di, usando esta formula con i = n tenemos que

d′n+1 ◦ (ϕ′n+1 − ϕn+1 − sn ◦ dn+1) = d′n+1 ◦ (ϕ′n+1 − ϕn+1)− d′n+1 ◦ sn ◦ dn+1

= d′n+1 ◦ (ϕ′n+1 − ϕn+1)− (ϕ′n − ϕn − sn−1 ◦ dn) ◦ dn+1

= d′n+1 ◦ (ϕ′n+1 − ϕn+1)− (ϕ′n − ϕn) ◦ dn+1

= 0

y la última línea es 0 ya que los G-homomorfismos ϕn y ϕ′n conmutan con dn
y d′n. Con ésto, mostramos que Im(ϕ′n+1 − ϕn+1 − sn ◦ dn+1) ⊆ Ker(d′n+1) y
por al Teorema 3.21 tenemos que, en el siguiente diagrama

Pn+1

ϕ′n+1−ϕn+1−sn◦dn+1
��

P ′n+2 d′n+2

// Ker(d′n+1) // 0,

la línea inferior es F(X)-exacta, usando el hecho de que Pn+1 es F(X)-
proyectivo tenemos un G-homomorfismo sn+1 : Pn+1 → P ′n+2 tal que ϕ′n+1 −
ϕn+1 = d′n+2 ◦ sn+1 + sn ◦ dn+1. �

Definición 3.32. Sea (G,X) una representación por permutaciones. Dado
un G-módulo M , una resolución F(X)-proyectiva PM de M y un G-módulo
A definimos los funtores Tor y Ext relativos a la familia de estabilizadores
como

TorF(X)
n (M,A) = Hn(PM

⊗
Z[G]

A), (3.6)

ExtnF(X)(M,A) = Hn(HomZ[G](PM, A)). (3.7)

Teorema 3.33. Sean (G,X) una representación por permutaciones, M y A
G-módulos. Entonces los funtores TorF(X)

n (M,A) y ExtnF(X)(M,A) no depen-
den de la resolución F(X)-proyectiva de M .

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama

· · · // P2
d2 // P1

d1 // P0
ε //M //

IdM

��

0

· · · // P ′2 d′2

// P ′1 d′1

// P ′0 ε′
//M // 0
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donde ambas líneas son resoluciones F(X)-proyectivas de M . Gracias al Teo-
rema 3.31 podemos encontrar G-homomorfismos ϕn : Pn → P ′n y ϕ′n : P ′n →
Pn los cuales hacen conmutar el diagrama. Usando éstos G-homomorfismos,
el siguiente diagrama

· · · // P2

ϕ′2◦ϕ2
��

d2 // P1

ϕ′1◦ϕ1
��

d1 // P0

ϕ′1◦ϕ1
��

ε //M //

IdM

��

0

· · · // P2 d2
// P1 d1

// P0 ε
//M // 0

conmuta y además, como el diagrama anterior conmuta con los G-homomor-
fismos identidad IdPn , usando la unicidad descrita en el Teorema 3.31 te-
nemos una homotopía entre {ϕ′n ◦ ϕn} y {IdPn}, la cual, bajo los funtores
_⊗Z[G] A y HomZ[G](_, A), induce una homotopía en los respectivos com-
plejos y por el Teorema 3.3 los morfismos inducidos en homología coinciden,
es decir (ϕ′n ◦ϕn)∗ = Id donde (ϕ′n ◦ϕn)∗ denota el inducido de {ϕ′n ◦ϕn} en
homología. Además sabemos que (ϕ′n ◦ ϕn)∗ = ϕ′∗n ◦ ϕ∗n y usando un procedi-
miento análogo tenemos que (ϕn ◦ ϕ′n)∗ = Id, en otras palabras, los grupos
de homología de ambas resoluciones coinciden. �

3.6. Una resolución F(X)-proyectiva particu-
lar para Z

Los siguientes lemas facilitan la demostración del Teorema 3.36 en el cual
se prueba que el G-complejo dado en la Definición 2.3 es una resolución
F(X)-proyectiva de Z, es decir, que la definición de (co)homología de repre-
sentaciones por permutaciones coincide con los funtores Tor y Ext relativos
a la familia de estabilizares.

Lema 3.34. Sea (G,X) una representación por permutaciones. Entonces
existe un G-isomorfismo

Z[Xn] ∼=
⊕

x1∈Ō(X)
· · ·

⊕
xn∈Ō(X)

Z[G/Gx1 × · · · ×G/Gxn ].

53



Demostración. Observemos que:

Z[Xn] = Z[(tx∈Ō(X)Ox)×Xn−1]
= Z[tx∈Ō(X)(Ox ×Xn−1)]
=

⊕
x∈Ō(X)

Z[Ox ×Xn−1]

∼=
⊕

x∈Ō(X)
Z[G/Gx ×Xn−1]

y continuando inductivamente tenemos el resultado deseado. �

Lema 3.35. Existe un G-isomorfismo

Z[G/Gx1 × · · · ×G/Gxn ] ∼= Z[G]
⊗
Gxi

Z[G/Gx1 × · · · × Ĝ/Gxi
× · · · ×G/Gxn ]

donde Ĝ/Gxi
denota omisión.

Demostración. Definimos

φ : Z[G]
⊗
Gxi

Z[G/Gx1×· · ·×Ĝ/Gxi
×· · ·×G/Gxn ]→ Z[G/Gx1×· · ·×G/Gxn ]

dada por φ(g ⊗ (g1Gx1 , ..., Ĝxi
, ..., gnGxn)) = (gg1Gx1 , ..., gGxi

, ..., ggnGxn)
Ahora vamos a probar que es un G-homomorfismo:

g0φ(g ⊗ (g1Gx1 , ..., Ĝxi
, ..., gnGxn)) = g0(gg1Gx1 , ..., gGxi

, ..., ggnGxn)
= (g0gg1Gx1 , ..., g0gGxi

, ..., g0ggnGxn)
= φ((g0g)⊗ (g1Gx1 , ..., Ĝxi

, ..., gnGxn))
= φ(g0(g ⊗ (g1Gx1 , ..., Ĝxi

, ..., gnGxn))).

Ahora definimos su inversa

φ−1 : Z[G/Gx1×· · ·×G/Gxn ]→ Z[G]
⊗
Gxi

Z[G/Gx1×· · ·×Ĝ/Gxi
×· · ·×G/Gxn ]

dada por φ−1(g1Gx1 , ..., gGxi
, ..., grGxn) = g ⊗ (g−1g1Gx1 , ..., g

−1gnGxn), la
cual está bien definida, ya que, si tomamos gg0Gxi

otro representante de
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gGxi
tenemos que:

φ−1(g1Gx1 , ..., gg0Gxi
, ..., gnGxn) = gg0 ⊗ (g−1

0 g−1g1Gx1 , ..., g
−1
0 g−1gnGxn)

= g ⊗ g0(g−1
0 g−1g1Gx1 , ..., g

−1
0 g−1gnGxn)

= g ⊗ (g0g
−1
0 g−1g1Gx1 , ..., g0g

−1
0 g−1gnGxn)

= g ⊗ (g−1g1Gx1 , ..., g
−1gnGxn)

= φ−1(g1Gx1 , ..., gGxi
, ..., gnGxn)

y es un G-homomorfismo

φ−1(g0(g1Gx1 , ..., gGxi
, ..., gnGxn)) = φ−1(g0g1Gx1 , ..., g0gGxi

, ..., g0gnGxn)
= g0g ⊗ ((g0g)−1g0g1Gx1 , ..., (g0g)−1g0gnGxn)
= g0g ⊗ (g−1g1Gx1 , ..., g

−1gnGxn)
= g0(g ⊗ (g−1g1Gx1 , ..., g

−1gnGxn))
= g0φ

−1(g1Gx1 , ..., gGxi
, ·...·, gnGxn).

Sólo hace falta comprobar que realmente son inversas

φ(φ−1(g1Gx1 , ..., gGxi
, ..., gnGxn)) = φ(g ⊗ (g−1g1Gx1 , ..., g

−1gnGxn))
= (gg−1g1Gx1 , ..., gGxi

, ..., gg−1gnGxn)
= (g1Gx1 , ..., gGxi

, ..., gnGxn)

φ−1(φ(g ⊗ (g1Gx1 , ..., Ĝxi
, ..., gnGxn))) = φ−1((gg1Gx1 , ..., gGxi

, ..., ggnGxn))
= g ⊗ (g−1gg1Gx1 , ..., g

−1ggnGxn)
= g ⊗ (g1Gx1 , ..., Ĝxi

, ..., gnGxn).

�

Teorema 3.36. El G-complejo:

· · · ∂n+1// Cn(X) ∂n // · · · ∂2 // C1(X) ∂1 // C0(X) ε // Z // 0

dado en la Definición 2.3 es una resolución F(X)-proyectiva de Z como G-
módulo trivial.
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Demostración. Gracias a las Proposiciones 2.7 y 2.8 existe unaGx-homotopía
contráctil para cada estabilizador Gx, por lo que, usando el Teorema 3.18, la
sucesión es F(X)-exacta. Por el Lema 3.35 y la Proposición 3.12 cada

Z[G/Gx1 × · · · ×G/Gxr ]

es (G,Gx)-proyectivo para algún estabilizador Gx (de hecho para n distintos
estabilizadores) y con la Observación 3.28 podemos concluir que son F(X)-
proyectivos. Así, usando el Lema 3.34 y la Proposición 3.26 tenemos que cada
Cn(X) es F(X)-proyectivo. �

A continuación se da el resultado principal de esta sección, el cual relacio-
na la (co)homología de representaciones por permutaciones con los funtores
Tor y Ext relativos a la familia de estabilizadores.

Corolario 3.37. Sea (G,X) una representación por permutaciones, entonces

Hn(G,X;A) = TorF(X)
n (Z, A)

Hn(G,X;A) = ExtnF(X)(Z, A).

Observación 3.38. Gracias a la Observación 3.20, el Corolario 3.37 también
demuestra que la homología de G-conjuntos dada en [17] coincide con la
homología de representaciones por permutaciones.
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Capítulo 4

Definición topológica

El objetivo de este capítulo es dar una definición topológica de la (co)homología
para representaciones por permutaciones.

En la Sección 4.1 se da la definición de G-espacio la cual es un caso
particular de la definición de G-conjunto.

La Sección 4.2 contiene la definición de espacios clasificantes para familias
a través de G-CW-complejos, así como una construcción simplicial dada en
[2].

En la sección 4.3 se da la (co)homología para un G-CW-complejo y se
muestra que, tomando un G-espacio, la (co)homología de representaciones
por permutaciones del Capítulo 2 coincide con la (co)homología del espacio
clasificante de la familia de estabilizadores del G-espacio.

4.1. G-espacios
Definición 4.1. Un grupo discreto es un grupo dotado con la topología
discreta.
Definición 4.2. Sean G un grupo discreto y X un espacio topológico. De-
cimos que X es un G-espacio si es un G-conjunto y la acción G×X → X
es continua.

Un G-espacio es un caso particular de un G-conjunto agregando cierta
topología, por lo que los resultados del Capítulo 1 son válidos paraG-espacios,
en particular, la Proposición 1.6 dice que las órbitas de un G-espacio X
forman una partición de X por lo que el espacio X/ ∼, con la topología
cociente, es un espacio topológico.
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Definición 4.3. Sea X un G-espacio. El espacio de órbitas es el espacio
topologico X/ ∼ donde ∼ es la relación de equivalencia dada en la Proposi-
ción 1.6. Denotaremos al espacio de órbitas como X/G.

Para un subconjunto A ⊆ X denotamos G(A) = {gx : g ∈ G, x ∈ A}.

Definición 4.4. Un subconjunto A de un G-espacio X se dice G-invariante
si G(A) = A.

Definición 4.5. Sea A un subespacio topológico de unG-espacioX. Decimos
que A es un G-subespacio si A es G-invariante.

Definición 4.6. Una función G-equivariante es una función continua
f : X → Y entre dos G-espacios X y Y la cual conmuta con la acción de G,
es decir,

f(gx) = gf(x)

para todo g ∈ G y x ∈ X.

Sean X y Y G-espacios, si tenemos una función G-equivariante f : A→ Y
con A un G-subespacio de X podemos construir el G-espacio (X t Y )/ ∼
donde ∼ es la relación dada por a ∼ f(a).

Definición 4.7. SeanX, Y G-espacios, A unG-subespacio deX y f : A→ Y
una función G-equivariante, denotamos el G-espacio (X tY )/ ∼ por X ∪f Y
y decimos que es el espacio obtenido al pegar X y Y por medio de f .

4.2. G-CW-complejos
Un G-CW-complejo es una generalización de un CW-complejo, la defini-

ción de este último puede encontrarse en [11] así como algunos resultados.
En esta sección usaremos la definición de G-CW-complejo dada en [15, Pag.
272].

Sean Dn := {x ∈ Rn : |x| ≤ 1} el disco n-dimensional y Sn−1 := {x ∈
Rn : |x| = 1} su frontera.

Definición 4.8. Sean G un grupo discreto y H un subgrupo de G. Una
G-celda de tipo H y dimensión n, o simplemente n-celda es el espacio
G/H ×Dn.
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Claramente, una n-celda es un G-espacio con la acción definida por

g · (g0H, s) := (gg0H, s)

con g, g0 ∈ G y s ∈ Dn.

Definición 4.9. Sea X un G-espacio, una filtración G-invariante de X es
una familia de espacios G-invariantes {Xi} tales que

∅ = X−1 ⊆ X0 ⊆ ... ⊆ Xn ⊆ ... ⊆
⋃
n≥0

Xn = X.

Definición 4.10. [15, Definición 1.1] Un G-CW-complejo X es un G-
espacio X junto con una filtración G-invariante

∅ = X−1 ⊆ X0 ⊆ ... ⊆ Xn ⊆ ... ⊆
⋃
n≥0

Xn = X

con las siguientes propiedades:

Un subconjunto B de X es cerrado en X si y sólo si B ∩Xn es cerrado
en Xn para cada n ≥ 0.

Para cada n ≥ 0, Xn = (∐i∈I G/Hi ×Dn) ∪∐ qn
i
Xn−1, es decir, Xn es

obtenido a partir de Xn−1 pegando G-celdas de dimensión n bajo las
funciones qni : G/Hi × Sn−1 → Xn−1 con i ∈ In.

Definición 4.11. Sea G un grupo. Un conjunto F de subgrupos de G es
llamado:

Familia: si es no vacío y cerrado bajo conjugación.

Familia semi-completa: si H ∩K ∈ F para cualesquiera H,K ∈ F.

Familia completa: si F es cerrado bajo tomar subgrupos.

Las familias más comunes son:

1. La familia trivial {1} la cual consiste del subgrupo trivial solamente.

2. La familia de subgrupos finitos de G denotada por Ffin(G).

3. La familia de subgrupos de G virtualmente cíclicos (subgrupos de G
que contienen un subgrupo cíclico de indice finito) denotada Fvc(G).
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4. La familia de todos los subgrupos de G denotada por Fall(G).

5. Dado un G-conjunto no vacío X, la familia de estabilizadores de X
F(X) := {Gx : x ∈ X}.

6. Sea G un grupo y H un subgrupo de G, la familia F(H) formada por
H y todos sus conjugados.

De las cuales, las primeras 4 familias son familias completas mientras que
las familias 5 y 6 en general, son sólo familias.
Sea G un grupo y X un G-espacio , vamos a denotar por F(X) la familia
formada por los estabilizadores de X y todas sus intersecciones finitas, es
decir, hacemos que la familia de estabilizadores sea semi-completa.
Definición 4.12. [15, Definición 1.8] Sea G un grupo y F una familia semi-
completa de subgrupos de G. Un modelo para el espacio clasificante de
la familia F es un G-CW-complejo EF(G) con las siguientes propiedades:

Todos los estabilizadores de EF(G) pertenecen a F.

Para cualquier G-CW-complejo Y , cuyos estabilizadores pertenezcan a
F, existe un G-morfismo Y → EF(G) único salvo G-homotopía.

Teorema 4.13. [15, Teorema 1.9] Sea G un grupo y F una familia semi-
completa de subgrupos de G.

Existe un modelo para EF(G) el cual es único salvo G-equivalencia ho-
motópica.

Un G-CW-complejo X es un modelo para EF(G) si y sólo si todos sus
estabilizadores pertenecen a F y para cada H ∈ F el conjunto XH es
débilmente contraible.

Teorema 4.14. [2, Proposición 4.16] Sean G un grupo discreto y F una fa-
milia semi-completa de subgrupos de G. Un modelo para EF(G) es la realiza-
ción geométrica del conjunto simplicial cuyos n-simplejos son las n+1-tuplas
(x0, ..., xn) con xi ∈ F, los operadores cara esta definidos por

di(x0, ..., xn) = (x0, ..., x̂i, .., xn)

donde x̂i denota omisión. Los operadores degeneración definidos por

si(x0, ..., xn) = (x0, ..., xi, xi, ..., xn).

La acción de G en los n-simplejos esta dada por la acción diagonal.
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Sea X un G-espacio. Denotamos el modelo para EF(X)(G) del Teorema
4.14 por Es

F(X)G y su espacio de órbitas por Bs
F(X)G.

4.3. Una resolución desde el punto de vista
topológico

Durante esta sección usaremos los resultados de [10, Pag. 23-25] acer-
ca de homología simplicial, así, dados X un G-espacio y Es

F̄(X)G el modelo
descrito en el Teorema 4.14 tenemos los G-módulos Cn(Es

F̄(X)G) formados
por sumas formales de los n-simplejos de Es

F̄(X)G y los G-homomorfismos
dn : Cn(Es

F̄(X)G) → Cn−1(Es
F̄(X)G) definidos en los generadores por d∗n(x) =∑n

i=0(−1)idi(x) donde di es el operador cara definido en el Teorema 4.14. Así,
formamos la resolución

· · ·
d∗n+1 // Cn(Es

F̄(X)G) d∗n // · · ·
d∗1 // C0(Es

F̄(X)G) ε // Z // 0, (4.1)

Denotaremos la resolución (4.1) simplemente por C•(EF̄(X)G) y a la re-
solución C•(EF̄(X)G)⊗Z[G] A por C•(EF̄(X)G;A).

Teorema 4.15. Sea X un G-espacio y G un grupo discreto. Entonces la
resolución C•(Es

F(X)G) es F(X)-proyectiva.

Demostración. La prueba de este teorema es semejante a la prueba del Teo-
rema 3.36 salvo que en este caso, los módulos

Z[G/Gx̄1 × · · · ×G/Gx̄r ]

pueden ser (G,G(x0,..,xn))-proyectivos ya que F(X) es semi-completa. Pero
usando la Proposición 3.15 cada módulo (G,G(x0,..,xn))-proyectivo es (G,G0)-
proyectivo. �

Teorema 4.16. Sea X un G-espacio y G un grupo discreto. Entonces

Cn(Bs
F(X)G) ∼= Cn(Es

F(X)G)
⊗
Z[G]

Z.

Demostración. Sea P : Es
F(X)G → Bs

F(X)G la proyección, esta induce un ho-
momorfismo P∗ : Cn(Es

F(X)G) → Cn(Bs
FX)G) el cual cumple que para cual-

quier n-celda e de Es
F(X) y para cualquier g ∈ G, P∗(e) = P∗(ge). Observemos

61



que, si damos una n-celda [e] ∈ Cn(Bs
F(X)G), esta es la proyección de la celda

e ∈ Cn(Es
F(X)G) por lo que P∗ es un epimorfismo.

Ahora vamos a probar que Ker(P∗) = T con

T := 〈(g − 1)a : g, 1 ∈ G, a ∈ Cn(Es
F(X)G)〉.

Primero probemos que T ⊆ Ker(P∗), sea x ∈ T un generador de T , entonces
tiene la forma x = (g−1)ai con ai ∈ Cn(Es

F(X)G), debido a que P∗ abre sumas
y saca escalares podemos suponer que ai es una n-celda y así P∗((gi−1)ai) =
P∗(gai)− P∗(ai) = 0.
Ahora vamos a probar que Ker(P∗) ⊆ T , sea x ∈ Ker(P∗) entonces x =∑n
i=0 niai con ni ∈ Z y ai n-celdas. Podemos tomar r órbitas, A1,...,Ar en

Es
F(X)G de tal forma que x = x1 + · · · + xn con xj = ∑kj

i=0 ni,jai,j donde ai,j
son n-celdas que pertenecen a la misma órbita Aj, claramente P∗(X) = 0
si y sólo si P∗(xj) = 0 para cada j = 1, ..., r por lo que basta probar que
cada xj ∈ T . Con el fin de facilitar la notación tomamos un xj particular
y nos olvidamos del subindice j, es decir tomaremos x = ∑k

i=1 niai con ai
n-celdas en la misma órbita, con esto, podemos encontrar gi de tal forma que
ai+1 = giai, definimos si = n1 + · · ·ni y observemos que

x = ni(a1 − a2) + (n1 + n2)a2 + n3a3 + · · ·nkak
= si(a1 − g1a1) + s2(a2 − a3) + (s2 + n3)a3 + n4a4 + · · ·nkak

=
k−1∑
i=1

si(ai − giai) + skak,

además como 0 = P∗(x) = ∑k
i=1 nip∗(ai) = ∑k

i=1 nip∗(a1) = skp∗(a1) entonces
sk = 0 y así x = ∑k−1

i=1 si(ai − giai), es decir, x ∈ T .
Hasta ahora se ha probado que

Cn(Bs
F(X)G) ∼= Cn(Es

F(X)G)G

pero gracias al Teorema 1.63 usando G como grupo y G como subgrupo
tenemos que

Cn(Bs
F(X)G) ∼= Cn(Es

F(X)G)
⊗
Z[G]

Z.

�

62



Corolario 4.17. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
módulo. Entonces

Cn(Bs
F(X)G)

⊗
Z
A ∼= Cn(Es

F(X)G)
⊗
Z[G]

A.

Demostración. El resultado se obtiene al aplicar el producto tensorial con A
en el Teorema 4.16. �

Corolario 4.18. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
módulo. Entonces

HomZ(Cn(Bs
F(X)G), A) ∼= HomZ[G](Cn(Es

F(X)G), A)

Demostración. Gracias a el Teoremas 1.58 tenemos que

HomZ(Cn(Bs
F(X)G), A) ∼= HomZ(Cn(Cn(Es

F(X)G)
⊗
Z[G]

Z, A)

∼= HomZ[G](Cn(Cn(Es
F(X)G), HomZ(Z, A))

∼= HomZ[G](Cn(Cn(Es
F(X)G), A).

�

El siguiente Teorema, relaciona la homología de representaciones por per-
mutaciones con la homología del espacio de órbitas Bs

F(X)G, pero, para lograr
la relación es necesario recurrir a los resultados del Capítulo 3.

Teorema 4.19. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
módulo. Entonces

Hn(Bs
F(X)G;A) ∼= Hn(G,X;A), (4.2)

Hn(Bs
F(X)G;A) ∼= Hn(G,X;A). (4.3)

Demostración. Por el Teorema 4.15 sabemos que la resolución C•(Es
F(X)G)

es F(X)-proyectiva y aplicando el Teorema 3.33 sabemos que, tomando cual-
quier resolución F(X)-proyectiva, la homología es la misma, por lo que, apli-
cando homología en el Corolario 4.17 tenemos directamente (4.2). Para (4.3)
aplicamos cohomología en el Corolario 4.18. �
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Capítulo 5

(Co)Homología de Bredon

En este capítulo se da una introducción a los módulos de Bredon y se
define la (co)homología de Bredon. Todo el material de este capítulo puede
encontrarse en [9].

Los módulos de Bredon se definen en la sección 5.1 junto con la categoría
de órbitas.

Para el estudio de (co)homología clásica es útil tener resoluciones libres,
por lo que, en la sección 5.2 se definen los módulos de Bredon libres.

En la sección 5.3 se define el producto tensorial para familias y el conjunto
de morfismos para familias, los cuales son análogos al producto tensorial y el
grupo de homomorfismos definidos en el Capítulo 1.

La (co)homología de Bredon se define la sección 5.4 junto con una re-
solución estándar, la cual es semejante a la resolución dada en el Capítulo
2.

En la sección 5.5 se da una versión topológica de la (co)homología de
Bredon y se prueba que, coincide con la (co)homología del capítulo 4 y por
tanto con el resto de las (co)homologías.

5.1. La categoría de órbitas y módulos de Bre-
don

Definición 5.1. Sea G un grupo y F una familia de subgrupos de G. La
categoría de órbitas es la categoría pequeña cuyos objetos son los G-
conjuntos G/H con H ∈ F y los morfismos son G-morfismos. Denotaremos a
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la categoría de órbitas por OFG, en el caso cuando F = Fall(G) la denotamos
simplemente por OG.
Definición 5.2. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-conjunto,
definimos el conjunto de invariantes de A relativo a H como AH :=
{a ∈ A : ha = a para toda h ∈ H}.
Observación 5.3. En la definición 5.2 pedimos que A sea sólo unG-conjunto
a diferencia de la definición 1.61 en la que A es un G-módulo.

Denotamos por HomG(G/H,G/K) el conjunto de todos los G-morfismos
de G/H a G/K.
Teorema 5.4. Sean G un grupo, H y K subgrupos de G. Entonces existe
una biyección entre HomG(G/H,G/K) y (G/K)H .
Demostración. Definimos la función f : HomG(G/H,G/K) → (G/K)H por
f(ϕ) = ϕ(H) = gK para algún g ∈ G, la cual esta bien definida, es decir,
ϕ(H) ∈ (G/K)H ya que, ϕ : G/H → G/K por lo que ϕ(H) ∈ G/K y además
hϕ(H) = ϕ(hH) = ϕ(H) por lo que ϕ(H) ∈ (G/K)H . Ahora definimos
s : (G/K)H → HomG(G/H,G/K) dada por, s(gK)(g0H) := g0gK, la cual,
por definición, es un G-morfismo de G/H a G/K. �

Observación 5.5. Podemos darle a HomG(G/H,G/H) estructura de mo-
noide con el producto dado por la composición y la identidad dada por el
G-morfismo identidad de G/H. Además, también podemos darle estructura
de monoide a (G/H)H con la identidad dada por H ∈ (G/H)H y el producto
(G/H)H × (G/H)H → (G/H)H dado por (g1H, g2H) = g1Hg2H = g1g2H,
donde la segunda igualdad se da ya que g2H ∈ (G/H)H .
Corolario 5.6. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Entonces existe un
isomorfismo de monoides entre HomG(G/H,G/H) y (G/H)H .
Demostración. Usando las funciones f y g de la prueba del Teorema 5.4
probaremos que, en este caso, son morfismos de monoides y que son inversa
una de la otra.

La función f : HomG(G/H,G/H) → (G/H)H es un morfismo de mo-
noides:

f(ϕ ◦ φ) = ϕ ◦ φ(H) = ϕ(g1H)
= g2g1H = g2Hg1H

= ϕ(H)φ(H) = f(ϕ)f(φ)
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y además

f(IdG/H) = IdG/H(H) = H.

La función s : (G/H)H → HomG(G/H,G/H) es un morfismo de mo-
noides:

s(g1Hg2H)(g3H) = s(g1g2H)(g3H) = g3g1g2H

= s(g2H)(g3g1H) = s(g2H)(s(g1H)(g3H))

y además

s(H)(gH) = gH = IdG/H(gH).

Son inversas una de la otra:

s(f(ϕ))(gH) = s(ϕ(H))(gH) = s(g1H)(gH)
= gg1H = g1ϕ(H)
= ϕ(g1H)

y además

f(s(gH)) = s(gH)(H) = gH.

�

En particular, un G-morfismo ϕ ∈ HomG(G/H,G/K) está completa-
mente determinado por ϕ(H) = gK para algún g ∈ G, por lo que, podemos
denotarlo por fg,H,K , es decir, fg,H,K : G/H → G/K es el único G-morfismo
que cumple fg,H,K(H) = gK. Además tenemos la siguiente regla de compo-
sición, sean fg,H,K y fg1,K,L dos G-morfismos, entonces fg1,K,L ◦ fg,H,K(H) =
fg1,K,L(gK) = gfg1,K,L(K) = gg1L, en otras palabras, fg1,K,L ◦ fg,H,K =
fgg1,H,L.

Definición 5.7. Sean G un grupo y F una familia de subgrupos de G. Un
funtor M : OFG → Ab de la categoría de órbitas a la categoría de grupos
abelianos, es llamado un módulo de Bredon (o simplemente un OFG-
módulo). Si el funtor M es contravariante (respectivamente covariante) de-
cimos que es un módulo de Bredon derecho (respectivamente izquierdo).
Los morfismos entre módulos de Bredon son transformaciones naturales.
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Algunos ejemplos de módulos de Bredon son los siguientes:

Sea A un grupo abeliano. Entonces A : OFG → Ab denota el módulo
de Bredon constante dado por A := A y A(ϕ) := IdA, el cual, es tanto
un módulo de Bredon izquierdo como derecho. Si queremos enfatizar
la dependencia de la familia F entonces podemos denotarlo por AF.

Un caso importante del ejemplo anterior es el módulo de Bredon cons-
tante ZF.

Sea G un grupo y K un subgrupo de G, podemos definir el módulo de
Bredon derecho Z[HomG(_, G/K)] : OFG→ Ab donde
Z[HomG(G/H,G/K)] es el grupo abeliano con base los G-morfismos
de G/H a G/K.

De la misma forma podemos construir el módulo de Bredon izquierdo
Z[HomG(G/K,_)] : OFG→ Ab.

La clase de todos los módulos de Bredon derechos junto con sus morfis-
mos, forman una categoría la cual denotaremos con OFG-Mod. Similarmente,
denotaremos la categoría de todos los módulos de Bredon izquierdos como
Mod-OFG. Por construcción estas categorías coinciden con las categorías de
diagramas las cuales son definidas en [16], en donde también se prueba que
son categorías abelianas.

Definición 5.8. Sea M un módulo de Bredon, decimos que N es un sub-
módulo de M si N es un módulo de Bredon, N(G/H) es un subgrupo de
M(G/H) para cadaH ∈ F y los morfismosM → A con Amódulo de Bredon,
coinciden con los morfismos N → A al restringirlos a N .

5.2. Módulos de Bredon libres
Vamos a definir los objetos libres como adjuntos izquierdos de algún funtor

olvidadizo.

Definición 5.9. Sea G un grupo y F una familia de subgrupos de G. Un
F-conjunto ∆ = (∆, ϕ) consiste de un conjunto ∆ y una función ϕ : ∆→ F.

Definición 5.10. Para cada H ∈ F denotamos por ∆H a ϕ−1({H}) y lo
llamamos la H-componente del F-conjunto.
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Definición 5.11. Una función de F-conjuntos f : (∆, ϕ) → (∆′, ϕ′) es
una función f : ∆→ ∆′ de conjuntos tal que el siguiente diagrama

∆ f //

ϕ

��

∆′

ϕ′~~
F

conmuta.

A la categoría de todos los F-conjuntos y sus funciones la denotaremos
como F-Set.

Proposición 5.12. Consideremos F como una categoría discreta. Entonces
la categoría de diagramas Dg(F,Set) es isomorfa a la categoría F-Set.

Demostración. Primero observemos que, como F es una categoría discreta,
un funtor F → Set esta caracterizado por sus valores en los objetos de F.
Ahora, dado un F-conjunto ∆ existe un único funtor ∆: F → Set el cual
manda H a ∆H . Esto da una biyección entre los objetos de Dg(F,Set) y los
de F-Set.
Si tenemos una función f : ∆ → ∆′ en F-Set, induce una colección de fun-
ciones fH : ∆H → ∆′H para cada H ∈ F. Como F es discreta, da origen a una
transformación natural entre los funtores ∆: F → Set y ∆′ : F → Set, por
lo tanto, a un morfismo en Dg(F,Set). �

Definición 5.13. Un F-conjunto ∆′ es un F-subconjunto de un F-conjunto
∆ si ∆H ⊂ ∆′H para todo H ∈ F.

Definición 5.14. Sea M un módulo de Bredon, denotamos su F-conjunto
adyacente por M y esta dado por sus H-componentes MH := M(G/H).

De esta forma podemos definir un funtor olvidadizo

U : OFG-Mod→ F-Set

el cual manda módulos de Bredon a sus F-conjuntos adyacentes. Diremos
que un F-conjunto X es F-subconjunto de un módulo de Bredon M , si es un
F-subconjunto de UM .
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Definición 5.15. Sea M un módulo de Bredon y X un F-subconjunto de
M . El más pequeño de los submódulos deM que contiene a X esta denotado
por 〈X〉 y es llamado el submódulo de M generado por X. Si M = 〈X〉
decimos que M es generado por X.

Lema 5.16. Sea K ∈ F fijo y consideremos el módulo de Bredon derecho
Z[HomG(_, G/K)]. Entonces el F-subconjunto ∆ de Z[HomG(_, G/K)] da-
do por

∆H =

{Id} si H = K,

∅ en otro caso

genera a Z[HomG(_, G/K)].

Demostración. Denotaremos por M el submódulo de Z[HomG(_, G/K)] ge-
nerado por ∆, sabemos, por definición, que M(G/H) es un subgrupo de
Z[HomG(G/H,G/K)] para cada H ∈ F. Sea ϕ ∈ HomG(G/H,G/K), como
∆ genera a M se cumple que Id ∈ M(G/K) y como M(ϕ) : M(G/K) →
M(G/H) tenemos que M(ϕ)(Id) = Id ◦ ϕ = ϕ, es decir, ϕ ∈M(G/H) y así
Z[HomG(G/H,G/K)] es un subgrupo de M(G/H) para cada H ∈ F. �

Lema 5.17. Sea K ∈ F fijo y sea M un módulo de Bredon derecho. Entonces
M(G/K) es un módulo sobre Z[HomG(G/K,G/K)].

Demostración. Como M(G/K) es un grupo abeliano, basta con que defi-
namos un producto escalar de [HomG(G/K,G/K)] en M(G/K), para es-
to observemos que, dada ϕ ∈ [HomG(G/K,G/K)], como M es un fun-
tor contravariante induce M(ϕ) : M(G/K) → M(G/K), así podemos de-
finir el producto escalar [HomG(G/K,G/K)] ×M(G/K) → M(G/K) por
(ϕ,m) 7→M(ϕ)(m). �

Observación 5.18. Claramente Z[HomG(G/K,G/K)] es un módulo sobre
sí mismo con el producto escalar dado por la composición.

Lema 5.19. Sean K ∈ F fijo y M un módulo de Bredon derecho. Entonces
existe un isomorfismo entre Hom(Z[HomG(_, G/K)],M) y M(G/K).

Demostración. Sea f ∈ Hom(Z[HomG(_, G/K)],M), como f es una trans-
formación natural existe fK : Z[HomG(G/K,G/K)]→M(G/K), por lo que
podemos definir eK : Hom(Z[HomG(_, G/K)],M)→M(G/K) por eK(f) =
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fK(IdG/K).
Sea m ∈ M(G/K) definimos φ : Z[HomG(G/K,G/K)] → M(G/K) co-
mo un Z[HomG(G/K,G/K)]-homomorfismo de módulos tal que φ(Id) =
m, es decir, para cualquier otro ϕ ∈ Z[HomG(G/K,G/K)] tenemos que
φ(ϕ) = φ(ϕ ◦ Id) = ϕφ(Id) = ϕm. Lo siguiente es extender a φ a una
f : Z[HomG(_, G/K)] → M , para esto, sea λ ∈ Z[HomG(G/H,G/K)] en-
tonces Z[HomG(λ,G/K)](Id) = Id ◦ λ = λ por lo que podemos definir,
para cada H ∈ F, fH : Z[HomG(G/H,G/K)]→M(G/H) dado por fH(λ) =
M(λ)(φ(Id)). Así, definimos e−1

K : M(G/K)→ Hom(Z[HomG(_, G/K)],M)
dado por e−1

K (m) = f construida como antes. �

Teorema 5.20. El funtor olvidadizo U : OFG-Mod→ F-Set tiene un adjun-
to izquierdo F : F-Set→ OFG-Mod dado por F∆ = ∐

x∈∆ Z[HomG(_, ϕ(x))].

Demostración. Vamos a definir el funtor F para F-conjuntos que sólo con-
tienen un punto, es decir, sea ∆ el F-conjunto dado por ∆K = {∗} y ∆H = ∅
para H 6= K. Definimos F∆ := Z[HomG(_, G/K)] e identificamos ∆ con el
F-conjunto que genera a Z[HomG(_, G/K)] dado en el Lema 5.16. Queremos
probar que, para cualquier módulo de Bredon derecho M se cumple que

Hom(Z[HomG(_, G/K)],M)] ∼= Hom(∆, UM)

Pero, ya que ∆ consiste de un sólo punto, se tiene que Hom(∆, UM) ∼=
M(G/K) y por el Lema 5.19 tenemos el resultado.
Para definir el funtor F en un F-conjunto arbitrario ∆ usaremos el hecho de
que ∆ = ∐

x∈∆ ∆x donde cada ∆x consiste de un sólo punto, así, definimos
F∆ = ∐

x∈∆ F∆x y tenemos que

Hom(F∆,M)] ∼=
∏
x∈∆

Hom(F∆x,M)]

∼=
∏
x∈∆

Hom(∆x, UM)

∼= Hom(∆, UM).

Por lo que F es el adjunto izquierdo de U . �

Observación 5.21. La inclusión canónica de ∆ = (∆, ϕ) en F∆ está dada
por

x 7→ Id ∈ (F∆x)(G/ϕ(x)).
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Definición 5.22. Sea M un módulo de Bredon derecho y sea B un F-
subconjunto de M . Decimos que M es libre con base B si FB ∼= M .

Teorema 5.23. Sea G un grupo y F una familia de subgrupos de G. Entonces
tenemos un funtor covariante Z[HomG(_,_)] de la categoría de representa-
ciones por permutaciones a la categoría Mod-OFG. Los módulos de Bredon
libres, son aquellos en los que F(X) ⊂ F.

Demostración. Sea (G,X) una representación por permutaciones, definimos
el módulo de Bredon Z[HomG(_, X)] := ∐

Gx∈F(X) Z[HomG(_, G/Gx)] y gra-
cias al Teorema 5.20 y a la Observación 5.21 cada Z[HomG(_, G/Gx)] es libre
si y sólo si Gx ∈ F. �

5.3. Producto tensorial de familias
SeanM un módulo de Bredon derecho y N un módulo de Bredon izquier-

do, sea P el grupo abeliano definido por

P :=
∐
H∈F

M(G/H)
⊗
Z
N(G/H)

y sea Q el subgrupo de P generado por los elementos de la forma

M(ϕ)(m)⊗ n−m⊗N(ϕ)(n)

donde m ∈M(G/H), n ∈ N(G/K), H,K ∈ F y ϕ ∈ HomG(G/K,G/H).

Definición 5.24. El producto tensorial sobre F de M y N denotado por
M
⊗

FN está dado por

M
⊗
F

N = P/Q

Claramente _⊗F _ : Mod-OFG × OFG-Mod → Ab es un bifuntor cova-
riante. Además, el funtor _⊗FN : Mod-OFG → Ab tiene un adjunto dere-
cho el cual denotaremos por HomF(M,_), este funtor le asigna a cada OFG
módulo izquierdo N el grupo abeliano HomF(M,N) formado por todas las
transformaciones naturales de M a N .
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Teorema 5.25. Sean G un grupo, F y F′ familias de subgrupos de G, A
un OFG-módulo derecho, B tanto un OFG-módulo izquierdo como un OF′G-
módulo derecho y C un OF′G-módulo derecho. Entonces existe un isomorfismo
de grupos abelianos

HomF′(A
⊗
F

B,C) ∼= HomF(A,HomF′(B,C)).

Demostración. Definimos φ : HomF′(A
⊗

FB,C) → HomF(A,HomF′(B,C))
el cual manda ϕ ∈ HomF′(A

⊗
FB,C) al morfismo φ(ϕ) : A→ HomF′(B,C)

dado por φ(ϕ)(a) : B → C el cual esta definido por φ(ϕ)(a)(b) = ϕ(a⊗b), así,
es fácil probar que φ es un homomorfismo de grupos abelianos. Observemos
que

Ker(φ) = {ϕ ∈ HomF′(A
⊗
F

B,C) : φ(ϕ)(a)(b) = ϕ(a⊗ b) = 0}

= {ϕ ∈ HomF′(A
⊗
F

B,C) : ϕ = 0}

por lo que φ es un monomorfismo. Además, sea ϕ′ ∈ HomF(A,HomF′(B,C))
definimos ϕ ∈ HomF′(A

⊗
FB,C) dada por ϕ(a⊗b) = ϕ′(a)(b) el cual cumple

φ(ϕ) = ϕ′, es decir, φ es un epimorfismo. �

Proposición 5.26. Sean G un grupo y F una familia de subgrupos de G.
Entonces HomF(ZF, AF) ∼= AF.

Demostración. Observemos que, cada transformación natural f : ZF → AF

está definida por fH : ZF(G/H)→ AF(G/H) para cada H ∈ F y en este caso
ZF(G/H) = Z y AF(G/H) = A por lo que existe una biyección

HomF(ZF, A)(G/H) ∼= HomZ(Z, A) ∼= A.

�

5.4. La resolución estándar
En esta sección construiremos una resolución para ZF semejante a la que

fue dada en la Sección 2.1.
Sean G un grupo y F una familia de subgrupos de G, denotamos por

CF
n(G) al módulo de Bredon derecho Z[HomG(_,∆n)] : OFG → Ab donde
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∆n = {(g0H0, ..., gnHn) : gi ∈ G,Hi ∈ F}. Sean además los homomorfismos
di : ∆n → ∆n−1 donde

di(g0H0, ..., giHi, ..., gnHn) = (g0H0, ..., ĝiHi, ..., gnHn)

donde ĝH denota omisión, estos homomorfismos inducen un morfismo en mó-
dulos de Bredon d∗i : CF

n(G)→ CF
n−1(G) y así podemos definir los morfismos

∂n : CF
n(G)→ CF

n−1(G) por ∂n = ∑n
i=0(−1)id∗i .

Proposición 5.27. Sean G un grupo, F una familia de subgrupos de G.
Entonces ∂n ◦ ∂n+1 = 0.

Además podemos definir el morfismo aumentación ε : X → {∗} como
ε(gH) = ∗ el cual induce el morfismo de módulos de Bredon

ε∗ : CF
0(H)→ Z[HomG(_, {∗})] = ZF.

Definición 5.28. La sucesión

· · · ∂n+1// CF
n(G) ∂n // · · · ∂2 // CF

1(G) ∂1 // CF
0(G) ε // ZF

// 0 ,

es la resolución estándar del módulo de Bredon ZF y la denotaremos por
CF
•(G).

Definición 5.29. Una resolución de módulos de Bredon es acíclica si existe
una homotopía entre el morfismo 0 y el morfismo Id.
Teorema 5.30. La resolución estándar de ZF es acíclica.

Demostración. Basta con probar que, la sucesión evaluada en cualquier ob-
jeto G/H es acíclica, es decir, que la sucesión

· · · ∂r+1−−→ Z[HomG(G/H,∆n)] ∂r−→ · · · ∂2−→ Z[HomG(G/H,∆1)]
∂1−→ Z[HomG(G/H,∆0)] ε−→ Z→ 0

tiene una homotopía entre el morfismo 0 y el morfismo Id. Para esto definimos
los morfismos sn : ∆n → ∆n+1 y s−1 : {∗} → ∆0 dados por

sn(g0H0, ..., gnHn) := (H, g0H0, ..., gnHn)

y

s−1(∗) = (H)

los cuales es fácil probar que inducen la homotopía buscada. �
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Proposición 5.31. Sea F es una familia semi-completa. Entonces la reso-
lución estándar de ZF es libre.

Demostración. Dado (g0H0, ..., gnHn) ∈ ∆n, su estabilizador esta dado por

G(g0H0,...,gnHn) = g0H0g
−1
0 ∩ ... ∩ gnHng

−1
n

y si F es semi-completa, entonces G(g0H0,...,gnHn) ∈ F, es decir, F(∆n) ⊂ F, y
así, por el Teorema 5.23 cada Z[HomG(G/H,∆n)] es libre. �

Definición 5.32. Sean G un grupo, F una familia de subgrupos de G y A
un OFG-módulo izquierdo. La (co)homología de Bredon de G respecto a
F con coeficientes en A se define como

HF
n(G;A) = Hn(CF

•(G)
⊗
F

A),

Hn
F (G;A) = Hn(HomF(CF

•(G), A)).

5.5. Resolución topológica de Bredon
Para esta sección, usaremos los resultados del Capítulo 4, en particular,

dados un grupo G y F una familia de subgrupos de G, tomaremos el G-
CW-complejo Es

FG. Sea ∆′ el conjunto de las n-celdas de Es
FG, definimos

los OFG-módulos derechos Cn(Es
FG) = Z[HomG(_,∆′n)] y los morfismos

∂n : Cn(Es
FG)→ Cn−1(Es

FG) por ∂n = ∑n
i=0(−1)id∗i con d∗i el inducido por el

operador cara definido en el Teorema 4.14. Denotamos al complejo formado
por los OFG-módulos Cn(Es

FG) y por los morfismos ∂n por C•(Es
FG).

Proposición 5.33. El complejo C•(Es
FG) coincide con CF

•(G).

Demostración. Gracias al Teorema 4.14 ∆n = ∆′n con ∆n = {(g1H1, ..., gnHn :
gi ∈ G,Hi ∈ F} por lo que Cn(Es

FG) = CF
n(G) y nuevamente por el Teorema

4.14, ∂n = ∂n. �

Observación 5.34. Gracias al Teorema 5.4 tenemos que Cn(Es
FG)(G/H) ∼=

Z[∆H
n ] = Cn((Es

FG)H) donde (Es
FG)H es el CW-complejo obtenido con el

conjunto de invariantes relativo a H.

Teorema 5.35. Sean G un grupo y F una familia semi-completa de subgru-
pos de G. Entonces tenemos un isomorfismo C•(Es

FG)⊗F ZF
∼= C•(Bs

FG) de
complejos de cadenas.

74



Demostración. Sea P : Es
FG → Bs

FG la proyección, restringiendola obtene-
mos las funciones PH : (Es

FG)H → Bs
FG para cada H ∈ F , estas inducen

homomorfismos P ∗H : Cn((Es
FG)H) → Cn(Bs

FG) para cada H ∈ F. Así tene-
mos el homomorfismo

P ∗ :
∐
H∈F

Cn((Es
FG)H)→ Cn(Bs

FG)

el cual cumple que para cualquier n-celda e ∈ (Es
FG)H y para cualquier

g ∈ G, P ∗(e) = P ∗(ge). Observemos que, si damos una n-celda [e] ∈ Cn(Bs
F),

su estabilizador G[e] pertenece a F por lo que es una proyección de la celda
e ∈ (Es

FG)G[e] , es decir, P ∗ es un epimorfismo.
Ahora, por definición tenemos que

C•(Es
FG)

⊗
F

ZF = (
∐
H∈F

Cn((Es
FG)H)

⊗
Z

Z)/T = (
∐
H∈F

Cn((Es
FG)H))/T

con

T := 〈ϕ∗(a)− a : a ∈ Cn((Es
FG)H), ϕ ∈ HomG(G/K,G/H)〉

por lo que vamos a probar que Ker(P ∗) = T .
Primero probemos que T ⊆ Ker(P ∗), sea x ∈ T un generador de T , entonces
tiene la forma x = ϕ∗(a)− a con a ∈ Cn(Bs

FG), debido a que P ∗ abre sumas
y saca escalares podemos suponer que a es una n-celda y así P ∗(ϕ∗(a)−a) =
P ∗(ga− a) = P ∗(ga)− P ∗(a) = 0.
Ahora vamos a probar que Ker(P ∗) ⊆ T , sea x ∈ Ker(P ∗) entonces x =∑n
i=0 niai con ni ∈ Z y ai n-celdas. Podemos tomar r órbitas, A1,...,Ar en

Es
F de tal forma que x = x1 + · · · + xn con xj = ∑kj

i=0 ni,jai,j donde ai,j
son n-celdas que pertenecen a la misma órbita Aj y ai,j ∈ XHi,j para algún
Hi,j ∈ F, claramente P∗(x) = 0 si y sólo si P∗(xj) = 0 para cada j = 1, ..., r
por lo que basta probar que cada xj ∈ T . Con el fin de facilitar la notación
tomamos un xj particular y nos olvidamos del subíndice j, es decir tomaremos
x = ∑k

i=1 niai con ai n-celdas en la misma órbita, con esto, podemos encontrar
gi de tal forma que ai+1 = giai. Definimos Ki = Hi ∩ giHig

−1
i , como F es

semi-completa tenemos que Ki ∈ F y además g−1
i Kigi es un subgrupo de Hi

por lo que existe ϕi : G/Ki → G/Hi tal que ϕ(Ki) = giHi, así, ϕ∗i (ai) = giai.
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Definimos ahora si = n1 + · · ·ni y observemos que
x = ni(a1 − a2) + (n1 + n2)a2 + n3a3 + · · ·nkak

= si(a1 − g1a1) + s2(a2 − a3) + (s2 + n3)a3 + n4a4 + · · ·nkak

=
k−1∑
i=1

si(ai − giai) + skak

=
k−1∑
i=1

si(ai − ϕ∗i (ai)) + skak,

además como 0 = P ∗(x) = ∑k
i=1 niP

∗(ai) = ∑k
i=1 niP

∗(a1) = skP
∗(a1) en-

tonces sk = 0 y así x = ∑k−1
i=1 si(ai − ϕ∗i (ai)), es decir, x ∈ T . �

Corolario 5.36. Sean G un grupo, F una familia semi-completa de subgrupos
de G y A un G-módulo. Entonces tenemos un isomorfismo

C•(Es
FG)

⊗
F

AF
∼= C•(Bs

FG)
⊗
Z
A

de complejos de cadenas.
Demostración. La prueba es semejante a la prueba del Teorema 5.35 susti-
tuyendo P ∗ por

P ∗ :
∐
H∈F

Cn((Es
FG)H)

⊗
Z
A→ Cn(Bs

FG)
⊗
Z
A.

�

Los siguientes dos Teoremas son la conexión entre la homología de repre-
sentaciones por permutaciones y la homología de Bredon.
Teorema 5.37. Sean G un grupo y F una familia semi-completa de subgrupos
de G. Entonces

HF
n(G;A) ∼= Hn(Bs

FG;A),
Hn

F (G;A) ∼= Hn(Bs
FG;A).

Demostración. El primer isomorfismo es directo del Corolario 5.36, para el
segundo isomorfismo observemos que

HomZ(Cn(Bs
FG), A) ∼= HomF(Cn(Es

FG)
⊗
F

ZF, AF)

∼= HomF(Cn(Es
FG), HomF(ZF, AF))

∼= HomF(Cn(Es
FG), AF)

gracias a el Teorema 5.25 y a la Proposición 5.26. �
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Teorema 5.38. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
módulo. Entonces

HF(X)
n (G;A) ∼= Hn(G,X;A), (5.1)

Hn
F(X)(G;A) ∼= Hn(G,X;A). (5.2)

Demostración. Aplicando los Teoremas 5.37 y 4.19 tenemos el resultado. �

77



Capítulo 6

Ejemplos

En este capítulo se dan algunos cálculos sencillos de la homología para
algunas representaciones por permutaciones. Se busca también resaltar las
ventajas y desventajas que tienen algunas de las teorías vistas anteriormente
al momento de realizar los cálculos.

6.1. Acciones sobre el círculo
Consideremos el círculo S1 = {e2πit : t ∈ R} y Cn = {e2πim/n : 0 ≤ m ≤

n − 1} el grupo cíclico con n elementos. Los siguientes dos ejemplos tienen
como objetivo usar directamente la definición dada por Bredon para calcular
la homología de representaciones por permutaciones.

Ejemplo 6.1. Consideremos la acción de C2 = {−1, 1} en S1 dada por

1 · e2πit = e2πit

y
−1 · e2πit = −e2πit,

es decir, la acción antipodal. Observemos que (C2)x = {0} para todo x ∈ S1

por lo que F(S1) = {{0}}. Siguiendo la construcción dada en la Sección 5.4
tenemos que

CF(S1)
n (C2) = Z[HomZ2(_,∆n)]

donde
∆n = {(g0, ..., gn) : gi ∈ C2}.
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Al aplicar la definición de producto tensorial de familias tenemos

CF(S1)
• (C2)

⊗
F(S1)

ZF = P/Q

con
P = Z[HomC2(C2,∆n)]

⊗
Z

Z = Z[∆n]
⊗
Z

Z

y Q el subgrupo de P generado por los elementos de la forma

(n · x)⊗ y − x⊗ y

donde x ∈ Z[∆n], y ∈ Z, y n ∈ C2. Es decir, P/Q = Z[∆n]⊗Z2 Z. Así,
concluimos que

Hn(C2, S
1;Z) = HF(S1)

n (C2;Z) = Hn(Z[∆•]
⊗
C2

Z) = Hn(C2;Z).

En otras palabras, la homología de representaciones por permutaciones coin-
cide con la homología de grupos clásica para C2.

De la misma manera obtenemos que

HomF(CF(S1)
• (C2),ZF) = HomF(Z[HomC2(_,∆n)],ZF) = HomZ[G](Z[∆•],Z)

por lo que

Hn(C2, S
1;Z) = Hn

F(S1)(C2;Z) = Hn(HomZ[G](Z[∆∗],Z)) = Hn(C2;Z).

Es decir, la cohomología de representaciones por permutaciones coincide con
la cohomología de grupos clásica para C2.

Ejemplo 6.2. Consideremos la acción de Cn en S1 dada por

e2πim/n · e2πit = e2πi(t+m/n)

donde 0 ≤ m ≤ n − 1, es decir, la acción que rota el círculo. Al igual que
en el ejemplo 6.1 obtenemos que F(S1) = {{0}} y siguiendo nuevamente la
construcción dada en la Sección 5.4 tenemos

CF(S1)
• (Cn)

⊗
F(S1)

Z = P/Q
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donde
P = Z[HomCn(Cn,∆r)]

⊗
Z

Z = Z[∆r]
⊗
Z

Z

y Q es el subgrupo de P generado por los elementos de la forma

(m · x)⊗ y − x⊗ y

con x ∈ Z[∆r], y ∈ Z, y m ∈ Cn. Es decir, P/Q = Z[∆r]
⊗

Cn
Z. Con lo que

podemos concluir que

Hr(Cn, S1;Z) = HF(S1)
r (Cn;Z) = Hr(Cn,Z).

Con un procedimiento semejante podemos concluir que

Hr(Cn, S1;Z) = Hr
F(S1)(Cn;Z) = Hr(Cn,Z).

Los ejemplos anteriores tenían la propiedad de que Gx = 0 para cada
x, lo que simplificaba los cálculos, por otro lado, el siguiente ejemplo tiene
estabilizadores no triviales por lo que tratar de usar la definición de Bredon
puede ser muy complicado.

Ejemplo 6.3. Consideremos la acción de Z en S1 dada por

m · e2πit = e2πi(t+m/2).

En este caso (Z)x = 2Z para cada x ∈ S1. Consideremos ahora la función de
representaciones por permutaciones

θ = (ϕ, IdS1) : (Z, S1)→ (Z2, S
1),

donde ϕ es la proyección al cociente usual con Ker(ϕ) = 2Z. De los Corola-
rios 2.20, 2.36 y de el echo de que C2 es isomorfo a Z2 se sigue que

Hn(Z, S1,Z) = Hn(C2, S
1,Z2Z),

Hn(Z, S1,Z) = Hn(C2, S
1,Z2Z).

Además, como la acción de C2 en Z es trivial, tenemos que Z2Z = Z = Z2Z

y por lo tanto

Hn(Z, S1,Z) = Hn(C2, S
1,Z) = Hn(C2,Z),

Hn(Z, S1,Z) = Hn(C2, S
1,Z) = Hn(C2,Z).
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6.2. Acciones sobre la esfera
Consideremos la esfera S2 = {x ∈ R3 : |x| = 1}. Los siguientes dos

ejemplos son una aplicación trivial de los Teoremas 2.13 2.29.

Ejemplo 6.4. Consideremos la acción de Cn sobre S2 dada por la rotación
sobre la linea que une los puntos (0, 0, 1) y (0, 0,−1) con un angulo de 2π/n.
Observemos que (Cn)(0,0,1) = (Cn)(0,0,−1) = Cn es decir, la acción tiene dos
puntos fijos, por el Teorema 2.13 tenemos que

Hr(Cn, S2;Z) = 0

para r ≥ 1 y por el Teorema 2.26 tenemos que

H0(Cn, S2;Z) = Z,

ya que la acción de Cn es trivial en Z. Además, por el Teorema 2.29 tenemos
que

Hr(Cn, S2;Z) = 0

para r ≥ 1.

Ejemplo 6.5. Consideremos la acción de Z sobre S2 dada por la rotación
sobre la linea que une los puntos (0, 0, 1) y (0, 0,−1). Al igual que en el
ejemplo anterior (Z)(0,0,1) = (Z)(0,0,−1) = Z por lo que podemos concluir que

Hn(Z, S2;Z) = 0

para n ≥ 1 y por el Teorema 2.26 tenemos que

H0(Z, S2,Z) = Z

ya que la acción de Zn es trivial en Z. Además, nuevamente por el Teorema
2.29 tenemos que

Hr(Z, S2;Z) = 0

para r ≥ 1.
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6.3. Acciones de grupos amalgamados sobre
árboles

El siguiente es un ejemplo de homología de Bredon en el cual la familia es
no trivial. Dados tres grupos G1, G2 y A y dos homomorfismos f1 : A→ G1
y f2 : A → G2 denotaremos por G1 ∗A G2 al producto amalgamado de G1 y
G2 a travez de A. En el Capítulo 1 de [19] puede encontrarse la definición
concreta del producto amalgamado.

Definición 6.6. Un árbol es una gráfica conexa en la cual cualesquiera dos
vértices están unidos por un sólo camino.

Además usaremos los siguientes resultados.

Teorema 6.7. [19, Capítulo 4, Teorema 7] Sea G = G1 ∗A G2. Entonces
existe un árbol T con las siguientes propiedades:

G actúa en T .

T/G es un intervalo con punto inicial P y punto final Q.

T/G es homeomorfo a una subgráfica de T .

Los estabilizadores del intervalo (pensado como subgráfica de T ) son
GP = G1, GQ = G2 y Gy = A para cualquier y en el intervalo diferente
de P y Q.

En particular, el Teorema 6.7 dice que la acción de G en el árbol T esta
totalmente determinada por el homeomorfismo de T/G con una subgráfica
de T .

Teorema 6.8. [19, Capítulo 4,Corolario del Teorema 8] Sea G = G1 ∗A G2.
Entonces cada subgrupo finito de G esta contenido en un conjugado de G1 o
G2.

Teorema 6.9. Sea G = G1 ∗A G2 con G1, G2 finitos y A = {1}. Entonces
T es un modelo para el espacio clasificante de la familia Ffin(G).

Demostración. Usaremos el Teorema 4.13. Como T es un árbol con una
acción de G, T es un G-CW -complejo. Por el Teorema 6.7 tenemos que
Gx = {1} si x no es un vértice de T y si x es un vértice de T tenemos que
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Gx es G1, G2 o alguno de sus conjugados, es decir Gx ∈ Ffin(G). Sólo falta
probar que XH con H ∈ F es débilmente contraíble. Si H = {1} tenemos
que TH = T el cual, por ser un árbol, es débilmente contraíble. Si H es
distinto de la identidad, como es un subgrupo finito de G, por el Teorema
6.8 H esta contenido en un conjugado de G1 o G2 los cuales sólo dejan fijos
los vértices de T , es decir TH ⊂ V donde V denota los vértices de T , así TH
es débilmente contraíble. �

Teorema 6.10. Sea Sea G = G1 ∗A G2 con G1, G2 finitos y A = {1}.
Entonces

HFF in
n (G;Z) = 0,

Hn
FF in

(G;Z) = 0.

si n ≥ 1 y

HFF in
0 (G;Z) = Z,

H0
FF in

(G;Z) = Z.

Demostración. Por el Teorema 5.37 tenemos que

HFF in
n (G;Z) ∼= Hn(BFfin

G;Z),
Hn

FF in
(G;Z) ∼= Hn(BFF in

G;Z),

además, por los Teoremas 6.9 y 6.7 tenemos que BFfin
G = T/G, el cual es

un intervalo. �

Observación 6.11. Un producto amalgamado de grupos G = G1 ∗A G2
puede tener una infinidad de subgrupos finitos incluso siG1 y G2 son finitos.
Por ejemplo, si tomamos a C2 = 〈a : a2 = 1〉 tenemos G = C2 ∗{1} C2. Los
subgrupos generados por las palabras aba, bab, ababa, babab, abababa, etc.
son grupos de orden 2.
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