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Prefacio

La (co)homologia de grupos se ha convertido en un tema clasico de estudio
y a través del tiempo, se han desarrollado diferentes métodos para su estudio;
el enfoque topoldgico, el de la resolucion estandar y el de los funtores deriva-
dos. Un problema natural es tratar de definir una (co)homologia “relativa”,
es decir, una (co)homologia para una pareja (G, H) con G un grupo y H un
subgrupo de G no necesariamente normal. En 1953 Ian T. Adamson (1928-
2010) defini6 en [1] una teoria de (co)homologia relativa para subgrupos no
normales; la cual uso en la teorfa de cuerpos de clases. Esta (co)homologia
se construye con los cocientes G/H con G un grupo y H un subgrupo de
G y coincide con la (co)homologia clésica en el caso en que H = {1} con 1
la identidad de G. Otra (co)homologia relativa fue desarrollada por Satoru
Takasu en 1957, esta teoria difiere de la teoria desarrollada por Adamson,
para més detalles sobre estas teorias puede consultarse [2]. Por otra par-
te, Gerhard Hochschild (1915-2010) en 1956, siguiendo el trabajo de Henri
Cartan (1904-2008) y Samuel Eilenberg (1913-1998) en [7], define en [12] el
Algebra Homoldgica Relativa basandose en los funtores Tor v Ext relativos.
Hochschild menciona en su articulo que el funtor Ext relativo coincide con la
definicién de cohomologfa dada por Adamson. En 1975 el Algebra Homoldgi-
ca Relativa es definida de forma totalmente categérica en [16] por Saunders
Mac Lane (1909-2005) basandose en el articulo de Hochschild.

Una vez definida la (co)homologia relativa, cada enfoque comenzé a gene-
ralizarse. Ernst Snapper (1913-2011) en 1964 observé que el punto importante
en la (co)homologia de Adamson fue la accién del grupo G en el cociente G/H
por lo que definié la (co)homologia de representaciones por permutaciones
para un grupo G y un G-conjunto X en [20], en este mismo articulo Snapper
construy6 una sucesién espectral que relaciona la (co)homologia de grupos
clasica con la (co)homologia de representaciones por permutaciones.

Mac Lane en [16] define una (co)homologia de sucesiones exactas propias,
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la cual, es una generalizacion de la (co)homologia relativa dada por Hoschild.
En 1997, buscando extender la definicién de (co)homologia relativa y usando
la (co)homologia de sucesiones exactas propias, Brita E.A. Nucinkis define
una (co)homologia para G-conjuntos en [17].

La definicién topoldgica fue dada por James V. Blowers en [4], el extiende
la definicion de un espacio clasificante para un grupo a un espacio clasificante
para una representaciéon por permutaciones arbitraria y con esto prueba que
la (co)homologia de representaciones por permutaciones dada por Snapper
coincide con la (co)homologia de su espacio clasificante.

Un enfoque categoérico totalmente diferente fue dado por Glen E. Bredon
(1932-2000), en 1967, él desarrollo una teoria de (co)homologias equivariantes
en [5].

El propoésito general de esta tesis es mostrar que los grupos de (co)homolo-
gia dados por Ernst Snapper en [20], por Brita E.A. Nucinkis en [17], James
V. Blowers en [4] y por Glen E. Bredon en [5] coinciden. Para esto, veremos
cada una de estas teorias por separado.

En el Capitulo 1 se dan las bases necesarias para el resto de los capitulos.

En el Capitulo 2 se definen los grupos de (co)homologia de representa-
ciones por permutaciones siguiendo el articulo de Snapper [20] y algunos
resultados que relacionan esta (co)homologia con la (co)homologia clésica de
grupos.

En el Capitulo 3 se definen los funtores Tor y Ext relativos a la familia
de estabilizadores, se demuestra que estos funtores coinciden con los grupos
de (co)homologia de representaciones por permutaciones del Capitulo 1 y
coinciden ademés con los grupos de (co)homologia definidos por Nucinkis en
[17].

En el Capitulo 4 se define el espacio clasificante para una familia de
subgrupos de un grupo, y se prueba que la (co)homologia de este espacio
clasificante coincide con las (co)homologias definidas anteriormente.

En el Capitulo 5, se introduce la teoria de médulos de Bredon y la
(co)homologia equivariante de Bredon. Nuevamente se muestra que esta (co)homologia
coincide con las anteriores.

Por 1ltimo, en el Capitulo 6 se dan algunos calculos de la homologia de
representaciones por permutaciones.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo contiene algunas de las definiciones y resultados que seran
de gran utilidad para los siguientes capitulos.

La seccién 1.1 contiene resultados basicos de G-conjuntos, se definen ade-
mas acciones, érbitas y estabilizadores. Algunas referencias generales sobre
éstos temas son [8] y [3].

En la seccion 1.2 se definen las representaciones por permutaciones y se
da una biyeccién entre éstas ultimas y las acciones de grupos.

La seccion 1.3 introduce los G-moédulos y su relacion con las representa-
ciones por permutaciones.

Dos nociones basicas durante el estudio de la homologia son el producto
tensorial y el grupo de homomorfismos, estos seran definidos en la seccion
1.4.

La seccién 1.5 contiene las definiciones de invariantes y coinvariantes,
ademas de resultados que los relacionan con el producto tensorial y el grupo
de homomorfismos de G-mddulos.

1.1. (G-conjuntos

Definicién 1.1. Sea X un conjunto y G' un grupo. Decimos que X es un
GG-conjunto si existe una funcion a: Gx X — X, llamada accién, denotada
por a(g,x) = gx con las siguientes propiedades:

» Para todo z € X se tiene 1z = z donde 1 denota la identidad en G.

» Para todo g,h € Gy x € X se tiene g(hx) = (gh)x.



Definicién 1.2. Sean X; y X3 G-conjuntos. Un G-morfismo de X; a X,
es una funcion f: X; — X, la cual cumple f(gz) = ¢gf(z) para todo g € G
yx € X1~

Definiciéon 1.3. Sean X; y X5 G-conjuntos. Un G-isomorfismo de X; a
X5 es un G-morfismo en el cual la funcién f: X; — X5 es una biyeccion.

Definicién 1.4. Sea X un G-conjunto. La G-6rbita de x o simplemente la
6rbita de z se define como O, = {gz : g € G}.

Observacién 1.5. La 6rbita de x es, en general, un subconjunto de X pero
podemos restringir la accién de G en X a una acciéon de G en O, lo cual le
da estructura de G-conjunto.

Proposicién 1.6. Sea X un G-conjunto. La relacion x ~ y si y solo si
y € O, es una relacion de equivalencia.

Demostracion.

» Reflexividad: claramente = € O, ya que x = 1x.

= Simetria: si y € O, tenemos que y = gx para algin g € GG, por lo tanto
r=glyyasiz €O,

» Transitividad: siy € O, y 2 € O, tenemos que y = g1 y z = goy para
algunos g1 y g2 en GG, entonces z = g1z y asi z € O,.

Definicién 1.7. Sea X un G-conjunto. El estabilizador de x se define
como G, ={g € G: gx = x}.

Proposicién 1.8. Sea X un G-conjunto. Entonces G, es un subgrupo de G
para cada x € X.

Demostracion. Sean x € X fijay g,h € G, como g € G, tenemos que
gx = x, multiplicando por ¢g~! en ambos lados obtenemos g~ 'z = z, adem4s,
como h € G, tenemos que hx = x y asi (gh)x = g(hx) = gx = x, es decir,
G, es cerrado bajo inversos y bajo productos por lo que es un subgrupo de

G. |

Definicién 1.9. Sea GG un grupo y H un subgrupo de G. Definimos el
conjunto de clases laterales de G médulo H como G/H = {gH :
para todo g € G}.



Podemos definir una acciéon de G en G/H como

GxG/H—G/H
(9,91 H) = (gg1)H

Donde gg; es el producto usual de elementos en G. De esta manera, G/H es
un G-conjunto.

Observacién 1.10. En general G/H no es un grupo, para eso es necesario
que H sea normal, pero siempre podemos darle estructura de G-conjunto atn
sin que H sea normal.

Dado un G-conjunto X podemos formar G-conjuntos G/G, para cada
reX.

Teorema 1.11. Sean X un G-conjunto y x € X fijo. Entonces existe un
G-isomorfismo O, = G/G,.

Demostracion. Definimos f: G/G, — O, como f(9G,) = gz, asi tenemos:

= Estda bien definido: sean g, g; dos representantes de la clase ¢G,, en-
tonces g1 = gg2 con g2 € Gy y ast f(q1Gs) = f(992G2) = ggox = gz =
f(9Ga).

= Es sobre: sea y € O,, entonces y = gx para alguna g € G y asi

y = f(9Ge).

» Es inyectivo: supongamos que f(g1G.) = f(92G.), entonces tenemos
que g1 = gox, en otras palabras que g; ‘g1 € G, v asi 1G, = §2G.

s BEs un G-morfismo:

f(919G2) = g192 = 91 f(9Ge).

Definicién 1.12. Sea X un G-conjunto. Decimos que la accién de G sobre
X es:

» Transitiva si O, = X para todo x € X.

» Libre (o libre de puntos fijos) si G, = 1 para todo = € X.
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» Regular si es transitiva y libre.
Corolario 1.13. Sea X un G-conjunto en el cual la accion de G sobre X es

» Transitiva: Entonces existe un G-isomorfismo G/G, = X para todo
re X.

w Libre: Entonces existe un G-isomorfismo G = O, para todo x € X.

» Regular: Entonces existe un G-isomorfismo G = X.

Definicién 1.14. Sea X un G-conjunto. Llamaremos accion diagonal a
la accion G x X™ — X™ definida por g - (z1,...,x,) = (g1, ...,92,) para
cualquier n > 2.

Proposicién 1.15. Sea X un G-conjunto que contiene dos o mds elementos
y sea n > 2. Entonces la accion diagonal de G en X™ no es transitiva.

Demostracion. Supongamos que la accién diagonal de G en X" es transi-
tiva, sean z,y € X con x # y entonces tomamos los elementos (z,...,x) y
(y,x,...,x) € X", por la transitividad existe g € G tal que g - (z,...,x) =
(y,x,...,x), por lo cual z = gx =y, lo que es una contradiccion. [ |

Proposiciéon 1.16. Sea X un G-conjunto y consideremos el G-conjunto
X" con la accion diagonal. Entonces Gg, .. 2,y = Gz N ... N Gy, para ca-
da (z1,...,2z,) € X"

Demostracién. Un elemento g € Gy, ... 2,) cumple que g(x1, . x,) =
(9x1, ..., gxn) = (21, ..., x,), lo que es equivalente a que g € G, N..NG,,. B

Corolario 1.17. Si la accion de G en un conjunto X es libre. Entonces la
accion diagonal de G en X™ es libre para cualquier n.

Demostracion. Si la accién de G es libre entonces G, = 1 para todo x € X
por lo que Gy, 0, = Gz, N ... NGy, = 1 para cualquier (v, ...,2,) € X"
asi, la accion diagonal en X" es libre. [ ]

1.2. Representaciones por permutaciones

Definicién 1.18. Sea X un conjunto no vacio, una permutacion de X es
una biyeccién s: X — X. Al conjunto de todas las permutaciones de X lo
denotaremos por Sx.



Podemos pensar a Sx como un grupo con la identidad dada por la funciéon
identidad de X y con la operacién de grupo dada por la composicién.

Definicién 1.19. Llamaremos a Sx el grupo de permutaciones de X.

Definicién 1.20. Sea GG un grupo. Una representacion por permuta-
ciones de G en el conjunto X, denotada por (G, X), es un homomorfismo

G—>Sx.

Definicién 1.21. Una representacion por permutaciones donde el homomor-
fismo G — Sx es un monomorfismo es llamada un grupo de permutacio-
nes.

Definicion 1.22. Sea (G, X) una representacién por permutaciones. El ker-
nel del morfismo G — Sx denotado por N(G, X) es llamado el kernel de
la representaciéon por permutaciones.

Dada una representacién por permutaciones (G, X), existe un homomor-
fismo de G/N (G, X) a Sx dado por el primer teorema de isomorfismo, por
lo que tenemos una representacién por permutaciones (G/N(G, X), X).

Observacién 1.23. La representacion por permutaciones (G/N(G, X), X)
es un grupo de permutaciones.

Definicién 1.24. El grupo de permutaciones (G/N (G, X), X) es llamado el
grupo de permutaciones asociado a la representacién por permu-
taciones (G, X).

Teorema 1.25. Eziste una biyeccion entre las acciones de G en X y las
representaciones por permutaciones de G en X.

Demostracion. Sea « una accion de G en X definimos a: G — Sx por
(a(g))(z) = a(g,x) = gx. Observemos que & es un homomorfismo:

(@(9192))(x) = (9192)7 = g1(g27) = g1((a(g2)) (7)) = (alg1)) o (a(g2)) (7).

Por otro lado, sea f: G — Sy una representacion por permutaciones. Defi-
nimos la accion f: G x X — X por f(g,2) = (f(g))(z) la cual satisface las
propiedades:

f(l,z) = (Id)(x) =z



f(g192,2) = (f(g192))(x) = (f(91) © f(g2))(x)

= [(91)(f(92, %)) = [ (91, f(g2, 7))

Ademés, se cumple que, dada una accion a de G en X

a(g, x) = (a(9))(z) = a(g, x)

y dada una representacién por permutaciones f: G — Sx

(f(9)(z) = f(g,2) = (f(9))(z)

es decir, las asignaciones anteriores son inversa una de la otra por lo que dan
la biyeccion buscada. |

Gracias a la biyeccion dada en el Teorema 1.25, podemos usar las pro-
piedades de accion de grupo en las representaciones por permutaciones, es
decir, dada una representacién por permutaciones (G, X) podemos pensar a
X como un G-conjunto y viceversa.

Observacién 1.26. Diremos que una representacion por permutaciones es
transitiva, libre o regular si la accién asociada a esta representacion es tran-
sitiva, libre o regular.

Teorema 1.27. Sea (G, X) una representacion por permutaciones y sea
alg,x) = gx su accion asociada. Entonces N(G,X) = {g € G : gr =
x para todo x € X}.

Demostracion. Por el Teorema 1.25, dado un elemento g € G le asociamos
el homomorfismo f;: X — X dado por f,(x) = gz, asi, los elementos g tales
que f, = Idx son los que cumple gr = x para todo z € X [ ]

Definicién 1.28. Sean (G, X) y (L,Y’) representaciones por permutaciones
y denotemos por gz la accién asociada a la representacién (G, X) y [ -y la
accion asociada a la representacion (L, Y'). Decimos que 6: (G, X) — (L,Y)
es un morfismo de representaciones si § = (¢, f), donde p: G — L es un
homomorfismo de grupos y f: X — Y es una funciéon que cumple la relacion
flgx) = ¢(g) - f(z). Si ¢ es un isomorfismo de grupos y f es una funcién
biyectiva decimos que 6 es una isomorfismo de representaciones.



Observacién 1.29. Si 0: (G,X) — (G,Y) es un homomorfismo de repre-
sentaciones que cumple 0 = (Idg, f), entonces recuperamos la Definicién 1.2
de G-morfismo entre X y Y con sus acciones asociadas respectivas.

Corolario 1.30. Sea (G, X) una representacién por permutaciones. Enton-
ces

NG, X)= () G..

zeX

Demostracion. Por el Teorema 1.27 sabemos que N(G,X) = {g € G : gz =
x para todo z € X} donde gz denota la accién asociada a la representacion
(G, X) y claramente {g € G : gz = x para todo z € X} = N,ex Ga. |

Observacién 1.31. Dada una representacion por permutaciones (G, X) y su
grupo de permutaciones asociado (G/N(G, X), X) existe un homomorfismo
de representaciones 6: (G, X) — (G/N(G, X), X) dado por § = (7, [dx) con
m: G — G/N(G, X) la proyeccién canénica.

1.3. G-modulos

Las siguientes definiciones de médulos se pueden encontrar en [18, Pag.
13]. Cada vez que mencionemos un anillo, nos estaremos refiriendo a un anillo
asociativo y con elemento unitario.

Definicién 1.32. Sea R un anillo. Un R-mdédulo izquierdo, es un grupo
abeliano M el cual tiene una multiplicacién escalar R x M — M denotada
por (r,m) — rm con las siguientes propiedades:

» Para todo r € Ry my,my € M se cumple r(my + mso) = rmy + rms.
» Para todo 71,79 € Ry m € M se cumple (ry + r9)m = rym + rom.
» Para todo 1,79 € Ry m € M se cumple (rir)m = r(ram).
= Para todo m € M y con 1 la identidad en R se cumple 1m = m.
En donde “4” denota la operacién de grupo abeliano en M.

Definicién 1.33. Sean M y N dos R-mdédulos izquierdos. Un R-homomor-
fismo de médulos es una funcion f: M — N con las siguientes propiedades:
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» Para todo my,my € M se cumple f(my +msg) = f(mq) + f(ma).
» Para todor € Ry m € M se cumple f(rm) =rf(m).

De la misma forma que se definié6 R-mddulo izquierdo se puede definir un
R-modulo derecho:

Definicién 1.34. Sea R un anillo. Un R-mdédulo derecho, es un grupo
abeliano M el cual tiene una multiplicacién escalar M x R — M denotada
por (m,r) — mr con las siguientes propiedades:

» Para todo r € Ry my,my € M se cumple (my + mg)r = myr + mar.
» Para todo 1,79 € Ry m € M se cumple m(ry + o) = mry + mrs.
» Para todo 1,79 € Ry m € M se cumple m(ryry) = (mry)rs.
= Para todo m € M y con 1 la identidad en R se cumple m1l = m.
En donde “4” denota la operacién de grupo abeliano en M.

Definicién 1.35. Sean M y N dos R-moédulos derechos. Un R-homomor-
fismo de médulos es una funcion f: M — N con las siguientes propiedades:

» Para todo my,mg € M se cumple f(my + ms) = f(my) + f(ma).
» Para todor € Ry m € M se cumple f(mr) = f(m)r.

Definiciéon 1.36. Sean M y N dos R-médulos izquierdos (respectivamente
derechos).

s Un R-monomorfismo de mddulos es un R-homomorfismo
f: M — N en el cual la funcion f es inyectiva.

» Un R-epimorfismo de médulos es un R-homomorfismo f: M — N
en el cual la funcién f es sobre.

» Un R-isomorfismo de médulos es un R-homomorfismo f: M — N
en el cual la funcién f es biyectiva.

Observacion 1.37. Si no existe riesgo de confusién nos referiremos a un
R-médulo izquierdo simplemente como un R-médulo.



Definicién 1.38. Sea X un conjunto. El grupo abeliano libre generado
por X denotado por Z[X]| se define como

ZIX) = P Za

zeX
con Zx = {zx : z € L}.

Observaciéon 1.39. Sea GG un grupo, en particular G' es un conjunto por lo
que tenemos el grupo abeliano libre Z[G], pero ademaés, ya que G tiene un
producto, podemos darle una estructura natural de anillo a Z|G].

Proposicién 1.40. Sea (G, X) una representacion por permutaciones. En-
tonces Z[X] es un Z|G]-mdédulo.

Demostracion. La accién de G en X define un producto escalar en Z[X] el
cual es facil probar que cumple todas las propiedades de Z[G]-m6dulo. N

Observacion 1.41. Si no existe riesgo de confusion nos referiremos a un
Z[G]-médulo simplemente como un G-médulo y a un Z[G]-homomorfismo
de médulos como un G-homomorfismo de modulos.

Proposicién 1.42. Sean ¢: G — L un homomorfismo de grupos y A un
L-médulo. Entonces A es un G-mddulo.

Demostracion. Definimos el producto escalar por G x A — A dado por
(g,a) — ga := p(g)a. Es facil probar que con este producto escalar A es un
G-modulo. |

Sea (G, X) una representacién por permutaciones, podemos pensar a
(G, X™) como una representaciéon por permutaciones con la accién asocia-
da dada por la accién diagonal y asi tenemos que Z[X"| es un G-médulo con
el producto escalar definido por la accién diagonal en X™.

Proposicién 1.43. Sea 0 = (@, f) un morfismo entre las representaciones
por permutaciones (G, X) y (L,Y). Entonces 0 induce un G-homomorfismo
de modulos f: Z|X"] — Z[Y"] definido en los generadores de Z[X"| por

flz,nx) = (f(x), ..., fz,)).

Demostracion. Sea 0 = (¢, f) donde ¢: G — L es un homomorfismo de
grupos y f: X — Y una funcién tales que f(gx) = ¢(g)f(x), por definicién
Z[Y"] es un L-moédulo, pero podemos darle estructura de G-médulo gracias
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a la Proposicién 1.42. Definimos f: Z[X"] — Z[Y"] en los generadores de
Z[X"] por f(z1,...,x.) = (f(x1), ..., f(2,)) ¥ la extendemos linealmente por
lo que f define un homomorfismo de grupos abelianos, sélo falta probar que
conmuta con el producto escalar

f(g(xb 7In)) =

=g
=g flxy,...,x,)
y asi f define un G-homomorfismo de médulos. [

Corolario 1.44. Sea 0 = (¢, f) un morfismo entre las representaciones por
permutaciones (G, X) y (L,Y) tal que f es biyectiva (respectivamente inyec-
tiva, sobre). Entonces el G-homomorfismo de mddulos Z[X"] — Z[Y"] es un
G-isomorfismo de mddulos (respectivamente monomorfismo, epimorfismo).

Demostracion. Aplicando la Definicién 1.36 en la Proposicion 1.43. [

1.4. Producto tensorial

Definicién 1.45. Sean R un anillo, A un R-mdédulo derecho, B un R-mddulo
izquierdo y G un grupo aditivo abeliano. Una funcién f: A x B — G es
llamada R-biaditiva si para todo a,a’ € A, b,b' € By r € R se cumple

fla+d',b) = f(a,b)+ f(d,b),
fla, b+ V) = f(a,b) + f(a,b),
f(ar,b) = f(a,rb).
Definicién 1.46. Sean R un anillo, A un R-médulo derecho y B un R-

modulo izquierdo. El producto tensorial de A y B sobre R es un grupo
abeliano, denotado por A @z B y una funcién R-biaditiva

h:AxB—>A®B
R

10



tal que, para cualquier grupo abeliano G y cualquier funciéon R-biaditiva
J: Ax B — @ existe un tinico homomorfismo de grupos abelianos
f: AQpr B — G el cual hace conmutar el siguiente diagrama

Ax B~ A®,B

|
\Vf

G.

Proposicién 1.47. Sean R un anillo, A un R-mddulo derecho y B un R-
modulo izquierdo. El producto tensorial de A y B sobre R siempre existe y
es unico.

Demostracion. Consideremos Z[A x B], el grupo abeliano libre generado por
A x By sea S el subgrupo de Z[A x B] generado por los elementos de la
forma

(a,b+V) — (a,b) — (a,b),
(a+d',b) — (a,b) — (a',b),
(ar,b) — (a,rd).

Definimos A ®pr B = Z[A x B]/S y denotamos la clase de (a,b) por a®b, es
decir, un elemento en A @p B se ve como combinacion lineal de elementos de
la forma a®b, asi, si tomamos h: Ax B — AQp B definida por h(a,b) = a®b
tenemos que h es R-biaditiva ya que

a®(b+b)=a®@b+axl,
(a+d)@b=a®b+d @b,
ar @b =a®rbd.

Consideremos el siguiente diagrama en el cual G es un grupo abeliano, i es
la inclusion, m es la proyeccion candnica y f es R-biaditiva

Ax B h AQpB
\ //
A\ Z[A x B] 7
! /
@ /
Y £
G



como Z[A x B] es abeliano libre con base A x B existe un homomorfis-
mo de grupos abeliano ¢: Z[A x B] — G tal que ¢(a,b) = f(a,b). Ade-
més S C Ker(y) ya que f es R-biaditiva y asi ¢ induce un homomorfismo
f: AQrB — G tal que

f<a®b) = gp(a,b) = f(a,b),

por lo que podemos escribir fh = f. La unicidad de f se da ya que A® rB
es generado por elementos de la forma a ® b. [

A continuaciéon daremos algunos otros resultados acerca del producto ten-
sorial, los cuales dejaremos sin demostracion, estos resultados pueden encon-
trarse en [18, Capitulo 2].

Teorema 1.48. [18, Teorema 2.48] Sea A un R-mddulo derecho. Entonces
AQpgr_ esun funtor covariante aditivo de la categoria de R-mdodulos izquier-
dos a la categoria de grupos abelianos.

Sea B un R-maodulo izquierdo. Entonces _ @p B es un funtor covariante adi-
tivo de la categoria de R-modulos derechos a la categoria de grupos abelianos.

Teorema 1.49. [18, Teorema 2.63] Sea A un R-mddulo derecho y sea

' p
B'—=B B" 0
una sucesion exacta corta de R-modulos izquierdos. Entonces

AQp B A®, B P AR, B — 0

es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Teorema 1.50. Sea B un R-mddulo izquierdo y sea

A s A A 0
una sucesion exacta corta de R-modulos derechos. Entonces

i®Idp p®ldp

ARXrB——AQrB——A"QrB——0
es una sucesion exacta de grupos abelianos.

En otras palabras, los Teoremas 1.49 y 1.50 dicen que los funtores ~ Qp B
y A®pr__ son ambos funtores exactos derechos.
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Teorema 1.51. [18, Teorema 2.56] Sean R un anillo, (A;)icr una familia
de R-mddulos derechos y B un R-mdodulo izquierdo. Entonces existe un iso-
morfismo de grupos abelianos
(D4)R5=>D (4® D)
iel R iel R
Ahora vamos a definir el grupo de homomorfismos, el cual cumple pro-
piedades duales a las de el producto tensorial.

Definicién 1.52. Sean R un anillo, A y B R-mdédulos izquierdos. Denotamos
al conjunto de R-homomorfismos entre A y B por Hompg(A, B).

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [18] por lo que se dejaran
sin demostracion.

Proposiciéon 1.53. [18, Lema 2.3] Sean R un anillo, A y B R-mddulos
izquierdos. Entonces Hompg(A, B) es un grupo abeliano.

Teorema 1.54. Sea A un R-mddulo izquierdo. Entonces Hompg(A, ) es un
funtor covariante aditivo de la categoria de R-modulos izquierdos a la cate-
goria de grupos abelianos.

Sea B un R-mddulo izquierdo. Entonces Hompg(__, B) es un funtor contra-
variante aditivo de la categoria de R-modulos izquierdos a la categoria de
grupos abelianos.

Teorema 1.55. [18, Teorema 2.38] Sea A un R-mddulo izquierdo y sea

0 B’ B B

una sucesion exacta corta de R-modulos izquierdos. Entonces
0 —— Hompg(A, B') — Hompg(A, B) — Homg(A, B")
es una sucesion exacta de grupos abelianos.

Teorema 1.56. [18, Teorema 2.40] Sea B un R-mddulo izquierdo y sea
A’ A A" 0

una sucesion exacta corta de R-modulos izquierdos. Entonces
0——= Hompg(A", B) —— Hompg(A, B) — Homg(A’, B)

es una sucesion exacta de grupos abelianos.
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Teorema 1.57. [18, Teorema 2.31] Sea R un anillo, B un R-mdédulo iz-
quierdo y (A;)ier una familia de R-mddulos izquierdos. Entonces existe un
isomorfismo de grupos abelianos

Hompgp(EP A, B) = [[ Homr(A;, B).

el 1€l

Por ultimo se enunciard un resultado conocido como el isomorfismo de
adjuncion.

Teorema 1.58. [18, Teorema 2.75] Sean R y S anillos, A un R-mddulo
derecho, B tanto un R-modulo izquierdo como un S-maodulo derecho y C un
S-médulo derecho. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

Homg(A@Q) B, C) = Hompg(A, Homg (B, C)).
R

Observacién 1.59. Para que Homg(AQp B,C) y Homg(A, Homg(B,(C))
estén bien definidos es necesario que AQpr B sea un S-moédulo izquierdo
y Homg(B,C) sea R-médulo izquierdo, esto es posible gracias a que B es
tanto un R-modulo izquierdo como un S-moédulo derecho, una explicacion
mas detallada puede encontrarse en [18].

1.5. Invariantes y coinvariantes

Dado un grupo G y S un subconjunto de G denotamos por (S) el subgrupo
de G generado por los elementos de S.

Definicién 1.60. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-modulo.
Definimos el grupo de coinvariantes de A relativo a H como A/T con
T:=((h—1)a:h,1€ Haec A)y lodenotamos por Ay.

Definicién 1.61. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-médulo.
Definimos el grupo de invariantes de A relativo a H como {a € A :
ha = a para toda h € H} y lo denotamos A”.

Observacién 1.62. En general, tanto Ay como A son sélo grupos abelia-
nos, es decir, no siempre es posible definir una accién de G en Ay y AX.
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Sea G un grupo, y H un subgrupo de G, en la Secciéon 1.1 se defini6 G/H
y se le dio estructura de G-conjunto por lo que, gracias a la Proposicion 1.40
tenemos que Z[G/H| es un G-médulo izquierdo. Pero ademés podemos darle
estructura de G-médulo derecho definiendo el producto escalar (goH) - g =
(97'go)H donde (g 'go) es el producto usual del grupo G.

Teorema 1.63. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-maddulo
izquierdo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

Ay 2 Z|G/H] ® A.

Z[G]

Demostracion. Definimos ¢: Ay — Z|G/H] @z A por é([a]) = H ® a
donde [a] denota un elemento de Ay. Observemos que ¢ esté bien definido,
sea [ha] € Ay otro representante de [a], entonces

¢([ha]) = H@ha=Hh®a=H®a= ¢(a).

Ahora vamos a definir su inversa como ¢~': Z[G/H| @z A — Apg dada por
¢ Y gH ® a) = [¢g~'a] la cual cumple que

(o (gH ®a)=¢(lg 'a)=H®g la=Hg ' ®a=gH®a

¢~ (¢([a))) = ¢~ (H ® a) = [a].
|

Corolario 1.64. Sea A un G-mdédulo. Entonces A es isomorfo como grupo
abeliano a Z[G] Qg A.

Demostracion. En el Teorema 1.63, si tomamos H = {1} con 1 la identidad
de G, tenemos que A = Ay = Z[G] Q7] A. [ |

Teorema 1.65. Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-mddulo
izquierdo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

A" = Homyq)(Z|G/H], A).
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Demostracién. Definimos ¢: Homgzq(Z|G/H), A) — A" dada por ¢(f) =
f(H). Ahora vamos a definir su inversa como

¢~ 't A" — Homyg (Z|G/H), A)

dada por ¢~!(a)(gH) = ga la cual cumple que

o (o(f)(gH) = ¢~ (f(H))(gH) = gf (H) = f(gH).
m

Corolario 1.66. Sea A un G-mdédulo. Entonces A es isomorfo como grupo
abeliano a Homyzq(Z[G], A).

Demostracion. En el Teorema 1.65, si tomamos H = {1} con 1 la identidad
de G, tenemos que A = A = Homy g (Z[G), A). [
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Capitulo 2

Homologia y cohomologia de
representaciones por
permutaciones

El objetivo de este capitulo es definir y analizar los grupos de (co)homolo-
gia de representaciones por permutaciones, los cuales, son una generalizacion
de la (co)homologia de grupos. Algunos de los resultados pueden encontrarse
en [2]; los resultados para cohomologia pueden encontrarse en [20].

En la seccién 2.1 se construye el complejo de cadenas asociado a una
representacion por permutaciones y se prueba que este complejo es aciclico.

Los grupos de homologia de una representacion por permutaciones se de-
finen en la seccidon 2.2 y se dan resultados que los relacionan con la homologia
de grupos clasica.

La seccion 2.3 contiene un teorema que relaciona la homologia en dimen-
sién cero con los coinvariantes.

De manera dual a la seccion 2.2, en la seccion 2.4 se da la definicion de
los grupos de cohomologia de una representacién por permutaciones y su
relacion con la cohomologia clasica de grupos.

Durante este capitulo supondremos a G un grupo arbitrario no trivial y
a X un conjunto arbitrario no vacio.
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2.1. El complejo positivo de una representa-
ciéon por permutaciones

Sea (G, X) una representacién por permutaciones, para n > 0 denota-
remos por C,(X) al G-m6dulo Z[X" "] cuyo producto escalar esta defini-
do por la accién diagonal de G en X"t y definimos el G-homomorfismo
On: Cp(X) = C,1(X) como O(zg, ..., xn) = Sro(=1) (20, .o, Tiy ooy T,
donde Z denota la omisiéon. El G-homomorfismo 0,, anterior estd definido en
los generadores de C,,(X) pero se extiende linealmente.

Proposicién 2.1. Sean (G, X) una representacion por permutaciones, 0, y
Ony1 definidas como antes. Entonces 0, 0 0,41 = 0.

La prueba de esta proposiciéon es semejante a la prueba del Lema 13.1 en
[13].

Con la Proposicion 2.1 podemos concluir que los G-mddulos C,,(X) y los
G-homomorfismo 0,, definen un G-complejo de cadenas.

Definicién 2.2. El complejo positivo de la representaciéon por per-
mutaciones (G, X) estd dado por el G-complejo:

2 G (X) 2 2 0y (X) 2 O (X) — 0,

el cual denotaremos por CJ (X).

Definicién 2.3. El complejo positivo aumentado de la representacion
por permutaciones (G, X) estd dado por el G-complejo:

O (X) 2 2 O (X) 2 Cy(X) — 20, (21)

en donde Z es un G-médulo trivial y e: Cy(X) — Z esta dado por e(x) =
1 para todo x € X. A ¢ se le llama homomorfismo de aumentacién.

Generalmente nos referiremos al complejo (2.1) como la aumentacién del
complejo CJ(X).

Definicion 2.4. Sean

dn+1 d dn—l
s O 2 O, s O
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d/ d, d/
+1 -1
"HDTL—{-IL)Dni)Dn—lL)"'

dos complejos de cadenas, ¢ := {¢,: C,, = D} v ¢ :={¢,: C, = D,}
homomorfismos para cada n. Diremos que ¢ es homotépico a ¢ si existen
homomorfismos h := {h,: C, — D,,.1} tales que

d,n+1 ohy+hy10d, = Pn — 80;1

Llamaremos a h una homotopia de cadenas.

Teorema 2.5. [14, Teorema 1.9] Sean

dn+1 dn dnfl
A n+1HOn*>Cn—1*>"'

Z, Z, 2,
--*>Dn+1;l>Dn—>Dn_1*l>---

dos complejos de cadenas, ¢ = {on: C, = Dy} y ¢ = {¢,: C,, = D,}

homomorfismos para cada n tales que ¢ es homotdpico a ¢'. Entonces el

inducido por @ en homologia coincide con el inducido por ¢ en homologia.

Mas detalles acerca de la teoria de homotopia puede encontrarse en [14,
Capitulo III].

Definicion 2.6. Sea

dn+1 dn dnfl
E n+14)0n4> n—-1—_ """

un complejo de cadenas, el cual denotaremos por C. Decimos que C' es aci-
clico si H,(C') =0 paran > 1.

Proposicion 2.7. El complejo positivo aumentado de la representacion por
permutaciones (G, X) es aciclico.

La idea de la prueba es encontrar una homotopia entre el morfismo
Id: CHX) — CH(X) y el morfismo 0: CJ(X) — CH(X) lo que implica
que Id = 0: H,(CH(X)) - H,(C!(X)) para cada n > 0, por lo que el
complejo es aciclico.
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Demostracion. Sea x € X fijo. Definimos los homomorfismos de grupos abe-

lianos
SPCu(X) = Cra(X), n>0

y
v Z — Co(X)
dados por S¥(zo,...,zn) = (z,20,..,2,) v ¥*(1) = x, es decir, tenemos el
siguiente diagrama:
8n+1 8n
=G (X) —=Co(X) —=Cpy (X)) —— -+
S5 Sy

Ont1 3
e Ot (X) 2 O (X)) 2 C (X)) ——

Denotamos por Idc,(x) a la identidad de C,(X), vamos a probar que, para
n>0

an+1 @) S;l; _|_ S?’f—l e} an - ]an(X) Y

01085 +v"oe = Idcyx)

y que
coy’ =Idy.
Sean (xg, ...,x,) € C,(X) y z € Z, tenemos que:

Ont15m(T0y ooy ) + Sy _10n(T0, vy Tp)

n

= Opy1(z, 20, ooy ) + SE_ O (=1) (2o, vy Ty ooy T))
i=0

= (g, .o, Tp) + Z(—l)”l(x,xo, oy Ly ey X)) F Z(—l)i(x,xo, ey Ly ey T)
i=0 1=0
= (l’o,...,l‘n).

Ademés tenemos:

0157 (o) + v7e(wo) = Or(z,20) + ¥ (1) =20 —x + 2 = 2
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y por ultimo

ev¥(2) = zev®(1) = ze(x) = z.

Con ésto podemos concluir que los homomorfismos de grupos abelianos
52 definen una homotopia entre el morfismo Id: C}(X) — Cf(X) y el
morfismo 0: CF(X) — CH(X). |

Durante la prueba anterior, cada S fue definido como un homomorfismo
de grupos abelianos pero, es posible decir ain mas sobre SY.

Proposiciéon 2.8. Consideremos los homomorfismos St y v* definidos como
en la prueba de la Proposicion 2.7. Sean x € X fijo y G, el estabilizador de
x. Entonces SY y v* son Gy-homomorfismos para n > 0.

Demostracion. Seann >0, z € Z'y g € G,. Entonces
S¥(g(xg, ...y xn)) = S(gxo, -y gTn)

= (95,9950, 7gxn)
= (nggx(b 7gwn)

= g(.x,ilf(], 7'rn)

= 9SSy (x0, ..., Tn),
y ademaés
77(g1) =7 (1) =7*(1) = 2 = gz = g7*(1).
|

Corolario 2.9. Supongamos que G tiene un punto fijo x en X. Entonces Sy
y " son G-homomorfismos para n > 0.

Demostracion. Sea z el punto fijo de G. Entonces G, = G. |

2.2. Grupos de homologia de una representa-
cién por permutaciones

Sea A un G-médulo arbitrario. Al igual que en la homologia de grupos
clasica, la cual puede encontrarse en [14], haremos uso del funtor _ Qi A
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el cual, como se mencion6 en el Capitulo 1, es un funtor covariante de la
categoria de G-modulos a la categoria de grupos abelianos, ademas, es un
funtor exacto derecho.

Dado el G-complejo CJ (X)), bajo el funtor _ ®z;q A obtenemos un nue-

vo complejo de grupos abelianos CJ(X) ®zic) A4, el cual denotaremos por
CHG, X; A).

Observacién 2.10. Por definicién cada C,(X) es un G-mddulo izquierdo,
pero, para que CJ(X) ®z(c) A esté bien definido necesitamos que C,(X) =
Z] X" sea un G-moédulo derecho, para esto, definimos el producto escalar
(g, ...y ) - g = g (g, ..., 1), con el cual, es facil probar que C,(X) es un
G-modulo derecho.

Definicién 2.11. Llamamos a C,,(X) @y A el n-ésimo grupo de cade-
nas y lo denotamos por C, (G, X; A). Definimos los n-ésimos grupos de
ciclos y fronteras como Ker(0, ® Ids) y Im(0,11 ® Id4) respectivamente
y los denotamos por Z,(G, X; A) v B,(G, X; A) respectivamente.

Definicién 2.12. Para n > 0, H,(G, X; A) denota el n-ésimo grupo de
homologia del complejo C! (G, X; A) y se define como

H,(G,X;A)=Z,(G,X;A)/B,(G, X; A).

El siguiente Teorema es de gran utilidad para saber si una acciéon dada
tiene puntos fijos sélo calculando sus grupos de homologia.

Teorema 2.13. Sea (G, X) una representacion por permutaciones donde G
es un grupo con un punto fijo en X. Entonces H,(G,X;A) = 0 para cada
n>1.

Demostracion. Por el Corolario 2.9 tenemos una G-homotopia entre los mor-
fismos Id y 0 en el complejo de cadenas CJ(X), la cual, bajo el funtor
_ ®zj¢) A induce una homotopia de grupos abelianos entre los morfismos Id
y 0 en el complejo de cadenas CJ (G, X; A) por lo que Idy, ¢ x.4) = 0 y asi
H,(G,X;A)=0. |

Sea (G, X) una representacién por permutaciones. Denotamos por O(X)
un conjunto arbitrario de representantes de las érbitas de X. Por la Proposi-
cion 1.6, las érbitas forman una particion de X por lo que podemos escribir
X = U,ep(x)0x donde U denota unién disjunta. Asi, también podemos es-

cribir Z[X] = @,e0x) Z]0:]-
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Teorema 2.14. Sean (G, X) una representacion por permutaciones y A un
G-mddulo izquierdo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

zeO(Xn+l)
Demostracion. Sabemos que

Co(G,X;A) =ZIX"TRA=( P Z[0]) R A

Z[G] zeO(Xn+1) Z[G)

y por el Teorema 1.51 tenemos que

( D ZIo)R@A= D (ZI0:] A,

TeO(Xn+1) Z[G] TeO(Xn+1) Z|G]

ahora, usando el Teorema 1.11 obtenemos un G-isomorfismo para cada ele-
mento T € O(X"™)

0: = G/G;

el cual, gracias al Corolario 1.44 induce un G-isomorfismo de médulos para
cada 7 € O(X™t1)

Z|0:] = ZIG /G

y usando el funtor _ @zq A tenemos un isomorfismo de grupos abelianos
para cada 7 € O(X"!)

(Z[0:] Q) A) = (Z[G/G3] Q) A)

Z|G] Z[G]

y asi

D D @c/GlRA.

zeO(Xn+1) e zeO(Xn+l) Z[G]

N
S
.i.
®
=

:

Sélo falta probar que

D Ce/GIRA= D Aa

ZeO(Xntl) Z[G] ZeO(Xnt1)

I

para esto aplicamos el Teorema 1.63 a los subgrupos Gj. [
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Observacion 2.15. Por las propiedades de la suma directa podemos con-
cluir que si tenemos un G-homomorfismo w: A — B de médulos el inducido
W Bzeoxnty Ac; — Dizeo(xn+1y Ba, es un isomorfismo (respectivamente
monomorfismo, epimorfismo) si y s6lo si w|q, : Ag, — Bg, es un isomorfismo

(respectivamente monomorfismo, epimorfismo) para cada Gs.

Teorema 2.16. Sea w: A — B un G-homomorfismo de G-mdédulos. En-
tonces la funcion inducida por w es un G-isomorfismo (respectivamente mo-
nomorfismo, epimorfismo) C,(G, X;A) — C,(G, X;B) si y sdlo si la fun-
cion w|g,: Ag, — Ba, es un isomorfismo (respectivamente monomorfismo,
epimorfismo) para cada Gz donde W esta definido como en la observacion
anterior.

Demostracion. La demostracién es una consecuencia inmediata de la Obser-
vacion 2.15. |

Teorema 2.17. Sea w: A — B un G-homomorfismo de mddulos tal que

W|g,: Ag, — Bg, es un isomorfismo para cada Gz. Entonces w induce un
isomorfismo de grupos abelianos H, (G, X; A) = H,(G, X; B).

Demostracion. Usando el Teorema 2.16 tenemos el resultado. [ ]

Teorema 2.18. Consideremos una sucesion exacta corta de G-modulos

0 A—=B C 0

y supongamos que W|ag,: Ag, — Bg, es un monomorfismo para cada Gs.
Entonces existe una sucesion exacta larga

= H,1 (G, X;C) = Hy(G, X;A) —» H,(G,X;B) - H,(G, X;C) — - -+
de homologia.

Demostracion. Por hipétesis &g, : Ag, — Bg, es un monomorfismo para
cada Gz por lo que, usando el Teorema 2.16 y el hecho de que el funtor
Cn @z es exacto derecho tenemos que la sucesion exacta corta de G-
modulos

0 A—>B C 0

induce la sucesion exacta corta de grupos abelianos
0—CL(G,X;A)—=C,(G,X;B)—=C,(G,X;C) ——=0

asi, el resultado es una consecuencia directa del Teorema 1.10 del Capitulo
III en [14]. |
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Teorema 2.19. Sean (G, X), (L,Y) dos representaciones por permutacio-
nes, A un G-mddulo y 0 = (¢, f): (G, X) — (L,Y) un morfismo de repre-
sentaciones por permutaciones donde p: G — L es un epimorfismo y N =
Ker(p). Entonces existe un homomorfismo H,(G,X;A) — H,(L,Y; Ay).

Demostracion. Usando el Teorema 1.63, el Corolario 1.64 y el hecho de que
© es un epimorfismo tenemos:

Co(Y) Q@ Ax = (Co(Y) QR ZIL]) Q@ A= Co(Y) <§[§] A,

Z|L] Z[L) Z[G]
ademas por la Proposicion 1.43 existe un G-homomorfismo
Cr(X) = Cr(Y)

y como _ @y A es un functor covariante induce un homomorfismo de gru-
pos abelianos

LX) @4 - C,(1) @ A

Z[G) Z[G]

por lo que tenemos un homomorfismo de grupos abelianos

Co(X) R A= Co(Y) R An,
Z[G) Z[L)]

mas aun, tenemos un morfismo de complejos de cadenas el cual induce un
homomorfismo de grupos abelianos en homologia

|

Corolario 2.20. Sean (G,X), (L,Y) dos representaciones por permuta-
ciones y 0 = (¢, f): (G, X) — (L,Y) un morfismo de representaciones
por permutaciones donde ¢: G — L es un epimorfismo, N = Ker(p) y

f: X =Y es biyectiva. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos
H,(G,X;A) — H,(L,Y; An).

Demostracion. Usando el Corolario 1.44 durante la prueba del Teorema 2.19
tenemos el resultado. [

25



Lo siguiente es analizar la relacién entre H,(G; A) y H,(G, X; A). Como
la homologia para representaciones por permutaciones es una generalizacion
de la homologia de grupos clasica, un primer resultado es dar condiciones
con las cuales recuperamos la homologia de grupos.

Observacion 2.21. En el caso cuando X = G y la accién esta dada por la
multiplicacion por la izquierda, la homologia de la representacion por per-

mutaciones (G, @) coincide con la homologia usual del grupo G, es decir
H,(G,G;A) = H,(G, A).

Lo siguiente es dar otro tipo de relaciones que se puedan encontrar entre
ambas teorias de homologia. En los siguientes resultados se observara también
la importancia de el tipo de accién con la cual se este trabajando.

Teorema 2.22. Para cada x € X existe un homomorfismo de grupos abe-
lianos H,(G; A) — H,(G, X; A).

Demostracion. Fijamos un z € X y tomamos la proyeccion p: G — G/G,
la cual es un G-morfismo, el G-isomorfismo h: G/G, — O, dado por el
Teorema 1.11 y la inclusion ¢: O, — X la cual es un G-homomorfismo,
asi, la composicion thp: G — X es un G-homomorfismo, es decir, tenemos
un morfismo de representaciones 6 = (Idg,ihp): (G,G) — (G, X) el cual,
gracias al Teorema 2.19 induce el homomorfismo de homologia buscado. W

Corolario 2.23. Si la representacion por permutaciones (G, X) es:

= Libre, entonces existen un isomorfismo de grupos abelianos
H,(G;A) = H,(G,0,; A)
y un homomorfismo de grupos abelianos
H,(G,0.;A) — H,(G, X; A).
s Transitiva, entonces existe un homomorfismo de grupos abelianos
H,(G;A) = H,(G,G/G,; A)
y un isomorfismo de grupos abelianos
H,(G,G/G,; A) = H, (G, X; A).
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» Regular, entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

H, (G5 A) = Hy (G, X5 A).

Demostracion. Usando el Corolario 1.13 durante la prueba del Teorema 2.22
y el funtor _ @z A. |

Corolario 2.24. Dada una representacion por permutaciones (G, X) con
N(G,X) el kernel de la permutacion. Entonces existe un isomorfismo de

grupos abelianos H,(G,X;A) = H,(G/N(G, X), X, An@c.x))-
Demostracion. Usando la Observacion 1.31 y el Corolario 2.20. |

Observacién 2.25. Si la representacién (G, X) es regular, por el Corola-
rio 2.23 y el Teorema 2.18 recuperamos la sucesiéon exacta larga clasica en
homologia de grupos, es decir, consideremos una sucesion exacta corta de
G-modulos

0 A B C 0.

Entonces existe la sucesion exacta larga

o= H, 1 (G;0) — Hy(G; A) —» H,(G; B) = Hy(G;C) — -+

2.3. Homologia en dimensién 0

En el caso de la homologia en dimension 0, puede darse una caracte-
rizacion muy concreta que la relaciona con el grupo de coinvariantes del
G-médulo usado.

Teorema 2.26. Sea (G, X) una representacion por permutaciones y A un
G-mddulo arbitrario. Entonces Hy(G, X; A) = Ag.

Demostracién. Tomando el complejo Ct (G, X; A) tenemos Zy(G, X; A) =
Co(X) ®Z[G] A y por definicion B()(G, X, A) = (30 ® [dA)(Cl(X) ®Z[G] A)
por lo que

Co(X) Qe A
(00 @ 1da)(Ci(X) Rz A)

Por otro lado la sucesién exacta corta

0— Ker(e) = Z[X]| =—~Z 0
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induce la sucesion exacta

1®Ida e®Idy

0.

K@T(S) ®Z[G] A Z[X] ®Z[G} A 7 ®Z[G] A

De la cual obtenemos que

ZIX] @z A
Z, A= .
% (1 @ Ida)(Ker(e) ®zic A)

Pero tambien tenemos el siguiente diagrama conmutativo donde la primer
linea es exacta
Ci(X)—— Ker(e) —=0

el cual induce el siguiente diagrama conmutativo en el cual, la primer linea
es exacta

Ci(X) Qzy A —— Ker(e) Qg A—0
l@m]A
Z[X] @i A
por lo que tenemos (Jy @ Id4)(C1(X) @z A) = (i@ Ida)(Ker(e) @zq A)-

Ahora, por el Teorema 1.63 tomando el grupo G y a él mismo como subgrupo
se tiene un isomorfismo de grupos abelianos Z Qg A = Z|G/G] Qg A =
Ag.

o®z[a)

2.4. Grupos de cohomologia de una represen-
taciéon por permutaciones

Sea A un G-médulo arbitrario. Nuevamente, al igual que en la cohomo-
logia de grupos clésica haremos uso del funtor Homgzg(_, A), el cual, como
se mencion6 en el Capitulo 1, es un funtor contravariante de la categoria de
G-moédulos a la categoria de grupos abelianos.

Dado el G-complejo CJ (X), bajo el funtor Homgg(_, A), obtenemos un
nuevo complejo de grupos abelianos Homyze(CY(X), A), el cual denotare-

mos por C% (G, X; A).
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Definicién 2.27. Llamamos a Homgzg)(C;(X), A) el n-ésimo grupo de
cocadenas y lo denotamos por C"(G, X; A). Definimos los n-ésimos gru-
pos de cociclos y cofronteras como Ker(Homz)(Ont1,4)) €
Im(Homgzc)(0n, A)) respectivamente y los denotamos por Z™(G, X;A) y
B"(G, X; A) respectivamente.

Definicién 2.28. Para n > 0, H"(G, X; A) denota el n-ésimo grupo de
cohomologia del complejo C% (G, X; A) y se define como

H"(G,X;A)=2"(G,X;A)/B"(G, X; A).

Al igual que en homologia, el siguiente Teorema es de gran utilidad para
saber si una accion dada tiene puntos fijos sélo calculando sus grupos de
cohomologia.

Teorema 2.29. Sea (G, X) una representacion por permutaciones donde G
es un grupo con un punto fijo en X. Entonces H"(G,X;A) = 0 para cada
n > 0.

Demostracion. Por el Corolario 2.9 tenemos una G-homotopia entre los mor-
fismos Id y 0 en el complejo de cadenas CJ(X), la cual, bajo el funtor
Homgjg(_, A) induce una homotopia de grupos abelianos entre los morfis-
mos Id y 0 en el complejo de cadenas C% (G, X; A) por lo que Idgn(g,x;4) = 0
y asit H"(G, X;A) = 0. |

Teorema 2.30. Sean (G, X) una representacion por permutaciones y A un
G-maodulo. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

CHG X A [ A%

zEO(Xn+1)
Demostracion. Sabemos que

C"(G,X;A) = Homz[g](Z[X"“],A) = Homgg ( 7@ Z]|0;], A)

FEO(Xn+1)

y por el Teorema 1.57 tenemos que

HO’ITLZ[G]( @ Z[Oaj-], A) = H HomZ[G] (Z[Oj], A)

zeO(Xn+l) zeO(Xn+1)



ahora, por el Teorema 1.11 tenemos un G-isomorfismo para cada elemento
T € O(X™)

0; = G/G;

el cual, gracias al Corolario 1.44 induce un G-isomorfismo de médulos para
cada T € O(X™t1)

Z[05] = Z(G/Gs)

y usando el funtor Homgzg)(_, A) tenemos un isomorfismo de grupos abelia-
nos para cada z € O(X"*)

Homge)(Z]|Oz), A) = Homy e (Z]G /G5, A)
y asi

[I Homye(Z|O:),A)= ] Homyg(Z[G/Gs), A).

zeO(Xn+1) zeO(Xn+l)

Soélo falta probar que

112

H HOTI’LZ[G} (Z[G/Gi], A) H AG‘E.

zeO(Xn+1) z€O(XnH)
para esto solo aplicamos el Teorema 1.65 a los subgrupos Gz. |

Observacion 2.31. Por las propiedades del producto podemos concluir
que, si tenemos un G-homomorfismo w: A — B de mddulos, el inducido
w: [lzeoxnt A — Hie@(xnﬂ)BGi es un isomorfismo (respectivamente
monomorfismo, epimorfismo) si y sélo si | : A% — B% es un isomorfismo

(respectivamente monomorfismo, epimorfismo) para cada G.

Teorema 2.32. Sea w: A — B un G-homomorfismo de médulos. Entonces
la funcion inducida por w es un G-isomorfismo (respectivamente monomor-
fismo, epimorfismo) C"(G, X; A) = C™"(G, X; B) si y sélo si &g, : A% —
BY es un isomorfismo (respectivamente monomorfismo, epimorfismo) para
cada Gz donde w esta definido como en la observacion anterior.

Demostracion. La demostracién es una consecuencia inmediata de la Obser-
vacion 2.31. [}
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Teorema 2.33. Sea w: A — B un G-homomorfismo de mddulos tal que

Olg,: A% — BY es un isomorfismo para cada Gz. Entonces w induce un
isomorfismo de grupos abelianos H"(G, X; A) = H"(G, X; B).

Demostracion. Usando el Teorema 2.32 tenemos el resultado. |

Teorema 2.34. Consideremos una sucesion exacta corta de G-modulos

0 A B—=C 0

y supongamos que @|q,: AY" — BY es un epimorfismo para cada Gz. En-
tonces existe una sucesion exvacta larga

- — H"(G,X;C) — H"(G,X;B) - H'(G,X;A) = H""™ (G, X;C) — - --
de cohomologia.

Demostracion. Por hipétesis w|g, : A% — BY es un epimorfismo para ca-
da Gz por lo que, usando el Teorema 2.32 y el hecho de que el funtor

Homgzjg(C™, ) es exacto izquierdo tenemos que la sucesién exacta corta
de G-mddulos

0 A B—=C 0
induce la sucesion exacta corta de grupos abelianos
0—C"(G,X;A)—C"(G,X;B) —C"(G, X;C)——=0

asi, el resultado es una consecuencia dual del Teorema 1.10 del Capitulo III
en [14]. |

Teorema 2.35. Sean (G, X), (L,Y) dos representaciones por permutacio-
nes y 0 = (¢, f): (G,X) — (L,Y) un morfimos de representaciones por
permutaciones donde ¢: G — L es un epimorfismo. Entonces existe un ho-
momorfismo de grupos abelianos H"(L,Y; AN) — H"(G, X; A).

Demostracion. Usando el Teorema 1.65 tenemos que
Homz) (Co(Y), AN) = Homzp) (Co(Y), Homgg (Z[L], A)),
ahora, por el Teorema 1.58

HomZ[L] (Cn(Y), HomZ[G] (Z[L], A)) = Homz[g] (Cn(Y) ® Z[L], A)
Z[|L]
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y aplicando el Corolario 1.66 tenemos

HomZ[G} (Cn (Y) ® Z[L]7 A) = HomZ[G] (Cn(y)7 A),
Z[L]

ademas por la Proposicion 1.43 existe un G-homomorfismo de moédulos
Ch(X) — Cu(Y)

y como Homgg (_, A) es un funtor contravariante induce un homomorfismo
de grupos abelianos

Homz[g] (Cn (Y), A) — Homz[g} (Cn (X), A),
por lo que tenemos un homomorfismo de grupos abelianos
HomZ[L] (Cn(Y), AN) — Homz[g} (Cn (X))

mas aun, tenemos un morfismo de complejos de cadenas, el cual induce un
homomorfismo en cohomologia

H"(L,Y; AY) - H"(G,X; A).
|

Corolario 2.36. Sean (G, X), (L,Y) dos representaciones por permutacio-
nes y 0 = (¢, f): (G,X) = (L,Y) un morfimos de representaciones por
permutaciones donde ¢: G — L es un epimorfismo y f: X — Y es biyec-
tiva. Entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos H™(L,Y; AN) —

H"(G,X;A).

Demostracion. Usando el Corolario 1.44 durante la prueba del Teorema 2.35
tenemos el resultado. [ |

Observacién 2.37. En el caso cuando X = G con la accion de multi-
plicacién por la izquierda, la cohomologia de la representacion por permu-

taciones (G, G) coincide con la cohomologia usual del grupo G, es decir
H"(G,G;A) = H'(G; A).

Lo siguiente es analizar la relacion entre H*(G; A) y H*(G, X; A).

Teorema 2.38. Para cada v € X existe un homomorfismo de grupos abe-

lianos H"(G, X; A) — H"(G}; A).
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Demostracion. Fijamos un z € X y tomamos la proyeccion p: G — G /G, la
cual es un G-morfismo, el G-isomorfismo h: G/G, — O, dado por el Teorema
1.11 y la inclusién ¢: O, — X la cual es un G-morfismo, asi, la composicién
thp: G — X es un G-homomorfismo, es decir, tenemos un morfismo de
representaciones 0 = (Idg,ihp): (G,G) — (G, X) el cual, gracias al Teorema
2.35 induce el homomorfismo de homologia buscado. [

Corolario 2.39. Si la representacion por permutaciones (G, X) es:
= Libre, entonces existen un isomorfismo de grupos abelianos
H"(G;A) 2 H"(G,0,; A)
y un homomorfismo de grupos abelianos

H"(G,X;A) — H"(G,0,; A).
= Transitiva, entonces existe un homomorfismo de grupos abelianos
H"(G,G/G,; A) — H"(G; A)
y un isomorfismo de grupos abelianos

H"(G,G/G,; A) =2 H"(G, X; A).

» Regular, entonces existe un isomorfismo de grupos abelianos

H"(G;A)= H"(G, X; A).

Demostracion. Usando el Corolario 1.13 durante la prueba del Teorema 2.38
y el functor Homzg(__, A). |

Corolario 2.40. Dada una representacion por permutaciones (G, X) con
N(G,X) el kernel de la permutacion. Entonces existe un isomorfismo de
grupos abelianos H™(G, X; A) = H"(G/N(G, X), X, AN(GX)),

Demostracion. Usando la Observaciéon 1.31 y el Corolario 2.36. |

Observacién 2.41. Si la representacién (G, X) es regular, por el Corola-
rio 2.39 y el Teorema 2.34 recuperamos la sucesion exacta larga clasica de
cohomologia de grupos es decir, consideremos una sucesion exacta corta de

G-mé6dulos
0 A B C 0.

Entonces existe la sucesion exacta larga

o= HY(G;0) — H"(G; B) — H"(G; A) — H"™G;C) — - - .
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Capitulo 3

Tor y Ext relativos a la familia
de estabilizadores

En este capitulo se busca dar otra definicién de la (co)homologia de repre-
sentaciones por permutaciones desde el punto de vista del algebra homologica
relativa de familias. La mayor parte de los resultados de este capitulo se pue-
den encontrar en [2] y en [12]. Durante este capitulo usaremos la definicién
de funtor aditivo la cual se puede encontrar en [18, Pag. 303].

En la seccion 3.1 se definen las sucesiones exactas relativas, las cuales son la
base del algebra homolégica relativa.

En la seccion 3.2 se definen los médulos inducido, coinducido y restringido,
éstos son el punto fundamental para relacionar la homologia dada por Nu-
cinkis en [17] y la homologifa relativa a la familia de estabilizadores.

La nocién de modulos proyectivos relativos se introduce en la seccion 3.3 asi
como algunos resultados basicos de éstos.

Para poder dar una definiciéon de la homologia relativa de familias necesi-
tamos generalizar los resultados sobre homologia relativa de las secciones
anteriores, por lo que en la seccién 3.4 se encuentra la definicién de sucesion
exacta relativa a la familia de estabilizadores.

La seccién 3.5 contiene la relacion entre la homologia de G-conjuntos dada
por Nucinkis en [17] y la homologia relativa a la familia de estabilizadores.
Los funtores Tor y Ext relativos a la familia de estabilizadores se definen en
la secciéon 3.5.

En la seccién 3.6 se prueba que la homologia de representaciones por permu-
taciones dada en el Capitulo 2 coincide con la homologia relativa a la familia
de estabilizadores.
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3.1. Swucesiones exactas relativas

Definicién 3.1. Sean GG un grupo y H un subgrupo de G. Una sucesion
exacta de G-moédulos y G-homomorfismos

dn+1 d

n
A n+14>0n4> n—-1—_ """

es llamada (G, H)-exacta si C,, = E,, @ Ker(d,) donde E, y Ker(d,) son
H-médulos para cada n.

En otras palabras, una sucesién es (G, H)-exacta si Ker(d,) es un H-
moédulo sumando directo de C,,.

Definiciéon 3.2. Sean GG un grupo, H un subgrupo de G y

dp+1 d
A n—l—lnH'Oan'Cn—lH"'

una sucesion de G-moédulos y G-homomorfismos, decimos que existe una H-
homotopia contractil si existen H-homomorfismos h,: C, — C,,.1 tales
que dypy10hy + hyp10d, = Ide,.

El siguiente teorema puede encontrarse en [12, Pag. 247] y en [2, Poposi-
cién 4.2]

Teorema 3.3. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. La sucesion de

G-mddulos

dp+1 d
e n+1L>Cn*">On_1*>...

es (G, H)-exacta si y solo si cumple las siguientes dos propiedades:
= d,od, 1 =0 para cada n.
s Friste una H-homotopia contrdctil.

Demostracion. Supongamos que la sucesion exacta

e n—l—lmcngon—l*)"' (31>

es (G, H)-exacta, por la exactitud tenemos que d, o d,.; = 0 para cada n,
por lo que sélo falta probar la existencia de la H-homotopia contractil. Para
esto tomemos la siguiente sucesion exacta corta

0 — Ker(dys1) = Chy1 — Ker(d,) — 0, (3.2)
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la cual, por la (G, H)-exactitud de (3.1), se escinde como sucesion de H-
modulos y asi, usando la Proposicién (0.3) de [6] tenemos la H-homotopia
contractil buscada.

Ahora supongamos que se cumplen las dos condiciones. La primer con-
dicién nos dice que Im(d,y1) C Ker(d,) y por la segunda tenemos una
H-homotopia contractil, es decir, tenemos el siguiente diagrama

dnl n
- Gt (X) 75 G (X) = O (X) —— -

= Ch(X) dn;l)cn(x) s 1 (X) — -
en el cual h, son H-homomorfismos para cada n y se cumple que
dpi10hy + hy10d, =1d.,, (3.3)
por lo que, si x € Ker(d,), por (3.3), tenemos que
¥ = s (@) + B 1 (0n(2)) = dgs (ha(2)),
es decir, x € Im(d,41), y asi Im(d,4+1) = Ker(d,). Por lo que la sucesion
0 — Ker(dy41) = Cpy1 — Ker(d,) -0

es exacta. Mas atn, tomando hy, |ker(a,) 12 sucesion se escinde y como h,, es un
H-homomorfismo C,, 11 = Ker(d,) @ Ker(d,+1) donde Ker(d,)y Ker(d,+1)
son H-médulos para cada n por lo que la sucesiéon 3.1 es (G, H)-exacta. W

3.2. Moébdulos (co)inducidos

Definiciéon 3.4. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y A un H-médulo.
Definimos el médulo inducido de H a G como Z|G| ®zp; A y lo denotamos
por Ind$A.

Definicién 3.5. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y A un H-mo6dulo.
Definimos el médulo coinducido de H a G como Homyu(Z[G], A) y lo
denotamos por Coind$ A.
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Para darle estructura de G-médulo a Ind$ A y a Coind$ A estamos usan-
do el hecho de que Z[G] es tanto un G-médulo derecho como un G-médulo
izquierdo, una explicacién mas detallada puede encontrarse en [18].

Como Ind§__y Coind§__ estan definidos con los funtores Z[G] ®gmy
y Homygm(Z[G], ), heredan sus propiedades funtoriales, es decir, Indy
es un funtor covariante, aditivo y exacto derecho que va de la categoria de
H-médulos a la categorfa de G-médulos y Coind$,_ es un funtor covariante,
aditivo y exacto izquierdo, que va de la categoria de H-moddulos a la categoria
de G-médulos.

Definicién 3.6. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y A un G-modulo.
Definimos el médulo restringido de G a H Res$ A simplemente como A
restringiendo el producto escalar de G a H.

Es facil ver que Res%A es un funtor covariante, aditivo y exacto de la
categoria de G-moédulos a la categoria de H-modulos.

Lema 3.7. Ind$ o Res$ A = Z|G/H| ®, A.

Demostracién. Primero observemos que Res$%A = A visto como H-mé6dulo
por lo que

Ind§; o ResA =7Z[G] R A
[H]

=ZI[G| QZ R A)

Z[H] Z

= (2[G] ([8] Z)QA

— 7|G/H) R A.

|
Lema 3.8. Coind$ o Res$% A = Homz(Z[G/H], A).

Demostracion. Primero observemos que Res% A = A visto como H-médulo
por lo que, usando el Teorema 1.58

Coind$; o Res$ A = Homym (Z[G), A)
= Homyu) (Z[G], Homz(Z, A))

= Homz(Z|G] Q) Z, A)
Z[H]

= Homy(Z|G/H], A).
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Teorema 3.9. Sean G un grupo y H un subgrupo de G y

0 A-tr.p v, ¢ 0

una sucesion exacta corta de G-modulos. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(1) La sucesion exacta corta

ResG (k Res$ (w
0—— Res$ A —H(>)R65§B —H(>)Resf]6’ —0

se escinde.

(2) La sucesion exacta corta

0—Z[G/H|R A 7]G/H| QB -2~ 7[G/H] R C —0

se escinde.
(8) La sucesion eracta corta
0 — Homgz(Z|G/H], A) £ Homy(Z|G/H], B)
% Homz(Z|G/H],C) — 0
se escinde.

Demostracion. » Probaremos (1) siy sélo si (2).
Supongamos que la sucesién exacta corta

ResG (k Res$ (w
0—— Res$ A —H(>)R63§IB —H(>)Resf16’ —0

se escinde. Como el funtor Ind§,  es aditivo, tenemos que la sucesién exacta
corta

0 — Ind$ Res% A — Ind% Res$ B — Ind$ Res$C —=0
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se escinde y por el lema 3.7 esta sucesién coincide con

0—Z[G/H|®zA——L|G/H]®; B——Z|G/H|®;C —=0.

Ahora supongamos que la sucesion exacta corta

0—=Z|G/H| @z A"~ Z|G/H|@; B "> Z[G/H] ®, C —=0
se escinde. Por el Lema 3.7 esta sucesién coincide con

0—=Z[G] Q) ResA LN Z|G) Q) Resf B —>Z|G] Q) Res§C —0.

7[H] Z[H] Z[H]

Ademas tenemos ip: ResfiB — Z[G] Qp Resf B dada por ip(b) = 1®b
y Pp: Z[G) @z Res§;B — Res§B dada por Pp(g ® b) = b claramente
ip es un H-monomorfismo y Pg es un H-epimorfismo, usando morfismos
semejantes para C' tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Res% B = ResC

o B

Z|G) Qzim) ResG B (L_* Z|G] Qzym) Res§C —0

Sx
ipB lpc

Res$ B N Res$C

0

0

donde, por la conmutatividad y por el hecho de que la sucesién central se
escinde, tenemos que w, o s, = Idyq Qupyy ResGe ¥ W = Poow* oig. Ahora

definimos s: Res%C — Res$% B como s = Pgo s, 0ic y asi tenemos

wos= Psow,o(igo Pg)os,oic
=Prow,oldgos,oic
= Po o (ws0s,)0ic
= Po o Idyyg Q) Bes§C o
= Pcoic
= Idc,
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es decir, la sucesion exacta corta

Res% (k Res$ (w
0 —— Res% A *H(>)Resf]B A)Resgc —0

se escinde.
» Probaremos (1) siy sélo si (3).
Supongamos que la sucesion exacta corta

Res$ (k Res$ (w
0 —— Res% A *H(>)Resf]B A)ResgC —0

se escinde. Como el funtor C’oind%i es aditivo, tenemos que la sucesién
exacta corta

0 — Coind% Res$ A — Coind$; Res% B — Coind$ Res%C —0
se escinde y por el Lema 3.8 esta sucesion coincide con
0 — Homgz(Z|G/H], A) & Homy(Z|G/H], B)
% Homy(Z|G/H],C) — 0.
Ahora supongamos que la sucesion exacta corta
0 — Homgz(Z|G/H], A) & Homy(Z]|G/H], B)
% Homz(Z|G/H],C) — 0
se escinde. Por el Lema 3.8 esta sucesiéon coincide con

0 — Homgzm (Z[G), Res% A) Lan Homzm(Z|G), Res$; B)
5 Homy (Z[G], Res$C) — 0,

ademés Homgg)(Z|G), B) C Homzm(Z[G), Resf B) restringiendo cada G-
homomorfismo a H y por el Corolario 1.66 existe un G-isomorfismo

HOmz[G] (Z[G], B) =B
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por lo que tenemos una inclusiéon natural

ip: Res$ B — Homym (Z]G), Res% B)
y una proyeccion

Pp: Homyzm (Z[G), Res% B) — Res$; B

dada por Pg(f) = f(1) con ip un H-monomorfismo y Pg un H-epimorfismo
que satisfacen igo Pg = Idp. Tomando morfismos semejantes para C' tenemos
el siguiente diagrama conmutativo

Res% B = Res%C

- !
Homy (Z|G), Res$B) ="~ Homyu (Z[G), ResGC) —0
o |7

Res% B = Res%C 0

en el cual, tomando s = Pg o s* o0 i podemos concluir que w o s = Idgs. Es
decir, la sucesion exacta corta

ResG (k Res$ (w
0 —— Res% A —H(>)R63§B —H(>)R65%C’ —0

se escinde. ]

El siguiente resultado relaciona la definicién de sucesién (G, H)-exacta
con el Teorema 3.9.

Teorema 3.10. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. La sucesion de

G-mddulos

dp+1 d
S n-l—lL)Cn*n)Cn—l*)"'

es (G, H)-exacta si y solo si la sucesion exacta corta de H-mddulos
0 —— Res$ Ker(dpy1) — Res$%Cp 1 — Res$& Ker(d,) —0

se escinde para cada n > 0.
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Demostracion. Supongamos que la sucesion de G-mddulos

dnt1 d
e n+1"4>0n4">0n_14>...

es (G, H)-exacta, entonces Cy, 1 = Ker(d,.1) @ Eny1 con Ker(d, 1)y Eni1
H-médulos, ademds, tenemos que Res%C,,1 = ResGKer(d,,1)@® E con
Res% Ker(d,y 1)y E H-médulos ya que Res%  es un funtor aditivo, es decir

0 —— ResG Ker(d, 1) — Res$Cp 1 — ResG Ker(d,) —0

se escinde.
Ahora supongamos que la sucesion exacta corta

0 —— ResG Ker(d, 1) — Res$Cp 1 — ResG Ker(d,) —=0

se escinde. Como se mencioné antes, para cualquier G-médulo A, Res$ A = A
pensando a A como H-mddulo, es decir, la sucesion exacta corta

0—— Ker(d,;1) Cri1 Ker(d,) —=0

se escinde pensando cada término como un H-médulo por lo que C)1 =
Ker(d,.+1) @® Ker(d,) con Ker(d,1)y Ker(d,) H-mbdulos, es decir, la su-
cesién (3.1) es (G, H)-exacta. |

3.3. Mobdulos proyectivos relativos

Definicién 3.11. Sean G un grupo y H un subgrupo de G, decimos que un
G-médulo P es (G, H)-proyectivo si para cada sucesion (G, H)-exacta

M-S M0

y cada G-homomorfismo ¢: P — M existe un G-homomorfismo ¢': P — M’
tal que d o ¢’ = @, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P

/ 7/
s l
, 4
A

M -4 M.

Los siguientes resultados se pueden encontrar en [2] y en [12, Pag. 249].
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Proposicién 3.12. [2, Lema 4.3] Para cualquier H-mddulo M, el G-mddulo
Z|G) @zim M es (G, H)-proyectivo.

Demostracion. Sea
N >N —=0
una sucesién (G, H)-exacta, definimos el homomorfismo

0: Homym (M, N") = Homgg (M, N)

dado por #(h) = d o h. Por la (G, H)-exactitud Ker(d) es un H-mddulo
sumando directo de N’ por lo que N’ = Ker(d) @ N, sea ademéas iy = N —
N’ la inclusion, la cual es un H-homomorfismo y cumple d o iy = Idy.
Vamos a probar que 6 es un epimorfimo, para esto, sea p: M — N un H-
homomorfismo, entonces iy o P: M — N’ es un H-homomorfismo y ademas
O(inop) =doiyop = Idyop = p. Ahora, usando el Corolario 1.66 y el
Teorema 1.58 tenemos los siguientes isomorfismos
HomZ[H](M, N) = HomZ[H](M, HOTRZ[G}(Z[G], N))

= HO??’LZ[G] (Z[G] ® M, N)
Z[H]

Homg (M, N') = Homg (M, Homzq)(Z[GY, N')
= HOmZ[G](Z[G] ® M, N/)
[H]

con los cuales tenemos un epimorfismo

0: Homzc)(Z[G) Q) M,N') — Homze(Z[G] R M, N)
Z[H] Z[H]

por lo que, dado ¢ € Homgzjq)(Z[G] @ 7 M, N) existe

(,0/ S HomZ[G](Z[G} ® M, N/)

Z[H]

tal que O(¢') = @, entonce ¢ = do ¢, es decir, Z[G] Qzm M es (G, H)-
proyectivo. [
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Proposicién 3.13. [2, Proposicion 4.5] Sean Py y Po» G-mddulos, entonces
P, ® P es (G, H)-proyectivo si y sdlo si Py y Py son (G, H)-proyectivos.

Demostracion. Primero supongamos que P; y P, son (G, H)-proyectivos. Sea
M~ M —>0

una sucesion (G, H)-exacta y ¢: PL@ P, — M un G-homomorfismo, to-
mando las inclusiones i;: P, - PL@ P, con j = 1,2 tenemos el siguiente
diagrama

/

‘|

/. /
P @ P,
)/ ls@
[
M M 0.

donde ¢} existen ya que P; son (G, H)-proyectivos con j = 1,2, es facil
probar que

g&g@@épl@PQ%M

es el G-homomorfismo buscado.
Ahora supongamos que P, @ P es (G, H)-proyectivo, queremos probar que
para la sucesion (G, H)-exacta

M -4 M0

y cada G-homomorfismo ¢: P; — M existe un G-homomorfismo ¢': P; —
M’ tal que d o ¢' = ¢, pero gracias a la inclusién i;: P, - PL@ P, y ala
proyeccion 7;: P P» — P las cuales cumplen 7; 015 = Idp, tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

P

J

L




donde ¢" existe debido a que P, @ P, es (G, H)-proyectivo, definimos ¢’ =
¢"oi;j: P — M’y cumple que doy' =doy"oi; = pomjoi; =, es decir,
P; es (G, H)-proyectivo para j =1, 2. [

Proposicion 3.14. [2, Corolario 4.6] Un G-méddulo M es (G, H)-proyectivo
si y solo si es G-isomorfo a un G-mddulo sumando de Z|G| Qzim M.

Demostracion. Primero supongamos que M es G-isomorfo a un G-médulo
sumando de Z[G] Qg M. Por las Proposiciones 3.13 y 3.12 M es (G, H)-
proyectivo. Ahora supongamos que M es (G, H)-proyectivo, entonces tene-
mos el siguiente diagrama conmutativo

M

Idy
Z|G @z M —— M —0
donde 7 es la proyecciéon definida por m(g ® m) = m. Denotamos por i la
inclusién definida por i(m) = 1 ® m la cual es un H-homomorfismo ya que
i(hm) =1®@ hm =h®@m = h(1 ®m) = hi(m)
por lo que, la sucesion

Z[G] Qzim M ——=M—0

es (G, H)-exacta. Usando el hecho de que M es (G, H)-proyectivo existe un
G-homomorfismo ¢: M — Z[G] Qg M el cual hace conmutar el diagrama
y asi M es G-isomorfo a un G-médulo sumando de Z[G] @z M. [

Proposiciéon 3.15. Sean G un grupo, H un subgrupo de G, K un subgrupo
de H y P un G-mddulo (G, K)-proyectivo. Entonces P es (G, H)-proyectivo.

Demostracion. Primero observemos que, si tenemos una sucesién (G, H)-
exacta, por el Teorema 3.3 existe una H-homotopia contractil la cual se
puede restringir a una K-homotopia contractil y asi la sucesion también es
(G, K)-exacta, ahora, sea P un G-médulo (G, K)-proyectivo,

M -4 M0

una sucesion (G, H)-exactay ¢: P — M un G-homomorfismo, por lo anterior

la sucesion es (G, K)-exacta y entonces existe un G-homomorfismo ¢': P —
M’ es decir, M es (G, H)-proyectivo. |
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3.4. Sucesiones exactas relativas a la familia
de estabilizadores

La definiciéon precisa de familia se dara en el Capitulo 5, pero, en esta
seccion, se trabajara con un ejemplo particular llamado la familia de estabi-
lizadores.

Definicion 3.16. Sea (G, X) una representacién por permutaciones. Defini-
mos la familia de estabilizadores de X como §(X) = {G,:x € X}.

Definicién 3.17. Sea (G, X) una representaciéon por permutaciones. Una
sucesion exacta de G-modulos y G-homomorfismos

dn+1 d

e — 7’L+1HO7’LH”OTL—1H."

es llamada §(X)-exacta si C, = E, @ Ker(d,) donde E, y Ker(d,) son
G-modulos para cada estabilizador G, de X.

En otras palabras, una sucesion exacta larga de G-moédulos es §F(X)-
exacta si y solo si es (G, G,)-exacta para cada estabilizador G,. Gracias a
esto, y a los G-isomorfismos

Z[X](?Ag ) Z[G/GA(?A

z€0(X)

Homg(Z[X], A) = H Homyz(Z|G)G,], A),
z€0(X)

podemos tener las siguientes versiones de los Teoremas 3.3, 3.9 y 3.10 res-
pectivamente.

Teorema 3.18. Sea (G, X) una representacion por permutaciones. La suce-
sion exacta de G-maodulos

dp dn,
i O 2 C Oy —— -
es §(X)-exacta si y solo si cumple las siguientes dos propiedades:

» d,od, 1 =0 para cada n.
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» Fxiste una G,-homotopia contrdactil para cada estabilizador G, de X.

Teorema 3.19. Sean (G, X) una representacion por permutaciones y

0 A-tr.p v (¢ 0

una sucesion exacta corta de G-maodulos. Entonces las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes:

(1) La sucesion exacta corta

Res& (k) Res& (w)
0 — Resg A N Res@ B i>wRe$gIC’ ——0

se escinde para cada estabilizador G, de X.

(2) La sucesion exacta corta

OHZ[X] ®ZAL>Z[X] ®ZBLZ[X] &, C—0
se escinde.

(8) La sucesion eracta corta

0 — Homgz(Z[X], A) 5 Homy(Z[X], B) “5 Homgz(Z[X],C) — 0
se escinde.

Observaciéon 3.20. El inciso 1 del Teorema 3.19 es la definicién dada por
Nucinkis en [17] de una sucesion exacta corta que se "X-escinde'. Con estas
sucesiones define una homologia de G-conjuntos.

Teorema 3.21. Sea (G, X) una representacion por permutaciones. La suce-
sion de G-maodulos

dn+1 dn
R n+14>0n4> n—1"—>" """
es §(X)-exacta si y sélo si la sucesion exacta corta
0 — Res@ Ker(dy41) — Resg Cpy1 — Res& Ker(d,) —0

se escinde para cada estabilizador G, de X y para cada n > 0.
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3.5. Resoluciones proyectivas relativas a la fa-
milia de estabilizadores

Definicion 3.22. Sea (G, X) una representacion por permutaciones, decimos
que un G-modulo P es F(X)-proyectivo si para cada sucesién §(X )-exacta

M-S M0

y cada G-homomorfismo ¢: P — M existe un G-homomorfismo ¢’': P — M’
tal que d o ¢’ = @, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P

, 7
v s
/ LID

Y2

M~ M —0.

Los siguientes resultados son los analogos a las proposiciones 3.12, 3.13 y
3.14.

Proposicién 3.23. Para cualquier G-mddulo M, el G-mddulo Z[X]| @, M
es §(X)-proyectivo.

Proposicién 3.24. Sean P, y P, G-mddulos, entonces Py @ Py es F(X)-
proyectivo si y solo si Py y Py son F(X)-proyectivos.

Proposicién 3.25. Un G-mddulo M es F(X)-proyectivo si y sélo si es G-
isomorfo a un G-mddulo sumando de Z[X]Qy M.

Proposiciéon 3.26. Sean {P,},c; G-mddulos, entonces @;c; P es F(X)-
proyectivo si y solo si P; es §(X)-proyectivo para cada i € 1.

Demostracion. Supongamos que P; es §(X)-proyectivo para cada i € I, en-
tonces cada P; es G-isomorfo a un G-médulo sumando directo de Z[X]| ®; P
por la Proposicion 3.25 por lo que, @,c; F; es G-isomorfo a un G-mddulo su-
mando directo de @,c; Z[X] ® P; el cual es G-isomorfo a Z[X| Qy(B;cr Pi)
y este tltimo es §(X)-proyectivo por la Proposicién 3.23 por lo que, usando
nuevamente la Proposicién 3.25 tenemos que @,c; P; es §(X)-proyectivo.
Ahora supongamos que @;c; P; es F(X)-proyectivo, queremos probar que
para sucesion §(X)-exacta

M4 M0
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y cada G-homomorfismo ¢: P; — M existe un G-homomorfismo ¢': P, — M’
tal que d o ¢’ = @, es decir, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Pi

¢ 7
7
»

M~ M ——0,

pero gracias a la inclusiéon j;: P, — @,c; P v a la proyeccion ;0 @, P —
P, las cuales cumplen m;05; = Idp, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

P’L'

donde ¢” existe debido a que @,c; P; es §(X)-proyectivo, definimos ¢’ =
¢"oji: P,— My cumple que do ¢ =do "0 j; = pomoj; =, es decir,
P; es §(X)-proyectivo para cada i € 1. [ |

Observacién 3.27. Dada una representacién por permutaciones (G, X), un
G-médulo proyectivo es claramente (G, G )-proyectivo para cada = € X.

Proposicién 3.28. Sean (G, X) una representacion por permutaciones y
x € X. Entonces cualquier médulo (G, G,)-proyectivo es F(X)-proyectivo.

Demostracion. Por la Proposicién 3.14, cualquier médulo (G, G, )-proyectivo
es un sumando directo de Z[G] ®z,) M y este tiltimo a su vez es un sumando
directo de @,ex Z[G] ®zg,) M = @rex Z[G/G.] @2 M = Z[X|®z M por
lo que también es §(X)-proyectivo. |

Definicién 3.29. Una resolucion §(X)-proyectiva de un G-médulo M es
una sucesion §(X)-exacta

P Py M 0
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En la cual cada P; es F(X)-proyectivo, la cual denotaremos por P,. Ademas,
llamaremos a la sucesién

P Py 0
la resolucion F(X)-proyectiva reducida la cual denotaremos por Pyy.
Proposicién 3.30. Cada G-mddulo M tiene una resolucion §(X)-proyectiva.

Demostracion. Sea M un G-moédulo, formamos el G-médulo Z[X]|Q, M y
con la proyeccion natural Py: Z[X |, M — M dada por Py(x @ m) =m
la cual es un G-homomorfismo, podemos formar la sucesion exacta

0——= Ker(Py) — Z|X] ®y M 2 M —~0 (3.4)
Ahora, como cada Z[G] Qz¢,; M es un G-submédulo de Z[X] @7 M tomando
la inclusion ig,: M — Z[G] Qze,) M dada por ig,(m) = 1@ m es un G,-
homomorfismo ya que si g, € G,

G, (gxm) =1®gm=g,9m= gw(l ® m) = gila, (m)

por lo que la sucesiéon 3.4 se escinde como G,-modulos, es decir, la sucesion
es §(X)-exacta. Repitiendo el mismo procedimiento con Ker(Py,) y uniendo
las sucesiones obtenemos la sucesion

0——= Ker(Py,,) —= Z|X| ®y Ker(Py) —= Z[X] @y M 2 M ——0

la cual es §(X)-exacta y continuando indefinidamente obtenemos la resolu-
cién §(X)-proyectiva buscada. |

Teorema 3.31. Sean (G, X) una representacion por permutaciones, M y
M'" G-mdédulos. Consideremos el siguiente diagrama

P-%.p-top . 0 (3.5)
|+

/ / / !

Py~ P~ Py~ M 0

en el cual, la linea superior es una resolucion §(X)-proyectiva de M y la linea
inferior es una sucesion §(X)-eracta. Entonces existen G-homomorfirsmos
on: Py — Pl paran > 0 los cuales hacen conmutar el diagrama y son unicos
salvo homotopia.
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Demostracion. La prueba sera por induccion. Para n = 0, aplicando el Teo-
rema 3.21 a PJ tenemos que, en el siguiente diagrama

P

lfoa

Pj—=M' —0,

la linea inferior es F(X)-exacta y como Py es §(X)-proyectivo, existe un
G-homomorfismo ¢g: P, — P} tal que €' o p = foe.
Supongamos ahora que el diagrama

dn+1 d
e n+1H’Pn*n>Pn—1H"'

l@n =

/ / /
e P P P
n+ n

conmuta, entonces
!
dn SEZ70S dn+1 = Pp—-1° dn o dn+1 =0

por lo que Im(ypy, o dyy) C© Ker(d,) y aplicando el Teorema 3.21 a P,
tenemos que, en el siguiente diagrama

PnJrl
l@nodanl
P 7 Ker(d,) —=0,

n+1

la linea inferior es F(X)-exacta, usando el hecho de que P,;1 es F(X)-
proyectivo tenemos un G-homomorfismo ¢,41: Poy1 — P, tal que d),; o
Pn+1 = Pn © dnJrl-

Para probar la unicidad salvo homotopia supongamos que existen G-
homomorfismos ¢': P, — P, para n > 0 los cuales hacen conmutar el dia-
grama (3.5), vamos a construir una homotopia s,: P, — P, entre los G-
homomorfismos ¢,, y ¢/, por induccién. Para n = 0 definimos s_o: 0 — M’
y s_.1: M — P} dadas por s_5(0) = 0y s_1(m) = 0, denotamos ademés
v =p=¢ ,yd_;: M — 0, asi cumplen que

Pli—pa=p—p=0=cos +s0d
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Supongamos ahora existen s; con ¢ < n tales que ¢} — ¢; = dj | 0 s; +
s;_1 o d;, usando esta formula con ¢ = n tenemos que

d;v,+1 © (90;14-1 — Png1 — Sp O dyqy) = d;+1 o (CP;LH — Ont1) — d'nJrl 0 8y O dpy1
=d, n+1 © (‘Pn+1 Ony1) — (‘P;z — n = Sp—10dy) 0 dyiy

= dy 1 0 (Phi1 — Prt1) = (9, — ¥n) 0 dnpa

=0

y la tltima linea es 0 ya que los G-homomorfismos ¢,, y ¢} conmutan con d,
y d),. Con ésto, mostramos que Im(¢), | — Pny1 — Sp 0 dpi1) € Ker(d, )y
por al Teorema 3.21 tenemos que, en el siguiente diagrama

Pn+l
l@;+1_ﬂon+l_sn0dn+1

Bris m’ Ker(dy,,) —0,
la linea inferior es F(X)-exacta, usando el hecho de que P,.i es S( )-
proyectivo tenemos un G-homomorfismo s, 1: P,y — Py, tal que ¢, | —
Or1 = dy 450 Spy1 + 8p 0 dpyr. u

Definicion 3.32. Sea (G, X) una representacién por permutaciones. Dado
un G-médulo M, una resolucién §(X)-proyectiva Py de My un G-médulo
A definimos los funtores Tor y Ext relativos a la familia de estabilizadores
como

TorS™) (M, A) = H,(Pm Q) A), (3.6)
Z[G)
Exty xy (M, A) = H"(Homgzq)(Pwm, A)). (3.7)

Teorema 3.33. Sean (G, X) una representacién por permutaciones, M y A
G-médulos. Entonces los funtores TorSX) (M, A) y Bty (M, A) no depen-
den de la resolucion §F(X)-proyectiva de M.

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

P-%-p-tp M 0
Idyy

/ / /

Py~ B~ By =M 0
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donde ambas lineas son resoluciones §(X )-proyectivas de M. Gracias al Teo-
rema 3.31 podemos encontrar G-homomorfismos ¢,,: P, = P vy ¢, : P, —
P, los cuales hacen conmutar el diagrama. Usando éstos G-homomorfismos,

el siguiente diagrama

da dy

Py P Py—=M 0

i‘PIQOSD2 l@iowl l@ﬁowl lIdM

Py——> P ——= PR —=M—=0

2 1

conmuta y ademas, como el diagrama anterior conmuta con los G-homomor-
fismos identidad Idp,, usando la unicidad descrita en el Teorema 3.31 te-
nemos una homotopia entre {¢/, o p,} v {Idp,}, la cual, bajo los funtores
_ Qi Ay Homgg (_,A), induce una homotopia en los respectivos com-
plejos y por el Teorema 3.3 los morfismos inducidos en homologia coinciden,
es decir (¢!, 0 p,)* = Id donde (¢!, 0 ¢, )* denota el inducido de {¢! op,} en
homologia. Ademas sabemos que (¢! o0 ¢, )* = ¢f o ¢! y usando un procedi-
miento andlogo tenemos que (¢, o ¢!)* = Id, en otras palabras, los grupos
de homologia de ambas resoluciones coinciden. [

3.6. Una resoluciéon §(X)-proyectiva particu-
lar para Z

Los siguientes lemas facilitan la demostracién del Teorema 3.36 en el cual
se prueba que el G-complejo dado en la Definicién 2.3 es una resolucion
§(X)-proyectiva de Z, es decir, que la definicién de (co)homologia de repre-
sentaciones por permutaciones coincide con los funtores Tor y Ext relativos
a la familia de estabilizares.

Lema 3.34. Sea (G,X) una representacion por permutaciones. Entonces
existe un G-isomorfismo

ZX"= @ -+ P ZG/Gi x - x G/G,,].

71€0(X)  @n€0(X)
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Demostracion. Observemos que:

ZIX"] = Z[(Useo(x)Ox) x X"
= ZUyeo(x (0 x X"
= @ Z[O, x X" ']
zeO(X
= @ Z|G/G, x X"
zeO(X
y continuando inductivamente tenemos el resultado deseado. [

Lema 3.35. Eziste un G-isomorfismo

G,

donde G /G, denota omision.

Demostracion. Definimos

Gl ZIG /Gy x -+ x GG 5+ x GGy ] = LG Gy X+ - X GG

Ga,

dada por ¢(g ® (glle,...,C/JZi,...,gnGxn)) = (991Gsys - 9Gr;s ey G9nGa,)
Ahora vamos a probar que es un G-homomorfismo:

90¢(9 ® (glGIU (RS Griv (XS] gTLGZEn>> = go(gglGCEU ceey ngH ceey ggnGﬂJn)
= (90991Gays -, 909G, -, 9099 Ga,,)

= ¢(<gog) X (glGCC17 sy é;n agnGxn))
= ¢<90<g ® (glGl‘n ERET) Gl‘m agnGa?n)))

Ahora definimos su inversa

671 ZIG Gy -+ X GGy ] = ZIGI R LG Cay X+ -x G Gy X+ x G /Gl ]
Ga;

dada por ¢_1(91Gx17---agGacm"'vngxn) =4g ® (g_lgllea --'>g_lgnGxn)7 la
cual estda bien definida, ya que, si tomamos ggoG,, otro representante de
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9@, tenemos que:

¢ (91Gars s 990Gais ooy 9nGar) = 990 @ (959 ' 01Gars s 65 9 90 Gl
=9®90(95 9 NGy 95 9 9nGa)
=9® (9090 9 ' 01Gueys s 9090 "9 90 G
=g ® (g_lglpr "'7g_1gnG$n)
- ¢_1(glel7 "'7ngi7 "'7g7’LG-'En)

y es un G-homomorfismo

¢ (90(91Ga1, -, 9Gays s G0 Ga,)) = 07 (9091Gar s - 909Gy, - 9092 G
= 909 ® ((909) "' 091Gy - (909) " 992G,
=909 @ (9 ' 1Gay, s 9 gnGa,)
=90(9® (¢ 91Gars s 9 ' 9uGr))
= 900" (1Gar, s 9Gay ooy Gl ).

Sélo hace falta comprobar que realmente son inversas

¢(¢_1(91G$1’ ...,ngi, 7gnG$n)) = ¢(g ® (g_lglG:L‘n ag_lgnG:cn))
= (gg_lglGl?U ) gGJJ“ ) gg_lgnGa?n)
= (1Gays s 9Goyy ooy G,

¢_1(¢(g ® (glGOEU ooy é\ww 7gnG27n))) = ¢_1((991Gw17 '-'7gGam ~~,ggnGxn))
=9® (9" 901Gays -, 97 '990Ga,)
=9®(q1Gzyy e, Gayy ooy GuGay))-

Teorema 3.36. El G-complejo:

On 0o 01
o,

o (X) R oX) e ey (X)) 70

dado en la Definicion 2.3 es una resolucion §(X)-proyectiva de Z como G-
modulo trivial.
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Demostracion. Gracias a las Proposiciones 2.7 y 2.8 existe una G,-homotopia
contractil para cada estabilizador G, por lo que, usando el Teorema 3.18, la
sucesion es §(X)-exacta. Por el Lema 3.35 y la Proposicién 3.12 cada

ZIG)Gyy X -+ x G/Gy,]

es (G, G,)-proyectivo para algtin estabilizador G, (de hecho para n distintos
estabilizadores) y con la Observacién 3.28 podemos concluir que son §(X)-
proyectivos. Asi, usando el Lema 3.34 y la Proposicién 3.26 tenemos que cada
C,.(X) es §(X)-proyectivo. [

A continuacion se da el resultado principal de esta seccion, el cual relacio-
na la (co)homologia de representaciones por permutaciones con los funtores
Tor y Ext relativos a la familia de estabilizadores.

Corolario 3.37. Sea (G, X) una representacion por permutaciones, entonces

H,(G, X; A) = TorS™)(Z, A)
Observaciéon 3.38. Gracias a la Observacion 3.20, el Corolario 3.37 también

demuestra que la homologia de G-conjuntos dada en [17] coincide con la
homologia de representaciones por permutaciones.
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Capitulo 4
Definicion topoloégica

El objetivo de este capitulo es dar una definicién topoldgica de la (co)homologia
para representaciones por permutaciones.

En la Seccién 4.1 se da la definicion de G-espacio la cual es un caso
particular de la definiciéon de G-conjunto.

La Seccion 4.2 contiene la definicién de espacios clasificantes para familias
a través de G-CW-complejos, asi como una construccion simplicial dada en
2].

En la seccién 4.3 se da la (co)homologia para un G-CW-complejo y se
muestra que, tomando un G-espacio, la (co)homologia de representaciones
por permutaciones del Capitulo 2 coincide con la (co)homologia del espacio
clasificante de la familia de estabilizadores del G-espacio.

4.1. (G-espacios

Definicién 4.1. Un grupo discreto es un grupo dotado con la topologia
discreta.

Definicién 4.2. Sean GG un grupo discreto y X un espacio topoldgico. De-
cimos que X es un G-espacio si es un G-conjunto y la accion G x X — X
es continua.

Un G-espacio es un caso particular de un G-conjunto agregando cierta
topologia, por lo que los resultados del Capitulo 1 son validos para G-espacios,
en particular, la Proposicién 1.6 dice que las oérbitas de un G-espacio X
forman una particion de X por lo que el espacio X/ ~, con la topologia
cociente, es un espacio topologico.
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Definicién 4.3. Sea X un G-espacio. El espacio de drbitas es el espacio
topologico X/ ~ donde ~ es la relacién de equivalencia dada en la Proposi-
cién 1.6. Denotaremos al espacio de dérbitas como X/G.

Para un subconjunto A C X denotamos G(A) = {gx: g € G,z € A}.

Definicién 4.4. Un subconjunto A de un G-espacio X se dice G-invariante
si G(A) = A.

Definiciéon 4.5. Sea A un subespacio topoldgico de un G-espacio X. Decimos
que A es un G-subespacio si A es G-invariante.

Definicién 4.6. Una funcién G-equivariante es una funcién continua
f: X — Y entre dos G-espacios X y Y la cual conmuta con la accién de G,
es decir,

flgz) = gf(x)
paratodo ge Gy z € X.

Sean X y Y G-espacios, si tenemos una funciéon G-equivariante f: A — Y
con A un G-subespacio de X podemos construir el G-espacio (X UY')/ ~
donde ~ es la relacién dada por a ~ f(a).

Definiciéon 4.7. Sean X, Y G-espacios, A un G-subespaciode Xy f: A - Y
una funcién G-equivariante, denotamos el G-espacio (X UY')/ ~ por X U;Y
y decimos que es el espacio obtenido al pegar X y Y por medio de f.

4.2. G-CW-complejos

Un G-CW-complejo es una generalizacion de un CW-complejo, la defini-
cién de este Ultimo puede encontrarse en [11] asi como algunos resultados.
En esta seccién usaremos la definicién de G-CW-complejo dada en [15, Pag.
272].

Sean D" := {z € R" : |z| < 1} el disco n-dimensional y S"~! := {z €
R™ : |x| = 1} su frontera.

Definicién 4.8. Sean G un grupo discreto y H un subgrupo de G. Una
G-celda de tipo H y dimensién n, o simplemente n-celda es el espacio

G/H x D".
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Claramente, una n-celda es un G-espacio con la accién definida por

9+ (90, s) == (990H, s)
cong,g0 € GyseD"

Definicién 4.9. Sea X un G-espacio, una filtraciéon G-invariante de X es
una familia de espacios G-invariantes {X;} tales que

P=X,CXoC..CX,C..C X, =X

n>0

Definicién 4.10. [15, Definicién 1.1] Un G-CW-complejo X es un G-
espacio X junto con una filtraciéon G-invariante

P=X,CX,C..CX,C..CclUX.=X

n>0
con las siguientes propiedades:

» Un subconjunto B de X es cerrado en X siy solo si BN X, es cerrado
en X, para cada n > 0.

» Para cadan >0, X,, = (II,c; G/H; x D) Ul qr Xn-1, €8 decir, X,, es
obtenido a partir de X,,_; pegando G-celdas de dimensiéon n bajo las
funciones ¢: G/H; x S"' — X,,_; con i € I,,.

Definicion 4.11. Sea G' un grupo. Un conjunto § de subgrupos de G es
llamado:

» Familia: si es no vacio y cerrado bajo conjugacion.

» Familia semi-completa: si H N K € § para cualesquiera H, K € §.
= Familia completa: si § es cerrado bajo tomar subgrupos.

Las familias mas comunes son:

1. La familia trivial {1} la cual consiste del subgrupo trivial solamente.
2. La familia de subgrupos finitos de G denotada por §in(G).

3. La familia de subgrupos de G virtualmente ciclicos (subgrupos de G
que contienen un subgrupo ciclico de indice finito) denotada §,.(G).
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4. La familia de todos los subgrupos de G' denotada por §.;(G).

5. Dado un G-conjunto no vacio X, la familia de estabilizadores de X

S(X):={G, :x € X}.

6. Sea G un grupo y H un subgrupo de G, la familia §(H) formada por
H y todos sus conjugados.

De las cuales, las primeras 4 familias son familias completas mientras que
las familias 5 y 6 en general, son s6lo familias.
Sea G un grupo y X un G-espacio , vamos a denotar por §(X) la familia
formada por los estabilizadores de X y todas sus intersecciones finitas, es
decir, hacemos que la familia de estabilizadores sea semi-completa.

Definicién 4.12. [15, Definicién 1.8] Sea G un grupo y § una familia semi-
completa de subgrupos de GG. Un modelo para el espacio clasificante de
la familia § es un G-CW-complejo E3(G) con las siguientes propiedades:

» Todos los estabilizadores de E3(G) pertenecen a §.

= Para cualquier G-CW-complejo Y, cuyos estabilizadores pertenezcan a
3§, existe un G-morfismo Y — Ez(G) tnico salvo G-homotopia.

Teorema 4.13. [15, Teorema 1.9] Sea G un grupo y § una familia semi-
completa de subgrupos de G.

» Eziste un modelo para E3(G) el cual es inico salvo G-equivalencia ho-
motopica.

» Un G-CW-complejo X es un modelo para Ez(G) siy sdlo si todos sus
estabilizadores pertenecen a § vy para cada H € § el conjunto X es
débilmente contraible.

Teorema 4.14. [2, Proposicién 4.16] Sean G un grupo discreto y § una fa-
milia semi-completa de subgrupos de G. Un modelo para E3(G) es la realiza-
cion geométrica del conjunto simplicial cuyos n-simplejos son las n+1-tuplas
(20, ..., Ty) con x; € F, los operadores cara esta definidos por

di(x, ..y Tp) = (X, ey Tiy ooy Tpy)
donde x; denota omision. Los operadores degeneracion definidos por
Si(T0y ey Tp) = (T, vey Tiy Tiy ooy T

La accion de G en los n-simplejos esta dada por la accion diagonal.
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Sea X un G-espacio. Denotamos el modelo para Ex X)(G) del Teorema

4.14 por E§(X)G y su espacio de érbitas por Bg(X)G'

4.3. Una resolucion desde el punto de vista
topoldégico

Durante esta seccién usaremos los resultados de [10, Pag. 23-25] acer-
ca de homologia simplicial, asi, dados X un G-espacio y Eg( X)G el modelo
descrito en el Teorema 4.14 tenemos los G-médulos Cn(Eg.(X)G) formados
por sumas formales de los n-simplejos de Eé(X)G y los G-homomorfismos
dy: Cn(Eé(X)G) — Cn,l(Eg’,(X)

? o(=1)'d;(x) donde d; es el operador cara definido en el Teorema 4.14. Asi,
formamos la resolucién

() definidos en los generadores por df(x) =

) OB Q)T —0,  (4.1)

a .
= Cn (B3 5(X)

(X)

Denotaremos la resolucién (4.1) simplemente por Co(E3x)G) v a la re-
solucion Co(E3x)G) Qzia) A por Co(Ezx) G5 A).

Teorema 4.15. Sea X un G-espacio y G un grupo discreto. Entonces la
resolucion C’.(E%(X)G) es §(X)-proyectiva.

Demostracion. La prueba de este teorema es semejante a la prueba del Teo-
rema 3.36 salvo que en este caso, los médulos

ZIG)Gg X -+ x G]Gyg]

pueden ser (G, Gy, ))-pProyectivos ya que §(X) es semi-completa. Pero
usando la Proposicién 3.15 cada médulo (G, G(g,,.. +.))-proyectivo es (G, Gy)-
proyectivo. [

Teorema 4.16. Sea X un G-espacio y G un grupo discreto. Entonces

Ca( B2 ) G) = Cul B2 1/ G) Qé)] Z.

Demostracion. Sea P: E%X)G — Bé(X)G la proyeccién, esta induce un ho-
00 7 CnlBiy
y para cualquier g € G, P,(e) = P,(ge). Observemos

momorfismo P, : C’n(E§ () el cual cumple que para cual-

quier n-celda e de E§( )
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que, si damos una n-celda [e] € C’n(Bé( G, esta es la proyeccion de la celda

)
e € Cn(Eé( X)G) por lo que P, es un epimorfismo.

Ahora vamos a probar que Ker(P,) =T con

T:=((g—1)a:g,1€G ac CEyG)).

)
Primero probemos que T' C Ker(P,), sea x € T un generador de T', entonces
tiene la forma x = (g—1)a; con a; € Cn(Eé(X)G), debido a que P, abre sumas
y saca escalares podemos suponer que a; es una n-celda y asi P,((g; — 1)a;) =
P.(ga;) — Pi(a;) = 0.

Ahora vamos a probar que Ker(P,) C T, sea x € Ker(P,) entonces © =
Yt onia; con n; € Z 'y a; n-celdas. Podemos tomar r orbitas, A;,...,A, en
B
son n-celdas que pertenecen a la misma érbita A;, claramente P.(X) = 0
si y sélo si P.(x;) = 0 para cada j = 1,...,r por lo que basta probar que
cada z; € T. Con el fin de facilitar la notacién tomamos un x; particular
y nos olvidamos del subindice j, es decir tomaremos x = Ele n;a; con a;
n-celdas en la misma orbita, con esto, podemos encontrar g; de tal forma que
a;11 = g;a;, definimos s; = ny + - --n; y observemos que

kj
X)G de tal forma que v = z; + -+ +x, con x; = 32,2y n; ja;; donde a;;

T

ni(ay — ag) + (n1 + ne)as + nzag + - - - npay
si(a1 — gray) + sa(az — az) + (52 + ng)az + ngay + - - - ngay
k—1

si(a; — g;a;) + Sgax,
1

<.
I

ademas como 0 = P,(z) = =8 nip.(a;) = 28, nip.(a1) = spp.(a;) entonces
sp=07yasi o =X si(a; — gia;), es decir, x € T.
Hasta ahora se ha probado que

Cn(Bgx)G) = Ca(E3 1) G)a

pero gracias al Teorema 1.63 usando G como grupo y G como subgrupo
tenemos que

Ca( B2 ) G) 2 Cul B2, G) % A
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Corolario 4.17. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
modulo. Entonces

Cn (B3

00 ®A Ch ES ®A

Demostracion. El resultado se obtiene al aplicar el producto tensorial con A
en el Teorema 4.16. [

Corolario 4.18. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
modulo. Entonces

Homy(C,(Bz

200 G)s A) = Homy)(Cu(E3 ) G), A)

3(X)

Demostracion. Gracias a el Teoremas 1.58 tenemos que
HomZ(C’n(Bé(X)G), A) = HomZ(Cn(Cn(Eé(X)G) QR Z, A)

= Homz[g] (C’n(Cn(E§(X)G), HomZ(Z, A))

= HO’ITLZ[G] (Cn(Cn(Eé(X)G), A)

El siguiente Teorema, relaciona la homologia de representaciones por per-
mutaciones con la homologia del espacio de érbitas Bé( X)G , pero, para lograr
la relacion es necesario recurrir a los resultados del Capitulo 3.

Teorema 4.19. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
modulo. Entonces

Ho (B2, Gi A) = H, (G, X; A), (4.2)
H™ (B3 /G A) = H"(G. X; A). (4.3)

Demostracion. Por el Teorema 4.15 sabemos que la resolucion C.(Eé(X)G)
es §(X)-proyectiva y aplicando el Teorema 3.33 sabemos que, tomando cual-
quier resolucién §(X)-proyectiva, la homologia es la misma, por lo que, apli-
cando homologia en el Corolario 4.17 tenemos directamente (4.2). Para (4.3)
aplicamos cohomologia en el Corolario 4.18. |
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Capitulo 5

(Co)Homologia de Bredon

En este capitulo se da una introduccién a los modulos de Bredon y se
define la (co)homologia de Bredon. Todo el material de este capitulo puede
encontrarse en [9].

Los médulos de Bredon se definen en la seccion 5.1 junto con la categoria
de orbitas.

Para el estudio de (co)homologia clasica es ftil tener resoluciones libres,
por lo que, en la seccion 5.2 se definen los médulos de Bredon libres.

En la seccién 5.3 se define el producto tensorial para familias y el conjunto
de morfismos para familias, los cuales son analogos al producto tensorial y el
grupo de homomorfismos definidos en el Capitulo 1.

La (co)homologia de Bredon se define la secciéon 5.4 junto con una re-
solucién estandar, la cual es semejante a la resolucién dada en el Capitulo
2.

En la seccién 5.5 se da una versién topolédgica de la (co)homologia de
Bredon y se prueba que, coincide con la (co)homologia del capitulo 4 y por
tanto con el resto de las (co)homologias.

5.1. La categoria de 6rbitas y médulos de Bre-
don

Definicién 5.1. Sea G un grupo y § una familia de subgrupos de G. La
categoria de Orbitas es la categoria pequena cuyos objetos son los G-
conjuntos G/H con H € § y los morfismos son G-morfismos. Denotaremos a
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la categoria de drbitas por OzG, en el caso cuando § = §auu(G) la denotamos
simplemente por OG.

Definicién 5.2. Sea G un grupo, H un subgrupo de G'y A un G-conjunto,
definimos el conjunto de invariantes de A relativo a H como A :=
{a € A: ha = a para toda h € H}.

Observaciéon 5.3. En la definiciéon 5.2 pedimos que A sea so6lo un G-conjunto
a diferencia de la definiciéon 1.61 en la que A es un G-mdédulo.

Denotamos por Homg(G/H, G /K) el conjunto de todos los G-morfismos
de G/H a G/K.

Teorema 5.4. Sean G un grupo, H y K subgrupos de G. Entonces eziste
una biyeccion entre Homg(G/H,G/K) y (G/K)™.

Demostracién. Definimos la funcién f: Homg(G/H,G/K) — (G/K)" por
flp) = o(H) = gK para algin g € G, la cual esta bien definida, es decir,
o(H) € (G/K)" yaque, p: G/H — G/K por lo que ¢(H) € G/K y ademés
ho(H) = p(hH) = @(H) por lo que p(H) € (G/K)". Ahora definimos
s: (G/K)! — Homg(G/H,G/K) dada por, s(¢K)(goH) := gogK, la cual,
por definicién, es un G-morfismo de G/H a G/K. |

Observacién 5.5. Podemos darle a Homg(G/H,G/H) estructura de mo-
noide con el producto dado por la composicién y la identidad dada por el
G-morfismo identidad de GG/H. Ademas, también podemos darle estructura
de monoide a (G/H)H con la identidad dada por H € (G/H)! y el producto
(G/H)" x (G/H)T — (G/H)™ dado por (¢1H,9:H) = giHgoH = g1goH,
donde la segunda igualdad se da ya que g, H € (G/H)™.

Corolario 5.6. Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Entonces existe un
isomorfismo de monoides entre Homg(G/H,G/H) y (G/H)*.

Demostracion. Usando las funciones f y g de la prueba del Teorema 5.4
probaremos que, en este caso, son morfismos de monoides y que son inversa
una de la otra.

» La funcién f: Homg(G/H,G/H) — (G/H)" es un morfismo de mo-

noides:

flpod)=pod(H)=p(gH)
= g1 H = goHg1 H

= @(H)p(H) = f()f(0)
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y ademas
f(dg/n) = Idg/u(H) = H.

» La funcién s: (G/H)? — Homg(G/H,G/H) es un morfismo de mo-
noides:

s(g1HgoH)(gsH) = s(g19:H)(g3H) = gsg1g2H
= 5(g2H)(g391H) = s(g2H)(s(91H)(g3H))

y ademaés

s(H)(gH) = gH = Idg/y(gH).

= Son inversas una de la otra:

s(f(e))(gH) = s(p(H))(gH) = s(g1H)(gH)
=gg1H = g19p(H)
= (g H)

y ademaés
f(s(gH)) = s(gH)(H) = gH.

En particular, un G-morfismo ¢ € Homg(G/H,G/K) estd completa-
mente determinado por ¢(H) = gK para algin g € G, por lo que, podemos
denotarlo por f, gk, es decir, f, mx: G/H — G/K es el Gnico G-morfismo
que cumple f, g x(H) = gK. Ademés tenemos la siguiente regla de compo-
sicion, sean f, g y fg Kk, dos G-morfismos, entonces fy, k. © four(H) =
ok (9K) = gfg k() = gL, en otras palabras, fy, k1 © foux =
fggl,H,L'

Definicién 5.7. Sean GG un grupo y § una familia de subgrupos de G. Un
funtor M: OzG — Ab de la categoria de érbitas a la categoria de grupos
abelianos, es llamado un médulo de Bredon (o simplemente un OzG-
mddulo). Si el funtor M es contravariante (respectivamente covariante) de-
cimos que es un médulo de Bredon derecho (respectivamente izquierdo).
Los morfismos entre médulos de Bredon son transformaciones naturales.
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Algunos ejemplos de mdédulos de Bredon son los siguientes:

» Sea A un grupo abeliano. Entonces A: OzG — 2Ab denota el médulo
de Bredon constante dado por A := Ay A(p) := Idy, el cual, es tanto
un moédulo de Bredon izquierdo como derecho. Si queremos enfatizar
la dependencia de la familia § entonces podemos denotarlo por As.

= Un caso importante del ejemplo anterior es el médulo de Bredon cons-
tante Zs.

= Sea G un grupo y K un subgrupo de GG, podemos definir el médulo de
Bredon derecho Z[Homg(_,G/K)]: O3G — 2Ab donde
Z[Homg(G/H,G/K)]| es el grupo abeliano con base los G-morfismos
de G/H a G/K.

= De la misma forma podemos construir el médulo de Bredon izquierdo
Z|Homa(G/K, _)]: O3G — 2b.

La clase de todos los médulos de Bredon derechos junto con sus morfis-
mos, forman una categoria la cual denotaremos con OzG-Mod. Similarmente,
denotaremos la categoria de todos los médulos de Bredon izquierdos como
Mod-OzG. Por construccion estas categorias coinciden con las categorias de
diagramas las cuales son definidas en [16], en donde también se prueba que
son categorias abelianas.

Definicién 5.8. Sea M un moédulo de Bredon, decimos que N es un sub-
médulo de M si N es un médulo de Bredon, N(G/H) es un subgrupo de
M(G/H) para cada H € § y los morfismos M — A con A médulo de Bredon,
coinciden con los morfismos N — A al restringirlos a N.

5.2. Modbdulos de Bredon libres

Vamos a definir los objetos libres como adjuntos izquierdos de algin funtor
olvidadizo.

Definicién 5.9. Sea G un grupo y § una familia de subgrupos de G. Un
§-conjunto A = (A, ¢) consiste de un conjunto A y una funcién ¢: A — §.

Definicién 5.10. Para cada H € § denotamos por Ag a ¢ '({H}) y lo
llamamos la H-componente del §-conjunto.
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Definicién 5.11. Una funcién de F-conjuntos f: (A, p) — (A’ ¢') es
una funciéon f: A — A’ de conjuntos tal que el siguiente diagrama

AN

Ve

5

conmuta.

A la categoria de todos los §-conjuntos y sus funciones la denotaremos
como §-Get.

Proposicién 5.12. Consideremos § como una categoria discreta. Entonces
la categoria de diagramas Dg(F,Set) es isomorfa a la categoria §-Set.

Demostracion. Primero observemos que, como § es una categoria discreta,
un funtor § — Get esta caracterizado por sus valores en los objetos de §.
Ahora, dado un §-conjunto A existe un unico funtor A: § — Get el cual
manda H a Ay. Esto da una biyeccién entre los objetos de Dg(F, Set) y los
de §-Get.

Si tenemos una funcién f: A — A’ en F-Get, induce una colecciéon de fun-
ciones fr: Ay — A’ para cada H € §. Como § es discreta, da origen a una
transformacion natural entre los funtores A: § — Set y A’: §F — Set, por
lo tanto, a un morfismo en Dg(F, Set). [

Definicién 5.13. Un §-conjunto A’ es un §-subconjunto de un §-conjunto
A si Ay C Ay para todo H € §.

Definicién 5.14. Sea M un médulo de Bredon, denotamos su §-conjunto
adyacente por M y esta dado por sus H-componentes My := M(G/H).

De esta forma podemos definir un funtor olvidadizo
U: O;G-Mod — §-Get

el cual manda mdédulos de Bredon a sus §-conjuntos adyacentes. Diremos
que un §-conjunto X es §-subconjunto de un médulo de Bredon M, si es un
$-subconjunto de UM.
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Definicion 5.15. Sea M un moédulo de Bredon y X un §-subconjunto de
M. El méas pequeiio de los submédulos de M que contiene a X esta denotado
por (X) y es llamado el submédulo de M generado por X. Si M = (X)
decimos que M es generado por X.

Lema 5.16. Sea K € § fijo y consideremos el modulo de Bredon derecho
Z|Homg(__,G/K)]. Entonces el §-subconjunto A de Z[Homg(__,G/K)] da-
do por

A, {{Id} sil =K,

0 en otro caso

genera a Z[Homg(__,G/K)].

Demostracion. Denotaremos por M el submédulo de Z[Home(_,G/K)] ge-
nerado por A, sabemos, por definicién, que M(G/H) es un subgrupo de
Z[Homg(G/H,G/K)| para cada H € §. Sea ¢ € Homg(G/H,G/K), como
A genera a M se cumple que Id € M(G/K) y como M(p): M(G/K) —
M(G/H) tenemos que M(p)(Id) = Idop = p, es decir, p € M(G/H) y asi
Z[Homg(G/H,G/K)| es un subgrupo de M (G/H) para cada H € §. |

Lema 5.17. Sea K € § fijo y sea M un modulo de Bredon derecho. Entonces
M(G/K) es un mddulo sobre Z|[Homa(G/K,G/K)].

Demostracion. Como M(G/K) es un grupo abeliano, basta con que defi-
namos un producto escalar de [Homg(G/K,G/K)] en M(G/K), para es-
to observemos que, dada ¢ € [Homg(G/K,G/K)], como M es un fun-
tor contravariante induce M(p): M(G/K) — M(G/K), asi podemos de-
finir el producto escalar [Homqg(G/K,G/K)| x M(G/K) — M(G/K) por
(0, m) = M(p)(m). u

Observacién 5.18. Claramente Z[Homg(G/K,G/K)] es un médulo sobre
si mismo con el producto escalar dado por la composicion.

Lema 5.19. Sean K € § fijo y M un modulo de Bredon derecho. Entonces
existe un isomorfismo entre Hom(Z[Homg(__,G/K)],M) y M(G/K).

Demostracion. Sea f € Hom(Z[Homg(_,G/K)], M), como f es una trans-
formacién natural existe fx: Z|[Homq(G/K,G/K)] - M(G/K), por lo que
podemos definir ey : Hom(Z[Homg(_,G/K)|,M) — M(G/K) por ex(f) =
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fie(Ide o).
Sea m € M(G/K) definimos ¢: Z[Homg(G/K,G/K)] — M(G/K) co-
mo un Z[Homg(G/K,G/K)]-homomorfismo de médulos tal que ¢(Id) =
m, es decir, para cualquier otro ¢ € Z[Homg(G/K,G/K)| tenemos que
o(p) = d(poId) = pp(Id) = em. Lo siguiente es extender a ¢ a una
f:ZHomg(_,G/K)] — M, para esto, sea A € Z|[Homa(G/H,G/K)] en-
tonces Z[Homg (A, G/K)|(Id) = Id o A = X por lo que podemos definir,
para cada H € §, fuy: Z[Homqg(G/H,G/K)] — M(G/H) dado por fg(\) =
M(N\)(¢(Id)). Asi, definimos e : M(G/K) — Hom(Z[Homg(_,G/K)], M)
dado por ex'(m) = f construida como antes. |

Teorema 5.20. El funtor olvidadizo U: OzG-Mod — §-Get tiene un adjun-
to izquierdo F': §-Get — OzG-Mod dado por FA = 1,en Z[Homeg(__, p(x))].

Demostracion. Vamos a definir el funtor F' para §-conjuntos que sélo con-
tienen un punto, es decir, sea A el F-conjunto dado por Ay = {*} y Ay =10
para H # K. Definimos FA := Z[Homg(__,G/K)] e identificamos A con el
§-conjunto que genera a Z|Homg(__,G/K)] dado en el Lema 5.16. Queremos
probar que, para cualquier modulo de Bredon derecho M se cumple que

Hom(Z[Homg(__,G/K)],M)] = Hom(A,UM)

Pero, ya que A consiste de un sélo punto, se tiene que Hom(A,UM) =
M(G/K) y por el Lema 5.19 tenemos el resultado.

Para definir el funtor F' en un §-conjunto arbitrario A usaremos el hecho de
que A = [I,ca A, donde cada A, consiste de un sélo punto, asi, definimos
FA =1l,ca FA, y tenemos que

Hom(FA, M) = [[ Hom(FA,, M)]

TEA

=~ I] Hom(A,,UM)
zEA

= Hom(A,UM).
Por lo que F' es el adjunto izquierdo de U. |

Observacién 5.21. La inclusién canénica de A = (A, ¢) en F'A estd dada
por

x> Id € (FAL)(G/p(x)).
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Definicién 5.22. Sea M un moédulo de Bredon derecho y sea B un §-
subconjunto de M. Decimos que M es libre con base B si F'B = M.

Teorema 5.23. Sea G un grupo y § una familia de subgrupos de G. Entonces
tenemos un funtor covariante Z[Homg(__, )] de la categoria de representa-
ciones por permutaciones a la categoria Mod-OzG. Los modulos de Bredon
libres, son aquellos en los que F(X) C §.

Demostracion. Sea (G, X) una representacion por permutaciones, definimos
el médulo de Bredon Z[Homa(_, X)] = g, e3(x) Z[Homa(_, G/G,)] y gra-
cias al Teorema 5.20 y a la Observacion 5.21 cada Z[Homg(_, G/G,)] es libre
siy sélo si G, € §. [ |

5.3. Producto tensorial de familias

Sean M un moédulo de Bredon derecho y N un médulo de Bredon izquier-
do, sea P el grupo abeliano definido por

P =[] M(G/H)Q N(G/H)

Heg Z

y sea () el subgrupo de P generado por los elementos de la forma
M(p)(m) @n —m & N(p)(n)
donde m € M(G/H),ne N(G/K), HHK €§y ¢ € Hmg(G/K,G/H).

Definicién 5.24. El producto tensorial sobre § de M y N denotado por
M ®z N esta dado por

M@ N = P/Q
g

Claramente @z : Mod-OzG x OzG-Mod — 24b es un bifuntor cova-
riante. Ademas, el funtor @z N: Mod-OzG — b tiene un adjunto dere-
cho el cual denotaremos por Homg(M, ), este funtor le asigna a cada OzG
modulo izquierdo N el grupo abeliano Homgz(M, N) formado por todas las
transformaciones naturales de M a N.
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Teorema 5.25. Sean G un grupo, § y § familias de subgrupos de G, A
un OzG-mddulo derecho, B tanto un OzG-médulo izquierdo como un Oz G-
madulo derecho y C' un Oz G-modulo derecho. Entonces existe un isomorfismo
de grupos abelianos

Homy(AQ) B,C) = Homg(A, Homg (B, C)).
5

Demostracion. Definimos ¢: Homgz (A ®z B,C) — Homgz(A, Homg (B, C))
el cual manda ¢ € Homg (A ®; B, C) al morfismo ¢(¢): A — Homg (B, C)
dado por ¢(¢)(a): B — C el cual esta definido por ¢(¢)(a)(b) = p(a®D), asi,
es facil probar que ¢ es un homomorfismo de grupos abelianos. Observemos
que

Ker(¢) ={¢ € Homy(AQ) B, C) : d(¢)(a)(b) = p(a ®b) = 0}
3

={p € Homzg(AQR) B,C) : p =0}
§

por lo que ¢ es un monomorfismo. Ademés, sea ¢’ € Homgz(A, Homg (B, C))
definimos ¢ € Homg (A ®; B, C) dada por ¢(a®b) = ¢'(a)(b) el cual cumple
d(p) = ¢, es decir, ¢ es un epimorfismo. [ |

Proposiciéon 5.26. Sean G un grupo y § una familia de subgrupos de G.
Entonces Homg(Zz, Az) = As.

Demostracion. Observemos que, cada transformacion natural f: Zz — Ag
estd definida por fr: Zz(G/H) — Az(G/H) para cada H € § y en este caso
Zz(G/H) =Zy A3(G/H) = A por lo que existe una biyeccién

Homg(Zz, A)(G/H) = Homgz(Z, A) = A.

5.4. La resolucion estandar

En esta seccién construiremos una resolucion para Zgz semejante a la que
fue dada en la Seccion 2.1.
Sean GG un grupo y § una familia de subgrupos de G, denotamos por

C3(G) al médulo de Bredon derecho Z[Homg(_,A,)]: OzG — 2Ab donde
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A, ={(90Ho, .., 9. Hy) : g; € G, H; € §}. Sean ademas los homomorfismos
d; : A, — A,,_1 donde

di(gOH(b ceey ngz cevy gan) = (QOHO, ceey ngz caey gan)

donde g/?[ denota omision, estos homomorfismos inducen un morfismo en mo-
dulos de Bredon d}: C¥(G) — C¥_,(G) y asf podemos definir los morfismos
On: C3(G) = C¥_(G) por 8, = Y1 o(—1)'d;.

Proposiciéon 5.27. Sean G un grupo, § una familia de subgrupos de G.
Entonces 0,, 0 0,11 = 0.

Ademas podemos definir el morfismo aumentacién e: X — {*} como
€(gH) = * el cual induce el morfismo de médulos de Bredon

€ Cg(H) — Z[Home(_, {+})] = Z;.
Definicion 5.28. La sucesién
- HOHG) e () - O (@) S 2y 0,

es la resolucion estandar del moédulo de Bredon Zsz y la denotaremos por
Ci(G).

Definicion 5.29. Una resolucién de mdédulos de Bredon es aciclica si existe
una homotopia entre el morfismo 0 y el morfismo Id.

Teorema 5.30. La resolucion estindar de Zg es aciclica.

Demostracion. Basta con probar que, la sucesiéon evaluada en cualquier ob-
jeto G/H es aciclica, es decir, que la sucesién

- 28 Z[Home(G/H.A,)] % - 2 Z[Home(G/H, M)
O, Z|Homa(G/H,Ao)] = Z — 0

tiene una homotopia entre el morfismo 0 y el morfismo Id. Para esto definimos
los morfismos s,,: A, = Ap11y s_1: {x} = Ay dados por

Sn(goH07 7gan) = (H7 gUH0> agan)

s-1(x) = (H)

los cuales es facil probar que inducen la homotopia buscada. [
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Proposicién 5.31. Sea § es una familia semi-completa. Entonces la reso-
lucion estandar de Zg es libre.

Demostracion. Dado (goHo, ..., gnHy) € A, su estabilizador esta dado por
gntn) = 90Hogy ' (oo N g gy

y si § es semi-completa, entonces G 4o my.....g,1,) € S, €s decir, F(A,) C§,y
asi, por el Teorema 5.23 cada Z[Homq(G/H, A,)] es libre. |

-----

Definicién 5.32. Sean GG un grupo, § una familia de subgrupos de G y A
un OzG-médulo izquierdo. La (co)homologia de Bredon de G respecto a
§ con coeficientes en A se define como

H(G; A) = Hy(CI(G) @ A),
T

H3(G; A) = H"(Homg(CI(G), A)).

5.5. Resolucion topolégica de Bredon

Para esta seccion, usaremos los resultados del Capitulo 4, en particular,
dados un grupo G y § una familia de subgrupos de G, tomaremos el G-
CW-complejo EZG. Sea A’ el conjunto de las n-celdas de E3G, definimos
los O3G-médulos derechos C,,(E3G) = Z[Homg(_,A;)] v los morfismos
0, C,(E3G) — C,,_1(E{G) por 9, = i o(—1)"dy con df el inducido por el
operador cara definido en el Teorema 4.14. Denotamos al complejo formado
por los OzG-médulos C,,(E3G) y por los morfismos 9,, por C(E3G).

Proposicién 5.33. El complejo C,(E3G) coincide con C3(G).

Demostracion. Gracias al Teorema 4.14 A, = A/ con A, = {(g1 H1, ..., gn Hy,
gi € G, H; € §} por lo que C,,(E5G) = C3(G) y nuevamente por el Teorema
4.14, 0,, = O,. |

Observacién 5.34. Gracias al Teorema 5.4 tenemos que C,, (E3G)(G/H) =
ZIAT] = C,((E5G)™) donde (E{G)" es el CW-complejo obtenido con el

conjunto de invariantes relativo a H.

Teorema 5.35. Sean G un grupo y § una familia semi-completa de subgru-
pos de G. Entonces tenemos un isomorfismo C,(E3G) Qg Zz = Co(B3G) de
complejos de cadenas.
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Demostracién. Sea P: E:G — B3G la proyeccion, restringiendola obtene-
mos las funciones Pp: (E§G)H — B3G para cada H € F, estas inducen

homomorfismos Pj;: C,((E5G)™) — C (B3G) para cada H € §. Asi tene-
mos el homomorfismo

- 1 Cul(B3G)Y) = Co(BIG)

Heg

el cual cumple que para cualquier n-celda e € (E§G)H y para cualquier
g € G, P*(e) = P*(ge). Observemos que, si damos una n-celda [e] € C,(B3),
su estabilizador G¢) pertenece a § por lo que es una proyeccion de la celda
e € (EéG)GM, es decir, P* es un epimorfismo.

Ahora, por definicién tenemos que

®Zs— [T Cal(B:6)") R Z)/T = (1] Cul(E3G)™))/T

Heg Z Heg

T :=(¢*(a) —a:a € C((E3G)"), o € Homa(G/K,G/H))

por lo que vamos a probar que Ker(P*) =T.
Primero probemos que T' C Ker(P*), sea x € T un generador de T', entonces
tiene la forma x = ¢*(a) — a con a € C,(B3G), debido a que P* abre sumas
y saca escalares podemos suponer que a es una n-celda y asi P*(p*(a) —a) =
P*(ga — a) = P*(ga) — P*(a) = 0.
Ahora vamos a probar que Ker(P*) C T, sea © € Ker(P*) entonces x =
" onia; con n; € Z 'y a; n-celdas. Podemos tomar r orbitas, A;,...,A, en
EZ de tal forma que * = x1 + -+ + z, con x; = Zfio n; ;ja; ; donde a; ;
son n-celdas que pertenecen a la misma 6rbita A; y a;; € X para algin
H;; € §, claramente P,(z) = 0 si y s6lo si P,(z;) =0 para cada j =1,...,7
por lo que basta probar que cada x; € T'. Con el fin de facilitar la notacién
tomamos un x; particular y nos olvidamos del subindice j, es decir tomaremos
T = Zle n;a; con a; n-celdas en la misma érbita, con esto, podemos encontrar
g; de tal forma que a;y; = g;a;. Definimos K; = H; N giHZ-g[l, como § es
semi-completa tenemos que K; € § y ademas g; 'K, gi es un subgrupo de H;
por lo que existe p;: G/K; — G/H; tal que ¢(K;) = g;H;, asi, ¢} (a;) = gia.
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Definimos ahora s; = n; + - - - n; y observemos que
T = m(al — az) + (n1 + na)ag + nzaz + - - ngay

(a1 — g1a1) + sa(az — az) + (s2 + n3)az + nag + - - - ngay,

= Si<ai — Gi;) + Spay

= sila; — ¢i(a;)) + spa,

ademds como 0 = P*(z) = S8 n;P*(a;) = = niP*(a1) = s,P*(a;) en-

tonces s, = 0y asi & = Y0} si(a; — ¢i(a;)), es decir, v € T. [ |

Corolario 5.36. Sean G un grupo, § una familia semi-completa de subgrupos
de G y A un G-maddulo. Entonces tenemos un isomorfismo

C.(E3G) Q) Az = Co(B3G) ®A
5

de complejos de cadenas.

Demostracion. La prueba es semejante a la prueba del Teorema 5.35 susti-

tuyendo P* por
GO @4~ B @A
Heg

Los siguientes dos Teoremas son la conexion entre la homologia de repre-
sentaciones por permutaciones y la homologia de Bredon.

Teorema 5.37. Sean G un grupo y § una familia semi-completa de subgrupos
de G. Entonces

HY(G; A) = H,(B3G; A),
H(G; A) = H(BG; A).

Demostracion. El primer isomorfismo es directo del Corolario 5.36, para el
segundo isomorfismo observemos que

Homyz(C,(B;G), A) = Homg(C,(E;G) Q) Zs, Az)
§

~ Homg(C,(E;G), Homg(Zs, A))

gracias a el Teorema 5.25 y a la Proposicién 5.26. [
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Teorema 5.38. Sean X un G-espacio, G un grupo discreto y A un G-
modulo. Entonces

HX(G; A) = H,(G, X; A), (5.1)
Hg(X)(G; A)= H"(G,X;A).

Demostracion. Aplicando los Teoremas 5.37 y 4.19 tenemos el resultado. W
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Capitulo 6
Ejemplos

En este capitulo se dan algunos calculos sencillos de la homologia para
algunas representaciones por permutaciones. Se busca también resaltar las
ventajas y desventajas que tienen algunas de las teorias vistas anteriormente
al momento de realizar los calculos.

6.1. Acciones sobre el circulo

Consideremos el circulo S* = {e*™ : t € R} y C,, = {2™™/" : 0 < m <
n — 1} el grupo ciclico con n elementos. Los siguientes dos ejemplos tienen
como objetivo usar directamente la definicion dada por Bredon para calcular
la homologia de representaciones por permutaciones.

Ejemplo 6.1. Consideremos la accién de Cy = {—1,1} en S* dada por

1. €2mt — 627rzt

1. 627rzt — _627th7

es decir, la accién antipodal. Observemos que (Cy), = {0} para todo x € S*
por lo que F(S') = {{0}}. Siguiendo la construccién dada en la Seccién 5./
tenemos que

Ci(Co) = Z[Homz, (., A,)]

donde
An = {(gov 7gn) - g S 02}
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Al aplicar la definicion de producto tensorial de familias tenemos

G5y @ Zs = P/Q

3(Sh)

con

P =7Z[Homc,(Cy, A ®Z ZIA) Q) Z
zZ
y Q el subgrupo de P generado por los elementos de la forma
(n-2)Qy—rQy

donde v € Z[A,), y € Z, y n € Cy. Es decir, P/Q = Z[A,]| Rz, Z. Asi,

concluimos que

H,(Cy, S 2) = H3S)(Cy; Z) = ®z H,(Cy: Z).

En otras palabras, la homologia de representaciones por permutaciones coin-
cide con la homologia de grupos clasica para Cs.
De la misma manera obtenemos que

Homg(C3¥)(C), Zs) = Homg(Z[Home, (_, An)), Zg) = Homzg)(Z[AL], Z)
por lo que
H"(Cy, S 2) = Hy41(C; Z) = H" (Homye)(Z[A], Z)) = H"(Cy; Z).

Es decir, la cohomologia de representaciones por permutaciones coincide con
la cohomologia de grupos cldsica para Cy.

Ejemplo 6.2. Consideremos la accién de C,, en S* dada por
627rim/n . 627rit _ 627ri(t—&—m/n)
donde 0 < m < n — 1, es decir, la accion que rota el circulo. Al igual que

en el ejemplo 6.1 obtenemos que F(S*) = {{0}} y siguiendo nuevamente la
construccion dada en la Seccion 5.4 tenemos

(G ® Z=P/Q

3(sh)
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donde
P =7Z[Homg, (Cy, A,)] ®Z = Z[A,] ®Z
zZ zZ

y Q es el subgrupo de P generado por los elementos de la forma
m-2)Qy—r®y

conx € ZIA,], y € Z, y m € C,. Es decir, P/Q = Z[A,] Q¢, Z. Con lo que
podemos concluir que

H,(C,, S%Z) = HSS)(C,: Z) = H,(C,, Z.).
Con un procedimiento semejante podemos concluir que
H"(C,,S%7Z) = sy (Cn; Z) = H'(Cy, Z).

Los ejemplos anteriores tenian la propiedad de que G, = 0 para cada
x, lo que simplificaba los calculos, por otro lado, el siguiente ejemplo tiene
estabilizadores no triviales por lo que tratar de usar la definicién de Bredon
puede ser muy complicado.

Ejemplo 6.3. Consideremos la accién de Z en S* dada por

2mit L 2mi(t+m/2)

m-e (& .

En este caso (Z), = 27 para cada x € S*. Consideremos ahora la funcién de
representaciones por permutaciones

0 = (907 [dsl): (Z751) - (Z%Sl))

donde ¢ es la proyeccion al cociente usual con Ker(yp) = 2Z. De los Corola-
rios 2.20, 2.36 y de el echo de que Cy es isomorfo a Zo se sigue que

H,(Z,S',Z) = H,(Cy, S*, Zyy),
H™(Z,8',7) = H"(Cy, S*, Z*%).

Ademds, como la accion de Cy en Z es trivial, tenemos que Loy = 7 = Z.**
y por lo tanto

H,(Z,S',Z) = H,(Cy, 5", Z) = H,(Cs,7),
H™(Z,S",7) = H"(Cy, S*,7Z) = H"(Cy, 7).
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6.2. Acciones sobre la esfera

Consideremos la esfera S = {z € R3 : |z| = 1}. Los siguientes dos
ejemplos son una aplicacién trivial de los Teoremas 2.13 2.29.

Ejemplo 6.4. Consideremos la accién de C,, sobre S? dada por la rotacién
sobre la linea que une los puntos (0,0,1) y (0,0, —1) con un angulo de 27 /n.
Observemos que (Cp)0,0,1) = (Cn)0,0,-1) = Cn es decir, la accion tiene dos
puntos fijos, por el Teorema 2.13 tenemos que

H,(C,,5%Z)=0
para v > 1 y por el Teorema 2.26 tenemos que
Ho(Cy, 5% Z) = Z,

ya que la accion de C,, es trivial en Z. Ademdas, por el Teorema 2.29 tenemos
que

H"(C,,S*7)=0
para r > 1.

Ejemplo 6.5. Consideremos la accién de Z sobre S* dada por la rotacion
sobre la linea que une los puntos (0,0,1) y (0,0,—1). Al igual que en el
ejemplo anterior (Z)0,0,1) = (Z)0,0,-1) = Z por lo que podemos concluir que

H,(Z,S*7)=0
para n > 1 y por el Teorema 2.26 tenemos que
Hy(Z,S5* 7) =7

ya que la accion de Z,, es trivial en Z. Ademds, nuevamente por el Teorema
2.29 tenemos que

H™(Z,8%7) =0

para r > 1.
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6.3. Acciones de grupos amalgamados sobre
arboles

El siguiente es un ejemplo de homologia de Bredon en el cual la familia es
no trivial. Dados tres grupos G, Go y A y dos homomorfismos f;: A — G
y fo: A — (G5 denotaremos por Gy x4 G5 al producto amalgamado de G y
Go a travez de A. En el Capitulo 1 de [19] puede encontrarse la definicién
concreta del producto amalgamado.

Definicién 6.6. Un arbol es una grafica conexa en la cual cualesquiera dos
vértices estan unidos por un sélo camino.

Ademas usaremos los siguientes resultados.

Teorema 6.7. [19, Capitulo J, Teorema 7] Sea G = Gy x4 Go. Entonces
existe un drbol T con las siguientes propiedades:

= G actia en T.
» T/G es un intervalo con punto inicial P y punto final Q.
» T'/G es homeomorfo a una subgrdfica de T

» Los estabilizadores del intervalo (pensado como subgrifica de T') son
Gp =G1, Gg =Gy y Gy = A para cualquier y en el intervalo diferente
de Py Q.

En particular, el Teorema 6.7 dice que la accién de G en el arbol T esta

totalmente determinada por el homeomorfismo de 7'/G con una subgrafica
de T

Teorema 6.8. [19, Capitulo 4,Corolario del Teorema 8] Sea G = Gy x4 Go.
Entonces cada subgrupo finito de G esta contenido en un conjugado de Gy o

Gs.

Teorema 6.9. Sea G = G x4 Gy con Gy, Gy finitos y A = {1}. Entonces
T es un modelo para el espacio clasificante de la familia § 7 (G).

Demostracion. Usaremos el Teorema 4.13. Como T es un arbol con una
accion de G, T es un G-C'W-complejo. Por el Teorema 6.7 tenemos que
G, = {1} si z no es un vértice de T' y si x es un vértice de T' tenemos que
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G, es G, G o alguno de sus conjugados, es decir G € §in(G). Solo falta
probar que X# con H € § es débilmente contraible. Si H = {1} tenemos
que T = T el cual, por ser un arbol, es débilmente contraible. Si H es
distinto de la identidad, como es un subgrupo finito de G, por el Teorema
6.8 H esta contenido en un conjugado de GG; o G4 los cuales sélo dejan fijos
los vértices de T', es decir T# C V donde V denota los vértices de T, asi TH
es débilmente contraible. |

Teorema 6.10. Sea Sea G = Gy x4 Gy con Gy, Gy finitos y A = {1}.
Entonces

HF(G;Z) = 0,
Hy (G;Z)=0.

SFin
sin>1y

H§" (G, Z) = Z,
. (G:Z)=1.

Demostracion. Por el Teorema 5.37 tenemos que

ademds, por los Teoremas 6.9 y 6.7 tenemos que Bg, G = T/G, el cual es
un intervalo. [ ]

Observaciéon 6.11. Un producto amalgamado de grupos G = G x4 Gs
puede tener una infinidad de subgrupos finitos incluso siG; y Gs son finitos.
Por ejemplo, si tomamos a Cy = (a : a®> = 1) tenemos G = C, *713 Cy. Los
subgrupos generados por las palabras aba, bab, ababa, babab, abababa, etc.
son grupos de orden 2.
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