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Introduccion

Un algebra topolégica A es un algebra compleja en la cual esta definida
una topologia de espacio vectorial 7 de Hausdorff tal que el producto en A
es continuo, si (A4, 7) es un espacio localmente convexo entonces la topologia
estd determinada por una familia de seminormas {|| ||o}aer tal que para
cada « € [ existe g € I tal que

lzylla < [lzlisllylls

para cada x,y € A. Es un hecho conocido que la familia de seminormas
es numerable, digamos {|| ||;}52;, si y sélo si A es metrizable, si ddemas el
algebra es completa y localmente convexa se dice usualmente que A es una
Bgp-édlgebra. Por otra parte se dice que un dlgebra topoldgica es localmente m-
convexa, en forma abreviada m-convexa, si la familia de seminormas satisface
que dada o €

zylla < [l2]lallylla

para cada x,y € A. Las dlgebras localmente m-convexas resultan de gran
importancia pues en cierto sentido representan una buena generalizacién de
las algebras de Banach. Un concepto importante en algebras topolégicas es
el de espectro de un elemento, si x es un elemento de un algebra A con
unidad e, definimos el espectro usual de x como

o(z) ={\ € C| e — z no es invertible}

en algunos casos este espectro es vacio, sin embargo bajo ciertas condiciones
no lo es, por ejemplo cuando se trata de un algebra es conmutativa, m-
convexa y completa, ver [53] teorema 12.8. En el caso en que el espectro es
no vacio se define el radio espectral como

R(z) = sup{|A| | A € o(2)}.

Dada A una By-dlgebra y z € A, se dice que {2"}7°, es una base ciclica
para A si para cada elemento z € A existen escalares tnicos {\, ()},
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Introduccién INDICE GENERAL

tales que = Y 7 ; Ap(x)z". Un ejemplo de una By-dlgebra con una base
ciclica es H() el dlgebra de funciones holomorfas definidas en un dominio
Q) simplemente conexo y con la topologia compacto-abierto. Varios autores
han estudiado este tipo de &lgebras [5, 6, 7, 50] y algunos resultados que
destacan son los siguientes: Watson en [50] prob6 que en una By-algebra

localmente m-convexa con base ciclica {2"}5°, el espectro satisface que

D(0,R(2)) C o(2) C D(0, R(2))

donde D(0,R(z)) = {A € C | |]\| < R(2)} y que A es isomorfa al algebra
H(Q) siy sélo si o(z) es abierto. H. Arizmendi y A. Carrillo estudiaron
en [5, 6, 7| Bp-dlgebras con base ciclica sin la hipétesis de m-convexidad
y encontraron resultados similares sobre el espectro o(z) con algunos otros
tipos de radios espectrales, ademés lograron establecer la relacién entre dos
base ciclicas {2"}5%, v {w"}72, en una misma By-algebra.

En esta tesis decimos que A una Bg-dlgebra con z un elemento invertible
tiene una base ciclica de tipo Laurent {z"},cz si para cada z € A, exis-
ten escalares tinicos {Ap () }nez tales que Y 07 A_p(2)27 ™y D00 ) An(z)2"
convergen en Ay

x = Z An(z)z™" 4+ Z An(z)2" = Z An(z)2".
n=1 n=0

n=—oo

Un ejemplo de este tipo de dlgebra es H(Ann(0,r, R)) el dlgebra de funciones
holomorfas en un anillo Ann(0,7,R) = {\ € C | r < |A\] < R} con la
topologia compacto-abierto. En el capitulo 1 Probamos resultados originales
con respecto a este tipo de algebras, por ejemplo los teoremas 1.2.20 y 1.2.21
nos dicen que el espectro del generador z esta relacionado con ciertos anillos
de algunos radios espectrales y en el caso en que A sea ademds m-convexa
hemos obtenido que

Ann(0, R(z71)™Y, R(2)) C 0(2) € Ann(0, R(z—1)~1, R(2)).

Ademads también hemos logrado encontrar una relacién entre dos bases cicli-
cas de tipo Laurent de una By-dlgebra, este resultado se esteblece en la
proposicién 1.2.25, més concretamente hemos probado que si {z"}nez ¥
{w"}nez son dos bases ciclicas de tipo Laurent para A una By-dlgebra, en-
tonces w = az 6 w = az~! para algun a € C\ {0}. Tambien hemos probado
el teorema 1.2.30 el cual es una caraterizacién de las Bp-algebras que son
localmente m-convexas y con base ciclica de tipo Laurent.

Un &lgebra topolégica con unidad e es una @-dlgebra si el conjunto
G(A) de elementos invertibles es abierto. En el capitulo 2 recordaremos
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algunas equivalencias de esta definicién y estudiaremos algunas propiedades
de las mismas. Si A es un algebra topolégica, definimos 9M#(A) como el
conjunto de los funcionales lineales multiplicativos no nulos y complejos,
ademds definimos 9 (A) como el subconjunto de 97 (A) compuesto de los
elementos continuos.

Hemos tomado algunas propiedades de algebras de funciones como se
estudian en [48] y las hemos puesto en el contexto de un algebra topologia
A tal que M#(A) es no vacio. Los resultados originales de este capitulo
se encuentran en el estudio de las siguientes propiedades que un &lgebra
topolégica A puede satisfacer o no, estas son:

= (o) Sisupgeo(ay [f(z)| <1 entonces existe (e — r)~le A

» () Six € Ay estal que f(z) # 0 para cada f € MM(A) entonces
existe 27! € A.

= (B) Siay,...,a, son elementos de A tales que >, |f(a;)| > 0 para
cada f € M(A), entonces existen by, ..., b, en A tales que > 1" | a;b; =
e.

» (%) existe V vecindad del cero tal que si € V, entonces » .~ a”
converge.

» (xx) existe V vecindad del cero tal que si z € V, entonces existe
(e—z)7t e A

Hemos encontrado algunas equivalencias de estas propiedades en ter-
minos de otras conocidas en algebras topoldgicas, también examinamos la
relacién de estas con los espacios MM(A) y M#(A), estos resultados se en-
cuentran en las proposiciones 2.3.1, 2.3.4, 2.3.7, 2.3.9 y 2.3.12.

El capitulo 3 estudiamos los elementos acotados de un algebra localmen-
te convexa en el sentido de Allan-Waelbroeck, ver [2]. Dada A un algebra
localmente convexa y = € A se dice que es acotado si existe A > 0 tal que
{(%)n}neN es acotado, esto es para cada « € I existe M, > 0 tal que

x\ "
I3)
para cada n € N.
En este capitulo se estudia el dlgebra C(¢) de las funciones complejas
racionales y un resultado que hemos obtenido es el de describir el conjunto
de todos los elementos acotados de esta dlgebra con respecto a la topologia

< Ma,
«
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metrizable 7y de Williamson dada en [51], esto se encuentra en la pro-
posicion 3.2.6. Adema&s probamos que este conjunto de elementos acotados
es una subdlgebra maximal de ideales principales y que es una (-algebra,
proposicién 3.2.7 y corolario 3.2.8.

Finalmente en el capitulo 4 estudiamos algebras localmente convexas
en las que el producto es separadamente continuo, esto es dada = € A las
funciones L, : A — A dada por L,(y) =xy paracaday € Ay R, : A— A
dada por R, (y) = yx para caday € A son continuas, en este caso la topologia
viene dada por una familia de seminormas || ||4er tales que para cada z € A
y cada o € I existen € I, M(z,a), N(z, ) > 0 tales que

zylla < M(z,a)llyls v lyzla < Nz, )lyls (1)

para caday € A. En el caso en que en las desigualdades dadas en (1) se tenga
a = f3 se dice que el dlgebra es A-convexa y si para cada x el numero M (x, «)
no depende de « se dice que el algebra es uniformemente A-convexa, este
tipo de édlgebras han sido estudiadas por diversos autores [3, 44, 45, 46, 47] y
en este trabajo estamos interesados en algebras uniformemente A-convexas,
utilizamos los resultados de Oudadess [44, 45] que entre otras cosas nos
dicen que en un &lgebra uniformemente A-convexa se puede definir una
norma cuya topologia es mas fina que la original, de esta forma el estudio
de dlgebras uniformemente A-convexas tiene relacién con el caso usual de
algebras normadas.

Hemos logrado aplicar estos resultados para estudiar espacios de fun-
ciones continuas con valores en un algebra A, més precisamente si A es un
algebra uniformemente A-convexa encontramos una condicién para A bajo la
cual el espacio de funciones continuas y acotadas definidas en un conjunto
X y con valores en A, denotado por Cp(X, A), resulta también uniforme-
mente A-convexa, asi pues un ejemplo mas de un algebra uniformemente
A-convexa se construye, esto se encuentra en la proposicién 4.1.15.

Otra parte importante del capitulo 4 esta dedicado a estudiar los espa-
cios de funciones continuas CV (X ), donde X es un espacio completamente
regular y V es una familia de funciones de Nachbin, defincién 4.2.1, dare-
mos a C'V (X)) una topologia localmente convexa 7y en funcién de la familia
V. En esta parte estudiamos la topologia de Oudadess para CV(X), de-
finida como la topologia m-convexa menos fina entre todas las topologias
m~convexas mas finas que 7y. Algunos resultados originales que hemos ob-
tenido en este sentido es expresar las seminormas que definen topologia de
Oudadess para C'V(X) en funcién de unos limites y unos supremos, esto se
encuentra en la proposicion 4.3.5, ademads aplicamos estos resultados para

8



INDICE GENERAL Introduccién

dar nuevas condiciones necesarias y suficientes sobre la familia V' para que
CV(X) resulte ser un &lgebra m-convexa, proposicién 4.3.7. En la ltima
parte de esta tesis consideramos algunos ejemplos de espacios de funciones
continuas y acotadas definidas en un espacio completamente regular X y
con valores en un algebra topoldgica A. Desarrollamos nuevos metodos para
hallar su espacio de homomorfismos lineales y continuos del algebra en C,
estos se encuentran en las proposiciones 4.4.8, 4.4.10 y 4.4.11.
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Capitulo 1

Bp-algebras con base ciclica
de tipo Laurent.

1.1. Algebras localmentes convexas

En esta seccién damos las definiciones béasicas con respecto a algebras
topoldgicas localmente convexas.

1.1.1. Conceptos y propiedades basicas.

Definicion 1.1.1. Un dlgebra compleja A se dice topoldgica si estd dotada
con una topologia T de Hausdorff tal que la adicion y multiplicacion por
un escalar son continuas y la multiplicacion A x A — A, (x,y) — xy es
continua. Decimos que A es un dlgebra semitopoldgica si la multiplicacion
es separadamente continua, es decir las funciones y — xy, y — yr son
continuas de A en A para cada x € A.

Sea (A, 7) un &lgebra topolédgica, se dice que A es localmente convexa
si (A, 7) como espacio vectorial topolégico es localmente convexo. En este
caso T esta determinada por una familia {|| ||o}aer de seminormas tales que
para cada « € [ existe g € I tal que

lzylle < llzllsllylls,

para toda z,y € A. Ademads se dice que A es localmente m-convexa, en
forma abreviada m-convexa si en este caso la familia {|| |4 }aer se compone
de seminormas submultiplicativas, es decir

lzylla < llzllallylla



1.1 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

para toda o € [ y cada z,y € A.
A continuacién presentamos algunos ejemplos.

1. Consideremos el dlgebra de funciones entereras,
H(C)={f:C—C| f es entera},

con las operaciones usuales de suma y producto de funciones y con
las seminormas || f||, = max, <, |f(2)|, para cada f € H(C) y cada
n € N. Se tiene que H(C) es un algebra m-convexa.

2. Se dice que una funcién ¢ : R — R se anula en infinito, si para cada
€ > 0 existe K C R compacto tal que |p(z)| < € para cada = ¢ K. Sea

Cp(R) ={f:R — R | f es continua y acotada}.

Esta es un algebra con las operaciones usuales de suma, producto por
escalar y producto de funciones. Definimos para cada ¢ : R — R que
se anula en infinito

1flle = sup | f(z)e(x)] < oo,
zeR

para cada f € Cy(R).

Ahora probaremos que el producto es separadamente continuo. Sean
g € Cp(R) y {fn}>2, una sucesién en Cp(R) que converge a f € Cy(R)
con respecto a las normas {|| ||,},, entonces dada ¢ que se anula en
infinito se tiene que

1fng — fall, = Sup [(fn(@)g(z) — f(2)9(2))p()|
< sup [(fn(z) — f(2))e(z)|sup |g(x)] = [[fn — fllesuplg(z)| — 0
z€eR TSI zeR
si n — 00, asi pues el producto es separadamente continuo.

3. Sea (ank)nk donde n € Ny k € Z una matriz infinita, donde a,, > 0
para cada n, k. Supongamos ademds que para cada n existe n’ > n tal
que

An -+l < Qp kO |

para cada k,[. Definamos

o0 o0
Alany) = { Z zth | Z an |k < 00, para cada n € N} .



Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.1

A(ap ) es un algebra con las operciones

oo [o.¢] (o]
( 3 t> ( 5 yktk> .S ( > y> >
k=—o00 k=—o00 k=—oco \r+s=k

para cada A € C y cada > jo _ xpth 302 ykt® € A(any). Para
cada n € N definimos la siguiente seminorma, si z = Zzozfoo wktk IS
A(an,k)

o0

lzlln = angleel-

k=—o00

Ademds si z = S50 apth y y = S22 yxt® son elementos de
A(an) y n € N, entonces

oo
HmyHn: Z Qn, K Z TrlYs

k=—00 r+s=k

< Z Qn k

k,r,s

zr|lys| = Z s |Tr|[Ys |
7,8

<D awpaw slecllys) = 2l 1yl
T,

Asi pues A(apy) es un algebra topoldgica. A este tipo de algebras
usualmente se les conoce como algebra matricial.

A continuacién recordamos algunos resultados importantes sobre alge-
bras m-convexas. Sea A un &dlgebra m-convexa, {|| ||o}acs una familia de
seminormas que define la topologia de A. Para cada « € I consideremos

N ={z € A||le]q = 0}.

Es facil ver que este es un ideal bilateral cerrado, consideremos también el
algebra normada (A/N,, | ||%,), donde || ||, es la norma cociente, sea A, su
complecion y el homomorfismo natural

To: A — A,

13



1.1 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

Sea A = IIocrAn con las operaciones coordenada a~coordenada dotada de
la topologia producto y la transformacién 7 : A — A dada por

m(x) = (Ta(z))acr-
Entonces tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.1.2. Sea A un dlgebra m-conveza. Entonces A es isomorfa
a la subdlgebra w(A) de A. Si A es completa, entonces la subdlgebra en
cuestion es cerrada.

Demostracion. Vedse [53] teorema 11.4. O

Proposiciéon 1.1.3. Sea A un dlgebra m-convezra con unidad e. Entonces
existe una familia de seminormas submultiplicativas {|| ||o}tacr que definen
la topologia de A y tal que |le|lo = 1.

Demostracion. Véase [53] corolario 11.5. O

Si (A, {]| la}tacr) es un algebra m-convexa con unidad e en adelante su-
pondremos que |le||, = 1 para cada o € I, también supondremos que si

I lags- -5 | |, PErtenecen a la familia de seminormas entonces la seminor-
ma
= m4i _ 1.1
Jolls = s 1, (1)

para cada x € A, también pertenece a la familia original.

A continuacién definimos el concepto de limite proyectivo, también co-
nocido como limite inverso. Sea (I, <) un conjunto dirigido de indices, esto
es la relacion =< es transitiva, reflexiva y para cada «a, € I existe v € [
tal que « = vy 8 <X ~. Consideremos X, un espacio vectorial topoldgico
para cada « € I, ademds supongamos que para cada «, 3 € I tal que a < 8
existe una transformacion lineal 7, g : X3 — X, con la propiedad de que

Ta,fT8~r = Tay Y Ta,a = tdx,

para cada «, 3,7 € I. Si a < 8 < . Definimos el limite proyectivo de la
familia { X, }aer como

hana ={(za)a € HaXq | map(x3) = za, para cada a < [}.

El limite proyectivo resulta ser un espacio vectorial con las operaciones
usuales de suma y producto por escalar entrada a entrada. En particular

14



Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.1

si (Xa, || |lo) es un espacio de Banach, entonces lim X, es un espacio lo-

F
calmente convexo y completo, puesto que se pueden definir las siguientes
seminormas: Dada « € I sea

I[[(Ta)allla = |7alla

para cada (z4)q € lim X,. Asi pues <h’mXa, {1l \Ha}a) es un espacio lo-
— P

calmente convexo y completo.

Teorema 1.1.4. Sea (A, {|| |la}tacr) un dlgebra m-conveza y completa. En-
tonces A es isomorfa a un limite proyectivo de algebras de Banach.

Demostracion. Véase [53] teorema 11.6. O

Definicion 1.1.5. Sea A un dlgebra con unidad e. Un elemento x € A es
invertible en A si existe v~ € A tal que xa ™" Lz = e, denotamos al
conjunto de todos los elementos invertibles de A como

:aj_

G(A) ={x € A |z es invertible en A}.

Proposicién 1.1.6. Sea (A,{|| ||a}acr) un dlgebra m-convexa, completa y
con unidad e. Entonces © € G(A) si y sdlo si mo(x) € G(An) para cada
a €1, donde 7y, : A — Ay para cada o € I son las funciones dadas en el
parrafo anterior a la proposicion 1.1.2.

Demostracion. Véase [53] teorema 11.8. O
A continuacion recordamos un hecho importante para algebras m-convexas.

Proposicién 1.1.7. Sea (A, {|| ||a}acr) un dlgebra m-conveza y con unidad
e. Entonces la inversion x — x~1 es continua sobre G(A).

Demostracion. Véase [53] teorema 12.4. O

1.1.2. Los espacios IM#(A) y M(A).
A continuacién damos una definicién importante para ese trabajo.

Definicién 1.1.8. Sea (A, {]| ||la}acr) un dlgebra localmente convexa. Si A’
y A* denotan el dual algebrdico y el dual topoldgico de A, definimos

M*(A) = {f € A\{0} | f(zy) = f(2)f(y), para cada x,y € A}

M(A) = {f € A"\ {0} | f(zy) = f(2)f(y), para cada z,y € A}.

15



1.1 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

Ademds denotamos por M(A) al conjunto de todos los ideales bilaterales
mazimos en A y por m(A) al conjunto de todos los ideales bilaterales mdxi-
mos cerrados. Decimos que IM(A) es total st x € A es tal que f(x) =0 para
todo f € M(A), entonces x =0

Es claro que m(A) € M(A) y que 9(A) C M¥(A). En adelante si B es
un subconjunto de A, denotamos por s(B) al subespacio generado por B,
esto es el subespacio vectorial mas pequeo que contiene a B.

Proposicién 1.1.9. Sea A un dlgebra localmente convexa y f € M7 (A)
no cero. Entonces ker(f) es un ideal bilateral mdzimo, en particular si f €
M(A) es no cero, entonces ker(f) es un ideal bilateral mdzximo cerrado en

A.

Demostracion. Es claro que ker(f) es un subespacio de A, ahora si y €
ker(f) y x es cualquier elemento de A, entonces f(zy) = f(yz) = f(x)f(y) =
0, de donde zy, yx € ker(f), asi pues ker(f) es un ideal bilateral de A.

Ahora sea I un ideal bilateral de A tal que ker(f) C I y supongamos
que I # ker(f). Sea y € I\ ker(f), veamos que el subespacio generado por
ker(f) U{y} es A. Sea a € A, entonces

donde a — %y € ker(f), asi pues A = s(ker(f) U{y}) Cs(JUI) =1, es
decir I = A, asi pues ker(f) es un ideal bilateral méximo. O
Dado que para cada f € M7 (A) el niicleo ker(f) es un ideal bilateral

maximo, este f se puede identificar cémo un elemento de M(A) y por tanto
se tienen las siguientes contenciones

M(A) CMA(A) S M(A) ¥y M(A) S m(A).

En general no se puede asegurar que 9(A) sea no vacio, sin embargo en
el caso m-convexo este resulta ser no vacio.

Proposicién 1.1.10. Sea (A,{]| ||a}tacr) un dlgebra m-convexa y conmuta-
tiva. Entonces M(A) # (.

Demostracion. Para cada a € I consideremos el dlgebra de Banach (A,, || ||«)
descrita en un parrafo anterior a la proposicién 1.1.2 y consideremos el es-
pacio M(A,) respectivo. Afirmamos que

M(A) = | M(Aq).

acl
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Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.1

Sea f € M(A) entonces existe « € I y M > 0 tal que |f(x)] < M|z|q
para cada x € A, definamos f, : A/N, — C dada por fo(ma(z)) = f(x)
para cada 7y (z) € A/N,, esta bien definida pues si m, () = 7o (y), entonces
To(x —y) = 0 es decir x — y € N, y por tanto

[f (@) = f)| = [f(x —y)| < M|z = y[la =0,

de donde f(z) = f(y). Es es claro que f, es lineal, multiplicativa y continua,
extendemos esta funcion a la complecién A, y a la extension por simplicidad
la denotamos de la misma forma f, : A, — C, de nuevo ésta resulta ser
lineal, multiplicaativa y continua, asi pues dada f € 9t(A) ésta induce un
funcional f, € M(A,) por tanto M(A) C Uyer M(Aa)-

Ahora si f € M(A,) para algin «a € I, entonces este define un funcional
lineal, multiplicativo y continuo sobre A de la siguiente manera F' : A — C
dado por F(z) = f(ma(z)) para cada x € A, de esta forma se tiene la
otra contencién. Finalmente como en cualquier algebra de Banach existen
funcionales lineales, multiplicativos y continuos, [52], entonces M (A,) # 0
para cada « € I y por tanto IM(A) # (. O

A continuacién probamos el teorema de Gelfand-Mazur, de gran impor-
tancia en nuestro estudio.

Teorema 1.1.11. (Gelfand-Mazur) Sea (A,T) un dlgebra semitopoldgica
con identidad e tal que es un dlgebra de divisidn, la inversion x — ™' es

continua en G(A) y A* # 0. Entonces A es isomorfo a C.

Demostracion. Afirmamos que para todo x € A se tiene que x = Ae para
algun A € C. Supongamos que no, entonces existe x € A tal que x — \e # 0
para todo A € C. Entonces también existe (z — Ae) ™! para todo A € C.

Sea f € A* tal que f(z7') # 0 y definimos F : C — C dada por

F) = f((z =)™

para cada A € C. Se tiene que F' es una funcién entera ya que

FA+h) - F(\) fllz = A+ he)™h) = fl(z—Ae)™)

i h = j h
o HE = Ot ) (e = 2!
h—0 h
— i flx—Xe) — flx — (A4 h)e) m h

=0 hf((x — (A +h)e)(x—Ae))  hs0 hf((x — (A + h)e)(z — Ne))

17



1.1 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

= lim f(( =) & = (A + h)e) )

este limite existe pues la inversién es continua en A, ademds

1 T -1
1, F A == 1, —_— —_ — :0
|)\|1£>noo‘ ()l |)\1Lnoo‘)\f<<)\ e) )‘ ’

por tanto el teorema de Liouville nos dice que F'(\) = 0 para cada A € C,
en particular 0 = F(0) = f(z~!) # 0, lo cual es una contradiccién, asi pues
x = Ae para algun A € C, de donde es claro que A es isomorfa a C. 0

Obtenemos ahora algunos resultados importantes en algebras m-convexas.

Proposicién 1.1.12. Sea (A, {]| |la}acr) un dlgebra m-convezra, conmutati-
va y con unidad e. Entonces cada ideal mdzrimo y cerrado es de codimension
uno.

Demostracion. Sea M un ideal bilateral maximo y cerrado en A, entonces
A/M resulta ser un algebra de divisién conmutativa. Ademds A/M es un
algebra m-convexa pues si a € |

llz + Mllla = inf |lz—m|q
meM

para cada x + M € A/M, es una seminorma y no es dificil verificar que esta
familia, de seminormas son submultiplicativas. Asi pues por el teorema de
Gelfand-Mazur, A/M es isomorfa a C, esto es M es de codimensién 1. []

Proposicion 1.1.13. Sea A un dlgebra m-convera conmutativa. Entonces
cada ideal cerrado estd contenido en un ideal mdximo cerrado.

Demostracion. Sea I un ideal cerrado en A, entonces A/I es un algebra m-
convexa y conmutativa, por la proposicién 1.1.10 sabemos que M (A/I) # 0,
sean f € M(A/I)y m: A — A/I el homomorfismo canénico, entonces F' :
A — Cdadapor F(z) = f(n(x)) para cada z € A es claramente un elemento
de M(A) y ker(F) es un ideal maximo cerrado tal que I C ker(F). O

Corolario 1.1.14. Sea A un dlgebra m-convexa conmutativa. Entonces da-
do M un ideal mdzimo cerrado existe f € M(A) tal que M = ker(f).

18



Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.1

1.1.3. El espectro y los radios espectrales.

En esta seccién estudiaremos el espectro de un elemento en un algebra
topolégica locamente convexa, veremos algunas propiedades importantes y
presentamos los distintos radios espectrales que puede tener un elemento del
algebra.

Definicion 1.1.15. Sea A un dlgebra topolégica con unidad e. Definimos el
espectro de x € A como el conjunto

o(x)={AeC|z—le¢ G(A)}.!
Ademds definimos el radio espectral de x como R(z) = sup{|A| | A € o(z)}.

A continuacién presentamos la relacién de los espacios MM(A) y 97 (A)
en el caso en que el dlgebra sea m-convexa.

Definicién 1.1.16. Sea A un dglgebra m-convezxa y conmutativa. Dada x € A
definimos la transformada de Gelfand como la funcién T : M# (A) — C dada
por

para cada f € M7 (A).

Proposicion 1.1.17. Sea A un dlgebra m-convezxa, conmutativa, completa
y con unidad e. Si x € A, entonces

o(z) = T(M(A)) = T(M*(4)).

Demostracion. Sea f(x) € 97 (A), entonces  — f(x)e no es invertible en
A, pues si lo fuera existirfa y € A tal que (x — f(z)e)y = y(z — f(z)e) = e
y por tanto 1 = f(e) = f((z — f(x)e)y) = f(z — f(x)e)f(y) = (f(z) -
f(z))f(y) = 0, lo cual es es una contradiccién. Por tanto f(x) € o(x),
asi pues Z(M(A)) C Z(M*(A)) C o(x).

Sea A € o(x), entonces x — Ae ¢ G(A) y por la proposicién 1.1.6 se
tiene que existe o € I tal que 7o (x — Xe) ¢ G(A,). Como en un algebra de
Banach conmutativa B un elemento b € B es invertible si y sélo si para cada
f € M(B) se tiene que f(b) # 0, ver [52] pagina 39, tendriamos que existe
f € M(A,) tal que f(mo(x — Ae)) = 0, de donde si tomamos F' = f o7,
entonces F' € M(A) y F(z) = A, esto es o(z) C Z(M(A)). O

"Muchas veces se considera el espectro como o(z) = {A € C | Xe — x ¢ G(A)}, la cual
claramente es una definicién equivalente.
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1.1 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

Si A es un élgebra localmente convexa y completa se pueden definir
varios radios espectrales de la siguiente forma: Si {|| ||o}acr €s una familia
de seminormas que definen la topologia de A y z € A, definimos

Ry (z) = suplimsup /|27 -
aecl n

Rs(x) = sup {h'm sup v/ ||| | || || es una seminorma continua en A} .
n
R3(x) = sup limsup V/|f(z™)|.
feA* n

Ry(z) = sup |[f(z)|
femA)

donde M(A) ={f € A" | f(zy) = f(x)f(y) para cada =,y € A}.

Rs(z) = inf{r > 0| z — Ae € G(A) para cada |\| > r}.

oo
Rg(z) = inf{0 < r < 0o | existe una sucesién {a;}ic, tal que Z ot
i=0
oo
tiene radio de convergencia r y Z a;z' converge en A}.
i=0

oo
Rr(z) = inf{0 < r < oo | para cada sucesion {a;};= tal que E ot
i=0
[e.e]
tiene radio de convergencia r se tiene que E a;z' converge en A}.
i=0

R.(z) = supliminf {/||z"||q-
acl T
Existe otro espectro definido en dlgebras localmente convexas, este fue
propuesto por W. Zelazko en [53]. Dado « € A definimos el espectro exten-

dido de z como
Y(z) =o(x)Uoy(x) Uos(z),

donde
o(x) ={A € C| Ae — x no es invertible en A},

oq(x) = {\ € C| R(t,z) = (te — x) ! es discontinuo en t = A} y

{ 0 sit— R(t,x) = (te —x)~! es discontinuo en t = 0
Ooo(T) =

o0 cualquier otro caso.
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Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.2

Definimos ademds el radio espectral extendido de z como R(z) = sup{|}| |
A€ X(x)}.

Cuando A es un algebra m-convexa, conmutativa, completa y con unidad
e, se tiene que la operaciéon x — z~! definida en G(A) es continua y por tanto
se puede ver que si z € A entonces X(z) = o(z), en particular R(z) = R(z).

El siguiente resultado dado por H. Arizmendi y A. Carrillo en [8] nos dice
que X(x) es siempre no vacio. Lo nombramos como el teorema de Zelazko,
debido a que en [8] los autores asi lo consideran.

Teorema 1.1.18. (Zelazko) Si A es un dlgebra localmente convera y x € A.
Entonces ¥(x) es un subconjunto no vacio de CU {oco}.

Demostracion. Sea x € A y supongamos que X(x) = (), entonces = — \e es
invertible para cada A € C. Tomemos f € A* tal que f(z~!) # 0.

Definamos F : C — C dada por F()\) = f((x — Ae)~!) para cada X € C.
Se tiene que si A\g € C entonces como (z — Ae)(x — Age) = (z — Ag)(x — Ne)
es facil verificar que

(x—Xe)~!t — (z — Nge) ™!

(x —Xe) Mz — Noe) ! = J—

y como la funcién A — (x — Ae)™! es continua en )\g se tiene que

. F(\) = F(\)
1 P S
e A — Ao

= f(((z = 20e)™1)?),
por tanto F' es una funcién entera. Ahora como o (x) = ) se tiene también
que
1 x -1
i [FO)| = 1im |<f (5 —e)
|)\\%oo’ M A|~>00'Af< A >
asi pues F' es una funcién entera acotada y del teorema de Liouville se tiene

que F(\) = 0 para cada A € C, en particular f(z~!) = 0 lo cual es una
contradiccién, de donde debemos tener que X(x) # (). O

=0,

La relacién entre los radios espectrales se encuentra dada por los siguien-
tes resultados.

Proposiciéon 1.1.19. Sea A un dlgebra conmutativa, completa y m-convexa.
Entonces se tiene que

R(z) = Ri(z) = Ra(z) = R3(z) = Ra(z) = Rs(x) = Rg(x) = Ry(x) = Ri(x).

Demostracion. Véase [53, 14]. O
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1.2 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

1.2. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

En esta secciéon presentamos resultados originales con respecto a By-
algebras con cierto tipo de base. También supondremos en esta seccién que
todas la dlgebras tiene unidad y la denotamos por e.

Definicion 1.2.1. Una By-dlgebra es un dlgebra localmente convexra, me-
trizable y completa.

Un resultado conocido con respecto a By-algebras es el siguiente.

Proposicion 1.2.2. Si A es una By-dlgebra, entonces la topologia estd de-
finida por una familia de seminormas numerable {| ||;}52, tales que

llli < llzfliva

lzylli < lzllivallylliva

para cada i = 1,2,... y para cada z,y € A.

En el caso de By-algebras la relacién de los radios espectrales estd dada
por:

Proposiciéon 1.2.3. Sea A una By-dlgebra conmutativa. Entonces si x € A
se tiene que

R(z) = Ri(z) = Ra(x) = R3(z) = Rr(x) > Rg(z) = Ri(x) > Ry(x).
Demostracion. Vease [53, 14]. O

Definicién 1.2.4. Sea A una By-dlgebra. Si z € A decimos que {2"}5°,
es una base ciclica st para cada x € A existen escalares unicos { A, (x)}72

tales que
(e}
x = Z An(x)2".
n=0

La siguiente observacién es importante.

Observacién 1.2.5. Si A es una By-dlgebra con base ciclica {z"}52,, en-
tonces A es conmutativa. Esto es cierto pues siz,y € A conx =Y o7 Ap(x)2"

Yy =" o A(y)z" entonces

o

Ty = Z cn2" = yx,

n=0

donde ¢, = ), op Ar(2)As(y).
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Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.2

Las By-algebras m-convexas con base ciclica han sido estudias en [5, 6,
50] y més concretamente en [50] S. Watson probé los siguientes resultados.
Si A es una By-dlgebra, m-convexa con base ciclica {2"}7°, entonces

D,(0) C o(z) C D,(0),

donde r = R(z) es el radio espectral de z y D,(0) = {\ € C | |\ < r}.
También ahi se demostré el siguiente teorema.

Teorema 1.2.6. Sea A una By-dlgebra, m-conveza y con base ciclica {z"}5°,.
Entonces A es isomorfa al dlgebra H(SY) de funciones holomorfas en un
abierto simplemente conexo con la topologia compacto-abierta si y sélo si
o(z) es abierto.

En [5, 6] H. Arizmendi y A. Carrillo definieron un espectro particular
para bases ciclicas.

Definicién 1.2.7. Sea A una By-dlgebra con base ciclica {z"}02 . Defini-
mos

o1(z) = {)\ | Z An () A" converge en C para cada © = Z An(z)2" € A}
n=0

n=0

Ademés H. Arizmendi y A. Carrillo estudiaron las propiedades de es-
pectro o(z) cuando A es una By-dlgebra no necesariamente m-convexa con

base ciclica {2"}52, y obtuvieron los siguientes resultados

Proposicién 1.2.8. Sea A una By-dlgebra con base ciclica {z"}52. En-
tonces

o1(z) = {f(2) | f € M(A)}

Proposicién 1.2.9. Sea A una By-dlgebra con base ciclica {z"}5° . Si
0 < Rg(z) < oo, entonces

Dpy(2)(0) € 01(2) € Dpy(z)(0),
y si Rg(z) = oo entonces o1(z) = C.

Proposicién 1.2.10. Sea A una By algebra con base ciclica {z"}5° . Si
0 < R7(z) < oco. Entonces

Dpr,(2)(0) € o(z) € Dg,(-)(0).
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1.2 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

Estamos interesados en estudiar By-algebras m-convexas con base de la
forma {z"},cz.

Definicién 1.2.11. Sea A una By-dlgebra. Si z € A es invertible decimos
que {z"}nez es una base ciclica de tipo Laurent si para cada x € A, exis-
ten escalares inicos {\n(x)tnez tales que > 07 A_p ()2 y D ovt o An(z)2"
convergen en A y

x = Z An(z)z™" 4+ Z An(z)2" = Z An(z)2".
n=1 n=0

n=—oo
Al igual que la observacion 1.2.5 se tiene lo siguiente.

Observacion 1.2.12. Si A es una By-dlgebra con base ciclica {2"}nez, en-
tonces A es conmutativa. Esto es cierto pues siz,y € Aconz =Y o2 Ap(z)2"
yy=> - A(y)2" entonces

n=-—oo ~\N

oo
zy= Y e =ya,

n=—oo

donde ¢ = ), o p Ar(T)As(y).

A continuacion definimos un espectro para el generador, este concepto
es similar al dado por H. Arizmendi y A. Carrillo en [5, 6] para caracterizar
bases ciclicas en una By-algebra no necesariamente m-convexa.

Definicion 1.2.13. Sea A una By-dlgebra con base ciclica de tipo Laurent
{z"}nez. Definimos

o1(z) = {)\ | Z An () A" converge en C para cada x = Z An(z)2" € A}

n=—oo n=—oo

En adelante supondremos que o1(z) # (). Se puede demostrar que en el
algebra de Williamson dada por

o o
W = A(ani) = { Z zith | Z |k an, ) < 0o para cada n € N}
k=—o0 k=—o0
donde
(1—k)"0=F) sk <1

—(1+k)

(1+k)~n  sik>1
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Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.2

y seminormas definidas por ||z|l, = Y po _ |Zk|ayk para cada n, donde z =
2wtk es una By-algebra, conmutativa, con base {t*}2° _ ciclica de
tipo Laurent y ademés o1(z) =0

La siguiente proposicién es un hecho importante en By-algebras con base
ciclica de tipo Laurent.

Proposicién 1.2.14. Sea A una By-dlgebra con base ciclica de tipo Laurent
{2"}nez. Entonces los funcionales que determinan los coeficientes al escribir

cualquier € A como x =Y 2 A,(x)z" son lineales y continuos.

Demostracion. Sea {|| ||i}:2; la familia de seminormas que define la topo-
logia para A y definamos una nueva familia de seminormas para A dada
por

/

Z () 2"

k=0

Z A (2) 2"

k=—o00

= sup
m>1

sup
.m>0
7

Z A_p(z)zF
k=1

7 7

paracadaz =Y oo Ag (x)2* y cada i € N. A continuacién probaremos que

A también es completo con respecto a las seminormas {|| ||;}52,. Es fécil veri-
ficar que esta familia de seminormas satisface que si z = S22 | A_x(z)2 7% +
S oo Mk(2)2F y denotamos por

rt = Z Me(2)2F y a7 = Z A_p(z)z "
k=0

k=1

entonces
™l < llll; - N2l < Nl

para cada z € A. También se puede probar que

lxlli < fll;

para cada z € A.

Sea i € Ny {z,}72, una sucesiéon de Cauchy en A con respecto a la
nueva familia de seminormas, entonces
oy =z lli < llon = zmll; = 0y 2 —2plli < llan =2l = 0si n,m — oo

de donde {z;}}°2 | vy {z;, }5°, son sucesiones de Cauchy con respecto a cada
|| ||;, por tanto como A es completa se tiene que existen 7,2~ € A tal que

|z =2, =0 y |z, —27|; = 0sin — occ.
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1.2 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

Probaremos que ||z, — (zt + z7)||; = 0 si n — oo.
Para cada n € N escribamos z, = > 5o Ai(w,)2%, si k € Z existe g
tal que ||2¥|);, # 0 y como

Ne(zn) = Me(@m)l[125]lio = 1Ak (20) = Ar(zm)) 2" llig < 2l — @mll; = 0

cuando n, m — oo, entonces {A;(zy)}22 es una sucesién de Cauchy en C y
por tanto existe Ay € C tal que \g(x,) — Ax cuando n — oo. Sean € > 0y
Ny un natural tal que si n, m > Ny entonces

|lzn — xm”i =

J J

sup (Afk(xn) - )‘fk(wm))zik + sup Z()‘k(xn) - /\k(xm))zk <¢,
j=>1 k=1 i j=20 k=0 7
(1.2)
de donde si r, s € N y hacemos m tender a infinito se obtiene que
D Ockl@n) = A0z F|| <6 | (Melan) = M)2F|| <e (1.3)
k=1 i k=0 i

Ahora consideremos N; un natural tal que si n > Nj entonces ||z} —z]; <
€. Sea n > max{Ny, N1} y tomemos ip un natural tal que si [ > [y entonces

fo{ - ch:o )\k(xn)ZkHz < €, por tanto, por 1.3 tenemos que

l

xh — Z e (2) 2"

k=0

< et =yl +

l
o
k=0

< e+ e+ €= 3e.

i

l
H{D S Ak(n) = i)z
k=0

Esasiquezt = 3°7° ) \p2* y analogamente se prueba que = = 352 | Az *
y si en 1.2 hacemos m — oo se obtiene que

lon = (2" +27)[; < e

para n suficientemente grande y como % fue arbitrario deducimos que A es
completo con respecto a las seminormas {|| ||;}:2;.

Ahora consideremos la identidad id : (A4, {|| [|;}52,) = (A, {|| lli}$21) co-
mo ||z||; < ||z||; para cada z € A se tiene que id es continua y por el teorema
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Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.2

del mapeo abierto también la inversa id : (A, {|| [|i}321) — (A, {|| [I;}52,) es
continua, es decir para cada ¢ € N existen K > 0y 5 € N tal que

2l < Kl[l;

para cada x € A. Ahora si k € Z existe i € N tal que [|2¥|; # 0, si z =
Yo i (7)2F entonces

k k
M@zl = [Ae(@)2" [l < 20|l < 2Kz,

es asi que |A\gx(x)| < %”l’”w es decir \i(x) es continuo. O
7

Proposiciéon 1.2.15. Sea A una By-dlgebra con base ciclica de tipo Laurent
{z"}nez. Entonces las proyecciones w1 : A — A y w9 : A — A dadas por

+

m(z) =27 y m(z) =z

donde v = 372 M(@)2F, at =32 o Me(@)2F yam =300 Ak(z)2 7R,
son continuas.

Demostracion. En la proposicién 1.2.14 se probé que si {| [|;}72, es una
familia de seminormas que definen la topologia de A, entonces la familia de
seminormas {|| [|;}5°; es una familia de seminormas que genera la misma
topologia para A, por tanto sii € Ny x =Y 2 Ak(2)2" entonces existe
K >0y jeNtal que

Imi(@)lli = ™ |ls < i < Kll=]l;,

de donde 7 es continua, analogamente mo es continua. ]

Proposicion 1.2.16. Sea A una By-dlgebra con base ciclica de tipo Laurent
{2"}nez. Entonces

o1(z) = {f(2) | f € M(A)}

Demostracion. Consideremos f(z) con f € M (A), denotemos por A = f(z),

sean =y 2 Ap(x)z" en Ay m > n naturales, entonces existe M > 0
y una seminorma || ||; tales que

<M —0

D M@ = ‘f (Z Ak($)2k> > Ailw) 2
k=n k=n k=n

cuando n, m son grandes, por tanto Y oo Ap(2)A™ converge en C. Anéloga-
mente Y2 A_,(z)A\™" converge y por tanto A = f(z) € 01(z).

%
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1.2 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

Ahora sea \ € 01(z) y definamos f : A — C como
fl@)="3_ Aa(@A",

para cada x =) o7 A\p(x)z" en A, f asi definida es lineal, multiplicativa

y f(z) = A, basta probar que es continua. Sea S; = {z" |n=0,1,...} y
Sy ={z7"|n=1,2...} usando la proposicién 1.2.14 se tiene que {2"}5°,
es una base para S1 y {z7"}°%, es una base para Sz, entonces podemos

definir f1 : S1 = Cy fo: Sy — C como

ful@) =3 Xa(@)A" ¥ folwa) = 3 Aal@)A "
n=0 n=1

paracadax; =Y 2 Ap(x1)2" elemento de Sy y cadazo =Y o7 | A_p(@2)A™"
elemento de So, por un resultado de Arsove dado en [16], se tiene que fi y
fo son continuas ademds si m; y w9 son las proyecciones de la proposicién
1.2.15 se tiene que

f=fiom+ faom

de donde se sigue que f es continua. O

Corolario 1.2.17. Sea A una By-dlgebra con base ciclica de tipo Laurent
{2"}nez. Entonces

o1(z) C o(z2).

Demostracion. Sea \ € o1(z) entonces existe f € M(A) tal que A = f(2),
de donde f(\e — z) = 0 y si existiera el inverso (Ae — 2)~! entonces

1= fle) = f(he —2)(Ae —2)71) = f((he = 2)) f(Ae = 2)71) = 0,
lo cual es una contradiccién, asi pues A € o(z). O

A continuacion probamos resultados andlogos cuando A es una Bg-dlge-
bra con base ciclica de tipo Laurent.

Proposicion 1.2.18. Sea A una By-dlgebra, conmutativa y z € A un ele-
mento invertible. Entonces Ry(z), Ra(z71) >0y

R4(Z)R4(Z_1) Z 1.
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Demostracion. Sea f € M(A), entonces 1 = f(e) = f(zz71) = f(2)f(z7 1)
se tiene que f(271) = f(2)71, es asf que R4(2) > 0y Ry(z7 1) > 0 y ademéds

Ra(=71) = sup{|f(z"1)| | f € M(A)} = sup{|f(2)|7" | f € M(A)}
1 1 1

T RHIFG) 7 € MAT ~ sup{F)] | F €MA]  Ralz)
es asi que Ry(z)Rq(z71) > 1. O

Corolario 1.2.19. Sea A una By-dlgebra, conmutativa y z € A un elemento
invertible. Entonces

R7(2)R7(zY) > Rg(2)Re(271) > 1.
Demostracion. Inmediato de la proposicion 1.2.3. ]

Si0<r < R < oo, denotamos al anillo con centro en 0, radio menor r
y radio mayor R como

Ann(0,7,R) ={A € C|r < |\| < R}.
En el caso en que 0 = r < R < 0o, denotamos
Ann(0,0,R) ={A € C |0 < || < R}.
Si0<r < R= o0, denotamos
Ann(0,r,00) ={A € C| |\| > r}.

Proposicién 1.2.20. Sea A una By-dlgebra con base ciclica de tipo Laurent
{2"}nez. Si Re(2)Re(271) > 1, entonces

Ann(0, Rg(z7 1)1, Rg(2)) C 01(2) € Ann(0, Rg(z—1)~1, Rg(2)),

cuando Rg(z) < oo y Re(271) < 00. Si Rg(z) < 0o y Rg(27 1) = oo entonces

Ann(0,0, Rg(2)) C 01(2) € Ann(0,0, Rg(2)).

Si Rg(z) = oo y Re(271) < oo entonces

Ann(0, Rg(z71) ™1, 00) C 01(2) € Ann(0, (Rg(z~1)~1, 00).
Finalmente si Rg(2) = Rg(27!) = oo entonces

o1(z) = C\ {0}
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Demostracion. Probaremos solo el caso en que Rg(z) < ooy Rg(271) < oo,
los deméds son completamente andlogos. Supongamos que Rg(z71)~! < )| <
Rg(z) y consideremos un elemento en A dado por = = Y 2 A, ()2,
entonces tenemos que probar que » 2 A, (x)\" converge.

Supongamos que » .7 o Ap(z) A" no converge, sea r el radio de conver-
gencia de la serie Y o0 (A (2)t", entonces r < || y como Y o7 A, ()z"
converge se tiene por definicién de Rg(z) que |A| < Rg(z) < r < |A| lo cual
es una contradiccién.

Supongamos también que Y 7 A_,()A~" no converge, sea s el radio
de convergencia de la serie Y oo | A_,(z)t", entonces s < |A~! también
sabemos que > oo ; A_p,(z)z~"™ converge y por definicién de Rg(21) se tiene
que |A\|7! < Rg(271) < s < |A\7}, de nuevo esto es una contradiccién. Esto
nos dice que A € o1(z).

Sea A € 01(2), si |\| > Re(z) entonces existe |A| > o > Rg(z) tal
que existe una sucesién {an}r>, y Y o—gant” con radio de convergencia
ay Yo, anz" convergente, por tanto » o7 4 A,(z)A" converge, asi pues
A| < a < |A] lo cual es una contradiccién, por tanto |A| < Rg(2).

Ahora supongamos que |\ < Rg(27!)~!, entonces existe Rg(z7!) <
B < A7t tal que existe una sucesién {b,}5°; con Y >, t" que tiene radio
de convergenia By >°°  b,z~" converge, as{ pues |A|7! < B y por tanto
B < |A\~! < B lo cual es una contradiccién por tanto [A|~! > Rg(z71) 71, de
esta forma A € Ann(0, Rg(271)~1, Rg(2)). O

Con respecto al radio R7(z) obtuvimos el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.21. Sea A una By-dlgebra con base ciclica de tipo Laurent
{2"}nez. Si R7(2)Re(271) > 1, entonces

Ann(0, R7(z71) 71, Ry(2)) C o(2) € Ann(0, R7(2~ 1)1, R7(2)),

cuando Ry(z) < 0o y Ry(27 1) < 00. Si R7(2) < 0o y R7(27 1) = oo entonces
Ann(0,0, R7(2)) C o(z) € Ann(0,0, R7(2)).

En el caso que R7(z) = 0o y R7(271) < oo tenemos que
Ann(0, Rz (27171 00) C a(2) € Ann(0, Ry (2~ 1)~1, 00).
Finalmente si R7(z) = Ry(27 1) = oo, entonces o(z) = C\ {0}.

Demostracion. Supongamos que R7(z71)7! < |A\| < R7(2) vy que z — Xe es
invertible, por tanto existen escalares {\, }ncz tales que
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entonces

e=(z—Xe)(z—Xe) = (2= ) Z An 2"
= >0 A= )T M= > (A — AR
de donde A_; — ANy =1y Ayp—1 — A\, = 0 para cada n # 0, como A # 0
podemos despejar y obetener que

1
Anzi\\g,nZOY)\n=<)\o/\)\+>)\n,n21,
de esta forma
R L =D V') W B N
(z — Xe) —)\ong_())\n—i-ng_l ()\ A"z

Sea {]| |}, una sucesién de seminormas que definen la topologia de A,
entonces podemos escribir R7(z) = sup;cy limsup,, {/{/2"||; por tanto existe

19 tal que
timsup /=" > A
n

y por tanto
limsup /|27 /A" |li, > 1,
n

n . .z 7
por tanto ) ° ;5% no converge, lo cual es una cotradiccién. También como

R7(z7Y 71 < |\, entonces R7(z1) > |[A\|~! y por tanto existe i1 tal que
limsup /]2 l;, > [A7!
n

y por tanto

lim sup ’i/
n

por tanto Y 7, (%) A"z7™ no converge, lo cual es una contradiccion y

Z*TL

A

‘ (Ao + 1)A7

= limsup V/[|[A"z7"| > 1,
1 n

%

por tanto A € o(z).
Ahora supongamos que |A\| > Ry(z), entonces si i € N se tiene que

|A| > limsup,, ¥/]|2"||; y por tanto limsup,, ¥/|[z"||;/A"t! < 1, sea r tal que

limsup V/||z"[;/A\" Tt <r <1
n
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entonces existe ng natural tal que {/[|z7||;/A"t! < r para cada n > ng, de
donde [|2"/A"T1||; < r™ para cada n > ng es asf que

, 2"
lim

n—oo )\n+1

=0

(2

converge. Con esto se puede demostrar que (z — \e) ™! existe y (z — Ae)™! =
S0 o 52T es decir A ¢ o(2).
Anélogamente si [\ < R7(z7!)~!, entonces |A|R7(z71) < 1y de esta
forma para cada i € N
A" 127", — 0

sin — ooy por tanto (z — Ae) ! existe y (z — Ne) 71 = D00 AT T es

decir A ¢ o(2). O

El siguiente ejemplo aparece en [20] y muestra que el espectro puede tener
valores en la frontera. Sea 0 < r < R < 0o numeros reales y denotemos por
Annl0,7,R) = {\ € C|r < |\ < R}. Ahora consideremos

H[r,R) = {f € C(Ann[0,r, R)) | f € H(Ann(0,r, R)), f(2)=>_ An2",

o0 o0
Z Ap|r™™ + Z |An|s" < 0o paratodo 0 <r <s< R} .

n=1 n=0

Se puede demostrar que H|r, R) es una By-dlgebra, m-convexa, con base
ciclica de tipo Laurent {z"},cz v que el espectro estd dado por

o(z) = Ann|0,r, R).

En el caso en que A es una By-dlgebra y m-convexa se tiene el siguiente
resultado:

Corolario 1.2.22. Sea A una By-dlgebra, m-convexa y con base ciclica de
tipo Laurent {2" }nez. Si o(2) es abierto, entonces

0(z) = 01(2) ={f(2) | f € M(A)} = Ann(0, 7, R)

cuando r = R(z71)™! y R = R(2). Si R(z7!) = oo ponemos r = 0, y
o(z) = C\ {0} en el caso que R(z) = R(z71) = oo.
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En [6] H. Arizmendi y A. Carrillo caracterizaron las bases ciclicas en
By-albegras de la siguiente manera: Si {2"}7° v {w"}>%, son dos bases
ciclicas para una By-algebra, entonces si 7 = Rg(2z) < oo se tiene que

2

w = Ao(z — ae)(r’e —az) "}

para algunos escalares \g,a € C y si Rg(2) = oo entonces w = \o(z — ae)
para algunos escalares Ay, a € C.

A continuacién obtenemos un resultado similar para bases ciclicas de
tipo Laurent en By-dlbegras.

Proposicién 1.2.23. Sean si,sy numeros reales tales que 1 < s$1,89. Si
tenemos un biholomorfismo ¢ : Ann(0,1,s1) — Ann(0,1, s2), entonces s1 =
S2°Y

p(z)=cz 6 ¢(z) =cs1z "
para cada z € Ann(0,1,s1) y donde |c| = 1.

Demostracion. En [30], teorema 5.3.2, se demuestra que si ¢ es un biholo-
morfismo entonces s; = s3 y que existe ¢ € C tal que

H(z)=cz 6 ¢(z)=cs1z "

para cada z € Ann(0,1, s1), probaremos ahora que |c| = 1.

Supongamos primero que ¢(z) = cz y que |c¢| > 1, consideremos o =
1+ M%l = HT'C', como ¢ es sobre existe 1 < |z1| < s1 tal que ¢(z1) = A1,
entonces

1+ |c]
2

de donde 1+ |¢| > 2|¢|, entonces 1 > |¢| lo cual es una contradiccién.

; — sizlelsi _
Ahora supongamos que |c[ < 1y consideremos Ao = |[c|s1 + Z—5 =

le;sl, como ¢ es sobre existe 1 < |z2| < s1 tal que ¢(z2) = A2 y por tanto

= lellz1] > le],

lc|s1 + s1

S = el 22l < e,

es asi que |c|s1 + s1 < 2|c|s1, entonces 1 < |c|, de nuevo esto es una contra-
diccién y por tanto |c| = 1.
Ahora si ¢(2) = cs127! consideremos 9(z) = (;(12) para cada 1 < |z| <

s1, dado que ¢(z) es un biholomorfismo de Ann(0,1,s1), no es dificil ver
que 9 también es un biholomorfismo de Ann(0,1,s1), de hecho ¥~1(z) =
¢~ (5127 1Y), pero (z) = ¢ 'z para cada 1 < |z| < s1, por tanto por el
primer caso tenemos que |c| =1 O
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Proposicién 1.2.24. Sean 71, R1,72 y Ro numeros reales tales que 0 <
rn < R y0 < ry < Re. Si ¢ : Ann(0,71, R1) — Ann(0,72, R2) es un

biholomorfismo, entonces B2 = B2 4 qdemds
1 T2
T2 . —1
d(z) = —=cz ¢ ¢(z) =croRyz
™

para cada z € Ann(0,r1, Ra) y |c| = 1.

Demostracion. Sean s; = %1 y Sg = f—; y consideremos las siguientes fun-
ciones holomorfas ¢; : Ann(0,1,s1) — Ann(0,r;, R1) dada por ¢;1(z) =riz
para cada z € Ann(0,1,s1) y ¢2 : Ann(0,1,s9) — Ann(0,r2, Re) dada por
¢2(z) = rqoz para cada z € Ann(0,1,s3), éstos son biholomorfismos con
inversas ¢; ' (z) = =y byt (2) = = respectivamente.

Tenemos pues que ¢2_1 opod¢p : Ann(0,1,51) — Ann(0,1,s2) es un
biholomorfismo y por la proposiciéon 1.2.23 se tiene que s; = s2 y que existe

lc] =1 tal que

(b3 opogi)(z) =cz 6 (¢3'0dod1)(z) =cs12™"

para cada z € Ann(0,1, s1). Supongamos que (¢2_1 o¢o¢)(z) = cz, com-
poniendo con qﬁl_l v ¢9 se obtiene que

$(2) = (d20 (d5 0 do 1) o i) (2) = ez

|

para cada z € Ann(0,r1, Ry). Supongamos ahora que (qﬁ;l opogr)(z) =

cs12~ 1, componiendo de nuevo con ¢! y con ¢ se tiene que
$(2) = (¢20(d3 ' 0 do 1) ody!)(2) = eraRiz!
para cada z € Ann(0,r1, Ry). O

Unos de los resultados importantes de este trabajo es la siguiente pro-
posicién que nos dice que relacién existe entre dos distintas bases ciclicas de
tipo Laurent en una By-algebra.

Proposicién 1.2.25. Sea A una By-dlgebra con bases ciclicas de tipo Lau-
rent {2"}nez Y {w" bnez. Si Re(2)Re(271) > 1 y Re(w)Rg(w™t) > 1. En-
tonces los radios satisfacen Rg(2)Rg(27') = Rg(w)Rg(w™!) y existe una
constante a € C\ {0} tal que
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De hecho se tienen los siguientes casos: Si Rg(z) < oo y Rg(z7!) < oo,

entonces

= Bg(w) cz 0 w= 7R6(2) ezt

YT Re2) Rg(w™1)

donde |c| = 1. Si Rg(z) = oo y Re(271) < 0o, entonces

-1
w = 7]{6(2 )cz 0 w= 7R6(w) czfl,

Rg(w™1) Rg(z71)
donde |c| = 1. Finalmente si Rg(z) = Rg(271) = 0o, entonces

w=az ¢ w=az"",

donde a € C\ {0}.

Demostracién. Supongamos que w = » - an 2" y definamos la funcién

¢:01(z) = o1(w) dada por -

d(A) = fa(w)
donde fr(z) = Ay fr € M(A). Observemos que ¢ se puede escribir como

[e.9]

dA) = D anA"

n=—oo

para cada A € 01(z). No es muy dificil ver que ¢ es biyectiva, consideremos
la restriccién a int(oy(z)), de esta forma ¢ es holomorfa en int(oy(2)) y por
el teorema del mapeo abierto se tiene que

¢(int(o1(2)) C int(o(w)).

De manera completamente andloga se puede probar que la inversa ¢
restringida a int(o;(w)) satisface que

¢~ (int (01 (w))) C int(o1(2)),
de esta forma ¢ : int(o1(2)) — int(o2(w)) es un biholomorfismo.
Ahora tenemos que suponer diferentes casos. Supongamos Rg(z) < 0oy
Rg(27 1) < oo, entonces

int(o1(2)) = Ann(0, Re(2~1) ™", Re(2)),
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En [30] se demuestra que en este caso, dado que ¢ es un biholomorfiso,
Re(w) < 0o y Rg(w™!) < oo, ademds por la proposicién 1.2.24 se tiene que
Re(2)Re(27") = Re(w)Re(w™") y

_ Rg(w) _ Rs(2)
o) = RZ(@ = Rﬁfw—l)

donde |¢| = 1, para cada A € Ann(0, Rg(z~!)~!, Rg(2)). En el primer caso
se tiene que

A 6 BN et

- n _ R6(w)
Y Nt = o)

n=—oo

para cada A € Ann(0, Rg(2~1)~1, Rs(2)). De esta forma a, = 0 para cada

n#lya = %i((f)) ¢, de esta forma w = %f;((f)) cz. En el segundo caso tenemos

que

= Re(2) -1
g nAt = ————%—cA
W R )
para cada A € Ann(0, Rg(2~1)~!, Re(2)), entonces a,, = 0 para cada n # —1

y por tanto a_; = R?&Sf)l)c, de donde w = Rf(iﬁ)l)czfl.

Ahora si Rg(2) < 0o and Rg(27!) = oo, se tiene que

int(o1(2)) = Ann(0,0, Re(2)),

de nuevo como ¢ es un biholomorfismo en [30] se demuestra que en este caso
Rg(w) < 0oy Rg(w™!) = 00 6 Rg(w) = 0o and Rg(w™1) < oo, esto es

int(oq (w)) = Ann(0,0, Rg(w)) or int(oy(w)) = Ann(0, Rg(w ™)1, 00).

Asi pues el problema de clasificar las bases se reduce a ver qué forma tiene
¢ en los dos casos siguientes:

¢ : Ann(0,0, Rg(z)) — Ann(0,0, Rg(w))

¢ : Ann(0,0, Rg(2)) = Ann(0, Rg(w™ )71, o0).

Supongamos que Rg(w) < oo y Rg(w™!) = oo, tenemos entonces que
¢ Ann(0,0, Rg(z)) — Ann(0,0, Rg(w)).

Consideremos D1(0) = {A € C | |A\] < 1} y h1 : D1(0) \ {0} —
Ann(0,0, Rg(z)) dada por

hl ()\) = RG(Z))\,
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para cada A € D1(0) \ {0}. hy es un biholomorfismo con inversa h*(\) =
Re(2)~t\. También consideremos hs : D1(0) \ {0} — Ann(0,0, Rg(w)) dada
por

ha(A) = Re(w)A,

para cada A € D;(0) \ {0}. he también es un biholomorfismo con inversa
hy '(\) = Rg(w) 1A

Se tiene que hy fodohy : D1(0)\ {0} — D1(0)\ {0} es un biholomorfismo
del disco agujerado en si mismo.

Es un hecho conocido que los biholomorfismos del disco agujerado en si
mismo son solamente rotaciones, asi pues existe un niimero complejo ¢ con
=1y

(hy' o dohi)(N) =),

para cada A € D1(0) \ {0}, se sigue que

[e.9]

D anX = ¢(\) = (hao (hy' o goh)ohi)(N) = cA

n=—oo

por tanto w = };Z((f)) cz.

Ahora supongamos que Rg(w) = oo y Rg(w™!) < oo, se tiene entonces
que

¢ : Ann(0,0, Rg(2)) = Ann(0, Rg(w™ )71, 00).
Consideremos 71 : D1(0) \ {0} — Ann(0,0, Rs(z)) dada por

jl(/\) = R6(2>)‘7

para cada A € D1(0) \ {0}. j1 es un biholomorfismo con inversa j; '(\) =
Re(2)7'\. Ahora consideremos la inversién g : Ann(0, Rg(w™')"! 00) —
Ann(0,0, Rg(w™1)) dada por

para cada A € Ann(0, Rg(w™1)~!, 00) que también es un biholomorfismo con
inversa la misma g. También consideremos jz : D1(0)\{0} — Ann(0,0, Rg(w™!))
dado por

]2()\) = R6(w_1))\a

para cada A € D1(0) \ {0}. j2 es un biholomorfismo con inversa jo(\) =
Re(w™) 7'\, Tenemos que j, ' o gopoji: D1(0)\ {0} — D1(0)\ {0} es un
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biholomorfismo del disco agujerado en si mismo, de donde existe un nimero
complejo ¢ tal que |¢| =1y

(3" ogodoi)() =c\
para cada A € D1(0) \ {0}. A partir de esto tenemos que

1 . —1 . 1 R6<w71)

—— =(go A) = o ogogo o A) = ———=c),

500 (go@)(N) = (20 (" 0gogoji)ojy )N Re()

por tanto Y 7 ap\" = ¢(N) = Riigz_)l)c)\_l, de donde w = Rf(ﬁT(z_)l)cz_l.
La prueba del caso Rg(z) = 0o y Rg(z) < oo es similar, y para el caso

en que Rg(z) = Rg(27!) = 0o usamos el hecho de que los biholomorfismos

de C\ {0} son rotaciones compuestos con una inversién. O

La siguiente proposicion nos sera de ultilidad en varias ocasiones.

Proposicion 1.2.26. Sea A un dlgebra m-conveza con familia de seminor-
mas {|| ||a}acr que difinen la topologia. Para cada x € A se tiene que

lim "~ |l5/" = fnf{]]a" "}
n—oo

para cada m =0,1,2,...

Demostracion. Basta probar el caso para m = 0 los otros son analogos.
Denotemos por r = inf{||a:"||(1,/n} y supongamos que x # 0. Sea € > 0, existe
k € N tal que ||z*||'/* < 7 4 e. El algoritmo de la divisién nos dice que
para cada n € N existen py,,q, > 0 con g, < k — 1 tales que n = p,k + ¢p.

k—1 . ;
Como %" < % para cada n € N, entonces %” — 0 si n — o0, asi pues

p%zl—%—)lyportanto%%%cuandon—>oo, de donde
pn o an
lfm (2" < lm [|2¥)|q [lz]le = [«*]F <r+e
n—oo n—oo

. . . 1
de donde si € — 0 se obtiene que lim;, ;o Hx””o/n

nil/n
o

< r, adema&s claramente

r <lim, e || , de donde se sigue la igualdad. O
En [20] se demuestra el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.2.27. Sea A una By-dlgebra, m-convexa y con base ciclica
de tipo Laurent {z" }nez y {|| i}, una familia de seminormas que definen
la topogia T de A. Si para cada i se tiene que

2l = Y Pa(@)llz"ll: < oo,

1=—00
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para cada © =y 0 A\, (x)z" elemento de A, entonces {| |}, es una

familia de seminormas que definen la misma topologia T.

Proposicién 1.2.28. Sea A una By-dlgebra, m-convexa y con base ciclica
de tipo Laurent {z"}nez. Si {|| |li}52, es una familia de seminormas que
definen la topologia de A, entonces para cada i € N

r; < R;

fl/n

n”V"
1 7 ‘

donde r; = sup, ey ||z y R; = inf,en |2

Demostracion. Sea i € N, para cada n € N tenemos que
lells = lI2"27"{ls < [lz"lall =" ls,

de donde , ;
1 =1
lell; ™ == < Jl=m 1M,

por tanto tomando el limite cuando n — oo

im []2~"(|; " < 1 (|27 M7,

n—00 n—00
y como A es m-covexa por la proposiciéon 1.2.26 se tiene que lim,, o ||z7" ”;1/” —
suppen |2 7" v también lim, oo |27 Y/" = ffpen |27} 0

La siguiente proposicién es también un resultado original y nos dice que
bajo ciertas condiciones una By-algebra, m-convexa y con base ciclica de
tipo Laurent {2"},cz es isomorfa al espacio de funciones holomorfas H(2)
definidas sobre 2 un abierto no vacio y conexo.

Teorema 1.2.29. Sea A una By-dlgebra, m-conveza y con base ciclica de
tipo Laurent {2" }nez. Si{|| ||i}:2, es una familia de seminormas que definen
la topologia de A y son tales que

1.5 o w(@)]|Iz"]i < oo para cada i € N y para cada
x=>"__ Ap(x)z" elemento de A.

n=—oo 'n

2. Para cada i € N
r<r; <R; <R,

—1 , 1 1\ —
Ry = ffen |2F r = Rz y

donde 7; = Sup,cy ||Z_n||z

R= R(Z),

entonces A es isomorfa al dlgebra de funciones holomorfas H(SY) definidas
en Q = Ann(0,r, R) y con la topologia compacto-abierta.
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1.2 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

Demostracion. Definamos T : A — H(Q2) por T'(x) = x(\) donde

> An(@)A

n=—oo

r< N <Ryaxz=>.__ A(x)z" € A Probaremos primero que T
estd bien definida. Sea r < |[A| < R. En [5, 6] se demuestra que en este
caso R(z) = sup;cyliminf {/||2"||; por tanto existe i € N tal que |A| <
liminf,, {/||z"||;, de donde existe ng € N tal que |A\| < {/[|z"|; para cada

n > ng, por tanto

Z)\ A"

n=ng

< S Pe@IAR < 3 Pl < v,

n=ng n=ng

y entonces 7 o Ap(2) A" converge.

Ahora R(z71') = sup,ey liminf {/[z=";, por tanto de la misma forma
que en el parrafo anterior existen j y n; naturales tales que ||~ < /[lz="|;
para cada n > n1, por tanto

S A @ € 3 D@ < S D@l < oo,

n=ni n=ni n=ni

es decir Y 7 1 A, (2)A™" converge, asi T' estd bien definida.

T es claramente inyectiva, probaremos a continuacion que es sobre. Con-
sideremos » > o ap, A" una funcién holomorfa definida en €2, probaremos
que > o2 a—pz "y Yo7 anz" convergen.

Seai€ Ny R; <r < R, tenemos pues que y >~ |an|r"™ converge y como
R; < r tenemos que

12"l <"

para cada n € N, entonces Y - |an|||2™]li < D07 |an|r™ < oo, es asi que

Yool o anz™ converge. Ahora sear < s < 1y, asi pues y_° | |a_p|s~" converge
y como s < 7; se tiene que

27" ]l < s7"

para cada n € N, de donde Y o7, Ja_p||lz7"|li < Dol la—nls™" < oo,

asi pues ¢ =D 7 apz" es un elemento de Ay T'(x) = > o7 a,\".
No es dificil ver que T es lineal y multiplicativa, probaremos ahora que

T es continua. La topologia compacto-abierta de H(2) se puede definir me-

diante la siguiente familia de seminormas

HzMlli = sup |z(N)]

ri<|A\|<R;
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Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.2

para £(\) € H(Q) y cadai € N. Sea z =) 2 Ay(x)z" elemento de A,
entonces

T ()llls = sup
ri<|A\|<R;

Z/\ A"

n=—oo

< Z An(@)[r;™ + ) [An(2)RY
n=0

o0

<Z|A Hz_"llﬂrE:lA M="lli= > Pa@)ll12"l,

n=-—oo
ahora la proposicion 1.2.27 nos dice que existen j € Ny M > 0 tales que

oo

Y Pa@lllz"lls < My,

n=—0oo

es asi que |||T'(x)||l; < M|z|;, por tanto T' es continua y por el teorema del

mapeo abierto T~ ! es continuo, de esta forma T es un isomorfismo. O

Otro de los resultados que hemos encontrado es el hecho de que las
condiciones dadas en el teorema 1.2.29 son equivalentes a la condicién de

Watson de que o(z) sea abierto, esta demostracién se basa en el corolario
1.2.22.

Teorema 1.2.30. Sea A una By-dlgebra, m-convexra y con base ciclica de
tipo Laurent {z"}pez. Si{]| ||}, es una familia de seminormas que definen
la topologia para A, entonces son equivalentes las siguientes condiciones.

1. 0(z) es abierto en C.

2. A esisomorfa a un dlgebra de funciones holomorfas H(SY), definidas en
un abierto 1-finitamente conexo £ y con la topologia compacto-abierta.

3. DadaieN, > 2
elemento de A y

|An(@)[]|2"|li < 00 para cada x =302 Ap(x)2"

n=—oo

r<r; <R; <R,

donde r; = sup,cy ||Z_n||i_1/n , =Ry

R = R(z).

. R; = fnf,ey 277"

Demostracion. Probaremos primero que 1. implica 3. Supongamos que o(z)
es abierto, por tanto

0(2) = 01(2) = {f(2) | f € M(A)} = Ann(0,r, R),
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1.2 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

fijemos x = Y7 Ap(x)z" elemento de A y sea ¢ € N, consideremos
A1 = ||z|ls, afirmamos que A\; € o(z) si no fuera el caso tendriamos que

z — A1e es invertible y como se vié en la proposicién 1.2.21

_ 22" = oA+ 1 _
~he) = z AT 2 ) \n,—n
e =02 Ty ()
pero para cada n € N

AT e = (21 27"l = (2" lall=7" s = 1227 = lell: # 0,

asi pues » 7, (%11“ ATz7"™ no seria convergente, lo cual es una contra-
dicién y por tanto A\; € o(z). De esta forma

[e.9]

Y a@)lllllF < oo,

n=—oo

y en particular

ZM H\Z"HZ<ZM Izl < oc.

Ahora sea Ay = ||z~ 1!

serfa invertible y

_ 22 = ode 1N L
o =S 5 (et
n=0 n=1

, afirmamos que Ao € o(2), si no fuera asi z— Age

2
pero para cada n € N

zn

i = RN = = all=" s > D=l = llell: # 0,
2

i
7 n z . 4
asi pues Y f\—g no seria convergente, lo cual es una contradicciéon y por

tanto Ag € o(z). A partir de esto se sigue que

o

Y Pa@lllzM " < oo

n=—0oo

Z [A-n(@)ll27" i < Z A—n(@)[[l27H 7 < oo,
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Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent. 1.2

por tanto Y 2 [An(2)]|2"|li < co.
Ahora sea i € N y denotemos por A a R;, vamos a probar que \ € o(z).
Definamos f : A — C como

D An(@)A"

n=-—o00
para cada x =Y 2 A, (z)z" € A, se puede ver ficilmente que f es lineal
y multiplicativa. Ademés para cada n € N se tiene que |le||; = |[z"z7"|; <

_ . — _ 1 -1
2 lsll=~"[is es ast que [lefli|=" ;" < [l=7"[ls, de donde [ell;™ =" " <

e @

Iz y tomando el limite cuando n — oo, como el dlgebra es m-convexa

usando la proposicién 1.2.26 se tiene que

sup [|2" 7" < fnf |l

neN
Por tanto
D)< ) Pal@)\ = Z\)\ ) A" +Z])\ )| A"
=5 Peaal (s 7)o S Dol (i 12711)'
n=1 n n=0
<3 Pt (ggguznui/") # 3 (1711’
<3 @l "HﬁZA W= S Pa@Il

y la proposicion 1.2.27 nos dice que esto basta para que f sea continua, y
como A = f(z) se tiene que A € o(z), de donde R; < R(z).
De manera andloga si p = r; y definimos g : A — C como

Z An(@)p"

para cada z = °2 __\,(x)2", usando el hecho de que

n=—oo

sup 127 < imf 12"
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1.2 Capitulo 1. By-algebras con base ciclica de tipo Laurent.

se puede ver que f es lineal, multiplicativa y continua, asi pues u € o(2) y
por tanto r < r; < R; < R.

Ahora que 3. implica 2. es el teorema 1.2.29. Finalmente si A es isomorfa
a H(Q) deberiamos tener que o(z) es homeomorfo a 2, de donde o(z) es
abierto. O
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Capitulo 2

()-algebras y algunas
propiedades en algebras
topologicas

En este capitulo estudiamos las ()-dlgebras y sus propiedades importan-
tes. Consideramos algunas propiedades que pueden o no satisfacer un algebra
topoldgica, uno de los resultados importantes ha sido obtener la relacién de
estas propiedades con los espacios 9 (A) y I#(A).

2.1. (-algebras.

Definicién 2.1.1. Sea (A, 7) un dlgebra semitopoldgica con unidad e. De-
cimos que A es una Q-dlgebra si el conjunto de elementos invertibles G(A)
es abierto en A.

Algunas equivalencias para que A sea una Q-algebra son las siguientes.

Proposicién 2.1.2. Sea (A, 7) un dlgebra topoldgica con identidad e. En-
tonces las siguitentes condiciones son equivalentes:

1. A es una Q-dlgebra.
2. e es un punto interior de G(A).
3. int(G(A)) # 0.

Demostracion. Es inmediata. O



2.1 Capitulo 2. @-algebras y algunas propiedades en algebras topoldgicas

Definicion 2.1.3. Sea A un dlgebra topoldgica. Decimos que A es un dlgebra
normada si existe una norma || || definida en A tal que la topologia inducida
por la norma es igual a la topologia de A y ademds

lzyll < ll=[llyl
para cada x,y € A. En este caso la denotamos por (A, | ||).
En el caso de dlgebras normadas tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.4. Sea (A, || ||) un dlgebra normada con identidad e. Las
siguientes afirmaciones son equivalenetes

1. A es una Q-dlgebra.

2. SizeAylle—z| <1, entonces x € G(A).

3. SixzeAylx| <1, entonces Y 7 ja" converge en A.
Demostracion. Véase [36]. O

De lo anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.1.5. Si (A, || ||) es un dlgebra de Banach, entonces A es una
Q-dlgebra.

Demostracion. Sea x € A tal que ||z|| < 1, veamos que (3> ;°, :L"k)zozl es de
Cauchy. Si n > m entonces

n m
> 7t =) at
k=1 k=1

si n,m — co. Como A es completa, se tiene que Y po z* converge en A, de
donde A es una Q-algebra. O

n

>, o

k=m+1

n

< D el =0

k=m+1

Una propiedad importante del espectro cuando A es una Q-dlgebra es la
siguiente.

Proposicién 2.1.6. Si A es una Q-dlgebra. Entonces o(x) es compacto
para todo x € A.

Demostracion. Sea x € A, veamos que o(x) es cerrado. Sea f : C — R dada
por f(A) =z — Xe para cada A € C, esta es claramente un funcién continua
y ademas

FHG(A)) =C\o(x)
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Capitulo 2. @Q-algebras y algunas propiedades en algebras topolégicas 2.1

y como G(A) es abierto se tiene que C\ o(z) es abierto y por tanto o(z) es
cerrado.

Falta ver que o(x) es acotado. Para este efecto supongamos que no,
entonces existe una sucesiéon {\,}52; contenida en o(z) tal que |A,| — oo,
de hecho esta sucesién la podemos escoger de tal forma que [A,| < [Api1| y
An # 0 para cada n € N. Como = — Ane ¢ G(A), entonces e — 5= ¢ G(A).
También tenemos que e — 5= — e pues ITln\ — 0y como A\ G(A) es cerrado
se tiene que e ¢ G(A) lo cual es una contradiccién, asi pues o(x) es acotado
y por tanto compacto. O

Proposiciéon 2.1.7. Sea A una Q-dlgebra. Entonces todo ideal mdzimo bi-
lateral de A es cerrado.

Demostracion. Sea M un ideal méximo bilateral de A, entonces M C A\
G(A), pues si no pasara esto se tendria que M = A, pero M es un subcon-
junto propio de A.

Dado que G(A) es abierto se tiene que A\ G(A) es cerrado y por tanto
M C A\ G(A), de donde la unidad e ¢ M, es decir M C A. Sabemos que M
es también un ideal bilateral de A, como M C M se tiene que M = M. [

Usando el corolario 1.2.22 del primer capitulo llegamos al siguiente re-
sultado.

Proposiciéon 2.1.8. Sea A una Q-dlgebra, m-convezxa y conmutativa. En-
tonces
MF (A) = M(A) = m(A) = M(A),

donde cada f € M(A) se identifica con ker(f).

Demostracion. Por la proposicién 2.1.7 y el corolario 1.1.14 se tiene que
IM(A) = m(A) = M(A), resta probar que MM#(A) C M(A). Sea f € M*(A),
no es dificil ver que ker(f) C A\ G(A) y por tanto

ker(f) C ker(J)A\ G(A) = A\ G(4) € A,

como ker(f) es un ideal maximo se tiene que ker(f) = ker(f) y por tanto f
es continua, asi pues se tiene la igualdad entre todos los conjuntos. O

Proposicion 2.1.9. Sea A una Q-dlgebra, m-convexa y conmutativa. Si
x € A, entonces

o(z) = {f(x) | f € MA)} = {f(2) | f € MF(A)}.
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2.2 Capitulo 2. Q-algebras y algunas propiedades en algebras topoldgicas

Demostracion. Sea A = f(z) para algun f € 9(A), entonces si A ¢ o(x)
existe y € A tal que (x — Ae)y = y(z — Ae) = e y por tanto

1= f(e) = f((z = Ae)y) = (f(x) = A) f(y) = 0

lo cual es una contradiccién, por tanto A € o(x).

Ahora supongamos que A\ € o(z), entonces x — Ae ¢ G(A). Sea I el ideal
generado por x — \e, este I es propio pues si [ = A, entonces existiria y € A
tal que (z — Ae)y = y(z — Ae) = e, lo cual es una contradiccion.

Como [ es propio existe M un ideal maximo tal que I C M, como A es
una Q-édlgebra, M es cerrado y como es m-convexa existe f € 9M(A) tal que
M = ker(f), por tanto f(x) = A. O

Corolario 2.1.10. Si A es una Q-dlgebra, m-convexa y conmutativa, en-

tonces M(A) # 0.

Demostracion. Es claro que 0 € ¢(0) y por la proposicién 2.1.9 se tiene que
existe f € M(A) tal que f(0) =0. O

Corolario 2.1.11. Sea A una Q-dlgebra, m-convezxa y conmutativa. Enton-
ces © € A es invertible si y solo si f(z) # 0 para todo f € M(A).

Demostracion. =]Supongamos que x € G(A), es facil ver que dada f €
IM(A) se cumple que f(e) = 1y por tanto 1 = f(e) = f(xz™!) = f(z)f(z71)
de donde se tiene que f(x) # 0.

<] Ahora, si x ¢ G(A), entonces 0 € o(x) y por la proposicién 2.1.9
existe f € M(A) tal que f(x) = 0. O

2.2. Latopologia hk y los resultados de Abel-Jarosz

Recordemos que dada A un algebra topoldgica M (A) denota al conjunto
de todo los ideales bilaterales maximos en A y m(A) denota al conjunto de
todos los ideales bilaterales maximos cerrados. M. Abel y K. Jarosz definie-
ron en [1] la topologia hk para M(A) de la siguiente manera, si S C M(A)

definimos
K(S) =1
IesS

y si I es un ideal bilateral de A definimos
H(I) ={M e M(A) | I € M},
asi pues decimos que S C M (A) es hk-cerrado si S = H(K(S)).
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Proposicion 2.2.1. Sea A un dlgebra semitopolégica con unidad e. El es-
pacio M(A) es compacto con la topologia hk.

Demostracion. Sea {F}j}cs una familia de subconjuntos de M (A) no vacios
y hk-cerrados y supongamos que ()., Fj = (). Se tiene que

jeJ
0=()F=()HEKF) = ({MeMA) | K(F;)C M} =
jeJ jeJ jeJ

{M e M(A)| K(F;) C M paracada j € J} =

MeMUA) || JKF)C My,
JjEJ
de donde se sigue que J ies K (F}) el ideal bilateral generado por esta union
es A. Asf pues existen a1, ...,an € Ujc; K(F)) v b1,...,bn by, .. 0, € A
tal que Y, bjarby = e, sean Fi, ..., F, tales que a; € K(F}) para cada
k=1,...,n. Se tiene que el ideal bilateral generado por | J;_, K (F})) es Ay
por tanto

0= {MEM(A)| OK(Fk) QM}
k=1
={MeM(A)| K(Fy) C M paracadak=1,...,n}

— ({M € M(A) | K(Fy) € M}y = () HK(Fy) = () Fi,
ke1 k=1

k=1
lo que prueba que M (A) es hk-compacto. ]

Un resultado importante que probaron M. Abel y K. Jaroz en [1] es el
siguiente.

Teorema 2.2.2. (Abel-Jarosz) Sea A un dlgebra semitopoldgica con unidad
e. Entonces M(A) =m(A) si y sdlo si

1. Cada ideal bilateral finitamente generado y propio de A esta contenido
en un ideal bilateral mdzimo y cerrado.

2. m(A) es hk-compacto.

Demostracion. Supongamos que M(A) = m(A). En un dlgebra topoldgica
cada ideal bilateral propio estd contenido en un ideal bilateral maximo y por
tanto en un ideal bilateral maximo cerrado. Ademés como M(A) = m(A)
se tiene que m(A) es hk-compacto.
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2.3 Capitulo 2. @-algebras y algunas propiedades en algebras topoldgicas

Ahora supongamos que A satisface 1. y 2. Ahora sea My € M(A) y para
cada a € M(A) definamos

Z(a) ={M e m(A) |a € M}.

Sean ai,...,an € My, si I =< ay,...,a, > es el ideal generado por esos
elementos, como I C My # A se tiene por 1. que existe M € M(A) tal que
{a1,...,an} €1 C M, de donde M € (;_; Z(ax). Se sigue que {Z(a) |
a € My} es una familia de subconjuntos hk-cerrados que tiene la propiedad
de la interseccién finita y por 2. se tiene que existe My € [,y Z(a), de
donde se sigue que My € M; y dado que My es maximo se concluye que
My =DM, € m(A) ]

Una cosa que logramos probar es que la topologia hk es mas débil que
la topologia débil* en MM#(A) y en M(A).

Proposicion 2.2.3. Sea A un dlgebra topoldgica. Entonces la topologia hk
en M#(A) y en M(A) es mds débil que la topologia débil*

Demostracion. Sea X un subconjunto hk-cerrado de M# (A). Dado que cada
f € X se identifica con ker(f) como elemento de M (A) se tiene que

K(X)={a€ A| f(a) =0paracada f € X}
y si I es un ideal bilateral de A se tiene que
H(I)={f ¢ M#(A) | f(a) =0 para cada a € I}.

Ahora usando el Teorema 1, pagina 192, de [28] se tiene que X = H(K (X)) =
m*, donde m* es el subconjunto mas chico, balanceado, convexo y
débil* cerrado que contiene a X, por tanto X es débil* cerrado. Analoga-
mente la topologia hk en M(A) es més débil que la topologia débil*. O

Corolario 2.2.4. Sea A un dlgebra topoldgica. Entonces si X subconjunto
de M#(A), respectivamente de IM(A), es débil* compacto, entonces es hk-
compacto.

Siay,as,...,a, € A definimos el espectro conjunto como
olar,... a,) = {(Al,...,An) 1) (@i — Xie)bi ¢ G(A), ¥ by, bn, ..., by € A} ,
i=1
ademds si X C M#(A) definimos

ox(ay,...,an) ={(f(a1),..., f(an)) | f € X}.

En [53] se demuestra la igualdad de los espectros arriba mencionados.

50
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2.3. Algunas propiedades de las algebras topologi-
cas

La mayor parte de resultados de esta secciéon son originales los cuales
consideran diversas propiedades especificas en dlgebras topoldgicas. Dada A
un algebra topoldgica, conmutativa con unidad e, consideremos las siguientes
propiedades, que pueden o no satisfacer A:

(ag) si sup |f(z)| < 1 entonces existe (e —z)~! € A.
fem(a)

() siz e Ay estal que f(x) # 0 para cada f € M(A)

entonces existe 77! € A.

n
(8) Siaq,...,a, son elementos de A tales que Z |f(a;)| > 0 para
i=1

n
cada f € M(A), entonces existen by,...,b, en A tales que Z a;b; = e.
i=1

o0
(%) existe V vecindad del cero tal que si z € V, entonces Z x™ converge.
n=1
(%*) existe V vecindad del cero tal que si z € V,

entonces existe (e —z) ! € A.

las primeras 3 propiedades son consideradas en [48] para algebras de funcio-
nes, estudiaremos estas propiedades en el caso general de &lgebras topoldgi-
cas. Ademads, veremos la relacién de la propiedad (**) con algunas otras
conocidas en dlgebras topoldgicas. Es claro que () implica (xx).

Proposiciéon 2.3.1. Sea A un dlgebra topoldgica con unidad e y conmuta-
tiva. Entonces son equivalentes las siguientes condiciones:

1. A tiene la propiedad (j3).

2. o(ar,az,...,a,) = ogmay(ai,az, ..., an).

Si ademds A es localmente m-convezra las propiedades anteriores son
equivalentes a:
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2.3 Capitulo 2. @-algebras y algunas propiedades en algebras topoldgicas

3. Todo ideal propio de A finitamente generado estd contenido en un ideal
maximo cerrado.

Demostracion. 1) = 2)] En general siempre se tiene que
omay(a,az,...,a,) Co(ar,a,...,a,)

pues si (A1, Ao, ..., ) = (f(a1), f(az2),..., f(a,)) para alguna f € 9(A)
entonces para cada i = 1,2,...,n se tiene que f(a; — \je) = 0 para cada
i1 =1,2,...,n y por tanto para cada by, bs,...,b, en A se tiene que

f(fj( ; — \ie)b > Zf ;= Aie) f(b;) = 0.

i=1

Por tanto )" ;(a; — A\je)b; ¢ G(A). Ahora supongamos que (A1, Az, ..., An)
es tal que para cada by, by, ..., b, en A se tiene que Y i (a; — Aie)b; ¢ G(A),
supongamos que para cada f € 9(A) existe ig tal que f(ai,) # Ai,, de donde
oy | f(a; —Ai)| > 0y por tanto existen by, by, ..., b, elementos de A tales
que Y1 (a;i — Aie)b; = e lo cual es imposible. Asi pues, existe f € M(A)
tal que f(a;) = \; para cada i = 1,2,...,n por tanto o(ay,az,...,a,) C
O'gﬁ(A)(al,ag, ooy an).

2) = 1)] Sean ay,as,...,a, clementos de A tal que > " |f(a;)] > 0
para cada f € M(A), entonces (0,0,...,0) & oom(a)(ai,az,...,a,) por tanto
(0,0,...,0) ¢ o(a1,ag,...,a,) de donde existen by, b, ..., b, en A tales que
S a;b; = c para algin ¢ € G(A) y por tanto Y »_; a;bic™! =e.

1) = 3)] Sea I =< aj,as,...,a, > un ideal finitamente generado, si para
cada f € M(A) se tiene que f(a;) # 0 para alguna ¢ entonces Y ., | f(a;)| >
0 por tanto existen by, bs, ..., b, elementos de A tales que Z?:l a;b; = e, de
esta forma I no sera propio, por tanto existe f € 9MM(A) tal que f(a;) =0
para cada i = 1,2,...,n, asi pues I C ker(f) y ker(f) es un ideal méximo
cerrado.

3) = 1)] Sean ay, as, ..., a, elementos de A y tales que > ;" | |f(a;)| >0
para cada f € 9M(A) y supongamos que para cada by, ba,...,b, elementos
de A se tiene que a1by + agbs + ... + apb, # e, de donde se tendria que I es
propio y por tanto existe M maéaximo cerrado tal que I C M y como A es
m-convexa por el coroloario 1.2.22 se tendria que existe f € M(A) tal que
M = ker(f), de donde se tiene que f(a1) = f(a2) = ... = f(a,) = 0. O

Corolario 2.3.2. Sea A un dlgebra m-convexra con unidad e, conmutativa
y con la propiedad (B). Entonces A no tiene ideales propios finitamente
generados densos.
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Demostracion. Sea I un ideal finitamente generado, entonces existe J un
ideal maximo cerrado tal que I C J y como J # A, entonces I no es
denso. O

Corolario 2.3.3. Sea A un dlgebra m-convexa con unidad e y conmutativa.
Entonces todo ideal mdximo es cerrado si y solo si

1. o(a1,az,...,an) = ogp(ay(as, az, ..., an).
2. M(A) es hk-compacto.

Demostracion. Esto es inmediato a partir de la proposicion 2.3.1 y el teore-
ma 2.2.2. O

Proposicion 2.3.4. Sea A un dlgebra m-conveza, conmutativa y con unidad
e. Supongamos que M(A) es débil compacto y que se satisface la propiedad
(B). Entonces M#*(A) = M(A).

Demostracion. Como 9(A) es débil compacto, se tiene que es hk-compacto,
ademds por la proposicion 2.3.1 se tiene que todo ideal propio de A fini-
tamente generado estd contenido en un ideal méaximo cerrado, por tanto
usando el teorema 2.2.2 se tendria que

M (A) € M(A) = m(4) = M(A),
es asi que M#(A) = M(A). O

Proposicion 2.3.5. Sea A un dlgebra m-convezxa, conmutativa, con unidad
e. Se tiene que M7 (A) es débil compacto si y sdlo si cada funcién T :
M#(A) — C dada por Z(f) = f(x) es acotada, para cada x € A.

Proposicién 2.3.6. Sea A un dlgebra m-convexa, conmutativa con e con la
propiedad (ap). Entonces MM# (A) es compacto si y sélo si cada T es acotado
en M(A) para cada x € A.

Proposicion 2.3.7. Sea A un dlgebra topoldgica. Entonces A es una Q
dalgebra si y solo si A tiene la propiedad (xx).

Demostracion. =] Sea e € G(A). Sabemos que existe V' vecindad de 0 tal
que si ¥ € V entonces existe (e — z)"' € A, sea U = e — V la cual es una
vecindad de e, afirmamos que e € U C G(A).

Sea x € U, entonces existe y € V tal que x = e — y y por tanto y =
e—x €V, de donde existe z = (e — y)~! € A, es asi que z € G(A). Esto
nos dice que G(A) es abierto.
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<] Ahora supongamos que G(A) es abierto, entonces existe V' vecindad
de e tal que V' C G(A) tenemos que U = e — V es una vecindad de 0, sea
x € U, entonces existe y € V tal que x = e —y de donde y = e —x € V por
tanto existe (e —x)~1 € A. O

A continuacién vemos que relacion tiene una QQ-algebra con la propiedad

(o).

Proposicion 2.3.8. Sea A un dlgebra m-convexa, conmutativa, con unidad
e. Si A es una Q dlgebra, entonces A satisface (ap).

Demostracidn. Sea x € A tal que sup o) |f(z)| < 1, por la proposicién
2.1.9 se tiene que sup{|A| | A € o(x)} < 1 por tanto 1 ¢ o(x), y existe
(e—x)~te A O

A continuacién veremos que la propiedad (ap) es equivalente a una pro-
piedad ya conocida en algebras topoldgicas.

Proposicion 2.3.9. Sea A un dlgebra topolégica. Entonces A tiene la pro-
piedad (a) si y sélo si para cada x € A se tiene que

R(x) = sup [f(z)[= sup [f(z)],
fem(A) fem# (A)

donde R(z) = sup{|\| | A € o(z)}.

Demostracion. <| Sea x € A tal que R(z) = sup ey |f(7)] < 1, entonces
1 ¢ o(z) por tanto existe (e —z)~! € A.

=] En general sabemos siempre que sup seon(a) | f(7)| < R(z), suponga-
mos que sup reon(a) |f(2)| < R(x) y sea A € o(x) tal que

0< sup [f(2)] <A < R(z),
Fem(A)

de donde sup scon(a) lf(%)‘ < 1y por tanto existe (e — %)_1 € A, de don-

de existe (Ae — x)”" € A. Esto contradice que A € o(z), de esta for-
ma R(x) = supjeon(a) |f(2)]. De manera andloga se prueba que R(z) =
SUp pean# (a) | f ()] O

Sean X y Y espacios topolégicos, decimos que ¢ : X — 2Y es semi-
continua superiormente si para cada U C Y se tiene que

¢o*(U) ={z € X | ¢(z) C U},
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es abierto. Esta definicién es equivalente a que para cada U C Y abierto y
¢(xo) C U, exista una vecindad V de xg en X tal que tal que ¢(z) C U
para cada x € V. Decimos ademds que ¢ es usco, si ¢ es semi-continua
superiormente y compacto-valuada, esto es ¢(x) es compacto para todo x €
X. Si para cada U C Y abierto se tiene que

¢ (U) ={z € X | ¢(x)NU # 0}

es abierto, diremos que ¢ es semi-continuo inferiormente. Finalmente dire-
mos que ¢ es continuo si es semi-continuo superiormente e inferiormente.

A continuacién presentamos un resultado obtenido por H. Arizmendi y
V. Valov.

Teorema 2.3.10. Sea A un dlgebra topoldgica con unidad e y que satisface
la propiedad (). Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. A es una Q-dlgebra.

2. La funcién espectral o : A — 2, que asigna a cada elemento x € A el
espectro o(x) es usco.

3. La funcion R : A — R, que asigna a cada x € A el radio espectral
R(x), es semi-continua superiormente.

4. La funcion R: A — R es continua en 0.

5. La funcion R : A — R es una seminorma submultiplicativa continua
en A.

Demostracion. Véase [15]. O
Se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.3.11. Sea A un dlgebra topolégica con unidad e y que satisface
la propiedad (). Entonces son equivalentes las siguientes proposiciones:

1. A es una Q-dlgebra.

2. La transformada de Gelfand ~: A — Cy(9M(A)) esta bien definida y es

continua.

Aqui Cp(M(A)) = {F : M(A) — C | F es continua y acotada } equipado
con la norma || F'[|oe = sup pean(ay [ F'(f)|-
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Demostracion. 1. = 2.] Si A es una Q-élgebra entonces o(z) es compacto
para cada z € A y por tanto como A satisface (agp) se tiene que

sup [Z(f)]= sup [f(z)]= R(z) < o0,
fem(A) fem(A)

asi pues "~ esta bien definida y por el teorema 2.3.10 se tiene que ||Z||oo = R(x)
es una funcién continua.

2. = 1.] Ahora supongamos que ~ estd bien definida y es continua,
entonces como A satisface (ap) se tiene que

R(z) = sup |f(z)| = |7 < o0,
Fem(A)

para cada x € A, de donde se sigue que R es una funcion continua y por el
teorema 2.3.10 se tiene que A es una (Q-algebra. ]

El siguiente resultado es uno de los més importantes que hemos obtenido.

Proposicion 2.3.12. Sea A un dlgebra m-conveza, conmutativa, con unidad
e, con la propiedad (ag) y M(A) equicontinua. Entonces A es una Q-dlge-
bra. Si ademds M(A) es total entonces A es una Q-dlgebra normada, cuya
topologia es mds débil que la de A.

Demostracion. Si9N(A) es equicontinua, por el teorema de Alouglu-Bourbaki
se tiene que 9M(A) es compacto y por tanto la transformada de Gelfand
T A— Cy(M(A)) dada por

para cada z € Ay cada f € M(A), estd bien definida. En Cy(M(A)) consi-

deramos la norma del supremo

[Zloc = sup |f(x)].
fem(A)

Probemos ahora que la transformada de Gelfand es continua, sea € > 0 como
M(A) es equicontinua existe V' vecindad del 0 tal que sixz € V

[f(@)] <

para cada f € 9MM(A), asi pues si x € V se tiene que ||Z||c < €, finalmente
usando el corolario 2.3.11 y la proposicién 2.3.9 se tiene que A es una Q-
algebra.
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Supongamos que (A) es total y definamos

|zl = sup |f(z)]
femA)

para cada x € A, es una norma pues I(A) es total, también se satisface
que si ||z]| < 1 entonces (e — )~ € A, por tanto

ec{reAll|e—z| <1} CGA),
es decir G(A) es abierto. Ahora dado que 9t(A) es equicontinua existe § > 0
y a € I tal que si ||z]|o < 0 entonces ||z|| < 1, por tanto si x es un elemento

< ¢ y por tanto

[0}

de A entonces para cada n € N se tiene que

ox
2([|z[[a+1/n)

ol < (3) dlell + 1/m)

para cada n. Si n tiende a oo se tiene que

2
ol < (%) el

para cada x € A, asi pues la topologia de la norma es mas débil que la
topologia de A. ]

Corolario 2.3.13. Sea A un dlgebra m-convezra, conmutativa, con unidad y
M(A) equicontinua. Entonces A tiene la propiedad () si y sdlo si A tiene
la propiedad (o).

Demostracion. Es facil verificar que si A cumple la propiedad («) entonces
A cumple la propiedad (ayp).

Ahora si A cumple la propiedad (ag) y M(A) es equicontinua, entonces
A es una Q-algebra y por tanto A es advertiblemente completa y esto ultimo
es equivalente a que A tenga la propiedad (). O
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Capitulo 3

Los elementos acotados en

C(t).

En esta capitulo estudiamos el concepto de elemento acotado en un alge-
bra localmente convexa dado por Allan en [2], en la primera seccién recor-
damos los conceptos de el espectro de Allan, el radio espectral de Allan y el
radio de acotacion. En la segunda seccion presentamos resultados originales,
hemos obtenido la descripciéon de conjunto de elementos acotados en el dlge-
bra C(t) y ademés probamos que este conjunto es una subalgebra méximal,
que es una Q-algebra y de ideales principales.

3.1. Elementos acotados y el espectro de Allan.

Definicién 3.1.1. Sea (A, {]| |a}acr) un dlgebra semitopoldgica localmente
conveza. Dado x € A se dice que es acotado si existe A > 0 tal que {(%)n}neN
es acotado, esto es para cada o € I existe M, > 0 tal que

IG)

para cada n € N. Denotaremos al conjunto de todos los elementos acotados
por Ag.

< Ma,

a

Algunos ejemplos son los siguientes:

1. Sea (A,] ||) un algebra de Banach, dado = € A no cero se tiene que A

es acotado pues
T n n
|Gen) 1= (Jel) -
[l

X

]
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para cada n € N, ademads es claro que 0 es acotado, por tanto Ag = A.

2. Sea A el dlgebra de polinomios complejos definidos en C. Para cada
r > 0 definimos la seminorma

1P(2)|lr = mx |[P(2)]

para cada polinomio P(z), asi pues (4, {|| ||+ }r>0) es un élgebra local-
mente convexa.

Es claro que si P(z) es constante entonces es acotado, ahora dado
P(z) =ap+ a1z + asz® + ... 4 ;2™ un polinomio no constante por
el teorema de Liouville no es acotado como funcién y por tanto dado
A no cero existe r > 0y zg € C tal que |z| =7y

lag + a1zo + aozd 4+ ... + amzy| > | M.

=)

que tiende a infinito si n tiende a infinito, entonces P(z) no es un
elemento acotado. Por tanto en este caso 4g = C.

Por tanto

lap + a1zp + . .. + amz™|"
- A" ’

T

Denotemos por By a la familia de subconjuntos B de A que satisfacen:
1. B es absolutamente convexo.

2. B es acotado y cerrado.

3. B es idempotente, esto es B2 C B.

Si B € B; consideremos A(B) la subédlgebra generada por B en A y para
cada = € A(B) consideremos la funcional de Minkowski

|lz|| g = mf{\ >0 | z € AB}.
A continuacién probamos un hecho importante sobre cada A(B).

Proposicién 3.1.2. Si B € By. Entonces A(B) = {\x | A € C,x € B} y
|l |z es una norma para A(B).
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Demostracion. Claramente {A\z | A € C,z € B} C A(B). Consideremos al
conjunto S = {Az | A € C,z € B} y veamos que es una subdlgebra de
A. Sean Az,puy € S y supongamos que |A| + |u| # 0, si tuvieramos que
IA| + || = 0 entonces A = p = 0 y entonces trivialmente Az + uy € S,
asi pues
A T+ a
AL+ Tul A |l

y € B,

pues B es absolutamente convexo y por tanto

A L
Al + | ( T+ y)GS,
WD e

es decir Az + puy € S. Ahora si v € C y Az € S, entonces claramente
vY(Az) = (yA)z € S.

Ahora si Az, uy € S, entonces (Az)(uy) = (Ap)zy € S, por tanto S es
una subdlgebra de A y como B C S, entonces A(B) C S, de donde los
conjuntos son iguales.

Ahora veamos que || ||p es una norma, dado que ya sabemos que es una
seminorma resta probar que si x € B es tal que ||z||p = 0, entonces x = 0.
Como B es acotado dado a € I existe M, > 0 tal que ||y||o < M, para todo
y € B, sea € > 0, entonces existe 0 < A < € tal que x € AB, de donde ¥ € B
y por tanto H%Ha < M,, asi pues

lzlla < Mo A < Mge,

como € > 0 fue arbitrario se tiene que ||z||, = 0 para cada o € I, de donde
=0 0

Dado que para cada B € B; se tiene que A(B) es una subdlgebra de A,
entonces a A(B) se le puede dar la topologia de subespacio, la relacién entre
esta topologia y la inducida por la norma || ||p estd dada por la siguiente
proposicién

Proposicién 3.1.3. Sea (A, T) un dlgebra semitopolégica localmente conve-
za y B € By. Entonces en A(B) la topologia inducida por la norma || |5 es
mds fina que la topologia de subespacio para A(B).

Demostracion. Sea {|| ||a}acr una familia de seminormas que define la to-
pologia 7. Sea U = {x € A(B) | ||z||o < €} para algin o« € I y € > 0 un
abierto subbésico de la topologia de subespacio.
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Sea A > 0 tal que z € AB, entonces ¥ € B y como B es acotado existe
M > 0 tal que H%Ha < M, entonces ||z]lo < AM. Como A fue arbitrario
entonces ||z||o < M||z|| B, de esta forma

€

{veam) | lalls <

oo
de donde se sigue el resultado. O

Observacién 3.1.4. De la proposicion anterior observamos que se puede
probar que para cada o € I existe M > 0 tal que ||z||o < M||z||p para cada
x € A(B).

Si S C A es no vacio, definimos la envolvente absolutamente convexa de

S como
n n
L(S) = {Zm Y Nl <1, € SynEN}.
i=1 i=1
Si S satisface que S? C S, no es dificil ver que I'(S)? C I'(S), ahora
veamos que (S)2 C I'(S). Sean zy € (5)2 v redes {ZLI )\Z(r)al(r)} :
,
{Z:il M§s)b§s)} en I'(S) tales que convergen a = y y respectivamente. Como
el producto es sgparadamente continuo se tiene que

Ty = h’gn:c (Z ,u,js)bg-s)> = h’gn [(HEH (Z )\z(r)al(r)>> (Z M‘E'S)b;S))]
=1 i=1 i=1

= lim <h’m (Z Agﬂay)) <Z u§~s) b;;)))
=1 i=1

n

= lim lim SN E a6 | e T(S).

i=1 j=1

Se dice que una subcoleccion Bs de elementos de By es bdsica si para
cada B € B existe By € By tal que By C Bo.

Proposicién 3.1.5. Sean (A, 7) un dlgebra semitopoldgica localmente con-
vexa y Bo una subcoleccion bdsica de Bi. Entonces el conjuto de elementos
acotados satisface que

Ao = J{A(B) | B € B,}.
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Demostracion. Sea © € A(B) para algin B € By, si A > ||z||p, entonces
existe 0 < p < A tal que x € uB, entonces % € B y como B es idempotente

n
se tiene que (%) € B para cada n € N y como B es acotado se tiene que

n
{(Q) } es acotado, esto es x € Ag.
K neN

n
Ahora sea r € Ag, entonces existe A > 0 tal que S = {(%) } . es
ne

acotado, es facil ver que S? C S. Sea B = I'(S), esta satisface que B2 C B,
es decir B € By y por tanto existe B’ € By tal que B C B’, es asi que
x=A (%) € A(B’), de donde se sigue la igualdad. O

G. R. Allan en [2] dio la siguiente definicién:

Definicion 3.1.6. Sea A un dlgebra semitopoldgica localmente conveza. De-
cimos que A es pseudo-completa si para cada B € B se tiene que (A(B), || ||B)
es un dlgebra de Banach.

Proposiciéon 3.1.7. Sea A un dlgebra semitopoldgica localmente conveza.
Si A es secuencialmente completa, entonces A es pseudo-completa.

Demostracion. Supongamos que {|| ||a}acr €s una familia que define la to-
pologia para A, sea B € By y {z,}22; € A(B) una sucesién de Cauchy,
como la topologia para A(B) inducida por la norma || ||p es més fina que la

topologia de subespacio, se tiene que si a € I existe M > 0 tal que
[Zn = Zmlla < M2y — 2mlB

para todo n,m € N. Por tanto {z,}52; es de Cauchy con respecto a cada
seminorma || ||, usando que A es secuencialmente completa se tiene que
existe x € A tal que para cada o € [

lxn —x|la — 0
si n — o00. Dado € > 0 existe N € N tal que si n,m > N, entonces
|zn — xmllB <,

de donde existe 0 < A < € tal que ||z, —zp|lp < A <€y xp,— 2 € AB, por
continuidad se tiene que z, —x € AB paran > N y por tanto ||z, —z| g <
A < e para n > N, mds aun para n > N se tiene que z,, — x € A(B), es
asi que x = x, — (z, — x) € A(B), es decir z,, — = con la norma || || y
z € A(B). O
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La implicacién contraria de la proposicién anterior no es cierta en general
pues podemos considerar A = C|[z] el dlgebra de polinomios complejos, con
familia de seminormas dadas por

P|| = méx |p(2)],
1P| mix p(2)]

para cada r > 0 y cada P € A. Vimos anteriormente que Ag = C, ahora
dado B € B; se tiene que si D = {z € C | |2] < 1} entonces B C Dy
como C es completo se tiene que (A(B),|| ||B) es completo, por tanto A es
pseudo-completa. Pero A no es secuencialmente completa pues la sucesién
de polinomios {P,}>?; dada por

nooi

P2) =)

1=0

converge uniformemente en subconjuntos compactos de C a e* la cual no
esta en A.

Sea A un algebra semitopoldgica localmente convexa con unidad e, de-
finimos B = {B € B; | e € B}, se tiene que esta subcoleccién de B; es
bésica.

Proposicién 3.1.8. Sean (A,{|| ||a}tacr) un dlgebra semitopolégica local-
mente convexa y B € Bi. Si {x,}72 es una sucesion de Cauchy en A(B).
Entonces esta sucesion converge en (A(B), || ||B) st y sdlo si converge en

(A, {1l la}aer)-

Demostracion. Sea {x,}22 ; una sucesion de Cauchy en (A(B), || [|3) tal que
existe z con ||z, — z||[p — 0 cuando n — oo, en la observacién 3.1.4 vimos
que si a € I entonces existe M > 0 tal que

[2n = 2lla < M|z, — 2|5

de donde {x,,}5° ; converge a x con la topologia de A.

Supongamos ahora que x,, — x con la topologia de A. Sea e > 0, entonces
existe N € N tal que si n,m > N entonces ||z, — Tn,||p < €, tomemos A > 0
tal que x, —xpy € AB y

|Xn — zm|] < A <e,

si fijamos n > N y hacemos m — oo como B es cerrado se tiene que
Tp —x = My, o0 (Ty, — x) € AB, por tanto ||z, — z||p < X\ < €, asi pues
Zn, — x con la norma || || . O
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Proposicion 3.1.9. Sea A un dlgebra semitopoldgica localmente conveza
con unidad e. Si B, By € By son tales que By C B y A(B) es un dlgebra de
Banach, entonces A(By) es un dlgebra de Banach.

Demostracion. Sea {x,}5° | una sucesién de Cauchy en A(Bj) como A(B;) C
A(B)y

[0 = ZmllB < |20 = 2mlBy

para cada n,m € N, se tiene que {z,}>2, es de Cauchy en A(B) y como
es un espacio de Banach se tiene que {z,}"2, converge en A(B) y por
la proposicién 3.1.8 se tiene que {z,}>2; converge en A con la topologia
original y usando de nuevo esta proposicion se tiene que {z,}7° ; converge
en A(Bl) L]

Asi pues se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1.10. A es un dlgebra pseudo-completa si y sélo si A(B) es
un dlgebra de Banach para cada B en una subcoleccion bdsica de Bi. En
particular esto es cierto para la familia B.

Proposicién 3.1.11. Sea (A,{|| ||a}acr) un dlgebra semitopolégica local-
mente conveza, conmutativa, con unidad e y pseudo-completa. La familia B
satisface que para cada B,C € B existe D € B tal que BUC C D.

Demostracion. Sean B,C € B, veamos que BC es acotado. Para cada b € B
definamos Ly, : A(C) — A dada por Ly(c) = be para cada ¢ € A(C), la cual es
claramente una transformacién lineal y ademas como el producto es separa-
damente continuo se tiene que dado « € I existen 8 € I'y M;(b), M2(3) > 0
tales que

IL6(A)la = llbclla < Mi(b)llclls < Mi(b)Ma(B)]cllc,

para cada ¢ € C. Lo anterior nos dice que cada L es un operador continuo,
ademds si c € A(C) y o € I existen € I 'y Ni(c), No > 0 tales que

[ Ls(c)lla = llbclla < Ni(c)||bllg < Ni(c)Na,

para cada b € B, de donde la familia de operadores {L;}yecp tiene drbitas
acotadas y como A(C) es un élgebra de Banach por el teorema de Banach-
Steinhaus se tiene que esta familia de operadores es equicontinua.

Dado € > 0y a € I existe 6 > 0 tal que si ||c||¢ < J, entonces

llbc|la < €
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para cada b € B. Sea ¢ € C, entonces HQH(Z#HC < ¢ y por tanto
de
H bl| <e
2[lelle e

para cada b € B, de donde existe M > 0 que satisface

2¢||c||lc . 2e
Jeclla < Mrfeefc20le < 2¢

para cada b € B, por tanto BC' es acotado en A.

Dado que el dlgebra es conmutativa se tiene que (BC)? = B2C? C BC,
asi pues D =T'(BC) € B y dado que e € BNC se tiene que BUC C BC C
D. O

Corolario 3.1.12. Sea A un dlgebra semitopolégica localmente conveza,
conmutativa, con unidad e y pseudo-completa. Entonces Ag, el conjunto de
elementos acotados en A, es una subdlgebra de A.

Demostracion. Sean x,y € Ag, entonces existen By, By € B tales que x €
A(B1) v y € A(B3), por la proposicién anterior se tiene que existe Bs € B
tal que By U By C Bs, de donde se sigue que z,y € A(Bs) y por tanto para
cada A € C se tiene que Az, x + y y zy son todos elementos de A(Bj3),
asi pues Ap es una subdlgebra de A. O

3.1.1. El radio de acotacién.

A continuacién definimos el radio acotacién de un elemento.

Definicién 3.1.13. Si A es un dlgebra semitopoldgica localmente convexa
y x € A. Definimos el radio de acotacion de x como

B(z) = inf {)\ >0 | {<§>n}:o:1 es acotado en A} .

Hacemos la convencion de que inf () = oo.

A continuacién estudiamos algunas propiedades importantes del radio
de acotacién.

Proposicién 3.1.14. Sea (A,{|| ||a}acr) un dlgebra semitopolégica local-
mente convexa. Para cada x € A se tiene que

1. B(z) < oo siy sdlo si x € Ag.
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2. B(x) =mf{A>0](%)" = 0,sin— oco}.
3. Six € Ao, entonces f(x) = inf{||z||p | B € B, x € A(B)}.

Demostracion. El punto 1. es inmediato de la definicién de elemento acota-
do.
Ahora veamos el punto 2. Denotemos por r a

inf{)\>0\ (;)nﬁo,sin%oo}.

Si r = oo entonces claramente f(x) < r. Supongamos que r < 0o, si A > 0
es tal que (%)n — 0 cuando n — o0, entonces es claro que {(%)n noq es

acotado, de donde se tiene que S(x) < Ay por tanto S(x) <.
Ahora sea A > [B(z) y tomemos A > u > [B(z) tal que {(%) } es

G =

< Mo
o

acotado, es decir para cada a € I existe M, > 0 tal que
para cada n € N.
Sea a € I, entonces

G =C5) ] = GG
Molla \pX/) |, WA L
si n — oo, por tanto A > r, de esta forma se tiene que (z) > r, es decir

pla) =r.
Para probar 3. observamos que By = |J{B | B € B} es absolutamente
convexo y absorbente, por tanto se puede definir su funcional de Minkowski

< (5) o

o

po(x) =mf{pu>0]|z € uBy}

para cada x € A. No es dificil ver que po(z) = S(x) para cada x € Ag, de
donde se sigue que f(x) = inf{||z||p | * € A(B)}. O

Otras maneras de escribir el radio de acotacién se encuentran en la si-
guiente proposicion.

Proposicién 3.1.15. Sea (A,{|| ||a}acr) un dlgebra semitopolégica local-
mente convexa y x € A. Entonces

B(z) = sup limsup |f(z™)|*/™ = sup lim sup ||z"|| /™.
feA* n acl n
Demostracion. Ver [2] proposicién 2.18. O

A continuacién definimos el espectro de Allan.
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Definicién 3.1.16. Sea A un dlgebra semitopoldgica localmente convezxa con
unidad e y x € A. Definimos el espectro de Allan de x en A como

oa(z) ={X € C| Xe — x no tiene inverso en Ag} U B,

donde B=10 six € Ay y B = {oc} si x ¢ Ag. Ademds definimos el radio
espectral de Allan de x € A como

ra(z) =sup{|A| | A € oa(2)},
con la convencion de que si x ¢ Ay, entonces ra(x) = 0.

Si A € C es tal que e — x es invertible definimos la resolvente como la
funcion

R\ z)=(e—z) L
Un resultado importante que probé Allan en [2] es el siguiente:

Teorema 3.1.17. Sea A un dlgebra semitopoldgica localmente convezxa con
unidad e. Si x € A, entonces oa(x) # 0. Ademds si A es pseudo-completa,
entonces o A(x) es cerrado.

Demostracion. Véase [2] corolario 3.9. O

La relacién del radio espectral de Allan y el radio de acotacién viene
dada por la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1.18. Sean A un dlgebra semitopoldgica localmente conveza
con unidad e y x € A. Entonces

Blx) < ralx).
Si ademds A es pseudo-completa, entonces B(x) = ra(x).
Demostracion. Véase [2] teorema 3.12. O
H. Arizmendi y A. Carrillo en [8] consideraron la siguiente definicién.

Definicion 3.1.19. Sea A un dlgebra semitopoldgica localmente convezxa con
unidad e. Decimos que A es un dlgebra pseudo-Q, si para cada B € By se
tiene que (A(B),|| ||B) es una Q-dlgebra.

De la proposicion 3.1.8 se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1.20. Sea A un dlgebra semitopoldgica localmente convexa
con unidad e. Si B, By € By son tales que B1 C B y A(B) es una Q-dlgebra,
entonces A(B1) es una Q-dlgebra.
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Demostracion. Usando la proposicién 2.1.4 basta probar que si z € A(Bj)
es tal que ||z||p, < 1, entonces > °  a™ converge en A(B1). Sea x € A(B1)
tal que ||z||p, < 1, dado que B; C B, se tiene que ||z||p < 1 y como A(B)
es una Q-algebra entonces > ° /™ converge con la norma || || g y por tanto
converge en A con la topologia usual y dado que (3 ;" z™)°_, es una
sucesion de Cauchy en (A(B1),|| ||B,) por la proposicién 3.1.8 se tiene que
Y2y ™ converge en A(By). O

Asi pues se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1.21. A es un dlgebra pseudo-Q si y sdlo si A(B) es un Q-
dlgebra para cada B en una subcoleccion bdsica de B1. En particular esto es
cierto para la familia B.

Consideremos la siguiente definicion.

Definicién 3.1.22. Sea A un dlgebra semitopoldgica con unidad e. Una red
(ai)ier de elementos de A se dice que es advertible si existe a € A tal que
a;a — e y aa; — e. Decimos que A es advertiblemente completa si cada red
de Cauchy advertible de A converge en A.

Observemos que si (a;)ic; es advertible con a € A tal que aa; — ey
a;a — ey ademds (a;);cs es convergente entonces a es invertible a; — a L.

Proposicién 3.1.23. Si A es una Q-dlgebra. Entonces A es advertiblemente
completa.

Demostracion. Sea (a;)ier una red advertible, de donde existe a € A tal
que a;a — ey aa; — e, dado que G(A) es una vecindad abierta de e,
existe iy tal que a;,a y aa;, es invertible, entonces existe y € A tal que
(yai,)a = ey a(a;,y) = e, de donde se sigue que A es invertible y por tanto
a; = a;aa"t — a1 L]

Proposicion 3.1.24. Si es A una Q-dlgebra. Entonces A es un dlgebra
pseudo-Q.

Demostracion. Como A es una (Q-dlgebra, entonces es un algebra adverti-
blemente completa. Sea B € B y x € A(B) tal que |z|[p < 1, entonces
(3w x™) -, es una sucesiéon de Cauchy en A(B), més atin

(e—:v)Zx"—)e y (Zm") (e—x)—e
n=0 n=0
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convergencia en A(B), entonces y > ™ converge en A y por la proposicién
3.1.8 se tiene que > 2 2" € A(B) y por tanto (A(B),| ||g) es una Q-
algebra. O

En la siguiente proposicién se establece la relacién entre el espectro ex-
tendido X(z) y el espcetro de Allan o 4(z).

Teorema 3.1.25. Sea A un dlgebra pseudo-Q). Dado x € A se tiene que
Y(x) C oa(z). En particular se tiene que R(z) = ra(z).

Demostracion. Sea A ¢ oa(x) y A # oo, entonces A € o(x) y R(\,x) es
acotado en A. Por tanto existe B € B tal que R(\,x) € B, sean u € Cy

v € R tales que |\ — p| < v < m, de donde [|[(A = p)R(N\,z)||lp <1y

dado que A(B) es una @Q-algebra se tiene que e — (A — p) R(\, z) es invertible
en A(B) y ademads

o0

(= (A =mRN )™ =Y (A= RO\ a)".
k=0

Tenemos que pe — x es invertible en A(B) y
R(p,x) = R(\ z)(e = (A = w)R(X, 2)) ",
Lo anterior es cierto pues
e—(A—p)R\z)=e—(Ne—z—(pe—z))R(\,x) = (ne —z)R(\, x).

Definamos S,, = S_1_ (A — u)*R(\, 2)* para cada n € N, asf pues pode-
mos escribir R(\, x)S, — R(u,x) con la norma || ||p y n — co. observemos
que

”R(uvw) - R)\,CL')HB < ”R(va) - R()\,Z)SnHB + ”R(/\,I‘)Sn - R(/\7$)HB

n

= [|R(p, ) = RO\, )Snl| B + || RO\, 2) Y (A = )" R(A, )"

k=1 B
1RO )] 51A —
< _
< IR(ji) = RO 0Sullo + [ROVa) | L=
< R, 2) — RO ) Snlls + [ RO @) [ — At
TR0 )5

de donde se sigue que si n es suficientemente grande y p — A, se tiene que
R(p,z) — R(A,x) — 0 con respecto a la norma || || g y por tanto converge en
A con la topologia original, por tanto A ¢ o4(x) y de esta forma X\ ¢ X(z).
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Supongamos ahora que A = 0o ¢ o 4(z), entonces x es acotado, de donde
existe B € B tal que x € B, sea |a| > ||z| p, entonces ||£||, < 1, asf pues
e — 2 es invertible en A(B) C A, pues A(B) es una Q-algebra, de donde
e — = tiene un inverso acotado y ademds

2
R<1,£> :e+£+ (E) + ...
« a a
con convergencia en A(B). Por tanto
|W(L£)—ﬂ3%0
a

si |a] — oo, de donde R(1,tx) — e cuando t — 0 en A(B) y por tanto
converge también en A con la topologia original. Esto nos dice que R(1,tx)
es continua en ¢t = 0 y por tanto co ¢ X(x). O

3.2. Una descripcion de los elementos acotados en
el algebra C(t).

En esta seccién estudiamos una subalgebra méximal de el campo C(t) =
{% | p(t),q(t) € C[t]} y uno de los resultados originales de esta seccién es
que logramos describir el conjunto de todos sus elementos acotados.

Recordemos que el dlgebra de Williamson es el algebra de series formales
de Laurent definida como:

o0

W = Alany) = { Z zith | Z |z |an , < oo para cada n € N}

k=—o00 k=—o00

donde
(1—k)"0=R) s k< —1
an,k = 1 Si ]f = 0

L+k)~ "0 sik>1

Las seminormas estan definidas por ||z|l, = > o _ . |zk|ank para cada
n, donde z = Y 7o zith. Se puede demostrar que esta es un algebra
topoldgica localmente convexa, metrizable y conmutativa.

Ahora W contiene una copia isomorfa de C(t), esto se sigue del hecho

de que t,t~! € W y para cada complejo no cero « identificamos %a con

t
1 Z (t)
m=0
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Denotamos por Ay el conjunto de todos los elementos acotados en C(t).
El elemento t € C(t) es acotado pues para cada n € N
B k 1 3 1 3 —(1+k) 1
lim [|t*||f = lim @}, = lm (1 + k)" = =)
k—ro0 k—oo 7 k—o0 limk—>oo(1 + kz)v

1m0 (1 + k)5 Hmy_yoo (1 + k) n

y el radio de acotacién satisface

1
B(t) = R(t) = sup limsup ||t*||F = 0 < co.
neN k

Otro importante hecho es que t~! no es un elemento acotado de C(t),
para ver esto consideremos n € N, entonces

1 n(l+k) n
lim |55 = lim (1+ &) "% = lim (1+ k) lm (14 k)" = oo,
k—oo k—o0 k—o0 k—o0
entonces

1
Bt = R(t™Y) = suplimsup ||t ¥} = .
neN k

para p(t) € Clt] y a € C, entonces - € A.

Demostracion. Consideremos Ap, ..., Ay, las raices de p(t) y supongamos que
p(t) =c(t — A1) ... (t — Ayn). Obtenemos

e(t= A1) (E= D) _elt=A1)...(E= M) (E—a+a— )

t— « t—«

a— A\,

=clt—A1)...(t— A1) +

t—a’

dado que A es una subalgebra y contiene a C[t] tenemos que i cA. O

En la siguiente proposicién describimos las subalgebras de C(t) que con-
tienen a C[t].

Proposicién 3.2.2. Sea A una subdlgebra de C(t) tal que C[t] C A. En-
tonces
p(t)

1
A=Y — 0 impli A
{q(t) | q(a) =0 implica o € }
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Demostracion. Sea /pgtg tal que ¢(a) = 0 implica ﬁ € A. Dado que A

. . . t t
contiene a los polinomios complejos se tiene que % = c(tfal)(tf(a;)...(tfan) €

A, donde ai, s, ..., ay son las raices de ¢(t).

p(t)

Ahora supongamos que @ € A, sea « una raiz de ¢(t) entonces existe

un polinomio ¢/(t) tal que Etg % y ¢'(a) # 0, dado que A contiene

a C[t], multiplicando por ¢'(t), tenemos que G _( )) € A, si s > 1 podemos

multiplicar por (t — a)*~! y obtener que % € A, se sigue del lema 3.2.1

queﬁeA. O

Observacién 3.2.3. Sabemos que W es un dlgebra topoldgica conmutativa y
secuencialmente completa, por el corolario 2.1 en [2] tenemos que el conjunto
de elementos acotados en W es una subalgebra de W. Dado que C(t) es una
subalgebra de W, se sigue que Ay es también una subdlgebra de C(t).

En adelante si B C C(t) denotamos por A la cerradura en C(t). Para
cada k € N tomamos By = I'({(kt)" | n=0,1,2,...}). Este conjunto es
acotado pues si m € N tenemos que

14+n k

1
lim [[(kt)"|[7 = lm k(1 +n)"me = lim —0,
e e n=00 (1 4 p)mn (1 + n)m

asi pues para e = 1 existe N € N tal que si n > N entones ||(kt)"||,, <1,
entonces podemos encontrar M > 0 con |[(kt)"|, < M para cada n =
0,1,2,... esto significa que {(kt)" | n = 0,1,2,...} es acotado y en conse-
cuencia By es acotado. Tambén es facil de ver que By, es idempotenete. Por
tanto este conjunto pertenece a la familia By definida en la seccién anterior
y para cada k podemos considerar las algebras

A(Bk) = {)\$ | T € Bk}

con la norma ||z||y = inf{\ > 0| x € ABy} para cada z € A(Bj). Ahora sea
k € Ny tomemos la suma parcial > i, N\;i(kt)? con s € Ny >%_  |\] <1,

por tanto .
ZA kt)" Z/\ <k+1> ((k + 1)t),

7 .
dado Y7 kiﬂ‘ <37 1|\l <1 obtenemos que Y7, Ai(kt)" € By,
pues para cada elemento en B}, es un limite de sumas de este tipo, concluimos
que

By, C Bjy1,
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para cada k € N y por tanto
A(Bi) € A(Brt1)
para cada k € N. También es facil ver que
[]lrr1 <l

para cada = € A(By) y para cada k = 1,2,. ..
En lo que sigue supondremos que k = 2,4,8,...,2% ...

Proposicion 3.2.4. Las siguientes proposiciones se satisfacen:

1. Para cadak € N tenemos que By, = {> > _ o Am (k)™ | Y00 _ o [Am] < 1}
2. Para cada k € N

A = {20 o) =0 = lal > 1}

Demostracion. 1. Sea k € N, es claro que si Y~ A (kt)™ es una suma tal
que Y | Am| < 1, entonces esta serie de potencias pertenece a By.

Ahorasea x € By, entoces & = limy,, 00 > g )\,(ﬁ)(kt)m donde Y ° |)\,(ﬁ)| <
1 para cada n € N, dado que x € Ay tenemos que x = Y > a,,t"™ para
cada ai, as, . .. numeros complejos, ahora para cada By-dlgebra con una base
de Schauder las funcionales lineales coordenadas son continuas, entonces

lim AME™ = q,,

n—oo m
para cada m = 0,1,2,... se sigue que lim,_ )\%L) existe para cada m =
0,1,2,..., denotamos por b,, = lim,_, )\%) para cada m = 0,1,2,..., en-

tonces z =Y 0 by (kt)™ y

o o

_ ¢ (n)
D bl = lim Y AR <1,
m=0 m=0

mas ain
z= lm > X (kt)™ = lfm A7) (kt)™ =)~ by (kt)™

n—0o0 m n—oo

asi pues se sigue la otra contencién.
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2. Sea % tal que si g(a) = 0 entonces |a| > 2, sabemos que

1 1 o= t™ = >
i D D) B _—’fz kam-i—l’
m=0 m=0 m=
donde .
0
1 Elal 1
Z F+1 k‘al1 <1,
m:O(MaD 1—-H—[ kla| —1

asi pues de la parte 1. concluimos que 2~ € A(By,) y dado que C[t] C A(By,)

se obtiene que 2 g 3 € A(Byg), esto prueba la primer contencidn.

Sea % € A(By), dado que A(By) contiene a C[t] entonces por la pro-

posicién 3.2.2 se tiene que si g(a) = 0 entonces = € A(By) y por 1.

encontramos una A y una sucesion { A, }oo_ tal que > o7 | A <1y

o0 o0
— = E Am (Kt E m) k™"
m=0 m=0
.7 —_tm s 7 v . .
también ﬁ =>" 0 #, dado que la representacion es tunica se tiene

que

1 1 1

Z=2Mo, — = Mk, — = Aak?,

a a? o’
usando la primera igualdad en las otras y observando que A, A\¢g son complejos
no cero, obtenemos que

1 . )\1 1 )\1 1 )\2

ok " @ e

) 1 _ Z;.,?: |>\m| 1— )\ 1 _
por tanto ) | o = |)\t‘ < 0, dado que Y o, R =
|a|;_1 concluimos que

1 1— A
< Lol
jalk =1 Aol
esto es |alk > ll—/\\g\‘ol +1 > 1, de donde |a| > 1, de esta forma probamos la

segunda inclusién.
Ahora sea % tal que g(a) = 0 implica || > 1, tomemos un 0 < A <
la] — % entonces
A = = M = AED)™
L OF A E SRR o e

m=0 m=0 m=0
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observemos que

1 A( ok ) Ak
Z ml.m = =0\ — 1 Sl
\a\|a| z rar — ) Tl \alk=1) ~ ok -1

El siguiente corolario se sigue inmediatamente del anterior.

Corolario 3.2.5. Sea o un numero complejo no cero. Entonces existe k € N

tal que

1
—— € A(By).

En particular ﬁ esta en Ay.

Demostracion. Para cada |a| > 0 existe un numero natural k tal que |o| > 1,
también recordemos que A(Bj) esta contenido en Ag. O

Proposicién 3.2.6. Si Ay denota el conjunto de elementos acotados en

C(t). Entonces
A= {20 1400) 20}

Demostracion. Supongamos que % € C(t) con ¢(0) # 0, entonces &g _
p(t)

)=o) donde «; # 0 para ¢ = 1,...,n, usando la proposicién 3.2.5
encontramos mfq,...,m, tal que
! € A(B,) ! € A(B,,)
t—a1 m17"'7t_an mn )9
por tanto si m = méx{ms,..., m,} obtenemos que m € A(Bp)

y dado que A(B,,) es una subélgebra se tiene que p(t) € A(B,,) esto implica
que qgtg € Ap.

Sea 7y E t; un elemento de Ay y supongamos que ¢(0) = 0, por la proposicién

3.2.2, y dado que C[t] C Ay, se sigue que % € Ag lo cual es imposible, asi pues
debemos tener ¢(0) # 0. O

Una de las consecuencias del resultado anterior es que Ap es un algebra
maximal.

Proposicion 3.2.7. La subdlgebra Ay de todos los elementos acotados en
C(t) es una subdlgebra mazimal, esto es si A es una subdlgebra de C(t) tal
que Ag C A, entonces A=C ¢ A= Ap.
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Demostracion. Sea A una subélgebra of C(t) tal que Ag C A y supongamos
que A # C, dado que t € Aj tenemos que C[t] C A, sea % € Asiq(0)=0
entonces por la proposicién 3.2.2 obtenemos que % € A, también t € A,
veamos que esto implica que A = C(t). Sea % € C(t) si s(0) # 0 entonces

% € Ap y por tanto es un elemento de de A, si s(0) = 0 entonces existe

m € Ny §(t) un polinomio tal que s'(0) # 0 y % = % asi pues es
claro que % € A, es decir A = C lo cual es una contradiccién, por tanto
q(0) # 0 de donde % € Ay, es decir A = Ay. O

Corolario 3.2.8. La subdlgebra Aqy de todos los elementos acotados en C(t)

es una Q-dlgebra de ideales principales.
Demostracién. Sabemos que Ag = {% | ¢(0) = 0}, asi pues el conjunto de

los elementos invertibles en Ag es

G(Ao) = {p“) 1 (0) # 0, ¢(0) # o}

q(t)
Sea % un elemento de Ag, este puede ser expresado como % =aqag+

art 4+ ast?> 4 ..., si || ||ln es una seminorma de la topologia de C'(X) y
t
2] <
q(t) I,

entonces (1 — ag) + ajan1 + agan2 + ... < % de donde debemos tener que

ag # 0, y dado que % = ap concluimos que p(0) # 0, de donde se sigue
que G(Ap) es abierto.
Ahora veamos que es de ideales principales. Supongamos que I es un ideal

propio de Ag. Para cada = = % € I existe n = n(z) € N y un polinomio
pn(t) tal que % = t"Z”(—g) tal que p,(0) # 0, de donde p;(g) € G(Ap). Sea
no = min{n(z) | * € I}, veamos ahora que I = t"A,. Si x = % el

entonces

at) " q(t) q(t)

el cual es un elemento de t"9Ay. Ahora si t”()% € t" Ay, para ng existe

o € 1 tal que zg = t”op;(—%) € I, de donde t" € [ y por tanto t™ Ay C I. O

Usando la proposcién 2.6 en [8] obtenemos el siguiente corolario.
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3.2 Capitulo 3. Los elementos acotados en C(¢).

Corolario 3.2.9. La subdlgebra Ay de elementos acotados en C(t) es una
pseudo-Q-dlgebra normada. En particular cada subdlgebra A(By) para k =
1,2,... es una Q-dlgebra.

En la siguiente proposicién o(z) denota el espectro usual de un elemento
x in Ao, y 04,(z) denota el espectro de Allan de un elemento = € Ay.

Proposicién 3.2.10. En la subdlgebra Ay de elementos acotados en C(t),
se satisface que:

() -+ () ()- ()

para cada g € Ay, en particular R (%) =R (%) =T, <§) = ‘%‘.

Demostracion. Sea % € Ap y por simmplicidad denotemos x = %, por el

teorema 3.1.25 se tiene que X(z) C 04,(z) y dado que los elementos acotados
de Ay coinciden con Ay se tiene que o4,(z) = o(z) y por tanto o4,(z) =
o(z) = X(z).
Ahora observemos que
p(0) _p(t) _ p(0)a(t) — q(0)p(t)

q(0) q(t) q(t)q(0)

p(0)

se sigue que el numerador se anula en 0, por tanto q0) €0 <§), ademas si

AEo (g) entonces

p(0) ]

no es invertible en Ay y dado que ¢(0) # 0 concluimos que A = FOR
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Capitulo 4

Algebras uniformemente
A-convexas y espacios de
funciones continuas.

En este capitulo estudiamos el caso especial de dlgebras uniformemente
A-convexas, veremos que bajo ciertas condiciones se puede definir una nor-
ma en estas dlgebras cuya topologia es més fina que la original y tal que
contiene a los mismos conjuntos acotados en A. Aplicamos estos resultados
a espacios de funciones continuas, ademas damos ejemplos de espacios de
funciones continuas con valores en un algebra topoldgica y calculamos su
espacio M(A).

4.1. Algebras uniformemente A-convexas.

Sea A un algebra localmente convexa, en esta seccién supondremos que
la topologia estd dada por una familia {|| ||o}aecs de seminormas total, esto
es si ||z]lo = 0 para cada « € I entonces x = 0.

Definicion 4.1.1. Sea A un dlgebra semitopologica localmente convexa con

familia de seminormas {|| ||la}acr- Decimos que es localmente A-convera si
para todo o € I yx € A existe M(a,x) >0 y N(a,x) > 0 tales que

lzylla < M(c,2)|ylla ¥ llyzlla < N(a,2)|[ylla

para cada y €Y.
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Decimos que A es localmente uniformemente A-convera si para cada
aclyxe A existen M(x) >0y N(z) > 0 tales que

lzylla < M(2)lyla ¥ Nyzla < N@)|[Yla
para cada y €Y.

A continuacién enunciamos algunos ejemplos:
1. Consideremos C/([a,b]) el espacio de las funciones continuas de [a, b]
en R y la norma

b
1111 = / £ (t)dt,

para cada f € C([a,b]), se tiene que (C([a,b]), | ||1) es un &lgebra con una
norma A-convexa. También podemos definir en C([a,b]) la siguiente norma
[fllo = sup |f(t)v(t)],
te(a,b]

para cada f € C([a,b]), donde v : [a,b] — R es continua, v(a) = v(b) =0
y v(t) > 0 para cada t € (a,b). Se tiene que (C([a,b]),| ||») es un élgebra
con una norma que es A-convexa. En este caso ninguno de estos espacios es
completo.

2. Decimos que una funcién ¢ : R — R se anula en infinito si para € > 0
existe K subconjunto compacto de R tal que |¢(x)| < € para cada = ¢ K,
denotamos por

Co(R) ={¢p:R =R | ¢ es continua y se anula en infinito},

Sea Cp(R) el espacio vectorial de todas las funciones continuas y acotadas
en R, entonces dada ¢ € Cy(R) definimos

1fll¢ = sup |f(z)¢(z)]
z€eR

para cada f € Cy(R), la cual es una seminorma. A la topologia generada por
la familia de seminormas {|| |4} se le denota por 3, asi pues (Cy(R), 5) es un
algebra localmente convexa y no es dificil ver que de hecho es uniformemente
A-convexa, ademds se puede probar que es completa.

3. Consideremos

By(R) ={¢: R — R | ¢ es acotada y se anula en infinito}.

Para cada ¢ € Bp(R) definimos una seminorma

1fllg = sup | f(z)o(z)]
z€eR
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para cada f € Cy(R), de nueva cuenta (Cy(R), {|| ||¢}¢) es un algebra local-
mente convexa que es uniformemente A-convexa, también el algebra resulta
completa.

En [44, 45, 46] M. Oudadess estudio las algebras localmente uniforme-
mente A-convexas y sus propiedades, encontré que si A es un algebra local-
mente uniformemente A-convexa con unidad y secuencialmente completa,
entonces A se puede escribir como una union de algebras localmente m-
convexas de Fréchet y si ademds A es conmutativa probd que el espectro de
cada elemento es compacto.

Oudadess encontré en [45, 46] que en un dlgebra A localmente uniforme-
mente A-convexa con topologia 7, con unidad y secuencialmente completa
existe una topolgia 7/ para A tal que A resulta un dlgebra m-convexa de
Fréchet y que 7’ es més fina que 7. Méas adelante en [44] Oudadess probé que
de hecho en A, bajo las mismas condiciones, se puede definir una norma || ||
tal que (A, ] ||) resulta un dlgebra de Banach y cuya topologia es mds fina
que 7 y que ademds los subconjuntos acotados en (A, || ||) son los mismo
que los subconjuntos acotados en (A, 7). Como consecuencia de este hecho
muchas propiedades de las algebras localmente uniformemente A-convexas
se pueden estudiar en el sentido de algebras de Banach.

Sea A un dlgebra uniformemente A-convexa, conmutativay con {|| ||o }acr
la familia de seminormas que define la topologia de A, entonces para cada
x € A existe M(x) > 0 tal que

[zylle < M(2)]lylla (4.1)

para cada y € Ay cada o € I.
En adelante supondremos que el dlgebra A es conmutativa.

Definicion 4.1.2. Sea A un dlgebra localmente uniformemente A-convexa
con unidad e cuya topologia esta dada por la familia de seminormas {|| ||a}acr-
Definimos la seminorma || ||op como

|lz||op = Inf{0 < M(z) | satisface la condicion (4.1)}
para cada ¢ € A.

Dados A un dlgebra localmente A-convexa, en particular un algebra uni-
formemente A-convexa, con unidad e y {|| ||o }acr una familia de seminormas
que define la topologia para A, si a € I existe xyp € A tal que [|zglla # 0
entonces

0 <[lzolla = [lzoella < M(e, zo)lle]la,

81



Capitulo 4. Algebras uniformemente A-convexas y espacios de funciones
4.1 continuas.

entonces para cada « € I se tiene que |le]|o # 0. Definamos ||z||,, = Hi”z

para cada « € I. Se tiene que si x € A, entonces existe M («,z) > 0 tal que

|y
lzylle, = T

[yl
= = M(a, )|yl

< Mooy, =
o

lella
para cada y € Ay |||, = 1 para cada a € I. Ademds es claro que esta
nueva familia de seminormas es equivlente a la primera, entones se puede
escoger la familia de seminormas {|| || }acr que definen la topologia tal que
lle]la = 1 para cada o € I. Este mismo argumento funciona para el caso en
que el algebra A es localmente uniformemente A-convexa. En adelante su-
pondremos que si el dlgebra tiene unidad entonces la familia de seminormas
satisface esta propiedad.

Proposicion 4.1.3. Sea A un dlgebra localmente uniformemennte A-convexa
con unidad e y seminormas {|| ||a}tacr- Entonces || ||op €s una norma para
A y satisface que

1 zyllop < llllopllyllop para cada .y € A.

2. Dada x € A se tiene que ||zylla < ||z|opl|lylla para cada y € A y cada
ac A

3. Dada o € I se tiene que ||z||o < ||z|lop para cada z € A.

Demostracion. Sean z,y € A, M(x) >0y M(y) > 0 tales que
zzlla < M(z)|[2lla ¥ llyzlla < M(y)llzlla

para cada z € A y cada a € I. Por tanto
lryzlla < M(x)|yzlla < M(z)M(y)|z]la

para cada z € Ay cada o € I, de donde ||zy|op < M(z)M(y), asi pues
lzyllop < [|#]lopl[yllop-

El punto 2. es inmediato de la definicién. Para probar 3. recordemos
que estamos asumiendo que ||e]|, = 1 para cada a € I por tanto ||z|, =
Izella < Izllopllella = l12]lop para cada a € I. 0

Del punto 3. de la proposicion 4.1.3 se puede definir la siguiente norma.

Definicion 4.1.4. Sea A un dlgebra localmente uniformemente A-convexa
con unidad e y con familia de seminormas {|| ||a}acr- Definimos la norma
Il |4 como

[z]]4 = sup ||z|a
ael

para cada T € A.
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Observacion 4.1.5. Si A es un dlgebra localmente uniformemente A-conveza,
entonces la relacion entre la norma || ||op y la norma || |4 esta dada por

[zlla < llzllop
para cada T € A.

A continuacién damos un ejemplo. Sea A = Cy,(R) con la topologia 3, es-
ta es un algebra localmente uniformemente A-convexa y se puede demostrar
que en este caso

1flla = 11flloo

para cada f € Ay donde como de costumbre || f|loc = sup,cg |f(x)]. Mas
aun si ¢ € Cop(R) y f € A se tiene que

Ifglle = ilelglf(w)g(a%(x)l < [ fllocllgll e,

para cada g € A, por tanto || flop < || fllco ¥ como en general || flla < || fllop
se tendria que || f|lop = || f|loo. Otra cosa importante en este espacio es que
un subconjunto B de Cy(R) es acotado con la topologia 3 si y sélo si B
es acotado con la norma || ||, veremos més adelante que esto en realidad
bajo ciertas condiciones es un hecho mas general en &dlgebras localmente
uniformemente A-convexa.

El siguiente resultado lo ha probado Oudadess.

Teorema 4.1.6. Sea A un dlgebra localmente uniformemente A-conveza
con seminormas {|| ||a }acr, con unidad e y barrilada. Entonces la topologia
T es equivalente a la topologia inducida por la norma || |4 y ademds existe
M > 0 tal que

[zylla < Ml[z][allyl|a
para cada x,y € A.

Demostracion. Véase [44]. O
De donde se sigue el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.7. Sea A un dlgebra localmente uniformemente A-convexa
con seminormas {|| ||a}acr, con unidad e, barrilada y secuencialmente com-
pleta. Entonces A es un dlgebra de Banach con la norma

[[#]|4 = sup [[z]|a
ael
para cada ¢ € A.
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Otro resultado importante que probé Oudadess en [44, 45] es el siguiente.

Teorema 4.1.8. Sea (A, 7) un dlgebra localmente uniformemente A-conveza
secuencialmente completa. Entonces A es el limite inductivo bornologico de
algunas subdlgebras m-convexas, metrizables y completas (A;, 1;) con i € I,

esto es
A=J4,
el
la inclusion A; — A es continua y para cada i < j se tiene que A; es una
subdlgebra de A; y la inclusion A; — Aj; es continua. Ademds un subconjunto
B de A es acotado si y sdlo si existe i tal que B es acotado en A;.

Demostracion. Sea {|| ||a}acr una familia de seminormas que difine la topo-
logia 7 de A y sea {B;}ics una familia de subconjuntos acotados de A tal
que para cada subconjunto acotado B de A existe i tal que B C B;.
Fijemos un elemento B; de la familia, por tanto para cada « € I existe
M, > 0 tal que
[zlla < Ma

para cada x € B;. Definamos ||B;|lo = sup{||z|l« | # € B;} y para cada
n € N escribamos I}, = {a € I | | Billa < n}, se tiene que I = J, oy 15
Para cada n € N definamos || ||}, : A — R™ U {co} dada por

lz[ly, = sup{llzlla | o € I}

para cada z € A. Esta es una seminorma con valores extendidos y satisface
que
lzyll;, = sup{llzylla | o € I}

< M(z)sup{llylla | @ € I} = M ()]yll, (4.2)

para cada x,y € A. Si definimos 4; = {x € A | ||z||, < oo para cada n € N},
se tiene por la desigualdad 4.2 que A; es una subalgebra de A, de hecho cada
A; es un ideal de A. Como para cada x € B; se satisface que ||z|, < n se
tiene que B; C A;. Ademas {|| [|5,}°%; es una familia de seminormas para
A;, que hace que A; sea un algebra localmente uniformemente A-convexa.

Consideremos el encaje canonico A; — A, este es continuo pues para
cada a € I existe n(a) € N tal que a € I?i(a) y por tanto ||zl < H:U||fl(a)
para cada x € A;.

Ahora A = |J;c; Ai, pues dado x € A como {x} es acotado existe i tal
que {z} C B; y como B; C A; se tiene que & € A;. Definamos un orden
para I como i < j siy sélo si B; C Bj, veamos ahora que si 7 < j entonces
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A; C Aj. Sea z € A;, como B; C Bj se puede ver facilmente que I% - IﬁL y
por tanto ||z% < ||lz||’, < oo de donde z € Aj, de donde también se ve que
el encaje canonico A; — A; es continuo.

Veamos ahora que A; es completo. Sea (zy, ), una sucesiéon de Cauchy en
A;, dado a € T existe n tal que a € I y por tanto || — zml|a < || — 2m]|%,
de donde (), es de Cauchy en A y como A es completa se tiene que existe
x € A tal que () converge a .

Sea n € N, entonces existe M > 0 tal que ||z, %, < M para cada m. Co-
mo cada || ||}, es semicontinua inferiormente si hacemos m tender a infinito
se obtiene que ||z||{, < M, de esta forma x € A;. De manera completamen-
te analoga se puede demostrar que x,, converge a x en A;, de donde A;
es completo y por un resultado de Michael, ver [37], como A; es uniforme-
mente A-convexa y de Frechet se tendria que A; es un algebra localmente
m~convexa, esto concluye la demostracién del teorema. De la construccion
es facil ver que B C A es acotado en A si y sélo si B esta contenido en algun
A; v es acotado en A;. O

Una de las consecuencias de este teorema es el siguiente.

Teorema 4.1.9. Sea (A, 7) un dlgebra localmente uniformemente A-convezxa,
con unidad e y secuencialmente completa. Entonces existe una topologia 7'
para A mas fina que T y tal que (A, 7') es localmente m-convexa, metrizable
y completa. Ademds un subconjunto B de A es acotado en T si y sélo si es
acotado en T'.

Demostracion. Sea {|| ||a}acr una familia de seminormas que define la to-
pologia para A. Para cada i € I tenemos que A; es un algebra localmente
uniformemente convexa con seminormas {|| ||4,}°%;, de hecho se vio en el
teorema 4.1.8 que cada A; es un ideal de A y por un resultado de Michael,
ver [37], se tiene que cada A; es realidad es un algebra localmente m-convexa
de Fréchet.

Dado que podemos suponer que ||e||, = 1 para cada o € I, entonces para
cada i se tiene que e € A; y por tanto para cada i se tiene que A = A;. Para
cada i denotemos por 7; la topologia de Fréchet para A; = A, sabemos qe si
i < j entonces la inclusién (A, ;) — (A, 7;) es continua y como las topologias
son de Fréchet se tiene que 7; = 7, asi pues denotemos por 7/ = 7; para
cada i, tambien sabemos que inclusién (A4,7') — (A, 7) es continua y por
tanto 7 C 7/, as{ pues 7’ es una topologia localmente m-convexa de Frechet
para A més fina que 7 y del teorema 4.1.8 se tiene que B es acotado con
respecto a 7T si y sélo si es acotado con respecto a 7. ]
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Teorema 4.1.10 (Oudadess). Sea (A,7) un dlgebra localmente uniforme-
mente A-convera con unidad e y secuencialmente completa. Entonces la
topologia inducida por la norma || ||a es mas fina que 7, (A, ]| ||4) es un
dlgebra de Banach y un subconjunto B de A es acotado en T si y sdlo si es
acotado con || ||a-

Demostracion. Sea {|| ||a}acr una familia de seminormas que difine la topo-
logia 7 de A y sea {B;}ic; una familia de subconjuntos acotados de A tal
que para cada subconjunto acotado B de A existe i tal que B C B;.

En la demostracién del teorema 4.1.9 se vio que A = A; y 7/ = 7; es una
topologia para A localmente m-convexa de Fréchet y que tiene los mismos
acotados que (A,7), por el teorema 4.1.6 se tiene que la topologia 7' es
equivalente a la topologia inducida por la norma

2]l = sup [,
neN

para cada = € A. Ahora para cada o € I existe n(a) € N tal que [|z|o <

HﬂfHL(a) < ||z||;, por tanto

[z]la = sup [lz]lo < flz[:,
[e%

|z||; = ||z||a para cada x € A, de donde se sigue el resultado. O

ademads es claro que ||z||; < ||x||a, por tanto para cada x € A se tiene que

A continuacién utilizamos los resultados de Oudadess, para estudiar un
espacio de funciones continuas con valores en un algebra, mas precisamente
sea X un conjunto y (A, 7) un algebra localmente convexa, definimos el
espacio de funciones continuas y acotadas definidas en X y con valores en
A como

Cy(X,A)={f: X — A| f es continua y acotada}

este es un espacio vectorial con las operaciones usuales de suma y producto
por escalar de funciones. En Cy(X, A) se pueden definir las siguientes semi-
normas. Si {|| ||« }aecr s una familia de seminormas total para A, dada o € T
definimos

1f llasoe = sup [|.f(z)la
€A

para cada f € Cy(X, A), es facil ver que también es una familia de seminor-
mas total, si denotamos por 7, a la topologia generada por esta familia de
seminormas se tiene que (Cy(X, A), 7o) €s un espacio localmente convexo.

86



Capitulo 4. Algebras uniformemente A-convexas y espacios de funciones
continuas. 4.1

Proposicién 4.1.11. Sea (A, 7) un espacio localmente convexo y secuen-
cialmente completo. Entonces (Cy(X, A), Too) €s un espacio localmente con-
vexo y secuencialmente completo.

Demostracion. Sea {f,}5° ; una sucesién de Cauchy en Cy(X, A) , entonces
dado o € I y € > 0 se tiene que existe NV € N tal que si n, m > N entonces

Sgg [ fn(@) = fm(@)la < | fr — filla,oo <€ (4.3)

por tanto si x € A, entonces para n,m > N se tiene que

[fn(@) = fm(2)]lo <€,

de donde { f,, ()}, es una sucesién de Cauchy en A y como A es completo
se tiene que existe f(z) en A tal que lim,,_,~ fn(z) = f(x).

Veamos que la funcién f es continua y acotada. Supongamos que {x; }icr
es una red en A que converge a xg, si en 4.3 hacemos m tender a infinito se
tiene que si n > N entonces

[fn(z) = f(@)]la < € (4.4)

para cada x € A. Sean > N, como f, es continua se tiene que existe ig tal
que si ¢ > 1o entonces

[fn (i) = fn(zo)lla <€,

por tanto si 7 > ig, entonces

1f (@) = f(@o)lla < 1S (@) = fu(@i) o+ fn (@) = fr(@0) |+ fn(z0) = f(20) [
< e+ e+ e =3¢,

de donde se tiene que f es continua. Ahora veamos que f es acotada, por
la relacién 4.4 se tiene que si n > N entonces f, — f es acotada y como
f=fn—(fn—1[), entonces f es acotada, la misma desigualdad también
nos dice que {f,}22 converge a f, por tanto el espacio es secuencialmente
completo. O

Sea (A, T) un élgebra localmente uniformemente A-convexa, nos plan-
teamos la siguiente pregunta: ; Es cierto que (Cp(X, A), 7o) es también
localmente uniformemente A-convexa? Unos de los resultados encontrados
en este trabajo es que en el caso en que A tiene unidad y es secuencialmente
completa la respuesta es afirmativa.

Recordando la definicion 4.1.2 se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 4.1.12. Sea A un dlgebra localmente uniformemente A-convexa
con unidad e y secuencialmente completa. Entonces (A, || ||op) es completa.

Demostracidn. Sea {xy}52 | una sucesion de Cauchy con respecto a la norma
| [lops st {]| la}a esla familia de seminormas que definen la topologia para A
se sabe que ||z|lo < ||z|lop para cada z € Ay cada «, por tanto {z,}7> es
de Cauchy con respecto a cada || || y por tanto existe z € A tal que z,, — =
con respecto a cada || | q-

Ahora sea € > 0, entonces existe N € N tal que si n,m > N entonces
|zn, — Tmllop < € y por definicién de la norma || o, se tiene que existe un
0 < M(xy — ) < € tal que

[(#n — Tm)Ylla < M(2n — 20) |yl < €llylla (4.5)

para cada y € A y cada «. Si en la ecuacion 4.5 fijamos n > N y hacemos
m — 00, como el producto es separadamente continuo, tendriamos que

[(@n — 2)ylla < €llylla

para cada y € A y cada «, de donde si n > N se tiene que ||z, — z||op <€,
es decir x, — x con la norma || ||op. O

Asi pues usando el teorema 4.1.10 y que en un algebra localmente uni-
formemente A-convexa se tiene que ||z||a < ||z||op para cada x € A se tiene
el siguiente resultado.

Proposicién 4.1.13. Sea (A, 7) un dlgebra localmente uniformemente A-
conveza con unidad e y secuencialmente completa. Entonces las normas || ||op
y |l l|a son equivalentes.

Demostracion. La demostracion se sigue del teorema del mapeo abierto, del
teorema 4.1.10 y del hecho que la identidad id : (A, || |lop) — (A, |l4) es
continua. O

Como corolario del teorema 4.1.10 y la proposicién 4.1.13 se tiene el
siguiente resultado.

Proposicién 4.1.14. Sea (A, T) un dlgebra uniformemente A-convexa con
unidad e y secuencialmente completa. Entonces (A, 7) y (4, || |lop) tienen los
mismos acotados.

Es asi que llegamos a otro de los resultados principales de este trabajo.
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Proposicién 4.1.15. Sea (A, T) un dlgebra localmente uniformemente A-
conveza con unidad e y secuencialmente completaa. Entonces (Cp(X, A), Too)
es un dlgebra localmente uniformemente A-covexa y secuencialmente com-
pleta.

Demostracion. Sean f,g € Cy(X, A), tenemos que

1f9llaoe = sup [ f(2)g(2)lla < sup |[f(2)llopllg()]a;
€A €A

y como f(A) es acotado en Ay A es secuencialmente completa, se tiene que
f(A) es acotado con la norma || ||o, ¥ por tanto existe un M (f) > 0 tal que
supgea [|f()llop < M(f) de donde

1f9llaee < M(f)lgl

es decir (Cp(X, A), 7o) es uniformemente A-convexa. O

,009

4.2. Espacios de funciones continuas C'V(X).

Definicion 4.2.1. Sean X un espacio completamente reqular y de Hausdorff
y V una familia de funciones con wvalores reales positivas y semicontinuas
superiormente, decimos que V es una familia de Nachbin para X si:

1. Para cada x € X eziste v €V tal que v(z) # 0.
2. Para cada v €'V y cada XA > 0 se tiene que \v € V.
3. Para cada vi,v9 € V eziste v € V tal que méx{vy,va} < v.

Ahora definimos los espacios de funciones de Nachbin, Sea X un espacio
completamente regular y de Hausdorff definimos

CV(X)= {f € C(X) | sup |f(z)|v(x) < oo para cada v € V}
reX

CW(X) ={f € C(X)| fvse anula en oo para cada v € V'}.

Cada uno de estos, es un espacio vectorial bajo las operaciones usuales
de funciones y resultan espacios vectoriales topolégicos de Hausdorff bajo
la topologia generada por la siguiente familia de seminormas, dada v € V
definimos

1fllo = sup [ f(z)|v(z)
zeX
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para cada f € CV(X), la topologia generada por esta familia de seminormas
se denota por Ty .

Observacion 4.2.2. En adelante también supondremos que para cada x €
X existe f € CV(X) tal que f(x) # 0, de hecho bajo esta suposicion podemos
decir que para cada x € X existe f € CV(X) tal que f >0y f(x) = 1.

A continuacién enunciamos algunos ejemplos. Sea X completamente re-
gular y de Hausdorff

1. Sea V = {v: X — R | v es una constante positiva}. En este caso se
tiene que CV (X)) = Cp(X), CVp(X) = Cp(X) y 1y resulta la topologia
de la convergencia uniforme en ambos casos y por tanto CV(X) y
CVy(X) son &lgebras normadas.

2.8 aV={v: X —>R|v=Ag,\A\ >0y K C X compacto }. En
este caso se tiene que CV(X) = CVy(X) = C(X) y 7y resulta ser la

topologia de la convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos
de X.

3. SeaV ={v:X — R |v >0 es semicontinua superiormente y se anula
en co}. En este caso se tiene que CV(X) = CVp(X) = Cp(X) v T
resulta ser la topologia estricta .

Definicion 4.2.3. Sea X un espacio completamente reqular y de Hausdorff.
Si V. y V' son dos familias de Nachbin para X decimos que V y V' son
equivalentes si para cada v € V existe v/ € V' tal que v < v' y para cada
v e V! existe v € V tal que v’ < wv.

El siguiente resultado es un hecho importante con respecto a familias de
Nachbin equivalentes.

Lema 4.2.4 (A. Carrillo). Sean W1, Wy y W tres familias de Nachbin en
X tales que CW(X) C CWi(X) y CW(X) C CWa(X). Si 7w, C mw, en
CW (X). Entonces dado w € Wy existe w' € Wy tal que w(z) < w'(x) para
todo x € X.

Demostracién. Sea w € W1 entonces existe w’ € W tal que

11l < ([ £l

para cada f € CW(X). Vamos a probar que w(z) < w'(z) para cada z € X.
Supongamos que existe g tal que w'(xg) < w(xp) tomemos r tal que

w'(zg) < r < w(wp).
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Como w’ es semicontinua superiormente se tiene que
F={zeX|uw(zx)>r}

es cerrado, observemos que zp € X \ F. Ahora como X es completamente
regular existe h : X — [0, 1] tal que h(zg) =1y h(zx) = 0 para cada = € F.

Por otra parte existe fy € CW(X) tal que fo(x) > 0 para cada = y
fo(zo) =1, sea f = min{h, fo}, se tiene que f € CW(X) y

0< f(2) <h(@) ¥ Flao) =1,
es asi que

sup @' (2) f(x) < sup w'()h(x) = sup w(2)h(z) <7
zeX reX z€X\F

y como f(xg) =1 se tiene que

w(@o) < [[fllw < [/l = sup w'(z) f(z) < 7 < w(),

lo cual es una contradiccién y por tanto w(x) < w'(z) para cada x € X. [0
Es asi que tenemos la siguiente proposicién

Proposicién 4.2.5. Sean V y V' dos familias de Nachbin en X tales que
CV(X) C CV(X). Si v = 7yr. Entonces dado v € V existe v/ € V' tal
que v(z) < V'(x) para todo x € X y dado v' € V' existe v € V tal que
V'(z) <w(x) para cada x € X y CV(X) =CV'(X).

Demostracion. En el lema anterior hacemos W = W, =V y Wy = V/, como
Ty = Ty obtenemos que dado v € V existe v € V' tal que v(z) < v'(z)
para cada =z € X.

Por otro lado si hacemos W = Wy = V. y Wy = V', como 1y = Ty
tenemos que dado v' € V' existe v € V tal que v'(z) < v(z) para cada
rx e X. O

Oubbi en [41, 42] dio condiciones necesarias y suficientes para que CV (X)
y CVp(X) resulten dlgebras locolamente convexas con producto separa-
damente continuo, ademads estudio los casos en que estas resultan ser A-
convexas, m-convexas y uniformemente A-convexas. Si V' es una familia de
Nachbin y U C V, decimos que U es una base para V si para cada v € V
existe A € Cy u € U tal que v(x) < Au(z) para cada = € X.
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Proposicion 4.2.6. Sea X un espacio completamente regular y de Haus-
dorff y V una familia de Nachbin para X. Si E denota a CV(X) ¢ CVp(X),
entonces

1. E es un dlgebra semitopologica localmente convexa si y solo si para
cada g € E y cada v € V existe v € V tal que |glv < v'.

2. E es un dlgebra topoldgica localmente convexa si y solo si para cada
v €V existen vy,vo € V tales que v < v1v2.

3. Las siguientes condiciones son equivalentes:
a) E es un dlgebra localmente A-conveza.

b) V es equivalente a una familia de Nachbin V' que satisface que para
cada g € E y para cada v' € V' existe M > 0 tal que |glv’ < Mv'.

¢) Para cada v € V y cada g € E se tiene que g es acotada en N, =

{z [ v(z) # 0}.
4. E es uniformemente A-conveza si y solo si E C Cy(X).

5. FE es m-convexa si y solo si V' es equivalente a una familia de Nachbin
V' con una base U que satisface v/ < v'v' para cada v' € U.

Demostracion. Ver [41] proposicién 2.2. O

A continuacién enunciamos varias propiedades del algebra CV(X). El
algebra CV(X) tiene a las constantes si y sélo si cada elemento de V' es
acotado, en particular en este caso la funcién constante 1 es la unidad en
CV(X). Si CV(X) contiene a las constantes y tomamos f € CV(X) el
espectro de f definido como

o(f) ={A € C| X — f no es invertible}

satisface que

F(X) S a(f) € f(X).

Ahora denotemos por

IM#(CV (X)) = {F : CV(X) — C | F es lineal no cero y multiplicativa}

MCV(X)) =
{F :CV(X) — C| F es lineal no cero, multiplicativa y continua}.
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Oubbi encontré en [41] que dada una F € IM# (CV (X)) existe = € X,
donde BX es la compactacion de Stone-Cech de X, tal que F(f) = d.(f)
para cada f € CV(X) y donde 6,(f) = f(x) es la funcional evaluacion,
con lo que logré probar que M* (C'V (X)) y M(CV (X)) son homeomorfos a
algin subconjunto de X . Otro resultado importante que Oubbi encontré en
[41] es que de hecho M(CVH(X)) es homeomorfo a X.

4.3. La topologia de Oudadess en CV(X).

Sea A un algebra localmente A-convexa con unidad e y {|| ||o}acr una
familia de seminormas que definen la topologia de A y supongamos, como lo
hicimos anteriormente, que ||e||o =1 paracada o € I. Dadoa e[ yx € A
existe M (a, ) > 0 tal que

[zylla < M(ev, 2)[[ylla; (4.6)
para cada y € A. Definimos la seminorma || ||o,0p como
|2||a,0p = If{M (c,z) > 0 | M(cv, z) satisface 4.6},
es facil ver que esta satisface las condiciones para ser seminorma.

Proposicién 4.3.1. Ahora sea A un dlgebra localmente A-convexa, con
unidad e y familia de seminormas {|| ||a}acr- Entonces la familia de semi-
normas {|| ||a.op tacr satisface que para cada oo € I y cada z,y € A

1. ||

a.op = Sup{[|zylla | ylla < 1}

2. [lzylla < HxHa,oz)HyHa-

3 Nzyllasop < 1]l aopllyllecop-

4 lzlla < llzllaop-

Demostracion. Veamos que 1 se satisface, sea a € I'y y € A tal que |lyllo <
1. Si M(a,x) > 0 satisface la desigualdad 4.6 entonces

[zylla < M(a, z),
de donde sup{||zylla | [|¥lla <1} < M(«,z) y por tanto
sup{[[zylla | [[ylla <1} < [lz]la.op

93



Capitulo 4. Algebras uniformemente A-convexas y espacios de funciones
4.3 continuas.

Ahora si y € A es no cero, entonces

< sup{lzylla | lylla <1},

«

i
‘fri
Y]l

de donde [|zy|o < sup{[|zylla | [|¥lla < 1}|ylle ¥y por tanto

[2]laop < sup{llzylla [ lylla <1}

Asi pues se da la igualdad.
La demostracién de 2, 3 y 4 es completamente similar a la que se dio en
la proposicion 4.1.3. O

Si (A, 7) es un algebra localmente A-convexa cuya topologia viene de-
terminada por la familia de seminormas {|| || }acrs, definimos la topologia
de Oudadess para como aquella determinada por la familia de seminormas
{Il la,op}acr v la denotamos por M (7). La principal propiedad de esta to-
pologia se encuentra en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.3.2. Sea (A, 7) un dlgebra localmente A-convexa. Entonces
la topologia de Oudadess M (T) es la topologia localmente m-convexa menos
fina entre todas las topologias localmente m-convexas mas finas que T.

Demostracion. Sea {|| ||a}aecr una familia de seminormas que definen la to-
pologia 7, la topologia M (7) esta definida por la familia de seminormas
{Il lla,op }acr- Es claro que M(7) es més fina que 7 y es localmente m-convexa.

Sea 7’ otra topologia localmente m-convexa m4s fina que 7 y supongamos
que {||| |lla}rea es una familia de seminormas que definen la topologia 7’.
Sea « € I, entonces existe A € A y M > 0 tal que

2l < MIlj]]|x

para cada x € A. Es asi que si y € A es tal que ||y]lo < 1 entonces |zy|lo <
Mllzylllx < Mll[z[[[x[lylllx y por tanto

%l aop < M sup{|[ly[l[x [ 1¥lla < L}l|2]lx,
para cada z € A, de donde se tiene que M(7) C 7. O

H. Arizmendi, R. Pérez y J. Roa, estudiaron en [13] la topologia de Ou-
dadess en el espacio Cy(X) de funciones continuas y acotadas definidas sobre
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un espacio X completamente regular con la topologia estricta 5, demostra-
ron que las seminormas de la topologia de Oudadess se pueden describir de
la siguiene manera

1 loop = sup{[lF@)]| | = € sup &} = lim |7}

y ademads probaron que el radio espectral satisface que
. 1
R(f) = suplimsup |77}y = /.

Hemos logrado probar resultados similares para el caso general de C'V (X)
con la topologia 1y, damos més adelante nuevas condiciones necesarias y su-
ficientes para que CV (X) sea m-convexa.

Proposicién 4.3.3. Sea V una familia de Nachbin para CV (X). Entonces
CV(X) contiene a las constantes si y sélo si cada elemento de V' es una
funcidon acotada.

Proposicién 4.3.4. Supongamos que CV (X)) es A-convezxa y contiene a las
constantes. Entonces se satisface que para cada v € V

sup | f(2)| = lmsup || f][/" = lim [|f"],/",
ZL‘EN'L} n n—0oo

donde N, = {z € X | v(z) > 0}.

Demostracion. Como CV (X) es A-convexa podemos suponer por la propo-
sicién 4.2.6 que V es tal que para cada f € CV(X) y cada v € V existe
M > 0 tal que |f|v < Mwv, de donde se puede ver que

™l < MM f

para cada n € N, por tanto si x es tal que v(x) # 0 se tiene que

1/n
F@l = 1@ < (sI) = ol @)

tomando limite superior nos queda |f(z)| < limsup,, || f”||11/ " es asi que

sup | ()| < limsup || f"]|4/™.
TEN, n

Ahora para cada n € N tenemos que

(71" = (Sup |fn($)v($)|>1/” < sup |f(z)] (Sup |v(:n)|>1/n

TEN, TEN, TEN,
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y tomando limite superior tenemos que limsup,, || f”Hll,/ " < supgep, |f(@)]-
Mas atin si en 4.7 tomamos limite inferior de ambos lados obtenemos que

sup | f(z)| < liminf | f*],/" < lmsup||f"])/" < sup |f(x)],
TEN, n n TEN,

. 1
de donde lim,, Hf"HU/n = sup,ep, | f(2)]. O
Es asi que tenemos la siguiente proposicién

Proposicién 4.3.5. Supongamos que CV(X) es A-convera y contiene a las
constantes. Entonces para cada v € V

I/

= sup [f(@)],

ZEEN'U

foop = lim |17

donde N, = {z € X | v(z) > 0}.

Demostracion. Sea f € CV(X) y v € V, entonces por la proposicién 1.2.26

1/n
limsup || "]}/ < (h'm sup ||f"_1||v,op||f||v> = limsup || /"1,
n n n

= lim ||f"! oo < 1 fllw,op-

n—o0

Jlop = tnf || £

,U7Op

Ademas

[fllo.op = sup || fgllo = sup (suplf(x)g(x)v(fv)o

llgllo<1 lgllo<l \zeX

— s <sup rf<x>g<x>v<x>) < sup |f(2)] sup (sup g<x>v<x>r>
llgllo<1 \zeNy zEN, lgllo<1 \z€X
< lmsup | 7|7,

de esta forma lim,,_, ||f"H11,/n = || flv,0p- O

Respecto al radio espectral se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 4.3.6. Supongamos que CV(X) es A-convezxa y contiene a las
constantes. Entonces dado f € CV(X) se tiene que

() = sup{ sup 1@} = 1]

veV (zE€N,

donde N, ={z € X |v(z) # 0} y ||fllcc = 00 si f no es acotada.
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En la siguiente proposicién damos nuevas condiciones para que el dlgebra
CV(X) sea m-convexa.

Proposicién 4.3.7. Supongamos que CV (X) es un dlgebra topologica local-
mente convexa que contiene a las constantes. Entonces CV (X) es m-convezra
sty solo si V' es equivalente a la familia

My, , [A>0,0e V)

donde Ny1 = {z € X |v(z) > 1} y Xy, € la funcion caracteristica del
conjunto Ny 1.

Por otro lado, st CV(X) es localmente A-convexa y contiene a las cons-
tantes, entonces CV (X)) es m-conveza si y sdlo si para cada v € V' existe
w €V tal que sup ey, |f(2)| < || fllw para cada f € CV(X) y donde para
cada v € V definimos N, = {z € X | v(z) > 0}.

Demostracidn. Veamos primero que la familia V' = {)‘XNUJ |A>0,veV}
es de Nachbin. Es facil verificar que esta familia cumple las dos primeras
condiciones de la definicién de familia de Nachbin, ahora sean )‘1XNU1,1 y
)\ng\,%1 elementos de la familia, sea v € V tal que méx{vi,v2} < vy sea

A = méx{ A1, A2}, entonces se puede verificar que
A1><]V'ul,1 g )\XN’U,l y )\2XN'U2 S )\XN’U,I’

asi pues la familia es de Nachbin. Ahora sea U = {)‘XNU,1 |A>1,veV},
esta es una base para la familia V' y ademads los elementos de U satisfacen
que

My, < M, )My, )

por tanto por la proposicién 4.2.6 se tiene que la topologia generada por la
familia V'’ es m-convexa.

Ahora si V es equivalente a V', entonces CV(X) = CV'(X) y ademés
Ty y Ty son equivalentes, asi pues 7y es m-convexa.

Ahora supongamos que 7y es m-convexa, Oubbi probé en [43] que existe
una familia de Nachbin W para X tal que W < V| 1y es m-convexa y es
la mas fina de la topologias m-convexas de este tipo menos finas que 7y, de
hecho W viene dada por

W ={eWi,|e>0,veV}

y donde W1 (z) = v(z) si v(z) > 1y Wiu(x) =0 siv(z) < 1. Como 1y
es m-convexa se tiene que 7y = Ty y por el lema 4.2.4 se tiene que V es
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equivalente a W, ahora es claro que dado v € V se tiene que
Yo, , (@) < (@)

para cada © € X. Sea € > 0, como C'V(X) contiene a las constantes cada
v € V es acotado y por tanto se tiene que

Wiu(2) = ev(x)xy, () < €ellvflooxy, , (@),

para cada x € X. Es asi que 7v = Ty = 7y y por la proposicién 4.2.5 se
tiene que que V es equivalente a V' 'y CV(X) = CV/(X).
Ahora supongamos que CV(X) es A-convexa y que ademds 7y es m-
convexa, de donde existe una base U de V tal que u < uu para cada u € U.
Siv € V, entonces existe A > 0y u € U tal que v < Au y por las
proposciénes 4.3.4 y 1.2.26 se tiene que
1/n

— 19 n|l/n < 11 n
sup [f(@)l = lm I/ <t l7

= i [1f7 /" = fnf £ < S e

Inversamente, como C'V(X) es A-convexa existe M (7y) la topologia de
Oudadess dada por la familia {|| ||y,0p }vev ¥ por la proposicién 4.3.5 se tiene
que dadov € V

I/

1z n|l/n _
lv.op = Mo [, —xseuva!f(w)L

por hipotesis existe w € V' tal que || f|lv,op < || fllw, asi pues M(ry) C 7v y
como la topologia de Oudadess es mas fina que 7y se tiene que 7y = M(1y),
es decir Ty es m-convexa. ]

4.4. Ejemplos de algebras de funciones Cy(X, A) y

En esta seccién X denotard un espacio de Hausdorff completamente regu-
lar, A un algebra topoldgica localmente convexa con unidad e cuya topologia
estd dada por la familia de seminormas {|| ||o}acr ¥ Co(X, A) el espacio de
funciones definido como

Co(X,A)={f: X — A| f es continua y acotada en X}
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en la cual definimos una topologia dada por la familia de seminormas {|| ||a,00 }acr
dadas por

[fllavoo = sup [[f(@)[la
zeX

para cada a € [ y cada f € Cp(X,A). Veamos algunas resultados con
respecto al espacio MM (Cy(X, A)), estos han sido obtenidos por H. Arizmendi,
M. Cho, A. Garcia en [10].

Proposicion 4.4.1. Existe una transformacion continua H que va de X X
M(A) en M(Cy(X, A)), dada por H(z, F), donde

H(z, F)(f) = F(f(z))
para cada f € Cp(X,A), x € X y F € M(A).

Demostracion. Sea (x, F) € X x 9 (A), entonces existe una seminorma || ||,
tal que
IFy)] < 1ylla

para cada y € A, entonces se tiene que |Hy p(f)| = [F(f(z))| < || f(@)]a <
| flla,co Para cada f € Cyp(X, A), esto es H(z, F) € M(Cy(X, A)).

Ahora tomemos V (H (z, F'), f1, ..., fn, €) una vecindad abierta de H(z, F')
en M(Cy(X, A)). Tomemos la vecindad abierta V (z) <V (F, fi(x), ..., fu(x), 5),
donde

V(z) = {y ceA|l|filx) = fily)lla < g para cada i = 1,...,n}.

Ahora se puede ver que para cada (y,F') € V(z) x V(F, fi(z),..., fa(z), 5)
se tiene que
H(y7F) S V(H(‘raF)aflw-'afnae)?

es decir, H es una funcién continua. ]

En general el espacio MM (Cy(X, A)) es mas grande que H(X x M(A)),
incluso en el caso en que A es un élgebra de Banach. En [10, 9] se muestra
un ejemplo de un dlgebra de Banach en la que H(X x 9(A)) no es densa en
M(Cyp(X, A)). En la siguiente seccién daremos un ejemplo en el que H(X x
M(A)) = M(CH(X, A)).

A continuacién definimos un tipo de transformada de Gelfand.

Definicién 4.4.2. Para cada f € Cy(X, A), definimos la transformada de
Gelfand f € C(X x M(A)) con respecto a X x M(A), dada por

[z, F) = F(f(2)),
para cada (z,F) € X x M(A).
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Proposicion 4.4.3. La transformacion f — f es un homomorfismo de
Cp(X,A) en C(X x M(A)). St ademds IM(A) es total entonces es inyectivo.

Demostracion. Esta transformacién es lineal y multiplicativa pues dados
frg € Cp(X,A) y A\, € C se tiene que

M + (e, F) = F(Af(x) + pg(x))

— AF(f(2)) + uF(g(2)) = M (2, F) + iz, F)

fo(z, F) = F(f(x)g(x)) = F(f(x)) F(9(z)) = f(z, F)g(z, F)
para cada (z,F) € X x M(A). Ademds dada f € Cp(X, A) se tiene

f=FoH
donde f — f que va de Cp(X, A) en C(M(Cy(X, A)) es la transformada de
Gelfand usual, por tanto ~ es un homomorfismo. N
Ahora si 9(A) es total, la transformacién es inyectiva pues si f = g
entonces para cada x y para cada F' se tiene que F(f(x)) = F(g(z)) y por
tanto f(z) = g(x), de donde f =g O

Se puede probar que Cy(X x M(A)) es isomorfo con C(S(X x M(A))
donde 3(X x M(A)) es la compactacién de Stone-Cech de X x M(A). En el
caso en que para cada f € Cp(X, A) se tenga que f € Cp(X xIM(A)) se puede
considerar el homomorfismo [ — F* que va de Cy(X, A) en C(B(X x M(A))
donde f* es la extensién de f a S(X x M(A)).

En [9], se demuestra que si A es un dlgebra de Banach, la transformacién
f — f es un homomorfismo continuo de Cp(X, A) en Cy(X x M(A)).

Proposicién 4.4.4. Sea A dlgebra uniformente A-convezra y secuencial-
mente completa. Entonces el homomorfismo f — [ wva de Cyp(X,A) en
Cp(X x M(A)).

Demostracion. Por el teorema 4.1.10 se tiene que existe una norma || || para
A, de Banach, tal que la topologia dada por esta norma es mas fuerte que
la original y que los conjuntos acotados con esta norma son los mismos que
los acotados con la topologia original de A.

Sea f € Cp(X,A), entonces f(X) es acotado con respecto a la norma
||l |, asi pues existe M > 0 tal que ||f(z)| < M para cada x € X, de donde

|f(z, F)| = [F(f(@)| < [[f(@)]| < M
para cada (z, F) € X x M(A), por tanto fe Cp(X x M(A)). dJ
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Para ver mas propiedades en esta direccion con respecto al dlgebra
Cy(X, A), hacemos referencia al articulo [10] de de H. Peimbert, M. Cho
vy A. Garcia.

4.4.1. El algebra C,(NU {0}, ¢).

Denotemos por ¢ al dlgebra de las funciones enteras, con la topologia
dada por la siguiente familia de seminormas, si f € € definimos para cada
m €N

[flm = sup | f(2)]

|z[<m

Se tiene que (g, {| | }men) es un dlgebra conmutativa, localmente m-convexa,
con unidad y completa.
Consideremos el dlgebra

Cy(NU {00}, e) = {f : NU{oo} = ¢ | f es continua y acotada}

es un algebra con las operaciones usuales, si f = (fu, foo)neNs G = (n, Goo JneN
y A € C definimos

?"‘? = (fn +gnufoo +goo)n€Na

)‘f = (Afna )\foo)nEN

?? = (fngm foogoo)neN-

Ademas es localmente convexa con la familia de seminormas dadas por, para
cada m € N definimos

I £llm = sup sup |fn(2)]-
neN |z|<m

Més atn se puede probar que Cy(N U {o0},¢) es localmente m-convexa y
secuencialmente completa y ademds que Cp(N U {o0}, ) se puede escribir
como

Co(NU {0}, &) = {(fn, fn | {fn}nen converge unif. en compactos a f}

Si f € Cp(NU {0}, ¢) consideramos la siguiente notacién

f:(f17f2a"':f)’

donde los dos puntos indican que detras de estos hay una cantidad numerable
de valores.
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Para cada n € N definimos
en=1(0,...0,1,0,...:0), eg=(1,1,1,...:1)

donde el 1 aparece en el lugar n-ésimo y es el unico valor distinto de cero.
Ahora definimos para cada n € N

Zn=1(0,...,0,2,0,...:0),

donde la funcién idéntica z aparace en el lugar n-ésimo y en todas las otras
entradas es 0, ademas denotamos

Z=(2,2,...:2),

se tiene claramente que cada ey, Z, y Z son elementos de Cp(NU {o0}, €).
La siguiente proposicision no dice que en Cp(N U {00}, €) existe una
especie de base.

Proposicién 4.4.5. Sea f = (fn, f)n un elemento de Cy(NU {oc},€). En-
tonces

oo o0 o
F=> @) —an)z + > (@ —an)Z + ...+ Y amz™,  (48)

m=0

donde para cada n € N definimos 20 = e,, 2° = eg y ademds fn(z) =

Yoo o alMm, f(z) = >0 gamz™ son las series de Taylor para f, y f
respectivamente.

Demostracion. Podemos escribir

f=0U1fe i f)

= (fl_fafZ_f)0)+(f7f7f)
=(f1i—f,0,...:0)+ (0, fo— £,0,...:0)+ ...+ (f, f--. = f),
Ahora tomemos n € N tenemos que f,(z) — f(z) = Zf,j:o(aﬁ,’f) —am)2™,
con convergencia uniforme en compactos, por tanto

T

O = fro:0) = (al) = a)ZT

m=0
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es asi quesi M >0

r

O,y fr—=Fre 1 0) =) () — a)Z7

m=0

M

m

(@) — ap)z" = 0

m=r—+1

= sup
|z|<M

(n)

sir — oo pues »_ o o(am’ — am)2z™ converge uniformemente en compactos,
de esta forma para cada n € N se tiene que

0,50, fn— £,0,...:0) = > " (alP) — ap)Zy.

Ahora, si r € N tenemos que
T o o0 o0
(f,f,...:f)—ZamZm: ( Z amz™, Z am2™, ... Z amzm>
m=0 m=r+1 m=r+1 m=r+1
por tanto si M >0

o
Z amz™"| — 0

m=r-+1

= sup
|2|<M

H(f,f,...:f>— > amz"
m=0

‘M
sir — copues Y a,2z™ converge uniformemente en compactos, de donde

(fo oot )= amz™
m=0

de estos hechos se sigue la igualdad 4.8. O

Royden en [48] definié un &lgebra de funciones A como una coleccién
de funciones complejo-valuadas y continuas definidas en un conjunto X,
usualmente completamente regular, tal que la suma, el producto por escalar
y el producto punto a punto de dos elementos de A estd en A, ademds
esta debe contener a las constantes. Royden estudié condiciones sobre el
algebra de funciones A con el fin de estudiar el espacio 917 (A), una de estas
propiedades es la siguiente:

() Sife Ay fnunca es cero, la inversa de f existe y estd en A.

La propiedad («) es importante pues Royden en [48] probé el siguiente
resultado.
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Proposicion 4.4.6. Si A es un dlgebra de funciones definidas en un con-
junto X que satisface la propiedad (). Entonces para cada G € M7 (A) se
tiene que

G(f) € f(X)
para cada f € A.

Con respecto a nuestro ejemplo tenemos lo siguiente. Si consideremos
T Cp(NU {0}, e) = C((NU {o0}) x M(e)) dada por

f(n, F) =F(f(n))

para cada x € NU{oo} y cada F € IMM(A). Podemos ver este homomorfismo
de una manera mas comoda: Como todos los elementos de M(e) se pueden
ver como evaluaciones de la forma, dado z € C

para cada f € ¢, identificamos 90(¢) con C y por tanto dado f = (fn, f)n €
Cy(NU {00}, €) se tiene que

?(n, 2) = { fu(z) (n,z) e NxC

f(z) n=o00,2€C

de aqui también es facil ver que el homomorfismo ~ es inyectivo y por tanto
una biyeccién sobre su imagen.

Proposicién 4.4.7. Si A = Cy,(NU{oo}, €), entonces el dlgebra de funciones
A satisface la propiedad (o) de Royden, donde™ es el homomorfismo de la
PToposiCcion 4.4.3.

A continuacién calculamos MM (Cy((NU {oc},€)).
Proposiciéon 4.4.8. Se satisface la siguiente igualdad
M(Cyp(NU{oc},€)) = H((NU{oo}) x C)
donde H es el homomorfismo dado en la proposicion 4.4.1.
Demostracion. Por la proposicién 4.4.1 se tiene que
H((NU{oo}) x C) € M(Cy(NU {oo}, £))
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Ahora sea G € M(Cp(NU {0}, ¢)), si f € Co(NU {ox},€) por la propo-
sicion 4.4.5 se tiene que

[e.e]
7= (a) —a,)z" +Z a? — ap,)Z0 +Zamz
m=0 m=0
donde para cada n € N definimos 20 = e,, 2° = ey y ademds f,(z) =

Yoo agf)zm, f(z) = >0 amz™ son las series de Taylor para f, y f
respectivamente

Supongamos que G(e;) =0y G(Z;) = 0 para cada ¢ entonces como G es
lineal, multiplicativa y continua se tiene que

oo
)= Z anG(Z)™
m=0
Ahora como ~ es una biyeccion sobre su imagen se tiene que
G(z) = (Go™ ()

denotemos por G’ = G o ! el cual es un elemento de IMN# (ﬁ) y dado que
el algebra A satisface la propiedad («) por la proposicién 4.4.6 se tiene que
existe z1 € C tal que N

G(E) = G,(E) =21,
de donde

1= amz" = f(z1) = Hso ) (f)-
m=0

Supongamos ahora que no todos los G(e;) y G(Z;) son cero, primero supon-
gamos que existe ¢ tal que G(Z;) # 0, entonces G(e;) # 0 pues si G(e;) =0
entonces
G(z;)) = G(0,...,0,2,0,...:0)
=G(0,...,0,1,0,...:0)G(0,...,0,2,0,...:0) =0
lo cual contradice nuestra suposicién, ademds para cada j # i se tiene que
G(z;) =0, pues si G(Z;) # 0 se tendria que

0=G(zi7)) = G(z:)G(z;) # 0

lo cual es una contradiccién, andlogamente se prueba que G(ej) = 0 para
cada j # 1. Es asi que

=> (@Y —an)GE)" + D anGE)™,
m=0 m=0
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por la proposicién 4.4.6 y la proposicion 4.4.7 existen zg # 0 y z; complejos

tales que G(%:) = (G o~ 1)(Z) = 20 y G(Z) = (Go ™)) = 21, tenemos
que

2021 = G(fz)G(E) = G(Eif) = G(O, ..., 0, 22,0, celt 0) = G(EZ)G(EZ) = Zg,
de donde zg = z1 y por tanto

GF) = S (a) a4 S e = S ah
m=0 m=0

m=0

= fi(20) = H(; ) (f).

Ahora supongamos que existe i tal que G(e;) # 0 por tanto G(e;) = 1,
también en este caso G(e;) = 0y G(Z;) = 0 para cada j # 7, de nueva cuenta
por la proposicién 4.4.6 y la proposicién 4.4.7 existen zg y z1 complejos tales
que G(z;) = z0 y G(Z) = 21, entonces

21 = G(Z)G(el) = G(Eel-) = G(fl) = 20,

por tanto
G(f) = > (0l —am)zg" + D amai" = > a2yl
m=0 m=0 m=0
= fi(ZO) = H(i,zo)(?)a
de donde se sigue la igualdad deseada. O

4.4.2. Las algebras C,(N, A(D)) y Cy»(N, B(D)).

En esta seccién presentamos mas ejemplos de &dlgebras de funciones
vector-valuadas y estudiamos el espacio de homomorfismos del algebra en

C.

Denotemos por D = D(0,1) y consideremos el dlgebra
A(D) = {f € C(D) | f es holomorfa en D}.

Dotemos esta dlgebra con la norma infinito, ||f|| = méx|,<; [f(2)[. Ahora
sea

Cy(N,A(D)) = {f : N = A(D) | f es continua y acotada}.
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Esta es un algebra de Banach con las operaciones usuales de suma, producto
por escalar y producto de sucesiones entrada a entrada y con norma

[ flloc = sup || fall,
neN

para cada F = ()3
Recordemos que podemos definir la transformacion

~: Cyp(N, A(D)) — Cp(N x IM(A(D)))

dada por

F(n, F) = F(f(n)).

Observemos que esta funcién~es inyectiva, pues si f = g entonces para cada
(n, F) € N x M(A(D) se tiene que

F(f(n)) = F(g(n))

por tanto f(n) = g(n) para cada n € N, de esta forma ™ es una biyeccién
sobre su imagen.

A continuacién probaremos que MM(A(D)) es D. Recordemos el siguiente
resultado de Royden, dado en [48].

Proposicion 4.4.9. Sea A un dlgebra de funciones definidas en un compac-
to X. Entonces X es M7 (A) si y sélo si A satisface la siquiente propiedad:
(B) Si f1, fa,. .., fn son elementos de A sin ceros en comin, entonces existen
91,92, . .., gn elementos de A tal que fig1 + fogo + ...+ fugn =1

Sean fi, fa,..., fn en A(D), en [39] Mortini demostré que el ideal gene-
rado por fi, fa,..., fn denotado por I(f1, fo,..., fn) satisface

N
I(f1, far- s fn) = { | € A(D) | existe C(f) >0, |[f| <C(f)D_|fjlen D
j=1

siy sélo si f1, fo, ..., fn nO tienen ceros en comun en la frontera de D.
Sean f1, fa, ..., fn sin ceros en comin en D, entonces

n

0<C=mind |fi(z)],

<1
<15
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si 0 = min,<; > it [fi(2)] = 2205 [fi(20)], de donde fi(20) = 0 para cada
i=1,2,...,n, lo cual no puede ser. De donde

1

usando el resultado de Mortini dado en [39] se tiene que 1 € I(f1,..., fn),
es asi que existen ¢1,¢2,...,9n, € A(D) tales que 1 = fig1 + ...+ fugn, ¥
por la proposicién 4.4.9 IMM(A(D)) es D.

Lo anterior nos dice esencialmente que Cy(N x M(A(D))) = Cp(N x D)
y este tltimo se puede identificar con C'(B3(N x D)) mediante la siguiente
funcion

f=r

donde f* es la extensién a la compactacién de Stone-Cech de f € Cp(N x
D). Esta funcién * es inyectiva, pues si f,g € Cy(N x D) son tales que
f*(p) = g*(p) para cada p € B(N x D), como son extensiones se tendria que
f((n,2)) = g((n,2)) para cada (n,z) € N x D, ademds es facil ver que *
también es lineal y multiplicativa.

Ahora sean fi, fa, ..., fm elementos de Cy(N, A(D)), entonces

~ % ~ %

f1,f2,---,f:m*

son elementos de C(B(N x D)), supongamos ademds que estas tltimas no
tienen ceros en comun, por tanto

E? E’ tee 7f7m
no tienen ceros en comin en N x D, esto quiere decir que si
Fi= (1),
donde i € {1,2,...,m}, entonces para cada n € N y cada z € D existe

i € {1,2,...,m} tal que fi(z) # 0. Esto nos dice que si consideramos el
siguente arreglo

=W 0w
E:(-](‘1(2)7 2(2)7"'7f7g,2)7---)
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P = (AR,
cada columna es una cantidad finita de funciones holomorfas en D y con-
tinuas en D sin ceros en comun y por el resultado de Mortini [39], se
tiene que para cada n € N existen ggl),gff) . ..,ggm) € A(D) tales que
ff(Ll)g,(ll) +...+ fém)ggm) = 1. Sean g1, 92, . . ., gn, dadas por

gr =" g?, . g,
5= (9,6, .g?,..)
G = (g™, g™, gL,

afirmamos que
Ao +Rg ot fn Gn =1
Sea (n,z) € N x D, entonces

Fi(n, 2)31(n, 2) + Fa(n, 2)55(n, 2) + - + Fn(n, 2)Gm(m, 2)

= V(g0 () + P (g (2) + -+ M (g (2) = 1,
por tanto
ot Fads bt g =1
y tomando las extensiones a la compactacion de Stone-Cech se tiene que

~ *

Figi +Fg 4ot g =1,
usando una vez mas la proposicién 4.4.9 se tiene que si denotamos por
A = Cyp(N, A(D), entonces
M(A*) = B(N x D).
Usando los hechos anteriores probamos el siguiente resultado.
Proposicién 4.4.10. Si
Cy(N,AD)) = {f : N — A(D) | f es continua y acotada},

entonces M(Cy(N, A(D))) = B(N x D).
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Demostracion. Sea G € M(Cy(N, A(D))), como las funciones ~ y x son
biyecciones sobre su imagen y lineales entonces podemos considerar la si-
guiente funcional G’ = Go~"tox~! la cual es un elemento de M(A*) y por
lo probado anteriormente se tendria que exise p € S(N x D) tal que

~% ~x

G'(f)=1F (p)

para cada f € Cy(N, A(D)) y por tanto G(f) = G(f )= f (p).

Ahora es claro que si p € 8(N x D) y definimos G(f) = ? (p), entonces
G € M(Cy(N, A(D))). O

A continuacién construimos un ejemplo similar. Consideremos
B(D) = {f € H(D(0,74)) | D € D(0,7y), 74 > 0}

esta es un dlgebra de Banach con la operaciones usuales de, suma, producto
por escalar y producto de funciones, con la norma | f| = méx,<; [f(2)]-
Ahora sea

Cy(N, B(D)) = {f : N — B(D) | f es continua y acotada}

esta es un algebra de Banach con las operaciones usuales de suma, producto
por escalar y producto de sucesiones entrada a entrada y con norma

[ flloo = sup || full;
neN

para cada f = (f,)%.

Veamos que 9(B(D)) es D, sean f1, fo, ..., fn elementos de B(D) sin
ceros en comun en D, se puede probar que existe un disco D(0, R) tal que
D € D(0,R), fi,...,fn son holomorfas en D(0,R) y no tienen ceros en
comun en D(0, R), por un resultado similar al de Mittag-Lefler se tiene que
existen g1, ..., gn holomorfa en D(0, R) tales que fig1+ foga+...+ fogn = 1,
por tanto por la proposicién 4.4.9 se tiene que MM(B(D)) es D.

Ahora de manera completamente analoga al caso de A(B) si considera-

mos las transformaciones, ~: Cp(N, B(D)) — Cp(N x M(B(D)), dada por

F(n, F) = F(f(n))

para cada (n,F) € N x M(B(D)). Ahora como 9M(B(D)) es D podemos
identificar C,(Nx 9(B(D)) con Cp(NxD) y definir * : C,(NxD) — C(B(Nx
D) dada por

f=r
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donde f* es la extensién a la compactacién de Stone-Cech de f € Cp(N x

D). Ahora un razonamiento completamente analogo al que hicimos para
Cy(N, A(D) nos dice que si denotamos por B = Cy(N, B(ID) entonces

M(B*) = B(N x D).

Usando esto ultimo y el hecho de que ~ y * son lineales, multiplictivas
y biyecciones sobre su imagen se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 4.4.11. Si
Cy(N,B(D)) = {f :N— B(D) | f es continua y acotada},

entonces M(Cy(N, B(D))) = B(N x D).
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