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al teléfono, gracias por los consejos, gracias por cuidar de mamá y de papá,
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guapas de Paqui, Toñi, Luisita, Angelita, y al guapo de Miguel, los vi, los
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Méndez por dejarme contarte historias de mi pueblo.
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Introducción

La Teoŕıa de las superficies de Riemann ocupa un lugar muy especial en
las matemáticas, ya que se encuentra en la intersección de varias áreas, tales
como el análisis, la topolóǵıa algebraica, la geometŕıa Riemanianna, entre
otros. Estos objetos son una herramienta muy útil en la teoŕıa de funciones
holomorfas y a su vez pueden servir como un modelo donde se puede obtener
intuición para el estudio de objetos más generales.

Las superficies de Riemann fueron introducidas por Bernhard Riemann
en su célebre art́ıculo Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functio-
nen einer veränderlichen complexen Grösse en 1851 con el fin de extender
el dominio de una función multivaluada de tal manera que en este espacio
dicha función sea bien definida.

Posteriormente la teoŕıa fue desarrollada por otros grandes matemáticos
tales como: A. Hurwitz, H. Poincaré, P. Köbe, entre otros, y actualmente
es una rama cuya investigación sigue siendo muy activa. Por ejemplo las
Teoŕıas de los grupos klenianos, de las curvas algebraicas, de los espacios de
Teichmüller, son algunas áreas que se estudian por medio de superficies de
Riemann.

Uno de los problemas abiertos más importantes en esta área que no ha
sido resuelto satisfactoriamente en su totalidad es el problema de Hurwitz. A
grandes rasgos este problema trata sobre la relación entre la combinatoria y
cubrientes ramificados de la esfera de Riemann. Otro tema que ha cobrado
mucha importancia últimamente en esta teoŕıa son los cubrientes ramificados
de la esfera de Riemann con tres valores cŕıticos llamados funciones de Belyi.
Esto gracias a que A. Grothendieck descubrió una correspondencia entre
ciertas gráficas encajadas en superficies con datos combinatorios llamados
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8 Introducción

desins d’enfants y superficies de Riemann aritméticas. Estas últimas son
aquellas que pueden representarse como curvas algebraicas con coeficientes
en un campo númerico. La correspondencia fue obtenida gracias al teorema
de Belyi que caracteriza a las superficies aritméticas precisamente como
aquellas que admiten una función meromorfa con tres valores cŕıticos.

Los temas anteriores nos sirvieron de inspiración para este trabajo, cuyo
objetivo es entender la teoŕıa básica de cubrientes ramificados de superficies
de Riemann. Nos basamos principalmente en el libro de O. Forster, Compact
Riemann surfaces. En esta tesis desarrollamos a detalle los teoremas y ejem-
plos, reescribimos algunas desmostraciones he incluso hemos apegado lemas
para hacer las demostraciones más claras. Se entendió y escribió con más
detalle los teoremas y ejemplos, en algunos casos se reescribió la prueba, o se
agregaron unos lemas donde lo consideramos necesario para tratar de hacer
más clara la prueba. A continuación describiremos brevemente el contenido
de este trabajo.

En el primer caṕıtulo daremos la definición de superficie de Riemann, y
algunos ejemplos tales como la esfera de Riemann y el toro complejo. Después
mencionaremos algunas propiedades sobre aplicaciones holomorfas como el
Teorema de identidad y el Teorema de mapeo abierto. Terminaremos este
caṕıtulo con el Teorema del comportamiento local de mapeos holomorfos, el
cual nos dice que todo mapeo holomorfo entre dos superficies de Riemann
se comporta localmente como una función de la forma zk.

En el segundo caṕıtulo daremos algunas propiedades de homotoṕıas en-
tre curvas, hablaremos sobre el grupo fundamental de un espacio topológico
con respecto a un punto. Para finalizar estudiaremos algunas propiedades de
la aplicación inducida en los grupos fundamentales por una función continua
entre dos espacios topológicos.

En el tercer caṕıtulo, con ayuda del teorema de comportamiento local,
introduciremos la noción de punto y valor cŕıtico de un mapeo holomorfo.
Después daremos un ejemplo de un mapeo holomorfo no ramificado. Poste-
riormente estudiaremos propiedades de levantamientos de mapeos como el
Teorema de unicidad de levantamientos y el Teorema de levantamiento de
curvas homotópicas. Introduciremos la definición de mapeo cubriente y de-
mostraremos que todo mapeo cubriente tiene la propiedad de levantamiento
de curvas; además daremos algunas condiciones para que un mapeo sea cu-
briente. Definiremos a un cubriente ramificado como un mapeo holomorfo
propio no constante entre dos superficies de Riemann. Probaremos que la
noción del grado está bien definido para tales mapeos, es decir, el número
de preimágenes contadas con multiplicidad es constante. Como una pequeña
aplicación probaremos el Teorema fundamental del álgebra.
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En el caṕıtulo cuatro construiremos el cubriente universal de cualquier
variedad conexa. En particular una superficie de Riemann tendrá un cubrien-
te universal que admite una estructura compleja que hace al mapeo cubriente
un mapeo holomorfo. Uno de los principales teoremas de este caṕıtulo es el
Teorema de correspondencia de Galois, el cual nos da una correspondencia
uno a uno entre clases de isomorfismos de cubrientes conexos y clases de
conjugación de subgrupos del grupo fundamental de una variedad conexa.

Estudiaremos algunas propiedades del grupo de transformaciones de cu-
bierta de un mapeo cubriente, y determinaremos los espacios cubrientes del
disco perforado. Con esto probaremos que todo mapeo holomorfo propio de
una superficie de Riemann al disco con un sólo valor cŕıtico es isomorfo como
cubriente ramificado a una aplicación de la forma zk. Para finalizar estudia-
remos algunas propiedades de completación de cubrientes ramificados.





Caṕıtulo 1

Superficies de Riemann

1. La definición de una superficie de Riemann

En esta sección introduciremos el concepto de superficie de Riemann y
explicaremos detalladamente la construcción de la esfera de Riemann y el
toro complejo, como ejemplos de superficies de Riemann.

Sea X un espacio topológico, un atlas holomorfo A de X es un conjunto
de homeomorfismos, llamados cartas, ϕ : U → U ′ de un abierto U de X a
un abierto U ′ del plano complejo, tal que sus dominios forman una cubierta
abierta de X y que además satisfacen la siguiente condición de compati-
bilidad: dadas dos cartas ϕ : U → U ′ y ψ : V → V ′, con U ∩ V 6= ∅, la
función

(1) ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V )

es holomorfa (ver Figura 1). Estas funciones son conocidas como cambios
de coordenada del atlas. Usualmente, las cartas se denotarán simplemente
por (U,ϕ) sin escribir expĺıcitamente su codominio. Una estructura compleja
A de X es un atlas holomorfo de X que es maximal, esto significa que si
una carta es compatible con cada una de sus cartas entonces dicha carta
ya estaba en el atlas. Con lo anterior ya podemos definir el concepto de
superficie de Riemann.

Definición 1.1. Una superficie de Riemann es una pareja (X,A) que con-
siste de un espacio topológico X Hausdorff, conexo y A una estructura
compleja sobre X.

Si A es un atlas holomorfo de X, considere el conjunto A formado por
todas las cartas que son compatibles con cada carta de A, veamos que A
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12 1. Superficies de Riemann

Figura 1. Un cambio de coordenada.

también es un atlas de A: sean (U,ϕ), (V, ψ) ∈ A tales que U ∩ V 6= ∅,
tenemos que verificar que la función definida en la ecuación (1) es una función
holomorfa. Sea p ∈ U ∩ V , como A es un atlas, existe una carta compleja
(W,ϕ′) ∈ A tal que p ∈ W , (W,ϕ′) es compatible con las cartas anteriores
por la definición de A, entonces ψ ◦ ϕ′−1 es holomorfa en ϕ′(p) y ϕ′ ◦ ϕ−1

es holomorfa en ϕ(p), por lo tanto la composición ψ ◦ ϕ−1 es holomorfa en
ϕ(p). Esto concluye la prueba.

Por otra parte, supongamos que A′ es una estructura compleja de X que
contiene a A, entonces cada carta de A′ es compatible con cada carta de A,
luego por definición de A, A′ ⊆ A. Por un argumento similar usado en el
párrafo anterior podemos notar que las cartas de A son compatibles con las
cartas de A′, de la maximalidad de A′ se sigue que A ⊂ A′, por lo tanto
A = A′. Resumimos todo lo anterior en la siguiente proposición:

Proposición 1.2. Cualquier atlas holomorfo de X está contenido en una
única estructura compleja de X.

2. Ejemplos básicos

Por lo anterior, para definir una superficie de Riemann basta dar un
atlas holomorfo, sobreentendiéndose que la superficie de Riemann es la que
se obtiene al completar el atlas dado. A continuación daremos unos ejemplos
básicos:

Ejemplo 1.3. El plano complejo C es de forma natural una superficie de
Riemann, cuyo atlas está formado por la única carta (C, Id). Si ϕ : U → V
es un biholomorfismo entre dos abiertos de C, la composición ϕ = Id ◦ϕ es
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holomorfa, por lo tanto la estructura compleja de C consiste de todos los
biholomorfismos entre sus abiertos.

Ejemplo 1.4. Dado S una superficie de Riemann y U es una región de S,
es decir, un abierto y conexo, entonces U es naturalmente una superficie de
Riemann cuyas cartas son las restricciones de las cartas de S.

Ejemplo 1.5 (La esfera de Riemann). Sea ∞ un punto que no está en
el plano complejo C, consideremos el conjunto C ∪ {∞} con la siguiente
topoloǵıa: U será un subconjunto abierto si es un abierto usual de C o es
de la forma (C−K)∪{∞} para algún subconjunto compacto K de C. Este

espacio topológico es llamado la esfera de Riemann y será denotado por Ĉ.
Por definición, este espacio es compacto, además los siguientes conjuntos
abiertos U0 := C y U1 := C∗ ∪ {∞} cubren a Ĉ, donde C∗ = C − {0}, por
lo tanto también resulta conexo. También puede verificarse fácilmente que
este espacio es Hausdorff.

Por otra parte, defina el mapeo ϕ0 : U0 → U0 como la función identidad
y el mapeo ϕ1 : U1 → U0 como

(2) ϕ1(z) =

{
1/z si z 6=∞
0 si z =∞.

Afirmamos que ϕ1 es un homeomorfismo. Observe que ϕ1 : C∗ → C∗ es
biholomorfismo en U1−{∞}, por lo tanto basta ver que es continua en∞ y
que su inversa es continua en cero: tomemos una vecindad V alrededor del
cero contenida en U0, entonces existe n > 0 tal que D(0, 1/n) ⊆ V , por lo

tanto ϕ−1
1 (D(0, 1/n)) ⊆ ϕ−1

1 (V ) pero ϕ−1
1 (D(0, 1/n)) = (C−D(0, n))∪{∞},

por lo tanto ϕ1 es continua en infinito. Por otro lado, si V es una vecindad
abierta de infinito contenida en U1 entonces V = (C − K) ∪ {∞}, para
algún subconjunto compacto K del plano, entonces existe n > 0 tal que
K ⊆ D(0, n), entonces la preimagen de V bajo ϕ−1

1 contiene a D(0, 1/n),

por lo tanto ϕ−1
1 es continua en cero. Esto concluye la prueba.

Note que las cartas ϕ0 y ϕ1 son compatibles ya que la aplicación ϕ1 ◦
ϕ−1

0 (z) = 1/z es holomorfa en ϕ0(U0∩U1) = U0∩U1. Por lo tanto estas indu-
cen una estructura compleja para la esfera de Riemann y nos proporcionan
el primer ejemplo de superficie de Riemann compacta.

Ejemplo 1.6 (El toro complejo). Fijemos w1, w2 ∈ C linealmente indepen-
dientes sobre R, la ret́ıcula Γ generada por w1 y w2 se define como:

Γ := Zw1 + Zw2 = {nw1 +mw2 : n,m ∈ Z}.

Diremos que dos números complejos z, z′ ∈ C son equivalentes módulo Γ, si
z−z′ ∈ Γ. Sea C/Γ el conjunto de todas las clases de equivalencia y π : C→
C/Γ la proyección canónica, es decir, el mapeo que asocia a cada punto
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z ∈ C su clase de equivalencia modulo Γ. Mediante π : C → C/Γ podemos
dotar a C/Γ con la topoloǵıa cociente, por definición en esta topoloǵıa un
subconjunto U ⊆ C/Γ es abierto si y sólo si π−1(U) ⊆ C es abierto.

De la definición podemos observar que π es suprayectiva y continua,
además es una aplicación abierta, ya que si V ⊆ C es abierto,

π−1(π(V )) =
⋃
w∈Γ

(w + V ).

Note también que cada punto z ∈ C donde π es inyectiva, por ejemplo,
el disco D(z, ε/2) donde ε > 0 satisface que Γ ∩D(0, ε) = {0} por lo tanto
π es un homeomorfismo local.

Claramente C/Γ es conexo, veamos que también es compacto. Conside-
remos el paralelogramo

P := {λω1 + µω2 : λ, µ ∈ [0, 1]},

éste es compacto ya que es un subconjunto cerrado y acotado del plano. Por
lo tanto para verificar que C/Γ es compacto basta probar que π(P ) = C/Γ.
Sea [z] ∈ C/Γ, como w1 y w2 generan a C como un R-espacio vectorial,
existen a y b ∈ R tal que z = aω1 + bω2; notemos que cualquier número
real x se expresa de forma única como suma de un número entero con un
número en [0, 1), éste último se conoce como la parte fraccionaria de x y se
denota por {x}. Entonces podemos concluir que

[z] = [{a}ω1 + {b}ω2](3)

el cual está en la imagen del paralelogramo.

Ahora veremos que C/Γ es Hausdorff. Sean [z1], [z2] ∈ C/Γ tal que
[z1] 6= [z2], por (3) podemos suponer que z1 y z2 están en el paralelogramo
semicerrado, existe una traslación T (z) = z + a, con a ∈ C suficientemente
pequeña que lleva a estos dos puntos en el interior del paralelogramo (ver
Figura 2), esta traslación induce un mapeo T : C/Γ → C/Γ en el cociente
dado por T ([z]) = [z + a], es decir, T hace conmutar el siguiente diagrama:

(4) C T //

π
��

C

π
��

C/Γ T // C/Γ

Como π es un homeomorfismo local T también lo es y claramente es bi-
yectiva, por lo tanto es un homeomorfismo. Como π es un homeomorfismo
restringido al interior del paralelogramo existen dos vecindades ajenas V1

y V2 de T ([z1]) y T ([z2]), respectivamente, luego T
−1

(V1) y T
−1

(V2) son
vecindades ajenas que separan a [z1] y [z2] ya que T es un homeomorfismo.
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Figura 2. Una traslación de dos puntos en las aristas.

Por último daremos una estructura compleja a C/Γ. Suponga que V
es un abierto donde π es inyectiva, entonces ϕ := π−1 : π(V ) → V es
una carta compleja. Considere el conjunto A formado por todas las car-
tas complejas obtenidas de esta manera, veamos que cualesquiera dos cartas
(U1, ϕ1), (U2, ϕ2) ∈ A son compatibles. Si U1 ∩ U2 6= ∅ quisiéramos ver que
el siguiente mapeo es holomorfo

ψ := ϕ2 ◦ ϕ−1
1 : ϕ1(U1 ∩ U2)→ ϕ2(U1 ∩ U2).

Sea z0 ∈ ϕ1(U1 ∩ U2) se tiene que π(ψ(z)) = ϕ−1
1 (z) = π(z), por lo tanto

ψ(z)−z ∈ Γ, como Γ es discreto y ψ es continua, ψ(z)−z : ϕ1(U1∩U2)→ Γ
es constante en la componente conexa de ϕ1(U1 ∩ U2) que contiene a z0,
entonces existe w ∈ Γ tal que ψ(z)−z = w en dicha componente, luego ψ(z)
es holomorfa en una vecindad de z0.

En conclusión, el toro complejo nos da otro ejemplo de superficie de
Riemann compacta, de hecho, tenemos una familia ya que tenemos un toro
por cada ret́ıcula del plano.

3. Aplicaciones holomorfas

En esta sección vamos a introducir la definición de mapeo holomorfo
entre superficies de Riemann, y estudiaremos algunas de sus propiedades.

Definición 1.7. Sean S y R dos superficies de Riemann, una aplicación
continua f : S → R es un mapeo holomorfo si para cada punto p ∈ S
existen cartas (U,ϕ) y (V, ψ) alrededor de p y f(p), respectivamente, tales
que la siguiente composición es holomorfa

(5) ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V ))→ ψ(V ).
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Una aplicación f : R→ S es llamado biholomorfismo si esta es biyectivo
y holomorfo. Dos superficies de Riemann R y S son isomorfas o conforme-
mente equivalentes si existe un biholomorfismo f : R→ S entre ellas.

De la definición podemos verificar que si f : S → R es holomorfa entonces
para cualesquiera cartas (U,ϕ) y (V, ψ) en S y R tales que U ∩ f−1(V ) es
no vaćıo, la composición

(6) ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ f−1(V ))→ ψ(V )

es holomorfa.

Definición 1.8. Los mapeos holomorfos de una superficie de Riemann S
al plano complejo. Son llamadas funciones holomorfas sobre S. Al conjunto
de ellas se le denota como O(S). Los mapeos holomorfos a Ĉ son llama-
dos funciones meromorfas sobre S. El conjunto de funciones meromorfas es
denotado por M(S).

Si R y S son dos conjuntos, el igualador de dos aplicaciones f, g : S → R,
se define como

(7) eq(f, g) := {p ∈ S|f(p) = g(p)}.
Si A es un subconjunto de un espacio topológico S, denotaremos por der(A)
al conjunto de puntos de acumulación de A. Observe que si X es un espacio
topológico cuyos puntos son cerrados entonces der(A) siempre es cerrado.

Proposición 1.9. Sean R y S espacios topológicos, con R Hausdorff. Si f
y g son funciones continuas de S a R, entonces eq(f, g) es cerrado. Por lo
tanto f y g son iguales si coinciden en un conjunto denso de S.

Demostración. Para ver que eq(f, g) es cerrado, necesitamos ver que con-
tiene a sus puntos de acumulación. La demostración procede por contradic-
ción. Sea x un punto de acumulación de eq(f, g), supongamos que f(x) 6=
g(x), entonces como R es Hausdorff, existen dos abiertos ajenos U y V de
R tales que f(x) ∈ U y g(x) ∈ V , entonces x ∈ f−1(U) y x ∈ g−1(V )
aśı x ∈ f−1(U) ∩ g−1(V ) = W por lo que W es un abierto que contie-
ne a x y está contenido en el complemento de eq(f, g), entonces x no es
un punto de acumulación de eq(f, g). Por tanto f(x) = g(x), por tanto
der(eq(f, g)) ⊆ eq(f, g). �

Proposición 1.10 (Teorema de Identidad). Sean f y g dos mapeos ho-
lomorfos de (S,A) a (R,B) superficies de Riemann. Si der(eq(f, g)) 6= ∅,
entonces eq(f, g) = S.

Demostración. Sea p un punto de acumulación de eq(f, g), por la Propo-
sición 1.9, f(p) = g(p). Sean A y B estructuras complejas de S y R respec-
tivamente. Existe una carta (ψ, V ) ∈ B tal que g(p) = f(p) y f(p) ∈ V ,
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dado que A es maximal podemos elegir una carta (ϕ,U) tal que p ∈ U y
U ⊆ f−1(V ), entonces ψ◦f ◦ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V ) y ψ◦g◦ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )
son funciones holomorfas y coinciden en el conjunto ϕ(eq(f, g) ∩U), el cual
tiene un punto de acumulación en ϕ(p). Usando el Teorema de Identidad
para funciones holomorfas con dominio un subconjunto de C (ver [Ah66]
§4.3.2), concluimos que ψ ◦f ◦ϕ−1 = ψ ◦g ◦ϕ−1 en ϕ(U), por lo tanto f = g
en U . Por lo tanto der(eq(f, g)) es abierto. Pero sabemos que también es
cerrado, y como S es conexo se sigue que der(eq(f, g)) = S, por consiguiente
f = g. �

Proposición 1.11 (Teorema de mapeo abierto). Si f : S → R un mapeo ho-
lomorfo no constante entre superficies de Riemann, entonces f es un mapeo
abierto, es decir, manda abiertos en abiertos.

Demostración. Sean A y B estructuras complejas de S y R respectivamen-
te. Sea W abierto de S, sea p ∈ W tal que f(p) ∈ f(W ), entonces hay una
carta (ψ, V ) ∈ B tal que f(p) ∈ V . Como A es maximal, podemos tomar
una carta (ϕ,U) ∈ A tal que p ∈ U y U ⊆ W ∩ f−1(V ), de esta manera, la
función

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U)→ ψ(V )

es holomorfa. Por el Teorema de la identidad como f no es constante, esta
composición no puede ser constante. Aśı por el Teorema del mapeo abierto
para funciones holomorfas con dominio un subconjunto de C(ver [Ah66]
§4.3.3), la función ψ ◦ f ◦ ϕ−1 es abierta.

f(U) = ψ−1((ψ ◦ fϕ−1) ◦ (ϕ(U))) es abierto y f(p) ∈ f(U) ⊆ f(W ),
pues U ⊆W ; por lo tanto f es un mapeo abierto. �

Teorema 1.12. 3 Sea f : S → R un mapeo holomorfo no constante entre
dos superficies de Riemann. Entonces tenemos las siguientes propiedades:

i) Suprayectividad. El mapeo f es suprayectivo. Por lo tanto si S es
compacta R también.

ii) Preimágenes discretas. Para cualquier y ∈ R la preimagen f−1(y) es
un subconjunto discreto de S. Por lo tanto si S es compacta f−1(y)
es finito.

iii) Principio del máximo. Si f : S → C es una función holomorfa, en-
tonces el valor absoluto de f no alcanza su máximo.

Demostración. (i) Como f(S) es compacto y R es Hausdorff, f(S) es
cerrado. Y por el teorema del mapeo abierto f(S) es abierto. Como R es
conexo, entonces f(S) = R.

(ii) Es suficiente verificar el caso para cuando f−1(y) 6= ∅. Si f−1(y)
tuviera un punto de acumulación, el Teorema de identidad nos diŕıa que f
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es la función constante y. Por último, todo conjunto infinito en un compacto
tiene un punto de acumulación, por lo tanto f−1(y) es finito si S es compacto.

(iii) Supongamos que existe un punto a ∈ S tal que r := |f(a)| =
sup{|f(p)| : p ∈ S}, es decir, |f | alcanza su máximo en a, entonces f(S) es
abierto por el teorema del mapeo abierto, y f(S) ⊆ K con K := {z ∈ C :
|z| ≤ r} y está en el interior de K. Esto contradice lo que supusimos de que
f(a) ∈ ∂K. �

Se sigue del primer inciso del Teorema que las superficies de Riemann
compactas no admiten funciones holomorfas no constantes.

Diremos que una carta ϕ : U → V está centrada en a si a ∈ U y ϕ(a) = 0.

Teorema 1.13 (Comportamiento local de mapeos holomorfos). Suponga-
mos que X y Y son superficies de Riemann y f : X → Y es un mapeo
holomorfo no constante. Sean a ∈ X y b := f(a). Entonces existe un entero
k ≥ 1 y cartas ϕ : U → V en X y ψ : U ′ → V ′ en Y centradas en a y b
respectivamente tal que f(U) ⊂ U ′ y el siguiente diagrama conmuta:

(8) U
f //

ϕ

��

U ′

ψ
��

V
zk // V ′

Demostración. Por la maximalidad de la estructura compleja podemos
encontrar cartas ϕ1 : U1 → V1 en X y ψ : U ′ → V ′ en Y centradas en a y b
tal que f(U1) ⊂ U ′. Se sigue del Teorema de identidad que la función

(9) f1 := ψ ◦ f ◦ ϕ−1
1 : V1 → V ′ ⊂ C

es no constante. Puesto que f1(0) = 0, existe un k ≥ 1 tal que f1(z) = zkg(z),
donde g es una función holomorfa en V1 con g(0) distinto de 0. Entonces
existe una vecindad contenida en V1 de 0 y una función holomorfa h en esta
vecindad tal que hk = g. La derivada de la función α(z) := zh(z) no se anula
en 0. Por lo tanto existe una vecindad V2 de 0 en donde es un biholomorfismo
a una vecindad abierta V de 0. Entonces obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

(10) U
i //

ϕ1

��

U1
f //

ϕ1

��

U ′

ψ
��

V2
zh(z) // V1

zkg(z) // V ′

Donde U := ϕ−1
1 (V2) y i : U → U1 es la inclusión. Si definimos ϕ : U → V

como ϕ := α ◦ ϕ1, tenemos por la construcción del mapeo, el diagrama (8)
conmuta. �
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Observación 1.14. El número k en el teorema anterior puede caracterizarse
de la siguiente manera. Para cualquier vecindad U0 de a existen vecindades
U ⊂ U0 de a y W de b = f(a) tal que el conjunto f−1(y) ∩ U contiene
exactamente k elementos para cualquier punto y ∈ W , y 6= b. El número k
es llamado la multiplicidad de f en a y se denota por multa(f).





Caṕıtulo 2

El grupo fundamental

1. Homotoṕıa de curvas

En esta sección presentaremos algunos resultados de homotoṕıa de cur-
vas para poder dar la definición de grupo fundamental de un espacio to-
pológico y algunos ejemplos sencillos.

Sea X un espacio topológico, por definición una trayectoria o curva en
X es una aplicación continua u : [0, 1]→ X; si a = u(0) y b = u(1) diremos
que u conecta a a con b y diremos que a es el punto incial y b es el punto final
de u. Recordemos que un espacio topológico X es conexo por trayectorias
si para cualesquiera dos puntos de X existe una trayectoria que los une, es
decir, que tiene a uno como punto inicial y al otro como punto final. Además
se dice que X es localmente conexo por trayectorias (LCT) si para cualquier
punto x ∈ X y cualquier vecindad V de x existe una vecidad abierta U de
x, conexa por trayectorias, tal que U ⊂ V . Por ejemplo, las superficies de
Riemann tienen esa propiedad.

En general la conexidad por trayectorias no es equivalente a la conexidad,
pero cuando X es LCT, dichos conceptos son equivalentes: supongamos que
X es conexo, y suponga que p y q son dos puntos en X que no se pueden
conectar, defina U como el conjunto de puntos de X que se pueden conectar
con p, y U ′ los puntos que no se pueden. Note que U y U ′ son abiertos,
ajenos, no vaćıos y X = U ∪U ′ por lo tanto U y U ′ forman una desconexión
de X, lo cual es una contradicción. Por lo tanto la conexidad implica la
conexidad por trayectorias. La otra implicación siempre se tiene.

21
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Definición 2.1. Sea X un espacio topológico y a, b ∈ X. Una homotoṕıa
entre dos trayectorias u y v que conectan a con b, es una familia de trayec-
torias us : [0, 1]→ X que satisface las siguientes propiedades:

i) La aplicación [0, 1]× [0, 1]→ X dada por (t, s)→ us(t) es continua,
con s ∈ [0, 1].

ii) u0 = u y u1 = v.

iii) us conecta a con b.

Escribiremos u ∼ v para denotar que u es homotópica a v.

Figura 1. Homotoṕıa entre u y v.

Teorema 2.2. Suponga que X es un espacio topológico y a, b ∈ X. Entonces
la noción de homotoṕıa es una relación de equivalencia en el conjunto de
todas las trayectorias que conectan a con b.

Demostración. La simetŕıa y la reflexividad son claros, ya que si us es una
homotoṕıa entre u y v, u′s = u1−s es una homotoṕıa entre v y u. Además,
dada una trayectoria u, us = u es una homotoṕıa entre u y śı misma. Su-
ponga que u ∼ v y v ∼ w, entonces existe us una homotoṕıa entre u y v, y
vs una homotoṕıa entre v y w, defina

ws =

{
u2s(t) si t ∈ [0, 1

2 ]

v2s−1(t) si t ∈ [1
2 , 1],

esta aplicación recorre en la primera mitad del tiempo la primera homotoṕıa
y la segunda homotoṕıa en la mitad restante. Afirmamos que la aplicación
anterior es una homotoṕıa entre u y w. Tenemos para empezar que w0 = u
y w1 = w. Además w(0) = a y w(1) = b, es decir, preservan los puntos
extremos. Sólo falta ver que la aplicación (t, s) 7−→ ws(t) es continua. La
aplicación está bien definida porque si s = 1

2 , ws(t) = v(t). Sabemos que la
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aplicación anterior es continua en [0, 1]× [0, 1
2 ] porque us es una homotoṕıa.

Análogamente se tiene la continuidad en [0, 1]× [1
2 , 1]. �

Si u es una curva que conecta a con b denotaremos su clase de homotoṕıa
como cl(u). Decimos que una función continua ϕ : [0, 1] → [0, 1] es una re-
parametrización de una curva u : [0, 1]→ X si ϕ fija al 0 y al 1. El siguiente
lema nos dice que una reparametrización de una curva es homotópica a la
original.

Lema 2.3. Sea u : [0, 1] → X una curva en X y ϕ : [0, 1] → [0, 1] una
reparametrización de u, entonces la curva u ◦ ϕ es homotópica a u.

Demostración. Considere la siguiente curva:

us(t) = u((1− s)t+ sϕ(t))

claramente la aplicación (t, s) 7−→ us(t) es continua. Note que

u0 = u, u1 = u ◦ ϕ
us(0) = u(0), us(1) = u(1).

Entonces us es una homotoṕıa entre u y u ◦ ϕ. �

Definición 2.4. Suponga que a, b y c son tres puntos en un espacio to-
pológico X, u : [0, 1] → X una curva que conecta a con c y v : [0, 1] → X
una curva que conecta c con b.

i) El producto de las dos curvas u · v : [0, 1]→ X se define como:

u · v(t) =

{
u(2t) si t ∈ [0, 1

2 ]

v(2t− 1) si t ∈ [1
2 , 1],

esta curva recorre en la primera mitad del tiempo u y en la segunda
mitad del tiempo v.

ii) La curva inversa de u, u− : [0, 1]→ X que conecta b con a, se define
como:

u−(t) = u(1− t)
para cualquier t ∈ [0, 1].

(a) (b)

Figura 2. Operaciones de curvas.
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Lema 2.5. Si us : [0, 1] → X y u′s : [0, 1] → X son dos familias de aplica-
ciones tal que (t, s) 7−→ us(t) y (t, s) 7−→ u′s(t) son continuas y us · u′s está
bien definida, entonces la aplicación (t, s) 7−→ us · u′s es continua.

Demostración. Por definición de producto de curvas para cada s, tenemos

us · u′s(t) =

{
us(2t) si t ∈ [0, 1

2 ]

u′s(2t− 1) si t ∈ [1
2 , 1].

Como la aplicación (t, s) 7−→ us(t) es continua, tenemos que (t, s) 7−→ us(2t)
es continua en el cerrado [0, 1

2 ]× [0, 1], de igual manera u′s(2t−1) es continua

en el cerrado [1
2 , 1] × [0, 1], ya que es una composición de dos funciones

continuas. Entonces (t, s) 7−→ us · u′s(t) es continua en dos cerrados que
cubren al dominio [0, 1], por lo tanto us · u′s es continua, ver Figura (3) �

Figura 3. Producto de dos familias de curvas.

Observación 2.6. Como consecuencia del lema 2.5 tenemos que dadas dos
curvas u, v : [0, 1]→ X homotópicas de a a b y dos curvas u′, v′ : [0, 1]→ X
homotópicas de b a c, entonces u ·u′ ∼ v ·v′. Para esto considere el producto

us · u′s(t) =

{
us(2t) si t ∈ [0, 1

2 ]

u′s(2t− 1) si t ∈ [1
2 , 1].

Por el Lema 2.5, la aplicación (s, t) 7−→ us · u′s es continua. Además se
preservan puntos iniciales y finales

us · u′s(0) = us(0) = a,

us · u′s(1) = u′s(2t− 1) = c
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Y también se cumple que

u0 · u′0 = u · u′,
u1 · u′1 = v · v′.

Por tanto, us · u′s es una homotoṕıa entre u · u′ y v · v′.
Además si us es una homotoṕıa entre u y v, entonces u−s es una homo-

toṕıa entre u− y v−.

Suponga que X es un espacio topológico y a ∈ X. Una curva constante
a simplemente será una curva u : [0, 1] → X tal que u(t) = a para todo
t ∈ [0, 1].

Teorema 2.7. Supongamos que X es un espacio topológico y a, b, c, d ∈ X.
Suponga que u, v, w : [0, 1]→ X son curvas en X tales que

u(0) = a, u(1) = b = v(0),

v(1) = c = w(0), w(1) = d,

entonces existen las siguientes homotoṕıas:

i) a · u ∼ u ∼ u · b.
ii) u · u− ∼ a.

iii) (u · v) · w ∼ u · (v · w).

Demostración. Sean a, b, c ∈ X. Sean u, v, w : [0, 1]→ X curvas en X.

i) Observe que a · u es una reparametrización de u donde

ϕ(t) =

{
0 si t ∈ [0, 1

2 ]
2t− 1 si t ∈ [1

2 , 1].

Luego a · u ∼ u por el Lema 2.3. Análogamente u ∼ u · b es una
reparametrización de u, donde la reparametrización es

ϕ(t) =

{
2t si t ∈ [0, 1

2 ]
1 si t ∈ [1

2 , 1].

ii) Defina

(11) us(t) =

{
u(t) si t ∈ [0, s]

u(s) si t ∈ [s, 1].

La aplicación (t, s) 7−→ us(t) es continua ya que si t > s implica que
(t, s) 7−→ u(s), si t < s entonces (t, s) 7−→ u(t), si s = t entonces
u(t) = u(s). Por lo tanto (t, s) 7−→ u−s (t) es continua, entonces por
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el Lema 2.5 us · u−s (t) es continua. Además es una homotoṕıa entre
a y u · u−, pues satisface lo siguiente:

Si s = 0 u0 · u−0 (t) = a · a = a.

Si s = 1 u1 · u−1 (t) = u · u−.
Además us · u−s (0) = us(0) = u(0) = a.

us · u−s (1) = u−s (1) = us(0) = a.

iii) Por el Lema 2.3 basta probar que una es reparametrización de la
otra. Por un lado tenemos que

(12) (u · v) · w(t) =



u(4t) si t ∈ [0, 1
4 ]

v(4t− 1) si t ∈ [1
4 ,

1
2 ]

w(2t− 1) si t ∈ [1
2 , 1]

Defina ϕ : [0, 1]→ [0, 1] como sigue:

(13) ϕ(t) =



1
2 t si t ∈ [0, 1

2 ]

t− 1
4 si t ∈ [1

2 ,
3
4 ]

2t− 1 si t ∈ [3
4 , 1]

Esta función está bien definida en el intervalo [0, 1], además ϕ(0) = 0,
ϕ(1) = 1. Entonces al componer (12) con (13) tenemos

(u · v) · w ◦ ϕ(t) =



u(4ϕ(t)) si t ∈ [0, 1
2 ]

v(4ϕ(t)− 1) si t ∈ [1
2 ,

3
4 ]

w(2ϕ(t)− 1) si t ∈ [3
4 , 1]

=



u(2t) si t ∈ [0, 1
2 ]

v(4t− 2) si t ∈ [1
2 ,

3
4 ]

w(4t− 3) si t ∈ [3
4 , 1]

= u · (v · w)(t).
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Por el Lema 2.3 tenemos que (u · v) · w ∼ u · (v · w).

�

2. Clases de homotoṕıa de lazos

Definición 2.8. Una curva u : [0, 1] → X en un espacio topológico X es
llamada lazo basado en a si u(0) = u(1) = a. Un lazo basado en a será
llamado nul-homotópica si ésta es homotópica a la curva constante a, (ver
Figura 4).

Figura 4. Lazo basado en a.

Teorema 2.9. Supongamos que X es un espacio topológico y a ∈ X. El con-
junto π1(X, a) de clases de homotoṕıas de lazos en X basados en a forman
un grupo bajo la operación cl(u) · cl(v) := cl(u · v), inducida por el producto
de curvas. Este grupo es llamado el grupo fundamental de X basado en el
punto a.

Demostración. Sean u, v, u′, v′ : [0, 1]→ X lazos basados en a en el espacio
topológico X, tales que u ∼ u′, y v ∼ v′.

i) Por la Observación 2.6 u · v ∼ u′ · v′, cl(u · v) = cl(u′ · v′) por lo tanto
la operación no depende de los representantes.

ii) El neutro es cl(a), pues

cl(u) cl(a) = cl(u · a)

= cl(u).

iii) El inverso de cl(u) será cl(u−), ya que se satisface lo siguiente:

cl(u) · cl(u−) = cl(u · u−)

= cl(a).
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iv) Asosiatividad:

cl(u)(cl(v) cl(w)) = cl(u · (v · w))

= cl((u · v) · w) por el Teorema 2.7 iii)

= cl(u · v) cl(w)

= (cl(u) cl(v)) cl(w).

Por lo tanto π1(X, a) es un grupo. �

Definición 2.10 (Dependencia del punto base). Sea X un espacio topológi-
co y w una curva que conecta a con b. Tenemos una aplicación inducida
ϕw : π1(X, a)→ π1(X, b) dada por:

ϕw(cl(u)) := cl(w− · u · w).

Figura 5. Mapeo ϕw inducido por w.

Teorema 2.11. El mapeo ϕw definido anteriormente es un isomorfismo de
grupos.

Demostración. Por la Observación (2.6) la aplicación está bien definida,
también de esta observación se sigue que es un homomorfismo de grupos
ya que dados dos lazos u y v basados en a se tiene que w− · (u · v) · w ∼
(w− · u · w)(w− · v · w).

Esta aplicación es un isomorfismo pues ϕw− : π1(X, b) → π1(X, a) es su
inversa. �

Aśı por el Teorema 2.11 si X es un espacio conexo por trayectorias y
a, b ∈ X, entonces π1(X, a) es isomorfo a π1(X, b), es decir, en un espacio X
conexo por trayectorias el grupo fundamental es esencialmente independien-
te del punto base, en este caso se suele escribir π1(X) en lugar de π1(X, a).

Definición 2.12. Un espacio X conexo por trayectorias es llamado simple-
mente conexo si π1(X) = 0.

Observación 2.13. Aunque la operación en π1(X) está escrito como multi-
plicación, escribiremos π1(X) = 0 si π1(X) contiene únicamente la identidad.



2. Clases de homotoṕıa de lazos 29

Teorema 2.14. Supongamos que X es un espacio topológico conexo por
trayectorias, entonces X es simplemente conexo si y sólo si cualesquiera dos
curvas u, v : [0, 1]→ X con los mismos puntos extremos son homotópicas.

Demostración. Supongamos que X es simplemente conexo, sean u, v dos
curvas que unen a con b. Entonces u · v− ∼ a, por lo tanto u ∼ v. Rećıpro-
camente, si cualesquiera dos curvas con los mismos puntos extremos son
homotópicas entonces en particular todos los lazos basados en a son ho-
motópicas a a. �

Ejemplo 2.15. Un subconjunto X ⊆ Rn es llamado conjunto estrellado con
respecto a un punto a ∈ X si para todo punto x ∈ X, el segmento de ĺınea
recta λa + (1 − λ)x, con λ ∈ [0, 1] está contenido en X. Todo subconjunto
estrellado X ⊆ Rn es simplemente conexo.

Sea u : [0, 1] → X un lazo basado en a. Definamos us : [0, 1] → X como
us(t) := sa+(1−s)u(t), la cual es una homotoṕıa pues la aplicación (t, s) 7−→
us(t) es continua (una función a Rn es continua si es continua coordenada a
coordenada), además u0(t) = u(t) y u1(t) = a, también us(0) = a = us(1).
Por lo tanto u ∼ a.

En particular el plano complejo C y cualquier disco en C son simplemente
conexos. También C − R+ y C − R− son simplemente conexos, donde R+

denota el eje real positivo y R− denota el eje real negativo.

Ejemplo 2.16. La esfera de Riemann Ĉ es simplemente conexa. Sean U1 :=
Ĉ − {∞} y U2 := Ĉ − {0}, como U1 y U2 son homeomorfos a C, y éste es
simplemente conexo, entonces U1 y U2 son simplemente conexos también.
Supongamos que σ : [0, 1] → Ĉ es un lazo basado en 0. Como [0, 1] es com-
pacto y σ es continua, σ−1(0) ∪ σ−1(∞) es un conjunto compacto, luego
sus componentes conexas son un número finito de intervalos cerrados y un
número finito de puntos, aśı es posible escoger puntos t0 = 0, . . . , tn = 1
fuera de dichos intervalos tales que ti < ti+1 y tal que [ti, ti+1] sólo contiene
a preimágenes de 0 o solamente preimágenes de ∞.

Sea ϕi : [0, 1]→ [ti−1, ti] definida por la gráfica de la Figura 6.

Defina σi := σ ◦ ϕi, esta curva recorre el tramo de σ comprendida entre
σ(ti−1) y σ(ti), (ver Figura 7). Luego σ1 · · ·σn es una reparametrización de
σ por lo tanto es homotópica a σ.

Para aquellos intervalos [ti0 , ti0+1] que contienen sólo preimágenes de

infinito, σi0 está contenida en U2, como sus puntos extremos están en Ĉ y éste
es conexo por trayectorias se sigue del Teorema 2.14 que σi0 es homotópica
a una curva σ′i0 contenida en C, para aquellos intervalos que no contengan a
preimágenes de∞, definimos σ′i como σi, por lo tanto σ es homotópica a un
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Figura 6. Gráfica de ϕi.

Figura 7. Curva σi.

producto de curvas contenidas en C, luego es homotópica a 0, (ver Figura
8).

Figura 8. Construcción de σ′i0 .
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3. Homotoṕıa libre de curvas

Definición 2.17. Supongamos queX es un espacio topológico y u, v : [0, 1]→
X dos curvas cerradas en X, las cuales no necesariamente tienen el mismo
punto inicial. Entonces las curvas u y v son llamadas libremente homotópicas
como curvas cerradas, si existe un mapeo continuo us : [0, 1] → X con las
siguientes propiedades:

i) u0(t) = u para todo t ∈ [0, 1],

ii) u1(t) = v para todo t ∈ [0, 1],

iii) us(0) = us(1) para todo s ∈ [0, 1].

Si v es un lazo en X basado en b y w una curva que une un punto a con
b. Podemos considerar la curva cerrada us : [0, 1]→ X

us := ws · v · w−s
donde ws está dado por

ws(t) =

{
w(t+ s) si t ∈ [0, 1− s]
b si t ∈ [1− s, 1].

Por el Lema 2.5 sabemos que la aplicación (t, s) 7→ us(t) es continua, en-

Figura 9. La curva ws recorre el tramo de w comprendida entre w(s) y b.

tonces es una homotoṕıa libre entre w · v · w− y v. Por otra parte si u y
v son dos lazos basados en un punto a y us es una homotoṕıa libre en-
tre u y v, tomemos la curva w que recorre los puntos bases de us, esto es
w(t) = ut(0), y defina las curvas w′s como aquella que recorre a w en el

intervalo [0, s] y se queda fijo en w(s) en lo demás. Note que w′s · us · w
′−
s

es una familia de lazos basados en a que inicia en u y termina en v. Por
hipótesis (t, s) 7→ us(t) es continua y análogamente a la demostración del
inciso (ii) del Teorema 2.7 se tiene que (t, s) 7→ w′s(t) es continua. El Lema
2.5 implica que (t, s) 7→ w′s ·us ·w′−s (t) es una homotoṕıa entre u y w ·v ·w−.
De lo anterior tenemos el siguiente corolario:



32 2. El grupo fundamental

Corolario 2.18. Un espacio X conexo por trayectorias es simplemente co-
nexo si y sólo si cualesquiera dos curvas en X son libremente homotópicas
como curvas cerradas.

Demostración. Supongamos que X es simplemente conexo, si u y v son
dos lazos basados en a y b respectivamente, existe una curva w que conecta
a con b, por la discusión anterior sabemos que v será libremente homotópico

Figura 10. Dos curvas libremente homotópicas.

a w ·v ·w−, pero este a su vez es homotópico a u por hipótesis, ver Figura 10.
Por otra parte, suponga que cualesquiera dos curvas en X son libremente
homotópicas, en particular cualquier lazo u basado en un punto a será li-
bremente homotópico al lazo constante a, entonces por la discusión anterior
u seŕıa homotópico a la curva constante. ver Figura 11. �

Sea f : X → Y es un mapeo continuo entre espacios topológicos X y
Y . Suponga que us es una homotoṕıa entre u y u′, y sea H(t, s) := us(t),
entonces tenemos las siguientes propiedades:

i) (s, t) 7−→ f ◦ us(t) es continua porque es igual a f ◦H.

ii) f ◦ u0 = f ◦ u, f ◦ u1 = f ◦ u′.
iii) f ◦ us(0) = f ◦ u(0), f ◦ us(1) = f ◦ u(1),

por lo tanto f ◦ us es una homotoṕıa entre f ◦ u y f ◦ u′. Luego, la apli-
cación f∗ : π(X, a) → π(Y, f(a)) dada por f∗(cl(u)) = cl(f ◦ u) está bien
definida. Además es un homomorfismo de grupos, dados u, v curvas en X,
f∗(cl(u)cl(v)) = cl(f ◦ (u · v)) = cl((f ◦ u) · (f ◦ v)) = cl(f ◦ u) · cl(f ◦ v) =
f∗(u)f∗(v). A continuación veremos que este homomorfismo se comporta
bien con respecto a las composiciones: si g : Y → Z es otro mapeo continuo
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Figura 11. Dos lazos basados en a libremente homotópicos.

y γ es un lazo en a, entonces

(g ◦ f)∗(cl(γ)) = cl((g ◦ f)(γ))

= g∗(cl(f(γ)))

= g∗(f∗(cl(γ)))

= g∗ ◦ f∗(cl(γ)),

luego (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗. Entonces una función continua entre espacios to-
pológicos f : X → Y induce un homomorfismo en grupos f∗ : π1(X, a) →
π1(Y, f(a)).





Caṕıtulo 3

Cubrientes de
Superficies de Riemann

1. Homeomorfismos locales

Supongamos que X y Y son espacios topológicos y p : Y → X es un
mapeo. Para x ∈ X, el conjunto p−1(x) es llamado la fibra de p sobre x.

Si y ∈ p−1(x), entonces diremos que el punto y se encuentra por encima
de x. Si p : Y → X y q : Z → X son mapeos, entonces un mapeo f : Y → Z
se dice que preserva fibras si p = q ◦f . Esto quiere decir que cualquier punto
y ∈ Y , que se encuentre por encima del punto x ∈ X, es mapeado bajo f a
un punto el cual está también por encima de x.

Un subconjunto A de un espacio topológico es llamado discreto si todo
punto a ∈ A tiene un vecindad V tal que V ∩A = {a}. Un mapeo p : Y → X
entre espacios topológicosX y Y , es llamado mapeo discreto si la fibra p−1(x)
de todo punto x ∈ X es un subconjunto discreto de Y .

Definición 3.1. Supongamos que X y Y son superficies de Riemann y
f : Y → X es un mapeo holomorfo no constante. Un punto p ∈ Y es llamado
un punto cŕıtico o punto de ramificación de f , si multp(f) > 1. Las imágenes
bajo f de los puntos cŕıticos serán llamados valores cŕıticos. Denotaremos
por C(f) y B(f) al conjunto de puntos y valores cŕıticos, respectivamente. El
mapeo f es llamado mapeo holomorfo no ramificado si éste no tiene puntos
cŕıticos.

Ejemplo 3.2 (Ejemplo de un mapeo holomorfo no ramificado). Considere-
mos la función exp(iz) : H → D − {0}, donde H es el semiplano superior y
D el disco unitario:

35
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Figura 1. El cubriente de exp(iz).

H = {z ∈ C| Im z > 0} y D = {z ∈ C| |z| < 1}.

Sea z ∈ D − {0} existe un radio de ángulo α que no contiene a z, defina U
como D − {0} menos dicho radio, observe que la preimagen de U bajo la
función son las franjas

(α+ 2πk, α+ 2π(k + 1))× R+, k ∈ Z

además la función exp(iz) restringida a cada una de ellas es un biholomor-
fismo, pues tiene como inversa (log z)/i donde log z es la rama

log(z) = log |z|+ i arg z, arg z ∈ (α+ 2πk, α+ 2π(k + 1)).

Teorema 3.3. Sean X y Y son superficies de Riemann. Un mapeo holo-
morfo no constante p : Y → X no tiene puntos cŕıticos si y sólo si p es un
homeomorfismo local, es decir, todo punto y ∈ Y tiene una vecindad abierta
V la cual es mapeada homeomorficamente por p sobre un conjunto abierto
U en X.

Demostración. Supongamos que p : Y → X no tiene puntos cŕıticos, sea
y ∈ Y , por el teorema de Comportamiento local de mapeos holomorfos,
existen cartas (ϕ,U) y (ψ, V ) centradas en y y p(y) respectivamente que
hacen conmutar el siguiente diagrama:

(14) U
p //

ϕ

��

V

ψ
��

ϕ(U)
zk // ψ(V )

y por hipótesis multy(p) = 1, luego p = ψ−1 ◦ z ◦ ϕ.

Inversamente, supongamos que tomamos las cartas del Teorema 1.13 del
Comportamiento local de mapeos holomorfos, tal que p es inyectiva, entonces
zk = ψ ◦ p ◦ϕ−1 es inyectiva, pero para cada punto hay k preimágenes bajo
zk, entonces k = 1. �
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Teorema 3.4. Sea X una superficie de Riemann, Y un espacio topológi-
co Hausdorff y p : Y → X un homeomorfismo local. Entonces existe una
estructura compleja en Y que hace a p holomorfa.

Demostración. Sea y ∈ Y , como p es un homeomorfismo local, existen
vecindades Û de y y Û1 de p(y), tal que p : Û → Û1 es un homeomorfismo

y existe una carta (ϕ, Û2), tal que p(y) ∈ Û2; definamos U = Û2 ∩ Û1 y
U1 = p−1(U), por la maximalidad (ϕ,U) es una carta alrededor de p(y)
y además p : U1 → U es un homeomorfismo. Por lo tanto para cualquier
punto y ∈ Y existen vecindades U1 de y y U de p(y) tal que (ϕ,U) es
una carta y p : U1 → U es un homeomorfismo. Declaremos el atlas como
{(ϕ ◦ p, U1) : (ϕ,U) es una carta y p : U1 → U es un homeomorfismo}. Lo
anterior demuestra que todos los dominios del atlas cubren a Y . Veamos
que cualesquiera dos cartas del atlas, son compatibles. Sean (ϕ ◦ p, U) y
(ψ ◦ p, U ′) dos cartas en Y , entonces

(15) (ψ ◦ p) ◦ (ϕ ◦ p)−1 = (ψ ◦ p) ◦ (p−1 ◦ ψ−1) = ψ ◦ ϕ−1,

la cual es holomorfa ya que ψ, ϕ son cartas de X. Ahora veamos que p es
holomorfa con respecto a la estructura compleja encontrada. Sean (ϕ◦p, U1)
una carta en Y tal que p−1(V ) ∩ U1 6= ∅ y (ψ, V ) una carta en X. Luego

(16) ψ ◦ p ◦ (ϕ ◦ p)−1 = ψ ◦ p ◦ (p−1 ◦ ϕ−1) = ψ ◦ ϕ−1

es holomorfa ya que ψ y ϕ son cartas. Por lo tanto p es holomorfa.

�

2. La propiedad de levantamiento de curvas

Definición 3.5 (Levantamiento de mapeos). Supongamos que X, Y , Z
son espacios topológicos y p : Y → X y f : Z → X son mapeos continuos.
Entenderemos por un levantamiento de f con respecto a p a un mapeo
continuo g : Z → Y tal que f = p ◦ g, es decir, g es un mapeo que hace
conmutar el siguiente diagrama:

Y

Z X.

g

f

p

Es importante notar que no basta que g haga conmutar el diagrama
para que sea continua, esta hipótesis es necesaria. Por ejemplo, considere
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Figura 2. La función g hace conmutar el diagrama pero no es continua.

p(t) = exp(2πit) : R → S1, f(t) = exp(2πit) : [0, 1] → S1, y la función g
dada por:

(17) g(t) =

{
t si t ∈ [0, 1

2 ]

t+ 1 si t ∈ (1
2 , 1].

Teorema 3.6 (Unicidad de levantamientos). Supongamos que X y Y son
espacios de Hausdorff y p : Y → X es un homeomorfismo local, además
supongamos que Z es un espacio topológico conexo y f : Z → X es un mapeo
continuo. Si g1 : Z → Y y g2 : Z → Y son dos levantamientos de f tales que
g1(z0) = g2(z0) para algún punto z0 ∈ Z entonces g1 = g2.

Demostración. Sea T el igualador de g1 y g2. Por la Proposición 1.9 el
conjunto T es cerrado. Veamos que T es abierto. Sea z ∈ T , dado que p es

Figura 3. El igualador es abierto.
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un homeomorfismo local existe una vecindad V de g1(z) = g2(z) y que es
mapeada por p homeomorficamente en una vecindad U de f(z) de X. Como
g1 y g2 son mapeos continuos, W = g−1

1 (V )∩g−1
2 (V ) es una vecindad abierta

de z tal que g1(W ), g2(W ) ⊆ V . Dado que g1 y g2 son levantamientos de f ,
p ◦ g1 = p ◦ g2 en W . Esto implica que g1 = g2 en W , pues p es inyectiva en
V . Por lo tanto tenemos que z ∈ W y W ⊆ T , aśı T es abierto. Como Z es
conexo y T es no vaćıo pues z0 ∈ T se tiene que T = Z, es decir, g1 = g2. �

Teorema 3.7. Supongamos que X, Y y Z son superficies de Riemann,
p : Y → X un mapeo holomorfo no ramificado y f : Z → X es cualquier ma-
peo holomorfo. Entonces todo levantamiento g : Z → Y de f es holomorfo.

Demostración. Sea g : Z → Y un levantamiento de f , supongamos que
z ∈ Z es un punto arbitrario y sea y := g(z) y x := p(y) = f(z). Como p
es holomorfo existen vecindades V de y y U de x tal que p : V → U es un
biholomorfismo. Como g es continua, existe una vecindad abierta W de z

Figura 4. Todo levantamiento es holomorfo.

tal que g(W ) ⊆ V . Como g es levantamiento de f se tiene que f = p ◦ g lo
cual implica que g = p−1 ◦ f en W y por lo tanto g es holomorfa en el punto
z. �

Observación. Supongamos que X, Y y Z son superficies de Riemann y
p : Y → X y q : Z → X son mapeos holomorfos no ramificados. Entonces
todo mapeo continuo f : Y → Z que preserva fibras es holomorfo, ya que f
es un levantamiento de p con respecto a q.

Supongamos que X y Y son espacios topológicos Hausdorff y p : Y → X
es un homeomorfismo local. Nosotros estamos interesados particularmente
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en los levantamientos de curvas σ : [0, 1]→ X. Por el Teorema 3.6 un levan-
tamiento σ̂ : [0, 1] → Y de σ, si existe está únicamente determinado por el
punto inicial especificado.

Teorema 3.8 (Levantamiento de Curvas Homotópicas.). Supongamos que
X y Y son espacios de Hausdorff y p : Y → X es un homeomorfismo local.
Supongamos que a, b ∈ X y â ∈ Y es un punto tal que p(â) = a y us : [0, 1]→
X una homotoṕıa que conecta a con b. Si toda curva us puede ser levantada
a una curva ûs con punto inicial â, entonces û0 y û1 tienen el mismo punto
final y son homotópicas.

Demostración. Sea I = [0, 1], definamos el mapeo continuo A : I×I → X,

como A(t, s) := us(t) y la aplicación Â : I × I → Y como Â(t, s) := ûs(t).

Afirmación (a) Existe ε0 tal que Â es continua en [0, ε0)× I.

Como p es homeomorfismo local, existe un abierto V de â y un abierto
U de a tal que p : V → U es un homeomorfismo. Sea ϕ : U → V su inverso.
Puesto que A(0× I) = {a} y A es continua, existe ε0 > 0 tal que A([0, ε0]×
I) ⊂ U . Por la unicidad del levantamiento de curvas se tiene que

(18) ûs|[0,ε0] = ϕ ◦ us|[0,ε0],

para cualquier s ∈ I, entonces

(19) Â|[0,ε0)×{s} = ϕ ◦A|[0,ε0)×{s}

para cualquier s ∈ I. Por lo tanto Â = ϕ ◦A en [0, ε0]× I y esto implica que

Â es continua en [0, ε0)× I.

Afirmación (b) Â es continua en todo I × I.

Supongamos que hay un punto (t0, σ) ∈ I × I donde Â no es continua.

Sea τ el infimo de t tal que Â no es continua en (t, σ). Por la Afirmación (a)

τ ≥ εo. Sea x := A(τ, σ) y y := Â(τ, σ) = ûσ(τ). Existe una vecindad V de y
y una vecindad U de x tal que p : V → U es un homeomorfismo. Sea ϕ : U →
V el inverso. Como A es continua, existe ε > 0 tal que A(Iε(τ)×Iε(σ)) ⊆ U ,
donde

Iε(ξ) = {t ∈ I : |t− ξ| < ε}.

En particular uσ(Iε(τ)) ⊆ U y por lo tanto

ûσ = ϕ ◦ uσ,

en Iε(τ). Elegimos t1 ∈ Iε(τ) con t1 < τ . Entonces Â(t1, σ) = ûσ(t1) ∈ V .

Como Â es continua en (t1, σ), existe δ > 0, δ ≤ ε, tal que

Â(t1, s) = ûs(t1) ∈ V para toda s ∈ Iδ(σ)
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Figura 5. Levantamiento de curvas homotópicas.

Por la unicidad del levantamiento se sigue que para toda s ∈ Iδ(σ)

ûs = p−1 ◦ us,

en Iε(τ). Por lo tanto Â = p−1 ◦ A en Iε(τ)× Iδ(σ). Pero esto contradice la

definición de (τ, σ). Por lo tanto Â es continua en I × I. Como A = p ◦ Â
y A({1} × I) = {b}, se sigue que Â({1} × I) ⊆ p−1(b). Como p−1(b) es

discreto y {1} × I es conexo, Â({1} × I) consiste de un sólo punto. Esto

implica que las curva û0 y û1 tienen el mismo punto, a través de Â, ellos son
homotópicos. �

3. Propiedades de mapeos cubrientes

Ahora queremos dar una condición que garantice que el levantamiento
de curvas siempre es posible.

Definición 3.9. Supongamos que X y Y son espacios topológicos. Un ma-
peo p : X → Y es llamado mapeo cubriente si se cumple lo siguiente: cada
punto x ∈ X tiene una vecindad abierta U tal que su preimagen p−1(U)
puede ser representada como

p−1(U) =
⋃
j∈J

Vj ,

donde los Vj con j ∈ J son subconjuntos abiertos disjuntos de Y . Para
todo j ∈ J la restricción p : Vj → U es homeomorfismo. En particular, p es
un homeomorfismo local. Dicho abierto U se dice que está uniformemente
cubierto por p.
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Definición 3.10. Un mapeo continuo p : Y → X se dice que tiene la pro-
piedad de levantamiento de curvas si se cumplen las siguientes condiciones:
Para toda curva u : [0, 1]→ X y cada punto y0 ∈ Y con p(y0) = u(0) existe
un levantamiento û : [0, 1]→ Y de u tal que û(0) = y0.

Teorema 3.11. Todo mapeo cubriente p : Y → X de espacios topológicos
X y Y tiene la propiedad de levantamiento de curvas.

Demostración. Sean σ : [0, 1] → X una curva y y0 ∈ Y tal que p(y0) =
σ(0). Considere el conjunto U formado por todos los abiertos de X cubiertos
uniformemente por p y tales que intersectan a la imagen de σ, esta familia
es una cubierta abierta de σ([0, 1]), entonces la familia

(20) σ∗(U) = {σ−1(U) : U ∈ U},

es una cubierta abierta de [0, 1]. Como [0, 1] es un espacio métrico compacto,
existe una δ > 0 tal que para cualquier t ∈ [0, 1], Iδ(t) ⊂ U para algún
U ∈ σ∗(U). Considere una partición de [0, 1]

0 = t0 < t1 < ... < tn = 1

cuyos elementos están a distancia δ/2, luego existen conjuntos abiertos Uk ∈
U , con k = {1, . . . , n} tales que:

i) σ([tk−1, tk]) ⊂ Uk,
ii) p−1(Uk) =

⋃
j∈Jk Vkj ,

donde los Vkj ⊂ Y son conjuntos abiertos tal que p : Vkj → Uk son homeo-
morfismos. Ahora probaremos por inducción sobre k = 0, 1, ..., n la existencia
de un levantamiento

σ̂ : [0, tk]→ X

con σ̂(0) = y0. Para k = 0 no hay nada que hacer. Supongamos k ≥ 1 y
que la función σ̂ : [0, tk−1] → X ya está construida, y sea σ̂(tk−1) := yk−1.
Como p(yk−1) = u(tk−1) ∈ Uk, existe j ∈ Jk tal que yk−1 ∈ Vkj , considere
p−1 : Uk → Vkj . Defina

(21) σ̂(t) :=

{
σk−1(t) t ∈ [0, tk−1],

p−1 ◦ σ t ∈ [tk, tk−1].

Obtenemos una extensión continua del levantamiento û : [0, tk−1] → X al
intervalo [0, tk]. �

Corolario 3.12. Sean X, Y espacios Hausdrof, sea p : Y → X un homeo-
morfismo local con la propiedad de levantamiento de curvas.
Sean x ∈ X, y ∈ Y tales que p(y) = x, entonces ker(p∗) = 0 y la imagen
Im(p∗) consiste de las clases de homotoṕıa de lazos en x cuyo levantamientos
en Y son lazos en y.
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Demostración. Veamos que p∗ es inyectiva. Sean cl(σ), cl(σ1) ∈ π1(Y, y)
tal que p∗(cl(σ)) = p∗(cl(σ1)) entonces p◦σ ∼ p◦σ1 luego existe ut homotoṕıa
entre p◦σ y p◦σ1, como p tiene la propiedad de levantamiento de curvas existe
ût entre σ y σ1, por el Teorema 3.8 ût es una homotoṕıa. Por lo tanto σ ∼ σ1.
Por otra parte, claramente los lazos que se levantan a lazos a y representan
elementos de la imagen p∗. Rećıprocamente si cl(σ) ∈ p∗, existe un lazo σ1

basado en y tal que p(σ1) ∼ σ, por lo tanto sus levantamientos basados en
y son homotópicos, en particular el punto extremo del levantamiento de σ
es y. �

DadosX y Y espacios Hausdorff conX conexo por trayectorias y p : Y →
X un mapeo cubriente, entonces para todo punto x ∈ X y y ∈ p−1(x),
denotaremos por σ

∧
y al levantamiento de σ basado en el punto y.

Teorema 3.13. Supongamos que X y Y son espacios Hausdorff con X co-
nexo por trayectorias y p : Y → X es un mapeo cubriente. Entonces para
cualesquiera dos puntos x0, x1 ∈ X los conjuntos p−1(x0) y p−1(x1) tie-
nen la misma cardinalidad. En particular, si Y es no vaćıo, entonces p es
suprayectivo.

La cardinalidad de p−1(x) para x ∈ X es llamado el número de hojas
del cubriente y podŕıa ser finito o infinito.

Demostración. Sean x0, x1 ∈ X puntos arbitrarios. Sea σ : [0, 1] → X
una curva que va de x0 a x1 podemos hacer esto ya que X es conexo por
trayectorias. Sea y ∈ p−1(x0) ⊂ Y un punto arbitrario, entonces existe
exactamente un levantamiento σ

∧
y : [0, 1] → Y de σ basado en y, tal que

σ
∧
y(1) ∈ p−1(x1). Definimos ϕσ : p−1(x0) → p−1(x1) como ϕσ(y) := σ

∧
y(1) ∈

p−1(x1). El mapeo ϕσ está bien definido ya que el levantamiento σ
∧
y es único.

Ahora veamos que ϕσ es inyectivo. Sean y, y′ ∈ p−1(x0), supongamos que

ϕσ(y) = ϕσ(y′), entonces σ
∧
y(1) = σ

∧
y′(1). Vamos a ver que (σ

∧
y)
− = (σ−
∧

)ϕ(y),

p ◦ (σ
∧
y)
−(t) = p ◦ σ

∧
y(1− t) = σ(1− t) = σ−(t).

Análogamente (σ
∧
y′)
− = (σ−
∧

)ϕ(y), entonces (σ
∧
y′)
− = (σ

∧
y)
− de esta manera

y′ = (σ
∧
y′)
−(1) = (σ

∧
y)
−(1) = y. Por lo tanto ϕσ es inyectivo. Ahora veamos

que ϕσ es suprayectiva. Sea y ∈ p−1(x1), toma (σ−
∧

)y, por lo anterior (σ−
∧

)−y
es levantamiento de σ en el punto final y0 de dicha curva, por lo tanto
y = ϕσ(yo). �

Observación 3.14. En general el mapeo biyectivo construido en la demos-
tración depende de la elección de la curva σ. Entonces en general no hay una
manera canónica de definir bien globalmente las ’hojas’ de un cubriente.
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Teorema 3.15. Consideremos un espacio topológico Z conexo y localmente
conexo por trayectorias, si p : Y → X es un homeomorfismo local entre dos
espacios de Hausdorff que tiene la propiedad de levantamiento de curvas
y f : Z → X es un mapeo continuo tal que f∗(π1(Z, z0)) ⊂ p∗(π1(Y, y0)),

entonces existe un levantamiento de f , f̂ : Z → Y tal que f̂(z0) = y0.

Demostración. Sean z0 ∈ Z y y0 ∈ Y tal que f(z0) = p(y0), sea z ∈ Z
un punto arbitrario, sea σ : [0, 1]→ Z una curva que va de z0 a z, entonces
tenemos que λ := f ◦ σ es una curva en X con punto inicial f(z0) y punto
final f(z). Como p tiene la propiedad de levantamiento de curvas, existe

λ̂ : [0, 1]→ Y un único levantamiento de λ basado en y0. Definimos f̂(z) :=

λ̂(1). Veamos que esta definición es independiente de la curva σ que va de z0

a z. Supongamos que σ1 es otra curva que va de z0 a z, entonces σ ·σ−1 es un
lazo en z0, por lo tanto (f ◦σ) · (f ◦σ1)− es un lazo en x0, por hipótesis este
lazo está en la imagen de p∗, entonces por el Corolario 3.12 su levantamiento
es un lazo, entonces el punto final del levantamiento de f ◦σ es igual al punto
final del levantamiento de f ◦σ1. Por lo tanto f̂ está bien definida. Vamos a
demostrar que esta función es continua. Sean z0, z1 ∈ Z, y sea σ : [0, 1]→ Z

la curva que une z0 con z1. Sea y ∈ Y tal que y = f̂(z1) = λ̂(1) con
λ = f(σ1), existe un abierto U vecindad de y y un abierto V vecindad de
p(y) tal que p : U → V es un homeomorfismo. Como f es continua, f−1(V )
es un abierto que contiene a z1, luego como Z es localmente conexo por
trayectorias, existe una vecindad W de z1 conexa por trayectorias contenida
en f−1(V ). Afirmamos que f̂(W ) está contenida en U , sea z ∈W existe una

curva σ2 que conecta a z1 con z, entonces f̂(z) = λ̂ · (p−1 ◦ f ◦σ2)(1), el cual

está en W . Esto prueba la continuidad, además por construcción p ◦ f̂ = f ,
por lo tanto f̂ es un levantamiento de f . �

Una variedad n-dimensional es un espacio topológico Hausdorff X tal
que cualquier punto a ∈ X tiene una vecindad abierta que es homeomorfa
a un subconjunto abierto de Rn.

Corolario 3.16. Supongamos que X, Y y Z son variedades conexas con Z
simplemente conexa, además sea p : Y → X un mapeo cubriente. Entonces
para cualquier mapeo continuo f : Z → X y cualesquiera z0 ∈ Z y y0 ∈ Y
existe un levantamiento f̂ de f con respecto a p tal que f̂(z0) = y0.

Teorema 3.17. Supongamos que X es una variedad, Y es un espacio Haus-
dorff y p : Y → X es un homeomorfismo local con la propiedad de levanta-
miento de curvas. Entonces p es un mapeo cubriente.

Demostración. Supongamos que x0 ∈ X es un punto arbitrario y yj , j ∈ J
son las preimagenes de x0 con respecto a p. Tomemos una carta ϕ : U → V
tal que V es simplemente conexo. Por el Teorema 3.15 se sigue que para toda
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j ∈ J hay un levantamiento ϕ̂j : V → Y de ϕ−1 tal que ϕ̂j(ϕ
−1(x0)) = yj .

Sea Vj := ϕ̂j(V ). Vamos a demostrar que

p−1(U) =
⋃
j∈J

Vj ,

que los Vj son conjuntos abiertos disjuntos y que cada mapeo p : Vj → U es
un homeomorfismo. Primero observemos que Vj es conexo por trayectorias,
pues es conexo y localmente conexo por trayectorias. Además notemos que
un lazo en x0 se levanta a un lazo en cada yj , ya que si σ es un lazo en x0

la curva ϕ̂j ◦ϕ ◦ σ es un lazo en yj . De las observaciones anteriores tenemos
que las Vj son ajenas.

Sea x ∈ X podemos tomar una trayectoria que una a x con x0 entonces
su levantamiento está en la componente conexa por trayectorias de algún
yj . Por lo tanto las Vj son todas las componentes conexas de la preimagen
de V . Por lo tanto los Vj son abiertos ajenos. Por el argumento anterior es
suprayectiva. Para la inyectividad supongamos que y y y′ ∈ Vj y p(y) = p(y′)
si σ1 y σ2 son dos curvas que unen a y y a y′ con y0, respectivamente, entonces
(p ◦ σ1) · (p ◦ σ−1

2 ) es un lazo en x0. Por lo tanto su levantamiento es un lazo
en y0, luego y = y′. Esto prueba que p : Vj → U es biyectiva, pero sabemos
que es un homeomorfismo local, por lo tanto es un homeomorfismo. �

4. Cubrientes ramificados

Recordemos que un espacio topológico localmente compacto es un es-
pacio de Hausdorff tal que todo punto tiene una vecindad compacta. Un
mapeo continuo f : Y → X entre dos espacios localmente compactos es lla-
mado propio si la preimagen de todo subconjunto compacto es compacto.
Por ejemplo esto siempre se cumple si Y es compacto. Un mapeo propio es
cerrado, i.e., la imagen de todo conjunto cerrado es cerrado. Esto se sigue
del hecho de que en un espacio localmente compacto un subconjunto es ce-
rrado precisamente si su intersección con cualquier conjunto compacto es
compacto.

Lema 3.18. Supongamos que X y Y son espacios localmente compactos y
p : Y → X es un mapeo propio discreto. Entonces se cumple lo siguiente:

a) Para todo punto x ∈ X el conjunto p−1(x) es finito.

b) Si x ∈ X y V es una vecindad de p−1(x), entonces existe una vecindad
U de x con p−1(U) ⊆ V .

Demostración. a) Esto se sigue del hecho de que p−1(x) es un subconjunto
discreto compacto de Y .
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b) Podemos suponer que V es abierto, por lo tanto Y − V es cerrado.
Entonces p(Y − V ) =: A es también cerrado ya que p es un mapeo propio.
Como x no está en A, U := X−A es una vecindad de x tal que p−1(U) ⊆ V .

�

Figura 6. Vecindad tubular

Teorema 3.19. Supongamos que X y Y son espacios localmente compactos
y p : Y → X es un homeomorfismo local propio. Entonces p es un mapeo
cubriente.

Demostración. Sea x ∈ X consideremos la preimagen p−1(x) = {yi, ..., yn},
donde yi 6= yj para i 6= j, ya que p es un homeomorfismo local, para todo
j = 1, ..., n existe una vecindad Wj de yj y una vecindad abierta Uj de x,
tal que p : Wj → Uj es un homeomorfismo. Podemos suponer que las Wj son
disjuntas dos a dos. Ahora W1 ∪ ... ∪Wn es una vecindad de p−1(x). Por lo
tanto por el Lema 3.18 b) existe una vecindad U ⊆ U1 ∩ ... ∩ Un de x con
p−1(U) ⊆W1 ∪ ...∪Wn. Si definimos Vj := Wj ∩ p−1(U) entonces los Vj son
conjuntos abiertos disjuntos con p−1(U) = V1 ∪ ... ∪ Vn y todos los mapeos
p : Vj → U , j = 1, ..., n son homeomorfismos. �

Definición 3.20 (Cubriente ramificado). Un mapeo holomorfo propio no
constante f : Y → X entre dos superficies de Riemann será llamado cu-
briente ramificado holomorfo o simplemente cubriente ramificado. En caso
de que queramos enfatizar que no tiene puntos cŕıticos diremos explicita-
mente que f es un cubriente holomorfo no ramificado y cuando hablemos de
un cubriente topológico, lo haremos con respecto a la Definición 3.9.

Supongamos que X y Y son superficies de Riemann y f : Y → X es un
cubriente ramificado, denote por A al conjunto de puntos cŕıticos de f y B
sus valores cŕıticos. Sea p ∈ Y , por el Teorema 1.13 existen cartas (U,ϕ) y
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(V, ψ) centradas en p y f(p), respectivamente, tal que el siguiente diagrama
conmuta:

(22) U
f //

ϕ

��

V

ψ
��

ϕ(U)
zk // ϕ(V )

como ϕ y ψ son homemomorfismos se sigue que (U − {p}) ∩ A = ∅ por lo
tanto A es discreto. Si p está en X −A, el entero k en el diagrama anterior
es igual a uno, luego U ∩A = ∅, por lo tanto A es cerrado. Como f es propio
B es también cerrado. Sea y ∈ B, para cada punto x ∈ p−1(y) existe un
abierto Ux tal que Ux no contiene otros puntos cŕıticos de f , luego por el
Lema 3.18 (b) existe U vecindad de y tal que p−1(U) ⊂

⋃
Ux, por lo tanto

U no contiene otros valores cŕıticos. Entonces B también es discreto.

Sea X ′ := X − B y Y ′ := Y − f−1(B). Entonces f : Y ′ → X ′ es un
homeomorfismo local y propio, por el Teorema 3.19 se tiene que esta fun-
ción es un mapeo cubriente no ramificado, y por el Lema 3.18 sus fibras son
finitas. El Teorema 3.13 nos dice que existe un entero n, el número de hojas
del cubriente, tal que cada valor c ∈ X ′ tiene exactamente n preimáge-
nes. A continuación veremos que también para un valor cŕıtico existen n
preimágenes contando multiplicidades. Para un punto x ∈ X el número de
preimágenes de x contadas con multiplicidad se define como

(23)
∑

y∈f−1(x)

multy(f).

Teorema 3.21. Supongamos X y Y superficies de Riemann y f : Y → X un
mapeo holomorfo propio no constante. Entonces el número de preimágenes
contadas con multiplicidad es constante.

Demostración. Siguiendo la notación anterior, sea n el número de hojas
del cubriente f : Y ′ → X ′. Sea c un punto cŕıtico de f , digamos que y1, ..., yr
son las preimágenes de c con kj := multyj (f), para cada j existe Uj y Vj
vecindades de yj y c respectivamente tal que cada punto distinto de c en Vj
tiene kj preimágenes en Uj tal como lo indica el siguiente diagrama:

(24) Uj
f //

ϕj

��

Vj

ψj
��

ϕj(Uj)
zkj // ϕj(Vj)

Existe un abierto U de c que cumple que su preimagen está contenida en
la unión de las Uj , luego cualquier punto c′ en U distinto de c tiene kj
preimágenes en Uj . Por lo tanto el número de preimágenes de c′ es k1 + · · ·+
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kr. Como el número de preimágenes de c′ es n concluimos que n es igual a
la suma k1 + · · ·+ kr. �

Definiremos el grado de un cubriente ramificado como el número de
preimágenes de cualquier punto contadas con multiplicidad. Por el teorema
anterior este número está bien definido.

Corolario 3.22. Cualquier función meromorfa f : X → Ĉ en una superficie
de Riemann compacta, tiene el mismo número de ceros y de polos contados
con multiplicidad.

Demostración. Como X es compacta f es una función propia, entonces
por el Teorema anterior el número de preimágenes del 0 y el ∞ son las
mismas contadas con multiplicidad, estas preimágenes son por definición los
ceros y polos de la función. �

Corolario 3.23. Cualquier polinomio de grado n

(25) p(z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an ∈ C[z]

tiene n ráıces contadas con multiplicidad.

Demostración. El polinomio p(z) es una función meromorfa sobre la esfera
de Riemann que tiene al infinito como su único polo. El orden de este polo
se calcula como el orden de p(1/z) en 0. Pero

(26) p

(
1

z

)
=
a0

zn
+

a1

zn−1
+ · · ·+ an ∈ C[z]

tiene un polo de orden n en 0. Por el Corolario 3.22 el número de ceros de
p(z) contados con multiplicidad también tiene que ser n. �



Caṕıtulo 4

El cubriente universal
y transformaciones de
cubierta

1. Existencia del cubriente universal

Definición 4.1. Supongamos que X y Y son espacios topológicos conexos
y p : Y → X es un mapeo cubriente. Decimos que p : Y → X es el cubriente
universal de X si se satisface la siguiente propiedad universal: para cualquier
mapeo cubriente q : Z → X, con Z conexo, y cualquier elección de puntos
y0 ∈ Y , z0 ∈ Z con p(y0) = q(z0) existe exactamente un mapeo continuo
que preserva fibras f : Y → Z tal que f(y0) = z0 (Vea el diagrama 27).

(27) Z

q

��
Y

p //

f
>>

X

En otras palabras, un cubriente es universal si puede levantarse con respecto
a cualquier cubriente conexo. Esta propiedad nos garantiza la unicidad en el
siguiente sentido, si q : Z → X es otro cubriente universal y z0 es un punto
en Z, de la definición existen f : Y → Z y g : Z → Y mapeos continuos que
preservan fibras y que mandan y0 en z0 y z0 en y0, respectivamente. Entonces
las composiciones g ◦ f : Y → Y y f ◦ g : Z → Z son mapeos continuos que
preservan fibras y fijan un punto, de la unicidad del levantamiento se tiene

49
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que g ◦ f = IdY y f ◦ g = IdZ . Por lo tanto f : Y → Z es un homeomorfismo
que preserva fibras.

Del Corolario 3.16 se sigue directamente el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Supongamos que X y Y son variedades conexas, Y simple-
mente conexa y p : Y → X un mapeo cubriente, entonces p es el cubriente
universal de X.

A continuación probaremos que una variedad conexa siempre tiene un
cubriente universal.

Figura 1. Vecindad de cl(σ)

Teorema 4.3 (Existencia del cubriente universal). Supongamos que X es

una variedad conexa, entonces existe una variedad X̃ conexa y simplemente
conexa y un mapeo cubriente p : X̃ → X.

Demostración. Fijemos un punto x0 en X. Definamos X̃ como el conjunto
de todas las clases de homotoṕıa de curvas que inician en x0. Definamos
p : X̃ → X como la aplicación que asigna a la clase de homotoṕıa de una
curva σ su punto final σ(1). Vamos a definir una topoloǵıa en X̃ de tal forma

que X̃ sea una variedad conexa y simplemente conexa y p : X̃ → X sea un
mapeo cubriente.

Sea σ una curva con punto inicial x0 y U ⊂ X una vecindad abierta
conexa y simplemente conexa del punto final de σ, definamos [U, σ] como el
conjunto de clases de homotoṕıa de curvas de la forma σ · τ donde τ inicia
en el punto final de σ y está contenida en U Ver Figura 1. Observemos que
este conjunto sólo depende de la clase de homotoṕıa de σ ya que si σ ∼ σ′,
entonces σ · τ ∼ σ′ · τ . Sea B el conjunto de todas las [U, σ].
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Afirmación (a). B es base para una topoloǵıa en X̃.

i) Como la clase de σ está en [U, σ], para cualquier subconjunto abierto U

conexo y simplemente conexo que tenga al punto final, se sigue que X̃ =
⋃
B.

ii) Supongamos que la clase de homotoṕıa de γ está en [U, σ] y [U ′, σ′]
entonces γ ∼ σ · τ y γ ∼ σ′ · τ ′, para algun τ en U y algún τ ′ en U ′. Si W
es una vecindad abierta conexa y simplemente conexa alrededor del punto
final de γ y contenida en U ∩U ′ se tiene que [W,γ] ⊂ [U, σ]∩ [U ′, σ′], ya que
para cualquier τ0 contenido en W

(28) γ · τ0 ∼ σ · (τ · τ0), γ · τ0 ∼ σ′ · (τ ′ · τ0).

Afirmación (b). La aplicación de p : X̃ → X es un homeomorfismo local.
Primero notemos que p : [U, σ] → U es suprayectiva porque U es conexo
por trayectorias. Por otra parte, si σ · τ(1) = σ · τ ′(1) entonces τ y τ ′

tienen los mismos puntos extremos, pero U es simplemente conexo, entonces
τ ∼ τ ′. Por lo tanto la aplicación es inyectiva. Esto también prueba que es un
homeomorfismo porque manda elementos de la base de [U, σ] en elementos
de la base de U y rećıprocamente.

Afirmación (c) X̃ es Hausdorff. Sean σ y σ′ dos curvas no homotópicas
en X cuyo punto inicial es x0. Si los puntos finales de dichas curvas son
distintos, podemos tomar U y U ′ ajenas, entonces [U, σ] ∩ [U ′, σ′] es vaćıa.
En otro caso, supongamos que tienen los mismo puntos finales, tomamos un
abierto U conexo y simplemente conexo y veamos que [U, σ] y [U, σ′] son
ajenos. Supongamos que existe τ y τ ′ contenidas en U , tal que σ · τ ∼ σ′ · τ ′,
pero U es simplemente conexa entonces τ ∼ τ ′, por lo tanto σ ∼ σ′. Esto
contradice que σ no es homotópica a σ′.

Afirmación (d). X̃ es conexo y el mapeo p : X̃ → X tiene la propiedad de

levantamiento de curvas. Vamos a probar que X̃ es conexo por trayectorias.
Sea σ una curva con punto inicial x0 y defina σs(t) como en (11):

us(t) =

{
u(t) si t ∈ [0, s]

u(s) si t ∈ [s, 1].

La aplicación que asigna s a la clase de homotoṕıa de σs es una curva en X̃.
Por definición, cada σs inicia en x0, además es continua, ya que si tomamos
la vecindad [U, σs0 ], para algún s0 ∈ [0, 1], y tomamos p : [U, σs0 ] → U se

tiene que la aplicación anterior es igual p−1◦σ. Esto prueba que X̃ es conexo
por trayectorias porque conectamos a la clase de homotoṕıa σ arbitraria con
la clase de homotopia de la curva constante x0, de hecho acabamos de probar
que σs es un levantamiento de σ. Del Teorema 3.17 y de lo anterior se sigue
que p : X̃ → X es un mapeo cubriente.
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Afirmación (e). X̃ es simplemente conexo. Sea σ un lazo en x0, por lo
anterior si el levantamiento de σ es un lazo basado en la clase de homotoṕıa
de x0, entonces σ0 ∼ σ1, pero σ0 = x0 y σ1 = σ. El Corolario 3.12, implica
que la imagen de π1(X̃, cl(x0)) bajo p∗ es trivial, pero como p es cubriente

este homeomorfismo es inyectivo. Por lo tanto X̃ es simplemente conexo. �

Observación 4.4. En particular, como una superficie de Riemann es una
variedad conexa siempre podemos encontrar su cubriente universal y por
el Teorema 3.4 dicho cubriente universal será también una superficie de
Riemann.

Figura 2. Levantamiento σs de σ en X̃

2. La correspondencia de Galois

Teorema 4.5. Supongamos que X es una variedad conexa, entonces para
cualquier subgrupo H ⊂ π1(X,x0) hay un espacio cubriente conexo pH : YH →
X tal que pH∗(π1(YH , yH)) = H para una adecuada elección de un punto ba-
se yH .

Demostración. Como X es una variedad conexa podemos construir el cu-
briente universal X̃ con su mapeo cubriente p : X̃ → X como en el Teorema
4.3. En este espacio vamos a identificar a la clase de homotoṕıa de σ con la
clase de homotoṕıa de σ′ si tienen los mismos puntos finales y cl(σ ·σ′−) ∈ H.

Definamos YH como el espacio cociente de X̃ módulo la identificación an-
terior y denotaremos por π : X̃ → YH la proyección canónica. Sea [U, σ] un

elemento de la base de la topoloǵıa de X̃. Afirmamos que π([U, σ]) es un
subconjunto abierto de YH : supongamos que π(cl(σ′)) ∈ π([U, σ]).
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(i) De la definición tenemos que π(cl(σ′ · τ)) ∈ π([U, σ]) para cualquier
τ contenida en U con τ(0) = σ′(1). Por lo tanto, π([U, σ′]) ⊂ π([U, σ]).

(ii) Otra observación que se sigue de la definición es que π(cl(σ)) ∈
π([U, σ′]).

De los dos incisos anteriores concluimos que π([U, σ′]) = π([U, σ]), por
lo tanto

(29) π−1(π([U, σ])) =
⋃
σ′

[U, σ′],

donde las σ′ cumplen que π(cl(σ′)) ∈ π([U, σ]). Por lo tanto π([U, σ]) es
abierto. Por lo tanto π : [U, σ]→ π([U, σ]) es un homeomorfismo, en particu-

lar π : X̃ → YH es un homeomorfismo local. Definamos pH : YH → X como
la aplicación que hace conmutar el siguiente diagrama:

(30) X̃
π //

p

��

YH

pH~~
X

es decir, manda a la clase de equivalencia de cl(σ) a σ(1), como p y π son
homeomorfismos locales pH también.

Veamos que YH es Hausdorff. Supongamos que cl(σ) no está identificado
con cl(σ′), entonces tenemos dos posibilidades, la primera es que σ y σ′

tienen puntos finales distintos, en este caso podemos tomar a dos abiertos
conexos y simplemente conexos U y U ′ que son ajenos y que tienen a dichos
puntos extremos. Podemos verificar que π([U, σ]) y π([U ′, σ′]) son ajenos. La
segunda posibilidad es que tengan los mismos puntos extremos, en este caso
podemos tomar un abierto U conexo y simplemente conexo y tendremos que
π([U, σ]) y π([U, σ′]) son ajenos.

Si σ es una curva en X con punto inicial x0 y cl(σs) es el levantamiento
de σ en el punto cl(x0) entonces π(cl(σs)) es un levantamiento de σ en
YH con punto inicial yH := π(cl(x0)). Por lo tanto pH tiene la propiedad de
levantamiento de curvas, luego por el Teorema 3.17 pH es un cubriente. Dado
un lazo σ basado en x0, vimos en la última parte de la prueba anterior que su
levantamiento a YH va a ser un lazo si y sólo si π(cl(σ)) = π(cl(x0)), esto es
si y sólo si cl(σ) ∈ H. Por lo tanto por el Corolario 3.12 pH∗(π1(YH , xH)) =
H. �

Siguiendo un argumento similar al que se dio después de la Definición
4.1 y aplicando el Teorema 3.15, tenemos el siguiente lema:

Lema 4.6 (existencia de levantamientos). Si X es localmente conexO por
trayectorias y Y1, Y2 son espacios conexos, además si p1 : Y1 → X y p2 : Y2 →
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X son mapeos cubrientes. Entonces existe un homeomorfismo que preser-
va fibras f : Y1 → Y2 que manda y1 en y2 si y sólo si p1∗(π1(Y1, y1)) =
p2∗(π1(Y2, y2)).

El siguiente resultado nos muestra la relación que existe entre las imáge-
nes bajo el homomorfismo p∗ de dos grupos fundamentales basados en puntos
que están en una misma fibra.

Lema 4.7. Sea p : Y → X un mapeo cubriente. Considere dos puntos y, y′

en la fibra de un punto x ∈ X. Si σ es una trayectoria que inicia en y y
termina en y′, entonces

(31) p∗(π1(Y, y′)) = cl(p ◦ σ)−1 · p∗(π1(Y, y)) · cl(p ◦ σ).

Demostración. Como ϕσ : π1(Y, y)→ π1(Y, y′) es un isomorfismo (ver De-
finición 2.10 y Teorema 2.11), π1(Y, y′) es igual a las clases de homotoṕıa de
lazos de la forma σ− · τ · σ con τ un lazo en y. Luego la imagen de π1(Y, y′)
bajo p∗ son clases de homotoṕıa de curvas de la forma p(σ)−1 · p(τ) · p(σ),
esto es justamente:

(32) cl(p ◦ σ)−1p∗(π1(Y, y)) cl(p ◦ σ).

�

Teorema 4.8 (La correspondencia de Galois). Sea X una variedad conexa y
x0 un punto en X, la correspondencia que asigna a un cubriente p : Y → X
el grupo p∗(π1(Y, y)) ⊂ π1(X,x0), para algún y ∈ Y en la fibra de x0, induce
una correspondencia uno a uno entre clases de isomorfismos de cubrientes
no ramificados conexos de X en clases de conjugación de subgrupos del grupo
fundamental de X basado en x0.

Demostración. Primero veamos que este mapeo está bien definido. Sean
p1 : Y1 → X y p2 : Y2 → X dos cubrientes isomorfos. Sean y1 y y2 en Y1

y Y2, respectivamente, contenidos en la fibra de x0, entonces existe un ho-
meomorfismo que preserva fibras f : Y1 → Y2. Este homeomorfismo induce
un isomorfismo en los grupos fundamentales, tenemos que f∗(π1(Y1, y1)) =
π1(Y2, f(y1)). Como p2∗ ◦ f∗ = p1∗ y la imagen de π1(Y2, f(y1)) bajo p2∗
es conjugado a π1(Y2, y2) según el Lema 4.7, se sigue que p1∗(π1(Y, y1)) es
conjugado de p2∗(π1(Y2, y2)).

La aplicación es suprayectiva por el Teorema 4.5. Veamos que es inyecti-
va. Supongamos que p1 : Y1 → X y p2 : Y2 → X son dos cubrientes tales que
para algunos y1 ∈ Y1 y y2 ∈ Y2 en la fibra de x0 cumplen que p1∗(π1(Y1, y1))
y p2∗(π1(Y2, y2)) son conjugados. Entonces existe σ con punto inicial y2 y
punto final algún y′ en la fibra de x0, tal que

(33) p1∗(π1(Y1, y1)) = cl(p ◦ σ)−1p2∗(π1(Y2, y2)) cl(p ◦ σ),



3. Transformaciones de cubierta 55

del Lema 4.7 se sigue que p1∗(π1(Y1, y1)) = p2∗(π1(Y2, y
′)), Por el Lema 4.6

existe un homeomorfismo que preserva fibras f : Y1 → Y2 que manda y1 a y′.
Por lo tanto la aplicación es inyectiva. Esto demuestra la correspondencia
uno a uno. �

3. Transformaciones de cubierta

Definición 4.9. Supongamos que X y Y son espacios topológicos y p : Y →
X es un mapeo cubriente. Una transformación de cubierta o transformación
deck del cubriente, es un homeomorfismo f : Y → Y que preserva fibras. Con
la operación composición de mapeos, el conjunto de todas las transforma-
ciones de cubiertas de p : Y → X forman un grupo el cual denotaremos por
Deck(Y/X). Si existe alguna confusión, entonces escribiremos explicitamente
Deck(p : Y → X) en lugar de Deck(Y/X).

Definición 4.10. Supongamos que X y Y son espacios de Hausdorff y
p : Y → X es un mapeo cubriente. El cubriente es llamado de Galois (los
terminos normal y regular son también usados comunmente) si para cual-
quier par de puntos y0, y1 ∈ Y con p(y0) = p(y1) existe una transformación
de cubierta f : Y → Y tal que f(y0) = y1, es decir, actúa transitivamente
en las fibras.

Observación 4.11. Por el Teorema 3.6 a lo más existirá una transformación
de cubierta f : Y → Y tal que f(y0) = y1.

Por el Corolario 3.16, si p : X̃ → X es el cubriente universal entonces es de
Galois.

Definición 4.12. Supongamos que X y Y son espacios topológicos, p : Y →
X es un mapeo cubriente y G ⊂ Deck(Y/X). Dos puntos y, y′ ∈ Y se dicen
equivalentes modulo G, si existe σ ∈ G tal que σ(y) = y′, es decir, están en
la misma órbita bajo la acción de G.

Teorema 4.13. Supongamos que X y Y son variedades conexas, q : Y → X
es un mapeo cubriente y p : X̃ → X es un cubriente universal. Sea f : X̃ → Y
el mapeo continuo que preserva fibras dada por la definición del cubriente
universal. Entonces f es un mapeo cubriente y existe un subgrupo G ⊂
Deck(X̃/X) tal que dos puntos x y x′ ∈ X̃ son mandados al mismo punto
por f precisamente si ellos son equivalentes modulo G.

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(34) Y

q

��
X̃

p //

f
??

X,
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podemos notar que f será un homeomorfismo local porque p y q lo son.
Veamos que f tiene la propiedad de levantamiento de curvas, considere una
curva σ en Y con punto inicial y0 y un punto x0 ∈ X̃ en la fibra de y0, puesto
que p : X̃ → X es un mapeo cubriente, existe un levantamiento σ′ ∈ X̃ con
punto inicial x0 de la curva q ◦σ entonces la curva f ◦σ′ y σ ∈ Y son ambos
levantamientos de la curva q ◦ σ y tienen el mismo punto inicial y0. Por lo
tanto son iguales. Por lo tanto es un cubriente. Sea G := Deck(X̃/Y ) este

es un subgrupo de Deck(X̃/X) porque f preserva fibras; puesto que X̃ es

simplemente conexa f : X̃ → Y es el cubriente universal de Y , entonces es
Galois por la Observación 4.11. Entonces f(x) = f(x′) precisamente si x y
x′ son equivalentes módulo G. �

Vamos a usar el Teorema 4.13 para determinar todos los espacios cu-
brientes del disco unitario perforado D∗ = {z ∈ C : 0 < |z| < 1}.

Teorema 4.14. Supongamos que X es una superficie de Riemann y f : X →
D∗ es un cubriente holomorfo no ramificado. Entonces se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

(i) Si la cubierta tiene un número infinito de hojas, existe un biholomor-
fismo ϕ : X → H de X al semiplano superior tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

(35) X
ϕ //

f   

H

exp(iz)~~
D∗

(ii) Si el cubriente es de grado finito con k hojas, entonces existe un
biholomorfismo ϕ : X → D∗ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

(36) X
ϕ //

f   

D∗

zk}}
D∗

Demostración. Puesto que exp(iz) : H → D∗ es el cubriente universal,
existe un mapeo holomorfo ψ : H → X tal que exp(iz) = f ◦ ψ(z). Sea G
subgrupo de Deck(H/D∗) obtenido del Teorema 4.13.

(i) Si G consiste sólo de la identidad, entonces ψ : H → X tiene grado
uno, por lo tanto es un biholomorfismo.

(ii) Sabemos que

(37) Deck(H/D∗) = {τn : n ∈ Z},
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donde τn : H → H es la traslación τn(z) = z + 2πn. Entonces si el grupo G
no es la identidad, existe un número natural k ≥ 1 tal que

(38) G = {τnk : n ∈ Z},

esto último es porque todos los subgrupos de los enteros son subgrupos
ćıclicos. Sea g : H→ D∗ el mapeo cubriente definido como g(z) = exp(iz/k)
entonces g(z) = g(z′) precisamente si z y z′ son equivalentes módulo G.
Entonces podemos definir un mapeo biyectivo ϕ : X → D∗ de tal manera
que el siguiente diagrama conmute:

(39) H
ψ

~~

g

!!
X

ϕ // D∗.
Puesto que ψ y g son biholomorfismos locales, ϕ es un biholomorfismo. Por
último checamos que el diagrama (36) es conmutativo: sea x ∈ X, y sea
z ∈ H tal que ψ(z) = x entonces ϕ(x)k = (ϕ ◦ ψ(z))k = g(z)k = exp(iz),
pero por hipótesis exp(iz) = f ◦ ψ(z) = f(x), por lo tanto f(x) = ϕ(x)k,
que es lo que queŕıamos probar. �

Teorema 4.15. Supongamos que X es una superficie de Riemann, D el
disco unitario y f : X → D un mapeo holomorfo propio que es no ramifica-
do en D∗. Entonces existe un número natural k ≥ 1 y un biholomorfismo
ϕ : X → D tal que el siguiente diagrama conmuta:

(40) X
ϕ //

f   

D

zk��
D

.

Demostración. Sea X∗ := f−1(D∗). Entonces f : X∗ → D∗ es un cubriente
holomorfo no ramificado. Por el teorema anterior hay un diagrama conmu-
tativo

(41) X∗
ϕ //

f !!

D∗

zk}}
D∗

.

para algún biholomorfismo ϕ : X∗ → D∗. Afirmamos que f−1(0) consiste
de sólo un punto. Suponga lo contrario que f−1(0) consiste en n puntos de
b1, . . . bn donde n ≥ 2, tomemos unas vecindades abiertas disjuntas Vi de
cada bi, por el Lema 3.18 existe un disco D(r) con centro en 0 y de radio r
contenido en D tal que

(42) f−1(D(r)) ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vn.
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Sea D(r)∗ = D(r)−{0}, puesto que f−1(D(r)∗) es homeomorfo a la preima-
gen de D(r)∗ bajo zk, este conjunto es conexo. Puesto que cada bi son pun-
tos de acumulación de f−1(D(r)∗), f−1(D(r)) es también conexo, pero esto
contradice (42). Por lo tanto f−1(0) tiene sólo un punto b en X. Entonces
definiendo ϕ(b) := 0, por el teorema de extensión de Riemann podemos ex-
tender de forma holomorfa a ϕ : X∗ → D∗ a un biholomorfismo ϕ : X → D
que hace el diagrama (40) conmutativo. �

4. Completación de cubrientes

Teorema 4.16. Supongamos que X es una superficie de Riemann, A ⊆ X
es un subconjunto discreto y cerrado y sea X ′ = X − A. Supongamos que
Y ′ es otra superficie de Riemann y π′ : Y ′ → X ′ es un cubriente holomorfo
propio no ramificado. Entonces existe una superficie de Riemann Y que
contiene a Y ′ y un cubriente holomorfo ramificado en A π : Y → X que
extiende a π′.

Demostración. Para cualquier a ∈ A escojamos una vecindad coordenada
(Ua, za) en X con las siguientes porpiedades za(a) = 0, za(Ua) es el disco
unitario en C, y Ua ∩ Ua′ = ∅ si a 6= a′. Sea U∗a = Ua − {a}. Puesto que
π′ : Y ′ → X ′ es propio, π′−1(U∗a ) consiste de un número finito de componen-
tes conexas V ∗aν , para ν = 1, ..., n(a). Para cualquier ν el mapeo π′ : V ∗aν → U∗a
es un cubriente no ramificado, digamos que su número de hojas es kaν . Por
el Teorema 4.14 existe un biholomorfismo ζaν : V ∗aν → D∗ de V ∗aν tal que el
siguiente diagrama conmuta

(43) V ∗aν
ζaν //

π′

��

D∗

ζkaν

��
U∗a

za // D∗

.

Ahora agreguemos unos puntos ideales paν , a ∈ A y ν = 1, · · · , n(a), es
decir, puntos distintos de algún conjunto ajeno a Y ′. Entonces en Y =
Y ′ ∪ {paν : a ∈ A, ν = 1, · · ·n(a)}, existe una topoloǵıa con la siguiente
propiedad. Si Wi, con i ∈ I es una base de vecindades de a, entonces

(44) {paν ∪ (π′−1(Wi)) ∩ V ∗aν}, i ∈ I,

es una base de vecindades paν y en Y ′ induce la topoloǵıa original. Este hace
a Y en un espacio de Hausdorff. Definamos π : Y → X, π(y) = π′(y) para y ∈
Y ′ y π(paν) = a. Por la definición de la topoloǵıa π es una función continua
y propia. Para convertir a Y en una superficie de Riemann, agreguemos a
las cartas de la estructura compleja de Y ′ las siguientes cartas. Sea Vaν =
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V ∗aν ∪ {paν} y sea

(45) ζaν : Vaν → D
la extensión del mapeo ζaν : V ∗aν → D∗ descritas anteriormente, que se ob-
tienen de definir ζaν(paν) = 0. Puesto que este último mapeo es un holo-
morfismo con respecto a la estructura compleja de Y ′, las nuevas cartas
ζaν : Vaν → D son compatibles con las cartas de Y ′. El mapeo π : Y → X es
holomorfo en Y ′ porque extiende a π′ y es holomorfo en las paν porque el
siguiente diagrama obtenido de (43) conmuta:

(46) V ∗aν
π′ //

ζaν
��

U∗a

za
��

D∗
ζkaν // D∗.

�

A continuación probaremos que la completación del cubriente que cons-
truimos en el teorema anterior es único salvo isomorfismo.

Teorema 4.17. Supongamos que X,Y y Z son superficies de Riemann y
π : Y → X, τ : Z → X son cubrientes holomorfos propios. Sea A ⊂ X un
subconjunto discreto y cerrado y sea X ′ := X − A, Y ′ := π−1(X ′) y Z ′ :=
τ−1(X ′). Entonces cualquier bioholomorfismo que preserva fibras σ′ : Y ′ →
Z ′ puede extenderse a un biholomorfismo que preserva fibras σ : Y → Z.
En particular cualquier transformación de cubierta σ′ ∈ Deck(Y ′/X ′) puede
extenderse a una transformación de cubierta σ ∈ Deck(Y/X).

Demostración. Supongamos que a ∈ A y (U, z) es una vecindad coorde-
nada de a tal que z(a) = 0 y z(U) es el disco unitario. Sea U∗ = U − {a}.
Además podemos asumir que U es suficientemente pequeño tal que π y τ no
tienen valores cŕıticos en U∗. Sean V1, · · ·Vn (respectivamente W1, · · · ,Wn)
componentes conexas de π−1(U) (respectivamente de τ−1(U)). Entonces
V ∗ν := Vν − π−1(a) (resp. W ∗µ := Wµ − τ−1(a)) son las componentes co-

nexas de π−1(U∗) (respectivamente τ−1(U∗)). Puesto que σ′ : π−1(U∗) →
τ−1(U∗) es biholomorfismo y n = m y uno puede reenumerar de tal mane-
ra que σ′(V ∗ν ) = W ∗ν . Puesto que π : V ∗ν → U∗ es un cubriente holomorfo
no ramificado, Vν ∩ π−1(a) (respectivamente Wν ∩ τ−1(a)) consiste por el
Teorema 4.15 de exactamente de un punto bν (respectivamente cν) enton-
ces σ′ : π−1(U∗) → τ−1(U∗) puede continuarse biyectivamente al mapeo
σ : π−1(U)→ τ−1(U) que asigna a bν el punto cν , por el Teorema de Exten-
sión de Riemann es un biholomorfismo. Si uno ahora aplica la construcción
a cualquier punto a ∈ A, entonces uno obtiene la continuación σ : Y → Z
que se buscaba. �
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