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Introduccion

La Teorfa de las superficies de Riemann ocupa un lugar muy especial en
las matematicas, ya que se encuentra en la interseccion de varias areas, tales
como el andlisis, la topoldgia algebraica, la geometria Riemanianna, entre
otros. Estos objetos son una herramienta muy 1til en la teoria de funciones
holomorfas y a su vez pueden servir como un modelo donde se puede obtener
intuicién para el estudio de objetos mas generales.

Las superficies de Riemann fueron introducidas por Bernhard Riemann
en su célebre articulo Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Functio-
nen einer veranderlichen complexen Grdsse en 1851 con el fin de extender
el dominio de una funcién multivaluada de tal manera que en este espacio
dicha funcién sea bien definida.

Posteriormente la teoria fue desarrollada por otros grandes matematicos
tales como: A. Hurwitz, H. Poincaré, P. Kébe, entre otros, y actualmente
es una rama cuya investigacién sigue siendo muy activa. Por ejemplo las
Teorias de los grupos klenianos, de las curvas algebraicas, de los espacios de
Teichmiiller, son algunas areas que se estudian por medio de superficies de
Riemann.

Uno de los problemas abiertos més importantes en esta area que no ha
sido resuelto satisfactoriamente en su totalidad es el problema de Hurwitz. A
grandes rasgos este problema trata sobre la relacién entre la combinatoria y
cubrientes ramificados de la esfera de Riemann. Otro tema que ha cobrado
mucha importancia tltimamente en esta teoria son los cubrientes ramificados
de la esfera de Riemann con tres valores criticos llamados funciones de Belyi.
Esto gracias a que A. Grothendieck descubrié una correspondencia entre
ciertas graficas encajadas en superficies con datos combinatorios llamados
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8 Introduccion

desins d’enfants y superficies de Riemann aritméticas. Estas ultimas son
aquellas que pueden representarse como curvas algebraicas con coeficientes
en un campo numerico. La correspondencia fue obtenida gracias al teorema
de Belyi que caracteriza a las superficies aritméticas precisamente como
aquellas que admiten una funcién meromorfa con tres valores criticos.

Los temas anteriores nos sirvieron de inspiraciéon para este trabajo, cuyo
objetivo es entender la teoria basica de cubrientes ramificados de superficies
de Riemann. Nos basamos principalmente en el libro de O. Forster, Compact
Riemann surfaces. En esta tesis desarrollamos a detalle los teoremas y ejem-
plos, reescribimos algunas desmostraciones he incluso hemos apegado lemas
para hacer las demostraciones méas claras. Se entendié y escribié con mas
detalle los teoremas y ejemplos, en algunos casos se reescribié la prueba, o se
agregaron unos lemas donde lo consideramos necesario para tratar de hacer
més clara la prueba. A continuacién describiremos brevemente el contenido
de este trabajo.

En el primer capitulo daremos la definicién de superficie de Riemann, y
algunos ejemplos tales como la esfera de Riemann y el toro complejo. Después
mencionaremos algunas propiedades sobre aplicaciones holomorfas como el
Teorema de identidad y el Teorema de mapeo abierto. Terminaremos este
capitulo con el Teorema del comportamiento local de mapeos holomorfos, el
cual nos dice que todo mapeo holomorfo entre dos superficies de Riemann

se comporta localmente como una funcién de la forma z*.

En el segundo capitulo daremos algunas propiedades de homotopias en-
tre curvas, hablaremos sobre el grupo fundamental de un espacio topoldgico
con respecto a un punto. Para finalizar estudiaremos algunas propiedades de
la aplicacion inducida en los grupos fundamentales por una funcién continua
entre dos espacios topologicos.

En el tercer capitulo, con ayuda del teorema de comportamiento local,
introduciremos la nocién de punto y valor critico de un mapeo holomorfo.
Después daremos un ejemplo de un mapeo holomorfo no ramificado. Poste-
riormente estudiaremos propiedades de levantamientos de mapeos como el
Teorema de unicidad de levantamientos y el Teorema de levantamiento de
curvas homotopicas. Introduciremos la definicién de mapeo cubriente y de-
mostraremos que todo mapeo cubriente tiene la propiedad de levantamiento
de curvas; ademds daremos algunas condiciones para que un mapeo sea cu-
briente. Definiremos a un cubriente ramificado como un mapeo holomorfo
propio no constante entre dos superficies de Riemann. Probaremos que la
nocién del grado estd bien definido para tales mapeos, es decir, el nimero
de preimégenes contadas con multiplicidad es constante. Como una pequena
aplicacién probaremos el Teorema fundamental del dlgebra.
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En el capitulo cuatro construiremos el cubriente universal de cualquier
variedad conexa. En particular una superficie de Riemann tendrd un cubrien-
te universal que admite una estructura compleja que hace al mapeo cubriente
un mapeo holomorfo. Uno de los principales teoremas de este capitulo es el
Teorema de correspondencia de Galois, el cual nos da una correspondencia
uno a uno entre clases de isomorfismos de cubrientes conexos y clases de
conjugacién de subgrupos del grupo fundamental de una variedad conexa.

Estudiaremos algunas propiedades del grupo de transformaciones de cu-
bierta de un mapeo cubriente, y determinaremos los espacios cubrientes del
disco perforado. Con esto probaremos que todo mapeo holomorfo propio de
una superficie de Riemann al disco con un sélo valor critico es isomorfo como
cubriente ramificado a una aplicacién de la forma z*. Para finalizar estudia-
remos algunas propiedades de completacién de cubrientes ramificados.






Capitulo 1

Superficies de Riemann

1. La definicion de una superficie de Riemann

En esta seccién introduciremos el concepto de superficie de Riemann y
explicaremos detalladamente la construcciéon de la esfera de Riemann y el
toro complejo, como ejemplos de superficies de Riemann.

Sea X un espacio topolégico, un atlas holomorfo A de X es un conjunto
de homeomorfismos, llamados cartas, ¢: U — U’ de un abierto U de X a
un abierto U’ del plano complejo, tal que sus dominios forman una cubierta
abierta de X y que ademds satisfacen la siguiente condicién de compati-
bilidad: dadas dos cartas p: U — U’ y ¢¥: V — V', con UNV # (), la

funcion
(1) Yo lipUNV) = p(UNV)

es holomorfa (ver Figura [I]). Estas funciones son conocidas como cambios
de coordenada del atlas. Usualmente, las cartas se denotaran simplemente
por (U, ¢) sin escribir explicitamente su codominio. Una estructura compleja
A de X es un atlas holomorfo de X que es mazimal, esto significa que si
una carta es compatible con cada una de sus cartas entonces dicha carta
ya estaba en el atlas. Con lo anterior ya podemos definir el concepto de
superficie de Riemann.

Definicién 1.1. Una superficie de Riemann es una pareja (X, .A) que con-
siste de un espacio topoldégico X Hausdorff, conexo y A una estructura
compleja sobre X.

Si A es un atlas holomorfo de X, considere el conjunto A formado por
todas las cartas que son compatibles con cada carta de A, veamos que A

11



12 1. Superficies de Riemann

Figura 1. Un cambio de coordenada.

también es un atlas de A: sean (U, ), (V,9) € A tales que UNV # 0,
tenemos que verificar que la funcién definida en la ecuacion (|1f) es una funcién
holomorfa. Sea p € U NV, como A es un atlas, existe una carta compleja
(W,¢') € A tal que p € W, (W, ¢') es compatible con las cartas anteriores
por la definicién de A, entonces 1 o /=1 es holomorfa en ¢'(p) y ¢’ o o1
es holomorfa en ¢(p), por lo tanto la composicién 1 o ¢! es holomorfa en
©(p). Esto concluye la prueba.

Por otra parte, supongamos que A’ es una estructura compleja de X que
contiene a A, entonces cada carta de A’ es compatible con cada carta de A,
luego por definicién de A, A" C A. Por un argumento similar usado en el
parrafo anterior podemos notar que las cartas de A son compatibles con las
cartas de A’, de la maximalidad de A’ se sigue que A C A’, por lo tanto
A = A’. Resumimos todo lo anterior en la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2. Cualquier atlas holomorfo de X estd contenido en una
unica estructura compleja de X .

2. Ejemplos basicos

Por lo anterior, para definir una superficie de Riemann basta dar un
atlas holomorfo, sobreentendiéndose que la superficie de Riemann es la que
se obtiene al completar el atlas dado. A continuacién daremos unos ejemplos
béasicos:

Ejemplo 1.3. El plano complejo C es de forma natural una superficie de
Riemann, cuyo atlas estd formado por la tnica carta (C,1d). Si p: U —» V
es un biholomorfismo entre dos abiertos de C, la composiciéon ¢ = Id oy es
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holomorfa, por lo tanto la estructura compleja de C consiste de todos los
biholomorfismos entre sus abiertos.

Ejemplo 1.4. Dado S una superficie de Riemann y U es una regidn de S,
es decir, un abierto y conexo, entonces U es naturalmente una superficie de
Riemann cuyas cartas son las restricciones de las cartas de S.

Ejemplo 1.5 (La esfera de Riemann). Sea co un punto que no estd en
el plano complejo C, consideremos el conjunto C U {oo} con la siguiente
topologia: U serd un subconjunto abierto si es un abierto usual de C o es
de la forma (C — K) U {oo} para algiin subconjunto compacto K de C. Este
espacio topoldgico es llamado la esfera de Riemann y sera denotado por C.
Por definicién, este espacio es compacto, ademds los siguientes conjuntos
abiertos Uy := C y U; := C* U {oo} cubren a C, donde C* = C — {0}, por
lo tanto también resulta conexo. También puede verificarse facilmente que
este espacio es Hausdorff.

Por otra parte, defina el mapeo ¢g: Uy — Uy como la funcién identidad
y el mapeo ¢1: Uy — Uy como

1/z siz# o0

0 Sl z = 00.

(2) p1(z) = {

Afirmamos que 1 es un homeomorfismo. Observe que ¢1: C* — C* es
biholomorfismo en U; — {oo}, por lo tanto basta ver que es continua en oo y
que su inversa es continua en cero: tomemos una vecindad V alrededor del
cero contenida en Uy, entonces existe n > 0 tal que D(0,1/n) C V, por lo
tanto ¢ (D(0,1/n)) C (V) pero ¢ (D(0,1/n)) = (C—D(0,n))U{sc},
por lo tanto ¢; es continua en infinito. Por otro lado, si V' es una vecindad
abierta de infinito contenida en U; entonces V = (C — K) U {o0}, para
algin subconjunto compacto K del plano, entonces existe n > 0 tal que
K C D(0,n), entonces la preimagen de V bajo (pl_l contiene a D(0,1/n),

por lo tanto gpfl es continua en cero. Esto concluye la prueba.

Note que las cartas g y @1 son compatibles ya que la aplicacién ¢ o
¢y ' (2) = 1/z es holomorfa en o (UyNU;) = UyNU;. Por lo tanto estas indu-
cen una estructura compleja para la esfera de Riemann y nos proporcionan
el primer ejemplo de superficie de Riemann compacta.

Ejemplo 1.6 (El toro complejo). Fijemos wi,ws € C linealmente indepen-
dientes sobre R, la reticula I' generada por wy y wo se define como:

I = Zw; + Zws = {nwi + mws: n,m € Z}.

Diremos que dos nimeros complejos z, 2’ € C son equivalentes médulo T, si
z—2' €T.Sea C/T el conjunto de todas las clases de equivalencia 'y 7: C —
C/T la proyeccién canénica, es decir, el mapeo que asocia a cada punto
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z € C su clase de equivalencia modulo I'. Mediante 7: C — C/I" podemos
dotar a C/T" con la topologia cociente, por definicién en esta topologia un
subconjunto U C C/T es abierto si y sélo si #~1(U) C C es abierto.

De la definicién podemos observar que 7w es suprayectiva y continua,
ademads es una aplicacién abierta, ya que si V' C C es abierto,

m x(vV) = [ w+ V).

wel’

Note también que cada punto z € C donde 7 es inyectiva, por ejemplo,
el disco D(z,€/2) donde € > 0 satisface que I' N D(0,¢€) = {0} por lo tanto
7 es un homeomorfismo local.

Claramente C/T" es conexo, veamos que también es compacto. Conside-
remos el paralelogramo

P = { w1 + pwa: A\, € [0,1]},

éste es compacto ya que es un subconjunto cerrado y acotado del plano. Por
lo tanto para verificar que C/T" es compacto basta probar que w(P) = C/T.
Sea [z] € C/T', como w; y ws generan a C como un R-espacio vectorial,
existen a y b € R tal que z = aw; + bwe; notemos que cualquier niimero
real x se expresa de forma tnica como suma de un nimero entero con un
ntmero en [0, 1), éste tltimo se conoce como la parte fraccionaria de x y se
denota por {z}. Entonces podemos concluir que

(3) [2] = [{a}wr + {b}wo]
el cual estd en la imagen del paralelogramo.

Ahora veremos que C/I' es Hausdorff. Sean [z1], [22] € C/T tal que
[21] # [22], por (3) podemos suponer que z; y z2 estdn en el paralelogramo
semicerrado, existe una traslacién T'(z) = z + a, con a € C suficientemente
pequena que lleva a estos dos puntos en el interior del paralelogramo (ver
Figura , esta traslacién induce un mapeo T: C/T' — C/T en el cociente
dado por T([2]) = [z + a], es decir, T hace conmutar el siguiente diagrama:

(4) C C
gr T J;

Como 7 es un homeomorfismo local T también lo es y claramente es bi-
yectiva, por lo tanto es un homeomorfismo. Como 7 es un homeomorfismo
restringido al interior del paralelogramo existen dos vecindades ajenas V;
y Vo de T([z1]) v T([22]), respectivamente, luego T_l(Vl) y T_I(VQ) son
vecindades ajenas que separan a [21] y [22] ya que T es un homeomorfismo.
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Figura 2. Una traslacién de dos puntos en las aristas.

Por tltimo daremos una estructura compleja a C/T". Suponga que V
es un abierto donde 7 es inyectiva, entonces ¢ = 7 ': (V) — V es
una carta compleja. Considere el conjunto A formado por todas las car-
tas complejas obtenidas de esta manera, veamos que cualesquiera dos cartas
(U1, 1), (Ua, p2) € A son compatibles. Si Uy N Uy # () quisiéramos ver que
el siguiente mapeo es holomorfo

Y= g0 ()01_13 SOI(Ul N UQ) — (pQ(Ul N UQ)

Sea 29 € 1 (U NUs) se tiene que m(¢(2)) = ¢ '(2) = 7(z), por lo tanto
Y(z)—z €T, como I es discreto y ¥ es continua, (z) —z: p1(U1NUz) = T
es constante en la componente conexa de ¢1(U; N Usz) que contiene a zp,
entonces existe w € I" tal que 1(z) —z = w en dicha componente, luego ¥ (z)
es holomorfa en una vecindad de z.

En conclusién, el toro complejo nos da otro ejemplo de superficie de
Riemann compacta, de hecho, tenemos una familia ya que tenemos un toro
por cada reticula del plano.

3. Aplicaciones holomorfas

En esta secciéon vamos a introducir la definicién de mapeo holomorfo
entre superficies de Riemann, y estudiaremos algunas de sus propiedades.

Definiciéon 1.7. Sean S y R dos superficies de Riemann, una aplicacién
continua f: S — R es un mapeo holomorfo si para cada punto p € S
existen cartas (U, ) y (V,4) alrededor de p y f(p), respectivamente, tales
que la siguiente composicion es holomorfa

(5) bofop lipUNfTHV)) = p(V).
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Una aplicacién f: R — S es llamado biholomorfismo si esta es biyectivo
y holomorfo. Dos superficies de Riemann R y S son isomorfas o conforme-
mente equivalentes si existe un biholomorfismo f: R — S entre ellas.

De la definicién podemos verificar que si f: S — R es holomorfa entonces
para cualesquiera cartas (U,¢) y (V,9) en S y R tales que U N f~1(V) es
no vacio, la composicién

(6) Yo foptipUNfHV)) = ¢(V)

es holomorfa.

Definicion 1.8. Los mapeos holomorfos de una superficie de Riemann S
al plano complejo. Son llamadas funciones holomorfas sobre S. Al conjunto
de ellas se le denota como O(S). Los mapeos holomorfos a C son llama-
dos funciones meromorfas sobre S. El conjunto de funciones meromorfas es
denotado por M(S).

Si Ry .S son dos conjuntos, el igualador de dos aplicaciones f,g: S — R,
se define como

(7) eq(f,g) = {p € S|f(p) = g9(p)}-

Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico S, denotaremos por der(A)
al conjunto de puntos de acumulacién de A. Observe que si X es un espacio
topolégico cuyos puntos son cerrados entonces der(A) siempre es cerrado.

Proposiciéon 1.9. Sean R y S espacios topoldgicos, con R Hausdorff. Si f
y g son funciones continuas de S a R, entonces eq(f,g) es cerrado. Por lo
tanto f y g son iguales si coinciden en un conjunto denso de S.

Demostracién. Para ver que eq(f, g) es cerrado, necesitamos ver que con-
tiene a sus puntos de acumulacién. La demostracion procede por contradic-
cién. Sea z un punto de acumulacién de eq(f,g), supongamos que f(z) #
g(z), entonces como R es Hausdorff, existen dos abiertos ajenos U y V' de
R tales que f(z) € Uy g(z) € V, entonces z € f~Y(U) y z € g1 (V)
asi z € f~Y(U)N g (V) = W por lo que W es un abierto que contie-
ne a r y estd contenido en el complemento de eq(f,g), entonces x no es
un punto de acumulacién de eq(f,g). Por tanto f(z) = g(z), por tanto

der(eq(f,g)) C ea(f,9)- O
Proposicién 1.10 (Teorema de Identidad). Sean f y g dos mapeos ho-

lomorfos de (S, A) a (R,B) superficies de Riemann. Si der(eq(f,g)) # 0,
entonces eq(f,g) = S.

Demostracién. Sea p un punto de acumulacién de eq(f, g), por la Propo-
sicién f(p) = g(p). Sean A y B estructuras complejas de S y R respec-
tivamente. Existe una carta (¢,V) € B tal que g(p) = f(p) v f(p) € V,
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dado que A es maximal podemos elegir una carta (¢,U) tal que p € U y
U C f~1(V), entonces o fop™': p(U) = (V) y pogop™: p(U) — (V)
son funciones holomorfas y coinciden en el conjunto ¢(eq(f,g) NU), el cual
tiene un punto de acumulacién en ¢(p). Usando el Teorema de Identidad
para funciones holomorfas con dominio un subconjunto de C (ver [Ah66]
§4.3.2), concluimos que ¢o fop ™! =1 ogop~! en p(U), por lo tanto f = g
en U. Por lo tanto der(eq(f,g)) es abierto. Pero sabemos que también es
cerrado, y como S es conexo se sigue que der(eq(f,g)) = S, por consiguiente

=g U

Proposicién 1.11 (Teorema de mapeo abierto). Si f: S — R un mapeo ho-
lomorfo no constante entre superficies de Riemann, entonces f es un mapeo
abierto, es decir, manda abiertos en abiertos.

Demostraciéon. Sean Ay B estructuras complejas de S 'y R respectivamen-
te. Sea W abierto de S, sea p € W tal que f(p) € f(W), entonces hay una
carta (1, V) € B tal que f(p) € V. Como A es maximal, podemos tomar
una carta (p,U) € Atalque p € Uy U C W N f~1(V), de esta manera, la
funcion
bo fop i) = (V)

es holomorfa. Por el Teorema de la identidad como f no es constante, esta
composicién no puede ser constante. Asi por el Teorema del mapeo abierto
para funciones holomorfas con dominio un subconjunto de C(ver [Ah66]
§4.3.3), la funcién ¢ o f o o~ ! es abierta.

FU) = 7o fo=') o (p(U))) es abierto y f(p) € f(U) S F(W),

pues U C W; por lo tanto f es un mapeo abierto. O

Teorema 1.12. [§ Sea f: S — R un mapeo holomorfo no constante entre
dos superficies de Riemann. Entonces tenemos las siguientes propiedades:

i) Suprayectividad. El mapeo f es suprayectivo. Por lo tanto si S es
compacta R también.

ii) Preimdgenes discretas. Para cualquier y € R la preimagen f~1(y) es
un subconjunto discreto de S. Por lo tanto si S es compacta f~(y)
es finito.

iii) Principio del mdzimo. Si f: S — C es una funcion holomorfa, en-
tonces el valor absoluto de f no alcanza su mdzimo.

Demostracién. (i) Como f(S) es compacto y R es Hausdorff, f(S) es
cerrado. Y por el teorema del mapeo abierto f(S) es abierto. Como R es
conexo, entonces f(S) = R.

(ii) Es suficiente verificar el caso para cuando f~'(y) # 0. Si f~'(y)
tuviera un punto de acumulacién, el Teorema de identidad nos diria que f
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es la funcion constante y. Por ultimo, todo conjunto infinito en un compacto
tiene un punto de acumulacién, por lo tanto f~!(y) es finito si S es compacto.

(iii) Supongamos que existe un punto a € S tal que r = |f(a)] =
sup{|f(p)| : p € S}, es decir, |f| alcanza su maximo en a, entonces f(S) es
abierto por el teorema del mapeo abierto, y f(S) C K con K := {z € C:
|z| <r} y estd en el interior de K. Esto contradice lo que supusimos de que
f(a) € OK. O

Se sigue del primer inciso del Teorema que las superficies de Riemann
compactas no admiten funciones holomorfas no constantes.

Diremos que una carta ¢: U — V estd centradaenasia € Uy ¢(a) = 0.

Teorema 1.13 (Comportamiento local de mapeos holomorfos). Suponga-
mos que X y Y son superficies de Riemann y f: X — Y es un mapeo
holomorfo no constante. Sean a € X y b= f(a). Entonces existe un entero
k>1uycartas o: U -V en X yo: U — V' enY centradas en a y b
respectivamente tal que f(U) C U’ y el siguiente diagrama conmuta:

®) vty

S

V==V

Demostracién. Por la maximalidad de la estructura compleja podemos
encontrar cartas p1: Uy — Vi en X y¢: U — V' en Y centradas en a y b
tal que f(Uy) C U'. Se sigue del Teorema de identidad que la funcién

(9) fi=vofopr': iV CC

es no constante. Puesto que f1(0) = 0, existe un & > 1 tal que f1(2) = 2¥g(2),
donde g es una funcién holomorfa en V; con ¢(0) distinto de 0. Entonces
existe una vecindad contenida en V} de 0 y una funcién holomorfa h en esta
vecindad tal que h¥ = g. La derivada de la funcién a(z) := zh(z) no se anula
en 0. Por lo tanto existe una vecindad V5 de 0 en donde es un biholomorfismo
a una vecindad abierta V' de 0. Entonces obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo:

(10) v—u Lo

P1 l P1 l lw
zh(z)

k
a 1 z7g(2) V!
Donde U = ¢;*(Va) y i: U — U es la inclusién. Si definimos ¢: U — V
como ¢ = « o @1, tenemos por la construccion del mapeo, el diagrama
conmuta. O
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Observacion 1.14. El nimero k en el teorema anterior puede caracterizarse
de la siguiente manera. Para cualquier vecindad Uy de a existen vecindades
UcCUydeay W deb = f(a) tal que el conjunto f~!(y) N U contiene
exactamente k elementos para cualquier punto y € W, y # b. El nimero k
es llamado la multiplicidad de f en a y se denota por mult,(f).






Capitulo 2

El grupo fundamental

1. Homotopia de curvas

En esta seccién presentaremos algunos resultados de homotopia de cur-
vas para poder dar la definicién de grupo fundamental de un espacio to-
poldgico y algunos ejemplos sencillos.

Sea X un espacio topoldgico, por definicion una trayectoria o curva en
X es una aplicacién continua u: [0,1] — X; si a = u(0) y b = u(1) diremos
que u conecta a a con by diremos que a es el punto incial y b es el punto final
de u. Recordemos que un espacio topoldgico X es conexo por trayectorias
si para cualesquiera dos puntos de X existe una trayectoria que los une, es
decir, que tiene a uno como punto inicial y al otro como punto final. Ademés
se dice que X es localmente conexo por trayectorias (LCT) si para cualquier
punto z € X y cualquier vecindad V' de x existe una vecidad abierta U de
x, conexa por trayectorias, tal que U C V. Por ejemplo, las superficies de
Riemann tienen esa propiedad.

En general la conexidad por trayectorias no es equivalente a la conexidad,
pero cuando X es LCT, dichos conceptos son equivalentes: supongamos que
X es conexo, y suponga que p y g son dos puntos en X que no se pueden
conectar, defina U como el conjunto de puntos de X que se pueden conectar
con p, y U’ los puntos que no se pueden. Note que U y U’ son abiertos,
ajenos, no vacios y X = UUU’ por lo tanto U y U’ forman una desconexién
de X, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto la conexidad implica la
conexidad por trayectorias. La otra implicaciéon siempre se tiene.



22 2. El grupo fundamental

Definicion 2.1. Sea X un espacio topoldgico y a, b € X. Una homotopia
entre dos trayectorias u y v que conectan a con b, es una familia de trayec-
torias ug: [0, 1] — X que satisface las siguientes propiedades:

i) La aplicacién [0,1] x [0,1] — X dada por (¢,s) — us(t) es continua,
con s € [0,1].

i) up=uyu =v.
iii) us conecta a con b.

Escribiremos u ~ v para denotar que v es homotdpica a v.

b

Figura 1. Homotopia entre u y v.

Teorema 2.2. Suponga que X es un espacio topoldgico ya, b € X. Entonces
la nocion de homotopia es una relacion de equivalencia en el conjunto de
todas las trayectorias que conectan a con b.

Demostraciéon. La simetria y la reflexividad son claros, ya que si ug es una
homotopia entre u y v, u}, = uj_s es una homotopia entre v y u. Adem4s,
dada una trayectoria u, us = u es una homotopia entre u y si misma. Su-
ponga que u ~ v y v ~ w, entonces existe us una homotopia entre u y v, y
vs una homotopia entre v y w, defina

. Ju2s®)  sitelo, 3]
T et site[d1

esta aplicacién recorre en la primera mitad del tiempo la primera homotopia
y la segunda homotopia en la mitad restante. Afirmamos que la aplicacién
anterior es una homotopia entre v y w. Tenemos para empezar que wg = u
y w1 = w. Ademds w(0) = a y w(l) = b, es decir, preservan los puntos
extremos. So6lo falta ver que la aplicacién (t,s) — ws(t) es continua. La
aplicacién esté bien definida porque si s = %, ws(t) = v(t). Sabemos que la
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aplicacién anterior es continua en [0, 1] x [0, %} porque us es una homotopia.
Andlogamente se tiene la continuidad en [0,1] x [1,1]. O

Si u es una curva que conecta a con b denotaremos su clase de homotopia
como cl(u). Decimos que una funcién continua ¢: [0,1] — [0,1] es una re-
parametrizacion de una curva u: [0,1] — X si ¢ fija al 0 y al 1. El siguiente
lema nos dice que una reparametrizacién de una curva es homotopica a la
original.

Lema 2.3. Sea u: [0,1] — X wuna curva en X y ¢:[0,1] — [0,1] una
reparametrizacion de u, entonces la curva uo ¢ es homotopica a .

Demostracién. Considere la siguiente curva:

us(t) = u((1 = s)t + sp(t))

claramente la aplicacién (¢, s) — ug(t) es continua. Note que

Uy = U, U =UOY
us(0) = u(0), us(1) =u(l).
Entonces us es una homotopia entre u y w o . (]

Definicion 2.4. Suponga que a,b y ¢ son tres puntos en un espacio to-
polégico X, u: [0,1] — X una curva que conecta a con ¢y v: [0,1] — X
una curva que conecta c¢ con b.

i) El producto de las dos curvas u - v: [0,1] — X se define como:
2t it € (0,5
Wy {10 sre
v(2t—1) sitels,1],

esta curva recorre en la primera mitad del tiempo u y en la segunda
mitad del tiempo v.

ii) La curva inversa de u, u™ : [0, 1] = X que conecta b con a, se define
como:

u (t) =u(l—1)
para cualquier ¢ € [0, 1].

u - v b
C
(a) (b)

Figura 2. Operaciones de curvas.
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Lema 2.5. Siug: [0,1] = X y u}: [0,1] = X son dos familias de aplica-
ciones tal que (t,s) — us(t) y (t,s) — ul(t) son continuas y us - u estd
bien definida, entonces la aplicacion (t,s) — us - uly es continua.

Demostracién. Por definicién de producto de curvas para cada s, tenemos

Lo fual2t) sitelo,1]
us - ug(t) = {u’s(%—l) site [%7:2[]

Como la aplicacién (¢, s) — us(t) es continua, tenemos que (¢, s) — us(2t)
es continua en el cerrado [0, 5] x [0, 1], de igual manera u/,(2t— 1) es continua
en el cerrado [,1] x [0,1], ya que es una composicién de dos funciones
continuas. Entonces (t,s) — ug - u}(t) es continua en dos cerrados que

cubren al dominio [0, 1], por lo tanto us - v/, es continua, ver Figura ]

Up

ug
Us
/
us
Uy
uy

Figura 3. Producto de dos familias de curvas.

Observacidén 2.6. Como consecuencia del lema [2.5] tenemos que dadas dos
curvas u,v: [0,1] = X homotépicas de a a by dos curvas u’,v’: [0,1] = X
homotépicas de b a ¢, entonces u-u’ ~ v-v'. Para esto considere el producto

/ o US(2t) sit € [0’ l]
Ug - Us(t) = {u’S(Qt— 1) site [%E]

Por el Lema la aplicacién (s,t) — us - u) es continua. Ademds se
preservan puntos iniciales y finales

0) = us(0) =a,
1) = d@-1)=c

/
Ug - U
/
Ug - U
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Y también se cumple que

/

up - uy = u-u,
/ /

up-uy = v

Por tanto, us - u/, es una homotopia entre u - v’ y v - v’

Ademas si ug es una homotopia entre u y v, entonces u; es una homo-
topia entre v~ y v™.

Suponga que X es un espacio topolégico y a € X. Una curva constante
a simplemente serd una curva u: [0,1] — X tal que u(t) = a para todo
t €0,1].

Teorema 2.7. Supongamos que X es un espacio topologico y a,b,c,d € X.
Suponga que u,v,w: [0,1] = X son curvas en X tales que

u(0) =a, wu(l)=5b=wv(0),
v(l) =c=w(0), w(l)=d,
entonces existen las siguientes homotopias:
i)a-u~ur~u-b.
i) u-u” ~a.

i) (vw-v) - w~wu-(v-w).

Demostracién. Sean a,b,c € X. Sean u,v,w: [0,1] — X curvas en X.

i) Observe que a - u es una reparametrizacién de u donde

[0 sitelo,3]
90(’5)_{ 2t —1 sitel[l1].

Luego a - u ~ u por el Lema Andlogamente u ~ wu - b es una
reparametrizacion de u, donde la reparametrizacién es

_f2t sitelo,]]
“D(t)_{1 site[d,1].

u(t) site]o,s]
u(s) site[s,1].

(11) us(t) = {

La aplicacién (¢, s) — us(t) es continua ya que si t > s implica que
(t,s) — u(s), si t < s entonces (t,s) — u(t), si s = ¢ entonces
u(t) = u(s). Por lo tanto (¢,s) — ug () es continua, entonces por
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el Lema us - uy (t) es continua. Ademds es una homotopia entre
ayu-u_, pues satisface lo siguiente:

Sis=0 wug-uyg(t) a-a=a.
Sis=1 w-uj(t) = uw-u.
Ademas wus - ug (0) us(0) = u(0) = a.

us-ug (1) = ug (1) =us(0) = a.

iii) Por el Lema basta probar que una es reparametrizacion de la
otra. Por un lado tenemos que

u(4t) sitel0,1]

(u-v)-w(t)=Svdt—1) sitels,3]

(w(2t—1) site[3,1]
Defina ¢: [0,1] — [0, 1] como sigue:

(5t sitelo,3]

(13) ety =qt—3 site[},?]

2t—1 site[31]

Esta funcién esta bien definida en el intervalo [0, 1], ademés ¢(0) = 0,
(1) = 1. Entonces al componer con (|13) tenemos

u(4p(t)) sitelo, %]

(u-v)-wop(t) = Svldpt)—1) site [%, %]

w(2p(t) —1) site [%, 1]

(u(2t) site 03]

= qu(dt—2) sitel[l, 3]

w4t —3) site[2,1]

= u-(v-w)(t).
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Por el Lema [2.3| tenemos que (u-v) - w ~u- (v- w).

2. Clases de homotopia de lazos

Definicién 2.8. Una curva u: [0,1] — X en un espacio topoldgico X es
llamada lazo basado en a si u(0) = u(1) = a. Un lazo basado en a serd
llamado nul-homotdpica si ésta es homotdpica a la curva constante a, (ver
Figura |4)).

a

Figura 4. Lazo basado en a.

Teorema 2.9. Supongamos que X es un espacio topoldgico ya € X. El con-
Junto w1 (X, a) de clases de homotopias de lazos en X basados en a forman
un grupo bajo la operacion cl(u) - cl(v) == cl(u - v), inducida por el producto
de curvas. Este grupo es llamado el grupo fundamental de X basado en el
punto a.

Demostracién. Sean u, v, u',v": [0,1] — X lazos basados en a en el espacio
topolégico X, tales que u ~ v/, y v ~ v'.

i) Por la Observacién[2.6/u-v ~ -0/, cl(u-v) = cl(v’ - v') por lo tanto
la operacién no depende de los representantes.

ii) El neutro es cl(a), pues
cl(u)cl(a) = cl(u-a)
= cl(u).
iii) El inverso de cl(u) serd cl(u™), ya que se satisface lo siguiente:
c(u) - cl(u™) = cl(u-u™)
= cl(a).
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iv) Asosiatividad:
cl(u)(cl(v) cl(w)) = cl(u-(v-w)
= d((u-v) w
= cl(u-v)cl(w)
= (cl(u) cl(v)) cl(w).

Por lo tanto 71 (X, a) es un grupo. O

)
) por el Teorema [2.7]iii)

Definicién 2.10 (Dependencia del punto base). Sea X un espacio topolégi-
co y w una curva que conecta a con b. Tenemos una aplicaciéon inducida
ow: m(X,a) — m(X,b) dada por:

ow(cl(u)) =cl(w™ - u-w).

Uu

Figura 5. Mapeo ¢, inducido por w.

Teorema 2.11. El mapeo ¢, definido anteriormente es un isomorfismo de
grupos.

Demostracién. Por la Observacién (2.6) la aplicacién esta bien definida,
también de esta observacién se sigue que es un homomorfismo de grupos
ya que dados dos lazos u y v basados en a se tiene que w™ - (u - v) - w ~
(W™ u-w)(w™ -v-w).

Esta aplicacién es un isomorfismo pues ¢, : m1(X,b) — 71 (X, a) es su
inversa. U

Asi por el Teorema si X es un espacio conexo por trayectorias y
a,b € X, entonces 71 (X, a) es isomorfo a 71 (X, b), es decir, en un espacio X
conexo por trayectorias el grupo fundamental es esencialmente independien-
te del punto base, en este caso se suele escribir 71(X) en lugar de m (X, a).

Definicion 2.12. Un espacio X conexo por trayectorias es llamado simple-
mente conezo si w1 (X) = 0.

Observacion 2.13. Aunque la operacién en 71 (X) estd escrito como multi-
plicacién, escribiremos 71 (X) = 0 si 71 (X) contiene inicamente la identidad.
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Teorema 2.14. Supongamos que X es un espacio topoldgico conexo por
trayectorias, entonces X es simplemente conexo si y solo si cualesquiera dos
curvas u,v: [0,1] = X con los mismos puntos extremos son homotdpicas.

Demostracién. Supongamos que X es simplemente conexo, sean u, v dos
curvas que unen a con b. Entonces u - v~ ~ a, por lo tanto u ~ v. Recipro-
camente, si cualesquiera dos curvas con los mismos puntos extremos son
homotdpicas entonces en particular todos los lazos basados en a son ho-
motdpicas a a. [l

Ejemplo 2.15. Un subconjunto X C R” es llamado conjunto estrellado con
respecto a un punto a € X si para todo punto x € X, el segmento de linea
recta Aa + (1 — A)z, con X € [0, 1] estd contenido en X. Todo subconjunto
estrellado X C R" es simplemente conexo.

Sea u: [0,1] — X un lazo basado en a. Definamos us: [0,1] — X como
us(t) = sa+(1—s)u(t), la cual es una homotopia pues la aplicacién (t, s) —
us(t) es continua (una funcién a R™ es continua si es continua coordenada a
coordenada), ademds ug(t) = u(t) y ui1(t) = a, también us(0) = a = us(1).
Por lo tanto u ~ a.

En particular el plano complejo C y cualquier disco en C son simplemente
conexos. También C — RT y C — R~ son simplemente conexos, donde R
denota el eje real positivo y R™ denota el eje real negativo.

Ejemplo 2.16. La esfera de Riemann C es simplemente conexa. Sean U; :

— {0} y Uy := C — {0}, como U; y Uy son homeomorfos a C, y éste es
snnplemente conexo, entonces U; y Us son simplemente conexos también.
Supongamos que o [0,1] — C es un lazo basado en 0. Como [0,1] es com-
pacto y o es continua, 0~ (0) U 0~ !(00) es un conjunto compacto, luego
sus componentes conexas son un numero finito de intervalos cerrados y un
nimero finito de puntos, asi es posible escoger puntos tg = 0,...,t, = 1
fuera de dichos intervalos tales que t; < t; 1 y tal que [t;, t;+1] s6lo contiene
a preiméagenes de 0 o solamente preimagenes de oco.

Sea ¢;: [0,1] — [t;—1,t;] definida por la grafica de la Figura [6]

Defina o; := 0 o ¢;, esta curva recorre el tramo de o comprendida entre
o(ti-1) y o(t;), (ver Figura[7)). Luego o1 - - - 0, es una reparametrizacién de
o por lo tanto es homotépica a o.

Para aquellos intervalos [t;,,ti,+1] que contienen sélo preimdgenes de
infinito, 0y, estd contenida en Us, como sus puntos extremos estan en C y éste
es conexo por trayectorias se sigue del Teorema que o;, es homotdpica
a una curva o, , contenida en C, para aquellos intervalos que no contengan a
preimégenes de oo, definimos o como o, por lo tanto o es homotépica a un
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0 ti—1 t; 1

Figura 6. Grafica de ;.

Figura 7. Curva o;.

producto de curvas contenidas en C, luego es homotépica a 0, (ver Figura

U<ti0) U(tio+1)

Figura 8. Construccién de o7, .
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3. Homotopia libre de curvas

Definicién 2.17. Supongamos que X es un espacio topolégicoy u,v: [0, 1] —
X dos curvas cerradas en X, las cuales no necesariamente tienen el mismo

punto inicial. Entonces las curvas u y v son llamadas libremente homotopicas

como curvas cerradas, si existe un mapeo continuo us: [0,1] — X con las

siguientes propiedades:

i) uo(t) = u para todo t € [0, 1],
ii) uy(t) = v para todo t € [0,1],
iii) us(0) = us(1) para todo s € [0,1].
Si v es un lazo en X basado en b y w una curva que une un punto a con
b. Podemos considerar la curva cerrada us: [0,1] — X
Us = Ws * V- Wy

donde w;y esta dado por

(1) = w(t+s) sitel0,1-—s]
T site(l—s,1].

Por el Lema sabemos que la aplicacién (t,s) — us(t) es continua, en-

b

Figura 9. La curva ws recorre el tramo de w comprendida entre w(s) y b.

tonces es una homotopia libre entre w - v - w™ y v. Por otra parte si u y
v son dos lazos basados en un punto a y us es una homotopia libre en-
tre u y v, tomemos la curva w que recorre los puntos bases de us, esto es
w(t) = u(0), y defina las curvas w, como aquella que recorre a w en el
intervalo [0, s] y se queda fijo en w(s) en lo demés. Note que w/, - us - w,
es una familia de lazos basados en a que inicia en u y termina en v. Por
hipétesis (t,s) — us(t) es continua y andlogamente a la demostracién del
inciso (ii) del Teorema se tiene que (t,s) — wi(t) es continua. El Lema
implica que (¢, s) — w, - us - w, (t) es una homotopia entre u y w-v-w™.
De lo anterior tenemos el siguiente corolario:
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Corolario 2.18. Un espacio X conexo por trayectorias es simplemente co-
nexo st y solo si cualesquiera dos curvas en X son libremente homotopicas
como curvas cerradas.

Demostracién. Supongamos que X es simplemente conexo, si v y v son
dos lazos basados en a y b respectivamente, existe una curva w que conecta
a con b, por la discusién anterior sabemos que v serd libremente homotépico

Figura 10. Dos curvas libremente homotdpicas.

aw-v-w_, pero este a su vez es homotdpico a u por hipdtesis, ver Figura
Por otra parte, suponga que cualesquiera dos curvas en X son libremente
homotopicas, en particular cualquier lazo u basado en un punto a serd li-
bremente homotodpico al lazo constante a, entonces por la discusién anterior
u seria homotodpico a la curva constante. ver Figura O

Sea f: X — Y es un mapeo continuo entre espacios topoldgicos X y
Y. Suponga que ug es una homotopia entre u y u', y sea H(t,s) = us(t),
entonces tenemos las siguientes propiedades:

i) (s,t) — f ous(t) es continua porque es igual a f o H.
i) foupg= fou, fouy = fou
iii) fous(0) = fou(0), fous(l) = fou(l),
por lo tanto f o us es una homotopia entre f ow y f o u'. Luego, la apli-
cacion fi: m(X,a) — w(Y, f(a)) dada por fi(cl(u)) = cl(f o u) estd bien

definida. Ademés es un homomorfismo de grupos, dados u, v curvas en X,

felcl(u)cl(v)) = cl(f o (u-v)) = cl((fou)- (fov)) =cl(fou) c(fov)=
fi(u) fi(v). A continuacién veremos que este homomorfismo se comporta
bien con respecto a las composiciones: si g: Y — Z es otro mapeo continuo
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Figura 11. Dos lazos basados en a libremente homotépicos.

y 7y es un lazo en a, entonces

(g0 f)(cl(7)) = cll(go f)(7))
= g«(cl(f(7)))
= g«(fu(cl(7)))
= g« o fulcl(7)),

luego (g o f)« = g« o f«. Entonces una funcién continua entre espacios to-
polégicos f: X — Y induce un homomorfismo en grupos fi: m(X,a) —

(Y, f(a)).






Capitulo 3

Cubrientes de
Superficies de Riemann

1. Homeomorfismos locales

Supongamos que X y Y son espacios topolégicos y p: Y — X es un
mapeo. Para x € X, el conjunto p~1(x) es llamado la fibra de p sobre .

Si y € p~!(x), entonces diremos que el punto y se encuentra por encima
dex.Sip:Y — X yq: Z— X son mapeos, entonces un mapeo f: Y — Z
se dice que preserva fibras si p = qo f. Esto quiere decir que cualquier punto
y € Y, que se encuentre por encima del punto x € X, es mapeado bajo f a
un punto el cual estd también por encima de zx.

Un subconjunto A de un espacio topolégico es llamado discreto si todo
punto a € A tiene un vecindad V tal que VN A = {a}. Un mapeop: ¥ — X
entre espacios topolégicos X y Y, es llamado mapeo discreto si la fibra p~!(x)
de todo punto x € X es un subconjunto discreto de Y.

Definicion 3.1. Supongamos que X y Y son superficies de Riemann y
f:Y — X es un mapeo holomorfo no constante. Un punto p € Y es llamado
un punto critico o punto de ramificacion de f, si mult,(f) > 1. Las imégenes
bajo f de los puntos criticos seran llamados wvalores criticos. Denotaremos
por C(f) y B(f) al conjunto de puntos y valores criticos, respectivamente. El
mapeo f es llamado mapeo holomorfo no ramificado si éste no tiene puntos
criticos.

Ejemplo 3.2 (Ejemplo de un mapeo holomorfo no ramificado). Considere-
mos la funcién exp(iz): H — D — {0}, donde H es el semiplano superior y
D el disco unitario:

35
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H D — {0}

o — 27

Figura 1. El cubriente de exp(iz).

H={z€C| Imz>0} y D={zeC||z| <1}

Sea z € D — {0} existe un radio de dngulo « que no contiene a z, defina U
como D — {0} menos dicho radio, observe que la preimagen de U bajo la
funcién son las franjas

(a+27k,a+2n(k+1)) xRy, keZ

ademds la funcién exp(iz) restringida a cada una de ellas es un biholomor-
fismo, pues tiene como inversa (log z)/i donde log z es la rama

log(z) =log |z| +iargz, argz € (a+2mk,a+ 2n(k+1)).

Teorema 3.3. Sean X y Y son superficies de Riemann. Un mapeo holo-
morfo no constante p: Y — X no tiene puntos criticos si y sélo si p es un
homeomorfismo local, es decir, todo punto y € Y tiene una vecindad abierta
V' la cual es mapeada homeomorficamente por p sobre un conjunto abierto
U en X.

Demostracién. Supongamos que p: Y — X no tiene puntos criticos, sea
y € Y, por el teorema de Comportamiento local de mapeos holomorfos,
existen cartas (o,U) y (¢,V) centradas en y y p(y) respectivamente que
hacen conmutar el siguiente diagrama:

(14) U

S

p(U) ——¢(V)

y por hipétesis mult, (p) = 1, luego p =1~ 0 2z 0 .

Inversamente, supongamos que tomamos las cartas del Teorema del
Comportamiento local de mapeos holomorfos, tal que p es inyectiva, entonces
2P =1 opop ! es inyectiva, pero para cada punto hay k preimagenes bajo

2¥. entonces k = 1. O
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Teorema 3.4. Sea X una superficie de Riemann, Y un espacio topoldgi-
co Hausdorff y p:' Y — X un homeomorfismo local. Entonces existe una
estructura compleja en'Y que hace a p holomorfa.

Demostraciéon. Sea y € Y, como p es un homeomorfismo local, existen
vecindades U de Yy U; de p(y), tal que p: U — U, es un homeomorfismo
y existe una carta (cp,lj'g), tal que p(y) € Us; definamos U = Us N Uy y
Ui = p}(U), por la maximalidad (¢,U) es una carta alrededor de p(y)
y ademéds p: Uy — U es un homeomorfismo. Por lo tanto para cualquier
punto y € Y existen vecindades U; de y y U de p(y) tal que (¢,U) es
una carta y p: Uy — U es un homeomorfismo. Declaremos el atlas como
{(pop,U1): (¢,U) es una cartay p: Uy — U es un homeomorfismo}. Lo
anterior demuestra que todos los dominios del atlas cubren a Y. Veamos
que cualesquiera dos cartas del atlas, son compatibles. Sean (p o p,U) y
(v op,U") dos cartas en Y, entonces

(15) (Yop)o(pop)=(oplo(p oy )=gop

la cual es holomorfa ya que v, ¢ son cartas de X. Ahora veamos que p es
holomorfa con respecto a la estructura compleja encontrada. Sean (¢ op, Uy)
una carta en Y tal que p~ (V)N Uy # 0y (¥, V) una carta en X. Luego

(16) Yopo(pop) t=1opo(ptop ) =gop!

es holomorfa ya que ¥ y ¢ son cartas. Por lo tanto p es holomorfa.

2. La propiedad de levantamiento de curvas

Definicién 3.5 (Levantamiento de mapeos). Supongamos que X, Y, Z
son espacios topologicos y p: Y — X v f: Z — X son mapeos continuos.
Entenderemos por un levantamiento de f con respecto a p a un mapeo
continuo ¢g: Z — Y tal que f = po g, es decir, g es un mapeo que hace

conmutar el siguiente diagrama:
Y
g
/ lp

zZ X.
f

Es importante notar que no basta que g haga conmutar el diagrama
para que sea continua, esta hipdtesis es necesaria. Por ejemplo, considere
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0 L 1 32
g exp(2mit)
1
0 5 1 exp(2mit)

Figura 2. La funcién g hace conmutar el diagrama pero no es continua.

p(t) = exp(2mit): R — S, f(t) = exp(2wit): [0,1] — S, y la funcién g
dada por:

si 1
(1) 9() = {i +1 s z i EO;’,Z]].

Teorema 3.6 (Unicidad de levantamientos). Supongamos que X y Y son
espacios de Hausdorff y p: Y — X es un homeomorfismo local, ademds
supongamos que Z es un espacio topolégico conexo y f: Z — X es un mapeo
continuo. St g1: Z =Y ygo: Z — Y son dos levantamientos de f tales que
91(20) = g2(20) para algin punto zop € Z entonces g1 = ga.

Demostracién. Sea T el igualador de ¢g; y go. Por la Proposicién [1.9] el
conjunto 71" es cerrado. Veamos que 1 es abierto. Sea z € T, dado que p es

V

Figura 3. El igualador es abierto.
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un homeomorfismo local existe una vecindad V de g1(z) = g2(2) y que es
mapeada por p homeomorficamente en una vecindad U de f(z) de X. Como
g1y g2 son mapeos continuos, W = g, Yvn 9y 1(V) es una vecindad abierta
de z tal que g1 (W), g2(W) C V. Dado que g1 y g2 son levantamientos de f,
pog; =pogs en W. Esto implica que g1 = g2 en W, pues p es inyectiva en
V. Por lo tanto tenemos que z € Wy W C T, asi T es abierto. Como Z es
conexo y T es no vacio pues zg € T se tiene que T' = Z, es decir, g1 = g2. U

Teorema 3.7. Supongamos que X, Y y Z son superficies de Riemann,
p: Y — X un mapeo holomorfo no ramificado y f: Z — X es cualquier ma-
peo holomorfo. Entonces todo levantamiento g: Z — 'Y de f es holomorfo.

Demostracién. Sea ¢g: Z — Y un levantamiento de f, supongamos que
z € Z es un punto arbitrario y sea y == g(z) y = := p(y) = f(2). Como p
es holomorfo existen vecindades V de y y U de x tal que p: V — U es un
biholomorfismo. Como ¢ es continua, existe una vecindad abierta W de z

V

Y

f

Figura 4. Todo levantamiento es holomorfo.

tal que g(W) C V. Como g es levantamiento de f se tiene que f = pog lo
cual implica que g = p~'o f en W y por lo tanto g es holomorfa en el punto
z. [l

Observacidon. Supongamos que X, Y y Z son superficies de Riemann y
p:Y - X yq: Z — X son mapeos holomorfos no ramificados. Entonces
todo mapeo continuo f: Y — Z que preserva fibras es holomorfo, ya que f
es un levantamiento de p con respecto a q.

Supongamos que X y Y son espacios topolégicos Hausdorffy p: ¥ — X
es un homeomorfismo local. Nosotros estamos interesados particularmente
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en los levantamientos de curvas o: [0,1] — X. Por el Teorema un levan-
tamiento 6: [0,1] — Y de o, si existe estd unicamente determinado por el
punto inicial especificado.

Teorema 3.8 (Levantamiento de Curvas Homotépicas.). Supongamos que
X yY son espacios de Hausdorff y p: Y — X es un homeomorfismo local.
Supongamos que a,b € X ya € Y es un punto tal que p(a) = a yus: [0,1] —
X una homotopia que conecta a con b. Si toda curva us puede ser levantada
a una curva ts con punto itnicial a, entonces ug y U1 tienen el mismo punto
final y son homotdpicas.

Demostracién. Sea I = [0, 1], definamos el mapeo continuo A: I xI — X,
como A(t,s) == us(t) y la aplicaciéon A: I x I —Y como A(t,s) = ts(t).
Afirmacién (a) Existe gq tal que A es continua en [0, o) x 1.
Como p es homeomorfismo local, existe un abierto V' de a y un abierto
U de a tal que p: V — U es un homeomorfismo. Sea ¢: U — V su inverso.

Puesto que A(0 x I) = {a} y A es continua, existe ey > 0 tal que A(]0, €g] X
I) C U. Por la unicidad del levantamiento de curvas se tiene que

(18) Us[0,c0] = ¥ © Us|[0,e0)

para cualquier s € I, entonces
(19) Alj,co)x {53 = © © Alo.c0)x {5}

para cualquier s € I. Por lo tanto A = poAen [0,e] x Iy esto implica que
A es continua en [0, ¢p) x 1.

Afirmacién (b) A es continua en todo I x I.

Supongamos que hay un punto (tp,0) € I x I donde A 1o es continua.
Sea 7 el infimo de ¢ tal que A no es continua en (¢,0). Por la Afirmacién (a)
T > e, Seax = A(t,0) y y = A(r,0) = i,(7). Existe una vecindad V de y
y una vecindad U de z tal que p: V — U es un homeomorfismo. Sea p: U —
V el inverso. Como A es continua, existe ¢ > 0 tal que A(I(7) x I.(0)) C U,

donde
L) ={tel:|t—¢ <e}.
En particular uq(I:(7)) € U y por lo tanto
Uy = @ O Uy,

en I.(7). Elegimos t; € I.(7) con t; < 7. Entonces A(ty,0) = i,(t1) € V.

~

Como A es continua en (¢1,0), existe 6 > 0, § < ¢, tal que

A

A(t1,s) = us(t1) € V para toda s € I5(o)
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(7,0)

)
~
[ Yeu
S
N—

0 &g T-¢t; T T+e 1
Figura 5. Levantamiento de curvas homotdpicas.

Por la unicidad del levantamiento se sigue que para toda s € Is(o)

s = p~ ' ous,
en I.(;). Por lo tanto A=ploAen I.(7) x Is(c). Pero esto contradice la
definicién de (7,0). Por lo tanto A es continua en I x I. Como A = po A
y A({1} x I) = {b}, se sigue que A({1} x I) C p~!(b). Como p~1(b) es
discreto y {1} x I es conexo, A({1} x I) consiste de un sélo punto. Esto

implica que las curva @y y @1 tienen el mismo punto, a través de A, ellos son
homotopicos. O

3. Propiedades de mapeos cubrientes

Ahora queremos dar una condicién que garantice que el levantamiento
de curvas siempre es posible.

Definicion 3.9. Supongamos que X y Y son espacios topolégicos. Un ma-
peo p: X — Y es llamado mapeo cubriente si se cumple lo siguiente: cada
punto z € X tiene una vecindad abierta U tal que su preimagen p~'(U)
puede ser representada como

-1
p N U) =V
JjeJ
donde los V; con j € J son subconjuntos abiertos disjuntos de Y. Para
todo j € J la restriccién p: V; — U es homeomorfismo. En particular, p es

un homeomorfismo local. Dicho abierto U se dice que esta uniformemente
cubierto por p.
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Definiciéon 3.10. Un mapeo continuo p: Y — X se dice que tiene la pro-
piedad de levantamiento de curvas si se cumplen las siguientes condiciones:
Para toda curva u: [0,1] — X y cada punto yo € Y con p(yo) = u(0) existe
un levantamiento @: [0,1] — Y de u tal que 4(0) = yp.

Teorema 3.11. Todo mapeo cubriente p: Y — X de espacios topolégicos
X y Y tiene la propiedad de levantamiento de curvas.

Demostracién. Sean o: [0,1] — X una curva y yo € Y tal que p(yo) =
0(0). Considere el conjunto U formado por todos los abiertos de X cubiertos
uniformemente por p y tales que intersectan a la imagen de o, esta familia
es una cubierta abierta de ([0, 1]), entonces la familia

(20) o*U) = {o 1 (U): U e U},

es una cubierta abierta de [0, 1]. Como [0, 1] es un espacio métrico compacto,
existe una & > 0 tal que para cualquier ¢t € [0,1], I5(t) C U para algin
U € o*(U). Considere una particién de [0, 1]

O=ta<ti <..<t,=1

cuyos elementos estdn a distancia /2, luego existen conjuntos abiertos Uy, €
U, con k={1,...,n} tales que:

i) o([tk—1,tk]) C Uk,

ii) pil(Uk) = Uje]k Vijs
donde los Vi; C Y son conjuntos abiertos tal que p: Vi; — U son homeo-
morfismos. Ahora probaremos por induccién sobre k = 0,1, ..., n la existencia
de un levantamiento

g:[0,tx]) = X

con 6(0) = yo. Para kK = 0 no hay nada que hacer. Supongamos k > 1y
que la funcién 6: [0,tx_1] — X ya estd construida, y sea 6(tx_1) = yr_1.
Como p(yr—1) = u(ty—1) € Uy, existe j € Jj, tal que yr_1 € Vj;, considere
p U, — Vij. Defina

o = ot reo

pil oo te& [tkatk—l]-

Obtenemos una extensién continua del levantamiento u: [0,tx_1] — X al
intervalo [0, tx]. O

Corolario 3.12. Sean X, Y espacios Hausdrof, sea p: Y — X un homeo-
morfismo local con la propiedad de levantamiento de curvas.

Sean x € X, y € Y tales que p(y) = z, entonces ker(p,) = 0 y la imagen
Im(p,) consiste de las clases de homotopia de lazos en x cuyo levantamientos
en'Y son lazos en y.
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Demostracién. Veamos que p, es inyectiva. Sean cl(o), cl(o1) € m1(Y,y)
tal que pi(cl(0)) = p«(cl(o1)) entonces poo ~ poa; luego existe u; homotopia
entre poo y pooi, como p tiene la propiedad de levantamiento de curvas existe
@ entre o y o1, por el Teorema[3.84; es una homotopia. Por lo tanto o ~ o7.
Por otra parte, claramente los lazos que se levantan a lazos a y representan
elementos de la imagen p,.. Reciprocamente si cl(o) € py, existe un lazo o;
basado en y tal que p(o1) ~ o, por lo tanto sus levantamientos basados en
1 son homotdpicos, en particular el punto extremo del levantamiento de o
es . O

Dados X y Y espacios Hausdorff con X conexo por trayectoriasy p: ¥ —
X un mapeo cubriente, entonces para todo punto x € X y y € p~!(z),
denotaremos por @, al levantamiento de ¢ basado en el punto y.

Teorema 3.13. Supongamos que X yY son espacios Hausdorff con X co-
nexo por trayectorias y p: Y — X es un mapeo cubriente. Entonces para
cualesquiera dos puntos xg, x1 € X los conjuntos p~t(zg) y p~'(x1) tie-
nen la misma cardinalidad. En particular, si' Y es no vacio, entonces p es
suprayectivo.

La cardinalidad de p~!(z) para z € X es llamado el nimero de hojas
del cubriente y podria ser finito o infinito.

Demostracién. Sean xg,z; € X puntos arbitrarios. Sea o: [0,1] — X
una curva que va de xg a x; podemos hacer esto ya que X es conexo por
trayectorias. Sea y € p~!'(z9) C Y un punto arbitrario, entonces existe
exactamente un levantamiento @,: [0,1] — Y de o basado en y, tal que
7,(1) € p~Y(z1). Definimos ¢,: p~H(xo) — p~(z1) como ¢, (y) = G,(1) €
p~1(z1). El mapeo ¢, estd bien definido ya que el levantamiento G, es tinico.
Ahora veamos que ¢, es inyectivo. Sean y, v/ € p~!(zg), supongamos que

©o(y) = ¢o(y'), entonces G, (1) = G,/ (1). Vamos a ver que (G,)~ = (07 )y(y)
po(dy) (t) =pooy(1—t)=0(l—t) =0 (t).
Anélogamente (7,/)” = (?)w(y% entonces (0,/)” = (0,)” de esta manera

y = (0,) (1) = (64) (1) = y. Por lo tanto ¢, es inyectivo. Ahora veamos

que ¢, es suprayectiva. Sea y € p~!(x1), toma (c7),, por lo anterior (07)y
es levantamiento de o en el punto final yg de dicha curva, por lo tanto

Y = ©o(Yo)- O

Observacion 3.14. En general el mapeo biyectivo construido en la demos-
tracion depende de la eleccion de la curva o. Entonces en general no hay una
manera canoénica de definir bien globalmente las ’hojas’ de un cubriente.
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Teorema 3.15. Consideremos un espacio topolégico Z conexo y localmente
conexo por trayectorias, si p: Y — X es un homeomorfismo local entre dos
espacios de Hausdorff que tiene la propiedad de levantamiento de curvas
y f:Z — X es un mapeo continuo tal que fi(m(Z,z20)) C p«(m1(Y,90)),
entonces existe un levantamiento de f, f: Z — Y tal que f(zo) = 1p.

Demostracién. Sean zp € Z y yp € Y tal que f(z20) = p(vo), sea z € Z
un punto arbitrario, sea o: [0,1] — Z una curva que va de zy a z, entonces
tenemos que A := f oo es una curva en X con punto inicial f(zp) y punto
final f(z). Como p tiene la propiedad de levantamiento de curvas, existe
A:[0,1] = Y un tnico levantamiento de X basado en yo. Definimos f(z) :=
5\(1) Veamos que esta definicién es independiente de la curva o que va de z
a z. Supongamos que o1 es otra curva que va de zg a z, entonces o-0; es un
lazo en zp, por lo tanto (foo)-(foo1)™ es un lazo en zg, por hipdtesis este
lazo estd en la imagen de p,, entonces por el Corolario su levantamiento
es un lazo, entonces el punto final del levantamiento de foo es igual al punto
final del levantamiento de f o oy. Por lo tanto f estd bien definida. Vamos a
demostrar que esta funcién es continua. Sean zg, 21 € Z, y seao: [0,1] = Z
la curva que une zy con z. Sea y € Y tal que y = f(z1) = A(1) con
A = f(01), existe un abierto U vecindad de y y un abierto V' vecindad de
p(y) tal que p: U — V es un homeomorfismo. Como f es continua, f~1(V)
es un abierto que contiene a z1, luego como Z es localmente conexo por
trayectorias, existe una vecindad W de z; conexa por trayectorias contenida
en f~1(V). Afirmamos que f (W) esté contenida en U, sea z € W existe una
curva oy que conecta a z; con z, entonces f(z) = A-(p~ o fooy)(1), el cual
estd en W. Esto prueba la continuidad, ademaés por construccion p o f = f,
por lo tanto f es un levantamiento de f. O

Una variedad n-dimensional es un espacio topoldgico Hausdorff X tal
que cualquier punto a € X tiene una vecindad abierta que es homeomorfa
a un subconjunto abierto de R™.

Corolario 3.16. Supongamos que X, Y vy Z son variedades conexas con Z
stmplemente conexa, ademds sea p: Y — X un mapeo cubriente. Entonces
para cualquier mapeo continuo f: Z — X y cualesquiera zo € Z yyg € Y
existe un levantamiento f de f con respecto a p tal que f(zo) = 10.

Teorema 3.17. Supongamos que X es una variedad, Y es un espacio Haus-
dorffyp: Y — X es un homeomorfismo local con la propiedad de levanta-
miento de curvas. Entonces p es un mapeo cubriente.

Demostracién. Supongamos que zp € X es un punto arbitrarioy y;, 7 € J
son las preimagenes de xg con respecto a p. Tomemos una carta ¢: U — V
tal que V es simplemente conexo. Por el Teorema |3.15|se sigue que para toda
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j € J hay un levantamiento ¢;: V — Y de p~! tal que $;(p " (z0)) = y;.
Sea Vj == ¢;(V). Vamos a demostrar que

p () =V
Jj€J
que los Vj son conjuntos abiertos disjuntos y que cada mapeo p: V; — U es
un homeomorfismo. Primero observemos que V; es conexo por trayectorias,
pues es conexo y localmente conexo por trayectorias. Adema&s notemos que
un lazo en g se levanta a un lazo en cada y;, ya que si o es un lazo en zg
la curva ¢j o oo es un lazo en y;. De las observaciones anteriores tenemos
que las Vj son ajenas.

Sea x € X podemos tomar una trayectoria que una a x con xg entonces
su levantamiento estd en la componente conexa por trayectorias de algin
y;. Por lo tanto las V; son todas las componentes conexas de la preimagen
de V. Por lo tanto los V; son abiertos ajenos. Por el argumento anterior es
suprayectiva. Para la inyectividad supongamos que y y v’ € V; y p(y) = p(vy')
si o1 y 09 son dos curvas que unen a y y a 3y’ con g, respectivamente, entonces
(pooi)-(pooy 1) es un lazo en z(. Por lo tanto su levantamiento es un lazo
en Yo, luego y = y'. Esto prueba que p: V; — U es biyectiva, pero sabemos
que es un homeomorfismo local, por lo tanto es un homeomorfismo. [l

4. Cubrientes ramificados

Recordemos que un espacio topolégico localmente compacto es un es-
pacio de Hausdorff tal que todo punto tiene una vecindad compacta. Un
mapeo continuo f: Y — X entre dos espacios localmente compactos es lla-
mado propio si la preimagen de todo subconjunto compacto es compacto.
Por ejemplo esto siempre se cumple si Y es compacto. Un mapeo propio es
cerrado, i.e., la imagen de todo conjunto cerrado es cerrado. Esto se sigue
del hecho de que en un espacio localmente compacto un subconjunto es ce-
rrado precisamente si su interseccién con cualquier conjunto compacto es
compacto.

Lema 3.18. Supongamos que X y Y son espacios localmente compactos y
p: Y — X es un mapeo propio discreto. Entonces se cumple lo siguiente:
a) Para todo punto x € X el conjunto p~'(z) es finito.

b) Siz € X yV es una vecindad de p~*(z), entonces existe una vecindad

Udex conp 1 (U)C V.

Demostracién. a) Esto se sigue del hecho de que p~!(x) es un subconjunto
discreto compacto de Y.
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b) Podemos suponer que V es abierto, por lo tanto Y — V es cerrado.
Entonces p(Y — V) =: A es también cerrado ya que p es un mapeo propio.
Como z no estd en A, U := X — A es una vecindad de z tal que p~1(U) C V.

O

Figura 6. Vecindad tubular

Teorema 3.19. Supongamos que X y Y son espacios localmente compactos
yp: Y — X es un homeomorfismo local propio. Entonces p es un mapeo
cubriente.

Demostracién. Sear € X consideremos la preimagen p~!(z) = {yi, ..., Yn },
donde y; # y; para i # j, ya que p es un homeomorfismo local, para todo
J = 1,...,n existe una vecindad W; de y; y una vecindad abierta U; de z,
tal que p: W; — Uj; es un homeomorfismo. Podemos suponer que las W; son
disjuntas dos a dos. Ahora Wi U ... UW,, es una vecindad de p~!(z). Por lo
tanto por el Lema b) existe una vecindad U C U; N ...N U, de z con
p 1 (U) C Wi U...UW,,. Si definimos V; :== W; Np~1(U) entonces los V; son
conjuntos abiertos disjuntos con p~1(U) = V4 U ... UV, y todos los mapeos
p: V; = U, j=1,...,n son homeomorfismos. ([

Definicién 3.20 (Cubriente ramificado). Un mapeo holomorfo propio no
constante f: Y — X entre dos superficies de Riemann serd llamado cu-
briente ramificado holomorfo o simplemente cubriente ramificado. En caso
de que queramos enfatizar que no tiene puntos criticos diremos explicita-
mente que f es un cubriente holomorfo no ramificado y cuando hablemos de
un cubriente topoldgico, lo haremos con respecto a la Definicién 3.9

Supongamos que X y Y son superficies de Riemanny f: Y — X es un
cubriente ramificado, denote por A al conjunto de puntos criticos de f y B
sus valores criticos. Sea p € Y, por el Teorema existen cartas (U, ¢) y
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(V,4) centradas en p y f(p), respectivamente, tal que el siguiente diagrama
conmuta:

(22) U

P(U) —= (V)

como ¢ y 1 son homemomorfismos se sigue que (U — {p}) N A = 0 por lo
tanto A es discreto. Si p estd en X — A, el entero k en el diagrama anterior
es igual a uno, luego UNA = (), por lo tanto A es cerrado. Como f es propio
B es también cerrado. Sea y € B, para cada punto x € p~!(y) existe un
abierto U, tal que U, no contiene otros puntos criticos de f, luego por el
Lema (b) existe U vecindad de y tal que p~1(U) C JU,, por lo tanto
U no contiene otros valores criticos. Entonces B también es discreto.

Sea X' = X -ByY =Y — f1(B). Entonces f: Y/ — X’ es un
homeomorfismo local y propio, por el Teorema se tiene que esta fun-
cién es un mapeo cubriente no ramificado, y por el Lema [3.18| sus fibras son
finitas. El Teorema [3.13] nos dice que existe un entero n, el nimero de hojas
del cubriente, tal que cada valor ¢ € X’ tiene exactamente n preimdge-
nes. A continuacién veremos que también para un valor critico existen n
preimégenes contando multiplicidades. Para un punto z € X el ntimero de
preimégenes de x contadas con multiplicidad se define como

(23) > multy(f).

yef~1(z)

Teorema 3.21. Supongamos X yY superficies de Riemanny f: Y — X un
mapeo holomorfo propio no constante. Entonces el numero de preimdgenes
contadas con multiplicidad es constante.

Demostracién. Siguiendo la notacién anterior, sea n el nimero de hojas
del cubriente f: Y’ — X'. Sea ¢ un punto critico de f, digamos que y1, ..., yr
son las preimdgenes de c con k; = multy,(f), para cada j existe U; y V;
vecindades de y; y c respectivamente tal que cada punto distinto de ¢ en V}
tiene k; preimagenes en U; tal como lo indica el siguiente diagrama:

f

(24) Uj Vj

©j i iwj
]
©;i(Uj) —»j(V})
Existe un abierto U de ¢ que cumple que su preimagen estd contenida en

la unién de las Uj, luego cualquier punto ¢ en U distinto de ¢ tiene k;
preimagenes en U;. Por lo tanto el nimero de preimagenes de ¢’ es ki +- -+
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k,. Como el ntimero de preimigenes de ¢’ es n concluimos que n es igual a
la suma ky + - - - + k. O

Definiremos el grado de un cubriente ramificado como el nimero de
preimégenes de cualquier punto contadas con multiplicidad. Por el teorema
anterior este nimero estd bien definido.

Corolario 3.22. Cualquier funcion meromorfa f: X — C en una superficie
de Riemann compacta, tiene el mismo numero de ceros y de polos contados
con multiplicidad.

Demostracién. Como X es compacta f es una funciéon propia, entonces
por el Teorema anterior el niimero de preiméagenes del 0 y el co son las
mismas contadas con multiplicidad, estas preimédgenes son por definicién los
ceros y polos de la funcion. ([

Corolario 3.23. Cualquier polinomio de grado n

(25) p(z) = apz" + a12" '+ +a, € C¢]

tiene n raices contadas con multiplicidad.

Demostracién. El polinomio p(z) es una funcién meromorfa sobre la esfera

de Riemann que tiene al infinito como su tnico polo. El orden de este polo
se calcula como el orden de p(1/z) en 0. Pero

(26) p<1>=a0+ Mot €Cl

on anl

tiene un polo de orden n en 0. Por el Corolario [3.22] el niimero de ceros de
p(z) contados con multiplicidad también tiene que ser n. O



Capitulo 4

El cubriente universal
y transformaciones de
cubierta

1. Existencia del cubriente universal

Definicion 4.1. Supongamos que X y Y son espacios topoldgicos conexos
y p: Y — X es un mapeo cubriente. Decimos que p: Y — X es el cubriente
universal de X si se satisface la siguiente propiedad universal: para cualquier
mapeo cubriente q¢: Z — X, con Z conexo, y cualquier eleccion de puntos
yo €Y, z0 € Z con p(yo) = q(z0) existe exactamente un mapeo continuo
que preserva fibras f: Y — Z tal que f(yo) = 20 (Vea el diagrama [27)).

e
q
y 2o x

En otras palabras, un cubriente es universal si puede levantarse con respecto
a cualquier cubriente conexo. Esta propiedad nos garantiza la unicidad en el
siguiente sentido, si q: Z — X es otro cubriente universal y zp es un punto
en Z, de la definicion existen f: Y — Z y g: Z — Y mapeos continuos que
preservan fibras y que mandan yg en zg y 20 en yp, respectivamente. Entonces
las composiciones go f: Y =Y y fog: Z — Z son mapeos continuos que
preservan fibras y fijan un punto, de la unicidad del levantamiento se tiene

49
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que go f =Idy y fog =1dgz. Por lo tanto f: Y — Z es un homeomorfismo
que preserva fibras.

Del Corolario se sigue directamente el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Supongamos que X y Y son variedades conexas, Y simple-
mente conexa y p: Y — X un mapeo cubriente, entonces p es el cubriente
universal de X.

A continuacién probaremos que una variedad conexa siempre tiene un
cubriente universal.

Figura 1. Vecindad de cl(o)

Teorema 4.3 (Existencia del cubriente universal). Supongamos que X es
una variedad conexa, entonces existe una variedad X conexa y simplemente
conexa y un mapeo cubriente p: X — X.

Demostracién. Fijemos un punto zo en X. Definamos X como el conjunto
de todas las clases de homotopia de curvas que inician en xy. Definamos
p: X = X como la aplicacién que asigna a la clase de homotopia de una
curva o su punto final o(1). Vamos a definir una topologia en X de tal forma
que X sea una variedad conexa y simplemente conexa y p: X — X sea un
mapeo cubriente.

Sea ¢ una curva con punto inicial zog y U C X una vecindad abierta
conexa y simplemente conexa del punto final de o, definamos [U, ] como el
conjunto de clases de homotopia de curvas de la forma o - 7 donde 7 inicia
en el punto final de o y estd contenida en U Ver Figura [I] Observemos que
este conjunto sélo depende de la clase de homotopia de o ya que si o ~ o,
entonces o - 7 ~ ¢’ - 7. Sea B el conjunto de todas las [U, g].
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Afirmacién (a). B es base para una topologia en X.

i) Como la clase de o estd en [U, o], para cualquier subconjunto abierto U
conexo y simplemente conexo que tenga al punto final, se sigue que X = | B.

ii) Supongamos que la clase de homotopia de v estd en [U, o] y [U’, 0’]
entonces y ~ o -7y vy~ o -7/, para algun 7 en U y algiin 7’ en U’. Si W
es una vecindad abierta conexa y simplemente conexa alrededor del punto
final de v y contenida en U NU’ se tiene que [W,~] C [U,o]N[U’,0'], ya que
para cualquier 7y contenido en W

(28) v o~ o (Tom), v o~ 0o (7 T0).

Afirmacién (b). La aplicacién de p: X — X es un homeomorfismo local.
Primero notemos que p: [U,o] — U es suprayectiva porque U es conexo
por trayectorias. Por otra parte, si o - 7(1) = o - 7/(1) entonces 7 y 7’
tienen los mismos puntos extremos, pero U es simplemente conexo, entonces
7 ~ 7’. Por lo tanto la aplicacion es inyectiva. Esto también prueba que es un
homeomorfismo porque manda elementos de la base de [U, o] en elementos
de la base de U y reciprocamente.

Afirmacién (c¢) X es Hausdorff. Sean o y ¢’ dos curvas no homotépicas
en X cuyo punto inicial es zg. Si los puntos finales de dichas curvas son
distintos, podemos tomar U y U’ ajenas, entonces [U, o] N [U’, 0’| es vacia.
En otro caso, supongamos que tienen los mismo puntos finales, tomamos un
abierto U conexo y simplemente conexo y veamos que [U, o] y [U,o’] son
ajenos. Supongamos que existe 7 y 7’ contenidas en U, tal que o7 ~ o’ -7/,
pero U es simplemente conexa entonces 7 ~ 7/, por lo tanto o ~ ¢’. Esto
contradice que o no es homotdpica a o’.

Afirmacién (d). X es conexo y el mapeo p: X — X tiene la propiedad de
levantamiento de curvas. Vamos a probar que X es conexo por trayectorias.
Sea o una curva con punto inicial o y defina o(t) como en :

wl(f) = u(t) site]o,s]
s(1) {u(s) site s, 1].

La aplicacién que asigna s a la clase de homotopia de o, es una curva en X.
Por definicién, cada oy inicia en xg, ademads es continua, ya que si tomamos
la vecindad [U, 04,], para algin sy € [0,1], y tomamos p: [U o] — U se
tiene que la aplicacién anterior es igual p~!oo. Esto prueba que X es conexo
por trayectorias porque conectamos a la clase de homotopia o arbitraria con
la clase de homotopia de la curva constante xg, de hecho acabamos de probar
que o es un levantamiento de o. Del Teorema y de lo anterior se sigue
que p: X — X es un mapeo cubriente.



52 4. El cubriente universal y transformaciones de cubierta

Afirmacién (e). X es simplemente conexo. Sea o un lazo en zq, por lo
anterior si el levantamiento de ¢ es un lazo basado en la clase de homotopia
de xq, entonces oy ~ o1, pero o9 = xg y 01 = o. El Corolario [3.12] implica
que la imagen de 71 (X, cl(zg)) bajo p, es trivial, pero como p es cubriente
este homeomorfismo es inyectivo. Por lo tanto X es simplemente conexo. [

Observacion 4.4. En particular, como una superficie de Riemann es una
variedad conexa siempre podemos encontrar su cubriente universal y por
el Teorema dicho cubriente universal serd también una superficie de
Riemann.
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Figura 2. Levantamiento o de o en X

2. La correspondencia de Galois

Teorema 4.5. Supongamos que X es una variedad conexa, entonces para
cualquier subgrupo H C 71(X, zo) hay un espacio cubriente conexo py: Yy —
X tal que p«(m1(Yy,yr)) = H para una adecuada eleccion de un punto ba-

se yg.

Demostraciéon. Como X es una variedad conexa podemos construir el cu-
briente universal X con su mapeo cubriente p: X — X como en el Teorema
En este espacio vamos a identificar a la clase de homotopia de o con la
clase de homotopia de ¢ si tienen los mismos puntos finales y cl(o-0'~) € H.
Definamos Yj como el espacio cociente de X médulo la identificacién an-
terior y denotaremos por 7: X — Yy la proyeccién canénica. Sea [U, o] un
elemento de la base de la topologia de X. Afirmamos que 7([U,0]) es un
subconjunto abierto de Yz: supongamos que w(cl(c”)) € 7([U, o]).
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(i) De la definicién tenemos que w(cl(a’ - 7)) € 7([U, o]) para cualquier
7 contenida en U con 7(0) = ¢’(1). Por lo tanto, = ([U,¢']) C 7([U, o).

(ii) Otra observacién que se sigue de la definicién es que 7(cl(o)) €
(U, o).

De los dos incisos anteriores concluimos que 7 ([U, 0']) = = ([U, 0]), por
lo tanto

(29) n ! (w([U,0])) = U,

o.l

donde las ¢’ cumplen que 7w(cl(c”)) € =([U,0]). Por lo tanto 7([U,0]) es
abierto. Por lo tanto 7: [U, o] — m([U,¢]) es un homeomorfismo, en particu-
lar m: X — Yy es un homeomorfismo local. Definamos pg: Yy — X como
la aplicacion que hace conmutar el siguiente diagrama:

(30) X—"ovy

|

X

es decir, manda a la clase de equivalencia de cl(o) a o(1), como p y 7 son
homeomorfismos locales pyy también.

Veamos que Yy es Hausdorff. Supongamos que cl(o) no esta identificado
con cl(o’), entonces tenemos dos posibilidades, la primera es que o y o’
tienen puntos finales distintos, en este caso podemos tomar a dos abiertos
conexos y simplemente conexos U y U’ que son ajenos y que tienen a dichos
puntos extremos. Podemos verificar que 7([U, o) y 7([U’, ¢']) son ajenos. La
segunda posibilidad es que tengan los mismos puntos extremos, en este caso
podemos tomar un abierto U conexo y simplemente conexo y tendremos que
©([U,0]) y m([U,c']) son ajenos.

Si o es una curva en X con punto inicial zg y cl(o;) es el levantamiento
de o en el punto cl(zg) entonces m(cl(os)) es un levantamiento de o en
Yy con punto inicial yg := m(cl(zp)). Por lo tanto py tiene la propiedad de
levantamiento de curvas, luego por el Teorema pg es un cubriente. Dado
un lazo o basado en x(, vimos en la ultima parte de la prueba anterior que su
levantamiento a Yz va a ser un lazo si y sélo si w(cl(o)) = 7(cl(zp)), esto es
si y sélo si cl(o) € H. Por lo tanto por el Corolario pis (M1 (Y, zH)) =
H. O

Siguiendo un argumento similar al que se dio después de la Definicién
[4.1] y aplicando el Teorema [3.15] tenemos el siguiente lema:

Lema 4.6 (existencia de levantamientos). Si X es localmente conexO por
trayectorias y Y1, Yo son espacios conexos, ademds sipi1: Y1 — X ypo: Yo —
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X son mapeos cubrientes. Entonces existe un homeomorfismo que preser-
va fibras f: Y1 — Yo que manda y1 en ya si y solo si p1.(m(Y1,11)) =
p2x(m1 (Y2, y2)).

El siguiente resultado nos muestra la relacion que existe entre las image-
nes bajo el homomorfismo p, de dos grupos fundamentales basados en puntos
que estan en una misma, fibra.

Lema 4.7. Sea p: Y — X un mapeo cubriente. Considere dos puntos y, y'
en la fibra de un punto x € X. Si o es una trayectoria que inicia en y y
termina en 3y, entonces

(31) pe(m(Y,y') = cl(po o)™ - pu(mi(Y,y)) - cl(po o).

Demostracién. Como ¢, : m1(Y,y) — m1(Y,y’) es un isomorfismo (ver De-
finicién y Teorema , m1(Y,y') es igual a las clases de homotopia de
lazos de la forma o~ - 7- 0 con 7 un lazo en y. Luego la imagen de (Y, y’)
bajo p. son clases de homotopia de curvas de la forma p(o)~' - p(7) - p(o),
esto es justamente:

(32) l(po o) pu(m(Yy)) cllpo o).
|

Teorema 4.8 (La correspondencia de Galois). Sea X una variedad conexa y
xo un punto en X, la correspondencia que asigna a un cubriente p: ¥ — X
el grupo p«(m1(Y,y)) C m1(X, z0), para alginy € Y en la fibra de x, induce
una correspondencia uno a uno entre clases de isomorfismos de cubrientes
no ramificados conexos de X en clases de conjugacion de subgrupos del grupo
fundamental de X basado en xq.

Demostracién. Primero veamos que este mapeo estd bien definido. Sean
p1: YT = X y pa: Yo — X dos cubrientes isomorfos. Sean y; y yo en Yi
y Yo, respectivamente, contenidos en la fibra de xg, entonces existe un ho-
meomorfismo que preserva fibras f: Y7 — Ys. Este homeomorfismo induce
un isomorfismo en los grupos fundamentales, tenemos que fi(m1(Y1,91)) =
m1(Ya, f(y1)). Como paoy o fx = p1« y la imagen de m1(Y2, f(y1)) bajo po
es conjugado a 71 (Y2, y2) segun el Lema se sigue que p1.(m1(Y,y1)) es
conjugado de po. (71 (Y2, y2)).

La aplicacion es suprayectiva por el Teorema Veamos que es inyecti-
va. Supongamos que p1: Y1 — X y pa: Yo — X son dos cubrientes tales que
para algunos y; € Y1 y y2 € Ys en la fibra de xg cumplen que p1.(m1(Y1,91))
y p2«(m1(Y2,y2)) son conjugados. Entonces existe o con punto inicial yo y
punto final algtin 3’ en la fibra de ¢, tal que

(33) pre(m(Yi,p1)) = cl(p o o) ' pau(mi(Ya, 42)) cl(p o o),
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del Lema 4.7 se sigue que p1.(m1(Y1,91)) = p2«(m1(Ya,y')), Por el Lema
existe un homeomorfismo que preserva fibras f: Y7 — Y5 que manda 11 a /.
Por lo tanto la aplicacién es inyectiva. Esto demuestra la correspondencia
uno a uno. O

3. Transformaciones de cubierta

Definicion 4.9. Supongamos que X y Y son espacios topoldgicosy p: Y —
X es un mapeo cubriente. Una transformacion de cubierta o transformacion
deck del cubriente, es un homeomorfismo f: Y — Y que preserva fibras. Con
la operacion composicién de mapeos, el conjunto de todas las transforma-
ciones de cubiertas de p: Y — X forman un grupo el cual denotaremos por
Deck(Y/X). Si existe alguna confusién, entonces escribiremos explicitamente
Deck(p: Y — X) en lugar de Deck(Y/X).

Definicion 4.10. Supongamos que X y Y son espacios de Hausdorff y
p: Y — X es un mapeo cubriente. El cubriente es llamado de Galois (los
terminos normal y regular son también usados comunmente) si para cual-
quier par de puntos 4o, y1 € Y con p(yo) = p(y1) existe una transformacién
de cubierta f: Y — Y tal que f(yo) = y1, es decir, actiia transitivamente
en las fibras.

Observacién 4.11. Por el Teoremal[3.6la lo més existird una transformacién
de cubierta f: Y — Y tal que flyo) =w1-

Por el Corolario u si p: X — X es el cubriente universal entonces es de
Galois.

Definicion 4.12. Supongamos que X y Y son espacios topoldgicos, p: Y —
X es un mapeo cubriente y G C Deck(Y/X). Dos puntos y, ¢’ € Y se dicen
equivalentes modulo G, si existe o € G tal que o(y) =/, es decir, estédn en
la misma 6rbita bajo la accién de G.

Teorema 4.13. Supongamos que X yY son variedades conexas, q: Y — X
es un mapeo cubriente yp: X — X es un cubriente universal. Sea f: X =Y
el mapeo continuo que preserva fibras dada por la definicion del cubriente
universal. Entonces f es un mapeo cubriente y existe un subgrupo G C
Deck(X/X) tal que dos puntos x y =’ € X son mandados al mismo punto
por f precisamente si ellos son equivalentes modulo G.

Demostracién. Tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(34) Y
e
X

p
— X,
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podemos notar que f serd un homeomorfismo local porque p y ¢ lo son.
Veamos que f tiene la propiedad de levantamiento de curvas, considere una
curva o en Y con punto inicial yg y un punto xg € X en la fibra de 10, puesto
que p: X — X es un mapeo cubriente, existe un levantamiento o/ € X con
punto inicial 2 de la curva go o entonces la curva foo’ y o € Y son ambos
levantamientos de la curva g o ¢ y tienen el mismo punto inicial yg. Por lo
tanto son iguales. Por lo tanto es un cubriente. Sea G := Deck(X/Y) este
es un subgrupo de Deck(f( /X) porque f preserva fibras; puesto que X es
simplemente conexa f: X — Y es el cubriente universal de Y, entonces es
Galois por la Observacion Entonces f(x) = f(2') precisamente si x y

2’ son equivalentes médulo G. O

Vamos a usar el Teorema para determinar todos los espacios cu-
brientes del disco unitario perforado D* = {z € C: 0 < |z| < 1}.

Teorema 4.14. Supongamos que X es una superficie de Riemanny f: X —
D* es un cubriente holomorfo no ramificado. Entonces se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

(i) Si la cubierta tiene un nimero infinito de hojas, existe un biholomor-
fismo p: X — H de X al semiplano superior tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

? H

X A)(w)

D*

(35) X

(ii) Si el cubriente es de grado finito con k hojas, entonces existe un
biholomorfismo p: X — D* tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

®
N A
]:D*

Demostracién. Puesto que exp(iz): H — D* es el cubriente universal,
existe un mapeo holomorfo ¥: H — X tal que exp(iz) = f o 1(z). Sea G
subgrupo de Deck(H/D*) obtenido del Teorema

(i) Si G consiste s6lo de la identidad, entonces ¢: H — X tiene grado
uno, por lo tanto es un biholomorfismo.

(36) X D*

(ii) Sabemos que

(37) Deck(H/D*) = {7,: n € Z},
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donde 7,,: H — H es la traslacién 7,(z) = z + 27n. Entonces si el grupo G
no es la identidad, existe un nimero natural k£ > 1 tal que

(38) G ={mk:n €},

esto ultimo es porque todos los subgrupos de los enteros son subgrupos
ciclicos. Sea g: H — D* el mapeo cubriente definido como g(z) = exp(iz/k)
entonces g(z) = g(z’) precisamente si z y z’ son equivalentes médulo G.
Entonces podemos definir un mapeo biyectivo ¢: X — D* de tal manera
que el siguiente diagrama conmute:

(39) H
N
X D*.

Puesto que ¢ y g son biholomorfismos locales, ¢ es un biholomorfismo. Por
ultimo checamos que el diagrama es conmutativo: sea ¢ € X, y sea
z € H tal que ¥(2) = = entonces p(x)¥ = (v o (2))* = g(2)* = exp(iz),
pero por hipétesis exp(iz) = f o (z) = f(z), por lo tanto f(x) = p(x)*,
que es lo que queriamos probar. O

Teorema 4.15. Supongamos que X es una superficie de Riemann, D el
disco unitario y f: X — D un mapeo holomorfo propio que es no ramifica-
do en D*. Entonces existe un nimero natural k > 1 y un biholomorfismo
p: X — D tal que el siguiente diagrama conmuta:

N

D

(40) X

Demostracién. Sea X* := f~1(D*). Entonces f: X* — D* es un cubriente
holomorfo no ramificado. Por el teorema anterior hay un diagrama conmu-

tativo
4 D* .
X A
]D)*

(41) X*

para algin biholomorfismo ¢: X* — D*. Afirmamos que f~!(0) consiste
de sélo un punto. Suponga lo contrario que f~1(0) consiste en n puntos de
bi,...b, donde n > 2, tomemos unas vecindades abiertas disjuntas V; de
cada b;, por el Lema existe un disco D(r) con centro en 0 y de radio r
contenido en D tal que

(42) fFHD(r) cViu---UV,.
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Sea D(r)* = D(r)—{0}, puesto que f~*(D(r)*) es homeomorfo a la preima-
gen de D(r)* bajo z*, este conjunto es conexo. Puesto que cada b; son pun-
tos de acumulacién de f=1(D(r)*), f~1(D(r)) es también conexo, pero esto
contradice . Por lo tanto f~1(0) tiene sélo un punto b en X. Entonces
definiendo ¢(b) := 0, por el teorema de extensién de Riemann podemos ex-
tender de forma holomorfa a ¢: X* — D* a un biholomorfismo ¢: X — D
que hace el diagrama conmutativo. ([l

4. Completacion de cubrientes

Teorema 4.16. Supongamos que X es una superficie de Riemann, A C X
es un subconjunto discreto y cerrado y sea X' = X — A. Supongamos que
Y’ es otra superficie de Riemann y 7': Y’ — X' es un cubriente holomorfo
propio no ramificado. Entonces existe una superficie de Riemann Y que
contiene a Y' y un cubriente holomorfo ramificado en A m: Y — X que
extiende a 7.

Demostraciéon. Para cualquier a € A escojamos una vecindad coordenada
(Ua, za) en X con las siguientes porpiedades zq,(a) = 0, 2,(U,) es el disco
unitario en C, y U, N Uy = 0 si a # o'. Sea U = U, — {a}. Puesto que
7’1 Y’ — X' es propio, 7'~ 1(U}) consiste de un ntimero finito de componen-
tes conexas V*,, parav = 1, ..., n(a). Para cualquier v el mapeo 7’: V., — U
es un cubriente no ramificado, digamos que su nimero de hojas es kg,. Por
el Teorema {4.14] existe un biholomorfismo (,,: Vi, — D* de V, tal que el

siguiente diagrama conmuta

(43) vz, S

s

Za
Ur —Z

Ahora agreguemos unos puntos ideales p,,, a € Ay v = 1,--- ,n(a), es
decir, puntos distintos de algin conjunto ajeno a Y’. Entonces en Y =
Y'U{paw:a € A,v = 1,---n(a)}, existe una topologia con la siguiente
propiedad. Si W, con i € I es una base de vecindades de a, entonces

(44) {pa U (@1 (W) NV )i €1,

es una base de vecindades p,, y en Y’/ induce la topologia original. Este hace
a'Y en un espacio de Hausdorff. Definamos 7: Y — X 7(y) = 7/(y) paray €
Y’y m(par) = a. Por la definicién de la topologia 7 es una funcién continua
y propia. Para convertir a Y en una superficie de Riemann, agreguemos a
las cartas de la estructura compleja de Y’ las siguientes cartas. Sea V,, =
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V2, U{pav} y sea
(45) Cov: Vi — D

la extension del mapeo (g, : V), — D* descritas anteriormente, que se ob-
tienen de definir (4, (pay) = 0. Puesto que este dltimo mapeo es un holo-
morfismo con respecto a la estructura compleja de Y, las nuevas cartas
Cav: Va — D son compatibles con las cartas de Y. El mapeo 7: Y — X es
holomorfo en Y’ porque extiende a 7’ y es holomorfo en las p,, porque el
siguiente diagrama obtenido de (43)) conmuta:

/

(46) V¥ ——U¥

CCLV \L \L Za
Ckau

D* —— D*.

O

A continuacién probaremos que la completacion del cubriente que cons-
truimos en el teorema anterior es tinico salvo isomorfismo.

Teorema 4.17. Supongamos que X,Y y Z son superficies de Riemann y
.Y = X, 7: Z — X son cubrientes holomorfos propios. Sea A C X un
subconjunto discreto y cerrado y sea X' = X — A, Y =714 X") y Z' =
7Y X"). Entonces cualquier bioholomorfismo que preserva fibras o’: Y' —
Z' puede extenderse a un biholomorfismo que preserva fibras o: Y — Z.
En particular cualquier transformacion de cubierta o’ € Deck(Y'/X') puede
extenderse a una transformacion de cubierta o € Deck(Y/X).

Demostracién. Supongamos que a € A y (U, z) es una vecindad coorde-
nada de a tal que z(a) = 0y 2(U) es el disco unitario. Sea U* = U — {a}.
Ademaés podemos asumir que U es suficientemente pequeno tal que 7y 7 no

tienen valores criticos en U*. Sean Vi, ---V,, (respectivamente Wy, --- , W),)
componentes conexas de 7~ !(U) (respectivamente de 7-(U)). Entonces
V¥ =V, — 7 (a) (resp. Wi =W, - 771(a)) son las componentes co-

nexas de m~1(U*) (respectivamente 7-1(U*)). Puesto que o’: 77 1(U*) —
7=1(U*) es biholomorfismo y n = m y uno puede reenumerar de tal mane-
ra que o' (V) = Wp. Puesto que m: Vf — U* es un cubriente holomorfo
no ramificado, V,, N 771(a) (respectivamente W, N 7-*(a)) consiste por el
Teorema de exactamente de un punto b, (respectivamente c¢,) enton-
ces o': 7 H(U*) — 771(U*) puede continuarse biyectivamente al mapeo
o: 7 YU) — 771(U) que asigna a b, el punto c,, por el Teorema de Exten-
sién de Riemann es un biholomorfismo. Si uno ahora aplica la construccion
a cualquier punto a € A, entonces uno obtiene la continuacién o: Y — Z
que se buscaba. O
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