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Resumen

El trabajo desarrollado en la presente tesis de Maestria en Fisica tiene su base en el
efecto magnetoeléctrico que es consecuencia de la Electrodindmica 6 (ED-6). Dicho efecto
consiste en que la presencia de un campo eléctrico produce una polarizacion magnética y
que la existencia de un campo magnético induce una polarizacién eléctrica. Nuestra mo-
tivaciéon es hacer predicciones tedricas que puedan ser corroboradas experimentalmente
mediante métodos espectroscopicos y que sean manifestaciones del efecto magnetoeléctri-
co antes mencionado. Sin embargo, este trabajo sélo es una primera aproximacion, ya
que consideramos casos muy idealizados de los cuales solo es posible extraer informacion
pedagdgica. De este modo, en el primer capitulo se realiza una revisién de la ED-0 y se
presentan las ecuaciones de Maxwell modificadas por la adicién del término invariante
topoldgico de Pontryagin que se incorpora a la accion clasica del campo electromagnético
mediante el acoplamiento con un campo escalar f que es constante por regiones acotadas.
Se enfatiza en las nuevas condiciones de borde que deben cumplir los campos, es decir, en
las discontinuidades que adquieren estos a cada lado de frontera que separa dos medios.
También se muestra la solucion completa al problema estatico de una carga puntual ubi-
cada frente a una pared plana que separa dos medios, caracterizados con un parametro ¢
constante en cada medio, pero diferente entre ellos. Esto es, se muestran los potenciales

escalar eléctrico y vector magnético.

El objetivo la tesis es estudiar el movimiento de particulas con carga eléctrica en
presencia de los campos eléctricos y magnéticos que se obtienen al resolver el problema
estatico en ED-6. Consideramos dos casos. El primero de ellos se estudia en el capitulo
2. Ahi suponemos que las particulas son clasicas y que se mueven de un medio ¢; a un
medio fy. El problema es altamente idealizado suponiendo que las particulas se mueven
libremente por los medios, es decir, ignoramos por completo las propiedades épticas como
la constante dieléctrica, €, y la permeabilidad magnética, . También suponemos que no
hay interferencia de los estados de superficie en la pared que separa los medios con el mo-

vimiento de las particulas, de modo que estas pueden cruzarla. Obtenemos las ecuaciones

VII



VIII Resumen

de movimiento y las resolvemos de forma general para el caso de una particula moviéndose
bajo la accion de un campo eléctrico y un campo magnético, constantes, uniformes, arbi-
trarios y que deben cumplir las condiciones de borde al cruzar la pared que se enunciaron
en el capitulo 1. Después aplicamos la solucién para obtener las trayectorias en tres casos

particulares, con diferentes configuraciones de campos cada uno.

El segundo de los casos, se estudia en el capitulo 3. Es el caso de particulas cuanticas.
Suponemos que hay una particula de carga ¢; y masa M que estd ubicada en el vacio,
a una distancia b frente a un medio 6 semi-infinito con pared plana. La carga ¢; genera
los campos eléctrico y magnético que se pueden obtener de los potenciales escalar y vec-
tor que presentamos en el capitulo 1. Lo que se busca es estudiar el movimiento de otra
carga ¢, de masa m mucho menor que M, que estd sujeta a los campos que genera q;
en ED-6. Con los potenciales, de los que se obtienen los campos, planteamos la ecuacion
de Schrodinger independiente del tiempo usando el acoplamiento minimo o método de
Landau. Se estudia el caso en que ¢; es un protén y ¢s es un electron, es decir, queremos
encontrar los estados ligados con sus respectivas energias para el caso de un atomo de
hidrégeno en ED-6. Al momento de escribir el hamiltoniano, se debe definir un parametro
a, que es funcion de 6, y que usaremos para clasificar tres tipos de medios # en los que se
estudia el problema. El primer medio que estudiamos es un medio unidad caracterizado
con a = 1. Este caso tiene que ver con el problema planteado en términos de las cargas
q1 'y g2, de tal forma que el orden de magnitud de cada una es de aproximadamente 30 ¢,
donde e es la carga del electrén. Otro es el medio mazimal, que consiste en el caso en que
a toma su valor maximo posible, y el problema es el del atomo de hidrégeno. Finalmente
estd el medio o que es el caso en el que = 7 y el valor de a es del orden de magnitud del
cuadrado de la constante de estructura fina. El problema es igualmente el del atomo de
hidrégeno. Se obtienen las funciones angulares y radiales, se utilizan los datos del medio
unidad para visualizar las diferencias entre el caso de estudio y el caso usual del dtomo de
hidrégeno. Se obtiene el espectro de energias en el caso del medio o usando para ello una
aproximacién a orden a? sobre la solucién exacta y empleando un programa de ordenador

para obtener soluciones numéricas.

En el capitulo 4 se trata el problema enunciado en el capitulo 3 pero solamente para el
caso en que el medio 6 se trata de un medio a. Se obtienen los corrimientos de la energia
usando Teoria de Perturbaciones a primer orden. Al final comparamos los resultados
obtenidos en este capitulo con los reportados en el capitulo 3. Las conclusiones del trabajo

se presentan al final en el capitulo 5.



Abstract

The work presented in this MSc Thesis is based on the magnetoelectric effect, which
is a consecuence of the f-Electrodynamics (f-ED). Such an effect consists in that the
presence of an electric field can produce a magnetic polarization and the existence of a
magnetic field can induce an electrical polarization. Our motivation is to make theoreti-
cal predictions that are manifestations of the magnetoelectric effect and which could be
experimentally measured by means of spectroscopic methods. However, this work only
represents a first approximation to the problem because we only consider extremely idea-
lized cases, of which merely pedagogic information can be extracted. Thus, in the first
chapter we make a review of 6-ED and present the modified Maxwell’s equations obtain-
ded from the addition of the topologically invariant Pontryagin’s term to the classical
action of the electromagnteic field. New bundary conditions for the fields arise and are
emphasized. The fields acquire discontinuities crossing the boundary as a manifestation
of the magnetoelectric effect. In the same chapter, the complete solution to the static
problem of a point electric charge located in front of a planar boundary is presented.

Scalar and vector potential are showed and we make an interpretation of these results.

The main object of the present work is to study the motion of electric charged par-
ticles in the presence of the electromagnetic fields obtained solving the static problem of
0-ED. We shall consider two cases. In the first one, presented in Chapter 2, we consider
classical charged particles moving from the #; medium to the 5 medium. This is a highly
idealized problem since we guess the particles can move freely in the media, that is, we
completely ignore the optical constants such as the dielectric constant, €, and the magne-
tic permeability, u. Also, we suppose there is no interference between the surface states
in the boundary with the motion of the particles, such that, the particles can cross the
boundary. We obtain the equations of motion and solve them in the most general form
for the case of a particle moving under the action of constant, uniform and completely
arbitrary fields. These fields must obey the boundary conditions enunciated in Chapter

1. Finally, we apply the general solution to find the trajectories for three particular cases.

IX



X Abstract

The second case studied in this work, in Chapter 3, is the one of quantum particles.
We begin considering a particle of charge ¢; and mass M located in the vacuum at a dis-
tance b in front of a half-infinite § medium with planar boundary. The charge ¢; generates
the electric and magnetic fields obtained from the scalar and vector potential presented
in Chapter 1. We want to study the motion of another charge ¢, of mass m, m << M,
constrained to move in the fields generated by ¢; in the framework of 8-ED. Using the po-
tentials, from which we derive the fields, we construct the time independent Schrodinger
equation by means of the Landau or minimal coupling method. Next, we study the case
in which ¢, is a proton and ¢s is an electron. In other words, we are interested in finding
the bound states, along with their energies, for the problem of a hydrogen atom in the
framework of -ED. When the hamiltonian is constructed wee need to define a parameter
a, which is a function of 6, and we use it to classify three sorts of 8-media we shall study
later. The first one is the unit medium, characterized by a = 1. This case has to do with
the problem stated in terms of the charges ¢; and ¢, such that the charges have a an
order of magnitude of 30e each one. The second one is the mazimal medium in which
a takes its maximum value. Finally, the third one is the o medium. In this case § = 7w
and a takes a value of the order of the square of the fine structure constant a. We obtain
angular and radial functions for the problem. Data computed for unit medium are used to
plot the differences between our case of study and the standard solution of the hydrogen
atom. The energy spectrum is obtained for the case of the a medium using an ordenator

program and a numerical approximation up to a? order.

Finally, in Chapter 4, we treat the same problem stated in Chapter 3 but only for the
«a medium case. We obtain the corrections to the energy using first order perturbation
theory. At the end, a comparison between the results obtained in this chapter and those

obtained in Chapter 3 is presented. Conclusions are presented in Chapter 5.



Introduccion

Las ecuaciones de Maxwell que describen la respuesta electromagnética de un medio

material son

10B 10D 4
V-D=4rp, V- -B=0, VxE—l——a—:O, VXH——a—:—WJ, (1)
c Ot c Ot c

donde FE es el vector campo eléctrico, B es el vector induccién magnética, D es el vector
desplazamiento, H es el vector campo magnético, p es la densidad de carga libre y J es el
vector densidad de corriente libre, de acuerdo con la notacién de la Ref. [1]. Es conveniente
resolver las ecuaciones homogéneas mediante la introduccién de los potenciales & y A

segun las siguientes definiciones

E--vo_ 94 p_vsa 2)
c Ot

que consideramos validas en adelante. Cada medio material estd caracterizado por sus

relaciones constitutivas
D=D(E,B), H=H(E,B), (3)

que permiten resolver las ecuaciones inhomogéneas en (1). Por ejemplo, para medios

lineales e isotropicos estas relaciones son
D = S(T)Ev H = B/;L(’I‘), (4)

donde £(7) es la permitividad eléctrica del medio y u(r) es su permeabilidad magnética.
En este caso, las ecuaciones inhomogéneas que aparecen en (1) pueden derivarse de la
accion

So[®@, A] = /dt Py L (8i <5E2 - 132) — p® + 1y A) : (5)
o c

(0% ™

donde « es la constante de estructura fina que se ha introducido como una normalizacion

conveniente en los siguientes desarrollos. En la accién (5) los campos E y B son una

I



11 Introduccion

notacién para las expresiones correspondientes en las definiciones (2) y las ecuaciones
correspondientes se obtienen de las variaciones de los potenciales ® y A.
Este trabajo se enmarca en el estudio de materiales caracterizados por las siguientes

relaciones constitutivas

6 1 0
D=:E-B, H=-B+ E, (6)
T i T
donde # es un parametro adicional denominado la polarizacién magnetoeléctrica del medio.
Sustituyendo las relaciones constitutivas dadas por la Ec. (6) en las ecuaciones inhmoge-
neas de (1) se obtienen las ecuaciones de Maxwell modificadas
c Ot c cm Ot

B 1 E 4 1
V-(cE) = dnp+2B-VO,  Vx (_> _10(E) _4rm a 09
T

; _ _J—{—%(V@) xE—-——B. (7)

A este tipo de materiales los llamaremos Medios-0 y a la teoria efectiva que los describe
mediante las ecuaciones de Maxwell modificadas (7) la llamamos Electrodindmica 6 (ED-
6). Entonces, las ecuaciones (2) y (7) contienen la descripcién completa de la respuesta
electromagnética de materiales descritos mediante los pardmetros €, p y . Notamos que si
ponemos 6 = 0 recuperamos las ecuaciones de Maxwell para medios materiales derivadas
de la accién (5). Vale la pena mencionar que el campo € es conocido en fisica de particulas
como el axion y a la teoria derivada de su incorporacion se le denomina electrodindmica
azionica [2].

Sin embargo, en este trabajo consideraremos una situacién muy idealizada donde esco-
gemos € = 1, u = 1 y s6lo trabajamos con el parametro 6. De este modo nos referiremos a
este caso restringido como el vacio-0 y en general consideraremos a 6(x) como un pardme-
tro fenomenolégico arbitrario andlogo a la permeabilidad y permitividad del medio.

Notemos las siguientes propiedades relevantes de las Ecs. (7):

(i) Las nuevas relaciones constitutivas inducen densidades efectivas de carga y de

corriente dadas por

o co a 00
peﬂ = 5 2

B. _ -2 %p
472 Vo, e +47r (VO) Am2c Ot (8)

respectivamente, que son funciones de los mismos campos. Asi entonces, una caracteristica
esencial de la presencia de estos materiales es la aparicién del efecto magnetoeléctrico [3],
mediante el cudl campos eléctricos producen campos magnéticos y viceversa.

(ii) En el caso més simple que uno quisiera considerar, que corresponde a 6(x) cons-
tante en todo el espacio, recuperamos las ecuaciones de Maxwell en vacio atin cuando las

relaciones constitutivas dependen de 6. Por esta razén estudiaremos el caso cuando 0(x)
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es constante por tramos y en particular la situacion de simetria plana, donde escogemos
0(z) =0,H(—z)+ 6,H(z2). (9)

Aqui H(z) es la funcién escalén de Heaviside (H(z) = 0 para z < 0y H(z) = 1 para
z > 0) . Las constantes 0 y 0 caracterizan la polarizacion magnetoeléctrica de los medios

uno y dos, respectivamente, separados por la interfase plana z = 0. Entonces tenemos que

~

donde §(z) es la funcién delta de Dirac y k el vector unitario en direccién z. De este modo,
las modificaciones dindmicas en las ecuaciones (7) ocurren solo en la interfase z = 0, que
es el tinico lugar donde las densidades efectivas definidas arriba son diferentes de cero.
Observamos que el vacio-6 presenta propiedades conductoras en la interfase ain cuando
el bulto sigue estando descrito por las ecuaciones de Maxwell en vacio. En el caso general
de un medio-f, con £ # 1, decimos que el bulto es un aislante y comprobamos que la

interfase se comporta como un conductor.

Es posible mostrar, como se vera con detalle en el Capitulo 1, que las ecuaciones (7)

provienen de la accién S = Sy + Sy donde

Sy = —# dt &z 0(z)E - B = —# dt &z 6(x)P. (11)
La contribucién (11) es la responsable del efecto magnetoeléctrico y como tal esperamos
que tenga propiedades interesantes. Puesto que no hay contribucién a las ecuaciones de
movimiento cuando # es constante en todo el espacio, esperamos que el término P definido
en la Ec. (11) sea una derivada total. La manera mas simple de verificar esta afirmacién
es empleando la notacién covariante, en las convenciones de la Ref. [1], que nos permite

escribir
1 nvpo 18 Hrpo A a A 0123
P:E-B:—ge FIWFﬂU:_§ (€ v0,As) € = +1, (12)
donde F),, = 9,A, — 0,A, es el el tensor electromagnético.
Revisemos ahora las simetrias de la accién Sy [4]. Consideremos la situacién cuando 6 es

constante en una variedad cerrada (sin fronteras). En este caso el estudio de la anomalia

axial (la no conservacién de la corriente axial J£ = Wys7#¥) mediante el método de
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Fujikawa [5], nos dice que la integral

1
3272

/dt dPx e F,, F,y =m, (13)

donde m es un entero. Dicho entero mide la diferencia entre los modos cero con quira-
lidad positiva (75 = +1) y los modos cero con con quiralidad negativa (v = —1) del
operador de Dirac definido en la variedad. De este modo resulta que Sy = hfém, lo que
produce una contribucién a la acciéon que no es univaluada, a diferencia de la accién de
Maxwell que no presenta este problema. Sin embargo la funciéon de particion del siste-
ma estd determinada por el factor exp (—%(Sg + S@)) de modo que basta con pedir que
exp (—+(Sp)) = exp (—imf) sea univaluada. De este modo concluimos que fm debe ser
un multiplo entero de 27, es decir # = 27N, con N entero. En otras palabras, dos sis-
temas cuyo parametro 6 difiere en 27N, son equivalentes y nos restringimos al intervalo
0<6<2m.

Observemos que cuando # es constante en una regién que tiene frontera, la derivada
total en la accién (11) produce una contribucién en ésta. En efecto, considerando la
contribucion de Sy en la region z < 0 donde 6 = ¢, obtenemos

2<0 01 vap AG ~

S@ = —= dt dx dy 6,;5514 orA s €3vpo = €056 14

) p,0=0,1,2, €po = +1,

(14)

donde hemos usado el teorema de Gauss integrando en una semiesfera de radio infinito

cuyo plano ecuatorial es el plano z = 0, con normal unitaria n® = k. Ademas, hemos

supuesto que los campos van a cero en el infinito. La accién (14) vive en el plano z = 0.

El sector z > 0 de la acciéon Sy produce una contribucion similar, de modo que la accion
total en el plano z =0 es

k S 0, 05 k

Scs = — | dtdedyez;5A70°PA° = | dtdedy L — =)= —. 15

() A / Y €ips / YLos, (87’(’2 ]2 A ( )

Esta construccién provee una manera alternativa de comprobar que las modificaciones en

la dinamica introducidas por el vacio-6 solo provienen de la intefase z = 0. La accién Sg¢

corresponde a la accién abeliana de Chern-Simons en 2 + 1 dimensiones.

Otra simetria relevante que se requiere es la inversiéon temporal ¢ — —t, bajo la cudl
los campos electromagnéticos transforman como E — E y B — —B. Vemos entonces que
E - B es impar ante inversion temporal. Para recuperar esta simetria debemos pedir que
0 — —0 lo que a primera vista solo deja como posibilidad el caso § = 0. Desde el punto de

vista de la accién Sy dicho cambio require que exp (—imf) = exp (—im(—0)) lo que nos
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restringe a que 6 sea un multiplo entero de 7. Es decir, tenemos dos tipos de materiales:
aquéllos con € = 0, que interpretamos como un dieléctrico estandard y aquéllos con 6 = 7
que definen a un nuevo tipo de dieléctrico. Sin embargo, la equivalencia de dos sistemas
cuyo valor de # difiere en 2w hace que el caso de # = —7 corresponda al nuevo tipo de

dieléctrico con 6 = 4.

Sabemos que si 6 es constante en todo el espacio, entonces la dinamica resultante es
equivalente a la de un dieléctrico estandard (f = 0). Por esta razén, para estudiar las
propiedades macroscépicas de los nuevos materiales con # = 7 es necesario crear una

interfase entre ambos, tal como lo describe la eleccién de 6(z) en la Eq.(9).

Ademas del interés tedrico que por si mismo tiene el estudio de la Electrodinamica-6,
definida por las relaciones constitutivas (6) y la accién S = Sy + Sy, proveniente de las
Egs. (5) y (11), una motivacién adicional para este trabajo es el hecho que dicha accién
también describe la respuesta electromagnética macroscopica de los asi llamados aislantes

topoldgicos, que identificamos con los materiales caracterizados por 6 = 7.

Un aislante topoldgico es un material que se comporta como un aislante ordinario en el
bulto, con bandas de valencia y conduccién separadas por una brecha de energia, y como
un conductor en la superficie (z = 0 en nuestro caso), como puede verse de la corriente
efectiva Jog en la Eq. (8), que se genera en dicha superficie. Microscépicamente, esta
conductividad se debe a que cerca de la superficie se producen estados de borde situados
dentro de la brecha de energia que permiten la conduccién y que estan protegidos por la
invariancia bajo inversién temporal [6].

El adjetivo de topoldgico aplicado a estos materiales proviene del hecho que las fun-
ciones de onda que describen sus estados microscopicos inducen mapeos en el espacio
de Hilbert que poseen una topologia no trivial. Ademas, el valor de 6 puede calcularse
de la teoria microscopica y resulta estar dado por un invariante topoldgico en el espacio
de momentos del sistema. En este trabajo no daremos ningin detalle adicional sobre los

aspectos topoldgicos del problema, que pueden encontrarse en la Ref.[7], por ejemplo.

Es interesante hacer notar que gran parte de los aislantes topologicos han sido pre-
dichos tedricamente y posteriormente verificados en el laboratorio. Los compuestos de
Biy_,Sb, fueron los primeros candidatos propuestos en la Ref. [8] y verificados posterior-
mente en [9]. Hasta la fecha se han caracterizado un buen nimero de aislantes topoldgicos

[10] y hasta donde sabemos no existe un tinico método establecido para su identificacion.

Han sido varios los esfuerzos realizados en la tltima década para observar experimental-
mente el efecto magnetoeléctrico. A nivel microscopico la teoria predice que los fenémenos
topoldgicos en materia condensada estan asociados con una respuesta electromagnética

cuantizada en unidades de constantes fundamentales. Se ha predicho teéricamente que el
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Figura 1: Se muestra el arreglo experimental que se propone en la referencia [6]. Figura
tomada de la referencia [6].

aislante topoldgico tridimensional invariante ante inversién temporal exhibe un un Efecto
Magnetoeléctrico Topoldgico (EMT) cuantizado en unidades de la constante de estructura
fina [11]. De esta manera, el observar y medir experimentalmente dicho EMT, constitu-
ye no solo una confirmacién de las predicciones hechas por la teoria, sino que también
proporciona una nueva forma de determinar experimentalmente el valor de constantes

fundamentales. En este caso en particular seria la constante de estructura fina.

A continuaciéon mencionamos algunas alternativas que se han empleado en la deteccion
del EMT. Una de las consecuencias novedosas del efecto magnetoeléctrico es que cuando
se coloca una carga puntual frente a la interfase de aislante topolégico plano, se induce un
campo magnético que puede interpretarse como proveniente de un monopolo magnetico
imagen en en el interior del aislante. En la referencia [6] se ha propuesto el empleo de un
microscopio de fuerza magnética con el objeto de detectar dicho campo monopolar, cuyo

origen fisico estd realmente en la corriente J.g inducida en la interfase. Ver Figura 1.

Otra propuesta para observar las consecuencias del efecto magnetoeléctrico se presenta
en la referencia [12], y tiene que ver con la dispersién de Rayleigh de ondas electromagnéti-
cas por cilindros circulares fabricados con aislantes topologicos. La idea es determinar la
constante de polarizaciéon magnetoeléctrica 6 del cilindro mediante su dependencia en el

angulo de dispersion de la radiacién incidente.

A continuacién discutimos con algo més de detalle el empleo de las mediciones de las
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rotaciones de Kerr y Faraday para la determinacién del EMT. Un material dieléctrico,
que en condiciones normales es isotrépico puede adquirir actividad 6ptica cuando se aplica
sobre él un campo magnético. El eje éptico de la actividad 6ptica inducida sobre el material

coincide con el eje sobre el que se aplica el campo magnético.

El efecto Magneto-optico de Kerr consiste en el cambio que experimenta el plano de
polarizacion de la onda reflejada por la superficie de un material magnetizado respecto
del plano de polarizacién de la onda incidente. Al angulo formado por los dos planos de
polarizacion, el de la luz incidente y el de la luz reflejada se le conoce como dngulo de

rotacion de Kerr y lo denotamos con .

Otro efecto Magneto-6ptico importante es el efecto Faraday. Este consiste en el cambio
en el plano de polarizacién de la onda transmitida respecto del de la onda incidente que
es directamente proporcional a la componente del campo magnético sobre la direccién de
propagacién de la onda. Al angulo entre los planos de polarizacién de la onda transmitida
y la onda incidente se le conoce como dngulo de rotacion de Faraday y lo simbolizamos

con V.

Se sabe que los dos efectos, el de Kerr y el de Faraday, resultan de los elementos
fuera de la diagonal del tensor de permitividad eléctrica (g;;) que, como se muestra en
las Referencias [13] y [14], para el caso de un cristal uniaxial 6pticamente activo es de la

siguiente forma

&1 iQ€1 0
e=|—-iQer & 0. (16)
0 0 €1

Los elementos fuera de la diagonal significan que el material presenta cierta aniso-
tropia, es decir, que su permitividad eléctrica es diferente en distintas direcciones. La
cantidad @) se conoce como coeficiente magneto-6ptico y para materiales que presentan
actividad optica cuando estan sujetos a campos magnéticos, dicho coeficiente es directa-
mente proporcional al campo magnético aplicado, y por ese mismo motivo, también es
directamente proporcional a la magnetizacion que experimenta el material. De este modo,
en ausencia de campo magnético externo, () = 0 y el material es un dieléctrico isotrépico.
En presencia de un campo magnético externo, el material adquiere anisotropia y como la
velocidad de propagacién de las ondas en un medio material depende de su permitividad,
de modo que v = 1/,/gj, entonces la velocidad de la luz en el material varia de acuerdo
con su orientacion. La luz linealmente polarizada puede pensarse como la superposicion
de un haz circularmente polarizado a la izquierda y otro haz circularmente polarizado a

la derecha. Cuando la luz se propaga en un medio material con actividad magneto-6ptica
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Figura 2: Se muestra la disposicién de los medios para el experimento propuesto en la
referencia [11]. TT hace referencia al aislante topoldgico. Figura tomada de [11].

derivada de la presencia de un campo magnético externo el resultado es que la dinamica de
cada haz circularmente polarizado cambia y uno de los dos resulta ligeramente ralentizado
respecto al otro, produciéndose una diferencia entre las fases del haz polarizado hacia la
derecha respecto al haz polarizado hacia la izquierda. Como resultado de la superposicion
de los dos haces se produce luz linealmente polarizada pero con un angulo de polarizacion
diferente respecto a la luz incidente.

En la referencia [11] se propone un experimento éptico para observar la cuantizacién
topoldgica del EMT en unidades de la constante de estructura fina «, con base en com-
binaciones de las mediciones realizadas que son independiente de las constantes € y pu.
Para ello se deposita una placa de un aislante topolégico de espesor ¢ y con propiedades
Opticas €5 v ps v angulo de axion 6 sobre la superficie de un substrato topolégicamente
trivial (fsups = 2pm con p un entero fijo) con propiedades épticas €3 y u3. El medio sobre
el aislante topoldgico es el vacio con constantes Opticas triviales e = 1 = 1y e = 0
como se muestra en la Figura 2. El experimento que proponen consistiria en iluminar
perpendicularmente con luz monocromatica de cierta frecuencia angular w la superficie
del aislante topoldgico y a continuacion medir el angulo de rotacion de Kerr ¥, de la onda
reflejada y el angulo de rotacién de Faraday ¥r de la onda transmitida, en presencia de
un campo magnético perpendicular a la superficie B = Bég. Ver Figura 2.

En el trabajo los autores afirman que es posible encontrar una ecuacion de la forma
f (P, ¥, 9%, 0% p,0) = 0, donde la prima indica que los dngulos son medidos en el
minimo de reflectividad y la doble prima que son medidos en el maximo. Se dice que la
funcion f es universal en el sentido de que no depende de ¢ ni p para ningiin material.
De ésta forma es posible calcular € siempre que se conozca el valor de p, el entero fijo en

Osups = 2pm para el substrato topolégicamente trivial.
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Hasta hace poco el EMT no habia sido observado experimentalmente. Sin embargo
recientemente, como se expone en la referencia [16], se publicé un trabajo en el que se
reporta la observacion experimental de dicho efecto. En el trabajo se empled radiacion
monocromatica con rango de frecuencias en terahertz (THz) sobre estructuras hechas con
materiales de tipo aislantes topoldgicos. En presencia de campos magnéticos externos
intensos se observé un angulo de rotacién de Faraday universal igual a la constante de
estructura fina «, cuando radiacién linealmente polarizada de frecuencias comprendidas
entre 0.1 y 1 THz pasa a través de dos superficies del aislante topoldgico tridimensional
telururo de mercurio (I) HgTe. La observacion de la rotacion de Faraday igual a la cons-
tante de estructura fina es una consecuencia directa del EMT cuantizado, lo que confirma
la electrodinamica 6 de los aislantes topoldgicos tridimensionales.

Ahora bien, este trabajo tiene por objeto estimar el efecto que se produce en los
niveles de energia de un atomo de hidrégeno en el vacio (# = 0) cuando se lo coloca frente
a una interfase plana de un medio caracterizado por un parametro constante 6 % 0 con
e = i = 1. Una propuesta experimental para la observaciéon y medicién del EMT podria
ser usar espectroscopia para medir las modificaciones al espectro de atomos hidrogenoides
que se producen por la presencia de materiales con parametro 6 # 0. La espectroscopia
es una técnica experimental de alta sensitividad que permite estudiar la interaccién entre
la radiacién electromagnética y la materia. Particularmente en este caso nos interesa
analizar el caso del &tomo de hidrégeno, que ha sido ampliamente estudiado y sobre el cual
existe una cantidad apreciable de informacion reportada en la literatura. La espectroscopia
estudia la radiacion emitida o absorbida por un cuerpo. En el caso del atomo de hidrégeno,
la radiacion que absorba o emita tiene una relacion directa con el estado cuantico en el
que se encuentre su electron. Si absorbe radiacién el electron cambia a un estado de
mayor energia y cuando emite es porque el electrén cambia a un estado de menor energia.
Por supuesto, la energia de la radiacién absorbida o emitida se puede caracterizar o por
la longitud de onda o por la frecuencia de la luz que emita o absorba, y dicha energia
esta cuantizada precisamente porque los niveles de energia del electrén estan cuantizados.
En ese orden de ideas resulta interesante calcular teéricamente el orden de magnitud de
los corrimientos que uno esperaria en un modelo muy idealizado en el que ignoramos
por completo las propiedades dpticas de los medios (un vacio-0). El trabajo desarrollado
en esta tesis no constituye una propuesta experimental como tal, sino que solamente
es un primer paso para estimar teéricamente el orden de magnitud de las modificaciones
inducidas por la electrodinamica-6 y que podrian servir de punto de partida para construir

una propuesta sélida como trabajo futuro.






Capitulo 1

Electrodinamica 6

La electrodindmica 6 (ED-0) se define como la electrodindmica de Maxwell usual
acoplada con un invariante topoldgico de Pontryagin, P = FWF - mediante un campo

escalar #. A partir de ahora se trabaja en el sistema de unidades naturales h = ¢ = 1,

la signatura de la métrica de Minkowski que se usa es 7, = (+,—, —, —) y se adopta la
convencién €'?* = +1. La accién que se usa es la siguiente [17], [18]
1 1 0(z) ~

S= [ d'z|———F,F" — —j"A, - E, B |, 1.1

/M x( 16ma” " ol T Tep2 ) (1.1)

donde a = €2?/hc es la constante de estructura fina, A* denota las componentes del
cuadripotencial A* = (&, A), ® es el potencial escalar y A es el potencial vector con
componentes (A' = A,, A* = A, A® = A,), F,, = 9,4, — 9,A, es el tensor de cam-
po electromagnético, Frv = %e‘“’aﬁ F,5 es el dual del tensor de campo electromagnético
("8 es el pseudotensor completamente antisimétrico de Levi-Civita) y j# = (cp, J) es

el cuadrivector de corriente .

El campo escalar 6, mediante el cual se acopla el término invariante de Lorentz F, WF w
depende explicitamente de las coordenadas espacio-temporales, es decir, del cuadrivector
posicién z# = (ct,r). El cuadrioperador derivada es 0, = 0/0z*. Es directo mostrar que
P = 20,(A,F*), en virtud de la identidad de Bianchi ,F** = 0. De este modo el campo
0 constante produce una derivada total en la accién que no contribuye a las ecuaciones

dindmicas de los campos.

Consideramos que el espacio-tiempo (3+1)-dimensional es M = U x R, que consiste
en una variedad tridimensional U separada en dos regiones U; y Us que se intersectan
en una superficie bidimensional ¥ denominada también pared 6, ésto es, U =U; U Us y

Y. = U, N Us. El conjunto de los reales R corresponde al eje temporal.
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1.1. Ecuaciones de los campos y condiciones de borde

Figura 1.1: La figura muestra la Regién sobre la que se define la teoria de la electrodindmica
6. Figura tomada y adaptada de [? |].

El campo escalar 6 es constante en cada una de las regiones como se muestra en la

Figura 1.1, de tal forma que

0
o(r) = 1 para r €U, (1.2)
0y para r € Us.

Haciendo la variacién de la accién (1.1) respecto a la variacién del cuadripotencial 64,

1 1. 0(z) -
= 4 — mry 14 _ uv
53 /Md x< Lm0 EwF™) = 8" 4,) = | SO(FuF )). (1.3)

La variacién de cada término da como resultado lo siguiente

O(F, F™)
ny — H — op
§(F,, F™) SOA) 0,(5A,) = (4F°°9,)5A,, (1.4)
. o(yjrA .
s = MAsa, — jria, (15)
P
. Tz
S(F ") = %@mﬂ):2F,we#wﬂaa(5,4p). (1.6)
o4ip

Sustituyendo los resultados individuales en la variacién de la accién (1.3) y realizando la

correspondiente integracién por partes resulta

Aoy 82

59 — / d'z <L80F0P + 8, (0(x) Fyyeor) — ljp) SA, (1.7)
M (8%



1.1. FEcuaciones de los campos y condiciones de borde 3

En el segundo término del integrando en (1.7) esta la contribucion (0,0)F), €77 +
200, F°°, siendo el dltimo término la identidad de Bianchi que se anula para todo indice

p. La variacion de la accién queda entonces expresada en la siguiente forma

1 1 - 1
0S8 = d*z ( —0,F°° F°0,0(x) — —j° ) 6A,, 1.8
/,A/l T (47’(’0& + (27’(’)2 (ZE) CYJ > 14 ( )
y dado que la variacién 6A, es arbitraria las ecuaciones que resultan son
0, F" + L, 0(x) = dnj. (1.9)
T

Las ecuaciones obtenidas son vélidas en el caso en que todo el espacio esta lleno de un
vacio 6. Ahora, si nos restringimos al caso de dos regiones acotadas en las que cada una
es un vacio con un valor de 6 constante pero diferente en cada regién como se dijo en la
expresion (1.2), entonces se obtiene un conjunto de ecuaciones de Maxwell modificadas

con un término de corriente efectiva adicional soportada en la superficie [17],[18]
O, F" = 05(X)n, F* + 4rj", (1.10)

con ny, = (0,m) y n es el vector unitario normal dirigido hacia afuera de la superficie X.
El factor 6(X) significa que la contribucién del término sélo existe en la superficie ¥ (es

una delta de Dirac) y la cantidad 6 es definida a continuacién

f .= % (0, — 05). (1.11)

Junto a la identidad de Bianchi, 8MF = (), las ecuaciones de Maxwell escritas en forma

covariante (1.10) se pueden escribir en forma vectorial como [17], [1§]

V-E = 06(X)B-n+4mp, (1.12)
E -
VxB—%—t = 00(X)E X n+4nd, (1.13)
V-B = 0, (1.14)
0B
VXE = ——- (1.15)

Estas ecuaciones implican discontinuidades en las componentes normal del campo
eléctrico y tangencial del campo magnético a la superficie ¥ y que son adicionales a las

producidas por cargas libres y corrientes superficiales. Para el caso en el que la superficie



4 Capitulo 1. FElectrodinamica 0

Y estd libre de cargas y corrientes, las condiciones en la frontera son las siguientes [17]

AE,|s = E;-E,=0B,|s, (1.16)
AB|ls = Bj-Bj=-0E|s, (1.17)
AE|ls = Ej—-E;=0, (1.18)
AB,|x = B2-B.=0. (1.19)

El subindice n indica la componente normal a la superficie ¥ y el subindice || denota
la componente tangencial a la superficie . El superindice indica el vacio 6 en el cual se

mide el campo.

1.2. Método de la Matriz de funciones de Green

Para resolver problemas con valores en la frontera en ED-6 [17], [18] se usa el método
de la funcion de Green. En este caso lo que se busca es resolver las ecuaciones diferenciales
asociadas al cuadripotencial A, para distribuciones de carga y corriente arbitrarias y de
modo que se cumplan las condiciones de borde (1.16) a (1.19). En los trabajos que han
servido como base a este proyecto, en particular las referencias [17] a [19] se exploran
las soluciones para varias geometrias de interés. Sin embargo, en este trabajo solamente
interesa el caso de la geometria plana. Cabe senalar también, que dichas soluciones al
problema usando el método general de la funcién de Green son importantes desde el
punto de vista no solo tedrico sino experimental, puesto que de ellas derivan resultados

importantes de la respuesta electromagnética de materiales con propiedades # variadas.

Debido a que las ecuaciones de Maxwell homogéneas (1.14) y (1.15) son las mismas
que en el caso en que no hay campo escalar 6(r), es posible definir los potenciales de la

manera usual. En el caso estatico, tenemos que
E(r)=-Vo&(r) ; B(r)=V X A(r). (1.20)

En el sistema de unidades h = ¢ = 1 y usando la norma de Coulomb, V -+ A = 0,
el cuadripotencial A* = (¥, A) satisface las siguientes ecuaciones dindmicas escritas en

forma covariante [17], [18]
[—&w? — 5(2)nae? 95| A = dmjt, (1.21)

que estan sujetas a las condiciones en la frontera (1.16) a (1.19) que en forma covariante
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Medio 6, Medio 6,

A 4

Z=a

Figura 1.2: En la figura se muestran dos medios 6 semi-infinitos separados por una pared X
plana.

se escriben [17], [18]

AAM =0, AnYO.A")|y = —Onge™B 05A7| . (1.22)

b
Donde el simbolo A significa la diferencia de las cantidades a cada lado de la pared que
separa los vacios f. Con objeto de obtener soluciones generales para el cuadripotencial
A" = (¥, A) en presencia de fuentes externas arbitrarias j*(r), se introduce la Matriz
de funciones de Green, G* (r,r’), que satisface la ecuacion (1.21) para fuentes puntuales
[17], [18]
[—5”VV2 - 55(2)naeaﬂﬂyﬁﬁ] G¥ (r,r') = dnd" 3P (r — 1), (1.23)

junto con las condiciones de borde (1.22). Teniendo en cuenta que en esta tesis solamente
estamos considerando el caso estdtico, con fuentes localizadas (es decir que los campos se
anulan para r — 00) y tal que no hay condiciones ni superficies adicionales a > donde
puedan establecerse otras condiciones de borde, la solucién general al problema, en la

norma de Coulomb, es
At (r) = / ar'G* (e, r") 5" (7). (1.24)
1%

1.3. Matriz de funciones de Green para una pared 0

plana

Este caso se ilustra en la Figura 1.2, donde se muestra una interfaz plana que separa
dos medios, cada uno con un valor # constante. El cambio en el parametro 6 ocurre en

la pared que esta ubicada en el plano z = a. El sistema de coordenadas apropiado para
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este caso es el cartesiano y se puede ver que se conserva la simetria de traslacién sobre
los ejes x v y. Explotando esta simetria se puede introducir la transformada de Fourier
en la direccién paralela a la pared 6, de forma que la dependencia en las coordenadas es

(r—r))=(x—-2"y—y) [18] as

d?p
(2m)?

donde p = (p.,py) es el momento paralelo al plano de la pared #. En lo subsecuente se

eip'(r_r/)l\guy(z, 2. p), (1.25)

G* (r,r") = 47r/

suprime la dependencia en p de la matriz de funciones de Green reducida, ¢g*,(z, z’). La

ecuacion diferencial que satisface dicha matriz es [18]
*0F, +105(z — a)e* o | g% (2, 7)) = M 6(2 — ), (1.26)

donde 0> = p* — 97 y p*> = p; + p,. La solucién a la ecuacién (1.26) tiene una forma
sencilla pero no es una tarea simple. Los detalles aparecen en la referencia [18] y para
resolverla se emplea un método similar al que se usa para obtener la funcion de Green
para el potencial § unidimensional en mecédnica cudntica. Con este fin es 1til definir una
matriz de funciones de Green libres reducidas, G*, (z,7') = g (2, 2') §*,, donde g(z,2’) es
una funcién de Green libre reducida. La matriz de funciones reducidas esta asociada al

operador 0> mencionado anteriormente y es solucién de la siguiente ecuacién diferencial
0*G* (2,2)) = 6" 0 (2 — 2'). (1.27)

Se sabe que que en el vacio la funcién de Green reducida que satisface la condicion de

borde estandar de anularse en el infinito es

1 /
z,7) = — e P 1.28
Las componentes de la matriz de funciones de Green en la representacion de coordenadas
pueden obtenerse calculando la transformada de Fourier definida en (1.25). Los detalles del
procedimiento se encuentran en la referencia [18]. Los resultados finales son los siguientes
1 02 1

G (r,r) = - . , 1.29
N T (1.29)

20 €p;izlR Z
0 ’ _ 0i53 .
G (r,r") = R R (1 —2+Z2) , (1.30)
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G (r.r') = 6,G% (r,v') — s——=0'K; (r,r"), (1.31)

donde Z = |z —a|+ |2 —a|, R/ = (’r—’r")‘j| =(z—2,y—vy), R=|(r—r")l, los indices
latinos son 4,5 =1,2,3 y
VT2 7

K7 (r,7") = 2i 2 R, (1.32)

Finalmente, se observa que las ecuaciones (1.29), (1.30) y (1.31) contienen todas las com-
ponentes de la matriz de funciones de Green para todo el espacio, dependiendo de la

eleccién de z y 2’ en la funcién Z.

1.4. Carga puntual en presencia de una pared 6 plana

Para el desarrollo del presente trabajo es importante estudiar la configuracién que
toman los campos y potenciales para una carga eléctrica puntual ¢ localizada a una
distancia b > 0 del plano z = 0 donde se encuentra la superficie X que separa un medio
¢ arbitrario (z < 0) del vacio (z > 0). De este modo la carga puntual se encuentra en la

region de vacio como se muestra en la Figura 1.3.

v, vacio

q Z
& I: - =
(q".9") (q".9")

vY

Figura 1.3: En la figura se muestra una carga eléctrica q localizada a una distancia b de una
pared 6 definida por el plano z = 0. La regién z < 0 esta llena de un medio € # 0, mientras que la
region z > 0 es el vacio. En la regién z > 0 el campo eléctrico es originado por la carga original ¢
y por la carga imagen ¢”, mientras que el campo magnético es originado por el monopolo imagen
g”. En la region z < 0 los campos eléctrico y magnético son originados por la carga imagen ¢’ y
el monopolo imagen ¢', respectivamente. Figura tomada y adaptada de [? |.

Por simplicidad se eligen las coordenadas tales que 2’ = 3’ = 0. De esta manera, el
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cuadrivector densidad de corriente es j#(r’) = qd",0 (/)0 (') § (2" = b).

La solucion para este problema es
At (r) = qG"y (r,b), (1.33)

donde b = bés. Las componentes de la matriz de funciones de Green asociadas al potencial

escalar, en el caso en que 2’ > 0, son [? ]

z2>0 : G%(r,b) = L P ! (1.34)

- O e —b 44 02)r + b '
4 1

2<0 : G%(r,b)= —— . 1.35

Es directo ver que para z = 0 la funcién de Green resulta continua. La funcién de Green
(1.34) da el potencial electrostatico ®(r) = ¢G% (r,b) en la regién 2z > 0, que puede
interpretarse como el debido a un par de cargas puntuales, la primera de magnitud ¢

localizada en b, y la otra una carga imagen de magnitud

N2
" 0

= g 1.36
== (1.36)

localizada en —b. Para la regién z < 0 sdlo aparece una carga imagen de magnitud

B 4
q4+§2a

/

q (1.37)

localizada en b.

Las componentes distintas de cero del potencial vector son Al (r) = ¢G',(r,b) y

A% (r) = ¢G?, (r,b). Las componentes requeridas de la matriz de funciones de Green son

20 'y 1— 22 2>0
G (r,b) = +—— = Ir-+b] , 1.38
0 (r,8) 4+02R2{1+|j:2| , 2<0 (1.38)
20 «x 1 — ztb z2>0
G? (r,b) = ————— r+bl T = 1.39
(. 9) 4+62R2{1+|jg| . 2<0 (1.39)

A continuacién se interpretan las componentes del potencial vector a la luz del campo
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magnético B=V X A

2(19~ r+b

>0 : B = — = , 1.40

z =~ (fr) 4+92 |T+b|3 ( )
2q9~ r—b

z<0 : B(r)=+ - . 1.41

") =4 b (141)

Se puede ver que el campo magnético para la regiéon z > 0 tiene la forma del campo

generado por un monopolo magnético de magnitud

" _ _ 2q9~
44 62

(1.42)

localizado en —b. Para la region z < 0, el campo magnético tiene la forma de aquel
producido por un monopolo magnético de magnitud
, 2q0

=+ (1.43)

localizado en b.

Para el caso de una carga puntual cerca de una pared € plana, los resultados permiten
interpretar la distribucion de campos como los producidos por la carga original, las cargas
imagenes y los monopolos magnéticos imagenes. Los monopolos mencionados no son fisicos
sino que mas bien son (como las cargas imagen en general) un artilugio conceptual para
explicar la forma del campo magnético. Se puede demostrar que no se viola la ley de Gauss
del campo magnético, V - B = 0, sino que en realidad los campos magnéticos a cada lado
de la pared # son producidos por una corriente eléctrica inducida en la superficie ¥, y que

tiene la forma correcta del que se esperaria produjera un monopolo magnético [19].






Capitulo 2
Problema Clasico

En este capitulo se trata el problema de encontrar las trayectorias de una particula de
masa m y carga ¢ que se mueve entre dos vacios # bajo la influencia de diferentes configu-
raciones de campos eléctrico y magnético constantes y arbitrarios. Se resuelven tres casos
particulares. La situacion que se presenta es que como los campos deben obedecer las
ecuaciones de Maxwell (1.12), (1.13), (1.14) y (1.15) enunciadas en el capitulo anterior,
entonces también estan obligados a satisfacer las condiciones de borde en la superficie
Y que separa los dos vacios, esto es, las ecuaciones (1.16), (1.17) y (1.19). Un anélisis
detallado muestra que los campos se mantienen constantes a cada lado de la pared € pero
son discontinuos en dicha superficie y precisamente son las condiciones de borde las que

prescriben la forma de que deben tener estas discontinuidades.

Para encontrar las trayectorias mencionadas inicialmente, suponemos que no hay in-
teraccion entre la particula cargada y los vacios # que pueda afectar su movimiento y

también que, llegado el caso, la particula puede cruzar la pared.

2.1. Lagrangiana y ecuaciones de Movimiento

Adoptamos el sistema de coordenadas mostrado en la Figura 2.1 (é1, éa, €3 son los
vectores unitarios en las direcciones x,y, z respectivamente). La pared ¥ que separa los
dos vacios estd sobre el plano x — y ubicada en z = 0. Los campos eléctrico y magnético
al lado izquierdo de la pared (E; y Bj) son constantes y arbitrarios. La direccién normal
a la pared es fija y se toma el eje z sobre esa direccion. Podemos elegir los ejes z vy y
libremente de tal forma que el campo eléctrico en el lado izquierdo de la pared E; y el
vector unitario normal a la superficie 3, es decir, és, formen un plano, que se escoge como

el plano y — z. Entonces, se pueden escribir los campos eléctrico y magnético definidos en

11
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Vacio 6, X Vacio 6,

Pared X

Figura 2.1: Al lado izquierdo de la pared exite un campo eléctrico Eq y un campo magnético
Bj. Al cruzar la pared aparecen discontinuidades en los campos AE y AB para cumplir las
condiciones de borde.

todo punto del espacio de la siguiente forma

E(r) = Fyéy+ [F3+ H(2)0Bsés, (2.1)
B(T) = Blél —+ [BQ — H(Z)éEQ]éz + Bgég. (22)

donde H(z) es la funcién escalén de Heaviside. Estas definiciones de los campos cumplen

con las condiciones de frontera de las ecuaciones (1.16) a (1.19):

A-En|z:0 = éB3|z:0a (23)
ABjl.—0 = —0Es|., (2.4)
AEH‘Z:U - ABn'z:O = 0 (25)

Cabe senalar que como se dijo inicialmente, pedimos que los campos sean constantes
y uniformes en cada lado de la pared. Sin embargo adquieren discontinuidades al cruzar
la frontera entre los vacios 6. Esta dependencia esta contenida en la funcién de Heaviside.
Con base en las definiciones de los campos (2.1) y (2.2) y teniendo en cuenta que sola-
mente se esta considerando el caso estatico, se pueden proponer potenciales que definan

adecuadamente los campos para este problema.
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2.1.1. Potencial escalar electrostatico

El potencial escalar electrostatico ®(r) se obtiene de la forma usual para un campo

eléctrico constante y homogéneo [24], [1] mediante la ecuacién

O(x,y,2) = —E -7 = —Fyy — [E5 + H(2)0Bs)z. (2.6)

Se puede verificar que en efecto el campo eléctrico definido en la ecuacién (2.1) se

obtiene a partir del gradiente negativo del potencial electrostatico (2.6)

0o 0o 0o
EFE=-Vb=——¢& ——é, — —é3. 2.
v 89581 8y62 (9263 (2.7)

Para ello se calcula cada una de las derivadas parciales que aparecen en (2.7)

—g—i = —% (—Egy —[Es+ H(z)éB;;]z) =0, (2.8)
_g_j = —(% (—Egy —[Es+ H(z)éB;:,]z) = Es, (2.9)
_Z_CIZD = —% <—E2?/ — [E5 + H(Z)éBg]Z) , = 0B320(2) + [E5 + H(2)0Bs],

= [Es+ H(2)0Bs]. (2.10)

Se ha usado la identidad zd(z) = 0 en el calculo de la ultima derivada, e insertan-
do dichas derivadas en (2.7) y comparandolas con las componentes de (2.1) se ve que

efectivamente (2.6) es un buen potencial escalar para este problema.

2.1.2. Potencial vector magnético

El potencial vector se obtiene de la misma forma que se hace para el caso de un campo

magnético constante y homogéneo

A:%BXT. (2.11)

Usando la definicién del producto vectorial en términos de un determinante se obtiene

que el potencial vector es

1 R 1 R 1 A
A(z,y,2) = 5 (Msz — Bsy) é1 + 3 (Bsx — B1z) éa + 3 (Biy — Myz) és. (2.12)
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donde M, = By — H(2)0F,. Se puede verificar que el campo magnético (2.2) se obtiene a

partir del rotacional del potencial vector (2.12)

B =VXxA. (2.13)

Calculando por componentes tenemos

0A, 04, 1 0 10 .
0A, 0A. 10 - 10
e~ ([32 —H(2)0E)> — Bgy> ~ 55, (B — Maa) |
= —%Z(S(Z)éEQ + M2 = BQ — H(Z)éEQ , (215)
0A 0A 10 10
o= 04 10 g 19 e By - B, 2.1
; o 9 5 5 (Bsx 12) 28y( 2% 39) 3 (2.16)

De acuerdo con la definicién (2.13), y comparando con las componentes del campo
magnético en (2.2) se puede ver que (2.12) es un potencial vector para este problema. Sin
embargo, calculando la divergencia del potencial vector se puede ver que no se anula para

todos los puntos del espacio

V- -A= %éng(S(z). (2.17)

El potencial vector en (2.12) no estd en la norma de Coulomb, pero podemos hacer
una transformacién de norma para pasar a la norma de Coulomb. La transformacién de
norma, del potencial vector es A’ = A + VA, con A una funcién escalar a determinar.
Puede probarse que una opcion es A = —%éEng (z), de forma que el nuevo potencial

vector es
, 1 ~ L1 L 1 5
A = 5 (BQZ — Bgy — 29E22H(Z)> e + 5 <B3$ - Blz) €z + 5 (Bly - B2x) €3. (218)

Tomando la divergencia de (2.18) directamente se obtiene V - A’ = 0, y tomando el
rotacional se obtiene el campo magnético (2.2). Entonces el potencial vector en (2.18)

estd en la norma de Coulomb para todos los puntos del espacio.

2.1.3. Funcion Lagrangiana y ecuaciones de movimiento

Una vez obtenidos los potenciales se puede construir una funcion Lagrangiana para

el problema. La lagrangiana de una particula de carga ¢ y masa m que se mueve bajo la
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accion de un campo electromagnético es [23], [1]

1
L= §m122 +qA v — qd. (2.19)

El vector v = 7 denota la velocidad de la particula. Usando como coordenadas ge-
neralizadas las coordenadas cartesianas de la particula (x,y, z) y reemplazando en (2.19)

los potenciales escalar (2.6) y vector (2.12) se obtiene que la lagrangiana es

1 1
L= 3 (:1'32 + 92 + z'2) + §q{(Mgz — Bsyy)

+ (Bsx — B12) y + (Biy — Max) 2} + g {E2y + N3z}, (2.20)

donde My = By — H(2)0E, y N3 = E5 + H(2)0Bs.

. ., ., t ce . . .
La variacién de la accién, S = ff L(z,y,z,%,y,%)dt, da origen a las ecuaciones de
1

Lagrange
d oL 0L
B Ry W e G S 2.21
105 oF s ¢ =2, =y, ¢ =2 (2.21)

Usando la lagrangiana (2.20) obtenemos las ecuaciones de movimiento de la particula.

En el caso de la coordenada x

oL 1 ~
d oL .1 - < .
Tos - ™ + 54 (—25(2)29E2 + [By — H(2)0Es]z — Bgy> :
1 .
= mi +q ([32 — H(2)0E,)s — Bgy) , (2.23)
oL 1 ) S

La ecuacién de movimiento para esta coordenada es

mi = g (Bgy By — H(z)éEg]Z) . (2.25)



16 Capitulo 2. Problema Cldsico

En el caso de la coordenada y tenemos

oL o1

d 0L L1 . )

Eﬁ_y = mi+ éq (B3t — Bi12), (2.27)
oL 1 . .
M = 54 (—Bs% + B12) + qFE». (2.28)

La ecuacién de movimiento para la coordenada y es

Y finalmente, para la coordenada z

oL 1 .
5, = ™M + 54 <B1y —[By — H(z)@Eﬂm) : (2.30)
d 0L L1 . 5 TARP
wa - ™ + 54 <Bly + 20(2)20Fy — [By — H(z)@Eﬂx) : (2.31)
oL 1 i R . G
= = 5 (—za(z)erQ 4 [By — H(2)0Es)# — By + x5(2)20E2>

+q (za(z)éBg + B+ H(z)éBg]) . (2.32)
Recordando que zd(z) = 0, la ecuacién de movimiento para esta coordenada resulta
mi = q ([32 — H(2)0E,)i — Byj + [Es + H<z)533]) . (2.33)

De esta forma se han obtenido las ecuaciones de movimiento para las coordenadas
cartesianas de la particula de masa m y carga g en presencia de los campos de fondo
definidos en las expresiones (2.1) y (2.2), via los potenciales escalar (2.6) y vector (2.12).
Sin embargo, existe otro método para obtener las ecuaciones de movimiento a través de

la conocida expresién para la fuerza de Lorentz, método que se explora a continuacion.

2.1.4. Fuerza de Lorentz

Las ecuaciones de movimiento también pueden ser obtenidas a partir de la expresion
para la fuerza de Lorentz, F', que experimenta una particula de masa m y carga ¢ mo-
viéndose con velocidad v, bajo la accién de un campo eléctrico E y un campo magnético
B,

F=¢g(E+vXxB). (2.34)
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Teniendo en cuenta la expresién para el campo magnético en (2.2), se obtiene que
v X B= (B3y — MQZ) é + (Blz — B3l’) és + (MQ.I’ — Bly) é3, (235)

con My = By — H(2)0E,. Reemplazando en (2.34) el resultado anterior y la expresién

(2.1) para el campo eléctrico resulta el siguiente sistema de ecuaciones

mi = g (Bgy —[By— H(z)éEQ]z) , (2.36)
mi = g ([E3 + H(2)0By] + [Bs — H(2)0Es)i — Bly) , (2.38)

que corresponden exactamente a las ecuaciones (2.25), (2.29) y (2.33), es decir, las mismas

que se obtienen a partir de la funcién lagrangiana (2.20).

2.2. Integracion de las ecuaciones de movimiento

Se procede ahora a integrar las ecuaciones de movimiento. Un método consiste en
trabajar directamente con el sistema de ecuaciones (2.36) a (2.38) para las coordenadas
(x,y, z) hallando la solucién del sistema lineal. Este método se detalla en el apéndice A.
Otro método, que desarrollamos en esta seccién, consiste en trabajar directamente con la
forma vectorial de la expresion para la fuerza de Lorentz (2.34), que puede escribirse de
la siguiente manera

dv, q . B
= (Ea-Buxwv) ; a=12 (2.39)

El subindice a indica que éstas ecuaciones son separadamente validas para cada lado

de la pared con los correspondientes campos, es decir, E; y By para el lado izquierdo
de la pared y E, y By para el lado derecho. Ahora bien, derivando ambos lados de la
ecuacion (2.39) con respecto al tiempo tenemos

d?v, q dv,
=——B, X — 2.4
dit? m X (2.40)

ya que los campos eléctrico y magnético son independientes del tiempo en cada lado
de la pared que separa los vacios. En adelante se omite el subindice a recordando que
las respectivas ecuaciones valen para cada sector del espacio. Reemplazando (2.39) en la
ecuacién (2.40) se obtiene como resultado

d?v q*
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Desarrollando la ecuacién (2.41) y usando la identidad del triple producto vectorial resulta

d?v q?
@ = ﬁ(EXB—FBXBX’U),
2
q
= w{EXB+(B-v)B—(B-B)'v}. (2.42)
Si B denota la magnitud del vector de campo magnético, es decir, B = |B]|, entonces

B - B = B? y como resultado se obtiene lo siguiente

d2 232 2
2+ 10 =L (ExB+(B-v)B}. (2.43)

ar "t mr T om?

Podemos definir la cantidad

W 1= ;oa=1,2. (2.44)

Esta cantidad tiene unidades de frecuencia angular y como estd definida en funcion de
la magnitud del campo magnético en general es diferente a cada lado de la pared. En
adelante también se omite el subindice a recordando que dependiendo del lado de la
pared en que nos encontremos trabajamos con el valor de w correspondiente. En el lado
derecho de (2.43) aparecen las contribuciones no homogéneas. El término que tiene el
factor E X B es constante debido a que los campos son independientes del tiempo en
cada lado de la pared. El término que tiene al factor escalar B - v no es constante ya que
tiene una dependencia temporal debido a la velocidad v. Para establecer el modo en que

éste objeto cambia con el tiempo se calcula su derivada temporal

d dv
—(B-v)=B.-—. 2.45
3 (B i (2.45)
Reemplazando la ecuacién (2.39) en el lado derecho de (2.45) resulta lo siguiente:
d q
—(B- - 2 B.(E-B
SB-w) = LB.(B-Bxuv),
- IB.E (2.46)

m

Esto 1ltimo debido que los vectores B y B X v son, por definicién del producto vectorial,
perpendiculares entre si y por lo tanto B - (B X v) = 0. Resulta entonces que (2.46) es

otra ecuacién diferencial a resolver. Integrando directamente (2.46)

t
B-(v—'vg):%/E-Bdt:%E-B(t—to). (2.47)
to
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De esta forma ya se conoce el comportamiento de B - v en el tiempo

B-v=LE.B(t—t)+B-w. (2.48)
m

Reemplazando el resultado (2.48) en la ecuacién (2.43) la ecuacién diferencial a resolver

s d2U q2 3
Wer?v:W{ExB—%(B-vO)B}Jr

La ecuacién (2.49) es una ecuacion diferencial lineal de sequndo orden mo homogénea y

(E-B)B(t—t). (2.49)

4
m3
es conocido que la solucién para este tipo de ecuaciones tiene la forma [33]

v(t) = v(t) + v,(t), (2.50)

donde vy, (t) es la solucién a la ecuacion diferencial homogénea de sequndo orden

dQUh
dt?

+ Wiy, =0, (2.51)

y v,(t) es una solucién particular de (2.49). La solucién de la ecuacién homogénea (2.51)
es
vp(t) = Dcosw(t —ty) + Gsinw(t — to), (2.52)

con D y G vectores a determinar que dependen de la condiciéon inicial de la ecuacion

(2.39). Podemos proponer como solucién particular
v,(t) =Y (t —ty) + X. (2.53)

Reemplazando (2.53) en la ecuacién (2.49)obtenemos

w2Y(t—to)+w2X—q—s(E-B)B(t—t0)+TzL—22{ExB+(B-v0)B}. (2.54)

m3

De (2.54) se leen directamente los resultados para X y Y, recordando que w := ¢B/m

X - é{E x B+ (B-vy)B}, (2.55)
- %(E-B)B. (2.56)

Incorporando los resultados (2.55) y (2.56) a la ecuacién (2.53) se obtiene que la solucién

particular es

v,(t) = % (E-B)B(t—t) + % {E x B+ (B -v,)B}. (2.57)
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La solucién completa a la ecuacion diferencial (2.49) se obtiene reemplazando la solucién

homogénea (2.52) y la solucién particular (2.57) en la ecuacién (2.50)

v(t) = Dcosw(t —ty) + Gsinw(t —ty) +
w

1
=5 (B-B)B(t—to) + = {E x B+ (B-v)B}. (2.58)

Derivando con respecto al tiempo la solucién (2.58) se obtiene

d
d_:f) = —wDsinw(t — ty) + wG cosw(t — ty) + % (E - B) B. (2.59)

La ecuacién diferencial (2.39) es de primer orden y por lo tanto su solucién requiere de
una condicién inicial que escogemos sea v(t = ty) = vo. Ahora bien, en la ecuacion (2.58)

evaluada en t = ty produce
1
’UOID—Fﬁ{EXB‘i‘(B"Uo)B}, (260)
de donde se despeja el valor de D
1
D = ﬁ{BQVO—E X B — (B -vy)B}. (2.61)
La ecuacion (2.39) evaluada en t = ¢, produce

dv q

— =—(E-BX . 2.62

il = ) (262)
Entonces, podemos hallar G de la ecuacién (2.59) haciendo t = ¢, y usando el resultado
(2.62)

q w
E(E—BXUO):wG—l—ﬁ(E-B)B. (2.63)

Despejando el valor de G obtenemos

G:%{BQ(E—BX'UO)—(E-B)B}. (2.64)

Reemplazando los resultados (2.61) y (2.64) en la ecuacién (2.58), la solucién a la ecuacién
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diferencial (2.39) que cumple la condicién inicial es

v(t) = é {B*vy— E x B— (B-vo)B}cosw(t —t;) +
%{BQ(E_BX’Uo)—(E°B)B}Sinw(t—t0) +
W 1

57 <E°B)B(Zf—to)+§{EXB+(B-U0)B}. (2.65)

Finalmente para obtener la trayectoria de la particula, r(t), se integra la ecuacién (2.65)
1 t
r(t) —ro= 5 {B*vo— E x B— (B- vg)B}/ cosw(s —tg) ds +
to
1 t
E{BQ(E—BX’U())—(E-B)B}/Sinu}(S—tQ)dS +
to

%(E.B)B/t: (5~ to) ds + 73 (B x B+(B~UO)B}/t: ds. (2.66)

La trayectoria de una particula con posicién inicial ry y velocidad inicial vy bajo la

influencia de campos eléctrico y magnético de fondo arbitrarios en cada sector es

B 1
- wB?

r(t) {B*vy— E x B— (B -v)B}sinw(t —t)) +

ﬁ{B?(E—B X vo) — (E - B)B} (1 — cosw(t — o))+
w 9 1
@(E'B)B(t—tg) +§{E X B+(B'U0)B} (t—to)—F’l"o. (267)

La solucién completa (2.67) para la ecuacién de la fuerza de Lorentz (2.39) se ha
escrito en forma vectorial y es valida para cualquier sistema de coordenadas. La solucion
que hemos encontrado en forma vectorial parece complicada de aplicar, sin embargo tuvo
que ser de esa forma porque es valida para cualquier sistema de coordenadas. En el caso
que estudiamos, la direccién z no puede elegirse siempre de tal forma que coincida con el
campo magnético porque dicha direccion esta elegida siempre perpendicular a la pared 6.

El método que se usara de ahora en adelante para encontrar las soluciones de los casos

particulares es el siguiente:

1. Siempre suponemos que la particula estd ubicada inicialmente en el lado 1, es decir,

al lado izquierdo de la pared 6.

2. Se aplicard la solucion general (2.67) en el lado 1, es decir, con los campos E; y B

y la condicién inicial vy para obtener la trayectoria 71 (t) = (z1(t), y1(t), z1(¢)).
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3. A continuacion, de la funcién z;(t) se calcula el tiempo ¢, que demora la particula

en llegar a la pared, es decir, se resuelve para t la ecuacién 2 (t) = 0.

4. Una vez calculado t, se reemplaza en las soluciones (2.65) y (2.67) para encontrar las

condiciones iniciales de la particula tan pronto cruza, si llegara a cruzar, la pared.

5. Con las nuevas condiciones iniciales en la pared, esto es, r1(t,) = ra(t,) y v1(t,) =
vs(t,) determinadas en el numeral 4, se encuentra la solucién al otro lado de la

pared empleando el resultado (2.67) y los campos en el lado 2, es decir, Es y Bs.
6. Finalmente, la solucion completa al problema puede escribirse de la siguiente manera
r(t) = H(t, —t)ri(t) + H(t — t,)ra(t), (2.68)

donde H es la funcion de Heaviside.

2.3. Casos particulares

A continuacién se encuentra el movimiento de una particula cargada en algunos casos
de interés para una mejor comprension de lo que representan fisicamente las discontinui-

dades en los campos.

2.3.1. Campo magnético B; constante en la direccion z

Se considera el caso en el que se aplica solamente un campo magnético externo cons-
tante en la direccion z al lado izquierdo de la pared. Sin embargo, deben cumplirse las
condiciones de borde (1.16) a (1.19) y por ende al cruzar la frontera del lado 1 al lado 2
aparece un campo eléctrico constante en direccion z. La configuracién que adquieren los
campos fuede verse en la Figura 2.2. A partir de las ecuaciones (2.1) y (2.2), en este caso

las expresiones de los campos para todo punto del espacio son

E = H(2)0Bés, (2.69)
B = Bés. (2.70)

A continuacién aplicamos la solucién (2.67) para una particula que inicialmente (to = 0)
se encuentra en ro = (Zo, Yo, —20), donde 2y > 0, y que tiene velocidad inicial vy =

(V0w Voy, Voz), con v, > 0.
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Vacio 0, X Vacio 0,
Pared X
B B
e —2
> Z
E

Figura 2.2: Al lado izquierdo de la pared sélo hay un campo magnético constante en direccion
z. Despues de la pared aparece un campo eléctrico uniforme en la direccion de z.

1. En la regién z < 0 las expresiones para los campos son: E; = (0,0,0) y B_(0,0, B)
yporende E X B=0=(0,0,0)y E+- B =0. Ademés B -vy = Buvy, y B X vg =
(-BUOy, B’on, 0)

Reemplazando directamente estos datos en la ecuacién (2.67), la solucién en com-

ponentes es

xri(t) = Y02 snwt + 2% {1 — coswt} + xo, (2.71)
w w

yi(t) = Y9 sinwt — 202 {1 — coswt} + yo, (2.72)
w w

21(t) = vo.t — 2. (2.73)

2. Se resuelve la ecuacién z;(t) = 0. En éste caso la solucion es sencilla y se encuentra

que el tiempo que tarda la particula en llegar a la pared es

20
b, = 2. 2.74
P Vos ( )

3. El cambio en la trayectoria es debido a la aparicion del campo eléctrico al otro lado
de la pared. En este caso se puede ver que ya que el campo eléctrico aparece sobre
la direccion z, ésta es la unica que sufre el efecto al otro lado de la pared, siendo

la solucién en z y y la misma al lado derecho de la pared. Las nuevas condiciones
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iniciales en la direccién z son

2y = o (—) — 20 =0, (2.75)
Vpz = Voz- (276)

4. Al otro lado de la pared se cumple que: Ey = (O,O,@NB) y By = (0,0,B) y por
ende EX B =0=(0,0,0)y E-B = 60B% Ademéis B - vy = Buy. y B X vy =

(—Buyy, Buog, 0). De esta forma la ecuacién (2.67) para la componente z en el lado

(t) = %wé (t - ﬁ)Q + v (t - ﬁ) . (2.77)

Voz Voz

2 es

5. Finalmente la solucion en todo el espacio se puede escribir asi

z(t) = Yoz sin wt + Yoy {1 — coswt} + xo, (2.78)
w W
y(t) = Yoy sin wt — Yoz {1 - coswt} + Yo, (2.79)
w w
2(t) = H (ﬁ - t) {—20 + vo.t}
Voz

1 2
o (t . ﬂ) {—we (t . ﬁ) s (t . ﬁ) } 20
Vo2 2 Voz Voz

Una visualizacién de la trayectoria de la particula se encuentra en la Figura 2.3.

Tl N

50

Figura 2.3: Trayectoria de una particula cargada moviendose del lado 1 (izquierda de la pared
en amarillo) al lado 2 (derecha de la pared en amarillo) en la configuracién de los campos
mostrados en la Figura 2.2.

2.3.2. Campos FE; y B; perpendiculares entre si y perpendicu-

lares a las direccion z

Ahora consideramos que en el lado 1 hay campos de igual magnitud perpendiculares

entre si y perpendiculares a la direcciéon z como se muestra en la Figura 2.4. En este
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caso se considera una particula de masa m y carga ¢ ubicada inicialmente (to = 0) en

ro = (0,0, —zp), donde 2y > 0, y que parte del reposo, vy = (0,0,0).

Vacio 61 Vacio 62

Pared X

Figura 2.4: Configuracion de los campos en el caso especial 2.

1. En el lado 1 los campos son perpendiculares entre si y tienen la misma magnitud.
Entonces E; = (B,0,0) y B; = (0,B,0) y por lo tanto E x B = (0,0, B%) y
E-B =0.Ademas B:-vy =0y B Xwv;=0=(0,0,0). Con estos datos la ecuacién

(2.67) en componentes es

1 (t) = i (1 — coswt), (2.81)
yi(t) = 0, (2.82)
2z (t) = —é sinwt +t — 2. (2.83)

2. Se resuelve la ecuacién z;(t) = 0. Con el objetivo de tener un resultado analitico
escogemos zg = nm/w siendo n un nimero natural impar fijo, de tal modo que

t, =nm/w.

3. Las nuevas condiciones iniciales en la pared, cuando ¢ = ¢, son ry(t,) = ri(t,) =

(2/w,0,0) y va(t,) = vi(t,) = (0,0,2) donde n es un natural impar fijo.

4. Al lado derecho de la pared deben cumplirse las condiciones de borde (1.16) a (1.17)
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y en consecuencia los campos deben tener la siguiente configuracién Ey = (B, 0,0)
y By = (—0B,B,0). Entonces E X B = (0,0,B%) y E-B = —0B% Ademés
B-vg =0y B Xuvy = (2B,2§B,0). Reemplazando estos datos y las nuevas

condiciones iniciales la ecuacién (2.67) en componentes es

xo(t) = —1252 [1—cosw<t—7zj—7r>] —1—%52(15—%)2-1—%, (2.84)
ya(t) = —g [1—cosw(t—7;—7r>} —%9 (t—Z—W)Q, (2.85)
2(t) = ésinw (t - %) + (t - %) . (2.86)

5. La solucion completa en todo el espacio finalmente se puede escribir en la forma

o) = (") {1 1—coswt}
>) (t=2)]

e
) } (2.87)

o = a1 (1= ") -2 oo (1] - (- 2)' L s

+_ JR—

wb? nmw
( _

2(t) = H(n—ﬂ—t) {—lsinwtnLt—%}

w (0= ") { Do (- )+ (=T s)

Una visualizacién de la trayectoria de la particula se encuentra en la Figura 2.5.

2.3.3. Campo FE; sobre la direcciéon r y campo B; sobre la di-

reccion z

En este caso se consideran campos de igual magnitud perpendiculares entre si, en el
lado 1, de forma que el campo eléctrico ésta sobre el eje x y el campo magnético sobre el
eje z como se muestra en la Figura 2.6.

Consideramos una particula de masa m y carga ¢ ubicada inicialmente (¢, = 0) en

= (0,0, —2p), donde 2z > 0, y que parte con velocidad inicial, vg = (0,0, vp,), con
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Figura 2.5: Trayectoria de una particula cargada moviendose del lado 1 (izquierda de la pared
en amarillo) al lado 2 (derecha de la pared en amarillo) en la configuracién de los campos
mostrados en la Figura 2.4.

Vacio 6, X Vacio 6,
Pared X
EZ
E1
e Z
Bl
BZ
y

Figura 2.6: Configuracién de los campos en el caso especial 3.
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Vo, > 0.

1. En el lado 1 los campos son perpendiculares entre si y tienen la misma magnitud.
Entonces E; = (B,0,0) y By = (0,0,B) y por lo tanto E X B = (0,—B?0) y
E-B = 0. Ademés B - vy = By, y B X vg = 0 = (0,0,0). Con estos datos la

ecuaciéon (2.67) en componentes es

1
r1(t) = — (1 —coswt), (2.90)
w
1
yi(t) = " sinwt — t, (2.91)
Z1 (t) = Uozt — 20- (292)

y usando la ecuacién (2.65) las componentes de la velocidad son

v1(t) = sinwt, (2.93)
v1y(t) = coswt —1, (2.94)
viz(t) = o (2.95)

2. Se resuelve la ecuacién z;(t) = 0. En éste caso la solucion es sencilla y se encuentra

que el tiempo que tarda la particula en llegar a la pared es

z
ty = —, (2.96)

Voz
y como en el caso anterior, con objeto de obtener un resultado analitico escogemos

Vo, = W y 2o = N7 con n un natural impar fijo. De esta manera t, = n7r/w.

3. Las nuevas condiciones iniciales, cuando t = ¢, son r4(t,) = r1(t,) = (2/w, —n7/w,0)

y va(t,) = v1(t,) = (0,0,w) donde n es un natural impar fijo.

4. En el lado 2 deben cumplirse las condiciones de borde (1.16) a (1.17) y en conse-
cuencia los campos deben ser los siguientes: Ey = (B, 0, 9~B), B, = (—6’~B, 0,B), la
velocidad y posicién son v, = (0,0,w) y r, = (2/w, —n7/w,0). Entonces E X B =
(0,—(1—6*)B%,0) y E - B = 0 los campos son perpendiculares igual que antes y
estan sobre el plano z — z. Ademéas B - vy = wB y B X vy = (0,6wB,0).

Reemplazando estos datos y las nuevas condiciones iniciales, la ecuacion (2.67) en
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)

)

)
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componentes es
~ nmw 1 us ~ us 3
zo(t) = 951nw<t—— ——Cosw<t——> —wb (t—— +—, (2.97)
w w w w w
1+6° .
ya(t) = il sinw (t—ﬂ> —9[1—cosw <t—ﬂ)}
w w w
A (S E 2.98
) (=) - (298)
0
2(t) = — [1 — cosw (t - Hﬂ +wt —nm (2.99)
w w

5. Finalmente la solucién completa en todo el espacio se puede escribir en la siguiente

|

)

forma
o(t) = H(%—t){é(l—coswt)
o (=) s (=) - L 1= )
i (t—TL—”>+%}, (2.100)
0 = () [
o1 (1= ) s (=) = 1 e 1= 27
(1467 <t _ %”) _ Z_”} , (2.101)
) = H (= —t) {wt—nr)
+H (t— TL—”) {g [1 ~ cosw (t— Z—W)] —Hut—mr} (2.102)

Una visualizacion de la trayectoria de la particula se encuentra en la Figura 2.7
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Figura 2.7: Trayectoria de una particula cargada moviendose del lado 1 (izquierda de la pared
en amarillo) al lado 2 (derecha de la pared en amarillo) en la configuracién de los campos
mostrados en la Figura 2.6.



Capitulo 3
Problema Cuantico

El problema cuantico que nos interesa resolver es el del movimiento de una particula
cargada en presencia de otra, también con carga, que suponemos con masa mucho mayor
que la primera. En primer lugar suponemos que existe un vacio 6 semi-infinito, altamente
idealizado, en el cual sélo consideramos el efecto del parametro # e ignoramos la constante
dieléctrica, €, y la permeabilidad magnética, u. El vacio 6 tiene una interfaz plana que lo
separa del vacio. Colocamos una carga puntual arbitraria ¢; de masa M que supondremos
fija a una distancia b de la pared 6 que es la frontera Y entre el vacio 6 y el vacio como

se muestra en la Figura 3.1.

De acuerdo con lo expuesto en el Capitulo 1, esta carga genera el efecto magneto-
eléctrico que se manifiesta a cada lado de la superficie X, tal que en el interior del vacio
0 aparece un monopolo magnético imagen. En principio suponemos la existencia de otra
carga @2, con masa m << M y que se mueve bajo la accién de los campos generados
por g1 que cumplen con las ecuaciones de Maxwell de la ED-6. Este es el problema més
general que se puede plantear. Sin embargo para estudiar un caso con mayor motivacion
fisica, resolvemos el problema del atomo de hidrégeno en presencia del medio 6. Entonces,
estudiamos el caso en que ¢; = e (es el protén) y go = —e (es el electrén), cumpliéndose
que m, ~ 1840 m, (la masa del protén es mucho mayor que la del electrén). Consideramos
un vacio # con valor del parametro 6 arbitrario y como aplicacién especifica se consideran
tres casos particulares. Para resolver el problema se plantea la ecuaciéon de Schrodinger
independiente del tiempo usando los potenciales de los campos que produce el proton en
las condiciones adecuadas para aplicar ED-6. Se resuelve la ecuacién de Schrodinger en
coordenadas esféricas y se obtienen las correspondientes funciones angulares y radiales.
Obtenemos también los niveles de energia que en este caso resultan no degenerados en el

momento angular orbital.

31
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Pared 6 Vacio

® q

(q,,8")

Figura 3.1: En la imagen se muestra un vacio 6 separado del vacio por una pared plana. En el
vacio se encuentra una carga ¢, que suponemos fija a una distancia b de la pared. Los campos en
el interior del vacio 6 se pueden modelar como producidos por la carga imagen ¢} y el monopolo
imagen ¢7. En el vacio serfan producidos por la carga ¢; y el monopolo imagen ¢7 . Una segunda
carga ¢o se mueve bajo la accién de los campos producidos por g; mediante el llamado efecto
magnetoeléctrico.

Figura 3.2: Esquema que muestra la posicién del dtomo de hidrégeno cerca de la pared que
separa dos medios: un vacio 6 y el vacio. El nicleo estd ubicado a una distancia b de la pared y
se encuentra en el vacio.
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3.1. Sistema de coordenadas

El origen O del sistema de coordenadas se ha fijado en el centro de masas del sistema
nicleo-electrén y la orientacion de los ejes es tal que la pared se encuentra en el plano
paralelo al plano z—y para z = —b. Los vectores unitarios sobre los ejes x, y y z son €1, €2y
é3 respectivamente. El nicleo (protén) se encuentra en el medio 1 (vacio) y en el interior
del medio 2 (vacio #) quedarian ubicados su nicleo imagen y el monopolo magnético
inducido (—¢’, ¢') ubicados con el vector posicién 2b. Como de costumbre trabajamos en
la aproximacion en que solo se tiene en cuenta el movimiento relativo del electrén respecto
al centro de masas. Conviene usar coordenadas esféricas, como se muestra en la Figura
3.2. En este sistema de coordenadas la posicién del electron respecto del centro de masas

(origen) estd dada por el vector r, cuya magnitud denotamos por r = |r|.

3.2. Potenciales

Las condiciones de borde que deben cumplirse para los campos eléctrico y magnético
a cada lado de la pared permiten calcular la forma de los potenciales escalar y vector

validos para cada lado de la pared.

Denotando con e la magnitud de la carga del electron, el potencial escalar, de acuerdo

a las ecuaciones (1.34) y (1.35), es

€ 52 €
G- e s 220
D(r) = { 7 Al+926\2b+rl . . (3.1)
_4+9~2 m ;2 <

Las componentes del potencial vector, de acuerdo con las ecuaciones (1.38) y (1.38), son

N _ 2b+2 .
A = oA =20y {1 2bir] 220 (3.2)
@ 02 72 1 o2 2%—z . '
4+62$ +y 1_W X z <0
N _ 2b+2 .
R { - 83
44022 +y 1—‘%:;‘ : 2<0
A* = A, =0 para todo valor de z. (3.4)

Donde la constante 6 esté definida en (1.11). Para simplificar més el problema se
traslada el centro de masas del sistema nucleo-electron a la pared, de tal forma que el

origen O se encuentre sobre la pared entre los medios, como se muestra en la Figura 3.3.
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X
electréon
) T
C]
<l o
(@) z
(el
Vacio 6 gl
(-e",8")
y Vacio

Figura 3.3: Caso simplificado del problema en el cual se ha trasladado el centro de masas del
sistema a la pared, de tal forma que b = 0 y en nicleo queda en la misma posicién que el nicleo
imagen y el monopolo inducido.

Como veremos, esta aproximacion permite una solucién exacta del problema y provee la
aproximacién de orden cero para el caso cuando b/r es pequeno. Fisicamente esta situacién
corresponde a un atomo de Rydberg situado muy cerca de la pared. Hacemos b = 0 y los

potenciales se reducen a

e 02 e 4 e .
@('r’) = { m B 4+§2m - 4+§2 r ) z Z 0 (35)
4 e '
4+9~2m ; 2 < 0
2¢f l—% 5 220
Al(’r‘) = Ax — _|_ € _ 5 y 5 ‘r| (36)
44022 +y | 1+ 5 5 2<0
2e0 1— 2 >0
A(r) = Ay =- — 2 . 2 7| °= (3.7)
Ar) = A.=0. (3.8)

Se puede ver que el potencial escalar es el mismo para cada lado de la pared, es decir,

para todo valor de z, al igual que la componente z del potencial vector. Los potenciales
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(3.1) a (3.4) se pueden escribir en las siguientes expresiones

4
o~ 4
4+62|r|
2ef)
A, = + A (1—m),
4462 2% + y? 7|
2¢0
4, = 20 @ (Bl
44022 +y |
A, = 0.
que son validas para todo valor de z.
Pasando a coordenadas esféricas,
r=rsindcosy ; y=rsindsinp ; z=rcosv,

las expresiones (3.9) a (3.12) para los potenciales en términos de r, ¥ y ¢ son

o = 1 ¢
44 6%2r
2¢0 i
A, = +—=Z P (1 eosd)),
4 + @2 rsind
2¢0
A, =~ (1 feosd),
4 4+ 02rsind
A, = 0.

Recordando que vectores unitarios en coordenadas esféricas son

é. = sindcospéy +sinvsinp éy + cos v ég,
éy = costcospéy + cosvsinp éy — sint ég,
€, = —sinpé; +cosyeéy,

(3.13)

(3.14)
(3.15)

(3.16)
(3.17)

(3.18)
(3.19)
(3.20)

en términos de los vectores unitarios cartesianos é;, és y €s, las componentes del potencial

vector en coordenadas esféricas se pueden escribir asi

A = A-é =A;sindcosp+ Aysindsing,
Ay = A-éy=A,cosdcosp+ Ay, cosvsing,
A, = A-é,=—A,sinp+ A,cosp.

(3.21)
(3.22)
(3.23)
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donde A = A, é, + Ayéy + A é,. Entonces, las componentes no nulas de los potenciales,

en coordenadas esféricas son

4
o = _° (3.24)
440%r
20 e
A, = T i rsnd (1 —|cosd|). (3.25)

3.3. Hamiltoniano y Ecuaciéon de Schrodinger

Estamos estudiando a un electrén moviéndose en la configuracién de campos que pro-
duce el nicleo, es decir, consideramos la interaccion entre electron y el nicleo, la interac-
cion del electron con la imagen electrostatica del ntcleo y la interaccion entre el electron
y el monopolo imagen que genera el ntcleo en el interior del vacio 6. No consideraremos
la interaccion del electron con la imagen electrostatica que genera él mismo dentro del

vacio 6. Tampoco se tendra en cuenta el espin del electron.

Para construir el hamiltoniano para este problema, la interaccién electromagnética se

introduce mediante el acoplamiento minimo p — p — gA, teniendo en cuenta que la carga

del electrén es ¢ = —e, y donde p es la masa del electrén [27], [29]
1 2
H= % (p+eA)” —ed. (3.26)
0

Expandiendo el hamiltoniano,

1

H:2—(p2—|—ep-A—|—eA-p+62A2)—e(ID. (3.27)
1
En la representacion de coordenadas, p = —iV, tenemos que
A-py = —iA-Vy,
p-(AY) = —iV.(AyY),

= —1A-VyY—i(V-A). (3.28)
Por lo tanto, en la representacién de coordenadas, el hamiltoniano es

H= - (-V?—2ieA-V —ie(V - A)+*A%) — cd. (3.29)
il

Escogiendo la norma de Coulomb, V - A = 0, el hamiltoniano se reduce a la siguiente
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expresion
1

H=—
24

(-V? —2ieA -V +e’A%) — . (3.30)
En coordenadas esféricas el operador gradiente se escribe de la siguiente manera

0 10 1 0
V=¢6—+6éy-— +6é,——. 3.31
N 8r+eﬂ7’819+6¢7"sm198g0 ( )
Usando la componente del potencial vector en coordenadas esféricas dada en (3.25) y el

operador gradiente (3.31), tenemos que

0 e | sec?? | 0
A V=c-—_— 7 gy 3.32
4 + 02 T2 { CSC2 g } aQO ( )
y
40 e [ tan?$
Ar— L e L (3.33)
(4-+—§2> | cot” 3

donde el término superior en las ecuaciones (3.32) y (3.33) corresponde a z > 0y el término
inferior a z < 0. Reemplazando los valores (3.24), (3.32) y (3.33) en el hamiltoniano (3.30),

obtenemos:
1 20 e | sec?? 0
H=_— |-V _© 2 Ly 9
2,u[ +4+92T2{CS(32§}1890+
402 et | sec?? —1 4 e2
e s B | e SCaEn
(4+92> r csc’ 5 — 1 4+02r

En este punto resulta ttil definir las constantes:

4
&t = —e?, (3.35)
4 + 62
é 2
0 = — (3.36)
4+ 62

Como el valor del parametro 6 es constante en cada medio, también lo es el valor de
€2 y a. Sin embargo, toman valores diferentes para cada medio #. Conviene analizar el
comportamiento estas cantidades como funcién de 6, es decir é2(A) y a(f). En la Figura
3.4 se presentan gréaficas para el comportamiento de dichas cantidades como funcién de
6. Puede verse que los valores de €2 y a estdn acotados. En el caso particular de a, ésta

alcanza su valor maximo, a,,q, = (1/4)€?, en § = 2. Teniendo en cuenta que en el sistema
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de unidades h = ¢ = 1 el valor de la carga del electrén es e = /a donde « es la constante
de estructura fina cuyo valor numérico es aproximadamente o = 1/137.036, entonces el

valor méximo de a es aproximadamente @, = 1.824 x 1073,

0.002fT
0.007

0.006
0.0011

0.005¢

& 0.004f 1<
N ’% 0.000F

0.003

ol
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Figura 3.4: Graficas hechas en Mathematica donde se aprecia el comportamiento de é? y a en
funcién de 6. Se observa que su comportamiento es acotado y el el caso de a, su méximo esté en
f =2 y su minimo en 6 = —2.

Escogemos a como parametro para clasificar los medios 6 que estudiaremos como casos
particulares. En primer lugar tenemos un medio unidad, que se caracteriza con el valor
a = 1. Este valor de a tiene sentido en el caso del problema general como se enuncié al
inicio de este capitulo, es decir, en el caso de una carga ¢ de masa m, moviéndose en la
presencia de una carga ¢; de masa M >> m, y que suponemos fija. Para obtener un valor
de a = 1, las cargas deberian tener una magnitud aproximada de 30e. Adicionalmente,
el valor de a = 1 es de interés para exagerar las diferencias que se obtienen en el caso
en el que el medio f esta presente, respecto al caso usual del atomo de hidrogeno. En se-
gundo lugar tenemos el medio maximal, que se caracteriza con a = Gpe, = 1,824 x 1073,
Finalmente, tenemos el medio «, en el cual se tiene que 6 = a, donde a es la constante
de estructura fina, y se caracteriza con un valor de a = ﬁ% ~ 1.331 x 107°.

Con las constantes % y a definidas en (3.35) y (3.36), la ecuacién (3.34) se escribe de

forma compacta

1 2a 2 0 4q? &2
H=—|-v24+22( 2 ) ([iLyou) 2| _& .
2u[ v +r2 <1+\cosz9|> (18g0+ a) 7“2] r (3.37)

Teniendo en cuenta que el operador laplaciano en coordenadas esféricas se escribe

L0 (p0N, 1 ooy 1 @
v ~r2or \| or +T2sin19819 Smﬁ(‘)ﬁ +7’281n21989027 (3:38)

Ccomo
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la expresion para el hamiltoniano de este problema del atomo de hidrégeno en presencia

de un medio 6 es
o L1090 (,0) 110 /,0\ 1 1 0/ ,0y 1 1 &
2ur?0r or) 2ur?or or ) 2ur?sing o 00 ) 2ur?sin? 9 0p?
2a 1 0 20 &2
Sl (N S P VA .
* pur? (1+ ]00319\) (l Oy * a) ur? or (3:39)

El hamiltoniano (3.39) puede escribirse en términos del operador de momento angular

L y del operador L, asi

110 0 L? 2a [ 2a—L 20% &2
g 11O (20N, L7 20 20-L \ 20 & 3.40
<7“ 8r) * 24172 +;u"2 <1+|cosz9]) ur? 7 ( )

Podemos definir el operador £? de la siguiente forma

2a — L
L% 4 4o | ———= ). A1
£ N a(l+|cos¢9|) (341)

De forma que el hamiltoniano queda expresado como

110 0 L? 20> ¢
H=———-2 (22 _e e 42
(7’ 87“) * 2ur? pr (342)

Escribimos ahora la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo en la base de
coordenadas (esféricas), Hy(r, ¥, ¢) = E(r, 9, ¢). Con el hamiltoniano (3.39), la ecuacién

de Schrodinger que se desea resolver para encontrar la energia del sistema es

5 0 1 1 9 (. 0 1 1 0?
—— = | s s | - =5
212 0r or 2412 sin 9 0¥ oY 241 72 sin” ) 0p?

2a 1 0 20> &2
—|— ) i +2a) ———— —E . (34
w“? (1 + ’ COS’I9‘) (1 890 + CL) ﬂTQ r } 'l/] (T, 197 90) ¢ (Ta 197 (70) (3 3)

Al inspeccionar la ecuacién (3.43) es clara una separacién de variables de la siguiente

forma

¥ (r,0,¢) = R(r)O0)F(p). (3.44)

De esta forma conviene analizar por separado la parte angular azimutal (la dependencia
en el angulo ), la parte angular polar (dependencia en el dngulo ¢) y la parte radial

(dependencia en ) de la ecuacion (3.43).
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3.4. Parte angular azimutal

Dado que el hamiltoniano (3.40) conmuta con el operador

0
L. = —ig. (3.45)

podemos escoger las funciones F'(¢) como las eigenfunciones de (3.45), con lo que
F(p) =e'™. (3.46)

Sin embargo, a partir del hamiltoniano (3.40) notamos que [H, L?] # 0, de modo que
el problema no presenta simetria esférica, sino solamente simetria azimutal. Esto es claro

porque la pared, junto con el eje z rompen la simetria esférica.

3.4.1. Cuantizacion de m

Al igual que en el caso usual del problema no relativista del 4tomo de hidrégeno [28],
se tiene que el hecho de que la funcién de onda deba tener un valor bien definido en
cada punto del espacio obliga pedir que ésta sea una funcién univaluada. En el caso de
la dependencia del angulo azimutal, el valor de la funcién en ¢ debe ser el mismo que en
@ + 27 y esto sélo es posible si m = 0, +1,£2,-- -, esto es, m debe ser un entero. De esta

forma queda establecida la cuantizacién del niimero m.

Al reemplazar (3.44) y (3.46) en (3.43) se obtiene una ecuacién para ©(1), la ecuacidn

angular para

1 1 d doe m? 1
o (s ) = s —da () (e m) = - 4
& sinv dv (S‘Mdﬂ> n? 0 “(1+\cosm)(a m=-A (34

y una ecuacién para R(r), la ecuacion radial

1d dR
R (7“25) +4a* + 2uré* 4+ 2ur*E = \. (3.48)
Se ha usado A como parametro de separacion y queda por determinar la forma explicita
que debe tener. Usando el operador £? definido en (3.41) podemos expresar la ecuacién

angular (3.47) como una ecuacién de valores propios

L£?0 = \6. (3.49)
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De esta forma se puede interpretar que la variable de separacion A es el valor propio del

operador £2.

3.5. Parte angular polar

En esta seccién se encuentra la solucién a la ecuacién angular (3.47). Primero, se
reescribe la ecuacion (3.47) haciendo las sustituciones cos? — = y O(¢) — P(z). De esta
forma, la ecuacion que se desea resolver es

d? d m? 8a? —4ma

(1-2") —P(z) —20—P(z) + | A — 2 11

= - Pla)=0.  (3.50)

que es valida para = comprendido en el intervalo [—1, 1].

Es importante analizar el comportamiento de (3.50) ante el cambio x — —z, que es
equivalente a la transformacién cos ¥y — — cos v 6 ¥ — 7 —1. Se puede ver que la ecuacion
(3.50) es invariante ante el cambio de x por —z

d? d m? 8a2 —4ma
1—2%) —P(—2) — 20—P(— — —
(1—27) P(—x) —2z—P(—x) + | A o T ol

e 4 P(—z)=0. (3.51)

Enotnces, la ecuacién diferencial (3.50) es par y sus soluciones deben tener paridad defi-

nida. Las soluciones pares son [31]
Prpar(z) = H () P(z) + H(=2)Q(z). (3.52)
Y las soluciones impares son [31]
Pimpar () = H () P(z) — H(=2)Q(z). (3.53)

H(z) la funcién escalén de Heaviside, P(z) la solucién en el intervalo [0,1] y Q(x) la

solucién en el intervalo [-1,0].

3.5.1. Solucién a la ecuacion en el intervalo [0, 1]

En este caso se considera solamente la region 0 < x < 1. La solucién completa se
obtiene inmediatamente usando los argumentos de paridad y el hecho de que la solucion

en la otra regién se obtiene al cambiar x por —x en el resultado final. La ecuacion a
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resolver es

d? d m? 8a? —4dma
(1—2%) —P(z) — 22—P(z) + )‘_1—:52_ T2

Px)=0.  (3.54)

Analisis de los puntos singulares

La ecuacion (3.54) es una ecuacién diferencial lineal ordinaria de segundo orden en
x. Tiene puntos singulares regulares en x+ = —1 y x = 1. El origen, x = 0, es un punto

ordinario. Primero se separa el comportamiento en los puntos singulares [34].

Para el punto x = —1, se define x = —1 + z. Reemplazando en (3.54) se obtiene
d? d m? 8a? — 4dma
1— (=1 —Sy—2(z—1)—y+ [A— — =0. (3.55
(1-C ))szy (2 )dzy+ 1—(2—1)2 1+ (2—-1) Y (3:55)
En el caso |z| < 1, se tienen las siguientes tendencias
1—(z—17%=1-22422:—1~ 2z, (3.56)
2(z—1)=2z—-2~r -2, (3.57)
5\ m? _8a2—4maz_12_8a2—4ma. (3.58)
1—(z—12 1+ (z—1) 2z z

Entonces, la forma aproximada de la ecuacién diferencial (3.55) vélida para el caso en que
|2] < 1es

Se sabe que la solucién bien comportada de (3.59) es la siguiente [34]

1

y(z) = zzm—4al, (3.60)

Ahora, en el punto x = 1, se define z = 1 — v. Reemplazando en (3.54) se obtiene

d?w m?2 8a? — 4dma

9 dw
e R Skl vl Al s sl oy s ey

w=0. (3.61)

Nuevamente, en el caso |v| < 1, se tienen tendencias de la siguiente forma

1—(1—v)’=1-1+20—10"=~ 2, (3.62)
21—v)=2—20~2, (3.63)
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m? 8a? —4dma m

T 1-(1-v? 1+(1-v)  2v (3:64)

2

A

Entonces, la forma aproximada de la ecuacién diferencial (3.61) vélida para el caso en que
|v] < 1es
d?w  dw  m?
—t — — —w=0. 3.65
v dov? + dov 4v v ( )

Se sabe que la solucién bien comportada de (3.65) es [34]
[m|

w(v)=v72. (3.66)

Con estos resultados podemos factorizar el comportamiento en los dos puntos singu-

lares simultdneamente

[m]

P(z) = w(v)y(z)f(z) = vz 2t f(z). (3.67)

Reemplazando v =1 —z y z = 1 4z, la expresion que aisla las singularidades en P(x) es
P(z) = (1 — 2)2m(1 4 2)3im=al f(2), (3.68)

El valor absoluto de los exponentes en (3.68) implica que se deben considerar por separado
tres casos: primero el caso m > 4a > 0, segundo el caso 4a > m > 0 y tercero el caso
m < 0.

Solucion para m > 4a > 0

Se considera el caso m > 4a > 0. Entonces la expresion (3.68) es

P(z) = (1—2)% (14 2)7" ) f(2). (3.69)

A partir de (3.69) se debe encontrar la ecuacién diferencial que satisface f(z). Los
detalles del procedimiento se encuentran en el apéndice B. Para ello se substituye (3.69)
en la ecuacién (3.54) y se encuentra que la ecuacién diferencial para f(z) es

2y & d 2
(1—z )@ (x)=2{(m —2a+ 1)z + 2a} af(:c)jt{)\— (m —2a)*> —m+2a} f(z) = 0.
(3.70)

Es conveniente transformar la ecuacién (3.70) en una ecuacién diferencial hipergeométri-

ca. Con ese objetivo se deben realizar la sustituciones u = (1 — z)/2 y f(z) — g(u), de
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forma que obtenemos la siguiente ecuacién

d? d
u(l—u)d—ugz—l—{ljtm—(2—4a—i—2m)u}i—{(m—Qa)Qij—Qa—)\}g:O. (3.71)

La ecuacion diferencial hipergeométrica tiene la forma [20], [21]

2

u(l — u)%g(u) +{C - (A+ B+ 1)u} %g(u) — ABg(u) =0, (3.72)

y su solucion es la funcién hipergeométrica (de Gauss) [20)]

A-Bu AA+1)-B(B+1)u?

F(A B Ciu)y=1+221 . ,
donde se debe cumplir la condicion C' # 0, —1,—-2, -3, --
Comparando (3.71) con (3.72) se puede leer que
C=1+m, (3.74)
A+B+1=2—4a+2m, (3.75)
AB = (m —2a)* +m — 2a — \. (3.76)
De la ecuacion (3.75) despejamos B,
B=1-4a+2m— A. (3.77)
Reemplazando en la ecuacién (3.76) obtenemos
A(l —4da+2m — A) = (m —2a)* +m —2a — \. (3.78)
Que podemos reescribir como
A% — (1 —4da+2m)A+ (m —2a)* +m —2a— X =0. (3.79)

Resolviendo y despejando B de (3.75), los parametros de (3.71) en términos de aquellos

de la funcién hipergeométrica son

1 1

A=o = 20+m+ V14N (3.80)
1 1

B=g—2u+m-3V1+i) (3.81)

C=1+m. (3.82)
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Entonces, la solucién de f(x) es
1 1 1 1 1—x
flx) =9oF 5—2a—|—m+§\/1—|—4)\,§—2a—|—m—§\/1—1—4)\;1—|—m;T . (3.83)

Para conectar directamente con el momento angular usual (I = 0,1,2,---) se puede

proponer que la constante de separacion A tenga la forma

A= L(L+1). (3.84)
De esta forma, se cumple que
VI+4)N =1 +4L(L +1) = VAL2 + 4L + 1 =2L + 1. (3.85)
La funcién f(x) es entonces
f(a:)ZQFl(1—2a+m—|—L,m—2a—L;1+m;1;x). (3.86)

La solucién de la ecuacion diferencial (3.54) en el caso de m > 0 se obtiene al reemplazar
f(z) directamente en (3.69)

1—=x
2 )
(3.87)

donde K es la constante de normalizacién y el factor de (—1)" se ha introducido para

P(x) = K(—l)m(l—x)%(1+$)%(m_4a)2F1 (1 —2a+m+L,m—2a— L;1+m;

adoptar la convencion de fase Condon-Shortley [20].

Solucion para 4a > m > 0
En este caso la expresién (3.68) es
Pz)=(1—2)%(1+z) 20" f(z). (3.88)
Sustituyendo (3.88) en (3.54) y siguiendo un procedimiento similar al caso anterior, en-

contramos que la ecuacién diferencial que satisface f(z) es

d2

(1 — 1'2)@

() = 2{(2a + 1) & +m — 2a} %f(x) + A —2a(2a+ 1)} f(z) = 0. (3.89)

Como en el caso anterior, es conveniente transformar (3.89) en una ecuacién diferencial

hipergemométrica.
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Usando un procedimiento analogo al que se expuso anteriormente, encontramos que

la funcién f(z) es
11—z
f(z) =9k (1+2a+L,2a—L;1—|—m;T) , (3.90)

donde se usé A\ = L(L + 1). Entonces, la solucién completa para P(x) en el caso de

4a > m > 0 es
m 1 1 —
P(z)=K(-1)™(1—2)2(1+z) 2, p (1 +2a+ L,2a — L;1+m; Tm) , (3.91)

donde K es la constante de normalizacién y el factor de (—1)™ se ha introducido para

adoptar la convencién de fase Condon-Shortley [20].
Solucion para m <0

En este caso la expresién (3.68) es
P(z) = (1—2)" % (14 2)7 2" f (). (3.92)

Usando un procedimiento andlogo al caso de m positivos, se encuentra que la ecuacion

diferencial que satisface f(z) es

(1—:r2)dd—22 (x)—2{(2a —m+1)x — 2a} dif(x)jt{)\ — (2a—m)* +m —2a} f(z) = 0.
! ! (3.93)

Al igual que en el caso anterior es conveniente transformar (3.93) en una ecuacién di-

ferencial hipergemométrica. Mediante un procedimiento andlogo, obtenemos la funcion

/(@)

1—
f(x)ZQFl<1+2a—m+L72a—m—L;1—m; 2x>7 (3.94)

donde se usamos A = L(L + 1). De este modo la solucién completa para P(x) en el caso

de m negativos o cero es

m 1 1—
Plz)=K(1 —z) 2 (1 4+z)"2m 4, (1 +2a—m+L,2a —m — L;1 —m; 5 x) :

(3.95)

donde K es la constante de normalizacién.
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3.5.2. Solucién a la ecuacién en el intervalo [—1, 0]

Denotamos con () la solucién vélida en esta region, donde z toma valores negativos.

La ecuacién diferencial es

d? d m? 8a? —4dma

(1—x2)7 (x)—2x£Q(x)+ A—l_xQ— T

Q(z)=0.  (3.96)

Puede verse que la ecuacién (3.96) es lo que resulta al cambiar z por —z en la ecua-
cién (3.54). Usando este hecho, se deduce que las soluciones de (3.96) son las mismas

obtenidas anteriormente para (3.54) haciendo el respectivo cambio de = por —z, es decir,

Q(x) = P(—x).

Solucion para m > 0

1+2z

Q(r) = K(-1)™(1+x)% (1 —x)%(m_4“)2F1 (1 —2a+m+L,m—2a— L;1+m;
(3.97)

Se obtiene al cambiar x por —x en la solucién (3.87).

Solucion para 4a > m > 0

m 1
Qz) = K(—1)™(1+2)% (1 —2) 20" 1), Fy (1 +2a+ L,2a — L;1+m; %) . (3.98)

Se obtiene al cambiar x por —x en la solucién (3.91).

Solucion para m <0

m 1
Qr)=K(1+z) 2(1- x)_%(m_‘l“)ZFl (1 +2a—m+L,2a —m—L;1 —m; ;x) :
(3.99)

Como en los casos anteriores la solucién de obtiene de (3.95) al cambiar z por —x

3.5.3. Solucién completa en el intervalo [—1, 1]

La soluciones completas en todo el intervalo se construyen recolectando todos los re-

sultados obtenidos y reemplazdndolos en las definiciones (3.52) y (3.53).
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En el caso m > 4a > 0, la solucion par es

Pi (@) = K(=1)" [H(@)(1 - 2)% (1 + g)30n

L,par

]_ _
X o F) (1—2a+m—|—L,m—2a—L;1+m; 293)
+ H(—z)(1+2)% (1 — z)20me)

1
X o F} (1—2a+m+L m—2a— L;14+m; %)], (3.100)
y la impar es

P (@) = K(=1)" [ H(@)(1 = @) (1 + 2304

Limpar

1
><2F1(1—2a+m—|—L,m—2a—L;1+m; 21:)
— H(—2)(1+2)% (1 — z)20m—1)

1
X o I} (1—2a+m+L m—2a— L;1+m; %)] , (3.101)
En el Caso 4a > m > 0 la solucién par es

Piae(a) = K(=1)" [H(@)(1 = 2)% (1 4 2)730v

L,par

1 —
X oI} <1+2a—|—L,2a—L;1—|—m; 2w>

+ H(—2)(1 —2)% (1 + z) 20740

1
X o Fy (1+2a+L,2a—L;1+m; —12—1,')], (3.102)
y la impar es

Piiia(a) = K(=1)" | H(z)(1 - 2)% (1 4 2)730"4)

L,par

1
X oF (1+2a—|—L,2a—L;1+m; 2x>

— H(—2)(1 —2)% (1 + z)" 2"

1
oIy (1+2a+L,2a Li1+m; %)] (3.103)
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Y en el caso m < 0 la solucién par es

L,par

Piso (@) = K [H(@)(1 = 2)"% (1 + a) 304

1 —
X o F} (1+2a—m+L,2a—m—L;l—m; 2x>

+ H(—2)(1+2) % (1 —g) 20m1a)

1
X9 F} (1—{—2a—m+L,2a—m—L;1—m; —;—x)]) (3.104)

y la solucion impar es

L,impar

Pl omar(#) = K [H(2)(1 = 2)"% (1 + ) ~30n4

1 —
o <1+2a—m+L,2a—m—L;1—m; 2x)
— H(—z)(1+z) % (1 —g) 20m19)

1
X o <1—|—2a—m+L,m—2a—L;1—m; —gx)} (3.105)

3.5.4. Cuantizacion de L

Ahora se establece la cuantizacion del nimero L. Usualmente se impone pidiendo la
convergencia de la funcién hipergeométrica, de modo que alguno de sus argumentos sea
un entero. Sin embargo en este caso es la paridad de las funciones obtenidas la que impone

la condicion de cuantizacion, es decir, pedimos que se sumplan las siguientes condiciones

[31]

Plx=0)=0 para soluciones impares, (3.106)
d
dr =0 para soluciones pares. (3.107)
dzr |,_,

Es posible demostrar que cuando se cumple la condicién (3.106) sobre una funcién
impar f(—xz) = —f(z), automaticamente queda establecida la continuidad de su derivada.
Para verlo, expandimos f(z) alrededor de z = 0. Como f(x) es impar, su serie de potencias

solo tiene potencias impares de x, asi
f(x) = ax + azx® + asa® + - - (3.108)

por ende para garantizar la continuidad en z = 0 se debe cumplir que f(0) = 0. Su
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derivada es
f'(z) = ay + 3asz® + Sasz* + - - (3.109)

que evaluada en z = 0 es f(0) = ay, es decir, es continua. Del mismo modo, la expansién
en series para una funcién par, g(x) = g(—=z), la expansién en series solamente tiene
potencias pares de x

g(x) = by + boa® + by + - - (3.110)

su derivada es
g () = 2bow + 4bya® + - - - (3.111)

esta derivada evaluada en z = 0 da la condicién ¢'(0) = 0. La funcién evaluada en z = 0
es, g(0) = by, y es continua. A continuacion, las condiciones (3.106) y (3.107) son emplea-

das para obtener los valores de L.
Valores de L para m > 4a > 0

La condicién (3.106) sobre (3.101) implica que P(z = 0) = Q(z = 0). Es directo ver

que ésta es una condicion sobre la funcién hipergeométrica, que podemos escribir asi
1
o F} 1—2a+m+L,m—2a—L;1+m;§ =0. (3.112)

La condicion (3.107) sobre (3.100), evaluando en x = 0 implica que

d@
dx

o ar

=+ — 0. (3.113)

=01

z=0"
Se puede demostrar que ésta condicion sobre la funcién hipergeométrica es la siguiente

1
—2G2F1 (m—2a+L+1,m—2a—L,m+1,§)

—2a+L+1 —2a— L 1
_(m atL+1)(m—2a )2F1 m—2a+L+2m—-2a—L+1;m+2;,-)=0.
2(14+m) 2

(3.114)

Valores de L para 4a > m > 0

La condicién (3.106) sobre (3.103) implica que P(z = 0) = Q(z = 0). Es directo ver
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que ésta es una condicion sobre la funciéon hipergeométrica de la siguiente forma
1
o Fy (1+2a+L,2a—L;1+m; 5) = 0. (3.115)

Se puede demostrar que la condicién (3.107) sobre (3.102) es la siguiente

1
(2a —m) oFy (2a—|—L+1,2a—L;m+1;§>

2a — L)(1+2a + L 1
_Qa=L){A+32a+ Eﬂ(m+L+&ﬂa—L+hm+z§)=0 (3.116)

2(1+m)

Valores de L para m <0
Andlogamente a los casos anteriores, la condicién (3.106) sobre (3.105) implica lo siguiente

1
2F1(1+2a—m—|—L,2a—m—L;1—m;§):0. (3.117)

Y la condicién (3.107) sobre (3.104) , evaluando en z = 0 da como resultado

1
2a o F <2a—m—|—L+1,2a—m—L;1—m;§)

% —m+L+1)(2a—m—L 1
azmA LA NCazm=L) o L9 % —m— L4 12— mit) = 0.
2(1 —m) 2

(3.118)

Se obtienen los posibles valores de L resolviendo numéricamente las ecuaciones (3.112),
(3.114), (3.115), (3.116), (3.117) y (3.118). Como se mencioné anteriormente obtendremos
valores para tres casos. Primero para el medio unidad, caracterizado por un valor de a = 1
con objeto de evidenciar las diferencias entre las soluciones angulares usuales del atomo
de hidrégeno y las obtenidas en este problema con el medio 6. En segundo lugar los
valores de L se calculan en el caso de un medio mazimal, que es en el que a toma su valor
méximo posible de acuerdo a la definicién (3.36). Dicho valor es ame, = 1.824 x 1073.

En tercer lugar, se obtienen valores de L para un medio «, caracterizado por un valor de
a=1.331x107°.

3.5.5. Valores de L para un medio unidad, a = 1

Con ayuda de Mathematica, se calculan los valores de L que satisfacen las ecuaciones
(3.112), (3.114), (3.115), (3.116), (3.117) y (3.118) para un valor de a = 1. Los resultados
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se muestran en la Tabla 3.1 para valores positivos de m y en la Tabla 3.2 para valores

negativos de m.

En la Figura 3.5 se presentan algunas graficas de las funciones obtenidas y su com-
paracion con el polinomio asociado de Legendre respectivo. Para la elaboraciéon de las
graficas se ha usado un valor de la constante a = 1 con el fin de que se note la diferencia

entre las funciones y los polinomios asociados de Legendre.

3.5.6. Valores de L para un medio maximal, a = a,,,,

En este caso usamos el valor de a = 1.824 x 1073. Los valores para L se calculan en
Mathematica usando las relaciones (3.112) y (3.117) para funciones impares con valores
positivos y negativos de m, respectivamente. Para el caso de funciones pares, se usan las

relaciones (3.114) y (3.118) para valores positivos y negativos de m respectivamente.

Los resultados obtenidos se presentan en las Tablas 3.3 y 3.4.

3.5.7. Valores de L para un medio «

En el caso de un medio 6 el valor de 6 es el de la constante de estructura fina, de este

modo se tiene que

Oé2

4+ a2

Es razonable esperar que L esté relacionado con el valor del momento angular usual del

a= ~1,3313 x 107°. (3.119)

atomo de hidrégeno [. Claramente las condiciones sobre que fijan la paridad hacen que las
diferencias entre L y [ dependan de m y [. Haciendo una expansion en serie de potencias

a primer orden en a
L=1+F(,m)a. (3.120)

Se pueden resolver numéricamente las ecuaciones (3.112) a (3.114) para obtener los
valores de F'(I,m) en el caso de m positivos. Los resultados se presentan en la Tabla 3.5.
Igualmente se resuelven numéricamente las ecuaciones (3.117) y (3.118) y obtenemos las
funciones F'(I,m) para distintos valores de m negativos y [. Los resultados se presentan
en la Tabla 3.6.
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m : L

0 || 1.8696 | 2.1182 | 2.9051 | 3.6517 | 4.5417 | 5.4415 | 6.3831 | 7.3307 | 8.2956 | 9.2637 | 10.2404
-1 - 2.8207 | 3.1998 | 4.7776 | 5.6661 | 6.5623 | 7.4973 | 8.4377 | 9.3959 | 10.3575 | 11.3286
-2 — — 3.8011 | 4.2603 | 5.8696 | 6.7596 | 7.6558 | 8.5876 | 9.5244 | 10.4786 | 11.4361
-3 — — — 4.7935 | 5.3077 | 8.7313 | 9.6618 | 10.5967 | 11.5486 | 12.5035 | 13.4684
-4 — — - - 5.7912 | 6.3463 | 9.7943 | 10.7244 | 11.6585 | 12.6089 | 13.5622
-5 - - — - - 6.7916 | 7.3785 | 10.8480 | 11.7783 | 12.7122 | 13.6617
-6 - - - - - - 7.7935 | 8.4060 | 11.8946 | 12.8254 | 13.7594
-7 - - — - - — - 8.7960 | 9.4299 | 12.9356 | 13.8671
-8 - - - — - — — - 9.7989 | 10.4510 | 14.9044
-9 — — — — — — — — — 10.8020 | 11.4697
-10 — — — — — — — — — - 11.8051

Tabla 3.2: Con ayuda de Mathematica podemos encontrar valores numéricos de L para 10 valores negativos de m y para
caso en que se toma el valor de a = 1.

m =0 en el
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Figura 3.5: Gréficas hechas en Mathematica. En todos los casos en azul estd graficado el
polinomio que se obtuvo como solucién P}*(x) para a = 1 y en amarillo el correspondiente
polinomio de Legendre asociado con el que se compara P/"(x).
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Lm | L
1 1 0.99818 | 1.9990 | 2.9993 | 3.9994 | 4.9996 | 5.9996 | 6.9996 | 7.9997 | 8.9997 | 9.9997
2 - 1.9977 | 2.9986 | 3.9989 | 4.9991 | 5.9992 | 6.9993 | 7.9994 | 8.9995 | 9.9995
3 - - 2.9974 | 3.9983 | 4.9986 | 5.9988 | 6.9990 | 7.9991 | 8.9992 | 9.9993
4 - - - 3.9973 | 4.9981 | 5.9984 | 6.9987 | 7.9988 | 8.9989 | 9.9990
5 - - - - 4.9972 | 5.9979 | 6.9982 | 7.9985 | 8.9987 | 9.9988
6 - - - - - 5.9971 | 6.9978 | 7.9981 | 8.9984 | 9.9985
7 - - - - - - 6.9971 | 7.9977 | 8.9980 | 9.9983
8 - - - - - - - 7.9970 | 8.9977 | 9.9979
9 - - - - - - - - 8.9970 | 9.9976
10 - - - - - - - - - 9.9969

Tabla 3.3: Con ayuda de Mathematica se pueden encontrar valores numéricos de L para 10 valores de m en el caso en que se toma el

valor de a = ayqy = 1.824 x 1073,
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m 1 2 3 4 > 7 6 7 8 9 10

1 || -1.0000 | -0.5000 | -0.3750 | -0.2813 | -0.2344 | -0.1953 | -0.1709 | -0.1495 | -0.1346 | -0.1211
2 - -1.2500 | -0.7500 | -0.5938 | -0.4688 | -0.4004 | -0.3418 | -0.3038 | -0.2692 | -0.2445
3 - - -1.3750 | -0.9063 | -0.7422 | -0.6055 | -0.5264 | -0.4572 | -0.4102 | -0.3675
4 - - - -1.4531 | -1.0156 | -0.8516 | -0.7109 | -0.6263 | -0.5511 | -0.4988
) - - - - -1.5078 | -1.0977 | -0.9365 | -0.7955 | -0.7083 | -0.6297
6 - - - - - -1.5488 | -1.1621 | -1.0050 | -0.8654 | -0.7770
7 - - = - = - -1.5811 | -1.2144 | -1.0617 | -0.9243
8 - - - - - - - -1.6072 | -1.2581 | -1.1098
9 - - - - - - - - -1.6291 | -1.2952
10 - - - - - - - - - -1.6476

Tabla 3.5: Con ayuda de
F(l,m) = £=! donde se ha usado el valor numérico a = 1,3313 x 107°.

Mathematica podemos encontrar valores numéricos para 10 valores de m. En la tabla se consignan las diferencias
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3.6. Funciones angulares completas

Usando los resultados (3.100) a (3.105), las soluciones azimutales ™ ¢ ™™ segiin
corresponda y haciendo el cambio de variable de = a cos1, se construyen las funciones

angulares completas, es decir, el analogo a los armonicos esféricos del caso usual.

En el caso m > 4a > 0, la solucion par es

Vipar (W, 0) = K (=1)™ [H (g —19) (1 - cosd) % (1 + cos)2(m4a)
1
X of7 (1—2a+m—|—L,m—2a—L;1—l—m;—;OSﬁ)
H (19 - g) (1+cos)? (1 — Cosq?)%(m—‘la)

1+ cosd
X o F) (1 —%a+m+Lym—2a—L;1+my %)1 exp{imp}, (3.121)

y la solucién impar es

Vi itpur (0 8) = K (1) [H (5= 0) (L= cos ) 1+ cosp)sn0
1—

X oF) (1—2a+m+L,m—2a—L;1+m;%Sﬁ)
—H(ﬁ—%) (1+C0819)%(1—00819) m~—4a)

M)} explime}. (3.122)

><2F1(1—2a+m+L,m—2a—L;1+m; 5

En el caso 4a > m > 0, la solucién par es

Vi (0.9) = K ()" [H (5= 0) (1= cos)F (1 4 cos) )
1—
X oF] (l—I—Qa—I—L,Qa—L;l—Fm;%Sﬁ)
T z 1(m—4a)
H (19— 5) (1+cos®)2(1—cosd)2

)} exp{imep}, (3.123)

1 9
% oF) (1+2a+L,2a—L;1+m;¥

y la solucién impar es
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01

ym<4a ( 90)

L,impar

K (=1)™ [H (g — 19) (1—cos®)% (1 + cosd))z(m4a)

1 — cos ¥
><2F1(1+2a+L,2a L:1+m %)

. _z % . (m—4a)
H(ﬁ 2)(1—1—00819) (1— cos¥)2

1 9
X oFy (1 +2a+L,2a—L;1+m; %)} exp{ime}. (3.124)

Y para valores negativos de m y m = 0, la solucién par es

yﬁfag( o) =K [H (g — 19) (1 — cos 19)_%(1 + Cosﬁ)_%(m—‘la)

1— 0
><2F1(1—|—2a—m+L2a—m L;1— %)
H <19 - g) (1+cos) 2 (1 — cosz?) (m—da)
1 0
><2F1<1—|—2a—m+L2a—m L;1— +cos

T)} exp{—imep}, (3.125)

Y la solucién impar es

yLm;;Spar( ) =K [H (g — fﬁ) (1-— cosﬁ)*%(l + cosq?)*% m—4a)

1— cosd
><2F1(1+2a—m+L2a—m Lil— %)

+H<19—g>(1+cosq9) % (1 — cos))~z(me)

1+ cos ¥
X o <1 Y 2a—m+L,2a—m—L;1— %)} exp{—imep}. (3.126)

En las Figuras 3.6 y 3.7 se pueden ver las graficas del cuadrado de la norma de estas
funciones comparadas con la norma al cuadrado del correspondiente arménico esférico

Esto para el caso del medio unidad, en el que a = 1, con objeto de hacer mas visibles las
diferencias.
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Figura 3.6: Graficas hechas en Mathematica. En todos los casos en amarillo estd graficada
la norma cuadrada de la funcién que se obtuvo como solucién |V7*(9,¢)|? v en azul la del

correspondiente arménico esférico asociado con el que se compara |Y;™ (¥, ¢)|?.
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Figura 3.7: Gréficas hechas en Mathematica. En todos los casos en amarillo estd graficada
‘2
2.

la norma cuadrada de la funcién que se obtuvo como solucién |Y/*(¥,¢)|* y en azul la del

correspondiente armonico esférico asociado con el que se compara |Y;™ (1, ¢)
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3.7. Ecuacion Radial

En esta seccién se realiza el estudio de la ecuacién radial (3.48)

1d ,dR
dr

== ) +4a® + 2uré* + 2ur*E = \. (3.127)
R dr

Conviene hacer la sustitucion R(r) = U(r)/r, de forma que la ecuacién (3.48) es

——— + 2urE 4+ 2uré® + 4a* — A = 0. (3.128)
U dr?
Multiplicando ambos lados por U/r? y factorizando 24, la ecuacién radial que se desea

resolver es )

dr?

e\ —4da?
2u | E+ — —
U(r) +2u { + " S

} U(r) = 0. (3.129)

De la solucién de la ecuacién angular se sabe que A = L(L + 1). Entonces la ecuacién

(3.129) es

d? e L(L+1)—4a?
& vy rou|py & - HETL Zda
dr? r

T } U(r) = 0. (3.130)

Esta ecuacion es andloga a el caso del problema unidimensional de la particula de

masa , moviéndose en el potencial efectivo

&2 L(L+1)—4a?

Vipp=—— 3.131
rf . + 2ir? ( )
La ecuacién (3.130) se puede reescribir definiendo la cantidad [30]
((0+1) = L(L+1) — 4d®, (3.132)
de tal forma que
P4+ 0=1%+L—4a> (3.133)
y se puede despejar el valor de Z)
~ 1 1
6:—§+§\/(2L+4a+1)(2L—4a—|—1). (3.134)

Se ha tomado la raiz positiva. Es directo ver que en el caso a = 0 entonces (= [, es

decir, se recupera el momento angular usual para el atomo de hidrégeno.

A primer orden en a, las diferencias de ¢ con el niimero cuantico de momento angular
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usual [ son f(I,m) = ({ —1)/a. Los valores calculados numéricamente de estas diferencias

se presentan en la Tabla 3.7.

Finalmente, la ecuacién radial puede ser escrita de la siguiente forma

2 & I(l+1)
U0+ 2 | B+ — — ==\ U(r) =0. (3.135)

2412

3.7.1. Solucién a la Ecuacion Radial

La ecuacién radial escrita en la forma (3.135) es ampliamente estudiada en varios

libros de texto de mecdnica cudntica. Ver por ejemplo las referencias [30] o [28].

La eigenfunciones radiales que se obtienen son

e ~
PPN (S U SRS Y S
ao(v +0+1) ao(v +0+1) ao(v + 0+ 1)
(3.136)

donde se ha definido el nuevo radio de Bohr para este caso de la siguiente manera

g = — (3.137)

L€
Ademas, N es la constante de normalizacién que dependiendo de cada caso se calcula de
forma numérica. En la Figura 3.8 se muestra una representacién de la norma al cuadrado
de las funciones radiales para el estado base y los dos primeros niveles excitados. Con el
fin de que se pudieran apreciar mejor las diferencias, las graficas estan hechas para un
valor de @ = 0.2 y la normalizacion ha sido calculada de forma numérica. Los valores para

L, en el caso en que a = 0,2 se presentan en la Tabla 3.8.

En las gréaficas de las funciones radiales se puede ver la ruptura de la degeneracion, es
decir, que a cada nivel de Energia corresponde un eigenestado diferente cada uno con un
valor de v, [ y m. Ademas se observa que las graficas radiales obtenidas dan la idea de
que el radio atomico del problema es mayor que el radio de Bohr usual. Esto concuerda
con la expresion (3.137) ya que, como se dijo anteriormente, el potencial escalar del pro-
blema (3.9) debido a la dependencia que tiene del parametro 6 es menor que el potencial
Coulombiano del caso usual, lo que significa que la carga efectiva con que el nicleo liga al
electron es ligeramente menor y por ende se espera que el radio del &tomo sea ligeramente

mayor.
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l

m 0 1 2 3 4 5 | 6 7 8§ | 9 [ 10

0 |[5.5452 a® | 1.5452 a® | 1.0452a% | 0.7119a% | 0.5702a> | 0.45784% | 0.40484% | 0.33784 | 0.3004a” | 0.2672 a2 | 0.2430a
£1 - F1.0000 | F0.5000 | F¥0.3750 | F0.2813 | ¥0.2344 | F0.1953 | F0.1709 | F0.1495 | F0.1346 | F0.1211
+2 = - F1.2500 | F0.7500 | F0.5938 | F0.4688 | F0.4004 | F0.3418 | F0.3038 | F0.2692 | F0.2445
+3 B - — | F1.3750 | 70.9063 | F0.7422 | F0.6055 | F0.5264 | F0.4572 | F0.4102 | F0.3675
+4 - - E ~ | F1.4531 | F71.0156 | F0.8516 | F0.7109 | ¥0.6263 | F0.5511 | F0.4988
+5 = - = = — | FL5078 | F1.0977 | F0.9365 | F0.7955 | F0.7083 | F0.6297
+6 E E E B E ~ | F1.5488 [ F1.1621 | F1.0050 | F0.8654 | F0.7770
£7 E E E E E E — | F1.5811 | F1.2144 | F1.0617 | F0.9243
+8 : : s : : s s — | F1.6072 | F1.2581 | F1.1098
+9 - — — - — — - — - F1.6291 | F1.2952
+10 E - E E E E E E E E F1.6476

Tabla 3.7: Se consignan los valores calculados numéricamente de f(I,m) = Z

a

L donde se ha usado el valor numéricoa = 1, 3313 x 10~° con

a= %. Notese que para m = 0 las diferencias no son a orden lineal en a sino a orden cuadrético, lo cudl se ha puesto explicitamente.

El signo superior (inferior) de m corresponde al signo superior(inferior) de f(I,m) que aparece en la tabla.
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Figura 3.8: Gréficas hechas en Mathematica donde se compara el cuadrado de la norma de

la funcién radial obtenida |R,, 1, (r)

| 2

con elcuadrado de norma de la funcién radial usual para

el 4tomo de hidrégeno |R,;(r)|?. En este caso ag denota el radio de Bohr usual del dtomo de

hidrégeno y se debe tener en cuenta que n = v+1741 es el niimero cuantico principal en el caso
usual. Las graficas se calcularon con el valor a = 0.2.
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Lt [m]l L |
0 |0 01867
0 | 1.0605

1 [1]1273
1 10.8746

2.0415

o [2 22832
121362

1 | 1.9392

2 [1.7910

Tabla 3.8: Valores de L para a = 0,2 que se usan para hacer las graficas de la funcién radial.

Los eigenvalores de la energia son

~4
o e — (3.138)
2+ [+ 1)2

donde /¢ estd definido en funcién de L como en (3.134) y v =10,1,2,---. A primer orden
en a, sabemos que (=1+ f(l,m)a, donde [ es el nimero de momento angular usual y
los valores de f(I,m) se leen de la Tabla 3.7. Recordando las definiciones de €* y a dadas

en (3.35) y (3.36) podemos expandir la expresion para la energia (3.138) hasta orden

cuadrético en 0. Obtenemos

4 6 N 4 8 £2 ~
:ue lue f<l7m) 9 /’Le 3/’1‘6 f (l7m) 92. (3139)

F=— _
Qv +1+1)2  4v+1+1)3 dv+1+1)2 32w+1+1)

De la solucién usual para el a&tomo de hidrégeno [28], [30], se sabe que el nimero cudntico

principal es n = v + [ + 1 y que las energias estan dadas por

1 4
e e

E - _ ke 3.140

2 +1+41)2 2n? ( )

Podemos escribir la expansién de la energfa (3.139) en términos de la Energia de Bohr de
la siguiente manera
1 l ~ 1 3 f(I -

Jm) o5 1 _ 3 Sm) A g (3.141)

Enim=FE,—-FE, E, |1 e
" 2 n 2 16 n?
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H n \ l \ m \ A \ E, (eV) \ Evim — E, (meV) H
1 0 |0 /[-0500002] -13,6 0,3621
0 | 0/-0500002] -34 0,0905
5 1]-0.75000% | 3.4 0,1358
1 [0 ]-050000%] -34 0,0905
1 [-0.25000% | 34 0,0453
0 | 0-0500002] -1.51 0,0402
1]-0.666760% | -1.51 0,0536
1 [0 ]-050000% ] -1.51 0,0402
-0.333362 | -1.51 0,0268
3 2 [-0.70830% | -1.51 0,0570
1]-0.58330% | -1.51 0,0469
2 0 | -0.500060% | -1.51 0,0402
1 [-0.416762 | -1.51 0,0335
2 1-0.291762 | -1.51 0,0235

Tabla 3.9: Corrimientos de la Energia en meV, a orden o2, en el caso de un medio .

3.7.2. Valores de la Energia para un medio «

Para un medio a se cumple que 6 = e2 = . En este caso a = 1.3312 x 107° y es
razonable la aproximaciéon ( =1+ f(l,m)a. Reemplazando los valores de 6 y €2 en la

expresion (3.141) y conservando solamente los términos a orden o obtenemos

1 l
Enim = En — 5By (1 L ’m)> o’ (3.142)

n

y los valores de f(I,m) se leen de la Tabla 3.7. Podemos escribir una expresiéon para

calcular los corrimientos de la energia respecto al caso usual del dtomo de hidrégeno, a

Enim = Bn 1 (1 n f(l’m)) 2. (3.143)

orden a?,

b, 2 n
Los resultados para los tres primeros niveles de energia se presentan en la Tabla 3.9.
Ademas, en la Figura 3.9 se presenta un diagrama con el desdoblamiento en los niveles
de energfa. Es importante ver que, a orden o2, los estados con m = 0 de cada nivel
siguen degenerados. Es decir, los niveles Fyoo v F21 tienen la misma energia, de la
misma forma que los niveles Es¢o, E310 Yy E320. Sin embargo, esto es porque sélo se
consideraron modificaciones a la energia a orden a?. Si se consideran érdenes mayores se

puede ver que se remueve completamente la degeneracion.
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—a 10.2,-2>
< [0,2,-1>
s g=1
s 9=3 11,1, -1>
PR |2,0,0>/1,1,0>|0,2,0>
ey g=1 11,1,1>
ST g=1 10,2, 1>
P g=1
Tl=3, g=9 e T T |0,2,2>
-1.51eV ===
=1
~ g_2 [0,1,-1>
- 9'1 11.0.0> 10,1,0>
n=2 9g=4 -~ - 4= 10.1.1>
-3.40 eV ~EET
=1
T J [0,0,0>
n=1, g=1 T
-13.6 €V g
Espectro del atomo de Hidréogeno Espectro del atomo de Hidrogeno en ED-0

Figura 3.9: Diagrama de niveles de Energia que muestra la ruptura de la degeneracién en
el caso del atomo de hidrégeno en presencia de un medio 6. Denotamos con g la respectiva
degeneracién.



Capitulo 4

Calculos usando Teoria de

Perturbaciones

En este capitulo se obtienen las correcciones al espectro de energia del atomo de
hidrégeno en presencia de un vacio § mediante la aplicacién de teoria de perturbaciones

(TP). Para ello se parte directamente del hamiltoniano completo del problema (3.39),

2 2
P P N Y G R
24 ro 2u | 44+627% |14+ |cosd| ] Oy
462 64{ 2 1} N 62 2 (4.1)
e )| e o

donde los dos primeros términos en (4.1) corresponden al hamiltoniano para el atomo de

hidrégeno (en unidades naturales i = ¢ = 1):

1 e
Hy=——V*— —. 4.2
0 20 T ( )

Los términos adicionales en (4.1) se tratan como una perturbacién,

1| 20 2 2 )
9) = — _ i 2
Virv) 24 4+92r2{1+|00819|}18g0+
452 4 2 gz 2
- 26—2{1 y —1} +——= (43)
<4+02) r + | cos V| 4402

Debido la simetria azimutal del problema, se puede reemplazar el término i % por —m.

71
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Ademés, teniendo en cuenta que se trata de un medio «, donde se cumple que o = 6 = €2,
se puede hacer una expansion de la perturbaciéon hasta orden cuadratico en 6, dando como

resultado
1| 621 2 64 1 2
Vir)=—|-——{ ——M— _— 1
(r, ) QM[ 27"2{1+\cosz9|}m+4r2{1+|<30319| }

4.1. Analisis de 6rdenes de magnitud

1
— . 4.4
+ 4 r (44)

A continuacién se realiza una estimacién del orden de magnitud para cada término
en la perturbacién (4.4). Para ello se tienen en cuenta los siguientes ordenes de magnitud

reportados en [26]

1
re~ay = — ~ 1078 cm,
e

E, (Energias de Bohr) ~ pa®~ 13.6 eV,
Estructura Fina ~ pa® ~ 1,0 meV,

Estructura Hiperfina ~ (m/m,)ua* ~ 0.5 peV.

Entonces, los términos de la perturbacién tienen el siguiente orden de magnitud. El

primer término es

mo> 2 1 o?
! 4W2{1+100819l} mEm—_— (45)
El segundo término,
0* 2 1 ot
27 Qur? {1 + | cos V| } re pe (4.6)
El tercer término,
0 o 4

Se concluye que el tnico término que se puede despreciar, a orden o, es V5, que jus-
tamente viene del cuadrado del potencial vector del campo monopolar magnético que se
introdujo mediante el acoplamiento minimo al hamiltoniano. Los demas términos produ-
cen contribuciones del orden de magnitud de la estructura fina. Sin embargo, podemos
notar que el término V; depende del valor del nimero cuantico m de tal forma que éste

contribuye solamente cuando m # 0.
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4.2. Perturbaciones a primer orden

Aplicamos teorfa de perturbaciones a primer orden (TP1) y solamente tenemos en
cuenta las contribuciones de los términos V; y V3. En la aplicacién de TP1 es funda-
mental evaluar elementos de matriz de la forma (n,l, m|V|n,I',m’), donde los estados
|n,l,m) corresponden a los eigenestados del hamiltoniano para el atomo de Hidrégeno
en la base de energia y momento angular. Para el célculo de los elementos de matriz, en
primer lugar se puede ver que el hamiltoniano (4.1) conmuta con el operador L, y por
lo tanto sus elementos de matriz son diagonales en la base de este operador, es decir,
(n,l,m|V|n,l',m"y = &(n,1,m)dm donde £(n,l,m) es una funcién a determinar. A con-
tinuacion, calculamos los elementos de matriz en forma general y para ello debemos tener

en cuenta el siguiente resultado,

1

/drran,l('r’)—Rny(r):O pos =23, 0=U'+1 ; I>1. (4.8)
0 T

)

Esta relacién se conoce como férmula de Pasternack-Sternheimer [35], [36]. Ademads, en

el caso de [ =1', se conocen los siguientes elementos de matriz [26],

1 o 1
<—> = / dr 7’2Rn,l—Rn,z = %, (4.9)
v/ 0 r n

1 o 1 e
=) =/ drrPRySRy=——"F. 4.10
(), = [ 5 .

)

Combinando la férmula de Pasternack (4.8) con el resultado (4.10) se obtiene la siguiente

expresion
o] ) 1 20{2 5
dr R, =R,y = ——0- 4.11
/0 by il nd(l+ 1) ! (4.11)
El elemento de matriz del término V; es,
—mf* 2
LmViln,Um) = [ dPzRus(r)Y;™ (0 = Ry V(v
(ool Vo) = [ ety ,¢><4m2 H,Cwﬂ) PP, 0),

puort

)]

3 singyrmym T singY;rmym
g Sy Y™ / g Sy Y™
/0 1+ cos? + x 1 —cos?

dando como resultado lo siguiente,

sin Y, (¢, 9)|”

4.12
1+ cos? ( )

4 s
;o e 2
<’I’L, l, m|V1|n, ) ,m> = —Zme(Sw /0 dv
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El elemento de matriz de V3 es

, . 03
(n,l,m|V3|n,l',m) = /dS:ERM(r)Yl (9, p) (Z) R, Y, (9, ),

g3 [ 1
= 7 dr TQRM(T);RM/(T) ]f dQY;*™(Q)Y,™"(Q),
0

De donde finalmente se obtiene la siguiente expresion

4
po
(n,1,m|Vs|n,l',m) = 4—n2(5”/. (4.13)

4.2.1. Perturbacion del estado base

El estado fundamental es no degenerado. Se calcula el corrimiento de la energia a

primer orden de la siguiente forma
AB{go = (1,0,0[V4]1,0,0) + (1,0,0[V(1,0,0) . (4.14)

El elemento de matriz de V; en el estado base se obtiene de (4.12) haciendo n = 1,
I=I'=0ym=0

4

2 sind|YQ(0, 0)?
(1,0,0[V4]1,0,0) = —2(0) L)(SOO/ P R L G (4.15)
0

7T13(0+% 1+ cosd

Este resultado es debido al factor de m = 0 que estd en frente de (4.12). El elemento
de matriz de V3 en el estado base se obtiene de (4.13) haciendon =1,l=1'"=0ym =10

4 4

jyze’ j2ze’
1 1 = = . 1
< 7070|‘/3| 707O> 4(1)2600 4 (4 6)

Entonces la correccion a primer orden de la energia del estado base es

4

ABY, =0+ %. (4.17)

La energia del estado base del atomo de hidrégeno es

2
B, = —% = —13.6eV. (4.18)

La correccién a primer orden se puede expresar en términos de la energia de Bohr del
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estado fundamental, asi

1/ pa? 1
AE{ = 5 (%) o’ = 2 (13.6eV) <

2
137'036> = 0.362 meV. (4.19)

4.2.2. Primer estado excitado, n = 2

En este caso hay una degeneraciéon g = 22 = 4. Sin embargo, de acuerdo con los
resultados (4.12) y (4.13), los tnicos elementos de matriz distintos de cero son aquellos
que se encuentran en la diagonal, es decir, aquellos para los cuales se cumple que m = m’ y

[ = I'. Para calcular los elementos de matriz necesitamos los siguientes armoénicos esféricos

1 / 3 /3 i
%0:—471_ : }/10: ECOS,& ; }/ftl::F 8—7rsin19 etlie,

A continuacion, se realizamos el cdlculo de los elementos corrimientos en la energia. Las
integrales angulares se han calculado usando la forma explicita de los armoénicos corres-

pondientes.
Corrimiento 2,0,0

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =2, =1'"=0, m =0

AEY, = (2,0,0]14]2,0,0) + (2,0,0[V4[2,0,0)

4 z : 0 2 4
i 2 sindYG (0, )7 pa
— —2(0)r——b o 5
O3 (0+1) 00/0 Ttcosd @ 422"

4
jite’

= —. 4.20
16 (4.20)

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

1 [ po? 1 1\’
AEW == (5= )a?=2(136eV = 0.0905 meV. 4.21
2,00 8( 2 )O‘ 5 (13:6eV) { 137555 e (421)

Corrimiento 2,1,-1

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =2, I =1'"=1, m = —1

ABS) = (21, -1VAf2, 1, 1) + (2,1, 1152, 1, 1),

4 z : -1 2 4
piov 2 osindYy (0 o) | pa
= 2(-)m———=6 dd )
( )W23 (1+1) 11/0 1+ cosd * 42271

3 pat
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En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

3 [ pa? 3
AE;,II),fl = 1_6 (T) 0[2 = E (136 eV) (

2
137.036> = 0.1358 meV. (4.23)

Corrimiento 2,1,0

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =2, [ =1'"=1,m =0

AEg}l{o = (2,1,0[V4]2,1,0) + (2,1,0[V5]2,1,0),

4 z : 0 2 4
iy 2 osindYP (D 9)]7 | por
= =2 —0 dv )
(O)W23 (1+3) 11/0 Ttoosd 42271

4
Jite"

= —. 4.24
16 ( )

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correccion a primer orden es

1 [ po? 1 1 2
AEWY — Z [E) 02 = 2 (13.6eV — 0.0905 meV. 4.25
2,00 8< > )O‘ s (13:6eV) { 137555 e (4.25)

Corrimiento 2,1,1

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =2, I =0'=1,m =1

AEé,ll),l = (2,1,1|V1]2,1,1) + (2,1,1]V52,1, 1),
4 us . 1 9 4
prox 2 osindYi (0, o) | pa
= 2(1)m——F—=59 dv 4+ i1,
( )T23 (1""%) H/o 1+ cost 4(2)? 1
1 pat
2 16

(4.26)

En términos de la energia del a&tomo de hidrégeno, la correccién a primer orden es

1/ ja? 1
AESY (&> o’ = = (13.6¢V) (

1,-1 — 1_6 9

2
= 0.0452 . 4.2
137.036) 0.04526 meV (4.27)

4.2.3. Segundo estado excitado, n =3

El segundo estado excitado tiene una degeneracién g = 32 = 9, pero como en el caso
anterior, debido a los resultados (4.12) y (4.13), los elementos de matriz que son distintos
de cero son aquellos que se encuentran en la diagonal en la base |nlm). Para calcular

los elementos de matriz, las integrales angulares se calculan usando el armoénico esférico
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correspondiente.
1 3
Wem o Wyt
Yy = F i(sinﬁ)eiw Yoz1 i(3(:05219—1)
! 87 ’ > 2V 4r ’

5 : 5 .
Y = :FSUE(Sinﬁcosﬁ) S S 3\/96—7T(sin2 9) eF2ie.

El célculo de los corrimientos en la energia es el siguiente.
Corrimiento 3,0,0

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =3, =1'"=0,m =0

AES&O = (3,0,0[V4]3,0,0) + (3,0,0[V3]3,0,0),

4

por 7 sindYP(W, 9))* | pat
= —2(0)r———9 dv )
( )733 (0+3) 00/0 Ttcosd 4(3)27"

prort

26 (4.28)

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

o 1 (ua? 1 1\’
AEN = — (5= a?= = (13.6eV — 0.04023 meV. 4.29
3,00 18( 2 )O‘ 13 (136eV) { 137056 e (4.29)

Corrimiento 3,1,-1

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =3, l=1'"=1, m = —1

ABES) = (3,1, —1[Vi3,1,—1) + (3,1, —1|V4[3,1, -1,

4 z : -1 2 4
po 2 sindYT (0 )F pa
— (Db [ W 5
hmss 1+1) ”/0 1 +cosd 43"

4 pot

—. 4.
3 36 (430)

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

2 [ o’ 2 1\’
ABY = 2 () 02 = Z (136eV — 0.05364 meV. 4.31
3117 57 \ g )@ = g7 136V { mtas me (4.31)
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Corrimiento 3,1,0

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =3, =1'"=1,m =0

AESY ) = (3,1,00V4]3,1,0) + (3,1,0[V4(3,1,0),

4 z : 0 2 4
piox 2 sV (0, 9)F  pa
= —2(0)T 50 dv 5
O (1+13) ”/0 Ttcosd  a@R™"

4
jite’
= —. 4.32

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

o 1 (pa? 1 1)’
AE;) = — [ —=—)a?’=—(13.6eV = (0.04023 meV. 4.33
3,10 18( 2 )O‘ g (18:6e )(137.036> e (4:33)

Corrimiento 3,1,1

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =3, I =0'=1,m =1

ABEY) = (3,1,1|Vi[3,1,1) + (3,1,1]V4(3,1,1)
4 : 1 2 4
piod 2 sindYi (0, 9)F  pa
= —2(1)r——é dv 5
ATy “/0 T+cosd 4@
2 pot
336

s

(4.34)

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correccion a primer orden es

(1) 1 ,uon 1 1 2
AED = (PY) a2 = = (13.6eV — 0.02682 meV. 4.35
31L-17 97 ( 2 ) " = 57 13.6eV) (137.036) e (4.35)

Corrimiento 3,2,-2

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazando n =3, [ =1' =2, m = -2

AEY ., = (3,2,-2[Vi|3,2,-2) + (3,2, —2|V4]3,2, —2)

4 z : —2 2 4
pio 2 sindYo (0 ) ° pa
= —2(—2)r——§ v + 822,
275 (2+1) 22/0 1+ cos? 4(3)2°%
17 pot
_ Wpa™ 4.
12 36 (4:36)

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden

(1) 17 uoﬂ 17 1 2
AE =—(—)a®=— (13 = 0. : 4.
32-2 = 516 ( 5 ) @ =27 (13.6eV) <137.036) 0.05670 meV (4.37)
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Corrimiento 3,2,-1

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazando n =3, [ =1' =2, m = —1

AES) = (3,2, —1[Vi[3,2, —1) + (3,2, —1|V4[3,2, -1,

4 z : -1 2 4
po 2 osindYo (3 p)° pa
— ()T byy [ W 5
hmss (2+1) 22/0 1 tcosy 432

7 pot

—. 4.
6 36 (4.38)

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

108

7 (o’ 7
ABY =L () 2= L3
3.2,-2 ( )O‘ (18:6eV) { 137036

2
) = 0.04694 meV. (4.39)

Corrimiento 3,2,0

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =3, =1'"=2, m =0

AESY, = (3,2,00V4]3,2,0) + (3,2,0[V4(3,2,0),

4 z : 0 2 4
piov 2 sindYP(d, )7 pa
= 20 —LY sy, [ aw 5
O e+ 22/0 Ttcosd | a@)2 ™

proct

2 (4.40)

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

1 ( pa? 1 1\’
AEBW — — () a2 = —(13.6eV — 0.04023 meV. 4.41
30 =15\ o )@ = g 1BV {37036 me (4.41)

Corrimiento 3,2,1

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =3, I =1'=2, m =1

AEY) L = (3,2,1|V1[3,2,1) + (3,2,1]V4(3,2,1)
4 z : 1 2 4
pox 2 sindYy (0, 9)F | pa
— 9r—5 dv 5
s (2+13) 22/0 Ttcosd @ a@)P ™
5 pa
6 36

(4.42)



80 Capitulo 4. Cadlculos usando Teoria de Perturbaciones

H n \ l \ m \ AE (meV) \ Resultados AE (meV) Cap. 3 H

1 0 0 0,3620 0,3621
0 0 0,09050 0,0905

9 -1 0,13580 0,1358
1 0 0,09050 0,0905

1 0,04526 0,0453

0 0 0,04023 0,0402

-1 0,05364 0,0536

1 0 0,04023 0,0402

1 0,02682 0,0268

3 2 0,05670 0,0570
-1 0,04694 0,0469

2 0 0,04023 0,0402

1 0,03352 0,0335

2 0,02347 0,0235

Tabla 4.1: Correcciones a los niveles de energfa calculadas usando Teorfa de Perturbaciones a
primer orden TP1. En la quinta columna se encuentran los resultados obtenidos en el capitulo
3 para realizar la comparacién.

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

1

5 [ pa? 5 1 2
AES) o= — (=) a®=— (13.6eV — 0.03352 meV. 4.43
3.2,-2 108( 2 )O‘ 105 130V) { 137036 e (4.43)

Corrimiento 3,2,2

Se calcula a partir de (4.12) y (4.13), reemplazandon =3, [ =1' =2, m =2

AEY, = (3,2,2]Vi[3,2,2) + (3,2,2[V4]3,2,2),

4 Z : 2 2 4
piox 2 o sindYE(0, 9)]F  pa
= —2)r——— b v 5
@3 (2+1) 22/0 T+cosd | 432
4
_ pa” (4.44)
12 36

En términos de la energia del atomo de hidrégeno, la correcciéon a primer orden es

7 (o’ 7 1 2
AEY) = — [E-)a2=——(13.6eV = 0.02347 meV. 4.45
3.2,-2 216( 2 )a 216 130eV) 37036 e (4.45)

Los resultados de los corrimientos para los niveles de energia estudiados se presentan

en la Tabla 4.1. Si se comparan los resultados de la Tabla 4.1 con los presentados en
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la Tabla 3.9 se puede que ver que existe una buena correspondencia entre ellos, lo cual
constituye un método de verificacién de los resultados obtenidos en el capitulo anterior.
También significa que la aproximacién a orden o es razonablemente buena. Cabe recordar
que los resultados de la Tabla 3.9 vienen de una aproximacién sobre la solucién analitica

del problema, tratada en el capitulo 3.






Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se estudian en los efectos de la electrodindmica 6, ED-6 sobre el
movimiento de particulas cargadas. Una de las consecuencias mas importantes de la ED-
0 es la manifestacion del efecto magnetoeléctrico, que consiste en la aparicion de una
polarizacion magnética como respuesta a un campo eléctrico y una polarizacién eléctrica
en respuesta a un campo magnético. La motivacién era hacer una estimacion sobre el
efecto de la ED-6 en el espectro de energias del atomo de hidrégeno como consecuencia

del efecto magnetoeléctrico.

El objetivo de este trabajo fue el estudio del movimiento de particulas cargadas en
presencia de los campos eléctricos y magnéticos que obedecen la ED-6, y durante el
desarrollo del mismo consideramos dos problemas a resolver. El primero de ellos fue el
problema clasico de determinar las trayectorias de particulas con masa m y carga q que se
mueven de un vacio 6; a un vacio #, atravesando la pared X que los separa. El problema
fue altamente idealizado ya que no tuvimos en cuenta los parametros € y p de los medios

y supusimos que las particulas podian cruzar libremente la pared.

Las particulas se consideraron bajo la accién de campos constantes y homogéneos a
cada lado de la pared. Los campos satisfacen las condiciones de borde derivadas de la
ED-6. Dichas condiciones de borde hacen que la presencia de campos magnéticos perpen-
diculares a la superficie 3. obligatoriamente induzcan la aparicién de un campo eléctrico
perpendicular y que la presencia de campos eléctricos paralelos a Y obliguen a la aparicion
de un campo magnético paralelo. De este modo se obtuvo que la dindamica de las particulas
era distinta dependiendo del lado de la pared 6 en que se encontraran. Comparando los
tres casos estudiados, se puede notar que es mas significativo el cambio en la trayectoria
de las particulas con carga positiva ¢ y masa m en el caso particular 2, que es cuando en
el lado 1 se tenian campos de igual magnitud, perpendiculares entre si y perpendiculares

al eje z. Por el contrario no es muy clara la diferencia entre las trayectorias en el ultimo

83
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caso estudiado en ése capitulo, pese a que en ese caso cambiaban tanto el campo eléctrico
como el campo magnético al otro lado de la pared 6. Las trayectorias que se obtuvieron
fueron continuas y con velocidad continua en la pared. Es importante hacer notar la dife-
rencia con el caso en que las particulas no estan sometidas a los campos de la ED-6 sino
a campos de la electrodinamica usual en el vacio, en cuyo caso no se espera que ocurra

un cambio en la trayectoria de las particulas.

En el Capitulo 3 se estudié el problema cudntico. Este consistia en estudiar el movi-
miento de una particula cargada en presencia de otra, también con carga y masa mucho
mayor que la primera. Supusimos la existencia un vacio # semi-infinito, altamente idea-
lizado, en el cual sélo consideramos el efecto del parametro 6 e ignoramos la constante
dieléctrica, ¢, y la permeabilidad magnética, u. El vacio 0 tenia una interfaz plana que
lo separaba del vacio. La carga puntual arbitraria ¢; de masa M estaba fija, en el vacio,
a una distancia b de la pared 6. Otra carga ¢ con masa m << M se movia bajo la
influencia de la carga ¢;. Como aplicaciéon con motivacion fisica se considerod el caso del
atomo de hidrégeno, es decir, estudiamos el caso en que ¢; = e (es el protén) y gz = —e
(es el electrén), cumpliéndose que m,, ~ 1840 m, (la masa del protén es mucho mayor que
la del electrén). Se escribid la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo usando

los potenciales de los campos que produce el protén en las condiciones adecuadas para
aplicar ED-0.

El hamiltoniano escrito en términos del operador de momento angular es

1190 o) L* 2 ( 2a-1L, 2a*> &
H=———— ([P )|+ —+— | ——F | - — ——. (5.1)

2u 12 Or or 2ur?  ur? \ 1+ |cos?| ur? T
Puede verse que el hamiltoniano conmuta con el operado L, y por ende m resulté ser un
buen niimero cudntico en este caso. Sin embargo, H no conmuta con L?, lo que hacia que

2 no

el eigenvalor de momento angular usual, [, asociado al operador L? = L2+ L; + L%,

fuera un buen nimero cuantico para este problema. En su lugar se obtuvo otro niimero

cuantico L, que satisface la ecuacion de eigenvalores

2a — L,

2 = |L*+4a | ———=
L59(r, 0, ¢) [ + a(1+|COSI9|

)] v = L vueoe. 62
donde L, es la proyecciéon de momento angular sobre el eje z y se cumple la ecuacion de
eigenvalores L,9(r, ¥, ) = m ¥(r, ¥, ¢). La regla de cuantizacién de L fue impuesta por
la paridad de las funciones angulares obtenidas. Para resolver el problema se definieron
dos cantidades €2 y a. Se usé el valor de a para clasificar los tres casos que se estudiaron.

En primer lugar el caso a = 1, que se logra cuando en el problema de las cargas arbi-
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trarias q; y qo éstas tienen un orden de magnitud de aproximadamente 30 e cada una.
Se obtuvieron valores para L de tal forma que la paridad de las funciones estuviera bien
definida. La principal utilidad de estudiar el caso a = 1 fue que se pudo observar mag-
nificadas las diferencias que se producian respecto al caso usual del &tomo de hidrégeno.
Estas diferencias quedaron claras también en las graficas que se hicieron para las funcio-
nes angulares. También se calcularon valores de L para un medio maximal, caracterizado
con a = 1.824 x 1073, que es el maximo valor que puede tomar a cuando trabajamos el
problema del 4tomo de hidrégeno. Para el medio o, caracterizado con a = 1.3313 x 1075,

se obtienen las diferencias entre L y [ que hemos llamado F'(I,m).

Como se explicé en el capitulo 3, el hecho de que no hubiera simetria esférica derivé in-
mediatamente en que se obtiene un espectro de energias no degenerado. El estudio de las
funciones radiales revelo que el efecto de la ED-0 sobre el espectro, aparte de romper la
degeneracion, es incrementar ligeramente las energias de los niveles. Esto también se ve
expresado en un incremento del radio de Bohr, lo que se explica por el hecho de que el
potencial electrostatico efectivo del nicleo sobre el electrén se ve disminuido por la apa-
ricion de la carga imagen del niucleo, que es una carga negativa pero de magnitud mucho
menor que e. Entonces, se puede decir que el nucleo liga mas débilmente al electrén y
asi se explica la elevacion de la energia en cada nivel. Para notar claramente el efecto
sobre el radio atomico, se realizaron las graficas de las funciones radiales, calculadas con

un valor de a = 0.2.

Los valores de la energia fueron calculados explicitamente en el caso de un medio «.
Los valores muy pequeiios de a = 1.3313 x 107 y 6 = «, permitieron hacer una expansion
de la energia, primero a orden 62 y después a orden a?. Las correcciones que se obtuvieron
fueron del orden de magnitud que las que se obtienen para la estructura fina del atomo
de hidrégeno, es decir, del orden de 1 meV. Se aprecio la ruptura en la degeneracion de
los niveles de energfa. Sin embargo, a orden a? los subniveles con m = 0 en cada nivel

siguen degenerados.

En resumen, podemos decir que el efecto eléctrico de la pared 6 es incrementar la
energia y el radio atomico de cada nivel, en tanto que el efecto magnético es romper la

respectiva degeneracion de estados.

Finalmente en el Capitulo 4 se aplico teoria de perturbaciones para obtener los corri-
mientos de energia para cada nivel. Los resultados obtenidos estan plenamente de acuerdo

con los que se reportaron en el Capitulo 3.

Es muy importante mencionar que este trabajo es un primer paso en la labor de hacer
predicciones que puedan ser medidas experimentalmente. Lo que hicimos en esta tesis fue

evaluar preliminarmente como se modificaria el espectro de energia de un sistema bien
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conocido como lo es el &tomo de hidrégeno. Esto motivado por el hecho de proponer a la
espectroscopia como método experimental para detectar y medir el efecto magnetoeléctri-
co. Sin embargo, hay que recalcar que tratamos un problema tedrico, muy idealizado en
el que despreciamos muchos parametros e interacciones que son relevantes a la hora de
hacer una prediccion que finalmente pueda ser medida experimentalmente. Sin embargo
consideramos que se cumplié el objetivo principal de estimar el orden de magnitud de los
corrimientos en los niveles de energia que se esperarian en el caso que fue estudiado.
Teniendo en cuenta lo expuesto hasta este momento, podemos proponer como trabajo

futuro, basado en el presente proyecto, lo siguiente

= Estudiar el efecto de la interaccién electron-electréon imagen.
= Estudiar el efecto del acoplamiento del campo magnético con el espin del electron.

s Estudiar el problema en medios materiales, que incluyan la dependencia de los

pardmetros € y .

= En este trabajo consideramos el &tomo localizado en la pared 3, es decir, trabajamos
la aproximacién b = 0 en la expansién b/r, donde b es la distancia del protén a la
pared y 7 es el radio atéomico. La continuacién natural es considerar el caso en el
que b # 0 considerando la contribucion de los siguientes términos en la expansiéon

en serie de potencias de b/r.

» Estudiar el problema pero desde el punto de vista clasico (problema de Kepler).



Apéndice A

Solucion al sistema lineal de

ecuaciones de movimiento

Otra forma de encontrar la solucién a las ecuaciones de movimiento (2.25), (2.29) y
(2.33) obtenidas directamente de la funcién lagrangiana (2.20) es resolver el sistema lineal

compuesto por estas ecuaciones, a saber

mi = g (Blzy — By, — H(z)éEly]z’> , (A1)
mij = q(Bi.z — B2 + Eyy), (A.2)
mi = g ([Bly — H(2)0Ey,)é — Bioy + [Bvs + H(z)éBlZD . (A.3)

Este sistema puede ser escrito en la siguiente forma matricial explicita

d Ve 0 M3 —M2 Ve 0
% Uy | = —M3 0 M1 Vy + NQ s (A4)
U, M, — M, 0 U, N3

donde My = LBy, My = % [Bly — H(z)éEly], M3 = LB, son las entradas correspon-
dientes a la matriz antisimétrica asociada con el producto vectorial B X v y Ny = LEy,,

N3 = % [Elz + H (z)éBlz} son las entradas correspondientes al vector de campo eléctrico.

El sistema (A.4) es no homogéneo y tiene la forma ©® = Mwv + N, con M la matriz
antisimétrica mencionada anteriormente y IN es un vector constante a cada lado de la
pared. Ya que la matriz M no depende explicitamente del tiempo y es constante a cada

lado de la pared la solucién al problema con valor inicial v(t = tg) = v es [33],[32]

87
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¢
v(t) = ety —|—/ e IMN s, (A.5)

to
Para evaluar la exponencial explicitamente se emplea una transformacién de similari-

dad (cambio de base). Si existe una matriz S tal que:

M’ = S™IMS, (A.6)

y la matriz M’ es diagonal en la nueva base, entonces se cumple que
e™ = Se™M's1. (A.7)

Para encontrar la forma explicita de la matriz S primero se deben calcular los eigen-

valores y eigenvectores de la matriz M.

A.1. Eigenvalores de M

La ecuacién caracteristica para la matriz M es la siguiente

det (M — AI) = 0, (A.8)

-\ My M,
~Ms =\ My | =-X{N+ (M + M+ M)} =0. (A.9)
My, —M, -\

A partir de la ecuacion (A.9) se tienen los siguientes eigenvalores para M

o =0, (A.10)
Ao = /M2 — Mg - M3, (A11)
o= /- ME - ME - M3 (A.12)

Definiendo las nuevas variables

w(z) = \/Ml2 + M3(z) + M3, (A.13)
w(z) = %|B(z)|. (A.14)
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donde |B(z)| es la magnitud del vector de campo magnético. Los eigenvalores de M

pueden escribirse asi:

/\O - 07
A+ = +ZW7
Al = —w

A.2. Eigenvectores de M

A.2.1. Eigenvector para \y =0

Para encontrar este eigenvector se debe resolver el siguiente sistema

0 M3 —M2 X 0
—Mg 0 M1 Yyl = 0
M2 _Ml 0 z 0
Escogiendo z como parametro, la solucion es:
My = Msz,
M3LE = Mlz.

El eigenvector que se puede construir es

M,
bo =co | M| ,
M

con cg una constante arbitraria.

A.2.2. Eigenvector para \; =iw =i-1B
El sistema a resolver es
—Ww M3 —M2 X 0
—Mg —Ww M1 Yyl = 0 s
MQ —M1 —iWw z 0

(A.15)
(A.16)
(A.17)

—~

A.18)

(A.21)

(A.22)
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que conduce al sistema de ecuaciones

—iwx + M3y — Moz = 0, (A.23)
—Msz — iwy + Mz =0, (A.24)
Myx — Myy —iwz = 0. (A.25)

Escogiendo z como pardmetro, las soluciones a este sistema son

(M7 + M3)x
(M7 + M3)y

(—MlMg + iCUM2>Z, <A26)

El eigenvector se puede construir el siguiente

— My M3 + twMy
b+ = Cyq —M3M2 —iMiw]| , <A28)
M} + M3
con ¢, una constante arbitraria.
A.2.3. Eigenvector para \_ = —iw = —i LD

Este se puede deducir inmediatamente del eigenvector (A.28) ya que se cumple que:

b= b, (A.29)

donde el asterisco denota al complejo conjugado. Entonces

—MlMg — Z’(.UMQ
b_=c_ —MgMQ + ile y (ABO)
M+ M3

y ¢_ es una constante arbitraria.

A.3. La matriz S

Una vez obtenidos los eigenvalores (A.10), (A.11) y (A.12), y los eigenvectores (A.21),
(A.28) v (A.30) de M se puede construir la matriz S, que tiene la siguiente forma
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S=[by by b_]. (A.31)

Como las constantes de normalizacion, ¢y, ¢ y c_, son arbitrarias conviene escoger su

valor numérico como la unidad y con ello la forma explicita de la matriz S es

M1 —M1M3 + ZLOMQ —M1M3 — iWMQ
S = M2 —M3M2 — ?:le —M3M2 + ’ile . (A32)
My ME+ M3 M? + M3

De la matriz S dada en (A.32) se puede obtener su matriz inversa S™*

My (M7 4+ M3)  2Mo(ME+ M3Z)  2Ms5(ME+ M3)
—M1M3 — ngw —MgMg + ile M12 + M22 . (A33)
—M1M3 -+ ngw —M2M3 — ile M12 -+ M22

1
a 2w2(M3? + M%)

Sfl

A.4. La solucion al problema

Los eigenvectores de Ml forman una nueva base, en la cual, la matriz tiene forma
diagonal. En la nueva base el vector posicién tiene componentes r(t) = (2'(t),y'(t), 2/(t))

y derivando con respecto al tiempo una y dos veces consecutivamente se obtiene:

r =2 (t)bo + v (t)by + 2'(t)b_, (A.34)
v = (t)bo + v, (t)by + v (t)b_, (A.35)
0 = 0, (t)bo + U, (t)by + 0L(t)b_. (A.36)

La relaciéon entre las componentes de la nueva base con la antigua es la siguiente

v = Sgla, (A.37)

y para devolverse a las componentes en la antigua base a partir de la nueva, se usa la

expresion

k

Las componentes del vector IN en la nueva base se obtienen aplicando la transforma-
cién (A.37)
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No 0
N=|N,| =S"|N,|,
N_ Ny

QM (ME + MZ)  2Mo(M? + MZ) 2Mz(ME + M3)

0
= 2w2(M12 T M22) —M1M3 — ngw —MQMS + ile M12 + M22 N2
—M1M3+iM2w —MgMg —ile M12+M22 Ng
(A.39)
Por lo tanto
Ny . M;yNy + M3 N3
N3 _ MyMsz—iMyw
N, | = e 5= WNQ . (A.40)
N3 _ MyMs+iMyw
N- 2 St Ve
En la nueva base la matriz M’ tiene la siguiente forma diagonal
0 0 O
M =10 w 0 (A.41)
0 0 —w
De tal forma que su exponencial es
1 0 0
elTIM = 1 eiwlt=t0) (A.42)

0 0 efiw(tfto)

La ecuacion (A.5) en la nueva base toma la forma explicita

v1 1 o 0 " oo 0 No
vy | =10 eiw(t—10) 0 oy | + / ds |0 e(t=s) 0 N, |,
vl 0 0 e w(t=to) fo

v, 0 0 et |N_
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Uog ¢ No
= |t |4 [ ds | e |
v, p—iw(t—to) to N_e—iw(t—s)
o + No (£ — to)
— <v6y - %) ele(t=to) _ I | (A.43)
| (vhe = 35 ) ettt 4

La expresién (A.43) es precisamente la solucion al sistema y las cantidades (vf,, Vo vp.)
son las constantes que hay que determinar en funcién de las condiciones iniciales. Calcu-

lando las componentes de la velocidad inicial en la nueva base mediante la transformacion

(A.37)

Voz Vox
/ _ Q-1

Uy, S Voy |
/

Vo2 Voz

- 22 (M? + M2) —Mi M3 — iMsw —MyMs+ iMijw M? + M? Voy
—M1M3 + ngw —M2M3 — ile M12 + M22 Vo2
(A.44)

Se obtiene como resultado

7}61 1 Mlv(Ja: + MQ’UOy + Mg’UQZ
/ . . M1 Ms+iMow . Mo Ms—iMyw l
Voy | = Tp | T 200k Yo T Sapag) Yov F atos | (A.45)
. M1 Ms—iMow . Mo Ms+iMyw

/ 1
Yoz 20027 M32) Vor — p(arrrarg) Yoy T 5z

Teniendo en cuenta los resultados (A.40) y (A.45) y reemplazdndolos en la ecuacién

(A.43,) entonces la solucién al problema general en la base nueva es

1
U; = E {MIUOx —|— MQ’U()y + Mgvoz —|— (M2N2 + MgNg)(t — to)} s <A46)
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1 M1M3—|—iM2w M2M3 —ile 1
v, = - Vox — Voy + =V, -+
Vo2 2(M3E + M3) 20ME+ M2) Y 2
MlNgw - ’L[(MIQ + M%)Ng - MQMgNQ] e’iw(t*to)
2w(ME + M3)
MlNgw — Z[(]\412 + M22)N3 — M2M3NQ] (A 47)
2w(ME + M2) ’ '
1 MlMg — iMQUJ M2M3 + ile 1
vL=—4|(—- Vow — Voy + =Vo.  +
W M2+ M2) " 2(ME+M2) Y2

M Now + Z[(Mf + MQQ)NS - M2M3N2] —iw(t—to)
2w(M? + M3)
M1N2w—|—l[(M12+M22)N3 _M2M3N2] (A 48)
2w(M3? + M2) ' '

Para obtener la solucién en la base original, se emplea la relacién (A.38) que se puede
escribir asi

Vg vl M, —MM;s+iwMy —MiMs —iwMs| |V,
Uy | = S U; = M2 —M3M2 — ile —M3M2 + Zle ’U:/y . <A49)
v, vl M M} + Mg M}E + M3 !

Efectuado las operaciones, se obtiene como resultado las siguientes expresiones

1
Ux<t> = E {U.)Q’UOI =+ M2N3 — MgNg — M1 (Mlva + MQUOy + MgUOZ)} COS (J..)(t — t[))
1 .
—f- E {wQ(M3UOy — MQUOz) — (M3N3 —|— MQNQ)MI} smw(t — to)
1
+ EMl(M2N2 —+ MgNg)(t — to)

1
+ E {MgNQ — MgNg + Ml(Mﬂ)oa; + Mgvoy + Mg?)oz)} s (A50)
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1
’Uy<t) = E {wQ'UOy — M1N3 — M2 (Ml?l()z + Mg’l]oy + Mg’l]()z)} COSU.)(t — to)

1
+ E {w2 (N2 — Mgvox + Mﬂ)gz) — (M2N2 + MgNg)Mz} sinw(t — to)
1
+ EMQ(MQNQ + M3Ns)(t — to)

1
+ E {MlNg + MQ(Ml’on + MQUOy + Mg’Uoz)} R <A51)

1
v, (t) = " {wQ’ng + My Ny — M3 (Myvo, + Mave, + Mgvoz)} cosw(t — tg)

1 .
+ E {CUQ(Ng + MQUOm — Mﬂ}oy) — (MQNQ =+ M3N3> Mg} smw(t — to)

1
+ FM;),(MQNQ + M3N3)(t — to)

1
E {_M1N2 + Mg(Mlvom + Mgvoy + Mg?}oz)} s (A52)

Finalmente, el resultado para la posicion como funcién del tiempo se obtiene al integrar
las expresiones (A.50), (A.51) y (A.52) cumpliendo las condiciones iniciales (o, yo, z0) para
t = o,

1
x(t) = E {w%m -+ M2N3 — M3N2 — M1 (Mlvog; + MQU()y + MgUOZ)} sinw(t — tg)

1
+ J {wg(Mgvoy — MQUOZ) — (M3N3 + MQNQ)Ml} (1 — COS W(t — to))

1
+ le(MﬂVQ + M3N3)(t — to)?

1
+ E {M3N2 — M2N3 -+ Ml(MIUOJ: -+ Mgvoy + Mg’l)[)z)} (t — to) —+ Zo, (A53)

1 .
y(t) = E {U,)Q’U[)y — MlNg — M2 (Mlva + Mgvoy + Mgﬂoz)} smw(t — to)

1
+ E {w2 (N2 — MSUOm + MIUOz) — (M2N2 + M3N3)M2} (1 — COSW(t — to))

1
+ ﬁMQ(MQNQ + M3N3)(t — to)?

1
+ E {MlNg + Mz(Mﬂ)()x + Mz’l)()y + Mgvoz)} (t — to) + Yo, (A54)
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1
2(t) = e {w2710z + My Ny — M3 (Mo, + Maovgy + M3U0Z>} sinw(t — to)
1
+ J {wQ(Ng -+ Mgvox — Mlvoy) — (M2N2 + MgNg) Mg} (1 — COSW(t — tg))
1
-+ZEAQMQNQ+A@NQ@—¢@2

1
F {—M]_N2 + Mg(MfUOx + Mg’on + Mg’ng)} (t — to) + 2. (A55)

Las expresiones (A.53), (A.54) y (A.55) son las soluciones generales al problema para
cada lado de la pared. Se puede comprobar que las soluciones obtenidas son las mismas

que las que se obtuvieron en el capitulo 2.

Por ejemplo, en el caso de la solucién (A.50) se tiene que

M3Ny — MyN; = %(E x B),, (A.56)
w

]\41710m + MQUOy + Mg?}oz = EB * Vo, (A57)
wz

MyN; + MyN; = 2E-B, (A.58)

Msvg, — Mivg, = %(B X ’Uo)x. (A59)

Con éstos resultados la solucién (A.50) en notacién vectorial es

v, (t) = % {B*v0, — (E X B), — (B - vo)B1 } cosw(t — to)
— —{B*(B X vg), + (E - B)B, } sinw(t — to)

+ %(E . B)Bi(t — to)

n Bi (E X B), +(B-vo)Bi}. (A.60)

De la misma forma se puede hacer con (A.51) y (A.52). Juntando los resultados se
recupera la expresién vectorial (2.65) que se obtuvo en el capitulo 2. Igualmente puede
verse que las soluciones para las trayectorias (A.53) a (A.55) son la misma solucién para

la trayectoria escrita en forma vectorial en la ecuacién (2.67).



Apéndice B

Ecuacién diferencial para f(z)

cuando m > 0

La ecuacion (3.68) es

Pz) = (1—2)% (14 2)2" " f(2),

que convenientemente se puede escribir

P(x) = (1—2%)% (1+2)7* f(a).

Debemos encontrar la ecuacion diferencial que satisface f(x). Para ello sustituimos

(B.2) en la ecuacién (3.54.

La primera derivada

d d ,
@P(l’)za[(l—l‘)

m
2

(1+2)f ()],

ZP(z) = (1 —a?) % (=22)(1 + )2 f(a)+

dzx 2
(1—2%)%(=2a)(1 +2) 72 f(2) + (1 — 27)

m
2

dP m
o —maz(l —2?)2 "1+ x)72f

—2a(1—2)2(1+a) 2+ (1 —2H)2 (1 +2)72f (2).

(1+2)7f(z), (B4)
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Apéndice B. Ecuacion diferencial para f(x) cuando m > 0

A partir de (B.5) obtenemos la segunda derivada

fTIj = (=) E ) — e (= 1) (=) 20 (1 a)
_ mx(l _ xQ)%—l(_2a)(1 + .CU)_za_lf _ maz(l . 2:2)%—1(1 + .Q?)_Qaf/
— Qa%

(1—2?)2(=22)(1 4+ 2)727 f —2a(1 — 2)% (=2a — 1)(1 + ) 22 2f
—2a(1 —2?)% (14 2) 21 f 4 %(1 —2?) 27 (=22) (1 + x) "2 f
+ (1 =22 (=2a) 1 +2) 2 + (1 -2 (1+2)"%f". (B.6)

Simplificando y sumando términos semejantes:

e —m(l -z 14+ 2)"2f +m(m—2)2*(1 — 2?)2 *(1 +z)"2f

x

+ damz(1 — Iz)%fl(l + o) 2ma(1 — x2)%’1(1 +x)72f

+20(20 4 1)(1 25 (14 0) 7 a1 —2?) (1 4 a) 2
+ (=222 (1 +2)72f" (BT

Usando (B.7) calculamos

(1— xz)% = —m(1—2)2 (1 +2) 2 f+m(m—2)2*(1 —2»)2 Y1 +x)2f
+damz(1 — 232 (14 2)727 f —2ma(1 — 22) % (1 4 )72 f

+2a(2a 4+ 1)(1 — 2®) 2T (1 4+ 2) 72072 f —4a(1 — 2?21 )72 f

+ (1 =22 (1 +2)2f". (B.S8)

Igualmente, usando (B.5), resulta

dP
— 2r— = 2ma?

= (1= %)% (1) 2

+dax(l — 22 (14 2)727 f — 22(1 — %)%

(1+2)72f, (B.9)
y finalmente, de (B.2)
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2

m 8a? —4dma

A — — P =
{ 1 — a2 1+ 1 ()
m? 8a® —4dma m

A — — 1—2%)72(1 —2a

{ 1—a2 1+ 1( v+

= A1 -2 (1+2)2f —m?(1 —2?)2 Y1 +2)7%f

— (8a® — dam)(1 — 2*)2 (1 + )21 f.

Sumando las ecuaciones (B.8), (B.9) y (B.10) e igualando a cero obtenemos

—m(l =) F (L4 a) 7 fm(m = 2) 2 (1) (1)
+dama(l = 2®) ¥ (1+2)7 7 f = 2ma(l —o®)F (1 4+ 2) 72 f
+2a(20+1)(1 = 2%) 5 (1 +2) 7277 f —da(l —2%) 2 (14 2) > f
+(1-2 )%H(l +$)—2af/l
+ 2ma?(1 — xz)%*l(l )
+dax(l—a%)% (14+2) 27 f = 22(1 = 2%)% (14 2) 7> f
+ AL =) % (142) 2 f —m*(1—2”) 3 (14 2) 7> f

w[3

)
)

— (8a® —4am)(1 —2*)2 (1 +2) 1 f =0.

Multiplicando ambos lados de (B.11) por (1 — %)% (1 + x)?* resulta

—mf+m(m—2)z*(1—2*)7f
+damz(1 + )" f — 2maf’
+2a(2a + 1)(1 — 2*) (1 +2)2f — 4a(l — 2*)(1 +2) " f'
b1
+2ma?(1 — )71 f
+dax(l+2) ' f — 20 f
+Af—m?(1— 2?7 f

— (8a® — 4am)(1 + x)"'f = 0.

Agrupando términos:

(B.10)

(B.11)

(B.12)
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(1—2®)f" = [2ma +4a(l — 2*)(1 + z)~" + 22] f' + [-m +m(m — 2)2*(1 — 2*) "
+4amr(1+ )" +2a(2a + 1)(1 — 2 (1 + )72 + 2ma*(1 — 2°

)71
+ar(l+z) "+ A —m*(1 —2*) 7" — (8a®> —dam)(1 +2)7'] f=0. (B.13)

Factorizando,

(1—2®)f" — 2mz +4a(l — z) + 22] f' + [-m+ A + {m(m — 2)2*(1 — )"
+4amax + 2a(2a + 1)(1 — ) + 2ma?*(1 — z)
+4azr —m*(1 —z)"" —8a* +4am} (1+2)7'] f=0. (B.14)

Desarrollando
(1—2®)f" —2[ma +2a — 2ax + z] f' + [-m+ X+ {m*2*(1 — 2)~"
—2ma*(1 — )7 + dama + 4a® — 4a*x + 2a — 2ax + 2ma*(1 — x)~*
+dar —m*(1 —z)~" — 8a* + dam} (1+2)7'] f=0. (B.15)
Agrupando términos nuevamente obtenemos

(1—2®)f" = 2[ma +2a — 2az + ] f' + [-m+ X+ {m*(2* = 1)(1 —2)"
+4am(l +z) —4a*(1+2) +2a(l+2z) }(1+2)7'] f=0, (B.16)

(1—2®)f" —2[ma +2a — 2ax + 2] f' + [-m+ A+ {-m*(1 + z)
+4am(l+z) —4a*(1+ ) + 2a(l+2z) }(1+2)"'] f=0, (B.17)

que se puede escribir

(1—2®)f" =2 (mx+2a —2az + ) f' + (A —m —m? + dam — 4a* + 2a) f = 0. (B.18)
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Factorizando

(1—=2*)f"—=2{(m—2a+1)z+2a} f' +{X— (m—2a)>— (m—2a)} f=0. (B.19)

Factorizando nuevamente

(1—a?)f" —2{(m—-2a+1)x+2a} f +{\—(m—2a)[m—2a+1]} f=0. (B.20)

Asi se obtiene la ecuacién diferencial (3.70) que debe satisfacer f(x)

(1—x2)d— () —=2{(m —2a+ 1)z + 2a} %f(:v)jt{)\— (m —2a)> —m+2a} f(z) = 0.

dz?
(B.21)
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