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Introduccion.

En esta tesis se presentan tres resultados principales relacionados con superficies de Rie-
mann. A continuacién se explica brevemente en qué consiste cada uno.

Consideremos un campo vectorial holomorfo I definido en un abierto de C2. Este campo
define una ecuacién diferencial ordinaria analitica, cuyas soluciones son curvas holomorfas
parametrizadas por un abierto de C, por ello resultan ser superficies de Riemann. Al conjunto
formado por estas curvas, se le llama la foliacién asociada al campo vectorial F', y a cada
solucion se le llama una hoja de la foliacion.

Un caso especial es cuando las soluciones de la ecuacion diferencial parametrizan a las
curvas de nivel de una funcién H de C? en C. A esta clase de ecuaciones se les llama hamil-
tonianas. Nuestro primer objetivo es demostrar que cuando la funcién H es polinomial, las
hojas de la foliacién son superficies de Riemann compactas. Para demostrar este resultado
es que empezamos a incursionar en la teoria de superficies de Riemann, que surgié como una
manera de solucionar el problema de multivaluacién que tenian algunas funciones de variable
compleja; la forma de arreglar este problema fue cambiar el dominio en el que las funciones
estan definidas.

Para obtener este nuevo dominio es que se desarrolla una herramienta, la continuacion
analitica de una funcién f a lo largo de una curva, que consiste en ir expandiendo el dominio
original de la funcién para obtener una superficie, llamada la superficie de Riemann de f,
y la funcién definida en este nuevo espacio deja de ser multivaluada. Cuando la funcién f
satisface una ecuacién polinomial P(z, f(z)) = 0, su superficie de Riemann es compacta.
De este hecho deducimos que la foliacién definida por una ecuacion diferencial hamiltoniana
(cuando la funcién H es polinomial) esta formada por superficies de Riemann compactas. La
bibliografia en la que se basa esta parte es [2] y [3].

Una vez que hemos visto que la superficie de Riemann de una funcién algebraica es com-
pacta, podriamos hacernos la pregunta siguiente: dada una superficie de Riemann compacta
X, jexistird alguna funcién algebraica tal que su superficie de Riemann asociada sea X 7 La
respuesta es afirmativa. Este es el segundo resultado importante de la tesis, y lo demostramos
utilizando dos propiedades que cumple el conjunto de funciones meromorfas M(X) definidas
en X, una de ellas es que para cualquier nimero finito de puntos en la superficie, podemos
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INTRODUCCION

hallar una funcién f € M(X) que le asocie a cada punto un valor diferente (decimos en-
tonces que M(X) separa puntos), y la otra propiedad es que para cualquier punto p € X,
existe una funcién g € M(X) que tenga un polo en p (en este caso decimos que M (X)) sepa-
ra tangentes). Cuando M(X) cumple estas dos propiedades, a X se le llama curva algebraica.

Resulta que en una curva algebraica, dado un nimero finito de puntos p, ..., p, y enteros
k1, ..., k,, podemos construir una funcién meromorfa en X que tenga en cada p; orden k;,
y la existencia de este tipo de funciones nos permitira construir explicitamente la funcion
algebraica f cuya superficie de Riemann es X. Para este segundo resultado nos apoyamos en
[6] ¥ [7], siendo [6] la referencia principal para el resto de la tesis.

La propiedad de las curvas algebraicas que describimos en el parrafo anterior nos lleva a
nuestro tercer resultado, que surge de preguntarnos acerca del comportamiento en el resto de
los puntos de X de las funciones que construimos, es decir, si son holomorfas, meromorfas,
cuantos ceros o polos tienen , y de qué orden son. Este es un caso particular de un problema
llamado el problema de Mitttag-Leffler que busca responder a la siguiente pregunta: dado un
nimero finito de puntos py, ..., p, en X y polinomios 71, ..., r,, jexiste alguna funcién mero-
morfa en X tal que su srie en cada punto p; empiece con el polinomio r; y sea holomorfa
en X \ {p1,...,pn}7. El teorema que nos dice cuidndo este problema tiene solucién es el de
Riemann-Roch, pues muestra que la obstruccién para que exista esta funcion estd determi-
nada por la relacién que existe entre el género de la superficie y la suma de los grados de
los polinomios ry, ..., r,. Es por esta razon que en la iltima parte de la tesis nos dedicamos a
demostrar el teorema de Riemann-Roch.

VII



Capitulo 1

Superficies de Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann fue un mateméatico que nacié en Alemania el 27 de
septiembre de 1826 y muri6 en Italia el 20 de julio de 1866. Hizo muchas aportaciones a las
matematicas, entre ellas esta la teoria de superficies de Riemann.

En su tesis doctoral Fundamentos para una teoria general de funciones de variable compleja,
escrita en 1851, introdujo a las superficies que llevan su nombre como objetos topoldgicos
que ayudaban a entender el comportamiento de las funciones multivaluadas, sin embargo las
técnicas analiticas necesarias para hacer las demostraciones rigurosas de sus resultados atn
no se habian desarrollado.

Con el paso de los anos y gracias a las contribuciones de otros matematicos como Karl
Weierstrass, sus ideas se fueron formalizando, y fue hasta 1913 cuando Herman Weyl introdujo
la definicién formal de superficie de Riemann en su libro El concepto de una superfice de
Riemann.

Figura 1.1. Bernhard Riemann, litografia después de un retrato, artista desconocido, 1863. Archivo
de arte e historia, Berlin.



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

Definicién 1.1. Una superficie de Riemann es un espacio topoldgico (X,7) Hausdorff,
provisto de una cubierta abierta U tal que para cada U € U existe un homeomorfismo z
definido en U y z(U) es un subconjunto abierto de C. A la pareja (U, z) le llamamos carta
coordenada y al conjunto de cartas coordenadas A = {(U, z) : U € U} le llamamos un atlas
de X. La superficie X cumple que si (U, z) y (V,w) son dos cartas coordenadas tales que
UNV # () entonces la funciéon w o 271 : 2(UNV) — w(UNV) llamada funcién de transicion,
es analitica (Figura 1.2). Si p es un punto en X y (U, z) es una carta tal que p € U, decimos
que (U, z) es una carta en p, si ademés z(p) = 0, entonces decimos que la carta estd centrada
en p.

Figura 1.2. Funcién de transicién entre dos cartas coordenadas.

Ejemplo 1.2. Supongamos que X es una superficie de Riemann y Y C X es un subconjunto
abierto. Con la topologia de subespacio que hereda de X, Y es un espacio Hausdorff y la
interseccién de cada abierto de X con Y es un abierto en Y. En particular, si A = {(U, 2) :
U € U} es un atlas para X, para cada U € U, Y NU es un abierto de Y y Z = z|yny es un
homeomorfismo, por lo que A = {(UNY,%:U € U} es un atlas para Y.

Ejemplo 1.3. Consideremos a la esfera unitaria de dimensién 2 como subespacio de R3,
S? = {(z1, T9, x3) : || < 1}. Al plano x3 = 0 lo identificamos con el plano complejo mediante
la funcién F : R® — C definida como F(xy,x3,0) = x1 + izs. Con la topologia de subespacio
de R3, S? es un espacio topoldgico Hausdorff. Para darle estructura de superficie de Riemann
notemos que los conjuntos U = S?\ { (0,0,1) } y V =S?\{ (0,0, —1) } forman una cubierta
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CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

de S2.

La funcién Py : U — C dada por Px(xy, 29, 23) = Lo + 72 es continua pues x #1
para cualquier punto (z1, z9, x3) € U. A Py se le conoce como proyeccion estereogrdfica desde

el Polo Norte. Su inversa Py' : C — U dada por

ey (2Rel©) 2m(g) g -1
P50 = (s et o)

es también continua, asi que U es homeomorfo a C. Por otro lado, la funcién Pg : V. — C
dada por Pg(xy, z9,x3) = T — i es co.n/tinua, ya que para todo punto (xl,xg,ng) ev,
x3 # —1. A Pg se le conoce como proyeccion estereogrdfica desde el Polo Sur. Su inversa

Pgl : C — V estd dada por

L (2Re(e) —2Mm(e) 1-|ef
s 0= (|5|2+1’ |£|2+1’|5|2+1)

y es también una funcién continua, por lo tanto V' es homeomorfo a C. La interseccién de
Uy Ves S\ {(0,0,1),(0,0,—1)} y la imagen de este conjunto bajo ambas funciones, Py
y Pg, es C* = C\ {0}. Luego, la funcién de transicion Pg o P! : C* — C* estd dada por
Pg o Py'(€) = 1/¢€ y es analitica en su dominio de definicién. De este modo, tenemos que la
esfera puede ser dotada de una estructura de superficie de Riemann. Observemos ademas que
por el teorema de Heine Borel es un espacio topoldgico compacto, ya que es un subespacio
cerrado de R? y es acotado. A esta superficie se le conoce como la esfera de Riemann.

(0,0,1)

(0,0, -1)

Figura 1.3. Proyecciéon estereogréfica desde el Polo Norte y desde el Polo Sur.



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

Ejemplo 1.4. Consideremos al conjunto de los numeros complejos C y sea co un punto
que no representa a ningin elemento de C. Definimos el conjunto C=Cu {o0}. Sea T¢ la
topologia usual de C. La coleccion T = Tc U {A C C:ocecAyC \ A es un subespacio
compacto de C} es una topologia para C.

Lema 1.5. C es homeomorfo a S? y se le puede dar una estructura de superficie de Riemann.

Demostracion. Para demostrar que C y S? son homeomorfos vamos a extender la proyeccién
estereordfica desde el Polo Norte Py : S? — C definiendo Px(0,0,1) = oo y extendemos
también su inversa Py' : C — $? definiendo Py'(00) = (0,0,1). Dado que la topologia de
C coincide con la usual de los nimeros complejos en C \ {o0}, para ver que estas funciones
extendidas son continuas, basta checar la continuidad en los puntos co y (0,0,1) respec-
tivamente. Tomemos primero un abierto A que tenga a Px(0,0,1) = oo, sin pérdida de
generalidad supongamos que A = {z € C : |z| > r, » > 1}. Consideremos el conjunto
= {(xl,xQ,xg) €S?: a3 > :z:} Si (x1, 29, 23) € B, por un lado este punto cumple que
por otro lado, al pertenecer a S?, 1—1z% = 22 +x3. Tenemos entonces lo siguiente:

:U?) > 7"2+1 y

2

x3>1+r2:> r3(1+rH) > —1= a3+rir3>ri—1
1
= 14+oz3>r—rloy= 14+x3>r(1—x3) = ﬂ>r2
(1—33'3)
(1_$3)(1+$3)>T2:> I_I:Qs > 2o x3 + 13 2
(1 —25)(1 — x3) (1 —x5)? (1—x5)?
1
2 273
T + x5 2_
[m} = ‘PN[(l’l,IQ,Ig)H > .

Lo anterior implica que Px(x1, 22, 23) € A, por lo tanto Px(B) C Ay asi Py es continua.
Para demostrar la continuidad de Pgl supongamos que G es un abierto que contiene a
P! (c0) = (0,0, 1), sin pérdida de generaildad supongamos que G = {(x1, 15, 73) € S* : 23 >
k, 0 <k < 1}. El conjunto H = {¢ € C: [{[> > 21} U {co} es un abierto de la topologia de
C que contiene a oo. Para que Pyl(€) € G, con € € H, basta que (|62 — 1)/(J€)2 +1) > k,
pero esto sucede pues

k+1

62> S = P =k > k41 = € =1 kP b
, 2 g2 1
= (6~ 1> h(EP +1) = g >k

entonces Py'(H) C G y por lo tanto Py' es continua. De este modo hemos demostrado que
la proyeccién estereografica extendida es un homeomorfismo entre C y S2.

Para darle a C una estructura de superficie de Riemann, hagamos la siguiente observacion:
si X es una superficie de Riemann y ¢ : X — Y es un homeomorfismo entre X y Y, entonces

4



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

Y es una superficie de Riemann. En efecto, supongamos que A = {(U,z) : U € U} es un
atlas para X. Entonces la coleccion A = {(o(U),z0 ¢ !) : U € U} es un atlas para Y y
las funciones de transicién son analiticas (Figura 1.4). Por lo tanto Y es una superficie de
Riemann. De acuerdo a esta observacion, C tiene una estructura de superficie de Riemann
inducida por el homeomorfismo que existe entre este espacio y la esfera de Riemann.

Wo 2T

Figura 1.4.

Es conveniente extender también la proyeccién estereogréfica desde el Polo Sur, Pg : S? —
C definiendo Pg(0,0,—1) = oo y a su inversa Pg! : C — S? definiendo P3'[(0,0,1)] = co.
Estas funciones también son continuas, la demostraciéon es andloga a lo que hemos hecho.
Definamos la funcién J : C — C como J (¢) = Pg o Py, donde Py y Pg son las proyecciones
estereograficas extendidas. Esta funcién tiene inversa J—! : C — C dada por J71(&) =
Py o Pg'. Notemos que esta funcién coincide con la funcién f(¢) = 1/€ en C\ {0} y en los
dos puntos que faltan esta definida como J(oo) = 0 y J(0) = oco. Esta funcién nos sera de
gran utilidad y la retomaremos mas adelante.



1.1. EL GENERO TOPOLOGICO CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

1.1. El género topoldgico

El género de una superficie de Riemann es un invariante topolégico muy importante, pues
nos proporciona informacion geométrica y algebraica muy interesante sobre la superficie,
un ejemplo de ello lo veremos en el teorema de Riemann-Hurwitz y més adelante, en el
teorema Riemann Roch. Definiremos el género de una superficie en términos de sus grupos
de homologia, y para entender estos ultimos, necesitamos el concepto de triangulacion, que
es lo que intuitivamente nos imaginamos, dividir a la superficie en triangulos.

1.1.1. Triangulaciones

Definicién 1.6. Un tridngulo en una superficie de Riemann X es un conjunto ¢t C X tal que
existe un homeomorfismo f : T — t donde T es un tridngulo en R2. Los subconjuntos de t
que son imagen bajo f de los vértices y aristas de T, también seran llamados los vértices y
aristas, respectivamente, del tridngulo ¢ (Figura 1.5). Una triangulacion de la superficie X

Figura 1.5.

es un conjunto triangulos {¢; : j € J} que cumple las siguientes condiciones: Uje t; = X; si
un punto p € X no pertenece a ninguna arista, entonces pertenece al interior de un tnico
tridngulo, dicho tridngulo es entonces una vecindad de p (Figura 1.6(a)), si p pertenece a una
arista a pero no a un vértice, entonces pertenece a exactamente dos tridngulos ¢; y t; cuya
interseccién es la arista a y t; Ut; es una vecindad de p (Figura 1.6(b)); si p es un vértice,

6



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN 1.1. EL GENERO TOPOLOGICO

entonces pertenece solo a un nimero finito de triangulos ¢y, 1o, ..., tx, los cuales tienen a p
como vértice y la unién UY_#; es una vecindad de p, ademds dos tridngulos consecutivos t;
y tiv1 (i médulo k), tienen exactamente una arista en comin (Figura 1.6(c)). Diremos que

Figura 1.6.

la superficie X es triangulable si admite una triangulacién. Un resultado que asumiremos
es que toda superficie de Riemann es triangulable, la demostracién de este hecho se puede
consultar en [4], pagina 239. La siguiente observacién es de mucha utilidad, pues tiene como
consecuencia que toda triangulacion de una superficie compacta debe contener sélo un niimero
finito de triangulos.

Observacion 1.7. Supongamos que K es un subconjunto compacto de una superficie X y
sea A una triangulacion de X . Entonces K interseca sélo a un ntimero finito de tridngulos de
A. En efecto, si K tiene intersecciéon no vacia con un ntimero infinito de tridngulos, podemos
seleccionar un punto de K perteneciente a cada triangulo que interseca, dicho conjunto,
llamémoslo H, es entonces infinito, por lo que debido a la compacidad de K, debe tener un
punto de acumulacion xg. Al ser xo un punto de acumulacién de H, tiene la propiedad de
que cualquier abierto al que pertenezca, contiene una cantidad infinita de elementos de H.
Ya que la unién de los tridngulos a los que pertenece zy (que es un nimero finito) es una
vecindad de xq, existe un abierto U contenido en dicha vecindad y a su vez, U contiene un
numero infinito de puntos, cada uno perteneciente a un triangulo diferente, lo cual no puede
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1.1. EL GENERO TOPOLOGICO CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN

suceder, porque U interseca solo a un nimero finito de elementos de la triangulacion. Por lo
tanto, K interseca sélo a un numero finito de elementos de A.

Superficies orientables

Ahora introducimos el concepto de orientacién de una superficie, pues nos servira para
dar una clasificacién topologica de las superficies de Riemann.

Definicién 1.8. Un espacio topolégico X es una superficie diferenciable si posee un atlas
A = {(Uf) : U € U} donde U es una cubierta abierta de X, f : U — f(U) es un
homeomorfismo con un abierto de R? y si dos elementos de la cubierta U y V se intersecan,
entonces las funciones de transicion go f~': f(UNV) — g(UNV) son diferenciables. Si
ademas el jacobiano de cada funcion de transicion es positivo, decimos que X es una superficie
orientable.

Lema 1.9. Toda superficie de Riemann es orientable.

Demostracion. Identifiquemos al plano complejo con R? y consideremos una superficie de
Riemann X con un atlas A = {(U,2) : U € U}. Cada funcién de transicién f = wo 271 :
2(UNV) — w(lU NV) es una funcién cuyo dominio e imagen son abiertos de R?, asi que es
de la forma f(z,y) = (u(x,y),v(x,y)). Su jacobiano es el determinante de la matriz

Ju  OJu

_ ox 0
=\ o o
ox oy

y como f es analitica satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann

ou Ov Ou ov

dr  dy’ dy O

entonces

oudv  Oudv
det(Js) = ——+ —— >0
(J5) Oordy Oydxr —
pero mas ain, como f tiene inversa g = z o w™! tenemos que

det(J,)det(Jy) = det(Jyor) = det(Id) =1

por lo tanto en z2(U N'V)
dudv  Oudv

£6—y+a—yaw>0.

det(Jf) =



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN 1.1. EL GENERO TOPOLOGICO

Figura 1.7.

Ahora consideremos una triangulacion A de X suficientemente fina para que cada tridngu-
lo esté contenido en una carta coordenada. Fijemos nuestra atencién en una carta (U, z) que
contenga uno de los tridngulos ¢. Con el homeomorfismo z : U — 2z(U) tenemos un tridngu-
lo en R? cuya frontera podemos orientar en el sentido de las manecillas del reloj. Con esa
orientacién le podemos dar un orden a los vértices, que denotaremos (a,b,c) y luego, con
z~! llevamos ese orden a los vértices del tridngulo en X que denotamos como («, 3,v) donde
a=zYa), B=271(b) y v=2"c). Este orden de los vértices de ¢t nos da una manera de
recorrer su frontera y en consecuencia, una manera de recorrer las aristas.

Debemos ver que esa orientacion que tiene el tridngulo ¢t no depende de la carta que escoja-
mos, para ello supongamos que hay otra carta (V,w) tal que ¢ C V. Dado que f = wo 27!
es una funcién analitica, preserva la orientacién de la frontera de z(t) entonces la frontera de
f(z(t)) = w(t) también estéd orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj (Figura
1.7). En consecuencia, el orden de los vértices de w(t) es (f(a), f(b), f(c)) v al llevar este
orden al tridngulo ¢ con la funcién w™!, coincide con el que le habiamos dado al considerar-
lo contenido en U.De este modo le damos una orientacion a la frontera de cada triangulo de A.

Notemos que si una arista m pertenece a dos triangulos t; y to, al ser considerada como
arista de t; se recorre en un sentido y al ser considerada como arista de t5 se recorre en
sentido contrario. Esto es consecuencia de que en R?, la frontera de ambos tridngulos se
toma orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj, ocasionando que la arista que
comparten se recorra en sentidos contrarios (Figura 1.8(a)).
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Figura 1.8.

Teorema 1.10. Toda superficie de Riemann compacta es homeomorfa a la esfera S* o a un
politgono de 4k lados cuyas aristas se identifican por pares.

Demostracion. Sea X una superficie de Riemann orientable y supongamos que A = {f; :
T, — t;]i = 1,...,n} es una triangulaciéon de X, la cual podemos elegir finita debido a la
compacidad de la superficie. Supongamos que t1, ..., t,, estan enumerados de manera que cada
dos tridngulos consecutivos tienen una arista en comin y que 7; N7, = 0 si i # j (si esto
no sucede, para cada i € {1,...,n} tomamos una traslacién adecuada g; : R*> — R? de forma
que g;[T;] N g;[T;] = 0). Consideremos ahora al conjunto A = U, T; y definamos a la funcién
¢ : A — X de la siguiente forma: dado z € A, sabemos que existe un tnico i € {1,...,n}
tal que € T; (la unicidad se debe a que los tridngulos son ajenos dos a dos) entonces
o(x) = fi(xr) € X (Figura 1.8(b)). Notemos que ¢ es continua, ya que su dominio es la unién
ajena y finita de conjuntos cerrados y en cada uno de estos conjuntos es continua porque
cada f; lo es. Tenemos ademds que ¢ es suprayectiva, y al ser A un espacio compacto y X
un espacio Hausdorff, ¢ es una funcién cociente.

Sea () el conjunto de aristas de los triangulos 17, ..., T,,. Recordemos que la triangulacion
de X estd tomada de tal forma que cada dos tridngulos consecutivos tienen una arista en
comun. Llamemos a;; a la arista que comparten los tridangulos ¢; y t;, parai=1,...,n -1y
J = 2,...,n, formamos asf la coleccién {ai2,ass, ..., aij, ..., a(n—1)n }. Luego, como cada arista

10
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de la triangulacién A pertenece a exactamente dos triangulos, en la coleccion de tridngulos
Ty, ...,T, hay 2n aristas que llamaremos by, ¢y, ..., b,, ¢, v su imagen bajo ¢ son a las aristas
12, Q23, -, QL] ..., A(n—1)n (Figura 1.9).

Aij ‘

b1C1 szz...biCi-..b’ﬂ,C’n

0 AR ERY Y

aij . a(n.l)n

Ci

Figura 1.9.

Definimos los conjuntos Q1 = {by,c1,...,0;,Ciy ooy by, G}, Q2 = Q \ Q1 v la relacién de
equivalencia ~ en A = U |T; como = ~ y si p(z) = ¢(y). Observemos que si un punto
x pertenece al interior de un triangulo 7}, entonces x ~ x, y si x pertenece a una de sus
aristas, entonces = ~ y para algin punto y en otro triangulo 7; que cumple que ¢(7}) = t;
tienen una arista en comin con ¢(7;) = t;. Entonces con la relaciéon ~ identificamos por
pares a las aristas de () = Q1 U Q2. La particién que induce esta relacién de equivalencia
es D = {p!(x) : x € X} y el hecho de que ¢ sea una funcién cociente implica que X es
homeomorfo a A/ ~.

b1~Cl

Figura 1.10.

11
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Ahora consideremos la funcién ¢ restringida al interior de los triangulos 77, ..., 7T, y al
conjunto de aristas ;. El espacio A = U} ,7; moédulo la relacién de equivalencia que induce
esta restriccién de ¢ son los tridangulos 77, ..., T}, en donde sélo identificamos a las aristas de
Q1 = {b1,c1, ..., b, ¢4, ... by, € }. Dicho espacio es homeomorfo a un poligono P en R? (Figura
1.10). Para obtener el espacio completo A/ ~ debemos ver de que manera se identifican las
aristas del conjunto ()2, que en el poligono P de la figura 1.10 corresponden a las aristas
del perimetro. Dichas aristas tienen una orientacién inducida por la de los triangulos de A
y bajo la relacién ~ cada arista a € Q, se identifica con otra arista a~! del mismo conjunto
pero que tiene una orientacién contraria a la de a. Denotaremos por a y a~! a cada par de
aristas de Q2 que se tengan que identificar, el exponente —1 denota la orientacién contraria
de la arista sin exponente (Figura 1.11).

Figura 1.11.

Vamos a realizar 3 pasos para obtener el poligono del enunciado del teorema. Paso
1:Eliminar aristas adyacentes. Si dos aristas adyacentes se tienen que identificar, al hacerlo
eliminamos de la frontera de P ese par de aristas. Repetimos este paso tantas veces como
sea posible. Si al final de este paso nos quedan sélamente dos aristas, las cuales se deben
identificar, entonces la superficie es homeomorfa a la esfera S? (Figura 1.12). Si despues de
efectuar el paso 1 quedan 4 o mas aristas, realizamos el siguiente paso.

Paso 2: Obtener un poligono en el cual todos los vértices se tienen que identificar. Diremos
que dos vértices son equivalentes si se tienen que identificar en uno solo. Supongamos que
existen al menos dos clases de vértices, entonces el poligono P tiene dos vértices adyacentes,
digamos V' y W, que no se identifican (Figura 1.13 (a)). Llamemos b a la arista VIV. En-
tonces la arista adyacente a b, llamémosle a, tiene a V' como vértice y no se identifica con b
(pues en el paso 1 hemos eliminado todos los pares de aristas adyacentes que se tienen que
identificar). Sea Z el otro vértice de a y ¢ la linea que une a Z con W. Cortamos el poligono
a lo largo de ¢ (Figura 1.13 (b)) e identificamos las aristas a y a™ (Figura 1.13 (c)). De esta
manera le quitamos un vértice a la clase de V' y le agregamos uno a la clase de W. Luego

12
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verificamos si la arista adyacente a b que también tiene como vértice a V es b1, si es asf,
identificamos estas aristas y de este modo eliminamos a la clase de V. De no ser asi, repetimos
el paso 2 hasta lograr que b y b~! sean adyacentes y asi{ poder eliminar a la clase de V. Luego
repetimos este paso con las demas clases de vértices hasta que sélo queden vértices que se
tengan que identificar. Luego repetimos el paso 1, para eliminar las aristas adyacentes que
hayan surgido.

Figura 1.12.

Figura 1.13.

Paso 3: Obtener un poligono que tenga 4k aristas de forma que cada cuarteto haya dos
pares de aristas que se tengan que identificar y que ademas, cada dos aristas inversas no sean

13
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adyacentes, es decir, dichas aristas constituyen una palabra de la forma cdc=t'd=! (Figura
1.14 (a)). Para efectuar el paso 3, hagamos primero la siguiente observacién: Sean a y a™!
un par de aristas que se tienen que identificar, llamemos V', W a los vértices de a, y R, S
a los de a~!. Dado que dichas aristas no son adyacentes (pues ya las habrfamos eliminado),
existen dos conjuntos de aristas F y G que las separan (Figura 1.14 (b)). Afirmamos que
existe otro par de aristas by b~! que se tienen que identificar, de forma que b€ Fy b~! € G.
Para demostrar esta afirmaciéon supongamos por el contario que en el conjunto F no hay
aristas que se tengan que identificar con aristas del conjunto G. Tenemos entonces dos clases
de vértices, a saber, la clase de V' y la clase de W, pero esto no es posible por que ya hemos
efectuado el paso 2.

f

Figura 1.14.

@ ® ©

Figura 1.15.

14
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Figura 1.16.

Sea ¢ la linea entre V' 'y R (Figura 1.15 (a)). Cortamos a P a lo largo de C' (Figura 1.15
(b)) e identificamos las aristas by b~!. (Figura 1.15 (c)). Llamemos ahora d a la linea que une
a los vértices V y V (Figura 1.16 (a)). Cortamos a lo largo de la arista d (Figura 1.16 (b))
e identificamos las aristas a y a=! (Figura 1.16 (c)). Obtenemos asi un conjunto de 4 aristas
con las caracteristicas deseadas. Lo que sigue es verificar si se puede efectuar el paso 1 para
eliminar las aristas adyacentes que hayan surgido. Luego volvemos a hacer el paso 3 con las
aristas restantes. De esta forma, obtenemos el poligono con 4k aristas que se identifican por

pares.
O

Si en el teorema anterior tomamos k = 1, obtenemos un 1-toro (Figura 1.17). Al poligono
de 4k lados de la demostracién anterior se le conoce como forma normal de X y se representa
como una palabra de la siguiente forma: alblal_lbl_lagbga; 1b2_ ... akbka,glb,gl. Cuando traba-
jamos con un poligono de 4k lados, obtenemos un k-toro. Intuitivamente podemos pensar a

15
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un k-toro como una esfera a la que le hemos pegado k “asas” de dimensién dos, obteniendo
de esta manera los k “hoyos” que caracterizan al k-toro (Figura 1.18). Esta idea de “hoyos”
se formaliza al introducir el género de una superficie, para lo cual necesiitamos hablar de los
grupos de homologia.

-b-l

Figura 1.17.

& F

Figura 1.18.

Definicién 1.11. Sea {po, p1,...,Pm} un conjunto de m + 1 puntos en R" tales que los
vectores p1 — po, P2 — P1,---,Pm — Po son linealmente independientes. El m — simplejo
determinado por {po, p1,...,Pm} es el conjunto

{f:)\ipip‘i >0, i&‘ = 1}-
i—0 i—1

Recordemos que en R™ un conjunto de vectores linealmente independiente a lo mas puede
tener n vectores, por tal motivo en dicho espacio sélo podemos tener 0-simplejos, 1-simplejos,
.., y n-simplejos. Por ejemplo, en R? un punto es un 0-simplejo, un segmento de recta es un
1-simplejo, un tridngulo es un 2-simplejo y un tetraedro (relleno) es un 3-simplejo (Figura

16



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN 1.1. EL GENERO TOPOLOGICO

1.19) y ya no hay 4-simplejos, pues para ello necesitariamos cuatro vectores linealmente
independientes.

O-simplejo
e

l-simplejo 2-simplejo 3-simplejo
Figura 1.19.
Denotaremos por s = (pg, p1, - - - , Pn) al m-simplejo generado por los puntos po, p1, - - ., Pn.

El grupo de las m-cadenas en R™ es el grupo abeliano libre generado por los m-simplejos
Cn(R™) = {Zle Si ai)ai € Z, s; es un m-simplejo }. La frontera de un m-simplejo s =
<p07p17 7pn> se deﬁne como 8(8) = ZEO(_1)2<pO7 P, - aﬁi? s 7pm> donde <p07 b1, 7]372’ s >pm>
es el (m — 1)-simplejo generado por los puntos pg, p1, - .., Pi—1, Pit1, - - -, Pm. Por ejemplo,
si s = (po,p1,p2) es un 2-simplejo en R?, su frontera es A(s) = d((po, p1,p2)) = (p1,p2) —

(po, p2) + (po, p1) (Figura 1.20). Definimos el operador frontera 0 : C,,(R") — Cp,—1(R™)
como 8(2?21 Si a;) = Zle d(si) a;.

B B
A NS)
B b, P ) b

Figura 1.20.

Consideremos ahora una superficie de Riemann X. Un m-simplejo en X es la imagen
bajo un homeomorfismo de un m-simplejo en R2 Por ejemplo, si A es una triangulacién
de X, cada tridngulo ¢ en A esta definido por un homeomorfismo f : T — ¢ donde T

17
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es un tridngulo (un 2-simplejo) en R?, por ello, t es un 2 simplejo en X. La imagen bajo
ese mismo homeomorfismo de las aristras y vértices de 7" son 1-simplejos y 0-simplejos en
X, respectivamente. El grupo de las m-cadenas en X es el grupo abeliano libre sobre los
m-simplejos en X (m =1,2,3)
k
Co(X) = {Z 2 Si: 2 €Z y s; esun O-simplejo en X}
i=1

k
Ci(X) = {Z 2 Si: 2 €7Z y s; esun l-simplejo en X}
i=1
k
Ci(X) = {Z 2 8i: 2 €Z y s; esun 2-simplejo en X}
i=1
Si s es un m-simplejo en X, entonces existe un homeomorfismo ¢ entre s y un m-simplejo
§ en R2. Definimos la frontera de s como d(s) = p(9(8)). Podemos ahora definir el operador
frontera 0 : Cp,(X) — Cpm1(X) como

(3 a) - o

=1 =1

Denotamos a la imagen de este homomorfismo como B,,_1, este conjunto consta de las (m—1)-
cadenas que son frontera de alguna m-cadena. Al nicleo lo denotaremos como Z,, y consta
de las m-cadenas tales que su frontera es cero. A estas m-cadenas las llamaremos ciclos. La
composicion de el operador frontera con sigo mismo es el operador cero, 9 o d = 0, por tanto

toda frontera es un ciclo.

-

Figura 1.21.

Definicion 1.12. El cociente Z:E))g

B
por H,,(X). El rango de H;(X) se denota por b; y es llamado el i-ésimo nimero de Betti. El

es el m-ésimo grupo de homologia de X y lo denotamos

18



CAPITULO 1. SUPERFICIES DE RIEMANN 1.1. EL GENERO TOPOLOGICO

numero g = by /2 es llamado el género topolégico de X y la caracteristica de Fuler de X se
define como x(X) = by — by + bs.

Recordemos que un elemento g en un grupo G es un conmutador si ¢ = fhf 'h~! con
f,h € Gy el subgrupo conmutador de G (también llamado el subgrupo derivado de G) es
el grupo generado por todos los conmutadores de G, a dicho subgrupo lo denotamos por
(G, G]. Como consecuencia de esta definicién, si G es abeliano, entonces para cualquier par
de elementos f y h en G se tiene que eq = fhf th™!, donde eg es el elemento neutro de G,
y entonces [G, G| = {eg}. Un resultado muy util' es que

1 (X)
[m1(X), 1 (X)]

Hy(X) =

a m(X)/[m(X),m1(X)] se le conoce como la abelianizacién de m(X). Por otro lado, si
alblaflbfl . -akbka,;lb,gl es la forma normal de una superficie de Riemann, entonces (X))
es isomorfo a Z?* (la demostracién de este hecho se puede consultar en [8], pdgina 99) de
donde obtenemos que el rango de m1(X) es 2k, ademas de que al ser este un grupo abeliano,
[m1(X), m1(X)] = e. Podemos entonces concluir que

Hy(X) =2 m(X)/[m(X), m(X)] 2 m(X)/e =m(X).

Asi, el rango de Hy(X) es 2k y por ello, el genero topolégico de X es g = 2k/2 = k, pero de
acuerdo a la proposiciéon 1.10, k es el niimero de “hoyos” que tiene la superficie X . Tenemos de
este modo, una interpretacién geométrica del género topoldgico de una superficie de Riemann
compacta y orientable. Nuestro propésito ahora es dar una relacion entre la caracteristica de
Euler y el género de una superficie de Riemann.

Proposicion 1.13. Sea X una superficie de Riemann compacta y conexa. Entonces by = 1,
by =1yx(X)=2-2g.

Demostracion. Demostraremos primero la siguiente afirmacién: si p es un vértice fijo de la
triangulacién, entonces cualquier otro vértice g se escribe como ¢ = p + dC', donde C' es una
1-cadena que une a p con g. En efecto: sea ¢, un tridngulo que contiene a p y ¢, un tridngulo
que contiene a q. Como X es conexo, existe una trayectoria v cuyos extremos son p y ¢, al
ser 7 un subconjunto compacto, interseca sélo a un conjuto finito de triangulos, llamemos
@ a ese conjunto. Enumeramos dichos triangulos de forma que dos triangulos consecutivos
sean adyacentes, dicha enumeracion existe ya que si existiera un triangulo en ) que no es
adyacente a ningun otro tridngulo de @), entonces v no serfa conexa (Figura 1.22). Ahora
podemos dar una 1-cadena C'= )", s; que une a p con ¢, donde cada s; = (p;_1, p;) es una
arista perteneciente a algin triangulo de @) y que ademas cumple que s; es adyacente a s;1,
coni=1,...,m—1. La frontera de C' es entonces 0C' = p,, — Pm-1+ Pm-1—Pm—2+ -+ p2—
P14+ pP1 — Po = Pm — Po- Pero como C' une a p con ¢, tenemos que p,, = q y po = p, entonces
0C = q — pg, de donde g = OC + p, lo cual demuestra la afirmacion.

174], pagina 130.
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» g

Q ©
o
.—/
Figura 1.22.

Para demostrar que by = 1 recordemos que By consta de las O-cadenas, es decir, de las
combinaciones con coeficientes enteros de vértices que son frontera de alguna 1-cadena, y
como Cy/By ={a+ By :a € Cy} laclase de pes p+ By = {p+09C :C € Cy(X)}. Por
la afirmacién anterior, cualquier punto g € Cj es de la forma p + dC' con C' € C}, lo cual
quiere decir que todos los vértices de la triangulacién pertenecen a la clase de p, entonces
Co/By = {p+ By}, por lo que el rango de Cyy/ By es 1. Ya que la frontera de cualquier 0-cadena
es cero, tenemos que Cy = Zj y esto implica que Hy = Zy/By = Cy/By. Por lo tanto by = 1.

Demostremos ahora que by = 1, para ello verifiquemos primero que si C' = Zle zit; es
una 2-cadena perteneciente a Zy(X), entonces z; = z; si ¢; y ¢, tienen una arista en comun.
En efecto, al ser X una superficie orientable, tenemos que la arista que comparten t; y t; es
recorrida en un sentido al ser considerada como elemento de ¢; y es recorrida en el sentido
opuesto al ser considerada como elemento de t;, por lo que dicha arista en dC' aparece con
coeficiente zi — z;, pero al pertenecer C' a Zs, se tiene que OC' = 0, y la tnica forma de que
esto suceda es que cada coeficiente de los 1-simplejos (las aristas) que aparecen en 0C' sea
cero, entonces z; — z; = 0, de donde concluimos que z; = z;.

Observacién: si un tridngulo ¢ pertenece a una 2-cadena cuya frontera es cero, entonces
cada una de sus aristas pertenece también a otro triangulo de la cadena, de lo contrario a
la hora de sacar su frontera, no se podrian cancelar todas las aristas y su frontera no seria
cero. Esto implica que si p es un vértice en la 2-cadena, cada tridngulo al que pertenezca p,
aparece como sumando en la 2-cadena.

Veamos ahora que el rango de Z; es 1: ya que X es compacta, la suma de todos los
2-simplejos es una 2-cadena de forntera cero, por lo que Z; tiene rango al menos uno; ahora
bien, si suponemos que existen al menos dos 2-cadenas en la base de Zs, entonces éstas no
pueden tener tridngulos, aristas ni vértices en comun (por la observacién anterior, entonces
concluimos que X tiene al menos dos componentes conexas, lo cual es una contradiccion,
pues por hipdtesis X es un espacio conexo. Por lo tanto el rango de Z, = 1.
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Finalmente, como C3 = {0}, la imagen By del operador frontera 0C3 — C5 es cero.
Entonces Hy = Z5/By = Zs, pero ya vimos que la dimensién de 2, es 1. Por lo tanto by = 1.
Para obtener la formula de la caracteristica de Euler que estamos buscando, recordemos que
g = b1 /2, entonces b; = 2g. Ademas x(X) = by — by + ba, asi que sustituyendo los valores que
hemos calculado, tenemos que x(X)=1—2g+1 =2 —2g. O

Concluimos este capitulo con una forma alternativa de calcular la caracteristica de Euler
de una superficie.

Proposicion 1.14. Sea X una superficie de Riemann compacta. St X tiene una triangulacion
con V' wvértices, A aristas y C caras, entonces x(X)=C — A+ V.

Demostracion. Sea rg(Z,) el rango de Z,,. Sabemos por el primer teorema de isomorfismos
que que B, = Cy41/Zp 41, entonces rg(B,) = 19(Chi1) — r9(Zny1) v por definicién, H, =
Zn/ By, por lo que rg(H,) = rg(Z,) — rg(B,). Tenemos entonces que

bn= r9(H,) = 19(Zn) —r9(Bn) = 19(Zn) —19(Cpt1) +19(Zpns1) (1.1)

Por otro lado, los n-simplejos forman una base de C,, (ya que por definicién, C,, es el grupo
abeliano libre sobre los n-simplejos) entonces el rango de C), es el nimero de n-simplejos.
Ya que los 2-simplejos, 1-simplejos y O-simplejos en X son los triangulos, aristas y vértices
respectivamente, entonces rg(C3) = 0, rg(Cy) = C, rg(Cy) = Ay rg(Cy) = V, por lo que
de la ecuacién 1.1 obtenemos que

by = rg(Z2) —rg(C3) +19(Zs) = r9(Z2) +19(Z3) = 19(Z2)

by = rg(Z1) —rg(C2) +rg(Z2) = rg(Z1) = C+ryg(Z2) vy

bo = r9(Zo) —rg(Cr) +1r9(Z1) = r9(Zo) — A+r19(Z1).

Ahora sustituyendo estos valores en la caracteristica de Euler de X, x(X) = by—b;+by =

rg(Zo) — A+rg(Zy) —rg(Z)) + C —rg(Zs) + rg(Zs) = rg(Zy) — A+ C, pero hemos
observado antes que Cy = Zp, entonces rg(Zy) = rg(Cy) = V. De este modo concluimos
que x(X) = V—-A+C. O
Foliaciones

En esta seccién planteamos el problema que dio origen al nombre de la tesis, asociarle a
una ecuacién diferencial con parametro complejo una familia de superficies de Riemann, que
resultaran ser las soluciones de la ecuacion. Para ponernos en contexto, necesitamos algunas
definiciones.

Definicién 1.15. Sea U un subconjunto abierto de C?. Un campo vectorial holomorfo en
U es una transformacién F : U — C?, F(z) = (Fi(z), F»(z)), donde Fy, Fy : U — C son
funciones holomorfas. La ecuacion diferencial holomorfa en U definida por F' es un sistema
de ecuaciones

d d
% = Fy(z), % = Fy(z), donde z = (21,2) € C* (1.2)
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Si zg € U, la solucidn a la ecuacién diferencial (1.2) que pasa por el punto zy en el tiempo
to es una curva ¢ : V — C?, ¢(t) = (¢1(t), p2(t)), con p; y s holomorfas definidas en una
vecindad V' del punto ¢y, que cumple las siguientes condiciones:

dipy deps

di 1), di 2(0), ¥y elte) =20

Denotaremos a la ecuacién diferencial (1.2) como z = F'. La imagen de la funcién ¢ es llamada
curva integral de la ecuacién (1.2). Un punto singular de (1.2) es un punto z = (21, 22) € U
tal que F(z) = (0,0). En este caso la funcién ¢ : C — U definida como ¢(t) = (21, 22) es una
solucién pues ¢ = 0 = F(p(t)) para todo t € C.

Flpt,) = P6.)

Figura 1.23.

El conjunto de curvas integrales de una ecuacién diferencial forma una particién del espa-
cio en donde esta definida la ecuacién. Al conjunto F de estas curvas integrales lo llamamos
foliacion asociada a la ecuacién diferencial y a cada curva la llamamos una hoja de la fo-
liacién (Figura 1.24). El objetivo ahora es analizar las foliaciones definidas por una clase
de ecuaciones llamadas hamiltonianas (que definimos a continuacién) pues las soluciones de
estas ecuaciones son la motivacién para estudiar las superficies de Riemann compactas.
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Figura 1.24.

Definicién 1.16. Sea z = F una ecuacion diferencial holomorfa definida en un abierto U
de C? por un campo vectorial holomorfo F = (F, F;). Decimos que esta ecuacuacién es
hamiltoniana si existe una funcién H : U — C de clase C*(U) tal que

0OH OH
= — F2 = ——

822 8Zl

A la funcién H se le conoce como primera integral de la ecuacion diferencial.

F

Proposicion 1.17. Si z = F es una ecuacion hamiltoniana, sus soluctones parametrizan
localmente a las curvas de nivel de H.

Demostracion. Sea Cy, ={z€ U : H(z) =k} lacurvadenivel k de H,pe Cr y ¢ : V = U
la solucién que pasa por p en el tiempo ty. Veamos que ¢ parametriza a (', en una vecindad
de p, y para hacerlo demostremos primero que H es constante a lo largo de ¢, esto ultimo es
equivalente a demostrar que

d(H o p)
dt

es la funcién cero, pues esto implica que H o ¢ es constante. Sea pues s € V.

d(H o p) dH de OH dipy OH dps

—(s) = — —(8) = — —(s) + — —(s)

©(s) ©(s) ©(s) (1.3)
_OH OH OH 0H _0 '
021 90(5)‘82/2 @(s) 02 <,0(8)‘a'z1 o(s)
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la dltima igualdad es porque al ser la ecuacion hamiltoniana se tiene que
—_—(s) = — —_—(s) = ——

Ya sabemos que H es constante a lo largo de ¢ y para saber cual es esa constante evaluamos
H en un punto de la curva, por ejemplo en p, pero p esta en la curva de nivel k de H, asi que
H(p) = k. Hemos demostrado entonces que ¢ estd contenida en la curva de nivel k de H,
por lo tanto es una parametrizacion local de dicha curva alrededor del punto p. ]

La proposicion 1.17 nos da una manera de organizar las soluciones de una ecuacion dife-
rencial hamiltoniana, a saber, agrupandolas de acuerdo a la curva de nivel en la que estan
contenidas, y esto es posible ya que la ecuacién (1.3) nos dice que cada solucién esté contenida
en una curva de nivel. Mas ain, cada curva de nivel de H puede ser cubierta por un conjunto
de soluciones. Lo que hemos notado entonces es que las hojas de la foliacion son las mismas
(como conjunto de C?) que las curvas de nivel de H. Ahora fijaremos nuestra atencién en el
caso cuando H estd dada por un polinomio y vamos a demostrar que cada curva de nivel es
una superficie de Riemann compacta menos un nimero finito de puntos.

Ecuaciones diferenciales hamiltonianas polinomiales

Una ecuacion diferencial hamiltoniana z = F' es polinomial si su primera integral es un

polinomio H(z,w) = ag(z)w™ + ai(z)w™! + ... + a,(z). En este caso la curva de nivel
k de H es el conjunto Cy, = {(z,w) € C? : ap(z)w"™ + ay(2)w™! + ... +a,(2) —k =0}
es decir, los ceros del polinomio P(z,w) = ap(z)w™ + ai1(z)w™' + ... +a,(z) — k. Para

ver que esta curva es una superficie de Riemann necesitamos analizar una clase de funciones
f : C — C que cumplen que su gréfica estd contenida en el conjunto de ceros de P. Definimos
tales funciones a continuacién.

Definicién 1.18. Una funcion algebraica es una funcién f : C — C que satisface la igualdad
P(z, f(z)) =0 donde P : C*> — C es un polinomio

P(z,w) = ag(2)w" + ai(2)w™ " + ... +an(2)

y cada coeficiente ay(z) es un polinomio en z con coeficientes en C.

3

Ejemplo 1.19. Consideremos a la funcién f(z) = z3 y el polinomio P(z,w) = w® — z. La

funcién f es algebraica ya que
Pz, f(2)) = f(2) =2 = (27)° —2=2—2=0.

Recordemos que si z € C entonces 2° := eb °9(), En nuestro caso 25 = e5 99) esto quiere
decir que f es la composicién de las funciones z — log(z), z +— %z y z — €7, pero sabemos
que el valor del logaritmo depende de la rama que se elija, por lo tanto existe una ambigiiedad
con los valores que toma la funcién. Esto motiva el capitulo 3, dedicado a la continuacion
analitica, pero antes necesitamos definir los mapeos entre superficies de Riemann y analizar
algunas de sus propiedades, lo cual haremos en el capitulo 2.
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Capitulo 2

Funciones y mapeos

Definicién 2.1. Sea X una superficie de Riemann, p € X y f : X — C una funcién. Decimos
que f es holomorfa 6 que tiene una singularidad removible 6 un polo 6 una singularidad
esencial en p si existe una carta (U, z) en p tal que la composicién foz~1 es holomorfa 6 tiene
una singularidad removible 6 un polo 6 una singularidad esencial en z(p), respectivamente
(Figura 2.1). En cualquiera de estos casos, f es una funcién meromorfa en p.Diremos que f
es meromorfa en X si es meromorfa en cada uno de sus puntos.

Figura 2.1.

Examinando el comportamiento de f en una vecindad de p podemos saber qué tipo de
singularidad tiene esta funcién en dicho punto:

1. Si |f(z)| es acotada en una vecindad de p, entonces f tiene una singularidad removible
en p. Ademas, en este caso el limite lim,_,, f(x) existe y si definimos f(p) como este
limite, entonces f es holomorfa en p.
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2. Si |f(x)| se aproxima a oo cuando x se aproxima a p, entonces f tiene un polo en p.

3. Si |f(x)] no tiene limite cuando x se aproxima a p, entonces f tiene una singularidad
esencial en p.

Si f es holomorfa en X \ {p}, entonces podemos expresar a la funcién f=foz"!como una
serie que converge en una vecindad agujerada de z, = z(p)

f(2) =) an(z—2)" (2.1)

y es lamada la serie de Laurent de f alrededor del punto p en la coordenada z. El orden de
f en p (en la coordenada z) denotado por Ord,(f), es el minimo exponente ng tal que el
coeficiente a,, es diferente de cero.

Lema 2.2. La definicion de orden en un punto p no depende de la carta que se elija.

Demostracion. Supongamos que (U, z) y (V,w) son dos cartas tales que p € UNV. Sea zy =
2(p) vy wo = w(p). Sabemos que la funcién de transicion T =wo 271 : 2(UNV) = w(UNV)
es analftica, mas ain tiene derivada diferente de cero; en efecto, si S = zow™!, para cualquier
punto z € z(U N'V) tenemos que, S(T(z)) = z. Luego S'(T'(z)).T"(z) = 1 # 0. Por lo tanto,
en una vecindad de zy tiene una expresion de la forma

w="T(z) =wy+ a1(z — z0) + &(2) (2.2)

donde wy = T'(z9), a1 =T"(20) #0 y o&(z)= Zan(z — 2p)". Supongamos que la serie

n=2
de f alrededor de p en la coordenada w es
(fow ™ )(w) = 3 anlw —wo)" (23)
n=ng

La serie de f alrededor de p en la coordenada z es la composicién

(fow ™ )(T(2)) = Y an(T(2) = wo)" = any(T(2) = wo)™ + ¥ (2) (2.4)
donde 9(z) = i an(T(z) — wp)". Luego, sustituyendo 2.2 en 2.4 tenemos que
(f o w ™ )(T(2)) = an[ (wo +ar(z — 20) +¢(2)) — wo " +9(2)
= an,la1(z — 20) + ¢(2)]" +9(2) (2.5)

y el término con exponente mas pequeno de 2.5 es ap,(a1)™ (z — z9)™. Por lo tanto el orden
de f en el punto p en la coordenada z es ng. De este modo, concluimos que el orden es
independiente de la carta que se elija. O
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Observacion 2.3. El orden de una funciéon f en un punto p nos permite saber la naturaleza
de la singularidad que f tenga en p examinando su serie en este punto:

(1) Ord,(f) =mno < 0siysdlosi f tiene un polo de orden —nyg en p.

(2) Ordy(f) = no > 0siy solosi f(p) =0 pues f(p) = (fo27")(2(p)) = (foz7")(20) =

D g @n(2z — 20)™. En este caso, f es holomorfa en p y tiene en este punto un cero de

orden ny.
(3) Ord,(f) =0siy solosi f es holomorfa enpy f(p) # 0.
Notemos que el orden de f es diferente de cero sélo en su conjunto de ceros y polos.

La siguiente proposicién establece una relacion entre el orden de dos funciones y el orden
de las funciones que podemos obtener al operarlas (sumarlas, multiplicarlas, dividirlas).

Proposicién 2.4. Sea X una superficie de Riemann, f,g € M(X), f £2£0, g Z0 yp un
punto arbitrario en X.

. Ordy(f.9) = Ord,(f) + Ord,(g)
2. Ordy(1/g) = —Ord,(g)

(
3. Ord,(f/g) = Ord,(f) — Ord,(g)
4. Ordy(f + g) > min {Ord,(f), Ord,(g)}

—_

Demostracion. Sea (U, z) una carta en X tal que p € U. Por simplicidad en la notacion,
asumiremos que z(p) = 0. Supongamos que Ord,(f) = no y Ord,(g) = my. Entonces las
series de f y g alrededor del punto p en la coordenada z son a,, 2" + @(2) ¥ by 2™ + (2)

respectivamente, donde ¢(2) = _ . a,2" y¥(z) =3 _ 4 bn2™

1. Laserie de f.g alrededor de p es (f.g)(2) = Gngbmg 20T + a0y 2040 (2) +(2) . (bmg 2™ +
Y(z)), por lo tanto Ord,(f.g) = ng +mo = Ord,(f) + Ord,(g).

2. Supongamos que la serie de 1/g es ¢y, 2™ + ®(2) con ®(2) = Y7, . 2", Luego,
9(2).(1/g(2)) = [bimg 2™ + ¥(2)].[cxo 2™ + ®(2)] = byngCro 2™ TH0 + ... = 1 entonces ¢z, =
1/bm, ¥ Mo + ko = 0, esto implica que ky = —my. Por lo tanto Ord,(1/g) = —Ord,(g).

3. Utilizando las propiedades anteriores tenemos que Ord,(f/g) = Ord,( f.é) = Ord,(f)+
Ord,(+) = Ord,(f) — Ordy,(g).

1
g
4. Laseriede f+ges (f+9)(2) = ang2™ + by 2™ + ©(2) +1(2). Notemos ahora que los
términos de ¢(2) son de grado mayor que Ord,(f) y los términos de 9(z) son de grado
mayor que Ord,(g), por ello tenemos lo siguiente: si mg # ng entonces Ord,(f + g) =
min {Ord,(f),Ordy(g)}; si mo = ng y any # —bm,, entonces Ord,(f +g) = mo=ng y
finalmente, la desigualdad se da siy sélo si my =ng y any, = —bp,-
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]

Los teoremas que a continuaciéon demostramos son una generalizacién de los correspon-
dientes para funciones definidas en C y seran utilizados posteriormente. El primero de ellos
es de gran utilidad por que nos da condiciones bajo las cuales dos funciones definidas en una
superficie son iguales.

Teorema 2.5 (de la identidad). Sean f,g: R — C dos funciones holomorfas definidas en
una regién b R de una superficie de Riemann X. Si f coincide con g en un conjunto infinito
que tiene un punto de acumulacion en R, entonces f = g en R.

Demostracion. Sea GG el conjunto de puntos en R que tienen una vecindad abierta W C R
en la cual f y g coinciden. Vamos a demostrar que GG es abierto, cerrado y no vacio, luego
utilizaremos la conexidad de R para concluir que G = R, de donde se seguira el resultado que
queremos. Por definicion, G es un conjunto abierto en R. Para ver que es cerrado, demostra-
remos que contiene a todos sus puntos de acumulacién. Sea pues b un punto de acumulacion
de G en R, entonces existe una sucesién {z, : n € N} en G que converge a b. Al pertenecer
cada x, a G, se tiene que f(x,) = g(x,). Luego, como f y g son continuas, tenemos que
lim, oo f(zn) = f(b) v limyse g(zn) = g(b), pero lim, o f(z,) = limy o g(x,), por lo
tanto g(b) = f(b).

Ahora tomemos una carta (U, z) en by otra (V,w) en f(b) = g(b) y supongamos que f(U)
y g(U) estan contenidas en V. Como b es un punto de acumulacién de G y U es un abierto
que tiene a b, entonces U NG # (). Sea y un punto en esa interseccién. Como y € G, existe
una vecindad abierta W C R de y en donde f y g son iguales, y entonces en U N W también
coinciden. Tenemos de este modo que las funciones wo fo 27! y wo go 27! coinciden en
2(UNW), asi que por el teorema de la identidad (para el caso de funciones de C en C, estas
funciones coinciden en todo z(U), lo cual quiere decir que f y ¢ coinciden en U. Esto a su
vez implica que b € GG, pues hemos hallado una vecindad abierta de b (que podemos suponer
contenida en R, si no, la intersecamos con este) en la cual f y g son iguales. Por lo tanto G
contiene a todos sus puntos de acumulacién, por ello es un conjunto cerrado en R.

Por hipoétesis existe un conjunto en R en el cual f y g son iguales que tiene un punto de
acumulacion en R, llamémosle a. Utilizando un argumento analogo, ahora con una carta en
a, podemos demostrar que a tiene una vecindad abierta en donde f y ¢ son iguales, lo que
implica que a € GG. Como G es no vacio, abierto y cerrado en R, y R es conexo, concluimos
que G = R y en consecuencia f = g en todo punto de R. O

Teorema 2.6. Sea f una funcion meromorfa definida en una region W de una superficie de
Riemann X. Si f # 0, entonces sus ceros y polos forman un subconjunto discreto de W .

Demostracion. Este teorema se sigue de que las funciones de C en C tienen esta propiedad.
]

!Una regién es un conjunto no vacio, conexo por trayectorias y abierto.
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Corolario 2.7. Sea f # 0 una funcion meromorfa definida en una superficie de Riemann
compacta. Entonces [ tiene un nimero finito de ceros y polos.

Una clase muy importante de funciones son las de la forma f: A — C donde A C C, y
su importancia radica en que ellas nos permitiran construir nuevas superficies de Riemann 2.
SiaeCya # 00, entonces la definicién de que f sea holomorfa o meromorfa en a coincide
con la definicién usual para funciones de C en C, por otro lado, que f sea holomorfa o
meromorfa en oo significa que la funciéon f oJ tiene la correspondiente propiedad en 0, donde
J estd definida como J(§) = 1/¢ si & € C, J(0) = oo y J(oo0) = 0. La siguiente proposicién
nos da una caracterizaciéon de las funciones meromorfas en la esfera de Riemann.

Proposicion 2.8. Una funcion f: C — C es meromorfa si y solo si es racional.

Demostracion. Sea f : C — C una funcién meromorfa. Como C es una superficie compacta,
tiene un ndmero finito de polos. Sean Ay, ..., A\, los los polos de f que pertenecen a C, es
decir, A\; # oo y llamemos k; al orden de f en \; (i = 1,..n). Veamos que la funcién
g(2) = f(2) I, (z — X\)*¥ es analitica en C y para hacer esto, dado un punto z, € C,
consideremos lim, ., (z — z0)g(z). Primero supongamos que zy = \; para alguna i € {1,...,n}.
Como \; es un polo de orden k; de f tenemos que existe el limite lim, ,y,(z — \)* f(2) vy

ademds lim, ., (z — \;)¥ ™1 f(2) = 0, lo cual implica que

lim (2 = A)g(2) = (= = M) f(2) [Tz = )™

= lim (= = \)f () = A - [ - )"

(2.6)

=1im (z — A f(z) - JJz= M) =0

y esto quiere decir que \; es una singularidad removible de g. Por otro lado, si zy no es un
polo de f, entonces f(z0) € Cy [[}_;(20 — A;)" € C, por lo que existe el limite

i (= = 20)g(2) = f(z0) [J 20 = 1)

y nuevamente, esto significa que zy es una singularidad removible de g. Por lo tanto g es
analitica en cualquier punto de C y esto demuestra la afirmacion.

Como g es analitica en C, tiene una expresién como serie de Taylor convergente

o0

g(2) :Zanz":ao+a1 Z4ag 22+ .

n=0

2De hecho, fué con esta clase de funciones con las que se originé la teorfa de superficies de Riemann.
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y al ser f una funcién meromorfa en co y H?Zl(z — ;)% un polinomio, se tiene que g es
meromorfa en oo, esto quiere decir que la funciéon

(909)(2) = 9(3(2)) = 9(1/2) :Z—z—ao+%+§+... (2.7)

es meromorfa en el cero, pero esto pasa sélo si la serie (2.7) tiene un ntimero finito de términos,
es decir

(903)(x) = 9(3(2)) = g(1/2) = D T =an+ = + 5+ 2

n=0

para alguna m € N, por lo tanto g es un polinomio de grado m

= E A2 =ag+ay 2+ as 22+ ...+ ay, 2™
n=0

entonces

es una funcion racional.

Consideremos ahora una funcién racional f. Queremos ver que f es meromorfa en @, es
decir, que en cada punto de C tiene un polo, o una singularidad removible o es holomorfa y
que en infinito pasa lo mismo, es decir, que la funcién f o J es holomorfa, o tiene un polo o
una singularidad removible en el cero. Escribamos a f como

con py g primos relativos. Si by, ..., b, son los ceros de g, entonces f es diferenciable en todo
punto de C\ {by, ..., b,, 00}, pues ahi existe la derivada

(2)a(z) —d'(2)p(2)
(a(2))"

Por lo tanto f es analitica en este conjunto. Por otro lado, en cada b;, f tiene un polo de
orden f3;, asi que nos queda analizar el comportamiento de f en el infinito. Supongams que
p(z) =ap2" + .. +az+ay vy q(z) =bpz™ + ... + b1z + by, entonces

fiz) ="

apz™ 4+ ...+ a1z + ag =+ ... +al+ag p(1/z2)
p— 1 p— z Z pr— .
& = toern, WA b + -+ bl b q(1/2)

Notemos ahora que el orden de p(1/z) es -n y el orden de ¢(1/z) es -m, asi que por la
proposicion (2.4) tenemos que el orden de f(1/z) es -n-(-m) = m-n. Por lo tanto, si 0 < m-n,
f oJ tiene en el cero un cero de orden m-n y si m-n < 0, tiene un polo de orden n-m. Por lo
tanto f oJ es meromorfa en oo, y de este modo hemos demostrado que f es meromorfa en
C. O
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CAPITULO 2. FUNCIONES Y MAPEOS 2.1. FORMULA DE RIEMANN-HURWITZ.

2.1. Formula de Riemann-Hurwitz.

En esta seccion vamos a definir y analizar a las transformaciones entre dos superficies de
Riemann. El resultado mas importante es el teorema de Riemann-Hurwitz que nos permite,
dada una funcién f : X — Y entre dos superficies de Riemann compactas, calcular el género
de Y conociendo el de X.

Definicién 2.9. Una aplicacion f : X — Y entre dos superficies de Riemann es holomorfa
en un punto p de X si existe un par de cartas (U,z) y (V,w) en X y Y respectivamente,
conpe Uy f(p) €V, tal que la composicién f = wo foz': 2(U) = w(V) es holomorfa
(Figura 2.2). En tal caso f se puede expresar como una serie convergente en una vecindad
de z, = z(p)

f(2) =) an(z=2)" (2.8)

Figura 2.2.

Diremos que (2.8) es la serie de f alrededor del punto p en las coordenadas z y w. Si existe
la funcién inversa f~!' : Y — X y es holomorfa, diremos que f es un biholomorfismo. Dos
superficies son isomorfas si existe un biholomorfismo entre ellas. De esta definicion se sigue
que si (U, z) es una carta en una superficie X, entonces z : U — z(U) es un isomorfismo.
Recordemos que los coeficientes de la serie (2.8) estdan definidos como

7 / /(zp) / ”(Zp) f m('zp) / (n)(zp>

ao = f(zp>7 a/l = 1' 5 a2 = 2' > 0’3 frg 3' oo an = n‘

entonces si a, # 0 significa que la derivada de orden n de f ‘en el punto z, es diferente de
cero. Si las cartas en (U, z) y (V,w) estan centradas, ay = f(0) = 0 y entonces la serie f
empieza en un natural ng > 1, es decir

f(z) =) anlz—2)" (2.9)
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Al ntimero ng en la serie (2.9) se le llama indice de ramificacién, grado de ramificacidn, o
multiplicidad de f en el punto p y se le denota por e,(f). Si ng > 1 diremos que p es un
punto de ramificacién de orden ng — 1.

Lema 2.10. El grado de ramificacion es independiente de las cartas elegidas.

Demostracion. Sean (Uy, 1), (Us,ps) dos cartas centradas en o y (Vi,¢1), (Va,v2) dos
cartas centradas en yo. Llamemos ® = ¢ , ;' y U = 1) . 17 " a las funciones de transicion.
Ya que estas funciones son analiticas, tienen desarrollos como series de Taylor en una vecindad

del origen
b = Z bz, W= Z cpzt
m=1 k=1

Sabemos que para algin ng > 1, (wl ofo wfl) (2) = fo:no a,z", pues las cartas en cuestion
estan centradas en los puntos correspondientes. Notemos ahora que 13 o f 0 ;' = W o) o
fopto®, es decir

(Y20 fowyt)(2) = (ickz’“) o ( i anz”) o (ibmzm) (2.10)

k=1 n=ng

Luego, el primer término diferente de cero de (2.10) es (01 U, b’fo) 2" lo cual muestra que

el grado de ramificacién de f en xg es independiente de la eleccién de las cartas.
O

En el siguiente ejemplo vemos como dada una funciéon meromorfa definida en una super-
ficie de Riemann, podemos definir una nueva transformacién con valores en C que resulta ser
holomorfa. Recurriremos a esta extension de una funcién muy frecuentemente, pues de este
modo podemos utilizar varios resultados que son validos cuando las superficies del dominio
y el contradominio de la funcién son compactas.

Ejemplo 2.11. Sea X una superficie de Riemann y f : X — C una funcién meromorfa.
Entonces la funcién F : X — C definida como

F(p) = f(p) si p no es un polo de f
p)= oo si p es un polo de f

es una transformacion holomorfa entre superficies de Riemann.

El siguiente resultado nos da una 1til caracterizacién local de la funciéon f en términos
de su multiplicidad en un punto.

Proposiciéon 2.12. Sea f : X — Y wuna transformacion holomorfa entre superficies de
Riemann, z, € X y f(x,) = y,. Dada una carta (V1) centrada en y, existe una carta (U, )
centrada en x, tal que

(Yo fop™)(z) =2" con no=eq,(f)

Diremos que f = z" en una vecindad de x,.
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Demostracion. Consideremos una carta (V,1)) centrada en y, y otra (U, ¢) centrada en z,,.
Para ¢(z) = w en una vecindad A del origen tenemos que

oo
(wof ot Zanw =w" <Zanw""°>:w”05(w)
con S(w) = an, + ap,4+1 w + ... . La serie S(w) es convergente en A y S(0) = a,, # 0.
1 1
Consideremos ahora una de las n, raices n,-ésimas de S, Sne y definamos pu(w) = w S7e (w).
Esta es una funcion holomorfa y su derivada es

1 (w) = w' S7e (w) +w[ S (w)]' = S (w) + w| S (w)]'.

Notemos que p/(0) = So (0) # 0 ya que [S%(O)]”O = 5S(0) # 0, asi que por el teorema de
la funcién implicita @ es invertible en una vecindad del cero, entonces la funcion ¢ : U — C
definido como ¢ = 10 ¢ es un homeomorfismo y define una carta centrada en z,. Finalmente

observemos que un punto en la imagen de ¢ es de la forma z = p(w) = p(p(x)) y

vofop () =vofoptop i (z) =10 fos T (u(2))
K=4vofo¢ (w)=w" S(w)=pu(w)" = z"

U A v

Figura 2.3.

33



2.1. FORMULA DE RIEMANN-HURWITZ. CAPITULO 2. FUNCIONES Y MAPEOS

Teorema 2.13. Sea f : X — Y wuna funcion no constante entre superficies de Riemann
compactas. Entonces

(1) f tiene un ndmero finito de puntos de ramificacion w1, ..., T

(2) Fuera de las fibras f~'(f(x;)), [ define una cubierta de fibras finitas de cardinalidad
constante n. Se dice que f es una cubierta ramificada de grado n.

(3) Para todo punto y de Y se cumple que Z e:(f) =n.
f@)=y

Demostracion. Para demostrar que el conjunto de puntos de ramificaciéon es finito, vamos a
fijarnos en el comportamiento de la derivada de f. Denotemos por e,(f) = e, a la multiplici-
dad de f en un punto x € X. De acuerdo a la proposicion 2.12, para todo punto x € X existe
una vecindad de z en la cual f se expresa como f(z) = z° por lo tanto su derivada en esa
vecindad es f'(z) = e, 2. Si 2 no es un punto de ramificacién entonces e, = 1y f(z) = 2
asi que f'(z) =1y por tanto la derivada nunca se anula. Por otro lado cuando z es un punto
de ramificacién, tenemos que e, > 1 y en este caso el inico punto que anula a la derivada es el
origen, pero éste es la imagen bajo la carta coordenada del punto de ramificacién (pues esta-
mos considerando cartas centradas). Asi que de manera global, los tinicos puntos que anulan
a la derivada de f son los puntos de ramificacion. Si el conjunto de puntos de ramificacién
fuera infinito tendria un punto de acumulacién (pues X es compacto) y por teorema de la
identidad f’ seria la funcién constante cero, lo cual implicaria que f es una funcién constan-
te, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto el conjunto de puntos de ramificacion es finito.

Ahora demostremos la parte (2) del teorema. Un espacio topoldgico es localmente com-
pacto si es Hausdorff y todo punto tiene una vecindad compacta. En particular una superficie
de Riemann compacta X es un espacio Hausdorff y ademas es vecindad de todos sus pun-
tos, por lo tanto X es localmente compacto. Una transformacion continua entre dos espacios
localmente compactos es propia si la preimagen de todo subconjunto compacto es compac-
ta. Veamos que f es propia, y para ello sea K C Y un subconjunto compacto. K es un
subconjunto cerrado ya que que todo subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es ce-
rrado, entonces el complemento Y\ K es abierto, y debido a la continuidad de f, el conjunto
Y Y\ K) = X\ f1(K) es abierto en X, pero esto implica que f~!(K) es cerrado. Dado
que X es una superficie de Riemann compacta y que todo subconjunto cerrado en un espacio
compacto es compacto, concluimos que f _1(K ) es compacto.

Una aplicaciéon entre dos espacios topoldgicos es cerrada si la imagen de cualquier con-
junto cerrado es cerrado. Veamos que f es una aplicacion cerrada, para ello supongamos que
C C X es un subconjunto cerrado, nuevamente por la compacidad de X tenemos que C' es
compacto, pero la imagen continua de un espacio compacto es compacta, por lo cual f(C') es
compacto en Y. Finalmente como Y es Hausdorff, f(C) es cerrado. Por lo tanto f es cerrada.
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Definamos ahora los siguientes conjuntos: £ = {z € f~'(f(x;)) : ¢ € {1,...,k} },
M=X\EyN=Y\{f(x;) :i € {1,...,k} }. Notemos que en M no hay puntos de
ramificacién, y como en los puntos que no son de ramificacién la derivada es constante 1, por
el teorema de la funcién inversa, f|y : M — Y es un isomorfismo local. Ademads observemos
que para cada punto y € Y, la fibra de y es finita, de lo contrario, por la compacidad de X
dicha fibra tendria un punto de acumulacién y esto implicarfa (por el teorema de la identidad)
que f es constante.

Sea y € N y supongamos que su fibra tiene n elementos. Para cada z; € f~(y) con
j €{1,...,n}, f es un isomorfismo local, por lo que existen vecindades U; abiertas y ajenas
(porque la fibra es finita) tal que f|y, es un isomorfismo. Observemos que U7_,U; es un
abierto porque cada U; lo es, entonces M \ U?_,Uj es cerrado. Luego como f es cerrada,
f(M \ U?ZlUj) es cerrado y ademas no contiene a y. Notemos que V' = N\f(M \ U?lej) es
una vecindad abierta de y y f~'(V) C U'_,U;. Entonces f~(V) =1I'_, (U; N f~(V)). Por
lo tanto, fuera de las fibras de las imagenes de los puntos de ramificacién (es decir en M) f

es una cubierta de fibras finitas.

Veamos que la cardinalidad de las fibras es constante, para ello consideremos la funcién
¢ : N — N dada por ¢(y) = cardinalidad de f~!(y). Observemos que para cada punto
y € N podemos construir una vecindad V' de y tal que su imagen inversa bajo f consta de
tantos abiertos ajenos como la cardinalidad de la fibra de y. Por lo tanto la cardinalidad de
todos los puntos de V' es igual, esto quiere decir que la funcién ¢ es localmente constante
en abiertos de N. Consideremos a la coleccion S de abiertos de N en los cuales la funcion
¢ es constante. Tomemos A € S y un punto yg € A. En A la funcién c¢ es constante, por lo
que todos los puntos ahi tienen el mismo nimero de preimagenes. Definamos los conjuntos
Ni={yeN:cly) =clyo)} y No ={y € N : c(y) # c(yo)} y notemos son abiertos en N
porque es unién de elementos de S, ademds N = N; U N, y N; N N, = (), pero esto implica
que N es disconexo, lo cual es una contradiccién, pues al ser Y conexo también N lo es. Por
lo tanto ya sea Ny o Ny es vacio, pero como y, € N; entonces Ny = (), y esto implica que
N = Nj. De este modo tenemos que la cardinalidad de las fibras es constante. Por lo tanto
f restringida a M es una cubierta de cardinalidad constante n.

Demostremos ahora la parte (3) del teorema. Sea y un punto en Y y supongamos que
su preimagen consta de k puntos {wi,...,z;}. Consideremos un punto z; € f~'(y). Sa-
bemos que existen una carta (U, z) centrada en z; y otra (V,w) centrada en y tales que
wo foz l(z) = 2%:. Ademds podemos suponer que U no contiene mas puntos de la preima-
gen de y, y tampoco puntos de ramificacién (excepto quizés x;) pues tanto las fibras como los
puntos de ramificacion son finitos. De acuerdo al teorema C.4, y dado que en U no hay mas
puntos de ramificacién (excepto quizas x;), cada punto w en una vecindad de w = 0 tiene
exactamente e,, preimagenes en una vecindad de z =0 . Ya que z y w son homeomorfismos
(en particular son biyectivos) podemos concluir que cada punto en una vecindad de y tiene
exactamente e,, preimagenes no ramificadas en una vecindad, llamémosle U;, de x;. Como
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esto pasa para todo z; € f~!(y) con i € {1, ..., k}, entonces existe una vecindad abierta V de
y (N, f(U;)) en la cual todos los puntos tienen al menos Zle e, (f) preimégenes.

Afirmacion: Existe una vecindad V de y (posiblemente mas pequena que V'), en la cual
todos los puntos tienen exactamente S e,,(f) preimdgenes. Demostremos esta afirmacion
por contradiccién, para ello supongamos que para toda vecindad de y siempre existe un punto
y* que tiene una preimagen que no pertenece a ninguna de las vecindades U; anteriormente
mecnionadas. Entonces tenemos una sucesién de puntos en X que no pertenece a ningin
U;. Ya que X es compacto podemos extraer una subsucesion que tiene la propiedad de que
converge a algin punto xg en X y la sucesiéon de sus imagenes converge a y. Debido a la
continuidad de f deberfa ocurrir que f(z() = y, lo cual no es posible ya que z no pertenece
a ninguna de las vecindades U; en las cuales yacen los puntos de la preimagen de y. Por lo
tanto existe una vecindad V de y tal que todos los puntos en esa vecindad tienen exactamente
S e, (f) preimagenes. Entonces la funcién v : ¥ — N dada por v(y) = > fa)=y €= ()
es localmente constante, pero ya vimos en (2) que una funcién localmente constate en un
espacio conexo es globalmente constante. Para saber cudl es esa constante, observemos que si
y no es imagen de ningiin punto de ramificacion, entonces tiene n preimagenes con grado de
ramificacién igual a 1, por lo que en la vecindad V' de y todos los puntos tienen Y ", e, (f) =
>% .1 = n preimagenes. Por lo tanto v = n, es decir, para todo y € Y se tiene que
Zf(x):y e (f) =n. -

Corolario 2.14. Sea X una superficie de Riemann y f : X — C una funcion meromorfa.
Entonces [ tiene el mismo numero de ceros que de polos (contados con multiplicidad).

Demostracién. Consideremos la funcién F : X — C asociada a f definida en el ejemplo 2.11,

es decir
F(p) = f(p) si p no es un polo de f
p)= oo si p es un polo de f

Observemos que F' es una transformacion holomorfa entre superficies de Riemann compactas,
asi que por el teorema anterior, la suma de las multiplicidades de las preimagenes de cualquier
punto es constante, en particular, las del cero y el infinito, pero las del infinito son justamente
los polos de f. Por lo tanto f tiene el mismo nimero de ceros que de polos, contando sus
multiplicidades. O

Corolario 2.15. Sea X una superficie de Riemann compacta y f una funcion holomorfa en
X. Entonces f es constante.

Demostracion. Consideremos la extencién de f al plano complejo extendido, F' : X — C.
Esta es una funciéon holomorfa entre dos superficies de Riemann compactas. Si f no fuera
constante, por el teorema anterior deberia suceder que la suma de las multiplicidades e, (f) de
las preimagenes de cualquier punto de C es constante, en particular si el punto que tomamos
es el infinito, pero como f es holomorfa no tiene polos, asi que esta suma deberia ser cero,
pero esto no puede suceder, porque la imagen de f es diferente del vacio, es decir, existe
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al menos un puunto £ en C cuya preimagen es no vacia y ello implica que la suma de las
multiplicidades de los puntos en la preimagen de £ es diferente de cero. Por lo tanto f debe
ser constante. O

El siguiente teorema es una de las herramientas mas importantes que utilizamos en esta
tesis, pues serd clave para demostrar el teorema de Riemann-Roch (en el capitulo 5). Esta
formula llamada de Riemann-Hurwitz relaciona el género de dos superficies de Riemann
compactas mediante el grado de una funciéon holomorfa no constante entre ellas, lo cual
supone una ventaja ya que si conocemos el género de sélo una de las superficies y el grado
de la funcién, podemos inmediatamente saber el género de la otra superficie.

Teorema 2.16 (de Riemann-Hurwitz). Sea f : X — Y un mapeo holomorfo no cons-
tante de grado n (como cubierta ramificada) entre dos superficies de Riemann compactas.
Denotemos por gx y gy a los géneros de X yY . Entonces

20x —2=n(29y —2)+ Y _[ex(f) — 1] (2.11)

Demostracion. Sea A una triangulacién de Y de forma que la imagen de cada punto de
ramificacién sea un vértice de la triangulacién y que cada tridangulo esté contenido en la
imagen bajo f de una carta en X, en la cual f sea de la forma z — 2", para alguna
n € N. La coleccion {f7'(t) : t € A} es una triangulacién para X (Figura 2.4). Sean
Ax, Ay, Cx,Cy,Vx, Vy las aristas, caras y vértices de X y Y respectivamente.

Figura 2.4.

Siun punto y € Y pertenece al interior de un tridangulo ¢ de la triangulacion A, entonces no
es la imagen de ningin punto de ramificacién (pues las imagenes de los puntos de ramifiaciéon
son vértices de la triangulacién) asi que para cualquier punto p en la imagen inversa de y se
tiene que e,(f) = 1. Por otro lado, sabemos que }_ .1, €,(f) = n, entonces debe haber
necesariamente n puntos en f~'(y). Esto implica que cada tridngulo en Y tiene exactamente
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n preimdgenes (Figura 2.5) por lo cual el nimero de tridngulos de f~1(A) es n veces el niimero
de tridngulos en A, y sucede lo mismo para las aristas, es decir, Cx = nCy y Ax = nAy.

Figura 2.5.

Ahora vamos a contar los vértices de X. Sabemos que la suma de las multiplicidades de
las imagenes inversas de cada vértice de X es n, pero si un punto y es imagen de algin punto
de ramificacién en X, entnces ese punto tiene multiplicidad mayor que uno, lo cual implica
que la cardinalidad de los puntos en la preimagen de y sea estrictamente menor que n. Por
esta razon tenemos que Vx = nVy + > {1 —e,(f) : p es un vértice de X}. Notemos que
1 —e,(f) es negativo si p es un punto de ramificaciéon (por lo tanto estamos restando los
vértices que contamos de mas en cada punto de ramificacién) y es cero en caso contrario,
asi que podemos tomar la suma sobre todos los puntos de X, es decir

Vx =nly + Z[l — &p(f)]

peX

Finalmente, por las proposiciones 1.14 y 1.13 tenemos lo siguiente:

2~ 2gx = Vi — A, + Ox =nVy + 3 [~ (/)] — nAy +nCy

peX

=n(Vy — Ay + Cy) + Y _[1—¢,(f)] (2.12)

peX

=n(2—2gy) + Y _[1—ep(f)]

peX
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Por lo tanto

2—2g9x =n(2—2¢9y)+ Z[l — ep(f)]

peX

y multiplicando esta igualdad por -1 obtenems que

2gx —2=n(2gy —2)+ Y _ea(f) —1].

rzeX

2.2. Curvas algebraicas

En esta seccién definiremos una clase de superficies con las cuales trabajaremos para
demostrar en el capitulo 4, el teorema de Riemann-Roch, estas son las curvas algebraicas.

Definicién 2.17. Sea S un conjunto de funciones meromorfas en una superficie de Riemann
compacta X. Decimos que S separa puntos de X si para todo par de puntos distintos p y ¢
en X existe una funcién meromorfa en S tal que f(p) # f(q), y decimos que separa tangentes
si para cualquier punto p € X existe una funcién meromorfa f € S que cumple alguna de las
siguientes condiciones:

1. f tiene un polo simple en p
2. f es holomorfa en p y Ord,(f — f(p)) = 1.

Una superficie de Riemann compacta X es una curva algebraica ® si el campo M(X) de
funciones meromorfas en X separa puntos y tangentes de X.

Sabemos que las funciones constantes son elementos de M(X), pero para que X sea una
curva algebraica es necesario que su campo de funciones meromorfas tenga maés elementos
ademas de las constantes. Se puede demostrar que cualquier superficie de Riemann compacta
es una curva algebraica, pero no demostraremos ese resultado en esta tesis. Lo que si haremos
es ver que la propiedad de ser una curva algebraica es equivalente a que en X se cumpla el
teorema de Riemann Roch.El problema de encontrar funciones con un orden determinado
en un numero finito de puntos y que sean holomorfas en el complemento de dichos puntos
es conocido como el problema de Mittag-Leffler (el cual explicaremos detalladamente en el
capitulo 4) y el teorema de Riemann-Roch nos dice cuando este problema tiene solucién.

3Normalmente una curva algebraica se define como el conjunto de ceros de un polinomio P(z,w) en dos
variables complejas. La definiciéon que damos es poco usual, pero serd justificada en el capitulo 3, donde
demostraremos que cualquier curva algebraica (como la hemos definido nosotros) es la superficie de Riemann
construida mediante la continuacién analitica de una funcién f(z) que satisface una ecuacién polinomial
P(z, f(z) =0, es decir, una funcién algebraica.

39



2.2. CURVAS ALGEBRAICAS CAPITULO 2. FUNCIONES Y MAPEOS

Aproximaciéon de funciones

El primer paso para lograr nuestro objetivo es, dada una curva algebraica X, un conjunto
finito de puntos py, ..., p, en X construir una funcién f : X — C tal que en cada punto p; su
serie de Laurent empiece con un polinomio preestablecido ayz* + ap1 25T + ... + a2,
en particular, podemos establecer el orden de esta funciéon en cada uno de estos puntos.
Observemos que no estamos poniendo ninguna condicién sobre el resto de puntos de la
superficie, es decir, no sabemos nada del comportamiento de f en X\ {p1, ..., pn }, de momento

s6lo nos bastara tener control sobre un conjunto finito de puntos.

Lema 2.18. Sea X una curva algebraica y p € X. Entonces para cualquier entero N existe
una funcion global meromorfa f en X con Ord,(f) =N

Demostracion. Sea h € M(X) una funcién meromorfa que separa tangentes en p. Si h es
holomorfa en p, tomamos g = h — h(p), y si h tiene un polo simple en p, tomamos g = 1/h.
Entonces ¢ tiene orden 1 en p y la funcién f = ¢V tiene orden N en p. ]

Definicién 2.19. Sea X una superficie de Riemann, p € X y (U, z) una carta centrada en p.
Un polinomio de Laurent alrededor de p en la coordenada z es un polinomio r, = > 1" ¢;2"
conn,m € Z\ {0}, n <m.y ¢ € C. Decimos que 7, tiene orden n.

Lema 2.20. Sea X una curva algebraica, fijemos un punto p € X, una coordenada local z
centrada en p y un polinomio de Laurent r, € R. Entonces existe una funcidn merormorfa
global f tal que su serie alrededor de p inicia con el polinomio 1.

Demostracion. Escribimos r(z) = Y_;" ¢z con ¢, y ¢, diferentes de cero. Entonces r tiene
(m —n) + 1 términos. Vamos a proceder por induccion en el nimero de términos.

BASE DE INDUCCION: si r tiene un solo término c,,z™ por el lema 2.18 existe una funcién f
que tiene orden m en p, por lo que en una vecindad de z(p) f la funcién f se expresa como
f(2) = anz™ + a1 2™ + .., con a,, # 0. Tomemos g = o= f. Entonces el primer término
de g es r. HIPOTESIS DE INDUCCION: sea | € N y supongamos que para todo k < [ se cumple
la propiedad, es decir, que existe una funcion meromorfa f tal que su serie alrededor de p
inicia con el polinomio 7(z) = 2% ¢;2".

Ahora supongamos que r(z) = Zf:i ¢;z'. Utilizando nuevamente el lema 2.18, podemos
construir una funcién h; que inicia con el polinomio de Laurent de un sélo término c,z",
es decir hy(z) = c,2" + 12"+ L apd a2 4 Consideremos a la serie
hi(2) = 7(2) = (Anp1 — 1) + o+ (ag — )2 + (ap1 — cpi1)2® + ... Sea s(2) el
polinomio de Laurent asociado a h; — r truncado en el término de grado k + 1, es decir,
5(2) = (Ang1 — Cog1) 2"+ o+ (apypr — Cry1) 2"

Notemos que s tiene al menos un término menos que r, por lo que le podemos aplicar la
hipdtesis de induccién. Entonces existe una funcién hy tal que su serie alrededor de p inicia
con el polinomio s, esto es hy(2) = (ani1 — Coy1)2" T+ oo+ (Ahgr — Cry1)2¥ T+ dpyn 25724
Tomemos f = hy — hsy. Esta funcion inicia con el polinomio 7. O
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Hasta ahora hemos visto que podemos aproximar hasta un cierto orden a una serie de
Laurent es un punto determinado. A continuacién haremos algo similar pero simultdneamente
en un numero finito de puntos.

Lema 2.21. Sea X una curva algebraica, entonces para cualesquiera dos puntos p y q en X
existe una funcion meromorfa global f en X con un cero en p y un polo en q.

Demostracion. Ya que M(X) separa puntos de X, existe una funcién g € M(X) tal que
g(p) # g(q). Supongamos que p no es un polo de g (si lo es, consideramos é) Notemos que
h = g — g(p) tiene un cero en p. Si ¢ es un polo de h, entonces tomamos f = h. Si ¢ no es un

polo de h, entonces f = h(qﬁ tiene las propiedades que queremos, ya que f(p) = —h(q})lg?;)l(p) =0
_ WMo _
y fla) = th@ = <. -

Ahora, por induccion, extendemos el lema anterior a un nimero finito de puntos.

Lema 2.22. Sea X una curva algebraica, entonces para cualquier niumero finito de puntos
D,q1, ..., qn en X existe una funcion meromorfa global f en X con un cero en p y un polo en
cada q;.

Demostracion. Haremos la demostracién por induccién en el conjunto {qi, ..., q,}. El caso
n = 1 es el lema anterior. HIPOTESIS DE INDUCCION: Supongamos que para n € N existe
una funcién g € M(X) que tiene un cero en p y un polo en ¢;, i € {1,...,n}.

Sea h una funcién que tiene un cero en p y un polo en ¢,,1. Tomemos m mayor que el orden
de g en cada ¢;. Afirmamos que para esta m la funcién f = g + h™ cumple las condiciones
que queremos.

En efecto: f tiene un cero en p, ya que h y g se anulan en p. Sea ¢; € {q1,...,qn}. Si h es
holomorfa en ¢; entonces g + A" tiene un polo en g¢;, pues dicho punto es un polo de g. Si h
tiene también un polo en ¢;, podria suceder que la suma h + ¢ ya no tenga un polo ahi, es
decir, que se cancele, por esta razon elegimos m mayor que el orden del polo que g tiene en
cada ¢;, de esta forma, el orden del polo de h™ es mayor que el orden del polo de g, por lo
que la suma tendra un polo en g;.

Finalmente, consideremos el punto ¢,; en donde h tiene un polo. Si g es holomorfa en ese
punto, f tiene un polo ahi. Si g tiene un polo, podemos tomar, si fuera necesario, un m;
mayor que el orden de dicho polo, de tal forma que la suma de g y h™! tenga un polo en ¢, ;.
Entonces no importa que comportamiento tenga g en ¢,,1, para m suficientemente grande,
g+ h™ tendra un polo ahi. O]

Podemos ser mas especificos respecto al orden que la funcién f del lema anterior tiene en
una coleccién de puntos.

Lema 2.23. Sea X una curva algebraica, entonces para cualquier numero finito de puntos

Dty - @ en X y cualquier N > 1, eziste una funcidn meromorfa global f en X con Ord,(f—
1) > N y Ord,(f) > N para cada i € {1,...,n}.
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Demostracion. Sea g una funciéon en M(X) tal tiene un cero en p y un polo en cada ¢; (g
existe por el lema anterior). Consideremos a la funcién f = —15. Entonces tenemos que

Tre¥
1 1—1—g~ —gN
1+g 1+g 1+g

y de esta expresién podemos notar que (f — 1)*)(p) = 0 para n < N (pues g(p) = 0) y
(f = 1)™)(p) # 0 para k = N. Dado que (f — 1)*)(p) es el coeficiente de (z — z(p))" en
la serie de f — 1 alrededor de p, concluimos que Ord,(f — 1) > N. Para demostrar que
Ord,(f) > N, utilizaremos las propiedades que cumple el orden de una funcién (ver la
proposicién 2.4). Tenemos entonces lo siguiente:

1
Oqul(f) = Ordqi (m) = O’I"dqi(l) - OT‘dqi(l + gn)

=0- Ordqz‘(l + gn) = _Ordqz'(l + gn)
= —min{Ord, (1), Ord,, (gN)} = —min{0, Ord,, (gN)}
= —Ordy,(g") = N(=Ordy,(9)) > N

la ultima desigualdad se da por que como g tiene un polo el g;, entonces su orden en este
punto es estrictamente negativo, en consecuencia (—Ord,(g)) es mayor o igual que 1, de
donde obtenemos que N(—Ord,(g)) > N. O

Este lema se puede generalizar para producir una funcién que coincide con un nimero
finito de polinomios en un conjunto finito de puntos. Esta es una generalizacion del lema 2.20
a un conjunto finito de puntos.

Lema 2.24. Aproximacion de series de Laurent.

Sea X wuna curva algebraica y {p1,...,pn} un nidmero finito de puntos fijos. Elegimos para
cada i € {1,...,n} una carta coordenada z; en p; y un polinomio de Laurent r;(z;). Entonces
existe f € M(X) tal que para todo i € {1,...,n}, la serie de [ en p; inicia con el polinomio
;.

Demostracion. Sea N un numero natural mayor que cualquier exponente de cualquiera de
los polinomios ry, ..., r,, de forma que los términos de estos polinomios tengan grado menor
que N. Queremos encontrar una f tal que su serie en cada punto p; coincida con el polinomio
ri, esto es equivalente a pedir que Ord,, (f —r;) > N.

Por el lema 2.20, para cada ¢ € {1,...,n}, existe una funcién meromorfa en X, g;, tal que en
p; su serie de Laurent inicia con el polinomio r;. Sea ¢ € {1, ...,n}. Como g; es meromorfa, para
cada punto p € X, existe una vecindad abierta U, de p en la que g; se expresa como un aserie
de Laurent que converge en U, \ {p}. Notemos que la coleccién {U, : p € X} es una cubierta
abierta de X, y como esta superficie es compacta, existe una subcubierta finita {Up,, ..., U, }.
Sea M; = min {Ord,, (¢;) : k =1,...,r} y tomemos M =min{M, ..., M, }. Dado que la serie
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de g; en p; comienza con el polinomio r;, tenemos que M < M; < Ordy,r;. Tenemos ademas
que N — M > 0. Utilizando ahora el lema 2.23, existen funciones meromorfas hq, ...., h, en X
tales que para cada i, Ord,, (h; —1) > N — M y Ord,,(h;) > N — M para j # i. Proponemos
ala funcién f =" | h; g;. Fijemos i € {1,...,n}. Si j # ¢, sabemos que Ord,, (h;) > N — M
y Ord,,(g;) > M, por lo que Ord,,(h; g;) = Ordy,(h;) + Ordy,,(g;) > N — M + M = N, es
decir, todos los términos de la suma ) . 2; I g; son de grado mayor o igual que N.

Ahora analicemos el producto h; g;. Sabemos que Ord,, (h;—1) > N — M, esto quiere decir
que la serie de Laurent de h; — 1 alrededor de p; es de la forma h;(z) — 1 = Zz‘;ko apz® con
ko > N — M, o equivalentemente h;(z) = 142, a,z® y multiplicando por g; obtenemos
que gi(2) hi(z) = gi(2) + gi(2) Yopey, axz". Sabemos también que Ord,, (g;) > M, es decir,la
serie de g; en p; es de la forma ¢;(z) = Z[’ilo bzt con ly > M. Luego, el término de menor
grado del producto g;(2). Zzozko arz® es (ag,by, )2t y el grado de este término es ko + 1o >
N — M + M = N. Asi, los primeros términos de la serie de Laurent de f en el punto p; son
exactamente los de la serie g;, pues f(z) = > i, hi(2) gi(2) = hi(2) gi(2)+2 .2 hi(2) 95(2) =
9i(2) + (9i(2) 2002, arz") + (X2, hi2) gj(2)), de donde concluimos que la serie de f en p;
inicia con el polinomio r;. O

Como corolario del lema 2.24 tenemos el siguiente resultado, que es justamente el objetivo
que nos habiamos fijado para esta seccion.

Corolario 2.25. Sea X una curva algebraica. Fijemos un nimero finito de puntos {p1, ..., pn}
y sea m; € Z. Entonces existe una funcion f € M(X) tal que para todo i € {1,...,n},
Ordpz(f) =m,.

Demostracion. Basta tomar para cada i € {1,...,n} un polinomio de Laurent r; alrededor
del punto p; que tenga orden m;, y luego aplicamos el lema anterior. O
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Capitulo 3

Continuacion analitica

En el estudio de las funciones de variable compleja nos encontramos con funciones que
en su definicién involucran a la funcién logaritmo, por ejemplo todas las de la forma f(z) =
e#l99(=) = 2% con k entero. Pero sabemos que la funcion logaritmo toma diferentes valores
dependiendo de la rama que elijamos, por ello existe cierta ambigiiedad en esta clase de
funciones, que algunas veces son llamadas funciones multivaluadas. Para entender su com-
portamiento se les define un nuevo dominio y de esta manera es que surgen las superficies de
Riemann. En este capitulo estudiaremos con detalle este procceso y para comenzar nos viene

bien recordar la geometria de las fuciones exponencial y logaritmo.

La funcién exponencial y el logaritmo

Para cualquier nimero complejo z = x + 1y la funcién exponencial esta definida como
e* = e"(cos y + i sen y). Entonces si tomamos la parte imaginaria en un intervalo de la
forma [y,,y, + 27) y dejamos correr x en R, la imagen de esta regién bajo la exponencial
habra cubierto a todo el plano complejo, salvo al cero.

N+2T0 >
e
™
X
Figura 3.1.
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Dado que existe una infinidad de regiones como la que acabamos de describir, la funcién
exponencial cubre una infinidad de veces al plano complejo menos el cero, por lo tanto no
es inyectiva y no es posible definir una inversa' (Figura 3.1). Sin embargo, si restringimos el
dominio de la exponencial a un conjunto de la forma B, = {z+iy: z € R, y € [y,, yo+27)},
entonces ya es inyectiva y podemos definir su inversa, la funcién logaritmo log : C\{0} — B,,
dada por log(z) = log|z| + iarg(z) (Figura 3.2). A la funcién que obtenemos con cada

M2

Figura 3.2.

eleccién de la regién By, se le llama una rama del logaritmo complejo. Es claro ahora que
el logaritmo estd bien definido sélo si escogemos una rama, y como su valor cambia con
cada eleccién, se le conoce como funcién multivaluada®. Esta ambiguedad se hereda a todas
las funciones que en su definicién involucran al logaritmo complejo y también son llamadas
funciones multivaluadas, por ejemplo las potencias f(z) = er18() con k € Q. El problema
con estas funciones es que son inversas de funciones no inyectivas (pues estan definidas como
composicion de la exponencial con otras funciones, y hemos visto que la exponencial no es
inyectiva). Fijemos esta idea con un ejemplo concreto.

Ejemplo 3.1. Consideremos la funcién f(z) = 25 = e3198() y sea ¢ la funcién dada por
g(z) = 32, entonces f = expog o log (Figura 3.3). Si elegimos la rama del logaritmo By =

{z+iy:xz € R, y € [0,27)}, esta funcién mapea a C\ {0} en la region By, luego la funcién g es
una homotecia que multiplica por % la norma de cada punto de By y finalmente la exponencial

mapea a este nuevo conjunto en la regién {z = re® : r >0, 6 € [0,2)}. Si ahora elegimos

la rama Bo, = {x +iy : x € R, y € [2m,4m)}, entonces el logaritmo lleva a C \ {0} en la
regién By, este conjunto bajo la funcién g se mapea en {z +iy : z € R, y € [%W, %7?)} y

la exponencial manda a este conjunto en {z = re? : r > 0, 0 € [%7‘(’, %7‘()}. Finalmente, si

elegimos la rama By, = {x +iy: x € R, y € [4m,67)}, la imagen de C\ {0} bajo la funcién
f(2) = 23 es el conjunto {z =re? : >0, 0 € [3,2m)}. Decimos entonces que la funcién f
es multivaluada ya que el valor de cada z € C\ {0} tiene 3 valores diferentes dependiendo

1Pues sélo se les puede definir una inversa a las funciones inyectivas.
2Este nombre es un abuso de notacién, ya que por definicién una funcién no puede tener varios valores
para un solo punto de su dominio.
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de la rama de logaritmo que se escoja, cada una de esas elecciones da lugar a una rama de
la funcién f (Figura 3.3).

log (@) 67
N

Figura 3.3.

Para solucionar el problema de multivaluacion de f tenemos dos opciones, la primera
es elegir una rama fija de logaritmo y la segunda, que fue la idea que tuvo Riemann y que
ahora haremos nosotros, es cambiar el dominio de la funcién. La forma de hacer esto es ir
expandiendo el dominio de la funcién mediante la continuacién analitica. Para el caso de
f(z) = 25 la idea intuitiva es “pegar”tres copias del plano complejo sin el cero para que no
haya necesidad de elegir ramas del logaritmo, de este modo en este nuevo dominio la funcién
f estard bien definida y no tendrad problemas de multivaluacién (Figura 3.4).

Figura 3.4.
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Lo que resta de este capitulo sera dedicado a analizar el proceso de continuacion analitica
de una funcién.

Definicién 3.2. Una regién es un subconjunto no vacio, abierto y conexo por trayectorias
de C. Definimos un elemento de funcion como una pareja (D, f), donde D es una regién y
f D — C es una funcién meromorfa en D.

Por ejemplo, si D ={z € C:|z| <1}y f=> ", 2", entonces (D, f) es un elemento de
funcion, pues el radio de convergencia de f es 1 y entonces es analitica en D.

Definicién 3.3. Si (D, f) y (E, g) son elementos de funcién tales que DNE # 0y f =g en
E N D, entonces decimos que (E, g) es continuacion analitica directa de (D, f) y denotamos
este hecho como (D, f) ~ (E, g). Ademés obtenemos un nuevo elemento de funcién (EUD, h)
(Figura 3.5 (a)) donde h(z) = f(2)siz € Dy h(z) = g(2) si z € E.

Figura 3.5.

Si (D, f), (E,g)y (F,h) son elementos de funcién tales que (D, f) ~ (E,g) v (D, f) ~
(F,h), no es necesariamente cierto que (F,h) ~ (E,g), ya que en principio podria suceder
que ENF =0 yatnsi ENF # (), podria suceder que g # h en EN F (Figura 3.5 (b)).
[lustramos este fendémeno en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4. Consideremos los elementos de funcién (D, f), (E,g), (F,h) y (G, k) donde
las regiones son las siguientes: D = {z € C: [z — 1| < 1}, E={2€ C: |z —i| < 1}, F =
{z€eC:|z+il<1},G={2€ C:|z+1| < 1} (Figura 3.6). Las funciones f, g, h, y k estdn
dadas por la regla z — /z = ez los(2) pero vamos a tomar diferentes ramas del logaritmo:
para f la rama [, 7); para g la rama [—7, 37”), para h la rama [0,27) y para k la rama
[Z,28). Tomadas de esta manera las ramas tenemos que (D, f) ~ (E,g) ~ (F,h) ~ (G, k),
sin embargo (G, k) no es continuacién analitica de (D, f) pues f # k en D NG, debido a que

en el argumento del logaritmo hay una diferencia de 27.
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Figura 3.6.

Continuacion analitica a lo largo de una curva

Nos interesa ahora hacer la continuacién analitica de funciones en donde los elementos de
funcién utilizados seran la cubierta de una curva, de esta manera vamos a conocer propiedades
importantes de la funciéon que estamos continuando analiticamente. Para esta nueva clase de
continuacion, vamos a considerar las regiones en la esfera de Riemann C y las funciones
podran ser meromorfas.

Definicién 3.5. Sea (D, f) un elemento de funcién, a € Dy v: 1 — C una curva que une a
@ con un punto b € C. Una continuacién analitica de (D, f) alo largo de ~ es una coleccién
finita de continuaciones analiticas directas (D, f) ~ (D1, fi) ~ -+ ~ (Dp, fm) que satisfacen
las siguientes condiciones (Figura 3.7):

1. Cada regién D; es un disco abierto® y el punto a pertenece al primer disco Dy, el cual
esta contenido en D.

3Un disco abierto con centro en un punto a € C es un conjunto {z € C: |z —al<r, r>0},ysia=00
entonces un disco con centro en oo es un conjunto {z € C: |z| >r, r >0}
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2. Existe una particién del intervalo I, 0 = sp < 51 < -+ < s, = 1 de forma que
v([si—1, si]) C D; para cada i € {1,--- ,m}.

D, D Dm

Figura 3.7.

En la definicién 3.5 pedimos que las regiones sean discos porque tienen la propiedad de
que su interseccién es un conjunto conexo, lo que nos permitira usar después el teorema de
la identidad. A partir de ahora, cada vez que hablemos de un elemento de funcién (D, f)
asumiremos que D es un disco abierto. Si es necesario, escribiremos D, para hacer notar
que a es el centro de D. Diremos que dos elementos de funcién (D,, f) y (Dy, g) son iguales
sia =0by f = g en algin disco abierto con centro en a. Un elemento de funcién (F,g)
estd relacionado con otro (D, f) si existe una continuacién analitica de (D, f) a lo largo de
una curva que tiene como elemento final a (F, ¢g). Esta es una relacién es de equivalencia que
denotamos como (D, f) ~ -+ ~ (E, g).

Lema 3.6. Sean (Daf) ~ (Dalafl) ~o (Damyfm) Y (D7f) ~ (wagl) ~oe (Dbn7gn)
dos continuaciones analiticas de un elemento de funcion (D, f) a lo largo de una curva
v : 1 — C. Entonces fum, = g, en una vecindad de v(1).

Demostracion. Sean 0 = sp < s1 < -+ < $§,=1y0=1ty<t; <---<t,=1 las particiones
del intervalo [0, 1] correspondientes a las continuaciones (D, f) ~ (Dg,, fi) ~ -+~ (Dq,., fm)
v (D, f) ~ (Dyy, g1) ~ ... ~ (Dy,, gn) respectivamente. Supongamos que [s;_1, S;] N [tj_1, ;] #
0, esto implica que D; N E; # () pues contiene a ~y([si—1,s;] N [t;—1,t;]). Como tenemos un
numero finito de indices, podemos tomar i y j de forma que ¢+ j sea minimo con la propiedad
de que [s;_1,si] N [tj—1,1;] # 0. Como estos intervalos tienen interseccién no vacia, entonces
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tji—1 < 8;-1 0 s;—1 < tj_1, sin pérdida de generalidad supongamos que ¢;_; < s;_;. Haremos
la demostracién por contradiccién, entonces asumamos que f; # g; en D; N E;.

Lo minimo que pueden sumar ¢ y j es dos, y esto pasa solo si ¢ = 1 = j, pero notemos que
como f=fien DNDyy f =g, en DNEy, entonces f = fi = ¢ en DN DN Ey, y como este
ultimo conjunto es un abierto contenido en Dy N Ey, por el teorema de la identidad, f; = ¢1
en D; N E;. Como estamos suponiendo que t;_; < s;_1, entonces necesariamente ¢ > 1 (pues
i:1:>8i_1280202t0>tj_1Zt0=>tj_1:t0:>j—1:0=>j:1).

Luego, como [s;_1, ;] N [tj—1,t;] # 0 y t;—1 < s;_1, entonces s;_1 € [tj_1,t;]. Como
V([tj-1,t;]) € Ej, entonces ¥(s;—1) € Ej, ademds, y([si—1,8:]) C D vy ([si—2,8i-1]) C
D;_4, asi que v(sj—1) € D;—1 N D;, de esto obtenemos que s;-1 € (E; N D;—y N D;) # 0.
Observemos también que [s;_2, s;-1] N [tj_1, ;] es no vacio porque tiene a s;,_; y esto implica
que D;_y N E; # (. Luego, por la minimalidad de i + j sucede que f;_1 =g; en D,y N E;,
y como (E; ND;_yND;) € D;_yNE;, entonces

fi—l =g; €n (Ej N Di—l N Dz) (31)

Por otro lado f;_1 = fi en D;_1 N D;, y esto implica que f;_1 = f; en (E; N D;_1 N D;) pues
(E;ND;_1ND;) CD;_yND,, asi que

fi—l = fz en (E] N Di—l N Dz) (32)

De (3.1) y (3.2) obtenemos que f; = g; en E; N D;_1 N D; y al ser este tltimo un subconjunto
abierto de D; N E;, el teorema de la identidad nos garantiza que f; = ¢g; en D; N Ej, lo
cual contradice nuestra suposicién de que f; # g; en D; N Ej. Concluimos entonces que
(D;, f;) ~ (Ej;, gj) siempre que [s;_1,s;] N [tj_1,t;] # 0, en particular tomando i =my j=n
tenemos que (Dy,, fim) ~ (En, gn), lo cual quiere decir que f,, = g, en D,, N E,, y al ser esta
interseccién una vecindad de b, f,,,(b) = g, (D). O

Antes de enunciar el teorema de monodromia recordemos que dos curvas 7,3 : I — C
que comparten extremos a y b son homoétopas si existe una funcién continua G : I x [ — C
tal que G(s,0) = v(s), G(s,1) = B(s) y para cada t € I, G(s,t) := §;(s) es una curva con
extremos a y b.

Teorema 3.7 (de Monodromia). Sea X C C,abe X y v B:1— X dos curvas
diferentes que unen a los puntos a y b. Supongamos que vy es homdtopa a 3. Sea G : [ xI — X
una homotopia entre ellas, y llamemos 6; : I — X a las curvas definidas por tal homotopia.
Si (D, f) es un elemento de funcién que puede ser continuado analiticamente a lo largo de
cada 0, entonces existe una vecindad de b en la cual las funciones finales obtenidas mediante
la continuacion analitica de f a lo largo de v y de B son iguales.

Demostracion. Diremos que dos puntos t y r en el intervalo I = [0, 1] estan relacionados si y
solo si existe una vecindad de b en la cual las funciones obtenidas mediante las continuacio-
nes analiticas a lo largo de d, y d; (que por hipétesis existen) son iguales. Notemos que esta
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relacion es de equivalencia. Entonces la demostracion del teorema se traduce en verificar que
0 esté relacionado con 1 y la forma de hacerlo serd demostrar que cada clase de equivalencia
es abierta y cerrada en [, luego utilizaremos la conexidad de dicho intervalo para concluir
que so6lo existe una clase, a saber, todo I, de donde se seguira que 0 y 1 estan relacionados.

Demostraremos primero que cada clase de equivalencia es abierta, y una vez hecho esto,
tendremos que cada clase es también cerrada, pues su complemento es la unién de las otras
clases y por lo tanto es abierto. Sea [t] una clase de equivalencia bajo la relacién que hemos
definido. Para demostrar que [t] es un abierto consideramos un punto ¢, € [t] y vamos a
demostrar que existe € > 0 tal que el intervalo (ty — €t + €) estd contenido en [t] = [to].
Utilizamos ahora la hipétesis de que que el elemento de funcién (D, f) se puede continuar
analiticamente a lo largo de la curva d,, entonces existe una una coleccién finita de continua-
ciones analiticas directas (D, f) ~ (D1, fi) ~ -+ ~ (D, fm) que satisfacen las condiciones
de la definicion 3.5, asi que existe una particién del intervalo I, 0 =55 < §1 < .--- < 8, = 1
de forma que 0y, ([s;—1, s;]) € D; para cadai € {1,--- ,m}.

Fijemos un indice i € {1,--- ,m} y consideremos s € [s;_1, s;|. Entonces el punto d,(s) €
D;. Como D; es un abierto y la homotopia GG es una funcién continua, existen intervalos
abiertos A, B C [ tales que G(A x B) C D; y (s,tg) € A x B. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que A = (s — €5,5 + €) y B = (tg — €,to + €5) donde €5 es un real
positivo que depende del punto s y es tal que A C [s;_1, s;]. Ademas, si r € (ty — €5, to + €5),
entonces 6,((s — €5,5 + €)) C D, (Figura 3.8). Como el intervalo [s;_1,s;] es compacto, lo

re :
to : ‘.
AxB
5'65 S+6€;
SI 1 S S|

Figura 3.8.

podemos cubrir con un nimero finito, digamos n, de intervalos de la forma (s — €, , s + €5, )
con s € [si—1,8i] y k=1,---,n. Sea ¢, = min{es, : k = 1,--- ,n}, entonces tenemos que
€ > 0ysir€ (to— €,to — €), entonces ,([s;_1,s;]) C D; (Figura 3.9).
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tite
r
tQ
tc_ei
Si-l SI
Figura 3.9.
Como tenemos un numero finito de discos D;, elegimos ¢ = min{e; : i = 1,--- ,m}, este
nimero es mayor que cero y cumple que si r € (g — €, to —€), entonces d,([s;_1, s;]) C D; para
todo ¢ = 1,--- ,m, por lo tanto hemos construido una continuacion analitica del elemento

(D, f) a lo largo de ¢, dada por (D, f) ~ (Di, fi1) ~ -+ ~ (Dp, fm) y la particién del
intervalo [ es 0 = 59 < - -+ < s, = 1 (Figura 3.10).

[ R OO CEEEEELEEEEEEEES

€@

S5 82 ... Su S ... 5w S.

Figura 3.10.

Por hipétesis sabemos que existe una continuacién analitica del elemento (D, f) a lo largo
de 0,, digamos (D, f) ~ (E1,q1) ~ -+ ~ (Eg, gx), que no necesariamente es la que acabamos
de obtener. Sea 0 = ¢y < ¢1 < -+ < qx = 1 la particion del intervalo I asociada a esta
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continuacién analitica. Notemos que la intersecciéon de los intervalos [S,,_1,Sm] ¥V [qr—1, Q&)
es no vacia porque s,, = qx = b pertenece a ella, entonces utilizando el lema 3.6 tenemos
que (Do, fm) ~ (Ek, gx), esto significa que f,, = g en D,, N Ej, pero este ultimo conjunto
es una vecindad de b, por lo tanto r pertenece a la clase de ty. De este modo tenemos que
(to — €,to +€) C [to], lo que concluye la demostracion. O

3.1. Superficie de Riemann de una funcién

En esta seccion definimos la superficie de Riemann de una funcién sobre una regién de C.
Definicién 3.8. Sea a € C y f una funcién meromorfa en una vecindad de a.

a) El germen de f en a es el conjunto de funciones meromorfas que coinciden con f en
g J
una vecindad de a y lo denotamos como |[f],.

(b) Llamaremos 9t al conjunto de gérmenes de funciones meromorfas en C, es decir

M = {[f]a la € C}.

(¢) Si D es un disco con centro en a, entonces el conjunto [D, fl, = {[f]y € M : b € D} es
un disco abierto con centro en [f], (Figura 3.11).

(d) Definimos la funcién proyeccién 4 : MM — C como ¥([f]a) = a-

W \
i °® |

Figura 3.11.

Lema 3.9. La coleccion T = {ACM:V [fl. € A3 [D, fl. C A} es una topologia en M y
con esta topologia MM es un espacio Hausdorff.
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Demostracion. Tomemos un elemento [f], € 9. Si D es cualquier disco en C con centro
en a entonces [D, f], € M, por lo tanto M € T. Sean A y B dos elementos de T tal que
AN B # 0. Si[f]l. € AN B, entonces existen dos discos abiertos en C, Dy y D, con centro
en a tales que [Dy, f]l, € Ay [Dy, fla € B. Como D; y Dy estan centrados en a, enton-
ces D; C Dy o Dy C Dy, sin pérdida de generalidad, supongamos que D; C Dy, entonces
[D1, fla € [D1, flaN[Ds, fla € AN B, por lo tanto AN B € T. Ahora tomemos una coleccién
{A; 1 i € I} de elementos de T y sea [f|, € Uie; A;, entonces debe existir un indice i € I tal
que [f]s € A; y como A; € T, existe un disco [D, f], C A; y ya que A; C U,e;A;, entonces
[D, fla € Uie;A;, por lo tanto la unién de los elementos A; pertenece a T. Asi, 7 es una
topologia para 901.

Para demostrar que 9t es Hausdorff, tomemos dos elementos diferentes [f], y [g]s en 9.
Si a # b, utilizamos el hecho de que C es Hausdorff para obtener dos discos abiertos ajenos
D, vy Dy centrados en a y b, contenidos en los dominos de f y g respectivamente. Entonces
[D1, fla N [Da, gy = 0, ya que si existiera un elemento [h]. € [Dy, fla N [D2, g]p, entonces ¢
serfa un elemento en D; N Dy = (). Por otro lado, si a = b, entonces debe ocurrir que f es
diferente de g en cualquier vecindad de a pues los elementos [f], y [g], son diferentes. Sea D
un disco con centro en a = b. Veamos que [D, f], N [D, g], = 0.
Para llegar a una contradiccién supongamos que existe un elemento [h]. € [D, fl. N [D, glp,
entonces por definicién de los discos en 9 tenemos que [h]. = [f]. = [¢]c con ¢ € D, pero
esto implica que f coincide con g en una vecindad abierta V' de ¢, luego V N D es un abierto
contenido en D y ahi f y g son iguales, entonces por el teorema de la identidad tenemos
que f = g en D, lo cual no puede suceder por que D es una vecindad de a. Por lo tanto
[D, fla N [D, gy = 0 y esto demuestra que (9, 7T) es Hausdorff. O

Estructura de superficie de Riemann de 901

Observemos que la coleccién de discos [D, f], con [f], € M, forma una cubierta abierta
de M. En el siguiente lema demostraremos que la funcién proyeccion restringida a cada disco
en I es un homeomorfismo y podremos entonces dar un atlas para 9.

Lema 3.10. La restriccion a cada disco [D, f], de la funcidn 1 : MM — C definida como
[f]a = a es un homeomorfismo.

Demostracion. Para verificar la continuidad de 1, tomemos un germen [f], € 9t y un abierto
U que tenga ¥ ([f].) = a. Como U es abierto, existe un disco D con centro en a contenido en
U y en el dominio de definicién de f, entonces el disco [D, f], en 9 es un abierto y cumple
que Y([D, fla]) = D C U, por lo tanto 1 es continua.

Ahora vemos que ¥|ip g, : [D, fla = D es biyectiva. Si [f]. y [f]q son elementos del disco

(D, fla = {[f]e : ¢ € D} tales que ¥([f].) = ¢ = d = ¥ ([f]a), entonces [f]. = [f]a, por lo tanto
Y [[p,f. €s inyectiva. Sea ahora un punto § € D, sabemos que f estd definida en todo punto

de D, en particular existe el germen [f]¢ y este cumple que ¥([f]¢) = &, por lo tanto v es
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suprayectiva. De este modo tenemos que 1) es biyectiva y por tanto existe la funcién inversa
¢v~': D — D, f], dada por ¢~ !(d) = [f]4. Nos resta ver que esta inversa es continua.

Sea d € D y A un abierto de 9 que contenga a ¢~ *(d) = [f]s. Como A es un abierto de
la topologia de 9, por definicién de ésta, existe un disco [E, f]q con centro en [f]; contenido
en A, donde E es un disco en C con centro en d, en el cual f esta definida y es meromorfa.
Notemos ahora que v '(E) C [E, f], = {[f]. : ¢ € E}, ya que si ¢ € E entonces ¢~!(c) =
[f]c € [E, f]s € A. Por lo tanto ¢~! es continua. O

Ahora ya podemos definir las cartas coordenadas que conformaran un atlas para 9. To-
memos un germen [f|, € M. Si a € C, entonces una carta en el punto [f], es la pareja
([D, fla:¥lip,f1.), donde [D, f], es un disco abierto de la topologia de 9t con centro en [f],.
Si a = oo debemos considerar a la funcién Jov)|p 1, * pues esta composicién es un homeomor-
fismo entre el disco [D, f]. y un disco abierto en C con centro en 0, y asi ([D, f]so, Jo¥|(D,1.)
es una carta en oo.

Nos falta verificar que las funciones de transicion son analiticas. Supongamos que dos
discos en M, [D, fl. v [E, g]p tienen interseccién no vacia. Entonces D y E son discos abiertos
en C con centro en a y b respectivamente. Si a,b € C entonces D y F tienen radio finito y
por ello co ¢ DN E, asi que podemos tomar a la identidad en C como funcién de transicién,
y ésta es analitica. Si a = b = oo entonces alguno de los discos estd contenido en el otro,
digamos E C D, por tanto (J o ¥)([E, gle) C (J 0 ¥)([D, fls), es decir, J(E) C J(D) y
nuevamente podemos utilizar a la identidad en C como funcién de transicién, pues J(E) y
J(D) son dos discos en C con centro en 0. Finalmente, si a = co y b € C entonces D no
tiene al cero y E no tiene a oo, asi que (Jo¢)(D)Ny(E) C (C\ {0}) y podemos utilizar
a la funcién z — 1/z la cual es analitica en C \ {0}. Hemos demostrado asi que 9t es una
superficie de Riemann.

Conjuntos suficientes para la continuacion analitica.

La propiedad que definimos a continuacién es para subconjuntos de 91 (la coleccién de
gérmenes de funciones meromorfas) y nos da una condicién suficiente para poder hacer la
continuacion analitica de una funcién sobre una regién de la esfera de Riemann.

Definicién 3.11. Sea €2 C C es una region y G un conjuto de gérmenes en 991. Decimos que
G es suficiente para hacer continuacion analitica en ) si cumple las siguientes condiciones
para cada punto a de §2:

(i) El conjunto G, =GN~ (a) # 0, es decir, G tiene elementos de la forma [f],.

(ii) Existe un disco abierto D, C € con centro en a tal que si [f], € G,, entonces f es
meromorfa en D,, es decir, los gérmenes en G, tienen un dominio en comun.

4a funcién J : C — C se define como J(z) = 1/z si z # 0,00, J(0) = co y J(c0) = 0
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(iii) U{Gp : b € Do} = U{[Da, fla - [fla € Ga}

Proposiciéon 3.12. 5i G es suficiente para la continuacion dentro de ), entonces todo germen
[f]a en G se puede continuar a lo largo de cualquier curva v en Q y cada uno de los gérmenes
[fly@) pertenece a G.

Demostracion. Tomemos un germen [f], € G, y una curva v : I — € tal que p = v(0) (Fi-
gura 3.12). Como @G satisface la condicién (ii), existe un disco D, tal que f es meromorfa en
D,,, y como la curva v empieza en p, un segmento de esta se queda contenido en D, es decir,
existe un punto ¢ € I tal que v([0,¢]) C D,. Entonces [f], se puede continuar analiticamente
hasta el punto ().

Figura 3.12.

Consideremos ahora el conjunto K C I formado por los puntos ¢ € I tales que [f], se
puede continuar analiticamente hasta () utilizando gérmenes en G. Hemos visto que K es
diferente del vacio (pues contiene al intervalo [0,¢]) y ademds estd acotado por 1, asi que
existe su supremo, al cual llamaremos ¢; y sea a = y(t1).

Por la condicién (ii), tenemos que los gérmenes en G, tienen un dominio comin D, C Q. y
por la continuidad de v, existe un punto ¢, tal que ty < t; tal que vy([ta, t1]) € D,. Llamemos
b = 7(t2). Como t; es el supremo de K y to < t1, entonces to € K, asi que el germen [f], se
puede continuar analiticamente a lo largo de v hasta b utilizando gérmenes en G, en particu-
lar, el germen resultante en b, llamémosle [g], pertenece a G, y existe su correspondiente disco
Dy, dado por la condicién (ii). Luego, por la condicién (iii), [g], es igual a algin germen [f],
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en undisco [D,, f], centrado en algin punto [f], en G,. Entonces f = g en D, N D, y pode-
mos usar el elemento de funcién (D,, f) para extender la continuacién de [f], hasta el punto a.

Afirmamos que t5 = 1. Demostremos esta afirmacién por contradiccién, para lo cual
suponemos que ty < 1. Utilizando de nuevo la continuidad de 7, podemos hallar un punto
t3 > t; de forma que y(t3) € D,, pero esto implica que [f], se puede continuar también
hasta ~y(t3) utilizando gérmenes en G, lo cual no es posible ya que t; era el supremo con esta
propiedad y es menor estricto que t5. Por lo tanto ¢t = 1 y de esta forma hemos demostrado
que se puede continuar el germen [f], a lo largo de toda la curva ~. O

Corolario 3.13. Si adicionalmente a las hipotesis de la proposicion anterior se tiene que €2
es una region simplemente conexa, entonces cada germen en G se extiende en toda la region
Q, a una funcion f, que cumple que para todo a € 2, el germen de f en a, |f|. pertenece G.

Demostracion. Sea [f], un germen en G. Dado que € un conjunto conexo por trayectorias
(pues por definicién un espacio simplemente conexo es conexo por trayectorias), para todo
punto ¢ € {2 existe una curva y en {2 que une a p con ¢q. Por el lema anterior, el germen
[f]p se puede continuar analiticamente a lo largo de v definiendo asf una extensién de f a un
subconjunto de €2 que contiene a ¢g. Dado que €2 es una regién simplemente conexa, podemos
recurrir al teorema 3.7 para asegurar que la extensién de f que hemos obtenido no depende
de la curva v, y como ¢ fue un punto arbitrario en €2, concluimos que se puede extender f a
toda la regién 2.

Para ver que la funciéon obtenida no es multivaluada, supongamos, para llegar a una
contradiccién, que existe un germen [f], y una curva cerrada 7y tal que al hacer la continuacién
de este a lo largo de 7y, obtenemos un germen diferente en a, digamos | f]a Eso implica que
rodeamos con la curva al menos un punto de ramificacién. Por otro lado, dado que los puntos
de ramificacién son aislados, podemos hallar una curva cerrada o que empiece y termine en a,
y que no rodee a ningiin punto de ramificacién, entonces al hacer la continuacion del germen
[f]a & lo largo de ella, obtenemos el mismo germen. Por el teorema de monodromia, las dos
continuaciones producen el mismo germen, pues al ser la regién simplemente conexa, vy o
son homdétopas. Por lo tanto [f], = [f]a, 1o cual es una contradiccion. O

La proposicién 3.12 y su corolario son tutiles para decir cudndo una funcién admite con-
tinuacion analitica sobre una region y las utilizaremos mas adelante. Ahora vamos a definir
la superficie de riemann de una funcién f sobre una regiéon en C.

Definicién 3.14. Sea Q C C una region, D C € un disco con centro en a y (D, f) un
elemento de funcién. Para obtener la superficie de Riemann no ramificada de f sobre €2
hacemos lo siguiente:

1. Consideramos todas las continuaciones analiticas de (D, f) alo largo de curvas +; (i € I)
contenidas en (2, con extremos a y a; (Figura 3.13).

2. Con cada continuacién obtenemos un elemento de funcién (D;, f;) y el disco D; es
homeomorfo via la funcién ¢ al disco [D;, fi]a,-
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Figura 3.13.

3. La unién de los discos [D;, fila, (i € I) obtenidos de esta manera, es la superficie de
Riemann no ramificada de f sobre Q y la denotamos por (€2, [f].), es decir

M, [fla) = JIDs, fila, (3.3)

el

Este conjunto (€2, [f].) es un abierto contenido en M y por lo tanto es, en efecto, una
superficie de Riemann, adema&s estd unicamente determinado por el germen de f en a, [f]4,
y algunas veces serd necesario especificarlo, entonces diremos que 9(€2, [f].) es la super-
ficie de Riemann no ramificada de f sobre Q partiendo de [f],. Dado un punto x € €, al
conjunto de gérmenes en x que pertenecen a la superficie (€Y, [f],) lo llamamos la fibra de .

Para tener una imagen en mente, recordemos que cada disco [D;, fi]a, en 9 es homeomorfo
al disco abierto D; C (@, consideremos entonces el espacio X = L;c;D; que es la unién ajena®
de los discos D; y definamos en ¢l una relacién R de la siguiente manera: paraa € D; y b € Dj,
aRb si [fila = [fjlp- Esta es una relacion de equivalencia en X y al hacer el cociente de X
por esta relaciéon obtenemos la manera clasica de representar a una superficie de Riemann,
que es una coleccion de abiertos pegados en donde vamos a redefinir la funcién f que antes
era “multivaluada” (Figura 3.14 (a)).

5Consideramos la unién ajena porque podria suceder que dos discos indexados con indices diferentes D;
y D; sean iguales como conjuntos de C.
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Figura 3.14.

Una vez definida la superficie de Riemann no ramificada de una funcién meromorfa sobre
una regiéon, lo que sigue es definir las singularidades de la funcion para poder dar la superficie
de Riemann Ramificada de f.

Definicién 3.15. Sea Q@ C C una regidn, (Dy, f) un elemento de funcién con D, C Q 'y
v : [0,1] — € una curva que inicia en a y termina en b. Decimos que v conduce a f a una
singularidad si f admite una continuacién analitica a lo largo de 7|j1-¢ para todo € > 0,
pero no a lo largo de 7. Si 7 es otra curva con los mismos extremos que vy (Figura 3.14 (b))
decimos que 7 conduce a f hacia la misma singularidad si para cualquier vecindad A de b
existe un ¢ € [0,1) tal que y(t),7(t) € Ay las superficies M(A, [fl,@) v (A, [flr@)) son
iguales. En este caso diremos que 7y esté relacionada con 7. Esta relacion es de equivalencia y a
cada clase la llamaremos singularidad de f en § definida por . Denotamos como f, a la clase
de 7. Decimos que DM (2, [f].) es una superficie reqular sobre Q si f no tiene singularidades
en ), es decir, el elemento (D,, f) admite continuacién analitica a lo largo de cualquier curva
~v C ) que empiece en a.

Ejemplo 3.16. El logaritmo complejo admite continuacién analitica a lo largo de cualquier
curva en 2 = C\ {0} excepto si la curva tiene como extremo final a z = 0 pues en este punto
el logaritmo no esté definido. Por lo tanto esta funcién es regular en C \ {0}.

Definicién 3.17. Sea Q@ C C una region, (G, f) un elemento de funcién con G C Q y f,
una singularidad de f en (2.
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=

Figura 3.15.

1. Decimos que la singularidad f, es aislada si existe un disco D con centro en (1) tal que
la superficie de Riemann no ramificada de f sobre el disco agujerado D* = D \ {~(1)}
partiendo de un punto y(¢) € D* es regular® sobre D* (Figura 3.15).

2. 81z, € @, decimos que la singularidad f, admite a z, como limite si para cualquier
curva 7 en la clase de f, se tiene que lin% f(7(s)) = 2.
5—

3. La singularidad f, es algebraica si es aislada, admite un limite en y(1) y la fibra de
cada punto x en D* es finita'.

Puntos de ramificacion

Sea Q una regién en C y v : [0,1] — Q una curva con extremos y(0) y (1) = b.
Supongamos que f es una funcién analitica definida en Q \ {b} y que y conduce a f a una
singularidad algebraica, esto implica entre otras cosas, que existe un disco D con centro en
b tal que la superficie de Riemann no ramificada de f sobre D* = D\ {b} es regular. Nos

SVer definicién 3.15.
"Aqui D es el disco con centro en y(1) que existe por ser f+ una singularidad aislada y la fibra de x es el
conjunto de gérmenes en x que pertenecen a la superficie de Riemann no ramificada de f sobre D*.
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interesa analizar el comportamiento de la fibra de los puntos de la forma ~(¢) que estan
en el disco agujerado. Fijemos pues un punto y(t) = x € D* y observemos que su fibra se
obtiene al hacer la continuacién analitica de f a lo largo de una curva cerrada que empieza
y terminan en x, llamémosla . Si § no rodea al centro del disco, entonces es homoétopa a la
curva constante de valor x y la continuacién analitica de f a lo largo de § no produce ningin
germen nuevo (por el teorema de monodromia). Supongamos entonces que /3 rodea a b y sea
[f]2 el germen con el que empezamos a hacer la continuacion.

Figura 3.16.

Realizando sucesivas continuaciones de [f], a lo largo de 8 obtenemos una coleccién de
gérmenes en x que pertenecen a M(D*, [f].) (esto es la superficie de Riemann no ramificada de
f sobre D* partiendo de [f],) digamos [f1]., [f2]z, s [fn]z, --- PETO como los gérmenes en = que
pertenecen a M(D*, [f],) son finitos® existe algin natural ¢ tal que [f], = [f,].. Supongamos
que ¢ es el menor natural con esta propiedad (Figura 3.16 ). Dado que 8 genera al grupo
fundamental de D*, cualquier otra curva a que rodee a b sera hométopa a 3 y los gérmenes
que obtengamos haciendo la continuacién analitica de [f], a lo largo de « serdn exactamente

[filzs [fo)zy - [fq)a- Por lo tanto la fibra de z es el conjunto F, = {[filz, [folzy - [fole = [f]2}-

8pues supusimos que la superficie de Riemann no ramificada de f es regular sobre D*
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Observacion 3.18. Con el fin de ver que todas las fibras tienen el mismo nimero de ele-
mentos, elijamos otro punto z € D* y sea ¢ una curva simple que empiece en z y termine en
z y que no rodee al centro del disco. La continuacién de cada germen |[f;], a lo largo de o nos
da un germen [g;], en la fibra de z y de este modo obtenemos ¢ gérmenes diferentes® en z.
Ahora supongamos que [h], es un germen en la fibra de z. Entonces ese germen se obtuvo de
hacer la continuacién analitica de algin [¢;], a lo largo de una curva cerrada p que empieza
y acaba en z y que rodea a b. Sea [k], el germen que obtenemos de hacer la continuacién
analitica de [h], a lo largo de o~!. Notemos ahora que p = o * pu* 0~! es una curva cerrada
que empieza en x, acaba en z y rodea a b, ademéds la continuacién analitica del germen [f;],
a lo largo de p nos da el germen [k],, por lo tanto es uno de los germenes de la fibra de z,
digamos [f;], pero como la continuacién de este germen a lo largo de o es tnico, entonces
[h]. = [g;].. Concluimos entonces que la fibra de z tiene exactamente ¢ elementos.

Como la singularidad f, es algebraica, entonces existe un nimero 2z, € C tal que para
cualquier curva 7 en la clase de v el limite lim; 1 f(7(t)) es igual a z;. Usando este hecho y la
observacion 3.18, vamos a definir un nuevo germen en el punto b, para hacerlo consideremos
el conjunto de gérmenes formado por las fibras de cada punto en D*, esto es |J,.p« Fo =
M(D*, [f]z)- El siguiente lema nos dice que esta superficie es homeomorfa a un disco abierto

en C.

Lema 3.19. Sea D un disco abierto en C con centro en b y f una funcion definida en el
disco agujerado D*. La superficie no ramificada de [ sobre D* partiendo de un germen [f]z,
IM(D*,[f]z), es homeomorfa a un disco abierto en C.

Demostracion. Lo primero que haremos es organizar de alguna manera a los gérmenes de
M(D*,[f]z) - Sea ¢ la cardinalidad de la fibra F, de cada punto z € D*. Consideremos
un segmento de linea m que una a b con un punto en la frontera de D y llamemos M al
disco D menos este segmento, es decir, M = D \ m. Ahora fijemos un punto x, € M y sea
{lf1)zos [f2lzg, - s [fqlzo } 1 fibra de z, (Figura 3.17 (a)). Notemos que M es una regién sim-
plemente conexa y la coleccién de gérmenes {[f].: ¢ € M} es suficiente para la continuacién
analitica en M (ver definicién 3.11) asi que por el corolario 3.13 tenemos que cada germen
en la fibra de z, se puede extender a una funcion definida en toda la regiéon M. Llamemos
hi,ha, -+, h, a estas g funciones (Figura 3.17 (b)).

Si y es otro punto en M, entonces hay ¢ gérmenes en la fibra de y: [fi]y, [folys - 5 [folys
y cada germen [f;], coincide con alguna de las funciones hy, ho,--- , h, en una vecindad de
y, pues estas tltimas fueron construidas usando exactamente a los gérmenes en las fibras de
los puntos de M, asi que sin pérdida de generalidad podemos decir que la fibra de y es el
conjunto de gérmenes [h1]y, [haly, - -, [hgly, donde hy, ho, -+, hy son las funciones obtenidas
a partir de la fibra de z,. De este modo hemos organizado en g paquetes a los gérmenes en
los puntos de M.

98i estos gérmenes no fueran diferentes dos a dos, entonces la continuacién analitica a lo largo de la curva

o~ ! no serfa tnica
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Figura 3.18.

Ahora vamos a organizar a los gérmenes en la fibra de los puntos del segmento m \ b. Sea
z €m\by [fi]. un germen en la fibra de z. Tomemos un disco K con centro en z en donde
esté definida la funcion f;, pero de un radio suficientemente pequeno para que su interseccion
con M sean dos abiertos ajenos K; y Ky (Figura 3.18). Sea z un punto en K; y observemos
que uno de los gérmenes en la fibra de z es [f;]., pero como z € M, entonces f; = h; para
alguna j € {1,---, ¢}, esto quiere decir que f; = h; en una vecindad de z y por el teorema
de la identidad, estas dos funciones son iguales en toda la regién K. Si ahora tomamos un
punto w € K, y consideramos el germen [f;],, también tenemos que f; es igual a alguna
funcién hg en una vecindad de w y por el teorema de la identidad, estas dos funciones seran
iguales en toda la regién K.

Vamos a renombrar al germen |[f;], como |f;s], y hacemos esto com los demds gérmenes de
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la fibra de = para que queden etiquetados de la siguiente manera: [fis]s, [foslz, - -« , [fq1]z- De
este modo organizamos a los gérmenes en los puntos del segmento m \ b. Ahora ya podemos
empezar a construir el homeomorfismo entre M(D*, [f],) v un disco abierto de C, este mapeo
serd la composicién de otros tres. Vamos a distinguir dos casos, uno cuando b € C y el otro
cuando b = co. Supongamos primero que b € C. El primer es la funciéon proyeccién definida
anteriormente ¢ : M(D*, [f].) — D* dada por [f]. — c. El segundo mapeo es simplemente
trasladar el disco D al origen, es decir z — 2z — b. La tercera funcién esta dada por la regla

2 eilos()

= i Supongamos que € es el radio de D y sea E* el disco agujerado con

centro en cero de radio €¢. Definimos entonces la transformacién ® : IMM(D*,[f],) — E*
1

como ®([f].) = (c —b)a.

_— oma
I - %

(2m)i Z
q
2m)i-1 \ o

(2m)2

(c-b)a

Figura 3.19.

Para ver que ® es un homeomorfismo es necesario especificar las ramas del logaritmo
1 . ET .
que vamos a utilizar en la funcién z — z<. Sin pérdida de generalidad supongamos que el
conjunto m — b es una recta contenida en R. Sea [f]. un germen en 9M(D*, [f]..).

e Sic ¢ m, sabemos que [f]. = [hi]. para alguna i € {1,--- ¢}, entonces
O ([hy]e) = 12 ysando la rama del logaritmo [27(i — 1), 27i)
e Sic € m, entonces [f|. = [fi—1)y. v utilizaremos la rama [27(i — 1) — 7, 270 — )

64



CAPITULO 3 3.1. SUPERFICIE DE RIEMANN DE UNA FUNCION

De este modo la funcién ® es continua, biyectiva y podemos definir su inversa, que también
serd una funcién continua. Si ¢ = oo el inico cambio que hay que hacer es que en lugar de la
funcion z — z — b usamos z % y de este modo obtenemos un disco centrado en el origen y
lo demés funciona igual. O

Series de Puiseux

Ahora recordemos que empezamos con una singularidad algebraica f, y esto implica que
existe un numero z, € C tal que lim;,; f(7(t)) = 2, = f(b) para cualquier curva 7 que
conduzca a f hacia la misma singularidad que 7. Usando la notacion del lema anterior,
vamos a definir un germen en el punto b. Definamos la funcién F' : £ — C de la siguiente
forma (Figura 3.20)

i(§7+0) siarg(¢) € (21, 2m)
- {fz 1) (67 +b) st arg(§) = ZH

q

Como nuestra funcion inicial f es analitica en D*, cada funcién h; (6 fi;+1)) es analitica en

:aﬁf NS — {7
\\Q;Z/"//Lm / i 2
(\\\ /’/ o eni- N
()i
EE

Figura 3.20.
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D*, entonces F' es analitica el disco agujerado E* y podemos expresarla como una serie de
Laurent F(§) = > _a, £" y usando esta expresiéon podemos dar una para cada funcién h;

haciendo el cambio de variable £ = (z — b)%
1 - n
hi(z) = F((z=b)7) =) _a, (z—b)

Observemos que la funcién (z — b)% tiene g valores dependiendo de la rama del logaritmo que
escojamos, y cada una de estas elecciones (o equivalentemente, cada uno de estos valores)
representa una de las funciones h;. A este tipo de series con exponentes racionales se le conoce
como series de Puiseux. Si b = oo entonces esta serie se escribe como

1 i an
hi(z) = F(m) =D

— 00

Para extender la funcién F' al punto £ = 0 veamos que el lim,_,;, h;(2) existe y es el mismo
para todas las funciones h;. Consideremos una curva p que empiece en x € D* y acabe en
b. Dado que lim;_,; p(t) = b, es equivalente analizar el lim,;_,; h;(p(t)) Ahora, el germen [h;],
se obtuvo de hacer la continuacién analitica del germen [f], a lo largo de una curva 8 que
empieza y termina en z (o alguna potencia de ) y que rodea a b. Luego, la concatenacién
B * p es una curva que empieza en x y acaba en b, y conduce a f hacia la misma singularidad
que v, ademds z, = limy_,; f(5 * p(t)) = limy_; h;(p(t)). Por lo tanto para cada i = 1,..., ¢,
lim, ,;, hi(2) = z,. Definimos entonces F'(0) = z,,.

Observemos que F' es una funcién meromorfa definida en todo E, entonces podemos con-
siderar el germen [Fg. Vamos a definir el germen de f en b como [f], = [Fo, es decir, todas
las funciones que coinciden con F' en una vecindad de & = 0. El germen [f], es llamado un
germen de ramificacion de orden q — 1 asociado a la singularidad f,. Es muy importante
observar aqui que si 0 define otra singularidad algebraica f5 diferente a f, entonces obten-
dremos otro germen de ramificacién [f |, diferente al germen [f],, pues las superficies de
Riemann no ramificadas de f en D* partiendo de dos gérmenes de la forma [f],) v [flse
(para un t suficientemente cerca de 1) son diferentes porque v y d no estén en la misma clase
de equivalencia.

Definicién 3.20. Sea 2 una regién en C, (D, f) un elemento de funcién, donde D es un
disco con centro en a contenido en ). Supongamos que todas las singularidades de f en 2
son algebraicas. Para obtener la superficie de Riemann de f sobre €2 hacemos lo siguiente:

1. Construimos la superficie de Riemann no ramificada de f sobre €2, que hemos denotado
como M(Q, [f].) v consideramos todas las curvas 7; en  que conducen a f a alguna
singularidad algebraica.

2. Sabemos que cada singularidad algebraica ~; tiene asociado el germen de ramificacién
[fli(1)- Llamemos 91 al conjunto de gérmenes de ramificacién.

66



CAPITULO 3 3.2. SUPERFICIE DE UNA FUNCION ALGEBRAICA

3. Definimos la superficie de Riemann de f sobre € como IM(, [f].) UN, es decir, la
union de la superficie de Riemann no ramificada de f sobre €2 con todos los gérmenes
de ramificacién que obtuvimos en el paso anterior. Denotamos a esta superficie como

S, f)-

La fibra de un punto z € ) es el conjunto de gérmenes en z (incluyendo los de ramificacién)
que pertenecen a la superficie S(£2, f) y la denotamos como F,. Para demostrar que S(€2, f)
es en efecto una superficie de Riemann debemos darle una topologia, luego una cubierta de
abiertos de esta topologia y después un homeomorfismo entre cada elemento de la cubierta y
un abierto de C de modo que las funciones de transicién sean analiticas. Comencemos toman-
do un germen [f], en S(2, f) y D un disco abierto con centro en x. Si [f], es de ramificacién,
definimos un disco con centro en [f], como [D, f|, = {[f]. € M(D*,[f].)} U[f]s, esto es, to-
dos los gérmenes de la superficie de Riemann no ramificada de f sobre el disco agujerado D*
junto con el germen [f],. Si [f], no es de ramificacién, seguimos considerando los discos de la
forma [D, f]. = {[fla : @« € D}. La coleccion T = {A C S(Q, f) :V [fl. € AT [D, f]l. C A}
es una topologia para S(£2, f) y con ella es un espacio Hausdorff. Ahora para cada germen
[f]z en S(, f) elijamos un disco [D, f], con centro en este germen de modo que no contenga
ningtin germen de ramificacion, salvo quizas [f],. La coleccion A = {[D, fl. : [f]. € S, f)}
es una cubierta abierta para esta superficie y cada uno de sus elementos es homeomorfo!? a
un disco abierto de C, Por lo tanto s6lo nos queda verificar que las funciones de transicién
son analiticas.

Supongamos que dos discos [D, fl. v [E, f]s se intersecan y son tales que a lo mas su
centro es un germen de ramificacién. Si a = b entonces D C F o E' C D y los gérmenes [f], y
[f]» son iguales, por lo que la funcién de transicion es la identidad. Supongamos entonces que
a # b. En la interseccién de los discos [D, f], v [E, f] s6lo puede haber puntos que no sean
de ramificacién (de lo contrario, en cada disco habria mas de un punto de ramificacién, pero
tomamos cada disco de la cubierta de forma que esto no sucediera). Supongamos que el grado
de ramificacion de [f], es q y el grado de ramificacién de [f], es r (la funcién que vamos a dar
es valida para cuando ¢ = 1 o r = 1, es decir, cuando sélo uno de los puntos, o ninguno, es
de ramificacién). Sea [f]. un punto en la interseccién de los dos discos. Supongamos primero
que a # 00 y b # oo. En este caso la funcién de transicién estd dada por z + [(29+a) —b]'/".
Sia=o00yb# oo, lafuncién de transicion es z — (Zi — b)Y ysia#ocoyb=o0,la

q
funcién de transicion es En cualquier caso la funcién de transicion es analitica.

1
(z4a)e/r"

3.2. Superficie de una funcién algebraica

Recordemos que una funcién f : C — C es algebraica si satisface la igualdad P(z, f(z)) =
0 donde P : C? — C es un polinomio de la forma P(z,w) = ag(2)w™ + a1 (2)w™ ™! +- - -+a,(2),

10Via la proyecién ¢ o el mapeo ® definido en el lema 3.19 extendido al germen de ramificacién como

o([f]z) =0.
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en el cual cada coeficiente ay(z) es a su vez un polinomio en z con coeficientes en C. Decimos
que f es una funcion algebraica asociada al polinomio P. El siguiente lema nos dice que las
funciones que obtenemos de hacer la continuacién analitica de una funcién algebraica, son
también funciones algebraicas.

Lema 3.21. Sea (D, f) un elemento de funcion tal que P[z, f(z)] = 0 para toda z € D.
Si (D, f) ~ (D1,g1) ~ -+ ~ (Dg,gr) es una continuacién analitica de (D, f) entonces
Plz, gx(2)] = 0 para toda z € Dj,.

Demostracion. Definamos la funcién H(z) = Pz, f(z)] : D — C. Notemos que esta es la
funcién constante cero. Podemos definir también las funciones H,;(z) = P[z, g;(z)] en cada
disco D;. Luego, en D; N D;,; tenemos que g; = gj4+1, esto implica que en esas intersecciones
H; = H;j4y y como H = Hy en DND; entonces H; es la funcién constante cero (por el teorema
de la identidad) y esto implica que cada funcién H; = 0, en particular Hy(z) = P|z, gx(2)] =0
para todo z € Dy. O

Ses P un polinomio de grado n en w. En general para z € C fija, la ecuacién P(z,w) = 0 es
una ecuacién polinomial con n raices diferentes en w; a tales valores de z los llamamos puntos
regulares de P. Los valores excepcionales de z conforman el conjunto Cp de puntos
criticos y satisfacen alguna de las siguientes condiciones:

1. z=00
2. ap(z) =0
3. P(z,w) = 0 tiene una raiz repetida w.

Lema 3.22. El conjunto de puntos criticos de cualquier polinomio P(z,w) irreducible es
finito.

Demostracion. Notemos que s6lo hay un nimero finito de puntos en C que satisfacen 1 o 2,
a saber, los ceros de ag(z) y el infinito. Con el fin de mostrar que los puntos que satisfacen
la tercera condicién también son un numero finito, consideremos a la derivada P, de P
respecto a la variable w y veamos que ella y P son primos relativos ''. Supongamos que
estos polinomios tienen un factor S en comun, entonces P = ST y P, = SU. Como P es
irreducible, alguno de los polinomios S o T" es constante. Si T es constante, entonces S tiene el
mismo grado en w que P, lo cual implica que el grado de P,, en w es al menos n, pero esto no
pasa, por que el grado en w de P, es n — 1. Entonces S es constante. Asi, los tinicos factores
en comin de Py P, son constantes, por lo tanto estos polinomios son primos relativos.

Utilizando ahora el teorema B.5, tenemos que P y P, tienen raices en comun sé6lo para una
cantidad finita de puntos z € C. Por lo tanto el conjunto de puntos criticos Cp es finito. [

En un punto regular a € @\C’p la ecuacién P(a,w) = 0 tiene n raices diferentes wy, ..., w,,.
El siguiente resultado muestra que para todo z en una vecindad de a las raices de P(z,w) =0
son simples y diferentes.

1Dos polinomios P(z,w) y Q(z,w) son primos relativos (o coprimos) si no tienen ningtin factor en comn,
excepto por constantes.
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Lema 3.23. Sea a € C \ Cp y sean wy, ..., w, la raices de P(a,w) = 0, entonces existe un
disco D con centro en a y elementos de funciones analiticas (D, f1), ..., (D, f,) tales que:

1. fi(a) =w; parai=1,...n

2. Para cada z € D las soluciones de P(z,w) = 0 son w = fi(z) coni = 1,...,n, todas

simples y diferentes.

Figura 3.21.

Demostracion. Sea v; una curva cerrada en C tal que I(yi, w;) = 1, I(v,w;) = 0y w; ¢ v
para i # j. Por el teorema del conteo de raices y polos (teorema C.2) tenemos que

Gl(Z) — 1 M dw = |:Z[(’)/Z,CLJ) — Z[(’Yz,bl):|

2mi )., P(z,w) = —
donde P,, = %2 a; son los ceros de P(z,w) y b; sus polos.
Sea x un punto en ~;. Como ~; no contiene a ningtino de los puntos wy, ..., w,, entonces
P(a,z) # 0. Sea B C C una vecindad de P(a,x) que no contenga al cero. Dado que el

polinomio P(z,w) es continuo en todo punto de C x C, (en particular es continuo en (a, z)
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) existen vecindades U, de a y V, de x tales que P(U, x V) C B, por lo tanto, para todo
(z,w) € Uy x V., P(z,w) # 0. Ahora, como la coleccién {V, : x € 7;} es una cubierta abierta
de v; y esta curva es compacta, existe un ntmero finito de puntos en ~;, x1, ..., z; tales que
la coleccion de abiertos {Vi,, ..., Vi, } la cubren, y para estos puntos existen las respectivas
vecindades de a, Uy, ..., U, , en las que P(z,w) es diferente de cero (Figura 3.22).

N . ! ’
7
S~ - -7 S~_d_--
l |. \ ~f-
L /
\ /
A 4
~ _-

Figura 3.22.

Notemos que N; = ﬂleUi es una vecindad abierta de a y V; = UleVi es un abierto que
contiene a 7;, y en NV; x V; se tiene que P(z,w) # 0. Por lo tanto en este abierto esté definida

y es continua la funcion
1 Py(z,w)
h = ——"
(2, w) 211 P(z,w)

Ahora derivando con respecto a z a la funcion h, obtenemos lo siguiente:
1 P,.(z,w)P(z,w) — Py(z,w)P.(z,w)
27 [P(z,w)]?

h,(z,w) =

y esta funcién es continua en U x V', por que los ceros de [P(z,w)]? son los mismos que los
de P(z,w),yen U x V, P(z,w) # 0. Se cumplen entonces las hipdtesis del teorema C.6, por

lo tanto la funcién . Py ()
w(Z,w
Gilz) = 270 /% P(z,w) dw

es analitica en N; y por lo tanto continua en esta vecindad. Ahora, como P(z,w) es una
funcién polinomial, no tiene polos, entonces G;(z) es el niumero de ceros de P(z,w) (como
funcién de w) que encierra la curva 7;. Como esta funcién G; es continua y con valores en N,
debe ser constante. Evaluando en z = a tenemos que G;(a) = 1 pues elegimos a 7; de forma
que s6lo rodeara a una raiz de P(a,w) = 0. Por lo tanto G; = 1 en Nj, esto implica que ~;
solo encierra a una raiz w de P(z,w) = 0 (para z € N;) a la cual vamos a denotar como
w = f;(z). Por la unicidad de esta solucién tenemos que fi(a) = w;.
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Sea D un disco con centro en a y contenido en N7, N;. Entonces para todo z en D, la
ecuacién P(z,w) = 0 tiene n raices diferentes, cada una encerrada en una curva que rodea a
los puntos wy, ..., w, (Figura 3.23).

Figura 3.23.

Nos resta demostrar que la funcién f; : D — C definida anteriormente es analitica. Por
la proposicién C.3, aplicada a la funcién de w, P(z,w), tenemos que

1 wP,(z,w)
— | —————= dw = a; k; — by r 3.4
omi )., P(z,w) D aiki=) b (3-4)
donde a; son los ceros de P(z,w) que encierra ; (con multiplicidades k;) y b; son los polos
de P(z,w) que encierra 7; (con multiplicidades ;). Ahora bien, la curva 7; no encierra polos
de P(z,w) (el infinito es el tnico polo de P(z,w) pero podemos elegir 7; de forma que no
encierre a 00), hemos visto que sélo encierra a uno de los ceros de P(z,w), al cual hemos

denotado como f;(2), y este cero es una raiz simple, asi que

1 wPy(z,w) B

Notemos ahora que la funcién

~ 1 Py(z,w)
Wz w) = omi P(z,w)
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es continua en N; X V;, (pues en ese abierto P(z,w) # 0) y su derivada respecto a z

1 Pp.(z,w)P(z,w) — Py(z,w)P.(z,w)
h.(z,w) = wo— TAERDIE

también es continua en N; x V;, asi que utilizando nuevamente el teorema C.6 tenemos que
la funcion
1 Py(z,w)
(z2)=— | w——"— dw
fi(z) 27i /% P(z,w)

es analitica en ;. O

Observacién 3.24. El lema 3.23 nos dice que si fijamos un punto z € C \ Cp entonces
podemos escribir al polinomio P(z,w) como

P(z,w) = P.(w) = Hw — fi(2)

Observacién 3.25. Recordemos que si £ C C y G es un conjuto de gérmenes en 91, decimos
que G es suficiente para hacer continuacion analitica en E si cumple las siguientes condiciones
para cada punto a de E:

(i) El conjunto G, =GN~ (a) # 0, es decir, G tiene elementos de la forma [f],.

(ii) Existe un disco abierto D, C E con centro en a tal que si [f], € G, entonces f es
meromorfa en D,, es decir, los gérmenes en G, tienen un dominio en comun.

(iii) U{Gy: b € Do} = U{[Da, fla : [f]a € Ga}

La coleccion G = {F, 1 a € @\C’p} es un conjunto suficiente para la continuacion analitica en
C\ Cp. Como consecuencia de este hecho y del corolario 3.13, obtenemos el siguente teorema.

Teorema 3.26. Si E es una region simplemente conezxa en @\Cp, entonces existen n funcio-
nes fi,..., fn en E tales que para cualquier z € E, las soluciones de la ecuacion P(z,w) =0
sonw = fi(z) (i=1,---,n) todas simples y diferentes.

Demostracion. Tomemos un punto a € E. Sabemos que la fibra de a, F, consta de n ele-
mentos de funcién [fi]a, -, [fu]a v estos gérmenes son elementos del conjunto G = {F, : a €
C \ Cp}, el cual es suficiente para la continuacién analitica en E, y como F es una region
simplemente conexa, el corolario 3.13 implica que cada germen [f;], € F, se puede extender
en todo E a una funcién f; que satisface la ecuacién Pz, f;(z)] = 0 para todo z € E (pues
para hacer la extensién usamos elementos del conjunto G). O
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Sabemos que el conjunto de puntos criticos del polinomio P es finito ¢y, ---,¢.. Si
es una curva en C, sin autointersecciones, que contiene a los puntos criticos y Q C \ B,
entonces {2 es una region simplemente conexa, y por el teorema anterior existen n funciones
fi,-++, fn 1 @ = C que satisfacen la ecuacion P(z, f;(z)) = 0, es decir, n funciones algebraicas
asociadas al polinomio P. Si fijamos una de ellas, digamos f;, decimos que las otras funciones
f2y ooy fr sOn ramas de la funcion fi. Para poder construir la superficie de Riemann de una
de estas funciones algebraicas, necesitamos analizar su comportamiento en los puntos criticos

de P.

Analisis del comportamiento de una funciéon algebraica
en los puntos criticos

Sea ¢ € Cp. Como los puntos criticos son finitos, podemos tomar un real € > 0 tal que
el disco D con centro en ¢ y radio € no contiene mas puntos criticos. Tomemos un punto
aen E = D\ {c}, entonces tenemos n gérmenes [fil,, ..., [fn]a €n a que son las funciones
algebraicas que satisfacen la ecuacién P(z,w) = 0 para z en una vecindad de a y pueden ser
continuados analiticamente a lo largo de cualquier curva v en E. Si 7 es una curva cerrada
que empieza y termina en a y que rodea una vez a ¢ (Figura 3.24) entonces la continuacién
de cualquier germen [f;], a lo largo de v produce un germen [f;], en a = y(1). Ademsds este
germen es tnico debido a la unicidad de la continuacién a lo largo de la curva v~!, asf que
podemos definir una funcién en la fibra de a, ¥ : F, — F, como Y([fila) = [fjla. Notemos
que 9 es una permutacion de los gérmenes y sabemos que siempre podemos descomponer una
permutacion como producto de ciclos ajenos, asi que cada germen esta contenido en un ciclo
([filas --s [fq)a) de longitud ¢ < n. Cada uno de estos gérmenes se extiende en una vecindad
de ¢ a una funcién representada por una serie de Puiseux

:Zam (z—¢)d sic#oo obien (3.5)
:Zam—m si =00 (3.6)
= za

usando la rama del logaritmo [27(i — 1),2mi). Si ¢ < n entonces ¢ tiene mds de un ciclo y
para cada uno tenemos series similares, lo que cambia es la longitud del ciclo y eso se refleja
en el denominador del exponente de cada término de la serie. Tenemos tres casos para ¢y
analizaremos cada uno por separado.

Caso 1 ¢ = oo . Sea M el maximo de los grados de los polinomios ay, ..., a,. Tomemos
i € {0,...,n} y supongamos que a;(z) = 2z*ag + ... + a. Dividiendo este polinomio entre z™
obtenemos
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- ~
e >
y’ N
[ () )’ )
N ’
~ 7
~ - _ -
Figura 3.24.

Observemos que g;(c) € C pues

(¢) = 0siM >k
gi\e) = o siM =k

y ademds es una funcién continua en C\ {0}, asi que existe una vecindad U; de oo en la que
esta funcién es continua y acotada'?. Como esto sucede para cada ¢ € {0,...,n}, entonces
tomando V' = NI, U; tenemos que todas las funciones g; son acotadas en la vecindad V' de
oo (Figura 3.25). Por otro lado, también sucede lo mismo para la funcién 1/ag(z), pues al
evaluarla en ¢ nos da cero y es continua en todo punto diferente de cero, asi que existe otra
vecindad A de oo en donde esta funcién es continua y acotada. Lo anterior implica que cada
funcion
L a2) 1 az)
9i(z) ap(z) M ag(z)  2Mag(2)

es continua y acotada en V' N A. Consideremos ahora un punto z € VN A. Sea w una raiz de
P(z,w) = 0y supongamos que su norma es mayor que 1. Como w es raiz de P(z,w) tenemos
que P(z,w) = ap(z)w" + a1 (2)w™ ' + -+ + ap_1(2)w + a,(2) = 0, entonces

_ P(z,w) ap(z)w” ar(z)w" ! L apa(mw an(2)
0= ap(2)w1  ag(2)wnt T ag(2)wnl L ag(z)w™t  ap(z)wn 1

W a(z) | ana(?) 1 an(z) 1

T ap(z) * ap(z) w2 ag(z) wrt

2pues podemos suponer que g;(U;) se queda contenido en un disco con centro en g;(00).
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Figura 3.25.
Esto implica que
a(z an—1(z) 1 ap(z) 1
@) e L () 1
ao(z) ap(z) w2 ag(z) wrt

Tomando la norma de este vector y tenemos que

an(z

tn1(2) )’ 1
ag(2) ||wr]

ao(z)

1
+

++ |wn_2|

jw| =

Ahora, como |w| > 1, entonces |w*| > 1 lo cual implica que |w_1k| < 1 para k > 1, esto implica

que

a1(2) an(2)| _ g~ |aiz)
w < | =S+ [ =) |
a0(2) a0()| ~ 2 |a(z)
y dividiendo esta ecuacién entre |2 | obtenemos
wl _ N~ ail?)
— < <
1) = 2ty )| <

i1
Por lo tanto % < max{1,> " |gl}-

Ahora retomemos la funcién (3.6) fi(z) = Y7 ami%, que satisface la ecuacién Pz, fi(z)] =

0 (es decir, f;(z) es unarafz de P) entonces cuando z tiende a oo la funcién — f;(z) es acotada

5
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1 -
y haciendo el cambio £ = 1/z¢ tenemos que Z% = &M entonces la funcién

EMFE©) =) om &M Em

mEZ

es acotada cuando £ tiende a cero, pero esto es equivalente a que £9 F(€) tenga una singu-
laridad removible en ¢ = 0 lo cual implica que F tiene una parte principal'® de orden mayor
o igual que —gM. Por lo tanto la serie de f; en una vecindad de oo es

o0

D= Y an

m=—qM <1
y esto quiere decir que f; es meromorfa en oo y en este punto tiene un polo de orden a lo
mas gM.

Caso 2 ag(c) = 0, es decir, ¢ es una raiz de agp(z). Supongamos que la multiplicidad de ¢
como raiz de ag(z) es k > 1.Entonces ag(z) = A(2)(z —c)* donde \(2) es un polinomio que no
se anula en ¢, ( por que si se anulara entoces se escribiria como A(z) = B(z)(z—¢)" conr > 1,
pero entonces tendriamos que ag(z) = 8(2)(z — ¢)*™ contradiciendo que la multiplicidad de
¢ como raiz de ag(z) es k).

Como A(z) = % no se anula en ¢, entonces para cada i € {1,...,n}, la funcién
ai(z)  ai(2)(z—o)f  a;(2)
Az) ao(2) ao(2)

es continua y diferente de co en ¢, la continuidad implica que para cualquier disco D centrado
en h;(c) existe una vecindad U; de ¢ tal que h;(U;) C D, pero esto implica que en U;, la funcién
h; es acotada. Luego, tomando V' = NI, U; se tiene que para toda i € {1,...,n}, la funcién
h; es acotada en V. Ahora, si w es una raiz de norma mayor o igual que uno del polinomio
P(z,w) =0 con z € V, entonces

an(2)
ap(2)

ay(z)
ap(z

+ .+

jw| <

y multiplicando esta ecuacién por |(z — ¢)*| obtenemos que

~—

1(z
ao(z
n

= (=) € R

=1

Q

—Ck Z—Ck an(Z)Z—Ck
wz = 0 < | 5= 4t )

~—

13La parte principal de una serie de Laurent es la suma de los términos con grado negativo.
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Tenemos entonces que si |w| > 1, la funcién w(z — ¢)* es acotada en V. Por otro lado, si
tomamos w de norma menor que 1, entonces dicha funcién también permanece acotada, pues
¢ es un numero diferente de oo.

Consideremos ahora a la funcién (3.5) f;(2) = 32 am (z—¢) s que sabemos que satisface
la ecuacién Pz, f;(z)] = 0. Como f;(z) es una raiz de P, la funcién f;(z) (2 — ¢)* es acotada
en la vecindad V' de c entonces la serie

m

fi(2) (z = o)F = Zam (z—c)a (z—c)F

es acotada en V. Haciendo ahora el cambio (z — c)% = ¢ tenemos que £ = (2 — ¢)F y la
funcién

R PE) =% Y a, en (3.7)

es acotada cuando ¢ tiende a 0, lo cual pasa solo si la parte principal de la serie (3.7) es de
la forma

Cap € cgu1 EF e EF ey £
R R
gav okt & £
y esto quiere decir que F' es meromorfa en £ = 0 y tiene orden mayor o igual que —qk, por
lo tanto su serie es de la forma

F<£>: Z amfm

m=—qk
y entonces la serie de f en c es
o
filz)= D am(z—0)7
m=—qk

por lo tanto f; es meromorfa en oo y tiene en este punto un polo de orden a lo mas kq.

Caso 3 P(c,w) tiene raices repetidas. En este caso podemos suponer que ag(c) # 0y
que ¢ # oo porque esos casos ya los analizamos. Como ag(c) # 0, para cada i = 0,...,n la
funcién a;(z)/ao(z) es continua en una vecindad de ¢, entonces si D; es un disco con centro
en a;(c)/ao(c), existe una vecindad U; de ¢ tal que $(U;) € D;, por lo tanto en U; la funcion
a;/ag es acotada. Lo anterior implica que en V' = N,V; todas esas funciones racionales
estdn acotadas y por lo tanto > ", |a;(z)/ao(2)| es un ndmero finito. Si w es una raiz de

7
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P(z,w) =0con z € Vy |w| > 1 entonces

0 = ap(2)w" + a1 (2)w" " + ... + a,(2)
_ a0(2) . al(Z) | an(2) s
" —w" T+ + al dividir entre ag(z
") )" wlz) | @
w" ( ) ol an(z) 1 dividi t n—1
i 20(2) w -+ +W(a ividir entre w"™")
B ay(z) an(2) . .
=w + + ...+ —————, esto implica que
ap(z) ap(z)wn=1
—w = a(2) + ..+ %)1 y tomando la norma obtenemos
ap(z) ap(z)wn=
) = ) _an(2)
ol =~ ol = |25
ai(z) an(z)
< + .. —|— ues |w| >1
<@ a”(z) (utilizando la desigualdad del tridngulo)
ao(2) ap(2)
Por lo tanto |w| < max{1,Y " | |a;(z)/ao(2)|}. .
Ahora, como fi(z) = > _an (2 — ¢)7 satisface la ecuacién Plz, fi(2)] = 0, f(2) es

una raiz de P, entonces cuando z tiende a ¢ f(z) permanece acotada. Haciendo el cambio

(z — c)% = ¢, la funcién
= Z am gm

es acotada cuando £ — 0, lo cual implica que a,, = 0 para toda m < 1, por lo tanto F' es
analitica en & = 0. Luego, la serie de f; es de la forma

oo

m
g am (2 —c)
m=0

y esto significa que f; es analitica en c.

Superficie de una funcion algebraica

Una vez que terminamos el andlisis del comportamiento en los puntos criticos de las fun-
ciones algebraicas asociadas al polinomio P, podemos concluir que en estos puntos dichas
funciones son meromorfas. Utilizaremos este resultado para demostrar la siguiente proposi-
cion, que nos dice que las singularidades de una funcion algebraica son algebraicas.
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Proposicién 3.27. Sea P(z,w) un polinomio irreducible de grado n en w y f; una de las n
funciones algebraicas asociada al polinomio P. Entonces las singularidades de f; son todas
algebraicas.

Demostracion. Primero observemos que f; se puede continuar analiticamente a lo largo de
cualquier curva en C \ Cp, entonces las posibles singularidades de f; son curvas que empiezan
en un punto a € C \ Cp y terminan en algin punto critico. Sea v una de estas curvas con
extremos a y ¢ € Cp.

Tomemos un disco E con centro en ¢ que no contenga mas puntos criticos de P. Entonces
la superficie de Riemann no ramificada f; sobre E* es regular, pues f; admite continuacion
analitica lo largo de cualquier curva en E*. Ahora tomemos una curva a que empiece en a,
termine en ¢ y conduzca a f; hacia la misma singularidad*. Dado que f; es meromorfa en
¢ = a(1) entonces existe el limite lim,;_,; f;(«(t)). Finalmente consideremos un punto z € E* y
sea F, su fibra en la superficie no ramificada de f; sobre E*. Cada germen en F. se obtuvo de
hacer la continuaciéon analitica de f; a lo largo de alguna curva cerrada que empieza y acaba
en z, entonces por el lemma 3.21 tenemos que cada germen [g], € F, satisface la ecuacién
Pz, g(z)] = 0 pero esta ecuacién tiene sélo un nimero finito de raices, por lo tanto la fibra de
z es finita. Podemos concluir entonces que v conduce a f; a una singularidad algebraica. [

Definicién 3.28. Sea P un polinomio irreducible, f; una funcién algebraica asociada al
polinomio P y a € C \ Cp. La superficie de Rieman S de la funcion algebraica f; consta de
los gérmenes no ramificados que podamos obtener como continuacién analitica de [f;], junto
con los gérmenes de ramificacion originados a partir de las singularidades algebraicas de f;,
que estan dadas por curvas que acaban en los puntos criticos.

., Como se ven los gérmenes de ramificacion?

Sabemos que si ¢ es un punto critico, entonces tiene una vecindad agujerada D en donde
estan definidas las n funciones algebraicas asociadas a P, las cuales son meromorfas en ¢
y se agrupan en ciclos de longitud menor o igual que n para dar origen a los gérmenes de
ramificacion. Sea [f]. uno de estos gérmenes y supongamos que su grado de ramificacién es
g — 1, entonces para su definicién utilizamos a un ciclo de ¢ funciones algebraicas fi,..., f;
que satisfacen la ecuacién Pz, f;(z)] = 0 y este germen estd representado por una serie de
Puiseux

f(z) = Z am (z—0)7 si c£o00 6 f(z) = Z am 2 0 Si ¢ = o0.

Recordemos ahora que el lim,_,. f;(z) de cada una de las funciones fi, ..., f, que conforman
un ciclo es el mismo y es asi como esté definido el valor f(c). Esto nos sirve para demostrar
que [f]. también cumple la ecuacién Ple, f(c)] = 0. En efecto, supongamos para llegar a una
contradiccién que Plc, f(c)] # 0y sea A una vecindad de Ple, f(c)] que no tenga al cero.
Como P es una funcién continua, existen dos discos D; con centro en ¢y Dy con centro en

Hesto quiere decir que para cualquier vecindad A de ¢ existe un ¢ € [0, 1] tal que la superficie de Riemann
de f; sobre A empezando con el germen [f;],(;) es la misma que si empezamos con el germen [f;] ().
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f(c) tales que P(Dy x Dy) € A. Como lim,_,. f;(z), podemos escoger un punto z, € D; tal
que f;(2,) € Dq, entonces (2,, fj(20,)) € D1 X Dy y Plz,, fj(2,)] = 0 € A, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto Ple, f(c)] = 0.

Recordemos ahora que para z € C\C’p fijo, el polinomio P(z,w) se escribe como P(z, w) =
P,(w) = ;. w— fi(z) donde fi, ..., f, son las n funciones algebraicas asociadas al polinomio
P, pero como cada funcion f; esta definida en el conjunto de puntos criticos, entonces para
¢ € Cp tenemos que

P(c,w) = P.(w) = Hw — fie)

entonces f(c) es una raiz de multiplicidad ¢ de P.(w).

¢
(a) (b) B

Figura 3.26.

Para dar una representacién grafica del germen de ramificacién [f]. ponemos en el mismo
plano C x C a las graficas de fi, ..., fq restringidas a la regién E/, obtenemos entonces la gréfica
de la Figura 3.26 (a) y al considerar los posibles ciclos en ¢ obtenemos la géfica representada
en la Figura 3.26 (b). De este modo tenemos que cada punto singular da origen a un niimero
finito de gérmenes de ramificaciéon, y como Cp es un conjunto finito de puntos, entonces la
superficie de Riemann de una funcion algebraica tiene s6lo un nimero finito de gérmenes de
ramificacion que satisfacen la ecuacién P[z, f(z)] = 0 (Figura 3.27). La la imagen anterior nos
dice cémo se ve localmente la superficie de Riemann de una funcion algebraica. El siguiente
lema nos da un poco mas de informacién, pues nos dice que estas porciones que hemos
dibujado en realidad estan conectadas.
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N

"~

Figura 3.27.

Lema 3.29. Sea P(z,w) un polinomio irreducible de gradon enw y f;, una de lasn funciones
algebraicas que satisfacen la ecuacion P[z, f(2)] = 0. Entonces la superficie de Riemann de
fi, sobre C es coneza.

Demostracion. Llamemos S a la superficie de Riemann de f;, . Tomemos un punto a & @\CP
y sean Gy = {[f1]a,- -, [fu]a} €l conjunto formado por los n gérmenes en a que satisfacen la
ecuacion Pla, f;(a)] = 0. Uno de estos gérmenes es [f; ],. Recordemos que la fibra de un punto
z es el conjunto F, C S formado por los gérmenes de funcién definidos en z que pertenecen
a la superficie S.

Afirmacion 3.30. Cualquier germen en S que pertenezca a la fibra F, de a, es un elemento

de Go = {[f1]a,- - [fula}:

En efecto, supongamos que [gx], es un germen en la fibra de a, entonces se obtuvo de hacer
la continuacién analitica de (D, f;,) a lo largo de una curva cerrada v en C\ Cp que empieza
y termina en a (aqui D es un disco con centro en a). Sea (D, f;,) ~ (D1,91) ~ -+ ~ (Dg, gx)
tal continuacién (a también es el centro del dltimo disco Dy). Por el lema 3.21 tenemos que
Pz, grx(z)] = 0 para todo z € Dy, entonces la funcién g coincide en Dy con alguna de las
funciones fi, ..., fn, pues el grado en w de P es n 'y P(a,w) no puede tener mas de n raices.
Por lo tanto [gx], € G-

81



3.2. SUPERFICIE DE UNA FUNCION ALGEBRAICA CAPITULO 3

Afirmacion 3.31. Todos los gérmenes en (G, se pueden obtener como continuacién analitica
de [fi,]a & lo largo de alguna curva en C\ Cp.

Vamos a demostrar esta afirmaciéon por contradicciéon, suponiendo que sélo un cierto niimero
de gérmenes en G, se pueden obtener mediante la continuacién analitica de [f;,]., pero no
todos. Sin pérdida de generalidad supongamos que dichos gérmenes son [fi]a, ..., [fx]a con
1 < k < n. Consideremos ahora el polinomio Hfzow — fi(2). Desarrollando este producto
obtenemos una expresion de la forma

wh 4 01 (2) W+ og(2) w4 op(2)

donde ay, ...,a; son las funciones simétricas de fi,..., fr y estdn definidas de la siguiente
manera

oi(z) ==Y fi(2), ()= Y fu(2) fulz), o on(z) = () J]/i2)

Jj=1 1<i1<j2<k Jj=1

Como cada una de las funciones fi, ..., fr se puede continuar analiticamente a lo largo de
cualquier curva en C\C p y es meromorfa en los puntos criticos, entonces también las funciones
simétricas se pueden continuar analiticamente a lo largo de cualquier curva en C \Cpyen
los puntos criticos son meromorfas. Ahora, las funciones meromorfas en C son las funciones
racionales, entonces cada funcién simétrica o;(2) es de la forma p Z(Z donde p;(z) y ¢i(2) son
polinomios. Si 7(2) es el minimo comin multiplo de ¢, ..., gk entonces para cada i =1,..., k
existe un polinomio s;(z) tal que r(z) = ¢;(z) s;(z). Ahora multiplicando por r el polinomio
Hf:o w — f;(z) obtenemos un polinomio en z y w

r Hw —filz)=r (wk +01(2) W og(2) w4 0;;(2))

:rwk+r&wk*1+r@wk*2+ +r@
q1 42 qr
—rwf g s T g s 2 wh 2 gy s
q1 42 Qx
=rwh+p s W py s w4y s

= Q(z,w)

(2 es un polinomio de grado k en w y P es irreducible de grado n en w, por lo tanto Py
(2 son primos relativos, entonces por el teorema B.5 existe s6lo un nimero finito de puntos
z € C tales que las ecuaciones P(z,w) = 0y Q(z,w) = 0 tienen raices en comuin. Sin em-
bargo sabemos que a es el centro de un disco D en donde todas las funciones algebraicas
fi, ..., fn estéan definidas y si z € D entonces Plz, fi(z)] = 0, por lo tanto f;(z) es una raiz
comun de P(z,w) y Q(z,w), pero D tiene un nimero infinito de puntos, lo cual contradice el
teorema B.5. Esta contradiccion vino de suponer que k£ < n. Concluimos entonces que todos
los gérmenes [f1]a, - - -, [fn]a S€ Obtienen de continuar analiticamente a [f;, |4, esto quiere decir
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que todos estos gérmenes de G, pertenecen a la superficie S.

Usaremos ahora las dos afirmaciones anteriores para para demostrar que S es conexa
por trayectorias (y por lo tanto conexa). Sean [h], y [g], dos gérmenes en esta superficie y
tomemos dos discos [Dy,hl, y [Ds,g], con centro en [h], y [g], respectivamente, tales que
no tengan gérmenes de ramificacién excepto quizas [hl], y [g],, entonces podemos elegir dos
gérmenes en estos discos que no sean de ramificacién y por la afirmacién 3.30 sabemos que
son de la forma [fils, ¥ [filass con a1 € Dy, az € Dy y fi, f; funciones algebraicas asociadas
al polinomio P. Por la afirmacién 3.31 existe una curva cerrada o que empieza y acaba en
a; tal que al hacer la continuacién analitica de [f;],, a lo largo de oy obtenemos el germen
[fjla,- Ahora tomemos una curva 7y que una a a; con as y que esté contenida en una region

’a’--\
e,
.

.

)

.

:

/

.

\
' 1

Figura 3.28.

AcCC simplemente conexa que no contenga puntos criticos. Entonces por el teorema 3.26
podemos extender [f;],, a una funcién f; en A y la continuacién analitica de [f;],, a lo largo
de v nos dara el germen [f;],,. De esta manera obtenemos el germen [f;],, de la continuacién
analitica de [fj]a, a lo largo de la curva p = a * 7. Esta continuacién define en cada punto
p(t) un germen [f], ) y la aplicacion fi(t) = [f], ) es una curva en 9t que une a los gérmenes
[filay ¥ [filas (Figura 3.28). Finalmente, como [Dy, hl, y [D2, g], son conexos por trayectorias
existen dos trayectorias, una §; en [Dy, h], que une a [f;],, con [h], y otra B, en [Dy, g], que
une a [f;]a, con [g],. Por lo tanto, By * fi * B es una trayectoria en 9t que une a nuestros dos
gérmenes iniciales [h], vy [g],.

[]

Finalmente estamos listos para demostrar que una superficie de Riemann es compacta.
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Teorema 3.32. Sea P(z,w) un polinomio irreducible de grado n en w y f una funcion
algebraica asociada a P. Entonces la superficie de Riemann S de f es compacta.

Demostracion. Sea [f], un germen en S y E un disco con centro en x que no contenga
puntos criticos de P, salvo quizas x. La imagen inversa de E bajo 9 es el conjunto de
discos [E, filzy ..., [E, fm]= con centro en los puntos de la fibra de x, que es un conjunto finito
Fr =A[filz, - [fm)z} de m gérmenes con m < n. Cada uno de estos discos es homeomorfo
a un disco abierto E; en C con centro en z via una funcién G, que es la proyeccion 9
cuando [f;]. no es de ramificacién o la funciéon ® definida en el lema 3.19 compuesta con una
traslacién!® cuando [f;], es un germen de ramificacién. Sea D, un disco con centro en z tal
que D, C NE;. Entonces G;;(Dx) es un compacto en [E, f;], que contiene a [f;],. O

G,
[ :ﬁj N m,C
[E’ j]x . /_\ .
:i E m

)
(N

GA(D)
E, 5l ¢V V. "
_— : X
! E;
| G

ey
80

Figura 3.29.

150 la funcién z +— 1/2 si & = oo.
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Capitulo 4

La funcién algebraica de una
superficie compacta

En el capitulo anterior vimos céomo asociar a cada funcion algebraica una superficie de
Riemann compacta para que ésta sea su nuevo dominio, y ahi definida ya no sea multiva-
luada. Resulta que para cada curva algebraica ' X podemos hallar un polinomio P(z,w) de
forma que la superficie de Riemann ramificada de la ecuacién polinomial P(z,w) = 0 es X,
este es el segundo resultado importante que tratamos en tesis y para demostralo necesitamos
usar una importante propiedad de las curvas algebraicas, y es que en cualquiera de ellas po-
demos hallar funciones meromorfas ademés de las constantes. De momento asumiremos que
existen tales funciones y en el capitulo 5 nos dedicaremos a analizar este hecho. A lo largo de
este capitulo utilizaremos frecuentemente los siguientes tres resultados sobre funciones entre
superficies de Riemann que ya hemos demostrado anteriormente:

Proposicion 2.12. Sea f : X — Y una transformacion holomorfa entre superficies de Rie-
mann, xg € X y f(xo) = yo. Dada una carta (V,1) centrada en yy existe una carta (U, )
centrada en xq tal que (Yo fo ™) (z) = 2™, donde m = e, (f) es el grado de ramificacion
de f en el punto x.

Teorema 2.13. Sea f : X — Y wuna funcion no constante entre superficies de Riemann
compactas. Entonces

(1) f tiene un nimero finito de puntos de ramificacion xi, ..., Ty

(2) Fuera de las fibras f~'(f(x;)), f define una cubierta de fibras finitas de cardinalidad
constante n. Se dice que f es una cubierta ramificada de grado n.

(3) Para todo punto y de'Y se cumple que ¢\, €x(f) = n.

1Una curva algebraica es una superficie de Riemann compacta que cumple que su campo de funciones
meromorfas separa puntos y tangentes (ver la definicién 2.17 en el capitulo 2).
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Corolario 2.25 . Sea X una curva algebraica. Fijemos un nimero finito de puntos {p1, ..., pn }
y sea m; € Z. Entonces existe una funcion f € M(X) tal que para todo i € {1,...,n},
Ord,y, (f) = m,.

Ahora comenzamos con el primer resultado que nos llevara a alcanzar el objetivo de este
capitulo, y es una proposicién que nos da la manera de construir un polinomio en dos variables
P(z,w) a partir de dos funciones meromorfas definidas en una superficie de Riemann X.

Proposicién 4.1. Sea X una curva algebraica y f,g : X — C dos funciones meromorfas
no constantes. Si el grado de g es n, entonces existe un polinomio P(z,w) de grado n en
w, P(z,w) = w" + o1(2)w" ' + ... + 0,1(2)w + 0,(2), (donde los coeficientes o;(z) son
funciones racionales) tal que para cada punto p € X se satisface la ecuacion algebraica

P(g(p), f(p)) = 0.

Demostracion. Consideremos a g y a f como funciones de X en C. De este modo ambas son
funciones holomorfas entre dos superficies de Riemann compactas. Sea C' el conjunto formado
por el infinito y todos los puntos en C que son imagen bajo g de algin punto de ramificacién
en X. A estos puntos se les conoce como valores de ramificacion de g. Sabemos por el teorema
2.13 (1) que el conjunto de puntos de ramificacién es finito, lo cual implica que los valores de
ramificacién forman también un conjunto finito, digamos ¢4, ..., ¢,. Sea v una curva simple
en C que empiece en xq, acabe en x,, y que contenga a los demas valores de ramificacion. La
region K = C \ v es simplemente conexa y por el teorema 2.13 (2) sabemos que cada punto
a € E tiene exactamente n preimdgenes que llamemos p;(a), ..., p,(a) (Figura 4.1).

@0’

Valores de
ramificacién

deg

Figura 4.1.

Como el grado de ramificacion e,(g) de g en cada punto a € E es 1, la derivada de g no se
anula en a y por el teorema de la funcién inversa g es localmente invertible y esta inversa es
holomorfa, entonces existe un disco abierto D, C C con centro en a y una vecindad U; C X
de cada p;(a) tal que g : U; — D, es un biholomorfismo local. Lamemos h;, : D, — U,
t = 1,...,n a las inversas locales de g. Notemos que la coleccién de discos obtenidos de esta
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manera {D, : a € E} es una cubierta abierta de E. Ahora enunciaremos el lema? que nos va
a servir para extender estos biholomorfismos locales.

Lema 4.2. Sea X wuna superficie de Riemann simplemente conexa y {D; : j € J} una
cubierta de X formada por abiertos conexos y no vacios. Supongamos que para cada j € J
existe una familia F; de funciones analiticas f : D; — 'Y a otra superficie de Riemann'Y tal
que st f € F; yq € D; N Dy, existe g € Fy, tal que f = g en una vecindad de q. Entonces
dado i € J y [ € F;, existe una funcion analitica H; : X —'Y tal que H; = [ en D;.

Vamos a usar este lema con la region E, que es una superficie de Riemann conexa, la

cubierta serd la coleccién de discos {D, : a € E} y la familia F, de funciones analiticas
sera el conjunto {h;, : D, — Uj|li = 1,...,n}. Sélo nos falta verificar que se cumple la
condicién que pide el lema, es decir que si h; € F, ¥y ¢ € D, N Dy, entonces existe una
funcién h;, € Fy, que coincide con hj; en una vecindad de g.
Tomemos un punto ¢ € D, N Dy. Como ¢q € D, le podemos aplicar la funcién h;,. Llamemos
r = hi.(q) € X. Como q € Dy, y x es una preimagen bajo g de ¢ existe j € {1,...,n} tal
que h;p(q) = z, donde h;;, : D, — U;. Notemos entonces que h;,(q) = h;u(¢). Vamos a
demostrar que h; , = h;;, en D, N Dy. Dado que h;o(D,) = U; y hjp(Dy) = U; son abiertos
en X, su interseccion es un abierto, que ademas es no vacio porque x pertenece a ella,
(Figura 4.2). Sea y otro punto en h; ,(D,) N h;(Dy). Entonces existen dos puntos & € D, y
& € Dy tales que h; (&) =y v hjp(&2) = y. Observemos ahora que g(h; (1)) =g(y) =&y
g(hjp(&2)) = g(y) = &, por lo tanto & = & € D, N Dy, y en este punto h; , y hj;, coinciden.
Esto muestra que g(U; N U;) € Da N Dy, y que las funciones h;, y hj;, coinciden en este
abierto, y como g es una funcién abierta entonces g(U; N U;) es un abierto. Por el teorema
de la identidad (Teorema 2.5) concluimos entonces que h;, y hj;, coinciden en D, N Dy, que
es una vecindad de q.

—

[ )
P
-
7z
e
[ ]
S~

Figura 4.2.

2La demostracién de este lema se encuentra en el apéndice A.
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Ahora fijamos uno de los discos D, de la cubierta de E y con ayuda del lema A.5 ex-
tendemos cada una de las n funciones h;, : D, — U; a una funcién holomorfa h; : £ — X.
Usando las funciones hq, ..., h, definimos las siguientes:

oo(2) =1, 01(2):Zfohi(z), oa(z)= Y fohi(2). fohy(z) -

1<i1<iz<n
ceop(z) = Hf o hi(2)
i=1

que son las funciones simétricas de f o hq, ...., f o h,. También definimos estas funciones para
los puntos de z € v\ C' como

a0(2) =1, UI(Z):Zf(pi(z))7 05(2) = Z fi(2)) - fpin(2)) -

con(2) = Hf(])@(z))

i=1

donde py(2), ..., po(2) son las n preimagenes de z bajo g. El polinomio que buscamos esta dado
como

P(z,w) = w"0o(2) + ... + wo,.1(2) + an(z H w — fohy(z)) (4.1)

y por construcciéon cumple la ecuacién P(g(p), f(p)) = 0 para cada p € X.

Finalmente veamos que cada coeficiente del polinomio (4.1), es decir cada funcién simétri-
ca es una funcién racional. Como cada h; es analitica en E y f es meromorfa, entonces
foh;, : E — C es meromorfa y por lo tanto las funciones simétricas o; : £ — C también
lo son. Si hacemos la continuacién analitica de una funcién simétrica o; a lo largo de una
curva cerrada alrededor de algin punto de C, lo tinico que puede pasar es que se permuten
las funciones h;, pero esto deja invariante a o; debido a que es simétrica, por lo tanto es
una funcién no ramificada definida en C \ C. Luego, las posibles singularidades de ¢; son los
puntos de C'y si ¢ € C entonces f o h; es acotada en una vecindad de este punto (porque f
es meromorfa en todo X) y esto implica que cada funcién simétrica o; también es acotada
en una vecindad de c. Concluimos entonces que o; es una funcién meromorfa en @, pero
las funciones meromorfas son precisamente las funciones racionales, por lo tanto o; es una
funcién racional. O]

La siguiente proposicién establece la existencia de una funciéon meromorfa f en X que
hace que el polinomio P que acabamos de construir sea irreducible.

Proposiciéon 4.3. Sea g : X — C una funcion meromorfa de grado n > 1 en una curva
algebraica X. Entonces existe una funcion meromorfa f en X que satisface la ecuacion
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polinomial P(g(p), f(p)) = 0, donde P(z,w) = w" + o1(2)w" ™' + ... + 6,1(2)w + 0,(2)
es irreducible, es decir, no se puede expresar como producto de dos polinomios Py(z,w) y
Py(z,w) de grado mayor que 1 en w y con coeficientes racionales en z.

Demostracion. Primero observemos que si n = 1 entonces el polinomio que construimos en
la proposicién 4.1 es de la forma P(z,w) = w — 01(2), el cual ya es irreducible. Entonces
supongamos que n > 1. Elegimos un punto z, € C de modo que g~'(2() tenga n elementos,
digamos {p1,...,pn}. Por el corolario ?? sabemos que para cada i € {1,...,n} existe una
funcion T; meromorfa en X que tiene un polo simple en p; y ceros simples en los puntos py,
para k # i. Sean wy, ..., w, numeros diferentes en C y definamos

o Z?:l Tiw;
DY

Esta es una funcién meromorfa en X y ademds cumple que

Voo i L _ Tipw; _
He) =5 Ty = Ty

esto quiere decir que f separa los puntos py, ..., p,. Por la proposicion 4.1 sabemos que existe
un polinomio P(z,w) tal que P(g(p), f(p)) = 0 para todo punto p € X. Veamos que P es
irreducible. Para llegar a una contradiccién, supongamos que podemos expresar a P como
producto de dos polinomios cuyo grado en w es menor que n, P(z,w) = Pi(z,w)Py(z, w).
Sabemos que existe un disco D con centro en zy y para cada ¢ = 1, ...,n, una carta (U;, A;) cen-
trada en el punto p; tal que la funcién ¢ : U; — D es un isomorfismo, llamemos h; ., : D — U,
a su inversa. Como g restringida a U; es un isomorfismo, entonces es suprayectiva, asi que
cualquier z € D es de la forma g(x) para algin punto z € U;. Luego, por la forma en
que construimos el polinomio P, tenemos que P(g(z), f(x)) = P(z, f(h1(z))) = 0, entonces
Pi(z, f(hi(2))) Pa(z, f(hi(2))) = 0. Notemos que Pi(z, f(hi(2))) y P2(z, f(hi(2))) son funcio-
nes de D en C y su producto se anula para cualquier punto en D, entonces necesariamente
alguna de ellas se anula en un nimero infinito de puntos en D. Sin pérdida de generalidad
supongamos que es P;(z, f o hi(z)) la que se anula, entonces por el teorema de la identidad,
es la constante cero en D.

f

Para cada i = 1, ...n, consideremos la funcion G;(z) = P(z, foh;(2)) definida en D. Hasta
ahora sabemos que G; = 0 en D, en particular G1(z9) = Py (20, f o h1(20)) = Pi(z0, f(p1)) =
Py (zp,w1) = 0. Ahora tomemos una curva simple & en X que una a los puntos p; y p2 y que no
contenga a ningin punto de ramificacién de g. La funcion a = god es una curva cerrada en C
que empieza y termina en zy. Al hacer la continuacién analitica del germen [G1],, a lo largo de
la curva a, obtenemos el germen [Gs].,, pero como G era la constante cero, entonces también
Go = 0 en D. Por lo tanto Ga(z9) = Pi(z0, f © ha(z0)) = Pi(z0, f(p2)) = Pi(z0,ws) = 0.
Repitiendo el proceso anterior, ahora con una curva que una al punto ps con psz, obtenemos
que P;(zp, w3) = 0y de la misma manera concluimos que P;(zg, w;) = 0 para todoi =1, ..., n.
Pero recordemos que P (z,w) es un polinomio cuyo grado en w es menor estricto que n, asi que
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si fijamos a z, lo que queda es un polinomio en w que no puede tener n raices diferentes, pero
eso es lo que acabamos de demostrar tomando z = 2y. Dado que esta contradicciéon vino de
suponer que P(z,w) era reducible, concluimos que P(z,w) es irreducible.

m

Teorema 4.4. Sea X una curva algebraica. Entonces existe un polinomio P(z,w) tal que X
es la superficie de Riemann de una funcion algebraica.

Demostracion. Como X es una curva algebraica podemos encontrar una funcién meromorfa
no constante g : X — C de grado n. Luego, por la proposiciéon 4.3 existe una funcion
meromorfa f : X — C que cumple una ecuacién polinomial P(g(p), f(p)) = 0 para todo
p € X, donde P(z,w) es un polinomio irreducible de grado n en w. Podemos considerar
entonces a la superficie de Riemann de una funcién algebraica asociada al polinomio P, que
llamaremos Sp. Vamos a construir un isomorfismo entre Sp y X, la construccion esta dividida
en dos partes.

Parte 1

Sea C' el conjunto formado por los valores de ramificacion de g. Consideremos un punto
aecC \ C'y sean py, ..., p, sus preimagenes bajo g. Cada uno de estos puntos p; tiene una
vecindad U; tal que g : U; — D, es un isomorfismo, donde D, es un disco con centro en
a. Llamamos h;, : D, — U; a las inversas locales de g. Dado que estas funciones h;, son
isomorfismos y la funciéon f : X — C es meromortfa, entonces las composiciones f o h;, son
funciones meromorfas en a, ademas cumplen la ecuacion P(a, fo hm(a)) = 0, por ello los
gérmenes [foh; .|, pertenecen a la fibra F, C Sp de a. Mas atn, estos son los tinicos gérmenes
en a que pertenecen a Sp ya que las unicas raices de P(a,w) =[]\, (w — (f o h;)(a)) son los
puntos (f o ;)(a). Asi que la fibra F, de a € C\ C' consta de los n gérmenes [f o h; ,] que no
son de ramifcacion.

Por otro lado, también sabemos que 7 es un homeomorfismo local, entonces existe pa-
ra cada a € C \ C' un disco abierto, que podems suponer que es D, C C \ C tal que
i == : [Dg, f o hi]ls = D, es un homeomorfismo (i = 1,...,n) y por lo tanto un isomorfis-
mo. Su inversa ;' : Dy — [Dy, f o hi]q esta dada por ¥;*(a) = [f o hy..

Sea v una curva simple en C con extremos en C y que contenga a todos los puntos de
este conjunto. Definimos £ = C \ 7, este es un abierto simplemente conexo. Observemos
ahora que la colecciéon {D, : a € E} es una cubierta de E y si D, N D, # (), las funciones
Yt Dy = [Dg, fohilay ;' : Dy — [Dy, f o hi]y coinciden en D, N Dy, pues su imagen en
un punto ¢ en esta interseccién es el germen [f o h;].. De acuerdo al lema A.5, para a, € E
fijo cada isomorfismo 1; * : D,, — [D,,, f © hi]a, se extiende a todo E, tenemos por lo tanto
n isomorfismos ¥; ' : E — ;7' (E) C Sp definidos como 9; *(a) = [f o hy], ¥ su inversa es

bilf © hila) = a.
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Observacién 4.5. ¢, '(E) N wj_l(E) = () si ¢ # j. En efecto, supongamos para llegar a una
contradiccién que existe un punto ¢ € ;' (E) N wj’l(E), con i # j. Este es un germen de la
forma [f o h,], para algiin a € E, pues estd en la imagen de ¢; *(E), pero también se escribe
como [f o hj, por pertenecer a @/JJ_I(E), es decir, [fohjl, = [f ohj],. Esto implica que a tiene
menos de n preimagenes bajo la funcién v, lo cual no es posible, pues sabemos que todos los
puntos de C \ C' tienen exactamente n. Asf que ;' (E) N VN E) =0sii# .

Lo que vamos a hacer ahora es relacionar los isomorfismos Ay, ..., by, y 91, ...¢0, para definir
uno global de Sp en X. Definamos los conjuntos X C X y S, C Sp de la siguiente forma

X = Uh,»(E) y  Sp = U¢;1(E)

y la funcién @ : Sp — X como B([f o hila) = (hs 0 1)([f 0 hila) = hi(a). Dado que para cada
i€ {l,...,n}, h; y 1; son isomorfismos, entonces ® es un isomorfismo. Nos ocuparemos ahora
de extender ® a los puntos [g], € Sp tales que b € 7, (entre ellos estén los puntos de C) es
decir, definiremos una funcién ® : Sp — X que coincida con ® en Sp \ ¥~ (7).

Parte 2

Primero extenderemos ® a los gérmenes de la forma [g], con b € v\ C. Consideremos
pues un punto b € v\ C' y sea D un disco con centro en b en donde estén definidos los
isomorfismos hjy, : D — hjy(D) y ;' : D — [D, f o hjplp. Observemos que las composicio-
nes ®; = hjp o1, : [D, fohjply = hjp(D) son isomorfismos. Definamos, para un germen
[f o hjple € [D, fohjpp ala funcion ® como ®([f o hjpl.) = P;([f © hjple) = hjp(c). Defi-
niendo ® de este modo, tenemos que es un isomorfismo en b. Ahora tenemos que ver que en
los puntos [f o hj;|. tales que ¢ € DN E, las funciones o y ® = ®; coinciden.

Notemos que D N E = es un conjunto formado por dos abiertos conexos y ajenos, que
llamaremos D; y D,. Tomemos un punto @ en D;. Como a € E, los puntos en ¢~1(a) son
[fohi]ay s [fohy]a- Luego, en el disco [D, foh; ), existe tinicamente un elemento de ¢~ (a),
porque 9 restringida a este disco es un isomorfismo. Sea [f o h;], dicho elemento. Sabemos que
O([f o hila) = hi(a). Por otro lado, tenemos definido el isomorfismo ;i D = [D, fohjls
como ’(/)j_l(c) = [f o hjp). asi que se lo podemos aplicar al punto a, obteniendo el germen

[f o hjpla- Sabemos ademds que ®([f o hjpla) = hjp(a).

Tenemos que demostrar que h;,(a) = h;(a), pero observemos que los gérmenes [f o hjlq
y [f o hi], son iguales, esto quiere decir que f o hj, = f o h; en una vecindad W de a.
Notemos ahora que h;;(a) es una preimagen de a bajo la funcién g, y sabemos que las
preimagenes de a son hy(a), ..., h,(a) (pues a € E) por lo tanto h;,(a) = hi(a) para alguna
k € {1,...,n}. Queremos ver que k = i. Para llegar a una contradiccién supongamos que
i # k. Como h;,(a) = hi(a), entonces hj,(W) N (W) es un abierto no vacio. Tomemos un
punto x € h;,(W)Nh,(W) que sea diferente de h;,(a) = hy(a). Entonces existen dos puntos
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¢, d € W tales que hy(c) = x'y hjp(d) = x. Luego, g(z) = g(hi(c)) = cy g(x) = g(h;(d)) = d,
de donde concluimos que ¢ = d. Asi, podemos formar un conjunto infinito en W en donde
hjp sea igual a hy, y por el teorema de la identidad tendremos que hy = hj;, en W, lo cual
a su vez implica que f(hg(W)) = f(h;p(W)) es decir, f o hy = f o h;; en la vecindad W
de a, por lo que [f o hy], = [f © hjpla, Pero recordemos que [f o hjpl, = [f © hilq, asi que
[fohkla = [f ohila, lo cual quiere decir que a tiene menos de n preimédgenes bajo v, lo cual no
puede ser, ya que a € C \ C. Por lo tanto ¢ = k y asi, h;;(a) = h;(a). Esto demuesta que oy
® coinciden en los gérmenes [f o hjy|, del disco [D, f o hj,), tales que a € Dy. Andlogamente
demostramos que & y ® coinciden en los gérmenes [f o h;p), del disco [D, f o h;,)p tales que
a € Ds. De este modo definimos ¢ en los puntos de v\ C.

Nos resta finalmente definir & para los gérmenes [g|. € Sp tales que ¢ € C. Para hacer
esto veamos que existe una correspondencia biyectiva entre los puntos de ramificacion de g
y los de 9 con igual grado de ramificacién. Sea a un punto en C, x1, ..., x,, sus preimagenes
bajo la funcién g y [Fila, ..., [Fk]s Sus preimégenes bajo 1. Sea g; el orden de ramificacién de
z; y r; el orden de ramificacién de [F}],, coni € {1,...,m} y j € {1, ..., k}. Sabemos que para
cada punto x; existe una carta (U;, ;) tal que 20 A"} (\(x)) = A% (x)+a. Entonces cada punto
en g(U; \ {z;}) tiene exactamente ¢; preimégenes en U;. Supongamos que los abiertos U; son
ajenos dos a dos y conexos (los podemos tomar ajenos por que X es Hausdorff y conexos por
que X es localmente conexo). Vamos a elegir un disco abierto D de radio e con centro en a
que cumpla lo siguiente:

1. DN C = {a}, es decir, D no contiene mas puntos de C, excepto a a.

2. Los discos [D, F}], en Sp, con j € {1,...,k}, son ajenos dos a dos, y salvo quizés [F}],,
no tienen mas gérmenes de ramificacion.

3. Para cada i € {1,...,m}, D C g(Uj;).

De este modo, g~!(D) (la preimagen en X del disco D) consta de m abiertos ajenos, cada
uno contenido en un U; y todo punto en D\ {a} tiene ¢; preimégenes en U; (en total tendré n
preimégenes). Por otro lado, las preimagenes bajo ¢ de cada punto en D estédn contenidas

en la unién de los discos [D, Fil,, ..., [D, Fy]. v también son n en total. Ya hemos definido la
funcién ® para cada punto de [D, Fj], \ [Fjla-
Lema 4.6. .

(i) Para cada j € {1,...,k} existe una i € {1,...,m} tal que el orden de ramificacién r; de
[F;], es igual al orden de ramificacién de z;.

(ii) La imagen bajo ® del disco agujerado [D, Fj|, \ [F], estd contenido en algin U;.
(i) Sij # j', entonces ®([D, Fila \ [Fjla) N @([D; Fyla \ [Fy) =0

(iv) Para cada i existe j tal que U; contiene a ®([D, Fjl, \ [Fjla)-
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Demostracion. (i) Sea b un punto en D N E. Sabemos que b tiene ¢; preimagenes en el
abierto \;(U;) que estan dispuestas como en la Figura 4.3 (a). Consideremos una curva
o contenida en D que rodee una vez al punto a y que su punto inicial y final sea
b. Tomemos un indice j € {1,...,k} y consideremos un germen de la forma [f o k],
que pertenezca al disco [D, F}],. Como b € D, existe alguna ¢ € {1,...,m} tal que
el punto hy, (b) pertenece a U;. Como (go A\;') +a : \(U; \ 7;) — D\ {a} es una
aplicacién cubriente, podemos levantar la curva o en el punto \;(hy, (b)), llamemos & a
ese levantamiento y notemos que como o es una curva cerrada, el punto final de ¢ debe
pertenecer a la fibra de b, y ese punto es A;i(f, (b)) (o Ai(hy, (b)) ( Figura 4.3, (b) ). Si
no fuera uno de los puntos adyacentes a \;(hy, (b)) entonces la proyeccién de ¢ al disco
D cubriria mas de una vez a la curva o.

\ \
A4 ] N \
“““““““ A= =S - - TS T [l Sl el e
““Ailhig(b) g N Ailhigd) g
,/ \ 1 ],q;L .’v /, \ 1 ]/qi .”
’ \ ) ’ \ ;
’ \\ / ’ \\ /
’ 4 ’ /
’ N ’ M
’ QS 4 \
’ QS Y ’ \
. g \ ; AN . 4 \
4 A N 4 N
’ . 7 N ’ . \
’ 7 SN

Figura 4.3.

Esto a su vez quiere decir que si hacemos la continuacién analitica del germen [foh,, ], a
lo largo de la curva o, obtenemos el germen [f ohy,],. Volvemos a hacer el levantamiento
de o pero ahora en el punto \;(h;, (b)) y ese debe terminar en punto A;(hy(b)). Y al
mismo tiempo, al hacer la continuacién analitica del germen [f o h,], a lo largo de la
curva o, obtenemos el germen [f o h,],. Al repetir g; veces este proceso de levantar la
curva o en los puntos finales del levantamiento anterior regresamos al punto \;(hy, (b)),
pues recordemos que al ser x; un punto de ramificaciéon de orden g¢;, cualquier punto en
D\ {a} tiene exactamente ¢; preimagenes bajo la funcién (z0A™1) +a. Esto implica que
al hacer ¢; veces la continuacién analitica del germen [f o by, ], a lo largo de la curva o,
regresamos a dicho germen, lo cual quiere decir que [F}], es un germen de ramificacién
de orden g;, es decir, 7; = g;.

(ii) Tomemos el germen [f o ], € [D, F|, del inciso a, entonces h;(b) € U; y consideremos
otro [g]. € [D, Flo\ [Fa. Sea ¥ : I — [D, F], una curva que una a los gérmenes [f o by,
y [g]e- Sabemos que v = 1(%) es una curva en D que une a b con c¢. Consideremos el
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levantamiento de y a U; \ {z;} en el punto h;(b) y llamemos ¥ a este levantamiento.
Como 7 es conexo y pertenece a la preimagen de D bajo z, debe estar totalmente con-
tenido en uno de los abiertos Uy, ..., U, pero sabemos que 7(0) = hy(b) € U;, por lo
tanto ¥ C Uj;.

Dado que 4 une a [f o hy], v [g]., entonces [g]. es de la forma [f o ly]. y por definicién, ®
manda a este germen al punto h;(c), pero este es el punto que obtenemos como extremo
final del levantamiento de v a U;\{x; } en el punto h;(b), por lo tanto ®([g].) € U;. De este
modo hemos demostrado que si tomamos cualquier germen en [D, F}], \ [F}]., entonces
la imagen bajo ® de dicho germen pertenece a U;, por lo tanto ®([D, Fj|, \ [F}la) C U..

(iii) Sabemos que ® es un isomorfismo en Sp \ ¥ ~!(C). Supongamos que existe un punto
r € O([D, Fjla \ [Fila) N ®([D, Fyrla \ [Fjla), entonces existen dos gérmenes [g]. €
(D, Fjla \ [Fjla ¥ [9]e € [D, Fyla \ [Fj]a (estos gérmenes son diferentes por que al ser
J # j', tenemos que [D, Fj|, N [D, Fy], = 0) tales que ®([g].) = ®([d]), pero esto
implica que ® no es inyectiva, lo cual no puede suceder porque es un isomorfismo en
Sp\ ¥ 1(C). Por lo tanto O([D. Fjlu \ [Fila) N ®([D, Fyla \ [Fy),) = 0.
Observemos que (i) y (4i7) implican que m > k.

(iv) Consideremos una reenumeracién de los abiertos Uy, ..., Uy, de forma que ®([D, Fi], \
[Fi]a) C Uy, ..., ®([D, Fla \ [Frla) € Ug. Supongamos que existe algin indice i €
{1,...,m} tal que para ningin j € {1,..., k} se cample que ®([F}|,\ [Fjlo) C Ui . .. (x) .
Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢ = m. Tomemos un punto b € (D\{a})NE
y una de sus preimagenes h;(b) en U,,. Entonces el germen [foh,], € Sp debe pertenecer
a algin disco [D, Fjl,, con j € {1,....k}.

Luego, por definicién tenemos que ®([f o ly],) = h(b), pero hy(b) € U,,, esto implica
que la imagen bajo ® de cualquier germen en [D, F}], \ [Fj], pertenece a U,,, (para
convencerse de esto basta revisar de nuevo la demostracién de (i7)) entonces ®([F}], \
[Fila) € Uy, pero esto contradice nuestra suposicién (x). Por lo tanto para cada i €
{1,..., k} existe j € {1, ...,m} tal que ®([D, F;],\ [Fjla) € U;. Notemos que esto implica
que m = k.

]

En el lema 4.6 demostramos que existe una biyeccion entre las preimagenes de a en X
bajo la funcién g y las preimégenes de a en Sp bajo la funcién . Definimos para un punto
[Fjla € ¥™'(a) a la funcién ® como ®([F}],) = z;, donde x; es la preimagen bajo g de a
que esta en U;, y U; es el unico abierto tal que ®([D, F}], \ [Fjla) C U; (ver la demostracién
de (i7)). Por el inciso (7) del lema 4.6 sabemos que el orden de ramificacién de [Fj], y de
®([Fj|a) = x; es el mismo. De este modo definimos ® en los puntos de ¢~ !(C'). Ya habfamos
demostrado que ® en Sp \ ¥ 1(C) es un isomorfismo, ahora veamos que en los puntos de
ramificacién también es holomorfa y con inversa holomorfa, esto lo haremos hallando un par
de cartas en donde la funciéon de transicién sea biholomorfa. Consideremos pues un punto

94



CAPITULO 4. LA FUNCION ALGEBRAICA DE UNA SUPERFICIE COMPACTA

a € C, un germen [F}], € ¥ "'(a) y su imagen ®([F}],) = x; € U; (con la misma notacién del
lema 4.6). Sea ¢; el orden de ramificacién de estos puntos. Para x; € U; vamos a usar la carta
(Ui, \i), que cumple que ((g o A7 ')-a)(N\i(z)) = A%(x), y para el punto [F}], vamos a usar la
carta que construimos en la afirmacion 2.22 de la seccién 2.4, capitulo 2, esta es ([D, Fjl,,n),
donde 1 : [D, Fjla — D_iq, (el disco con centro en cero y radio £¥/%) estd definida como

n(lg)e) = (¢ — a)V/%, figura (4.4).
('
/_\

[Fla
&mé-a Emé+a 77 Q }771

1/9;

g

€

A I—)X/ql

Figura 4.4.

La funcién ® es continua en [F}],, ya que la imagen bajo ® de una sucesion en el disco
(D, Fj|, que converja a [Fj,, converge a una de las preimagenes de a bajo g, es decir, a
alguno de los puntos xy, ..., x,,, pero esta sucesion estd contenida en el abierto U;, entonces
el punto al que converge la imagen de la sucesién es z; = ®([F}]). Ahora bien, la funcién T'
de transicién entre las cartas es holomorfa salvo en el cero, pero en este punto es continua.
Luego, el cero es la imagen de la curva constante de valor cero, y esta curva es suave, entonces
por el teorema C.5 tenemos que T es holomorfa en todo el disco con centro en cero y radio
1/e. Aplicado el mismo argumento a la funcién 7T~! concluimos que T es biholomorfa. Asf,

La funcién @ es un isomorfismo en [D, Fjl,.
U
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Capitulo 5
El teorema de Riemann-Roch

En este tltimo capitulo analizaremos la propiedad que tienen las curvas algebraicas !

de poseer funciones meromorfas no constantes. Recordemos que esta caracteristica fue clave
para demostrar que cualquier curva algebraica es la superficie de Riemann de una ecuacion
polinomial. En la iltima seccion del capitulos dos hicimos un primer acercamiento a las curvas
algebraicas, y uno de los resultados que obtuvimos fué el lema 2.24 | que dice lo siguiente:
Supongamos que X es una curva algebraica y tenemos fijos n puntos pq, ..., p, en X. Ademds
tenemos para cada i € {1,...,n} un polinomio r; = apz® + ap12° + .+ ap 2" (que
llamamos polinomio de Lurent®). Entonces existe una funcién meromorfa f tal que su serie
de Laurent en cada punto p; empieza exactamente con el polinomio r; (Figura 5.1).

En particular el lema 2.24 implica que podemos tener control sobre el orden de f en los
puntos py, ..., Pn, sin embargo no sabemos que pasa con f en los demas puntos de X, podria
suceder que alguno de ellos sea un polo, o un cero. Esto nos lleva a preguntarnos si podemos
construir ahora una funcién, digamos f , tal que su serie de Laurent en cada p; empiece con
el polinomio r; pero que ademas sea holomorfa en el resto de los puntos. Este es un problema
conocido como el problema de Mittag-Leffler y la respuesta dependera de una caracteristica
geométrica que clasifica a las superficies de Riemann compactas, el género.

Cabe hacer notar que la misma definicién de curva algebraica implica la existencia de
funciones meromorfas no constantes, de hecho eso fué lo que utilizamos para dar la cons-
truccién de f, sin embargo no parece claro que en cualquier superficie de Riemann compacta
pueda haber funciones meromorfas no constantes. Este es un resultado que es cierto, es decir,
cualquier superficie de Riemann compacta es una curva algebraica, pero no haremos la de-
mostracién aqui . Lo que si haremos es demostrar un resultado equivalente que tiene muchas

!Una curva algebraica es una superficie de Riemann compacta que cumple que su campo de funciones
meromorfas separa puntos y tangentes (ver la definicién 2.17 en el capitulo 2.

2Si X es una superficie de Riemann y p € X, (U, 2) una carta centrada en p, un polinomio de Laurent
alrededor de p en la coordenada z es un polinomio 7, = Y ;" a;z" con n,m € Z\ {0}, n <m.y a; € C.
Decimos que 7, tiene orden n.

3En el libro Quelques Aspects des Surfaces de Riemann, Eric Reyssat, se puede encontrar la demostracion.
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La serie de Lurent de f
alrededor del punto P f

empieza con el polinomio I}

J podria tener polos
--~"0 ceros en otros
puntos de X

Al puntoE le asociamos el
polinomio de Lurent

rT_ = a’kzk+ a/k-v‘lzkﬂ'l' R -I_Cl/}wl'\?;krI

Figura 5.1.

implicaciones geométricas, el teorema de Riemann-Roch.

Demostrar el teorema de Riemann-Roch es el objetivo de este ultimo capitulo. De es-
te teorema podremos deducir que si la suma de los 6rdenes de los polinomios de Laurent
T1,..., Ty €8 mayor o igual que 2g — 1, donde g es el género de X, entonces existe la funcién
f que cumple que su serie de Laurent en cada p; empieza con el polinomio r; y que ademas
es holomorfa en X \ {p1, ..., pn}

Como podemos darnos cuenta, partimos de una pregunta geométrica que tiene que ver
con un conjunto finito de puntos en una superficie de Riemann compacta y para resolver
este problema, es decir, para demostrar el teorema de Riemann-Roch, vamos a poner esta
pregunta en términos algebraicos para asi poder utilizar las herramientas del algebra. La
manera de lograr esto sera definiendo una nueva clase de objetos llamados divisores que
guardaran la informacién que necesitamos para encontrar la f , €S0 es, los puntos pi,...,pn y
los 6rdenes de los polinomios de Laurent rq, ..., 7,.

5.1. Divisores

Definicién 5.1. Un divisor D en una superficie de Riemann X es una combinacién lineal
formal D = 3" _\ D(p).p donde D(p) € Zy D(p) # 0 sélo para un ntimero finito de puntos.
El conjunto {p € X : D(p) # 0} es el soporte del divisor D y lo denotamos por Supp(D). Un
divisor D es efectivo o positivo si paratodop € X, D(p) > 0.Si Dy D son divisores en X tales
que D — D> 0, entonces decimos que D > D. El conjunto de divisores es un grupo aditivo
llamado el grupo de divisores de X y se denota por Div(X). Siempre podemos descomponer
un divisor D en la suma de dos divisores positivos D = P — N donde P =5, D(p) - p
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y N = ZD(p)<0 —D(p) - p. A P le llamamos la parte positiva de D y a N la parte negativa
de D.

Ejemplo 5.2. Tomemos X = C y consideremos los puntos p1 = 0, p» =4, p3 =1+1iy
ps=—1—1y ps =141 Entonces un divisor en C es D = 5p; 4+ Tps — Ip3 + 2ps — 23ps. En
este caso tenemos que D(p1) =5, D(p2) =7, D(p3) = =9, D(ps) =2y D(ps) = 23.

Divisor asociado a una funciéon meromorfa
Denotamos por M(X) al conjunto de funciones meromorfas de

una superfici de Riemann X. El divisor asociado a una funciéon C P P
f € M(X), f # 0 se define como div(f) = >_ cx Ord,(f) - p. Pf

Las partes positiva y negativa de div(f), llamadas divisor de .

ceros y divisor de polos respectivamente, son los divisores D / B

divo(f) = > Ordy(f)p vy diva(f)= D —Ordy(f)p.

Ord Ord
P20 P()<0 Figura 5.2.

Ejemplo 5.3. Consideremos la funcién f : C — C dada por
-5 9
7 ¢+

(p1 = 2)"(p2 — 2) (ps — 2)

f(z) = 5 +3(pa—2)° = 15(ps — 2)*

donde p1,p2,ps3,pa y ps son los puntos del ejemplo 5.2, (figura 5.2)). Observemos que f
tiene un polo de orden 7 en p;, un polo de orden 6 en ps, un polo de orden 2 en p3, un
cero de orden 8 en p; y un cero de orden 4 en ps;. Entonces el divisor de ceros de f es
divo(f) = 8ps + 4ps, su divisor de polos es dive,(f) = Tp1 + 6ps + 2p3 v el divisor de f es

div(f) = divo(f) — dives(f) = 8pa + 4ps — Tp1 — 6pa — 2ps.

El grado de un divisor
A cada divisor en una superficie le podemos asociar un entero mediante la operaciéon deg :
Div(X) — Z definida como

deg ( ; D(p) - p) — ; D(p)

Ejemplo 5.4. Consideremos la funcién f del ejemplo 5.3. El grado del divisor de f es
deg(div(f)) = deg(8ps + 4ps — Tp1 — 6ps — 2p3) =84+4—-T7—6—2= -3

Observaciones:

1. Recordemos que una funcién meromorfa tiene orden cero en todos los puntos de la
superficie donde esta definida, salvo el los puntos que son ceros o polos. Por lo tanto el
grado de su divisor asociado es en efecto un entero.

2. Si Dy D son dos divisores, entonces deg(D + D) = deg(D) + deg(D).
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3. Sea X una superficie de Riemann compacta. Recordemos que en este tipo de super-

ficies, la suma de los ceros y polos de cualquier funcién meromorfa f (contados con
multiplicidad) es cero, por ello deg(div(f)) = 0.
Por ejemplo, consideremos la funcién f : C — C definida como f(z) = 1/z si z # oo
y f(oo) = 0. Esta funcién tiene un cero de orden 1 en oo y un polo de orden 1
en el cero, por lo que su divisor de ceros es divg(f) = (1)oo, su divisor de polos es
divee(f) = (1)0 y su divisor es div(f) = (1)oo — (1)0, asi, el grado de este divisor es
deg(div(f)) = deg[(1)oo — (1)0] =1 -1 =0.

Espacio vectorial asociado a un divisor

Definicién 5.5. Sea D un divisor en una superficie de Riemann X. El espacio vectorial
(sobre C) asociado a este divisor es

LD) = {0y U{f e M(X): f#0, div(f)+ D =0}

Notemos que f € L(D) < div(f) + D > 0, esto significa que para todo punto p € X,
—D(p) < Ord,(f). Es entonces el coeficiente D(p) que cada punto p € X tiene en el divi-
sor D el que determina el comportamiento de cualquier funcién f en £(D), tenemos tres casos:

1.- Si D(p) es negativo, una funcién f € L£(D) debe tener en p orden positivo y mayor o
igual que —D(P) , es decir, debe tener un cero de orden mayor o igual que —D(P).

2.- Si D(p) es positivo, entonces f puede tener orden negativo, pero no menor a —D(p),
es decir, en p f puede ser holomorfa, o tener un cero de orden mayor o igual que 1, o un polo
de orden a lo més —D(p).

3.- Si (D) = 0 entonces f debe ser holomorfa en p, pudiendo tener en este punto
un cero de cualquier multiplicidad. Por ejemplo, £(0) consta de las funciones f tales que
div(f) +0 = div(f) > 0, entonces todos los coeficientes de div(f) deben ser no negativos,
asi que f no puede tener polos, por lo tanto f debe ser holomorfa. Si la superficie X es com-
pacta, entonces £(0) es el conjunto de funciones constantes 4 y por lo tanto dim £(D) = 1.

La siguiente tabla muestra el andlisis del divisor D del ejemplo 5.2 con uuna funciéon f
que si pertenece a L(D) y una funcién g que no pertenece a L(D).

Lema 5.6. Sea X una superficie de Riemann compacta y D € Div(X) tal que deg(D) < 0.
Entonces L(D) = {0} y por lo tanto dim L(D) = 0.

Demostracion. Supongamos que deg(D) < 0y que existe f # 0 en £(D). Como f € L(D),
entonces div(f)+ D > 0 por ello, deg(div(f)+ D) = deg(div(f))+deg(D) > 0, pero sabemos
que deg(div(f)) = 0, entonces deg(D) > 0 lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto
L(D) = {0} 0

4En una superficie de Riemann compacta, las tinicas funciones holomorfas son las constantes.
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Ejemplo de una fun(}((')ll)] f ch“f\?(l‘)’ de una mndzli) g
> sl e a tenece @
— que sl pertenece a ) qu16 pertenece aL(D) C B Is)O
o debe | Ord(f) |D(p)+Ord () [ Ordy@ | D(p)+Ord ()
qe P

-5 0 7 12
3 10 8 15 B / B

10 1 9
0 2 -2

0

0
0 | 47 20| 3
5 5 -4

Los otros puntos
deC 0 0 0 O O 0

Figura 5.3.

Ejemplo 5.7. Si ¢1,¢92 v q3 son puntos en la esfera de Riemann @, para el divisor D =
—7q1 + 2¢2 + 3q3 tenemos que L(D) = {0}, ya que deg(D) = —2. En particular, todos los
divisores negativos tienen asociado el espacio vectorial {0}.

Observacion 5.8. Supongamos que Dy y D, son dos divisores en una superficie X, tales
que Dy < D,. Consideremos una funcién f € £(D;), entonces para todo p € X se tiene que
—D;(p) < Ord,(f) pero Dy < Dy implica que —Dy < —Dy, entonces tenemos también que
—Ds(p) < Ordy(f), por lo tanto f € L(Ds). Concluimos que £(D;) C L(Dy).

Por ejemplo, tomemos los divisores D; = 5p y Dy = 7p + 12¢, donde p y ¢ son puntos
en una superficie X. Notemos que Di(p) = 5 < 7 = Ds(p); D1(q) = 0 < 12 = Ds(q) y
Di(x) = 0 = Dy(z) para cualquier otro punto x de X, es decir, D; < D,. Luego, el espacio
L(Dy) consta de la funcién cero y las funciones que en p tienen orden mayor o igual que -5, y
son hoomorfas en los otros puntos; £(Ds) consta de la funcién cero y las funciones que en p
tienen orden mayor o igual que -7, en ¢ tienen orden mayor o igual que -12, y son holomorfas
en los demds puntos de X. Asi, una funcién en £(D;) cumple con tener en p orden mayor
que -7, al ser holomorfa en ¢ tiene orden no negativo y por tanto mayor que -12, y en el resto
de los puntos de X es holomorfa. Por lo tanto dicha funcién pertenece a L(Ds).

Cuando tenemos una superficie de Riemann compacta, la dimensién del espacio vectorial
asociado a cualquier divisor D es finita, y podemos dar una cota: dim£(D) < 1 + deg(P),
donde P es la parte positiva de D. En particular, si D es un divisor efectivo (es decir, que
sus coeficientes son todos no negativos), entonces dim£(D) < 1 + deg(D). La demostracién
de este resultado se hace en el apéndice D, (ver proposicién D.3).
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5.2. Formas diferenciales en una superficie de Riemann

Otra herramienta que necesitamos para demostrar el teorema de Riemann-Roch son las
formas diferenciales.

Definicién 5.9. Sea X una superficie de Riemann y A = {(U,z) : U € U} un atlas para
X. Una 1-forma meromorfa en X es un conJunto w={wy : U € U} donde cada wy = f dz
es una 1-forma meromorfa en z(U) C C 5( por lo tanto f es una funcién meromorfa en
z(U)). Este conjunto de 1-formas debe cumplir la siguiente condicién de compatibilidad: si
(U,z) y (U, %) son dos cartas tales que UNU # 0, wy = f dz y wg = g dz las 1-formas
correspondientes en z(U) y 2(U), y T = % o 2" la funcién de transicién entre ambas cartas,
entonces g(7'(z)).T"(z) = f(z). Si p es un punto en X, (U, z) una carta en py wy = f dz la
I-forma en z(U), diremos que w = f dz es la expresién de w en p. Al conjunto de 1-formas
meromorfas en X lo vamos a denotar como MM (X).

Lema 5.10. FEl cociente de dos 1-formas meromorfas es una funcion meromorfa.

Demostracion. Sean n y w dos 1-formas meromorfas en X. Sea p un punto en X y (U, 2)
una carta centrada en p. Si wy = f(2) dz y nu = g(z) dz son las expresiones de dichas
1-formas en el punto p, definimos el cociente de w y 1 como la funciéon h : X — C dada por

h(p) = f(2(p))/9(z(p)).

Veamos que esta definicién no depende de la carta elegida, para ello supongamos que
(V,w) es otra carta centrada en p y que wy = f(w) dw y ny = g(w) dw son las expresiones de
las 1 formas en esta otra carta coordenda. Por hipétesis sabemos que f(w) = f(T(2)).17"(z) =

f(2) y g(w) =g(T(2)).T"(2) = g(z), esto implica que

f(w(p z(p
oy - 100 _ FC0)
9(w(p))  g(z(p))
lo cual muestra que el valor de h no depende de la carta que tomemos. O

Definicién 5.11. Sea w una 1-forma en una superficie de Riemann X y p un punto en X.
Si w = f(2) dz es la expresién de w en p, definimos el orden de w en p como Ord,(w) =
Ord,(f). El divisor de w se define como div(w) = >~ c Ordy(w).p, y su grado es deg(w) =

ZpEX Ord,(w).

La siguiente proposicion establece una relacion entre el grado de cualquier 1-forma en una
superficie compacta y la caracteristica de Euler de la superficie.

Proposicién 5.12. Sea w una 1-forma en una superficie de Riemann compacta X de género
g. Entonces deg(div(w)) = 2g — 2.

5En el apéndice E definimos las 1-formas en abiertos de C.
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Demostracion. Por el lema 5.10 sabemos que si w y 1 son dos 1-formas meromorfas en X,
entonces h = w/n es una funcién meromorfa definida localmente en cada punto de X y
que no depende de la carta elegida. Ademads, el grado del divisor de cualquier funciéon en
una superficie de Riemann compacta es cero, pero deg(div(h)) = deg(div(w))/deg(div(n)) =
deg(div(w)) — deg(div(n)), por lo tanto deg(div(w)) = deg(div(n)).

Ahora que sabemos que el grado del divisor de cualquier 1-forma en X es el mismo, vamos
a demostrar la proposicién para una conveniente. Consideremos una funcién meromorfa no
constante’ f: X — C y sea F : X — C su funcién holomorfa asociada. Supongamos que F
tiene grado n.

Si las preimédgenes de oo son puntos de ramificacién, consideramos la funcién g(z) =
1/(F —¢) donde £ € C es un punto que tiene n preimagenes xy,...,x, (por tanto ningin
punto z; es de ramificacién), entonces la imagen de estos puntos bajo g es co. Podemos supo-
ner entonces que los polos de f son simples, de lo contrario consideramos a la funcién 1/(f—¢).

Vamos a calcular el grado del divisor de la 1-forma expresada localmente alrededor de

cada punto p € X como
of
=d
fp (az )

Sea B el conjunto de polos de f. Observemos que

deg(div(w Z Ord,,( Z Ord,,( Z Ord,( Z Ord,(f")

peX peX peP PE(X\E)

dz = f'(p) dz

p

Calculemos primero

> Ordy(f) (5.1)

Cuando p € (X \*B), F(p) = f(p), por lo tanto Ord,(F’) = Ord,(f’). Sea (U, z) una carta

enpy _
F(z)=F(z(p)) + Z anz"

n=ng

la serie de F' alrededor de p, donde ng = e,(F’) > 1 es la multiplicidad de F' en p. Derivando

esta serie tenemos que
o0

F'(z) = Z n a,z""*

n=ep(F)

y de esta iltima igualdad podemos ver que Ord,(F") = e,(F") — 1. Sustituyendo esto en (5.1)
obtenemos que »_ c x\q) Ordyp(f') = >0 v Ordp(F") = 27 cx\p) €p(F) — 1. Notemos

5En una superficie de Riemann compacta siempre existe una funcién meromorfa no constante, la demos-
tracién de este resultado se puede consultar en Quelques Aspects des Surfaces de Riemann, Eric Reyssat
(Teorema 3.4, capitulo 3, seccién 4).
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ahora que si p € B, Ord,(f) = —1 (pues f sélo tiene polos simples) pero Ord,(f) = —e,(F),
entonces e,(F) =1, por ello 3y e,(F) —1 =0, asi que

Y Oy (f) =) e(F) —1
)

peE(X\P peX

Como F' es una funciéon holomorfa no constante entre dos superficies de Riemann compactas,
podemos usar el teorema de Riemann-Hurwitz para obtener que

20 —2+2n=29—-2-n(2g:—2) =) [e,(F) =1 = > [ep(f) 1]

peX PE(X\P)

Ahora calculemos ZpE‘B Ord,(f’). Sea p € B un polo de f. Como f tiene sélo polos sim-
ples, Ord,(f) = —1, en consecuencia Ord,(f") = Ord,(f) —1 = —2, y como hay exactamente

n polos, entonces
D O0rdy(f) =) —2=-2n
PEP pEP
De este modo, concluimos que deg(K) = —2n + 2g — 2+ 2n = 2g — 2. ]

A continuacion asignamos a cada divisor D en una superficie, un espacio vectorial de
1-formas meromorfas.

Definicién 5.13. (Espacio de funciones asociado a una 1-forma.)
Sea X una superficie de Riemann, D € Div(X) y w una 1-forma meromorfa en X. Definimos

LOD)={0}Uu{we MY :w+£0y —D <div(w)}

donde Div(X) es el grupo de divisores de X (ver definicién 5.1) y div(w) = ) Ord,(w), (ver
definicién 5.11).

Proposicién 5.14. Sea X una superficie de Rieman, D € Div(X), w una 1-forma diferencial
meromorfa en X. Entonces el espacio vectorial L(D + div(w)) es isomorfo a LV (D).

Demostracion. Consideremos la funcién o : £(D + div(w)) — LM (D) dada por ¢(f) = fw.
Primero veamos que ¢(f) € L3 (D). Como f € L(D + div(w)), entonces para todo punto
p € X se cumple que —D(p) — Ord,(w) < Ord,(f), entonces —D(p) < Ord,(f)+ Ord,(w) =
Ord,(fw), por lo tanto o(f) = fw € LIY(D).

Notemos ahora que ¢ es inyectiva, pues si fw = 0 necesariamente f = 0, pues w es una
I-forma arbitraria. Para verificar que ¢ es suprayectiva tomemos una 1-forma 1 en £ (D).
Entonces se cumple que 0 < div(n) + D, es decir, para todo p € X, 0 < Ord,(n) + D(p).
Consideremos un punto p € X y una coordenada (U, z) en p. Supongamos que en esta carta
Ny w se expresan como w = h(z) dz y n = g(z) dz, entonces f(z) = g(z)/h(z) es una
funciéon meromorfa bien definida en una vecindad de p y no depende de la carta que se elija
(esto es por el lema 5.10). Finalmente observemos que Ord,(f) = Ord,(g) — Ord,(h), pero
Ord,(h) = Ord,(w) y Ord,(g) = Ord,(n), asi que Ord,(f) = Ord,(n) — Ord,(w), esto implica
que Ord,(f)+ Ord,(w)+ D(p) = Ord,(n) + D(p) > 0, es decir, div(f) + div(w) + D > 0, por
lo tanto f € L(D + div(w)). Ya que ¢(f) = wf = n, concluimos que ¢ es suprayectiva. [
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Integral de una 1-forma

Sea w una 1-forma meromorfa en una superficie de Riemann X y v : I — X una curva
en X. Sea {ty = 0 < ... < t,} una particién de I de tal que y([t;_1,%;]) esté contenido en
una carta coordenada (U, z;) y supongamos que ¥([t;_1,%;]) es analitica. Sea w; = fi(z;) dz;
la expresion de w en cada una de estas cartas y 7; = 2z;(v([ti—1,t])). Definimos la integral
de w a lo largo de y como fvw =>", f% fi dz;. En una superficie de Riemann es vélido el
siguiene teorema:

Teorema 5.15 (de Stokes). Sea w una 1-forma en una superficie de Riemann X y D C X
un dominio relativamente compacto con frontera analitica. Entonces faDw =[] pdw.

El residuo de una 1-forma

Definicién 5.16. Sea w una 1-forma meromorfa en una superficie de Riemann X, p € X y
(U, z) una carta en p. Si w = f(z) dz es la expresion de w en la carta U, definimos el residuo
de w en p como Res,(w) = Res.p(f).

Proposicién 5.17. Si X es una superficie de Riemann compacta y w es una 1-forma mero-

morfa en X, entonces
Z Res,(w) = 0.

Demostracion. Como los polos de w son aislados y X es compacta, entonces son un nimero
finito, digamos py, ...., px. Sea p; un polo de w, (U, z) una carta centrada en p; y w = f(2) dz
la expresion de w en esa carta. Como Res,, (w) = Resq(f), por el teorema del residuo tenemos
que

Res, (w) = Reso(f 2m/ f dz

donde v; es una circulo que rodea 1 vez a z(p;) = 0. Llamemos D, a la regién en X que rodea
la curva z~'(7;) y consideremos el conjunto D = X \ Uj_, D;, este conjunto es un dominio
de X relativamente compacto y su frontera es una curva analitica, entonces por el teorema
de Stokes tenemos que

k
. — d
; Resy,w = / fd =5 f z

1
— d
2m f T om f :
1
27 )y, T 2mi
pues en D w es holomorfa, entonces dw = 0. O
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5.3. Divisores de Laurent

Sea X una superficie de Riemann. Para cada punto p € X fijemos una carta (U, z2)
centrada en p. Recordemos que un polinomio de Laurent alrededor de p en la coordenada z
es un polinomio de la forma r, = >~ ¢;2" con n,m € Z\ {0}, n < my ¢; € C. Diremos

que m es el orden de 1, en p y lo denotaremos como Ord,(r,).

Definicién 5.18. Un divisor de Laurent es una suma formal ® = > _\ 7, - p donde r, es
un polinomio de Laurent en el punto p y r, # 0 sélo para un ntmero finito de puntos. El
conjunto Supp(®) = {p € X : r, # 0} es llamado el soporte de D.

Si® = Zpex Tp.py M = ZpGX sp.p son dos polinomios de Laurent, definimos su suma
formal como ® + M = 3" _+(r, + s,).p donde (r, + 5,) es la suma usual de polinomios en
C[z]. Los divisores de Laurent en X forman un grupo bajo la suma formal y lo denotamos por
T(X). Para darle a T'(X) estructura de espacio vectorial sobre C, definimos la multiplicacién
por escalares - : Cx T(X) — T(X) como a-D =a- Y x1rp.p = > cx(ar,)p donde

a.r, =y i (a.c;)z".

Grupo de divisores de laurent asociado a un divisor

Dado un divisor D = >y D(p) p en X , nos interesa considerar al subconjunto de
divisores de Laurent formado por los elementos ® = Zpe  Tp + p tales que en los puntos en
donde 7, # 0, el orden (dado por el exponente de z) de cada término de r, es menor estricto
que —D(p). Llamaremos T'[D] a este conjunto, el cual con la suma formal de divisores y la
multiplicacién escalar que hemos definido, es un subespacio vectorial de T'(X).

Ejemplo 5.19. Si D = 0, entonces T'[0] es el subgrupo de divisores de Laurent ® = > 7, -
p tal que el grado de cada 7, es estrictamente negativo.

Observacién 5.20. Supongamos que D; y D5 son dos divisores tales que Dy < Ds, entonces
T[Ds] C T[D:]. Efectivamente: si > y7, - p = D € T[Dy], entonces el grado de cada
rp, € Supp(®) es menor estricto que —Dy(p), pero Dy < Dy < —Dy(p) < —D;(p), por ello el
grado de cada r, € Supp(®D) es también menor estricto que —D;(p) y por lo tanto ® € T'[D,].

Truncamiento de un divisor de Laurent

Existe una operacién natural tg; : T[D1] — T[Ds] entre los subgrupos que acabamos de

definir llamada la operacién truncamiento dada de la siguiente forma: para Zpe xTp P =
D e T[D]

tHD) = s, p (5.2)

peEX

donde s, es r, sin los términos de grado —Ds(p) en adelante. El divisor 5.2 es llamado
el truncamiento de ®. Notemos que esta operacion es lineal, ademés satisface la siguiente

105



5.3. DIVISORES DE LAURENT CAPITULO 5

propiedad: si Dy, Do, y D3 son divisores en X tales que D; < Dy < D3, entonces tg; =
tp2 ot

Divisor de Laurent asociado a una funcién meromorfa

Sea D € Div(X) un divisor fijo. Para asociarle a cada funcién meromorfa en X un divisor
de Laurent en T[D], definimos el operador ap : M(X) — T[D] de la siguiente forma

ap(f) =Y fpp

peX

donde f, es la serie de Laurent de f alrededor del punto p sin los términos de grado —D(p)
en adelante, entonces f, es un polinomio de Laurent de grado —D(p) — 1. A continuacién
hacemos algunas observaciones importantes sobre el divisor ap(f).

Observacién 5.21.

(a) Lo primero que debemos observar es que es efectivamente un divisor de Laurent, es
decir, que su soporte es finito. Como X es una superficie compacta, el conjunto de ceros y
polos de f es finito. Llamemos F a este conjunto. Entonces para todo punto p en X \ F, la
funcién f es holomorfa y diferente de cero, por ello su serie alrededor de estos puntos es de

la forma
(oo}

Z anz" (ap # 0) (5.3)

n=0
Por otro lado, sabemos que Supp(D) es también un conjunto finito. Por lo tanto FUSupp(D)
es un subconjunto finito de X. Veamos que para todo p en el complemento de F U Supp(D),
se tiene que f, = 0. En efecto: sea p € X \ (F U Supp(D)). Por un lado p ¢ F, lo cual
implica que f es holomorfa y diferente de cero en p entonces su serie alrededor de p es como
(5.3). Por otro lado, p ¢ Supp(D) implica que D(p) = —D(p) = 0. Ya que f, es la serie de f
alrededor de p sin los términos de grado —D(p) = 0 en adelante, concluimos que f, = 0 pues
dicha serie no tiene términos con grado negativo. Por lo tanto Supp(ap(f)) es un conjunto fi-
nito, pues estd contenido en FUSupp(D). Entonces ap(f) es en efecto un divisor de Laurent.

(b) Cada f, € Supp(ap(f)) es un polinomio de Laurent cuyo grado, por definicién, es
menor estricto que —D(p). Por lo tanto ap(f) pertenece a T[D].

(¢) Supongamos que f € L(D), esto sucede si y sélo si para todo punto p € X,
—D(p) < Ordy(f). Sea ), ., a,2" la serie de f alrededor de p. Recordemos que Ord,(f)
es el menor exponente ng tal que a,, # 0. Entonces, si ap(f) = Zpe « [p-p, tenemos que para
todo p € X, f, =0y por lo tanto ap(f) = 0. Concluimos entonces que Ker(ap) = L(D).

(d) El operador ap es lineal.

Lema 5.22. Supongamos que Dy y Dy son dos divisores tales que D1 < Ds. Entonces
tg; oap, = ap,
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oo

Demostracion. Sea f € M(X) y p cualquier punto en X. Supongamos que » > a,2" es
la serie de Laurent de f alrededor de p, donde ny = Ord,(f). Ya que D; < D, enton-
ces —Dy(p) — 1 < —Dy(p) — 1. Sean f, = Z;:Djép)fl anZ” Yy fp = Z;fﬁép)fl a,z" los
truncamientos de la serie de f en los términos de grado —Ds(p) y —D;(p) respectivamente.
Tenemos entonces que ap, (f) = cx fy'P v ap,(f) =2 cx f»-p . Notemos ahora que

(tg; © aD1)(f) = tg;(ZpEX fp 'p) - ZpEX fp - p. Por lo tanto (tg; © OéDl)(f) = aD2(f)' U

5.3.1. EIl problema de Mittag-Leffler y espacios H'(D)

Supongamos que nos dan una superficie de Riemann compacta X, un ndmero finito
de puntos pi,...,p, en ella y un polinomio de Laurent r,, para cada punto p;. Luego nos
preguntan si existe una funcién f € M(x) tal que para cada i € {1,...,m}, la serie de
Laurent de f alrededor de p; empieza precisamente con el polinomio r,, y ademas, nos piden
que f sea holomorfa en X\ {py, ..., pm }. Este problema lo planteé el matemdtico sueco Magnus
Gosta Mittag-LefHler en 1876.

Para resolver este problema consideramos el divisor especial D = Zpe + D(p) - p donde
D(p)=0sip¢& {p1,....,pm} y si p = p; para alguna ¢ € {1,...,m}, entonces D(p;) = D(p) =
—(k; + 1) donde k; es el grado del polinomio 7,,. Definiendo de esta manera al divisor D,
tenemos que el divisor de Laurent ® = > . 7, - p pertenece a T[D], pues en primer lugar,
Supp(D) = Supp(®) = {p1,....,pm} v para cada i € {1,...,m}, el grado de r,, es menor
estricto que —D(p;) pues k; < (k; +1) = —D(p;).

Nuestro problema ahora es encontrar una funcién f € M(X) tal que ap(f) =3 cx fp -
p= Zpe < Tp-p =29 En otras palabras, nos preguntamos si ® pertenece a la imagen de ap.
Si tal funcién existe, entonces cumple que para todo p € {p1, ..., Pm }, su serie alrededor de p
comienza precisamente con el polinomio de Laurent 7, y es holomorfa en cualquier punto p
que pertenezca a X \ {p1, ..., pm }, Pues en esos puntos tenemos que —D(p) =0y r, = f, =0,
lo cual significa que la serie de f alrededor de p no tenia términos de grado negativo.

El problema de construir funciones meromorfas con polinomios de Laurent especificos
en un numero finito de puntos y sin polos en los demés puntos es llamado el problema de
Mittag-Leffler para la superficie de Riemann X. Algebraicamente, este problema se mide en
términos de la dimensién del espacio

T[DI(X)

Im ap

HY(D) := (5.4)

Por definicién, un divisor de Laurent © € T'[D](X) pertenece a la imagen de ap si y sélo
si su clase en H'(D) es cero. Por lo tanto la dimensién de este espacio mide que tanto falta
para que el problema de Mittag-Leffler en X tenga solucién.
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Dimensién de H'(D)

El primer paso para averiguar bajo qué condiciones se puede resolver el problema de
Mittag-Leffler es analizar a la dimensién de los espacios H'(D). Resulta que en una curva
algebraica, esa dimension siempre es finita. En esta seccion lo vamos a demostrar. Recordemos
que M (X) denota el conjunto de funciones meromorfas en X y L£(D) es el espacio vectorial
asociado al divisor D (definicién 5.5). Para cualquier divisor D en X tenemos la siguiente
sucesion exacta:

0 — L(D) 5 M(X) 22 T|D|(X) & H'(D) — 0,

donde i es la inclusion de L£(D) en M(X) y 7 es la proyeccién candnica. Definiendo o :
M(X)/L(D) — T[D] como o(f + L(D)) = B(f), tenemos la siguiente sucesiéon exacta corta

0— % 5 TIDI(X) S HY(D) — 0.

Sean Dy, Dy € Div(X) tales que Dy < D,. Para cada uno de estos divisores, tenemos la

correspondiente sucesién exacta. Definamos la transformacion ) : ﬁ/(lgg — 2/((/(3)2)) como
YIf + L(Dy)] = f+ L(Ds) (5.5)
y también la transformacion ®p, p, : H'(D;) — H'(D,) como
@D1D2(®+Im OéDl) :tg;(C‘D)—i—Im ap, (5.6)

Veamos que ¢ y ®p, p, no dependen del representante de la clase.

Supongamos que f y g pertenecen a la misma clase, entonces f = g + h para alguna
funcién h € L£(D;). Pero al ser D; < D,, tenemos que L(D;) C L(Ds) entonces h € L(Ds)
y por ello, f € [g 4+ L(Ds)], es decir, las clases g + L(D3) vy f + L(D3) son iguales. Por lo
tanto ¥ no depende del representante de la clase. Ademas, el hecho de que £(D;) C L(D,)
implica que 1 es suprayectiva.

Sean ©® € T[D;| y supongamos que D pertenece a la clase © + Im ap,, entonces
D = D + M para algun divisor M € I'm ap,. Luego, ®p,p, (M + Im 1) = $p,p,(D +
M+ Im ap,) =tpL (D + M) + Im ap, = tH1(D) + tpL (M) + Im ap,.

Basta entonces notar que el truncamiento tg; (M) € I'm ap, ( pues en ese caso, Pp, p, (M +
Im ap,) = (D) + Im ap, = ®p,p,(D + Im ap,)). Dado que M € Im ap,, enton-
ces existe una funcién g € M(X) tal que ap,(g). Utilizando el lema 5.22 tenemos que
tg;(im) = tg;(ole (9)) = (tg; oap,)(g) = ap,(g). Por lo tanto tﬁ;(sm) € Im ap,.

La transformacién ®p, p, es ademds suprayectiva. En efecto, si D; < Dy entonces T[Ds] C
T[D;] (ver la observacién 5.20), por lo que si ® + I'm ap, pertenece a H'(D,), entonces
® + Im ap, es un elemento en la preimagen de © + I'm ap,.

Afirmacion 5.23. El diagrama siguiente es conmutativo
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M(X ap, m
0 pns T[D;] HY(Dy) 0
?J) tg; (I)DlD2
abz 79
0 — JZ’ESS T[Do] H'(Dy) 0

Demostremos primero que ap,01) = tg; oap,, para ello tomemos un elemento f+L(D;) en
M(X)/L(Dy). Por un lado, (ap, o) (f + L(D1)) = ap, (¥ (f +L(D1))) = ap,(f +L(D2)) =
ap,(f). Por otro lado (tp} o ab, ) (f +L(D1)) = tp}(ab, (f + L(D1))) = tps(ap, (f)) = (tp) 0
ap,)(f) = ap,(f) esta dltima igualdad es por el lema 5.22. Por lo tanto ap, 0t = tg; oap,.
Demostremos ahora que ®p,p, o m = Mg 0 tg;, para ello tomemos © en T'[D;]. Por un lado
tenemos que (®p,p, 0 m)(D) = Cp,p,(11(D)) = p,p,(D + Im ap,) =tH (D) + Im ap, y
por otro lado, (m0tp!) (D) = o (tpl (D)) = tpL(D)+Im ap,. Por lo tanto ®p, p,om = motp!.

Por el teorema del kernel-cokernel (teorema B.4) existen transformaciones lineales A y ~y
tales que la siguiente sucesion es exacta

0 — Ker(y) 2 Ker(t5!) % Ker(®p, p,) — 0 (5.7)

La exactitud de (5.7) implica que A es inyectiva y 7 es suprayectiva. Utilizando ahora el
teorema de las dimensiones 7 tenemos que

dim Ker(¢) = dim Im()\) + dim Ker(\) = dim Im(\) + 0 = dim Im(\)

y  dim Ker(tg;) = dim Im(y) + dim Ker(v)
= dim Ker(®p, p,) + dim Ker(y)
= dim Ker(®p,p,) + dim Im())
= dim Ker(®p,p,) + dim Ker ()
por lo tanto

dim Ker(®p, p,) = dim Ker(tp}) — dim Ker(1)) (5.8)

Utilizando esta ultima igualdad, establecemos en la siguiente proposicién, la dimensién del
kernel de la transformacién ®p, p, en términos de los grados de los divisores Dy y Ds.

Proposicién 5.24. dim Ker(®p,p,) = deg(Dy) — dim L(Dsy) — deg(Dy) + dim L(Dy), donde
Dy < Dy y @ se define como en (5.6).

"Si F: U — W es una transformacién lineal entre espacios vectoriales, entonces dim(U) = dim Im(F) +
dim Ker(F)
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Demostracion. Basta demostrar que dim Ker(tg;) = deg(Dy) — deg(D;) y dim Ker(¢) =
dim £(D,) —dim £(D;) (donde v es la transformacién definida en (5.5), pues sustituyendo
estos valores en (5.8) obtenemos el resultado deseado.

Sea® =3 ¢
grado de r, es menor estricto que —D;(p). Supongamos que D pertenece al kernel de tg;, en-

p.p un divisor de Laurent en T'[D;]. Entonces para todo p € Supp(®D), el

tonces tg;(@) =2 pex Sp-p =0 (el divisor de Laurent cero), esto quiere decir que para todo
pen X, s, = 0, pero recordemos que s, es el polinomio de Laurent r, sin los términos de gra-

a;z* conn <m < —Dy(p), s, = Z—Dz(p)—l

i=n

do —Ds(p) en adelante, es decir, sir, =Y " a;z".
Entonces s, = 0, lo cual sucede si y sélo si —Dsy(p) < n. Por lo tanto, para to-
do p € Supp(®), r,.p es generado por el conjunto de polinomios de Laurent {z~ D20 .

p, ..., 2 P1@=1.pl v este conjunto tiene (-Dy(p)-1)-(-Da(p))+1 = Dy(p)— Dy (p) elementos.

Notemos ahora que esto sucede también para los puntos que no pertenecen al soporte de
= ibi i ; _ N b1
D, pues para ellos r, = 0 y podemos escribir a este polinomio como r, = > " Da(p) i7" tO-

mando todos los coeficientes a; = 0. Asi que el kernel de tg; estd generado por Zpe ~ Da(p) —
Di(p) = > pex Da(p) — 2 cx Di(p) = deg(D2z) — deg(D1) polinomios de Laurent. Por lo
tanto dim Ker(tg;) = deg(D3) — deg(Dy).

Demostremos ahora que dim Ker(y)) = dim £(D,) — dim £(D;), para ello tomemos un
elemento f+ £(D;) en el kernel de . Entonces ¢(f +L(D1)) = f+L(D2) = L(D3) pero f+
L(Ds9) = L(Dy) siy solosi f € L(D,), por lo tanto Ker(¢) = {f + L(D1) : f € L(D3)} pero
este conjunto es el espacio L£(Ds)/L(D;) y como la dimensién de £(D) es finita para cualquier

divisor D, tenemos que dim Ker(y)) = dim ( £(D3)/L(D;) ) = dim £(D;) —dim £(D,). O

Observacién 5.25. Notemos que la proposiciéon anterior implica que si Dy y Dy son dos
divisores tales que D; < Dy, entonces la dimensién de Ker(®p,p,) es finita.

Proposiciéon 5.26. Sea X una curva algebraica, f € M(X), D = divo(f) el divisor de
polos de f. Entonces existe un entero mg > 0 tal que para todo m > my, dim Ker(®o,p) es
constante.

Demostracion. Sabemos por la proposicién D.9 que [M(X) : C(f)] = deg(D), y por el lema
D.6, existe un natural mgy > 0 tal que para cualquier m € N, con m > mg, (m — mg+
1) deg(D) < dim L(mD), esto ultimo implica que —dim L£L(mD) < —(m — mg + 1) deg(D),
y utilizando la proposicién 5.24, obtenemos lo siguiente:
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dim Ker(®g ,,p) = deg(mD) — dim L£(mD) — deg(0) + dim £(0)
= deg(mD) — dim £(mD) + 1
< deg(mD) — (m —mg+1) deg(D) + 1
<m deg(D) — (m —mo+ 1) deg(D) + 1
=deg(D) (m—(m—mo+1))+1
=deg(D) (mg—1)+1=C

(5.9)

Entonces dim Ker(®y ,,p) < C y C es una cota independiente de m.

Ahora notemos que si m; y mo son dos numeros naturales tales que 0 < m; < ma,

entonces 0 < my D < myD, lo cual implica que ), , = t%;g ot p, por ello tenemos que
1 (bo,mlD 1 q>m1D,m2D 1 1 (I)O,ng 1
H(0) H(mD) H (myD) = H"(0) H"(myD)

y como consecuencia Ker(®g,,,p) € Ker(®gm,p), ast que
dim Ker(®gm,p) < dim Ker(®gm,n).

Por lo tanto la sucesién {a,, : m € N} dada por a,, = dim Ker(®g,,p) es creciente y
ademads es acotada superiormente por C' ( cuando m > mg), entonces converge, pero como
es una sucesioén cuya imagen es un subconjunto de los ntiimeros naturales, existe un nimero

k € N tal que para toda m > k, a,, es constante, digamos M. Entonces para toda m > k,
dim Ker(®gmp) = M.

Observacién 5.27. El hecho de que la sucesién {a,, : m € N} sea creciente implica que
para toda m € N, a,, < M, es decir, para toda m € N, dim Ker(®g,p) < M.

]

Recordemos que el objetivo de esta seccion es demostrar que la dimensién de los espacios
H(D) son de dimensién finita. La siguiente proposicién y el teorema que le sigue nos llevaran
a concluir el resultado que buscamos y finalmente a enunciar una primera version del teorema
de Riemann-Roch.

Proposicion 5.28. Sea X una curva algebraica.
(a) Existe N € Z tal que para todo A € Div(X), deg(A) — dim L(A) < N.
(b) Eziste un divisor Ay tal que para todo divisor D en X

deg(D) — dim L(D) < deg(Ag) — dim L(Ap)

y para este divisor se tiene que H(Ag) = 0.
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Demostracion. (a) Sea f € M(X) una funcion fija y sea D su divisor de polos. Tomemos
un divisor arbitrario A en Div(X). Por el lema D.4, existe un entero n > 0 y una funcién
meromorfa g en X tal que A — div(g) < nD, y por la proposicién 5.26, para toda m € N,
dim Ker(®g,,p) < M donde M € N es constante e independiente de m, en particular,
dim Ker(®¢,.p) < M.

Luego, por la proposicion 5.24, sabemos que

dim Ker(®g,.p) = deg(nD) — dim L£(nD) — deg(0) + dim £(0)

= deg(nD) — dim L(nD) + 1 (5.10)

Entonces deg(nD) —dim £(nD)+1 < M. Definamos N = M — 1, de este modo tenemos que
deg(nD) — dim L(nD) < N. (5.11)

Definaos ahora B = A — div(g). Entonces deg(B) = deg(A) — deg[div(g)], pero el grado del
divisor de una funcién meromorfa en una superficie compacta siempre es cero (pues la suma
de los ceros y polos, contados con multiplicidad, es cero), asi que

deg(B) = deg(A) (5.12)

Afirmacién 5.29. Definamos la transformacién A : £(B) — L(A) como A\(f) = f/g. En-
tonces A es un isomorfismo.

Demostracion de la afirmacion:

. Primero veamos que A es inyectiva. Tomemos una funcién f € L(B) en el kernel de A,
entonces A\(f) = f/g =0, lo cual pasa su y sélo si f = 0. Por lo tanto \ es inyectiva.

. Ahora veamos que A es suprayectiva. Sea h € L(A), entonces para todo punto p € X se
tiene que —A(p) < Ord,(h) (donde A(p) es el coeficiente del punto p en el divisor A). Luego
—A(p) + Ord, (g) < Ord, (h) + Ord, (g) = Ord, (hg). es decir —[A(p) — Ord, (9))] = —B(p) <
Ord,(hg) lo cual quiere decir que hg € L(B). Notemos ahora que A(hg) = g, por lo tanto A
es suprayectiva y con esto terminamos de demostrar la afirmacién.

La afirmacién anterior implica que dim £(B) = dim £(A), y utilizando (5.12) tenemos
que
deg(A) — dim L(A) = deg(B) — dim L(B) (5.13)
Notemos ahora que como B = A—div(g) < nD, la proposicién 5.24 implica que dim Ker(®p,,p) =

deg(nD) — dim L(nD) — deg(B) + dim L(B), entonces deg(B) — dim L(B) = deg(nD) —
dim £(nD) — dim Ker(®p,p). Esta dltima igualdad, (5.13) y (5.11) implican que

deg(A) — dim L(A) = deg(B) — dim L(B)
= deg(nD) — dim L(nD) — dim Ker(®p,,p)
< N —dim Ker(®p,.p)
< N (pues dim Ker(®p,p) > 0)
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Esto concluye la demostracién de (a).

Demostracién de (b).
Por la proposicién 5.26 sabemos que existe un natural k tal que para todo m > k, dim Ker(®g ,,,p) =
M, donde D es el divisor de polos de una funcién meromorfa en X. Pero dim Ker(®g,,p) =
deg(mD) — dim L(md) + 1, entonces deg(mD) — dim L£(md) = M — 1 = N, esto quiere
decir que para todos esos divisores (los de la forma mD con m > k) el nimero deg(mD) —

dim £(mD) es maximal, pues sabemos por el inciso (a) que para cualquier divisor A en X,
deg(A) — dim L(A) < N.

Consideremos el divisor Ag = mD , con m > k. Demostraremos por contradiccién que
H'(Ap) = 0.Supongamos entonces que H'(Ag) = % # 0, esto quiere decir que existe
0

un divisor ©® € T[Ap] que no pertenece a la imagen de a4, (esto en particular implica que
D #0). Supongamos que ® = Y, _. r,. p. Definamos el divisor B =) _, B(p).p donde

peX peX

_f —Ord,(rp)+1 sir, #0
B(p>_{A0(p)—|—1 sir,=0

y definido de esta forma, tenemos que Ay < B, pues como ® € T[A], entonces para
todo punto p en el soporte de ®, se tiene que Ord,(r,) < —Ao(p), lo cual implica que
—Ord,(r,) +1 = B(p) > Ao(p), y si p no pertenece al soporte de D, entonces B(p) = Ay(p) +
1 > Ag(p). Ademés t5°(D) = 0, pues t42°(D) = > pex Sp- Tp donde s, es 7, sin los términos
de grado —B(p) en adelante, pero —B(p) = Ord,(r,) — 1, entonces s, = 0. Al ser Ay < B,
podemos considerar a la funciéon ® 4, p : H'(Ay) — H'(B), y el parrafo anterior implica que
D € Ker(®y, p), porque &4, 5(D) = t5° + Im ap = Im ap = la clase del cero en T|[B].
Luego, al ser © # 0, se tiene que dim Ker(® 4, 5) > 1, pero

1 < dim Ker(® 4, 5)
= deg(B) — dim L(B) — deg(Ap) + dim L(Ap)
= [deg(B) — dim L(B)] — [deg(Ag) — dim L(Ay)]
<0

donde la ultima desigualdad se debe a la maximalidad de Ag respecto a la propiedad de que
[deg(Ap) — dim L(Ag)] > [deg(E) — dim L(FE)]. Pero 1 < 0 es una contradiccién, que vino de
suponer que H'(Ag) # 0. Por lo tanto H*(4g) = 0.

0

Podemos ahora demostrar el resultado que nos interesa en esta seccién, la dimensién finita
de los espacios H!(D).

Teorema 5.30. Sea X una curva algebraica. Para cualquier divisor D € Div(X), el espacio
vectorial H'(D) tiene dimensidn finita.
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Demostracion. Sea D un divisor arbitrario en X y tomemos un divisor Ay que cumpla que
H'(Ap) = 0 (en la proposicién anterior vimos que un tal divisor existe). Expresemos al divisor
D — Ay como D— Ay = P— N, donde P es su parte positiva y N su parte negativa. Notemos
que Ay < Ao+ P, pues P es un divisor no negativo, entonces podemos considerar a la funcién
D, a01p : H'(Ag) — H'(Ag+ P), que es suprayectiva, es decir, Im(® 4, 4,1 p) = H' (Ao + P)
y al ser H'(Ag) = 0, se tiene que H'(Ag+P) = 0. Ahora observemos que Ag+P—N < Ag+P,
porque —/N es un divisor negativo, entonces existe la funcion ® 4,4 p_n a,+p : H YAy + P —
N) — H'(Ay + P).

Por otro lado, por el teorema de las dimensiones, tenemos que

dim Hl (Ao + P — N) = dim Im((I)AO+P—N,AO+P) + dim Kel”((IDAO_;,_p_N,AO_,_p)
= dim HI(A(] + P) + dim Ker((I)A0+p_N7AO+p)
=0+ dim Ker(®4,+p-n.a9+P)

= dim Ker(¢A0+p_N7A0+p)

(5.14)

pero sabemos que la dimension de Ker(®4,4+p_n 4,+p) €s finita (ver la observacién 5.25),
asi que la dimension de H'(Ag+ P — N) es finita.
Finalmente notemos que D = Ay + P — N. Por lo tanto H'(D) tiene dimensién finita.

[

Teorema 5.31 (de Riemann-Roch versién 1). Sea X una curva algebraica y D €
Div(X). Entonces

dim £(D) — dim H'(D) =deg(D) + 1 —dim H'(0)

Demostracion. Para cualquier divisor D € Div(X) definimos el nimero
['(D) = dim £(D) — dim H'(D) — deg(D)

Afirmacién 5.32. Si Dy y D, divisores en X tales que Dy < Dy, entonces ['(Dy) = I'(Ds).

Demostracion de la afirmacion:

Sean D; y D, divisores en X tales que D; < D,. Consideremos la aplicacion ®p,p, :
H'(Dy) = H'(D,) definida anteriormente. Por la proposicién 5.24 tenemos que dim Ker(®p, p,)
= deg(Ds) — dim L(D3) — deg(D;) + dim L(Dy).

Por otro lado dim H*(D;) = dim Ker(®p, p,)+dim Im(®p,p,), pero ®p, p, es suprayectiva,
por ello dim H'(D;) = dim Ker(®p,p,)+dim H'(D,). Sabemos ademds que dim H'(D,) <
oo (por el teorema 5.30) entonces dim H'(D;)—dim H'(D,) = dim Ker(®p,p,). Por lo tanto
dim H'(D;) —dim H(D,) = deg(D5) —dim £(D5) —deg(D;) +dim L(D;). y reacomodando
los términos tenemos que dim £(Dy) —dim H'(Dy) —deg(Ds) = dim £(D;) —dim H'(D;) —
deg(Dy). De este modo, tenemos que I'(D;) = I'(Ds), lo cual demuestra la afirmacion.
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Consideremos ahora dos divisores en X arbitrarios D y . Escribamos a estos divisores
como D = Pp — Npy G = Pg— Ng donde Pp y Py son las partes positivas de D y G
respectivamente y Np y Ng sus partes negativas. Notemos ahora que D < Pp < Pp+ Pg y
G < Pg < Pp + Pg. Por la afirmacion anterior, I'(D) = I'(Pp + Pg) y I'(G) = I'(Pp + Pg).
Por lo tanto I'(D) = T'(G). Tomando G = 0 tenemos que dim £(D) —dim H'(D)—deg(D) =
dim £(0) — dim H'(0) — deg(0). Luego, al ser X una superficie compacta (pues es una curva
algebraica) dim £(0) = 1, y como deg(0) = 0, entonces dim £(D) — dim H'(D) — deg(D) =
1 — dim H'(0). Por lo tanto

dim £(D) — dim H'(D) = deg(D) + 1 — dim H'(0).

5.4. La dualidad de Serre

En esta seccién haremos el vinculo (dado por la dualidad de Serre) entre los espacios
H'(D) y los espacios vectoriales asociados a formas diferenciales, y de este modo llegaremos
al enunciado final del teorema de Riemann-Roch.

En una curva algebraica X, tomemos un divisor cualquiera D y el espacio de 1-formas
meromorfas asociado a —D, LV (—=D) = {0} U{w € MY 1w # 0y 0 < div(w) — D}. Consi-
deremos una 1— forma w € E(l)(—D). Tomemos un punto p € X, una carta (U, z) centrada
en p y supongamos que w = g dz es la expresién de w en p. Ya que g es una funcion meromorfa
en p, tiene una serie de Laurent ) °  b,2" alrededor de p, donde ng = Ord,(g), y por defini-
cién, Ord,(w) = ng. Luego, el hecho de que w € LY (—D) implica que D(p) < Ord,(w) = n.
Por lo tanto, podemos expresar a w alrededor de p como w = (3277 ) buz") dz.

Supongamos ahora que f es una funcién meromorfa en p y sea Z;’;:mo a, 2™ su serie alre-
dedor de p. Vamos a calcular el residuo de f.w en el punto p, para ello debemos multiplicar las
series (307 i) bnz™) ¥ (D=, @m2™) ¥ hallar el coeficiente de 1/2 en dicha multiplicacién.

Haciendo la multiplicacién tenemos lo siguiente:
o

( i bnz”)( i amzm> :bD(p)zD(p)( Z amzm)
n=D(p) m=mg m=mg

o0

+ bD(p)+1 ZD(p)_H( Z CLmZm) + ...

m=mg

S (e $ )

n=D(p) m=mg

_ 3 (i(bn.am)zmM)

n=D(p) *m=mo

115



5.4. LA DUALIDAD DE SERRE CAPITULO 5

y de esta suma, debemos rescatar los sumandos de la forma (b,,.a,,)z"*" tal que m+n = —1,
pues el residuo que buscamos es la suma de esos coeficientes. Pero m +n = —1 implica que
m = —n — 1. Entonces

Res,(f.w) = Zbanl

—bD(p (a Dp)-1) T bp@)+1(a—pp)—2) + -+ b1 mg (Amy)-

Por lo tanto, Res,(f.w) depende tnicamente de los coeficientes a; de la serie de Laurent
de f alrededor de p tales que i < —D(p). Notemos que esos coeficientes son exactamente los

coeficientes del polinomio de Laurent f, = Z;Z%il any, 2™, por ello tenemos que Res,(f.w) =

Resy(fp.w). Como todo lo anterior pasa para cada punto de la superficie, podemos concluir
entonces que

Z Res,(f.w) = Z Res,(fp-w) (5.15)

peX peX

5.4.1. La funcidon residuo

Para un divisor D en una superficie de Riemann X y una 1-forma w € £V (—D), definimos
la funcién residuo Res, : T[D] — C como

Res,, ( > Tp.p) = Res,(r,w)

peX peX

El andlisis anterior nos muestra que si f es una funcién meromorfaen X y ap(f) = >_ cx f-p
es su divisor de Laurent asociado (en términos del divisor D) entonces

Z Res,(f.w) = Z Res,(fpw) = Res,(ap(f))

peX peX

Recordemos ahora que en una superficie de Riemann compacta, la suma de los residuos
de cualquier 1-forma meromorfa es cero, asi que Res,(ap(f)) = 0. Por lo tanto para toda
w € LY(=D) tenemos que Im ap C Ker(Res,). Como consecuencia de esto tltimo, la

aplicacién Res,, : H'(D) — C dada por
}?es\w (( Z rp.p) +Im aD) = Res,, < Z Tp.p>
peX peX

estd bien definida (es decir, no depende del representante de la clase). En otras palabras, el
siguiente diagrama es conmutativo

Teorema 5.33 (Dualidad de Serre). Sea X una curva algebraica y D € Div(X). La
aplicacion Res : LY (—D) — H'(D)* definida como Res(w) = (Res,, : H'(D) — C) es un

1somorfismo de espacios vectoriales.
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Res,,
T[D] C
_ -7 Res,
D
[717;[ Oz]D Hl(D)

Demostracién de la inyectividad de la aplicacién Res.

Para demostrar la inyectividad, veremos que Ker(Res) = {0}. Supongamos, para llegar a
una contradiccién, que existe una 1-forma w € Ker(Res), con w # 0. Entonces Res(w) =
Res,, = 0, esto quiere decir que para cualquier divisor de Lurent Zpe  Tp- D, s€ tiene que
> pex Resp(ry. w) = 0.

Fijemos un punto p € X y una coordenada z en el punto p. Sea m = Ord,(w). Como
w € LY (=D), entonces 0 < Ord,(w) — D(p), es decir, 0 <m — D(p) lo cual implica que
—m < —D(p), porloque —m—1=—(m+1) < —D(p) y esto equivale a que el divisor de

Laurent definido como ]

- Zm+1' p

pertenezca a T[D], pues el tnico polinomio de Laurent en su soporte es zm% y tiene orden

—(m+1). Sea
w = (ch z”> con ¢, # 0

la expresién local de w en una vecindad de p. Aplicando la funcién Res, al divisor ©,
obtenemos lo siguiente:

1 1
Res,, (szrl .p) = Res, <WW)

m m~+1
R z z
= €Sy Cmm—l—cm_i_lm—{—...

Cm
= Res, <— + a1 + )
z
= Cm
pero por un lado ¢,, # 0, lo cual es una contradiccion, ya que Res,, es la funcién constante

cero. Por lo tanto w = 0, lo cual demuestra la inyectividad de Res.

Demostracion de la suprayectividad de la aplicacion Res.
La demostraciéon de que la aplicacion Res es suprayectiva requiere de un poco mas de trabajo.
Comenzamos con la siguiente definicion.
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Definicién 5.34. Dada cualquier funciéon meromorfa f y un divisor D, definimos el operador
ps: T[D] — T[D — div(f)] de la siguiente forma:

1y () = uf( er.p) = (Fr)w (5.16)

zeX zeX

donde (m) es la serie f.r, sin los términos de grado —D(p) + Ord,(f) en adelante.

Los siguientes dos lemas son un poco técnicos, pero seran clave para demostrar que la
aplicacion Res es suprayectiva.

Lema 5.35. Sean Dy y Dy divisores en X tales que Dy < Dy y w una 1-forma meromorfa
en LY(—Dy). Si Res,, se anula en en el kernel del truncamiento tD; =t :T[D:] — T[Ds],

entonces w € LV (—Dy).

Demostracion. Para llegar a una contradiccién, supongamos que w ¢ LM (—Dy), es decir,
existe un punto py en X tal que Ord,, (w) — Day(py) < 0 (recordemos que w pertenece a
LMD (—=D,) si y sélo si para todo punto p de X, 0 < Ord,(w) — Dy(p) ). Denotando por m
al orden de w en pg, tenemos que m — Do(pg) < 0, por ello —Dy(py) < —m y la desigualdad
estricta implica que —Ds(pg) < —m — 1.

Por otro lado, tenemos por hipétesis que w € LM (—D,), entonces 0 < m — D;(py) por
lo que —m < —D;(pp) y restando 1 al orden de w en pg, obtenemos la desigualdad estricta
—m — 1 < —Di(py). De este modo tenemos que —Ds(pg) < —m — 1 < —D1(po).

Notemos ahora que el divisor de Laurent
D = rp,.po donde rp) = —— = 2~
z
pertenece al kernel de ¢, asi que por hipétesis,

Res,(1p,-po) = Respy(w.rp,) = 0.

Finalmente, si w = (32 ¢,2")dz es la expresién de w en py, con ¢, # 0, entonces

o0 . 1
Resp, (w.rp,) = Res(z CnZ )'2m+1
= Res(cmszrl +...)

1
= Res(cp—+ ...) =cm #0
z
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto w € L3 (—Dy). O
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&
p’f2 %

T[A=C = div(fy)]

Lema 5.36. Sea A cualquier divisor en X y spongamos que ®; : H'(A) — C y @, : H'(A) —
C son transformaciones lineales. Entonces existe un divisor positivo C' y funciones fi, fo €
L(C), f1i£0, fo#0 tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

Demostracion. Demostraremos este lema por contradiccion. Supongamos que no existe el
divisor C' ni las funciones f; y fo. Tomemos un divisor positivo D arbitrario y consideremos
la transformacién lineal

Y L(D) x L(D) — H' (A - D)*

dada por
V(f1, fa) =¢p1oti0 [y, — P20l 0 iy,
donde t; = tifD*div(fl) y ty = tﬁfodiv(f 2 Debido a nuestra suposicién, tenemos que v es

inyectiva, entonces

dim(L(D) x £(D)) = dim Ker(¢) + dim Im(2))
= dim Im(2))
<dim H'(A - D)
entonces
2 dim £(D) < dim H'(A — D) (5.17)
Por otro lado, el teorema de Riemann-Roch (la primera versién) aplicado al divisor A— D
nos da lo siguiente: dim £(A — D) —dim H'(A — D) = deg(A — D) +1 —dim H'(0), lo cual
implica que
dim H'(A — D) = dim £(A — D) — deg(A — D) + dim H'(0) — 1
= — deg(A) + deg(D) + dim H'(0) — 1
< — deg(A) + deg(D) + dim H*(0) — 1

la dltima desigualdad se tiene por que como D es positivo, entonces A— D < Ay esto implica
que L(A— D) C L(A) por lo que dim L(A — D) < dim L(A).
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Notemos que como A es un divisor fijo, el nimero § = dim £(A) —deg(A)+dim H'(0)—1
es constante. Entonces tenemos que

dim H'(A — D) < ¢ + deg(D) (5.18)

Aplicando ahora el teorema de Riemann-Roch a D obtenemos lo siguiente:

dim £(D) — dim H'(D)
entonces dim L(D)

deg(D) + 1 — dim H'(0)
deg(D) 4+ 1 — dim H'(0) + dim H'(D)
deg(D) + 1 — dim H'(0) (pues dim H'(D) > 0)

v

por tanto
2 deg(D) +n <2 dim L(D) (5.19)

donde n = 2 — 2 dim H'(0) es constante. Juntando las desigualdades (5.17), (5.18) y (5.19)
obtenemos que

2 deg(D) +n < 2 dim £(D) < dim H'(A — D) < & + deg(D)

entonces deg(D) < £ —n es constante, pero esto es una contradiccién, pues el divisor D fue
un divisor positivo arbitrario y por lo tanto su grado puede ser tan grande como se quiera.
Esto demuestra el lema. O

Observacién 5.37. Sea f una funcién meromorfa en una curva algebraica X, D un divisor
en X yw € LO(=D). Entonces fw € LY(—D — div(f)) y Res, o yu; = Resp,, donde p es el
operador (5.16).

Podemos ahora demostrar que la funcion Res es suprayectiva. Fijemos un divisor D
en X. Ya que H'(D)* se puede identificar con el espacio de transformaciones lineales de
T[D] en C cuyo kernel contiene a Im(ap), basta demostrar que Res : LM(=D) — {¢ €
T[D]* : Im(ap) C Ker¢} dada por Res(w) = Res, : T[D] — C, es suprayectiva. Sea
® : H'(D) — C una funcién lineal (que vamos a considerar como una funcién lineal de T'[D]
en C tal que su kernel contiene a Im(ap)), w una 1-forma diferencial en X diferente de cero
y K = div(w). Tomemos un divisor A tal que A < Dy A < K. Notemos que w € LI (—A),
por ello, la funcién Res,, estd bien definida en T[A]. Sea &4 = P ot : T[A] — C, donde
t = t4. Entonces ®4 y Res,, son transformaciones lineales de T[A] en C, asi que por el
lema 5.36, existe un divisor positivo C'y dos funciones meromorfas f; y fo en £(C') tales que
®yotyopy, = Res,otyopuy, donde t = tﬁ_c_div(ﬁ) y ty = tﬁ_c_div(m. Ahora Res,ots es la
funcién Res, : T[A—C —div(f2)] = C y Res, oy, es la aplicacién Resy,, : T|A—C] — C,
por lo tanto, tenemos que ®4 o t; o uy, = Resyp,,. Componiendo con i1/, que es la inversa
de py, , tenemos que

ooty = Respy o iy = Res(p/p)w)- (5.20)

Notemos que (fa/f1)w € LU (—A+C+div(f1)) y laigualdad (5.20) muestra que Res(f, /1) w)
se anula en el kernel de ¢;. Por lo tanto, por el lema 5.35, tenemos que (fo/f1)w € LV (—A)
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y esto implica que ®4 = Res(y, ) f,)(w)-

Por otro lado, como @4 = ® o t), entonces Res(s, /,)(w) e anula en el kernel de ¢7, por
ello (fi/f2)(w) € LY (=D), lo cual implica que ® = Ress,/p,)w) = Res((fi/f2)(w)). Por

lo tanto la funcién Res es suprayectiva. Concluimos asi la demostracion de que la funcién
Res : LY(-D) — H'(D)* es un isomorfismo. Ahora estamos listos para demostrar la versién
final del teorema de Riemann-Roch.

Teorema 5.38 (de Riemann-Roch). Sea X una curva algebraica de género g, D € Div(X),
w una I-forma meromorfa en X y K = div(w). Entonces

dim £(D) — dim £(K — D) = deg(D) +1 — g (5.21)

Demostracion. La primera versién del teorema de Riemann-Roch (teorema 5.31) nos dice
que
dim £(D) — dim H'(D) = deg(D) + 1 — dim H'(0) (5.22)

Luego, por el teorema de la dualidad de Serre tenemos que £ (—D) es isomorfo a H'(D)*
el cual a su vez es isomorfo a H'(D), pues este tltimo tiene dimensién finita. Ademés, por
la proposicién 5.14 sabemos que £L)(—D) y L(K — D) son isomorfos. Por tanto, existe
un isomorfismo entre H'(D) y L(K — D), por lo que sus dimensiones coinciden, es decir,
dim H'(D) = dim £(K — D). Cuando D = 0 obtenemos que

dim H'(0) = dim £(K —0) = dim £(K) (5.23)
y cuando D = K
dim H'(K) = dim £(0) = 1 (5.24)
pues £(0) = 1 en cualquier superficie de Riemann compacta.
Afirmacién 5.39. dim H'(0) =g

Para demostrar esta afirmacién aplicamos la primera versién del teorema de Riemann-
Roch al divisor K y obtenemos que dim £(K) —dim H'(K) = deg(K) + 1 —dim H'(0) pero
deg(K) = 2g — 2, por tanto

dim £(K) —dim H'(K) =29 — 2+ 1 —dim H'(0)

Por (5.23) tenemos que dim £(K) = dim H'(0), y por (5.24), dim H'(K) = dim £(0) =
asi que

dim £(K) —
= 2dim H'(0) —1=29g—2+1
:>2d1mH(0)—29—2+2—29
= dim H'(0) =

dim H'(K) = dim H'(0) — 1 =29 — 2+ 1 — dim H'(0)
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Sustituyendo los valores de dim H'(0) y dim £(K — D) en la ecuacién (5.22) obtenemos
el resultado que buscamos:

dim £(D) — dim £(K — D) = dim £(D) — dim H'(D)
= deg(D) + 1 — dim H'(0)
=deg(D)+1—yg
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Apéndice A
Topologia.

Proposicion A.1. 5i X es un espacio topologico localmente conexo por trayectorias y conexo,
entonces es conexo por trayectorias.

Demostracion. Supongamos que X es conexo y localmente conexo por trayectorias. Sea
r, € X y GG la componente conexa por trayectorias de x,. Primero observemos que G no es
vacio, porque z, € G, en efecto, la trayectoria constante de valor z, constata que z, estd uni-
do a si mismo por una trayectoria. Vamos a demostrar que G es abierto y cerrado, entonces
utilizando la conexidad de X obtendremos el resultado.

Primero veamos que G es abierto, para ello tomemos un elemento x € G. Como X es
localmente conexo por trayectorias, x tiene una vecindad V' que es conexa por trayectorias,
y esta vecindad esta contenida en G, pues G es el mayor subconjunto de X conexo por tra-
yectorias que contiene a x. Dado que V' C G, concluimos que G es abierto en X.

Ahora veamos que G es cerrado en X, para ello demostraremos que G contiene a sus
puntos de acumulacion. Sea pues y un punto de acumulacién de G y U una vecindad de y co-
nexa por trayectorias (que existe porque X es localmente conexo por trayectorias), entonces
UNG # (), por lo que podemos tomar un punto z en dicha interseccién. Ahora bien, como
U es conexa por trayectorias, existe una trayectoria v : I — U tal que v(0) =y y v(1) = z.
Por otro lado, existe una trayectoria § : I — G tal que (0) = z y 8(1) = z,, pues z y z,
pertenecen a G, el cual es conexo por trayectorias. Resulta entonces que la trayectoria v x 3
une a y con I,, por lo tanto y € G. Asi, GG contiene a todos sus puntos de acumulacién y por
lo tanto es cerrado.

Dado que G es abierto, cerrado, no vacio y X es conexo, se tiene que G = X, por lo tanto
X es conexo por trayectorias. O

Proposicion A.2. Cualquier superficie es localmente conexa por trayectorias.

Demostracion. Si tomamos un punto p en una superficie X, entonces p tiene una vecindad
V' que es homeomorfa a un abierto de C. Si ahora tomamos dos puntos a y b en la vecindad
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V', v nos fijamos en sus imagenes bajo el homeomorfismo antes mencionado, llamémosle ¢,
sabemos que existe una trayectoria v en ¢(V') que une a ¢(a) con ¢(b), luego, la imagen in-
versa de 7 bajo ¢, es decir ¢~!() es una curva en V que une a a con b, concluimos entonces
que V' es conexa por trayectorias y asi, la superficie X es localmente conexa por trayectorias.

Ahora bien, como en un espacio localmente conexo por trayectorias la conexidad y la
conexidad por trayectorias son equivalentes, para demostrar alguna de estas dos propiedades
de una superfice, es suficiente demostrar que se cumple la otra, es decir, si queremos ver
que X es conexa por trayectorias, basta demostrar la conexidad y si queremos demostrar la
conexidad, basta demostrar la conexidad por trayectorias. O

Las proposiciones A.1 y A.2 implican que toda superficie de Riemann conexa es conexa
por trayectorias.

Aplicaciones cubrientes.
Definicién A.3. Sean X y Y espacios topolégicos. Una aplicaciéon continua p : Y — X se
llama aplicacion cubriente si cumple las siguientes condiciones:

(a) Todo punto de X tiene una vecindad abierta U tal que
p‘lU:UVj con VNV =0sij#j
jed
(b) Para todo j € J, ply, : V; — U es un homeomorfismo.

A la pareja (Y, p) le llamamos espacio cubriente de X.

Decimos que una aplicacién continua p : Y — X tiene la propiedad de levantamiento de
curvas si para toda curva u : [0,1] — X y todo punto yo € Y con p(yo) = u(0) existe un
levantamiento @ : [0, 1] — Y de u tal que 4(0) = yp.

v

u

Y

p

[0, 1] X
Toda aplicacién cubriente p : Y — X entre espacios topolégicos X y Y tiene la propiedad
de levantamiento de curvas.

Teorema A.4 (Unicidad del levantamiento). Sean X yY espacios Hausdorffyp: X —
Y una aplicacion cubriente. Supongamos que Z es un espacio topoldgico simplemente conexo,
arco-conexo y localmente arco-conexo y f : Z —> X es una aplicacion continua. Entonces
para cualquier eleccion de puntos zo € Z yyo € Y tales que f(z0) = p(yo), eziste exactamente
un levantamiento f : Z — Y tal que f(z0) = yo.
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Lema A.5. Sea X una superficie de Riemann simplemente conera y {D, : o € A} una
cubierta de X formada por abiertos conexos y no vacios. Supongamos que para cada o € A
existe una familia F, de funciones analiticas f : Do, — Y (donde Y es otra superficie de
Riemann) que cumple la siguiente propiedad: si f € F, yp € DoN Dg, existe g € Fy tal que
f = g en una vecindad de p. Entonces dado v € A y f € F,, existe una funcion analitica
H,: X =Y tal que H, = f en D,. En particular un isomorfismo local se extiende a uno
global.

Demostracion. Sea U := {(p, f) :p € Do, f € F,a € A}/ ~, donde (p, f) ~ (q,9) siy sélo
sip=qy f=gen una vecindad de p. Es como un germen con los que habiamos trabajado
antes, la diferencia es que ahora la imagen de las funciones que estamos considerando esta en
una superficie de Riemann que no necesariamente es C. Denotaremos a la clase de (p, f)
como [f],. Definimos para cada f € F, al conjunto [D,, f| = {[f], : p € Da} y la funcién
7 : [Da, f] = Do como 7([f],) = p. Notemos que esta funcién es biyectiva®. Definimos ahora
una topologia T, en [D,, f]| de la siguiente manera: B C [D,, f| es abierto si w(B) es abierto
en D,, donde D, tiene la topologia de subespacio de X.

Afirmacion A.6. La coleccién T formada por los subconjuntos B C U tales que para todo
ac€ Ay feF, BN[D,,f] €T, (esdecir 7(BN[D,, f]) es abierto en D,,) es una topologia
para U.

Demostracion de la afirmacion:

Primero observemos que U N [Dy, f] = [Da, f] ¥ 7([Da, f]) = D es abierto en U,, por lo
tanto U € T. Ahora supongamos que B y C son elementos de T tales que BN C # (.
Sabemos que para cada o« € Ay f € F,, m7(BN[Dy,f]) y #(C N [D,, f]) son abiertos
de d, y al ser m : [D,, f] = D, una funcién biyectiva tenemos que (B N C N [D,, f]) =
(B N [Da, f]) N7(C N [Da, f]), v este conjunto es abierto en D,. Finalmente, si {B;};cs es
una coleccién de elementos de T, entonces para todo « € Ay f € F,, n(B; N [Da, f]) es
abierto en Dy, por ello m((UjcrB;) N [Da, f]) = 7(UierB; N [Da, f]) = Uier m1(B; N [Da, f]) es
un abierto de D,, lo cual quiere decir que U;c;B; pertenece a 7.

Con esta topologia U es un espacio Hausdorft: si [f], € [Da, f] ¥ [9]y € [Ds, g] son dos
elementos diferentes de U, entonces p # q o p = qy f # g. En el primer caso podemos
separar a p de ¢ con dos abiertos ajenos V' C D, y W C Dg por que X es hausdorff, entonces
{I[fle -2 €V} yA{lgly : y € W} son dos abiertos ajenos en 7T y contienen a [f], v [¢,
respectivamente. En el segundo caso tenemos que p = q¢ € D, N D, y este conjunto es abierto
en D, y Dg, por lo que los conjuntos P = {[f|, : 2 € Do N D}ty Q@ ={[gl, : y € Do N Dgs}
son elementos de 7 que contienen a [f], v [g], respectivamente. Ademés al ser f # g, existe
al menos un punto t € D, N Dy tal que f(t) # g(t), esto implica que [f]; # [g];. Como

nyectividad: Supongamos que [f], y [f], son dos elementos de [D,, f] tales que 7([f],) =
entonces p = ¢ y por lo tanto [f], = [f],. Suprayectividad: si p € D, entonces existe el germen [f],
estd definida en todo el disco Dy, y 7([f],) = p.

Ja);

([
, pues
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[f]: € P\ @, concluimos que Py () son ajenos.

Afirmacion A.7. Si X es una componente conexa de U, entonces m : X — X es una
aplicacion cubriente.

Demostracion de la afirmacion:
Primero vamos a demostrar que 7 es suprayectiva, para ello veremos que m(X) C X es un
conjunto abierto y cerrado, y luego utilizaremos la conexidad 2 de X para concluuir que
m(X) = X.

om(X) es abierto en X.
Sea [f], € X, entonces 7([f],) = p. Tenemos que demostrar que existe un abierto V de X
tal que p € V C 7(X). Dado que [f], € X, entonces existe un elemento D, de la cubierta
{D, : o€ A} tal que p € Dy y f € F,. Notemos ahora que X N [Dq, f] # 0, pues [fla
pertenece a dicha interseccién. Luego, el conjunto [D,, f] es conexo 3, entonces esté conte-
nido en X, v esto implica que T([Da, f]) = Do C 7(X). Tomando V = D, tenemos que
p €V Cw(X), lo cual quiere decir que 7(X) es abierto en X.

om(X) es cerrado en X.
Vamos a demostrar que X \ m(X) es abierto en X. Consideremos un punto p € X \ m(X).
Como {D, : o € A} es una cubierta de X, existe o € A tal que p € D,. Si D, N7(X) = ()
ya podemos concluir que X \ 7(X) es abierto. Supongamos entonces que Dy N7(X) # 0 y
tomemos un punto ¢ € D, N 7(X). Como ¢ € 7(X) entonces existe un punto en X de la
forma [f],, esto a su vez implica que existe § € A tal que ¢ € Dg y f € Fpz. Observemos
ahora que D, N Dg # (), asi que podemos utilizar la hipdtesis para obtener una funcién
g € D, tal que f = g en D, N Dg. Ahora, como ¢ € D, entonces [g], € [Da,g], pero este
tltimo conjunto es conexo, y como tiene interseccién no vacia con X ([g], pertenece a esa
interseccién), tenemos que [D,,g] € X. Finalmente notemos que [g], € [Da, 9], por lo que
p=7([g]y) € 7([Da, g]) € 7(X), lo cual es una contradiccién ya que tomamos p € X \ 7(X).

Por lo tanto X \ 7(X) es abierto, lo cual implica que 7(X) es cerrado en X.

Como X es conexo, los tinicos conjuntos que son abiertos y cerrados son X y el vacio, pero
7(X) es abierto y cerrado en X y diferente del vacio. Concluimos entonces que 7(X) = X,
lo que demuestra que 7 es suprayectiva.

Ahora vamos a demostrar que 7 es una aplicacion cubriente, para ello consideremos un
punto z € X arbitrario. Nuevamente utilizando el hecho de que {D,, : & € A} es una cubierta

2Al ser X simplemente conexo, es conexo por trayectorias y por tanto conexo .

3Si [Dy, f] no fuera conexo, existirfan dos abiertos ajenos U y W tales que U UW = [D,, f], luego, 7(U)
y (W) serfan dos abiertos ajenos en D, tales que 7(U) U 7(W) = D,, pero esto implicaria que D, no es
conexo, lo cual es una contradiccién porque por hipétesis todos los elementos de la cubierta {D, : a € A}
SON CONexos.
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de X, podemos encontrar un indice a € A tal que x € D,, y la imagen inversa de D, son
precisamente los conjuntos [D,, f] con f € F,, es decir

(Do) = U [Da, ] = U {[f]p:p € Da}.

fe€Fa fEF,

Demostremos ahora que la unién anterior es ajena, para ello consideremos dos abiertos
[Da, fl = A{lflg : ¢ € Do} v [Da,g] = {lg]s : s € Dy}, donde f,g € F,. Supongamos que
existe [h], € [Da, f] N [Da, g], entonces [h], = [fls, pues [h], € [Da, f] v [hl, = [9]s, pues
[h], € [Da,s|, ahora bien, como [h], = [f], = [g]s, entonces p = ¢ = sy f = g en una
vecindad V' de p, que podemos pensar que es abierta. Luego V' N D, es un abierto contenido
en D, en donde f y g coinciden, entonces por el teorema de la identidad tenemos que f = g
en D,, por lo tanto [D,, f] = [Da,g]. Esto nos permite concluir que si [D,, f] # [Da, 9],
entonces [D,, f] N [Da, g] = 0.

Para terminar de demostrar que 7 es una aplicacién cubriente, nos resta verificar que para

cada f € F,, 7 : [D,, f] = D, es un homeomorfismo. Ya hemos notado que 7 restringida a
[Da, f] es biyectiva, entonces basta demostrar que 7 [[p, s es continua y abierta.
Para demostrar la continuidad consideremos un punto p € D, y una vecindad abierta U de
pen D,. Notemos que U C Doy U = {[f], : ¢ € U} es un subconjunto abierto de [Ds, f]
que contiene a [f], y cumple que 7(U) = U. Por lo tanto 7 [;p, ; es continua. Finalmente,
T [[D.,f] €8 abierta porque si B es un abierto de [D,, f], por definicién de la topologia de
(D, f] sabemos que 7(B) = B es abierto en D,.

Ahora vamos a demostrar el lema, para ello tomemos un indice v € A fijo. Consideremos
el disco D, y una funcién f € F,. Queremos demostrar que existe una funcién analitica H,
de X en Y que coincida con f en D,. Sea X la componente conexa de U que contiene a
[D., f] (recordemos que [D., f] = {[f], : p € D,}). Como X es una superficie simplemente
conexa, 7 : X — X es un homeomorfismo, por lo tanto la fibra de cada  en X consta de un
sélo punto, 77 *(x) = {Z}. Luego, T es un germen de la forma [g], donde g es una funcién en
F, y o es tal que z € D,,. Definimos entonces H,(x) = g(z). Notemos que H es una funcién
analitica por que en cada punto esta dada por una funcién analitica.

Veamos que esta funcion esta bien definida: si y es un punto en X que pertenece a dos
abiertos D, y Dg, entonces 7 1(y) = § es un germen que por un lado es de la forma [g], para
alguna g en F,, y por otro lado es de la forma [h], para alguna h en Fj, es decir, § = [g], = [h],
pero esto quiere decir que h = g en una vecindad de y, en particular, g(y) = h(y). Por lo
tanto H., estd bien definida.

Finalmente, verifiquemos que H, = f en D, para ello tomemos un punto € D.,. Como
X contiene a [D.,, f], entonces z tiene un a preimagen bajo 7 en [D.,, f] de la forma [f],, pero
esta es la unica, pues 7 es un isomorfismo, asi que H,(z) = f(x). Por lo tanto H, coincide
con fen D,. m
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Definicién B.1. Un polinomio P(z,w) en dos variables es irreducible si no se puede expresar
como producto de dos polinomios no constantes. Dos polinomios P(z,w) y Q(z,w) son primos
relativos (o coprimos) si no tienen ningun factor en comin, excepto por constantes.

Por ejemplo, si P(z,w) = ag(z)w™ + a1(z)w™ ' + ... +a, 1w + a, es un polinomio
irreducible de grado n en w y P, es su derivada con respecto a w, entonces ellos son primos
relativos. En efecto, supongamos que tienen un factor S en comun, entonces P = ST y
P, = SU. Como P es irreducible, alguno de los polinomios S o T es constante. Si T es
constante, entonces S tiene el mismo grado en w que P, lo cual implica que el grado de P,
en w es al menos n, pero esto no pasa, por que el grado en w de P, es n — 1. Entonces §
es constante. Asi, los tnicos factores en comin de P y P, son constantes, por lo tanto estos
polinomios son primos relativos.

Criterios de irreducibilidad de polinomios de dos varia-
bles

Teorema B.2. Sea K un campo de caracteristica cero, f(w) y g(z) dos polinomios. El
polinomio P(z,w) = f(w) — g(z) es reducible si y sdlo si existen polinomions F,G,S y T
sobre K tales que f(w) = (FoG)(w), g(z) = (SoT)(2) y F(u) — S(v) es reducible sobre el
mismo campo. En particular, si no podemos escribir a f y g como composicion de polinomios
no triviales, es decir con grado al menos dos, entonces P es irreducible.

Two Problems Concerning Polynomials, J. Reine. Angew. Math, Journal fiir die reine und
angewandte Mathematik, Volume 1964, Issue 214-215 (Jan. 1964).

Ejemplo B.3. Sean f(w) = w"™ (n € N) y g(z) = z. Entonces el polinomio P(z,w) =
f(w) — g(z) = w™ — z es irreducible, pues si g(z) = (S o T)(z), estos polinomios no pueden
tener grado mayor que 1, pues g es de grado 1.

Teorema B.4 (de la serpiente o del kernel-cokernel). Consideremos el siguiente dia-
grama conmutativo de R-mddulos, cuyos renglones son sucesiones exactas, (es decir, fi, g
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son inyectivas, fa,gs son suprayectivas, Im(f1) = Ker(fs) v Im(g1) = Ker(gs)).
Entonces existen dos unicos homomorfismos ay y oy tales que la siguiente sucesion es exacta:

0—> M2 M, > M, —0
‘Ql ® ‘»Ql (O l‘@
0— N, %> N, %> N, —0

00— Ker(9) "> Ker($9)-2> Ker(9) —> 0

Robert Wisbauer, Fundations of Module and Ring Theory, pagina 52.

Teorema B.5.

(a) Sea P(z) un polinomio de grado k en Clz|, entonces P(z) tiene una raiz repetida si y
solo si comparte un factor con su derivada.

(b) Sean P(z,w) y Q(z,w) polinomios coprimos en Clz,w]. Entonces hay a lo mas una
cantidad finita de nimeros z € C para los cuales las ecuaciones P(z,w) =0 y Q(z,w) =
0 tienen una raiz comun w € C.

Gareth A. Jones, David Singerman, Complex functions, pagina 327.
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Apéndice C
Variable compleja.

Definicién C.1. Sea v : [a,b] — C una curva cerrada diferenciable por tramos y zo € C\ 7.
El indice de v con respecto a 2y se define como

M) = 5 [ e (1)

2m ).,z — 2o

El indice de una curva respecto a un punto es el nimero de veces que la curva rodea al
punto, este nimero es siempre un numero entero y si dos curvas cerradas son homaétopas en
C\ {20}, entonces tienen el mismo indice con respecto a z.

Teorema C.2 (del conteo de raices y polos). Sea f una funcion meromorfa definida
en una region abierta A C C. Supongamos que by, ..., b, son los polos de f y aq,...,a, sus
ceros, contados con multiplicidad (esto quiere decir que si a; es un cero de orden k entonces
aparecerd k veces en la lista de ceros y si b; es un polo de orden k entonces aparecerd k veces
en la lista de polos). Sea v : [a,b] — A una curva cerrada tal que yN{ay, ..., ap, b1, ..., by} = 0.

Entonces
/7

Demostracion. Sea g(z) = J;/((j)). Consideremos un cero a; de f y supongamos que tiene orden

k, luego escribimos a f como una serie convergente alrededor de a;

J2) = 2m Y aj) — Y ;
oy 42 =2 LZ:;I(% J) ZI(%%)} (C.2)

=1

f(z) = Z&(z — a;)’ donde &, #0
1=k

= (2 —ay)* <§k + i Gz — %)1)

l=k+1
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Llamando ¢(z) = & + > 2. &(z — a;)" tenemos que ¢(a;) # 0 (pues & # 0) y
reescribiendo a f como f(z) = (2 — a;)* ¢(z) obtenemos la siguiente expresién de g:
k(z —a;)1o(z 2z —a;)* (2 k '(z
RGO W CEt . B IO
(z—a;)bo(z)  (z—a)"0(z) z—a; &(2)
Por lo tanto g tiene en a; un polo simple con residuo k. Podemos concluir entonces que
el residuo de g en cada polo a; es igual al orden del cero de f en a;.

Supongamos ahora que f tiene en b; un polo de orden k y escribamos su serie de Laurent
alrededor de este punto

flz) = € f’“bi)k i f’“bi;“ tet ilbi) + gfl(z — b)) donde & #£0
= ﬁ (5k 4+ 0p_1(z = b))+ ...+ 01 (2 — b))+ g; &(z — bi)”’“)
Llamemos ¢(z) = 0 + 0p—1(z — b;) + ... + d1(z — b)* 1 + 32, &(2 — by)'™F. Tenemos
entonces que ¢ es analitica, ¢(b;) # 0 (pues & # 0) y
1) = ~2E entonces g(z) = — 4 £2)

bi)® 2=bi  $(2)

Por lo tanto b; es un polo simple de g con residuo —k, de donde concluimos que el residuo
de g en cada polo b; es igual a menos el orden del polo.

Utilizamos ahora el teorema del residuo para obtener que

n

A?S dz = /79(2) dz = zm[z (Res(g.a;)). 1(v,ay) +Z:n: Res(g, b)) 1(7,b;)

Jj=1

donde 7 es el nimero de ceros sin contar la multiplicidad y m es el nimero de polos sin contar
la multiplicidad, entonces como Res(g, a;) es el orden del cero a; (que es la multiplicidad de a;)
y Res(g, b;) es menos el orden del polo b; (que es menos la multiplicidad de b;), al considerar
las sumas contando las multiplicidades de los ceros y polos de f se tiene que

') = 2m Y a;) — Y ;
vf(z) dz=2 LZII(% J) lzll(%bj>]

O

El siguiente teorema es sutilmente distinto al anterior y tiene la ventaja de que eligiendo
una curva adecuada, podemos saber exactamente cuales son los ceros y polos simples de
una funcién. Su utilidad quedard mas clara cuando recurramos a él un par de secciones mas
adelante.
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Teorema C.3. Sea f una funcion meromorfa definida en una region abierta A C C, a; sus
ceros con multiplicidades kj, b, sus polos con multiplicidades 1, y v : [a,b] — A una curva
cerrada con indice uno respecto a cada cero y polo de f. Entonces

271T’L Z ]C a; — Z T bl

donde que encierra vy y by son los polos de f (con multiplicidades 1) que encierra .

Demostracion. Si a; es uno de los ceros de f con multiplicidad k;, podemos expresar a f en
una vecindad de a; como f(z) = (2 — a;)" ¢(z), con ¢ una funcién analitica que no se anula
en a, entonces

~—

G [hG-a) ) (- a)(e)
909 =7y = { c—a)iele) | (—a)50(2)

[k @] k()

B [Z—aj+¢(z)} Z—@j+ P(2)

De la ecuacién anterior podemos observar que en el punto z = a; el residuo de g es kja;.

Por otro lado, si b; es un polo de f orden r;, f(z) = ¢(2)/(z — &)™, con ¢ una funcién
analitica que en b; es diferente de cero. Entonces

) e ()
1= T T e

de donde concluimos que g tiene residuo —r;b; en z = ;.
Ahora, por el teorema del residuo sabemos que

2f'(2)
omi | 102 de =5 g—ZReS (9:a;) 1(v,a;) +>_ Res(g, br) 1(7,b)
pero como Res(g, a;) = k;a;, Res(g, b)) = —rib; y ademds ~ tiene indice uno con respecto a

cada cero y polo, entonces

1

f'(2)
- ,Yz (;; dz:Zk‘j aj—Zlel

[]

Teorema C.4 (del mapeo). Sea f analitica y no constante en una region A y sea zy € A.
Suponga que f(z) —wy tiene un cero de orden k > 1 en zy. Entonces existe n > 0 tal que para
toda € € (0], existe § > 0 tal que si [w — wy| < 9, entonces f(z) —w tiene exactamente k
raices (contadas con multiplicidad) en el disco {z € C : |z — zy| < €}. Mas ain, existe A > 0
tal que para toda € € (0, \], existe 6 > 0 tal que si 0 < |w —wy| < §, entonces f(z) —w tiene
ezactamente k raices en el anillo {z € C: 0 < |z — 2| < €}.

Jerrold E. Marsden, Michael J. Hofman, Andlisis bdsico de variable compleja, pagina 418.
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Teorema C.5. Si f es una funcién continua en un dominio D C C" y holomorfa en D\ S,
donde S es una hipersuperficie real suave (para n = 1 es una curva suave), entonces f es
holomorfa en D.

B. V. Shabat, Introduction to Complex Analysis, Part II, Functons of Several Variables ,
pagina 132.

Teorema C.6 (Diferenciacién bajo el signo de integral). Sea U un subconjunto abierto
de C y v :[a,b] = U una curva diferenciable a trozos. Sea f(z,w) : A x U — C una funcién
continua. Supongamos que la derivada de f con respecto a z eziste para toda z € A y es
una funcion continua de z y w. Sea G(z) = fw f(z,w) dw. Entonces G es analitica en A y

G'(2) = [ fo(z,w) dw.

Serge Lang, Complex Analysis, pagina 287.
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Cota de la dimension de los espacios L(D)
Este apartado estd dedicada a demostrar que la dimensién de los espacios £(D) es finita.

Lema D.1. Sea X wuna superficie de Riemann, D un divisor en X y p € X. Entonces
L(D —p)=L(D) o L(D — p) tiene codimension uno en L(D).

Demostracion. Sea z una carta centrada en p 'y n = —D(p). Sabemos que si una funcién g
pertenece a L(D) entonces n < Ord,(g), por lo que la serie de g alrededor de p es de la forma
g(Z) = Zzozn Ck Zk'

Definamos la aplicacion « : £(D) — C de la siguiente manera: sea f una funcién en £(D) y
consideremos la serie de f alrededor del punto p, f(z) = Y 7= ¢ 2*, entonces a(f) = ¢,, es
decir, a(f) es el coeficiente del término 2™ en la serie de f (que podria ser cero). Esta es una
transformacion lineal y a continuacién veremos cuél es el nicleo de a.

Afirmacién D.2. Ker(a) = L(D —p)

Demostracion de la afirmacion: Sea f € Ker(a). Sabemos que f € L(D — p) si y sélo si para
todo x € X se tenemos que —(D —p)(z) < Ord,(f), pero —(D —p)(xz) = —=D(x)+1sip==x
y —(D —p)(z) = —D(x) si p # =, entonces f € L(D —p) siy sélosi —D(p) +1 < Ord,(f)
(*) v —D(x) < Ord,(f) para = # p (**). Notemos que por el hecho de pertenecer a L£(D)
se tiene que —D(z) < Ord,(f) para todo x € X, entonces f cumple la condicién (**) y
ademas, —D(p) = n < Ord,(f), pero como a(f) = 0, entonces la desigualdad es estricta, es
decir, —D(p) = n < Ord,(f); esto pasa si y sélo si —D(p) + 1 < Ord,(f), por lo tanto f
cumple la condicion (*). Asi, f € L(D — p).

Si ahora tomamos g € L£(D — p), entonces g cumple la condicién (*), es decir, —D(p) + 1 =
n+1 < Ord,(g). De aqui se sigue que la serie de g alrededor de p es de la forma ), ¢ 2,
asi que el coeficiente ¢, = 0, es decir a(g) = 0, por lo tanto g € Ker(a). K.

Notemos que si &« = 0 , entonces todo su dominio es su nucleo, es decir, Ker(a) =
L(D) y por ello L(D) = L(D — p) (usando la afirmacién anterior). Ahora bien, si a # 0,
entonces dim Im(c) > 0, pero sabemos también que dim Im(a) < 1 = dim C, por lo que
dim Im(a) = 1. Usando ahora el teorema de las dimensiones obtenemos que dim L£(D) =
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dim Ker(o) + dim Im(o) = dim £(D — p) + 1, por lo tanto dim £(D — p) = dim £(D) — 1,
lo cual quiere decir que £(D — p) tiene codimensién 1 en £(D). O

Ahora vamos a usar este lema para dar una cota de la dimensién de los espacios £(D)
cuando tenemos una superficie compacta.

Proposicion D.3. Sea X una superficie de Riemann compacta y D un divisor en X. Enton-
ces el espacio de funciones L(D) es un espacio vectorial de dimension finita. Si escribimos
D = P — N con Py N divisores no negativos con soporte ajeno, entonces dimL(D) <
1+ deg(P). En particular, si D es un divisor no negativo, entonces dimL(D) < 1+ deg(D).

Demostracion. Si D = 0, entonces L(D) = {f € M(X) : div(f)+ D > 0} = {f € M(X):
div(f) > 0}, pero sabemos que las tinicas funciones meromorfas en una superficie de Riemann
compacta son las constantes, entonces L(D) = C y por lo tanto dim £(D) = 1.

Tomemos ahora un divisor D diferente de cero y lo escribimos como la suma de su parte
positiva menos su parte negativa, D = P — N. Vamos a hacer la demostraciéon por induccion
en el grado de la parte positiva de D.

Base de induccion: si el grado de la parte positiva es cero, es decir, deg(P) = 0, al ser P un
divisor positivo, entonces P = 0 y en este caso ya hemos visto que dim £(P) = 1. Observemos
que D < P (basta notar que en cada punto D(p) = P(p) — N(p) < P(p), pues N(p) es un
entero no negativo), y cuando tenemos una relacién de este tipo entre dos divisores, entonces
L(D) C L(P), por ello dim £L(D) < dim L(P)=1=140=1+4 deg(P).

Hipdtesis de induccion: supongamos que deg(P) = k — 1 y que dim £(D) < 1+ deg(P) =
l+k—-1=k.

Ahora supongamos que deg(P) = k con k > 1. Tomemos un punto p en el soporte de P, es
decir, P(p) > 1y consideremos el divisor D — p. Notemos que la parte positiva de D —p es el
divisor P —p y tiene grado k —1, asi que podemos usar la hipétesis de induccion y obtenemos
que dim £(D —p) <deg (P—p)+1=(k—1)+ 1=k =deg (P).

Ahora, por el lema anterior sabemos que dim £(D —p) = dim £(D) si a =0 y dim £(D —
p)=dim L(D) —1 si a # 0, es decir,

: [ dim £L(D—-p) sia=0
dlmE(D){ dim £(D —p)+1 sia#0

Por lo tanto

: [ dim £(D —p) <deg (P)<deg (P)+1 sia=0
dlmC(D)_{dimﬁ(D—p)+1§deg(P)—l—1 siaaZ0

Concluimos asi que dim £(D) < deg (P) + 1 < 0. O

El grado del divisor de polos de una funcién

Vamos a describir el grado del divisor de polos de una funciéon f en una superficie de Rie-
mann X en términos del conjunto de funciones meromorfas M(X) y el campo de expresiones
racionales en la funcién f.
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Lema D.4. Sea A un divisor en una superficie de Riemann compacta X y sea D el divisor
de polos de una funcion f meromorfa en X. Entonces existe un entero m > 0 y una funcion
meromorfa g en X tal que A—div(g) < mD. Ademds, g puede ser tomada como una funcion
polinomial en f, es decir, g = r(f) para algin polinomio r(t) € C[t].

Demostracion. Sean py, ..., pr los puntos en el soporte de A que no son polos de f y para
los cuales se tiene que A(p;) > 1. Como ningtin punto p; con ¢ € {1,...,k} es un polo de f,
entonces f(p;) es un nimero complejo y podemos considerar a la funcién f — f(p;), la cual
tiene un cero en p; de orden mayor o igual a 1, por lo que la funcién [f — f(p;)]4®" tiene en
p; un cero de orden mayor o igual que A(p;). Notemos también que los polos de f — f(p;)
son los mismos que los polos de f y lo mismos que los polos de [f — f(p;)]*®?). Definamos
g:=[f = f(p)]A®) - [f — f(p2)]2®2) - .- [f — f(px)]A®¥). Los ceros de g son precisamente
los ceros de cada factor, es decir, los puntos py, ..., pr ¥ sus polos son los mismos que lo polos
de f, ademés g es una funcién polinomial en f. Recordemos que el divisor de polos de f es

D= ZOrdp(f)<0 —Ordy(f) - p.

Sea {qi, ..., ¢, } el conjunto de polos de f y tomemos un punto g; en ese conjunto. Entonces
se tiene que Ord,,(f) < 0. Por la propiedad arquimediana, existe un entero positivo mj tal
que A(p)—Ord,,(g) < m;Ordy,(f). Seam = mi-my- ...- m,. Entonces para todo j € {1,...,7}
sucede que A(p) — Ordy,(9) < m;Ord,, (f) <m-Ord,(f), por ello en los polos de f tenemos
que A — div(g) < mD.

Ahora consideremos un punto p; en los ceros de g. Ya que el orden de g en p; es mayor o
igual que A(p;), A(p;) — Ord,,(g) < 0. Por otro lado, como los ceros de g son ajenos a sus
polos (que son los mismos que los polos de f) entonces D(p;) = 0, es decir, los ceros de g no
estan en el soporte de D, por ello A(p;) — Ord,,(g) <0 = D(p;) = mD(p;). Ast que también
para los ceros de g tenemos que A — div(g) < mD.

Finalmente tomemos un punto x que no sea un cero ni un polo de f. Notemos que en este
caso A(p) < 0y x no pertenece al soporte de D, asi que D(x) =0 = mD(z) y por definicién
de orden, Ord,(g) = 0, entonces tenemos que A(z) — Ord,(g) = A(z) < 0 = mD(x). De
este modo, concluimos que para cualquier punto p de X, A(p) — Ord,(g) < mD(p), es decir,
A — div(g) < mD. O

Corolario D.5. Sea X una superficie de Riemann compacta, f y h funciones meromorfas
en X. Entonces eziste un polinomio r(t) € Clt] tal que la funcion r(f).h no tiene polos fuera
de los polos de f. En este caso, existe un entero m tal que r(f)h € L(mD) donde D es el
divisor de polos de f.

Demostracion. Apliquemos el lema D.4 con A = —div(h). Definimos a la funcién

r(f) = [f = )] - [f = fp2)]*®2) - o [f = Fpe)] AP

donde {p1, ..., pr} es el conjunto de puntos en el soporte de —div(h) que no son polos de f
y en los que —Ord,,(h) > 1, esto implica que Ord,, (h) < —1, asi que dichos puntos son los
polos de h que no pertenecen a los polos de f y ademas son los ceros de la funcién r(f), por
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ello (7“( f )h) (p;) = 0. Entonces los polos de r(f).h son puntos pertenecientes a los polos de
r(f), que son los mismos que los polos de f, y los puntos que eran originalmente polos de h
y que pertenecen también a los polos de f, es decir, 7(f).h no tiene polos fuera de los polos
de f.

Sabemos, por el lema D.4, que existe un entero positivo m tal que —div(h)—div(r(f)) < mD,
esto implica que —[div(h) + div(r(f)] < mD y ya que en cada punto p € X, Ord,(h) +
Ord,(r(f) = Ord,(r(f).h), tenemos que —div(r(f).h) < mD, entonces 0 < mD+div(r(f).h)
lo cual significa que r(f).h € L(mD). O

Sea f una funcion meromorfa fija en una superficie de Riemann compacta y sea D el
divisor de polos de f. Sea C(f) el campo de expresiones racionales en la funcién f. El

conjunto de funciones meromorfas M(X) es una extensién de C(f) y denotamos el grado de
esta extension como [M(X) : C(X)].

Lema D.6. Si [M(X) : C(X)] > k, entonces eziste una constante mqy tal que para toda
m > mgy, dim L(mD) > (m —mg+ 1)k

Demostracion. Recordemos que el grado de la extensién [M(X) : C(f)] de C(f) por M(X)
es la dimensiéon de M(X) como C(f)—espacio vectorial, y como estamos suponiendo que
[M(X) : C(X)] > k, entonces existen gy, ..., gx elementos de M(X) que son linealmente
independientes sobre C(f).

Por el corolario D.5, para cada i € {1,...,k} existe una funcién polinoomial r;(t) en
C[t] tal que la funcién r;(f).g; tiene polos sélo en los puntos donde f tiene polos. Notemos
que las funciones r1(f).g1, . . . , 7&(f).gxr también son linealmente independientes, ya que
si existiera una combinacion lineal de estas con coeficientes en C(f), entonces tendriamos
una combinacién lineal entre las funciones gy, ..., gx. Ademds, para cada i € {1, ..., k}, existe
un entero m; tal que r;(f).g; € L(m;D), es decir, para todo punto p € X, —(m; D(p)) =
—m;D(p) < Ordy(r;(f).g9:). Sea mg = my - ma - ... - my.. Entonces —moD(p) < —m;D(p) <
Ordy(r;i(f).g;). Consideremos ahora un entero m tal que my < m y tomemos un natural n
tal que 0 <n <m — mj.

Afirmacién D.7. f".r;(f).g; € L(mD).

Efectivamente:

Como 0 < n < m — mg, entonces n + mg < m, lo cual implica que —m < —n — myq. Luego,
como el divisor de polos de una funcién es no negativo, para cada punto p € X tenemos que
—m D(P) < —n D(P) —mqo D(P) ... (%).

Observacion: Para cualquier entero a tenemos que Ord,(f*) = a Ord,(f), ademéds —D(P) <
Ord,(f) (pues si p es un polo de f, —D(p) = Ord,(f) y si p es un cero de f, —D(p) =
0 < Ordy(f)). Asi que —a D(P) < a Ord,(f) = Ord,(f*). Utilizando esta observaciéon con
n, tenemos que —n D(P) < Ord,(f"). Luego, como para toda ¢ € {1,...,k} tenemos que
—mygy D(p) < Ord,(ri(f).gi), entonces —mgy D(p) —n D(P) < Ord,(ri(f).g; + Ord,(f") =
Ord,[f™.ri(f).g;) y utilizando (*) tenemos que —m D(P) < Ord,[f".r:i(f).gi] , pero esto

137



APENDICE D.

pasa siy sélo si f".r;(f).g; € LmD). K

Notemos que para cada i € {1,...,k} hay m — my + 1 funciones de la forma f™.r;.g,,
(tomando n € {0,1,...,m —myg}) y al hacer variar lai en {1, ..., k}, obtenemos k(m —mgy+1)
funciones.

Afirmacion D.8. Esta coleccién de funciones es linealmente independiente sobre C.

En efecto: Supongamos que existe una combinacién lineal

k m—mg
frrig; = Z Z Ai(f".ring;) con A, € C.
i e

Definamos 0,; = A\pi f".h; 'y o = f"°.r;, tenemos entonces que

k m—mg

:Z Z Oni-9i

i=1 n=0
i#j n#no

lo cual implica que
k m— mo

17’5] nsﬁno

Pero notemos que cada o,;/0 es un elemento de C(f), lo cual quiere decir que g; es combi-
nacion lineal de las restantes funciones g;, pero esto no puede suceder, ya que por hipotesis
las funciones ¢, ..., g eran linealmente independiente sobre C(f). Por lo tanto la coleccién
de funciones {f".r;.g; ;i =1,...,k, yn =0,...,m — mg} es linealmente independiente sobre

C. K

De este modo hemos encontrado, para cada m > mg, un conjunto de k(m — mgy + 1)
funciones linealmente independientes que pertenecen al espacio vectorial £(mD), por lo tanto

dim¢ L(mD) > k(m —mg + 1). O

La siguiente proposicién establece el resultado que estamos buscando en este apartado, a
saber, la descripcién del grado del divisor de polos de una funcion f en términos del conjunto
de funciones meromorfas M(X) y el campo de expresiones racionales en la funcién f.

Proposicion D.9. Sea f una funcion meromorfa en una curva algebraica X y D el divisor
de polos de f. Entonces [M(X) : C(f)] = deg(D).

Demostracion. Demostraremos primero que [M(X) : C(f)] < deg(D). Para llegar a una
contradiccién, supongamos que [M(X) : C(f)] > 1+ deg(D). Por el elma D.6 (tomando
k = 1+deg(D)) tenemos que existe un entero myg tal que para todo m > mg, dim £(m D) >
(m—mo+1)(1+deg (D)) ... (*¥)
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Por otro lado sabemos que dim £(m D) < 1+ deg (P), donde P es la parte positiva de D
(esto es por la proposicién D.3), pero como D es positivo y también m, entonces el divisor
mD es positivo, asi que dim L(mD) < 1+deg(mD) = 14+m deg(D). ... (**). Usando ahora
(*) v (**) obtenemos lo siguiente

(m—mg+1)(1+deg (D)) < dim L(m D) < 14 m deg(D)
= m—my+ 1+ mdeg (D) —my deg (D) + deg (D) < 1+ m deg(D) (D.1)
= m < my+ my deg (D) — deg (D)

pero esto es una contradiccién ya que mg + mg deg (D) — deg (D) es una constante y m
puede ser tan grande como se quiera. Por lo tanto [M(X) : C(f)] < deg(D).

Ahora vamos a encontrar deg(D) funciones linealmente independientes. Sean py, pa, ..., pk
los polos de f y fijemos i € {1, ..., k}. Recordemos que el coeficiente n; = D(p;) es un niimero
positivo. Sabemos que para cada j € {1,2,3,...,n;} existe una funcién meromorfa, la cual
denotaremos por G;; que tiene un polo de orden j en el punto p; y orden cero en los demaés
puntos pi, ..., Pi—1, Pi+1, -, Pk (€sto es por el corolario 2.25 ). De estas funciones hay n; por
cada i, entonces en total hay n; + ny + ... + ng = deg(D), y vamos a demostrar que estas
funciones son linealmente independientes sobre C(f). Esto nos bastard para demostrar que

[M(X) : C(f)] = deg(D) pues hemos visto que [M(X) : C(f)] < deg(D).

Haremos la dmostracion por contradiccion, entonces supongamos que existe una relacion
lineal entre ellas con coeficientes ¢;; = 32 € C(f)
ij

S Sin S Skn
LGt et 2 Gy +t—’“ Gt + oo+ 2

t11 11 k1 kng

Gknk =0

Multiplicando cada término de esta suma por el comin denominador de los coeficientes c;;
obtenemos una combinacion lineal cuyos coeficientes C;; son polinomios en f:

011 .GH + + Olnl ‘G1n1 + ottt +C]€1 .le + + C]an Gknk = 0

Notemos que en esta expresion, los tnicos polos de Cj; son los polos de f, es decir, los
puntos pi,p2, ..., pr y ademas sabemos exactamente cudl es ese orden, porque como f tie-
ne en p; un polo de orden n;, si d;; es el grado del polinomio Cj;, entonces Ord,, (C;;) = dij .n;

Ahora elegimos iy y jo tales que el grado del coeficiente Cj,;, sea menor o igual que el de
los demés coeficientes y si existen varios coeficientes con dicho grado, elegimos el que tenga
la 7 mas grande.

Dividiendo cada coeficiente entre C;

iojo Obtenemos la siguiente expresion:

C Chn C Chon
L Tt L U UL ¢ AN

d =
Oiojo O’iojo CloJo CZOJO

G, =0 (D.2)
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. Cinj
Observemos que el coeficiente 72 = 1 y por ello, su grado es cero. Por otro lado, cada
0J0

coeficiente de esta nueva expresién es una funcién racional en C(f) que tiene las siguientes
propiedades:

1. El denominador tiene grado menor o igual que el numerador.

Cigjo

2. Los polos de son los puntos en donde Cj, ;, tenga ceros, pero en los puntos pq, ..., pg,

0J0
. . Cij . .

Cij, tiene polos, porque esos son los polos de f, asi que C_ojo no tiene polos ahi. Entonces

el orden de estas funciones en dichos puntos es no negativo, mas ain, es un multiplo

no negativo del orden de f, en efecto:

Ord S = Ord,, Cij — Ordy, Cigjy = (dij -nk) — (digjo -1k)

Pk
Ciojo

= ny, (d;j — diyj,) > 0 (por la propiedad 1).

La funcién & definida por la ecuacién (D.2) debe ser la funcién constante cero, sin em-
bargo vamos a encontrar un punto en la superficie en el que sea diferente de cero (esta serd la
contradiccién a la que llegaremos).

Afirmacién D.10. ®(p;,) #0

Demostracion de la afirmacion:
Analicemos el orden de cada sumando de ® en el punto p;,. Sabemos que el orden de C;;/C;
en cualquier punto es no negativo y

OjO

C.. C..
Ord,, —% G;; = Ord,, —2 + Ord,. Gy;
Pio Ciojo J Pio Ciojo Pio 1)
Ademds Ord,, Gij =0 si i # i,, por ello
Cij Cij L,
Ordpio@ Gy = Ord,, Cioj’o >0 sii#14,

es decir, los sumandos de la funcién ® que ponemos en azul en la siguiente ecuacién, tienen
orden mayor o igual que cero:

Cn Cln
o = Gun+..+—=—"Gypy+ - - -
CYiojo " CYiojo '
+ (D.3)
Ok’l Ck:n
+ Gr+ ...+ E Gin
C’iojo ! Ciojo g
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Veamos cual es el orden de los sumandos puestos en anaranjado. Sabemos que G ; tiene un
polo de orden j en el punto p;,, por lo que Ord,, G;,; = —j <0, asi que

Ordpio% Gi; = Ord,, gﬂ +Ord,, Gi,;
tojo iojo
= Ord,,, gin —J (D-4)
LoJo

=i, (di,j — diyj,) —J =0

Notemos que la tnica forma en la que el orden de algin sumando (anaranjado) de ® sea
negativo es cuando (d;,; — d;,;,) = 0 y esto pasa para j = j,, es decir

o

Ci.i, ,
. Giojo = _jO

Ord,, c
tojo

y éste es el tnico término de ® que tiene orden negativo, esto quiere decir que este sumando
tiene un polo de orden j, en p,, por lo tanto ®(p;,) # 0 ya que este polo no se puede can-
celar con ningin otro término de los que aparecen en la expresion de ®. Esto demuestra la
afirmacién X.

Podemos concluir entonces que no es posible hallar una combinacion lineal no trivial con
coeficientes en C(f) de las funciones Gj,;, asi que el grado de la extensién [M(X) : C(f)]
es mayor o igual que deg(D), pero hemos visto antes que [M(X) : C(f)] < deg(D). Por lo
tanto [M(X) : C(f)] = deg(D).

[
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Apéndice E
Formas diferenciales.

Cuando queremos hacer calculos en una superficie (y en general, en una variedad) la técni-
ca es trabajar en las cartas coordenadas y usar las propiedades que cumplan las funciones
de transicién (en nuestro caso, que son analiticas) para hacer que las cosas estén bien defini-
das. Asi que para definir y trabajar con formas diferenciales en una superficie de Riemann,
necesitamos primero definir estos objetos en un abierto de C.

Funciones con valores reales de clase C*®

Sea V CR?y ¢:V — R una funcién. Decimos que ¢ es de clase C3° en (xg,4) € V si
existen las derivadas parciales de ¢ con respecto a x y y y son continuas en (xg, 3o). Decimos
que ¢ es de clase Cg° en V si lo es en cada punto de V. Denotamos por Cg°(V') a las funciones
de clase Cg° en V. Esta coleccién de funciones forma un espacio vectorial sobre R.

Una derivacion en un punto zo(xg, ¢o) € V es una transformacién R-lineal D : Cg°(V') — R
que satisface la regla de Leibnitz D(f.g)(z0) = D(f).g(20) + f(20)D(g). Las derivaciones en
un punto z, forman un espacio vectorial sobre R con la suma dada por (D + D)(f) (z) =
D(f)(z0)+D(f)(z0) y la multiplicacién por escalares definida como (pD(f))(z0) = p.D(f)(20),
p € R. Este es el espacio tangente a V' en zy y se denota como T, (V).

Las transformaciones

0 0 ~
% ZD, a—y . R (V) — C
definidas en cada ¢ € C°(V) como
9| 99
or|.’ 9y,

son R-lineales y satisfacen la regla de Leibnitz, por tanto son derivaciones en zj.

Afirmacién E.1. 2— 9

e ’ZO y a—y‘zo son una base para T, (V).
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Demostracion de la afirmacion:

Primero veamos que %—x‘zo y %—y‘zo son linealmente independientes. Supongamos que
0 0
r—| +s—| =0
Ox |, |,

con 1, s € R. Consideremos a las funciones x,y : V'— R dadas por x(z,y) =z y y(z,y) = .

Notemos ahora que
0x

"oy

ox

= r—
2 ox

ox

r% =raxy=20

20 20
. ‘ . ‘ . )
y esto pasa si y solo si r = 0. Andlogamente demostramos que s = 0. Por lo tanto W‘ZO y

%—y!ZO son linealmente independientes.

Ahora veamos que estos dos elementos generan a T, (V). Sea D una derivacién en el
punto zy. Queremos demostrar que existen r, s € R tales que

0 0
D—=r— =z
e 2 * Say o
es decir, para cualquier funcién ¢ € C2(V),
99 9¢
D(¢) = r22 -
(@) =75 Z0+88y )

9 )
P(z) = o((w,y)) = d(20) + xa_QS 0 + ya_i 20
9 9
= ¢(z0) + X(Z)a_j + y(z)a_z

Evaluando D en ¢ y utilizando el hecho de que D es una derivacion obtenemos lo siguiente:

D(g) = D<¢<Zo> *x Z_f LY g_j )
= D(¢(z0)) + D(x % ZO) + Dl % zo)
- D(x)% o D(Y)g_j )
Si tomamos r = D(x) y s = D(y), entonces D(¢) = T% w T sg—fj 0’ For lo tanto %_z 0 )
%_yLO generan a T, (V).
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Funciones con valores complejos de clase C*

Sea V' C C un conjunto abierto y f : V — C una funcién. Sean u,v : V' — R las partes
real e imaginaria de f. Decimos que f es de clase C* en un punto 2z, € V si las funciones
u y v tienen derivadas continuas con respecto a x y y de todos los érdenes en zy ( es decir,
u,v € C2(V)), y si esto pasa para todo punto en V', diremos que f es de clase C* en V.
Denotamos por C*(V') a la coleccién de funciones de clase C* en V, el cual es un espacio
vectorial sobre C.

Una transformacién C-lineal D : C* (V) — C que satisface la regla de Leibnitz

D(f.9)(z0) = D(f)-9(z0) + f(20)D(g)

es llamada una derivacion en el punto zy € V.

Las derivaciones en un punto zy forman un espacio vectorial sobre C con la suma dada por
(D 4 D)(f) (20) = D(f)(20) + D(f)(20) y la multiplicacién por escalares definida como
(AD(f))(20) = A.D(f)(z0). Este espacio se denota como T.,(V) y es llamado el espacio
tangente a V' en z.

Las funciones

0 0 -
azo, a—yZO.C (V) =C
definidas en cada f € C>(V') como
or| (0w on\[ of| _(ou o
Or|, \ox ox/|, oyl, \oy dy)l,

son transformaciones lineales que satisfacen la regla de Leibnitz, por lo tanto son elementos
del espacio 15, (V).

o

Proposicion E.2. % |z0

Y %_y’m son una base para T, (V).

Demostracion. Sea D una derivacion en el punto zg y f = u + v una funcién de clase C*
en V. Usando la afirmacién E.1 y las propiedades que cumple D por ser una derivacion
obtenemos lo siguiente:

D(f) = D(u+iv) = D(u) +iD(v)

ou ou ) ov ov
- (Pt DG ) vi( DG R )
ou _Ov ou Ov
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APENDICE E. FORMAS DIFERENCIALES.

Por lo tanto %—w‘zo y %—y|z0 generan a T.,(V'). Demostremos ahora que son linealmente inde-
pendientes. Supongamos que existen escalares A y p en C tales que

0 0
A(% ZO) *“(a—y ZO) =0

Observemos que la funcién x dada por x(x + iy) = = puede ser vista como una funcién
de V en C y cumple con ser de clase C*(V'). Para esta funcién se tiene que su parte real es
u(z +iy) = x y su parte imaginaria es v(x + iy) = 0, por tanto

A a_X + a_X =\ @4_@ + @4_@
Oz |, a 1., ~ Nz " or 2 a dy Zay
ou
_A(ﬁ) =0 & A=0

Andlogamente vemos que p = 0 usando la funcién y(z + iy) = y. Por lo tanto %—x ‘ZO y %—y!
son linealmente independientes.

20

20

20

El espacio tangente a V' es la unién de los espacios tangentes a V' en cada punto y se
denota por T'(V), es decir

T(V)=JT.(V).

zeV

1-formas diferenciales

Una 1-forma diferencial en V' es una transformacién
w: U T.(V)—=C
zeV

que es lineal en cada espacio tangente T, (V). El conjunto de 1-formas diferenciales en V', con
la suma definida como (w+n)(D) = w(D)+n(D) y la multiplicacién por escalares A € C dada
por (Aw)(D) = X w(D), forma un espacio vectorial sobre C que se denota como Q(V,C).

Ejemplo E.3. Sea f, € C*(V) una funcién fija y consideremos la transformacién df, :
T,(V) — C definida en cada elemento D € T,(V') como

dfo(D) = D(f,)

Observemos que esta transformacién es lineal, ya que si A € Cy D, D son dos derivaciones
en el punto z € V' (elementos de 7,(V'), entonces usando el hecho de que las derivaciones en
z son un espacio vectorial sobre C obtenemos lo siguiente:

dfo(AD + D) = (AD + D)(/f.)
= (AD)(f,) + D(f,)
=\ D(f,)+ D(f,)
= X df,(D) + df,(D)
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Iy g—y‘z} C T.(V) es una base para T.(V), por lo que toda

derivacién D € T.(V') se expresa como una combinacion lineal de estos elementos, a saber

213

Aplicando el operador df, a D obtenemos que
0
)+ 2o(5])]
0
D z
)+ 0w a5 )
Afo

0
(2] ()

D) = D —

af,(D) dfo[ ) ( -

En el caso particular cuando f, = x, la transformacion df, = dx actia de la siguiente manera:
0 0

dx(D) = dx {D(x) (% Z) + D(y) <6_y Z)]

0 0

= D(x) dx (% Z) + D(y) dx<8_y Z)

=06(7] ) row (5]
~ D(x) 1= D(x) Z

y andlogamente dy(D) = D(y). Entonces las diferenciales dx y dy aplicadas a una derivacién

D € T.(V) nos dan los coeficientes D(x) y D(y) respectivamente, de la combinacién lineal
(E.1).

Sabemos que el conjunto {g—w

— D) df, (g_

Analicemos ahora el efecto que tienen las 1-formas diferenciales dx y dy en los vectores
de la base de T, (V).

0 ox 0 ox
d"(%z)'—%;l d"(a—y)‘—a—y;“

0 ‘_ay B 0 ._3y B
dy(% ) = o 7" dy(ay ) Tyl 7!

Proposicion E.4. Las 1-formas diferenciales dx y dy son un conjunto linealmente indepen-
diente de Q(V,C).

Demostracion. Supongamos que existen A y u en C tales que A dx + p dy = 0 Consideremos

o
0
) " “dY(% )

la derivacién %‘z € T,(V). Notemos que
dy

Tho| =A=0 S A=0

0 0
ox
= A e

146



APENDICE E. FORMAS DIFERENCIALES.

y analogamente demostramos que p = 0. Por lo tanto dx y dy son linealmente independientes.
O

Proposicién E.5. Sea w : U.cyT,(V) — C una 1-forma diferencial en V. Entonces en cada
punto z € V', w se expresa como combinacion lineal de las 1-formas dx y dy.

Demostracion. Queremos demostrar que para cada derivaciéon D € T,(V), existen nimeros
ay B en C tales que w,(D) = a dx(D) + 8 dy(D). Sabemos que

) (5])

D = D(x) (Z—x

= dx(D) w, a—x Z) +dy(D) w, (g_y Z)
Definamos
a=w 8_ b=w (9_
- z ax . y - z ay B
De este modo tenemos que
w.(D) = a dx(D) + 8 dy(D) (E.3)
Por lo tanto dx y dy generan a Q'(V, C). O

Las dos proposiciones anteriores muestran que {dx,dy} es una base de Q(V,C). Sea
w € Q(V,C) una 1-forma diferencial en V. Consideremos las funciones «, 8 : V' — C dadas
0

per ) =e(Gg)) 0=l

Entonces podemos expresar a w en el punto z como

w. = alz) dx + B(z) dy

=adx+f3dy (E4)

Ahora vamos a buscar una expresion de w, en términos de las diferenciales de las fuciones
Z+— 2y z+— Z, es decir, en términos de dz y dz. Primero veamos como expresar a dz y dz
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como combinacién lineal de dx y dy. Sabemos que cualquier 1-forma en V' se escribe en un

punto p € V' como 7, = np(az)dx + np( )dy, entonces

dz—dz(a >dx+dz(a >dy:(aZ )dx+(a )dy
oz |, dy Oz |, |,
= @H@ dx + @H@ dy =dx+1idy
dr ~ Ox|, dy  y|,
v dredr( 2 Vax v az( 2] Vay = (2] Vax+ (22| \ay
Oz |, |, &Ep |,
(90 Yk (25 1027 Ny = dx— i dy
ox oz |, oy 9 |,
de (E.5) y (E.6) obtenemos lo siguiente:
idy=dz—dx=dx —dz = 2 dx=dz+dz = dx:dz—gdz
dx =dz—idy=dz+1dy = 2idy=dz—dz = dy:dz;dz
i

Sustituyendo lo que obtuvimos en (E.7) y (E.8) en la ecuacién (E.4)

B dz+d§+6dz—d3
weaTTy 2

(a—if a+i B\ _
—( 5 )dz+( 5 )dz

Definamos las funciones f,¢g: V — C como

a(z) —i B(z)
2

f(z) =
entonces

w, = f(z) dz+g(z) dz
— fdz+gdz

Ejemplo E.6. La diferencial de una funcién.

(E.6)

(E.9)

(E.10)

Consideremos una funcién ¢ : V' — C definida en un abierto de C. Sabemos que el operador
d® : T,(V) — C dado por d®(D) = D(®) es una 1-forma diferencial en V' y la podemos
expresar como combinacion lineal de las 1-formas diferenciales dx y dy de la siguiente manera

0
d®, = a(p) dx+ B(p) dy = dq)(%’p)dx + d@(a

0P 0P
= (e Jor G
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Entonces f(p) = 3(a(p) —iB(p)) vy 9(p) = 3(a(p) +iB(p)), es decir

1/0® 0D 0P 1/0d 0P 0P
(a],-%)) =% v 2,5 -7
Por lo tanto
o= (2] Yo (2] ) e

Si @ es holomorfa, entonces 0®/0z = 0 (pues esto equivale a que cumpla las ecuaciones de
Cauchy-Riemann) asi que en este caso se tiene que

dd, = (aq) )dz
p

Dz
Definiciéon E.7. Una I-forma diferencial en V' es meromorfa si se expresa en cada punto
z €V como w, = f(p) dz con f:V — C una funcién meromorfa en z.
Un ejemplo de forma diferencial meromorfa (de hecho, holomorfa) es la diferencial de una
funcién holomorfa (ver el ejemplo anterior).

La derivada exterior

Sea w = f(z)dz 4+ g(z)dZ una 1-forma en un abierto V' de C. Definimos

Oow  0Jg Ow of Oow  Ow
—=—"dzANdz, — =—==dzNdz dw=—+ —
52 8"\ mT YN Y YT T E
Notemos que si w es una 1-forma meromorfa, entonces se escribe como w = f dz, por lo que
Ow/0z = 0. Si ademds w es holomorfa, es decir, f es holomorfa, entonces 0f/0zZ = 0y por lo

tanto dw/0z = 0. Concluimos entonces que dw = 0 para cualquier 1-forma holomorfa.
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