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Resumen

El objetivo principal de esta tesis es buscar posibles respuestas a la pregunta:
. Qué puede ser considerada una eleccion racional dadas ciertas limitaciones en
las capacidades de un agente? Dicha pregunta es ademas el hilo conductor en el
desarrollo de los trabajos presentados en esta tesis. Se proponen tres enfoques en la
busqueda de estas respuestas. El primer enfoque es una extension de un modelo de
racionalidad acotada aplicada a la clase de juegos alternados repetidos. El modelo
extendido es aplicable a la clase de juegos dinamicos alternados y para obtenerlo se
sigue una metodologia estandar en teoria de juegos: establecer las caracteristicas
de la clase de juegos a la cual se aplica y definir el concepto de solucion. El
segundo enfoque utiliza una extension de la légica proposicional combinada con
una seméantica de vecindarios y una logica de preferencias para obtener la logica
para racionalidad acotada BRL. Con este lenguaje es posible expresar formulas
que incluyan restricciones computacionales de forma concreta. El tercer enfoque es
una aplicacion de optimizacion acotada a teoria de juegos. Utilizando el principio
de optimalidad se obtiene la ecuacion de Hamilton—Jacobi—Bellman para el caso
discreto del juego y, posteriormente, se obtienen soluciones explicitas con ayuda
de la version continua, es decir, haciendo que la cantidad de pasos del juego crezca
indefinidamente. De esta forma es posible calcular estrategias 6ptimas acotadas.
Maés atn, el ultimo enfoque proporciona una forma alternativa de célculo para el
equilibrio perfecto por subjuegos.
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Hacer predicciones es muy dificil,
especialmente cuando se trata del futuro.
Niels Bohr!

IPrediction is very difficult, especially about the future. Niels Bohr
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Capitulo 1

Introduccion

Desde el nacimiento de la teorfa mateméatica de juegos con el trabajo de von
Neumann y Morgenstern [NM44], se han desarrollado diversos trabajos buscando
conceptos de solucion para diferentes clases de juegos. Entre los conceptos mas
conocidos y utilizados, se encuentran el equilibrio de Nash y el de equilibrio per-
fecto por subjuegos [Os04]. Un juego es una descripcion de la interaccion que se
da entre agentes racionales que buscan maximizar su ganancia.

Estos conceptos pertenecientes a la llamada teoria cldsica de juegos suelen
hacer una suposiciéon muy fuerte sobre las caracteristicas de los agentes involu-
crados: poseen omnisciencia logica. Esta caracteristica implica que los agentes
conocen (o pueden inferir) todas las implicaciones de su conjunto base de cono-
cimientos (creencias), lo cual, desde el punto de vista computacional, puede a
su vez traducirse en que los agentes poseen capacidad infinita, tanto de computo
como de memoria.

Sin embargo, pronto fue notorio que esta suposicién resultaba poco realista
y se vio la necesidad de buscar formas alternativas para modelar situaciones de
interaccion entre agentes en competencia. Entre los pioneros, se encuentra Herbert
A. Simon [Si55| quien introdujo por primera vez la idea de racionalidad acotada
para analizar situaciones en las que no existe certeza sobre las situaciones futuras.

La guia principal de este trabajo de tesis es utilizar diferentes ideas de racio-
nalidad acotada desarrolladas recientemente para aplicarlas a la teoria de juegos.
Por otro lado, una pregunta fundamental para este trabajo es ;Qué puede ser
considerada una eleccion racional dadas ciertas limitaciones en las capacidades de
un agente? Para tratar de responderla se utilizan tres enfoques de racionalidad
acotada y se presentan ejemplos que ilustran su aplicacion.

El primer enfoque toma en cuenta qué tanto tiene presente (is aware) el agente

15



16 CAPITULO 1. INTRODUCCION

de ciertas caracteristicas del juego y a partir de esto, desarrollo un modelo para
la clase de juegos dindmicos de movimientos alternados, definiendo el concepto de
solucién asociado que toma en cuenta la racionalidad acotada a la capacidad de
computo del agente que lo implemente.

La relacion entre logica y teoria clasica de juegos ha sido muy prolifica desde los
primeros trabajos que se ocuparon de ella. Se han obtenido miltiples resultados,
especialmente aplicando légica epistémica, pero poco existe en la direccion de
racionalidad acotada. En el segundo enfoque desarrollo un lenguaje de logica
para racionalidad acotada que permite expresar formulas que incluyan nociones
de racionalidad acotada como las del modelo del primer enfoque. Combina ideas
de logicas de vecindarios y preferencias para poder expresar este tipo de féormulas.

El tercer enfoque contiene la idea més novedosa de las aqui presentadas: apli-
car optimizacion via programaciéon dindmica a teoria de juegos. Primeramente se
obtienen versiones discretas para determinar las ganancias en los juegos analiza-
dos, para después obtener soluciones explicitas al resolver las versiones continuas
de los mismos. Este enfoque fue muy bien aceptado y obtuvo buenos comenta-
rios ya que contiene un algoritmo que permite calcular un equilibrio perfecto por
subjuegos desde la programacion dinamica.

La estructura de este trabajo de tesis sigue el desarrollo cronolégico de tra-
bajos desarrollados durante mis estudios de doctorado. El capitulo 2 presenta un
marco genérico del estado del arte al iniciar este proceso. En el capitulo 3 esta
el desarrollo de mi primer modelo de aplicacién de racionalidad acotada a teoria
de juegos. El capitulo 4 contiene la logica para racionalidad acotada que sirve
para expresar algunas propiedades deseables. En el capitulo 5 aplico optimizacion
via programacion dindmica en teoria de juegos. Por tltimo, el capitulo 6 incluye
conclusiones generales y posibles caminos para trabajos posteriores.

Con el fin de evitar que el presente trabajo se extienda demasiado, se ha
intentado incluir los conceptos basicos minimos para hacerlo autocontenido y las
referencias pertinentes para aquellos lectores que deseen profundizar en dichos
conceptos y temas relacionados.



Capitulo 2

Estado del arte

Resumen

En este capitulo se presenta un marco teérico de los conceptos que se utilizan
en el desarrollo de cada uno de los enfoques mencionados. La seccion de teoria
de juegos 2.1 en conjunto con la seccién de racionalidad acotada 2.3 son el fun-
damento para el modelo extendido del primer enfoque. Por otro lado, la seccion
Logica y teoria de juegos 2.2 en combinacion con las secciones 2.1 y 2.3 sirven de
base para el desarrollo del lenguaje de la logica para racionalidad acotada BRL.
Finalmente, la seccion Optimizacion: programacion dinamica 2.4 junto con las
anteriores fundamentan el desarrollo del tercer enfoque.

2.1. Teoria de juegos

La teoria de juegos es un conjunto de herramientas analiticas que nos ayudan
a entender los fenémenos que se observan cuando interacttian varios tomadores
de decisiones. Esta teoria asume que los tomadores de decisiéon persiguen objeti-
vos bien definidos y toman en cuenta su conocimiento (o suposiciones) sobre el
comportamiento de los otros participantes.

2.1.1. Juegos y soluciones

Un juego es una descripcién de la interaccion estratégica que incluye las res-
tricciones en las acciones que los jugadores pueden realizar, asi como sus intereses,
pero no especifica las acciones que los jugadores realmente toman. Una solucién,
es una descripcion sistematica de los resultados que pueden surgir en un conjunto

17



18 CAPITULO 2. ESTADO DEL ARTE

de juegos. La teoria de juegos sugiere soluciones racionales para clases de juegos
y examina sus propiedades.

2.1.1.1. Juegos cooperativos y no cooperativos

En todos los modelos tedricos de juegos, la entidad bésica es el jugador. Un
jugador puede ser un individuo o un grupo de individuos tomando decisiones. Una
vez definido el conjunto de jugadores, se pueden distinguir dos tipos de modelos:
aquellos en los que el conjunto de posibles acciones de jugadores individuales son
primitivas (no cooperativos), y aquellos en los que el conjunto de posibles acciones
conjuntas de grupos de jugadores son primitivas (cooperativos).

2.1.1.2. Juegos estratégicos y extensivos

Un juego estratégico es un modelo de una situaciéon en la que cada jugador
elige su plan de acciones al principio del juego (y no cambia durante el desarrollo),
y todas las decisiones de los jugadores se hacen simultaneamente (es decir, cuando
eligen su plan de accion, cada jugador no esta informado del plan de acciéon de
ningin otro jugador). En contraste, el modelo de un juego extensivo, especifica el
posible orden de eventos, cada jugador selecciona su plan de accién no solamente
al principio del juego, sino cada vez que debe tomar una decision.

2.1.1.3. Juegos con informacién perfecta e imperfecta

En un juego con informacién perfecta, los participantes estan completamente
informados acerca de los movimientos realizados por todos los jugadores, mientras
que en un juego con informacién imperfecta no sucede asi.

2.1.2. Comportamiento racional

Los modelos clasicos utilizados asumen que cada participante (jugador) es
“racional” en el sentido de que esté consciente de sus alternativas, formula expec-
tativas sobre suposiciones, tiene claramente definidas sus preferencias y elige su
accion deliberadamente después de algiin proceso de optimizacion. Los siguientes
elementos constituyen un modelo de eleccion racional:

e Un conjunto A de posibles acciones para los jugadores.

e Un conjunto C de posibles consecuencias de esas acciones.

e Una funcion de consecuencia g : A — C que asocia una consecuencia a cada
accion.
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e Una relacion de preferencia (una relacion binaria completa, transitiva y
reflexiva) > sobre el conjunto C.

Usualmente las preferencias de los tomadores de decisiones se especifican dan-
do una funcion de utilidad (ganancia) U : C — R, que define una relacion de
preferencia > con la condicion que z > y si y solo si U () > U (y).

2.1.3. Juegos estratégicos y equilibrio de Nash

Ahora se presenta el modelo de interaccion estratégica conocido como juego
estratégico (juego en forma normal en la terminologia de von Neumann y Morgens-
ten). Este modelo especifica para cada jugador un conjunto de posibles acciones
y un orden de preferencia sobre el conjunto de posibles perfiles de accion. El
equilibrio de Nash es uno de los conceptos basicos en teoria de juegos.

2.1.3.1. Juego estratégico
Definiciéon
Un juego estratégico es un modelo de toma de decisiones interactivas en el

cual cada participante elige su plan de acciones al inicio, no cambia durante el
desarrollo y las decisiones se realzan simultdneamente. El modelo consiste en:

¢ Un conjunto finito N: el conjunto de jugadores.

¢ Para cada jugador : € N, un conjunto no vacio A;: el conjunto de acciones
disponibles para el jugador .

¢ Para cada jugador i € A, una relacion de preferencia >=;: la relacién de
preferencia del jugador 7.

Si el conjunto A; para cada jugador 7 es finito, entonces el juego es finito.

Interpretacion

Una interpretacion comin de un juego estratégico es que es un modelo de
un evento que ocurre sélo una vez; cada jugador conoce los detalles del juego y
el hecho de que todos los jugadores son racionales y que los jugadores eligen sus
acciones simultanea e independientemente. Bajo esta interpretacion, cada jugador
no sabe las decisiones tomadas por los otros jugadores al momento de elegir su
accion; no hay informacion sobre si un jugador puede basar sus especulaciones
acerca del comportamiento de los otros jugadores.



20 CAPITULO 2. ESTADO DEL ARTE

Otra interpretacion es que un jugador puede formar sus especulaciones del
comportamiento de los otros jugadores sobre la base de informacion acerca de
la forma en que el juego o juegos similares fueron jugados en el pasado. Una
secuencia de jugadas del juego puede modelarse por un juego estratégico solo si
no existe relacion entre las jugadas, es decir, un individuo que juega varias veces
el juego solo estaré preocupado de su pago en el juego actual e ignora los efectos
que su accion actual tiene sobre el comportamiento futuro de los otros jugadores.

2.1.3.2. Equilibrio de Nash

El concepto de solucién mas usado comtuinmente el teoria de juegos, es el de
equilibrio de Nash. Esta nocién captura un estado estable de una partida en un
juego estratégico en la que cada jugador tiene especulaciones correctas acerca
del comportamiento de los otros jugadores y actiia racionalmente. No intenta
examinar el proceso por el cual se alcanzo el estado estable.

Definicion

Un equilibrio de Nash de un juego estratégico (N, (A;), ;) es un perfil de
acciones a* € A con la propiedad de que para cada jugador : € N se tiene:

(a* a*) = (aii,ai) para todo a; € A;

Es decir, para que a* sea un equilibrio de Nash no debe suceder que ningtun
jugador i tenga una accién que da un resultado que él prefiere al generado cuando
elige a7, dado que cualquier otro jugador j elige aj. En resumen, ningtin jugador
puede desviarse rentablemente, dadas las acciones de los otros jugadores.

La siguiente reformulacion de la definicién resulta 1til algunas veces. Para
cualquier a_; € A_;, se define B; (a_;) como el conjunto de mejores acciones del
jugador ¢ dado a_;:

B;(a_;) = {ai € Al (a_;,a;) = (a_i, a;)} para todo a; € A;

El conjunto evaluado B; se llama funciéon de mejor respuesta del jugador . Un
equilibrio de Nash es un perfil de acciones a* para las cuales:

a} € B; (a*;)para todo i € N/
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Esta formulacion alternativa de la definicion nos lleva a un método (no necesa-
riamente eficiente) para obtener equilibrios de Nash: primero, calcular la funcion
de mejor respuesta para cada jugador, después, encontrar un perfil de acciones a*
para el cual a} € B; (aii) para todo i € N. Si las funciones B; son evaluadas a
conjuntos unitarios, entonces el segundo paso es resolver |[A| ecuaciones para las
N (a});cp desconocidas.

2.1.3.3. Juegos estrictamente competitivos

Los juegos estrictamente competitivos son una clase de juegos en los cuales
existen dos jugadores cuyas preferencias son diametralmente opuestas. Por facili-
dad, los nombres de los jugadores son “17 y “2”7 (N = {1,2}).

Definiciéon

Un juego ({1,2},(A;), (=) es estrictamente competitivo, si para cualquier
ac€ Ay be A, setiene a =1 bsiysolosib=;a.

Un juego estrictamente competitivo también se llama suma cero porque si la
relacion de preferencia del jugador 1 se representa por la funcion de utilidad wuy
y la relacion de preferencia del jugador 2 se representa por la funciéon de utilidad
ug entonces uqy + us = 0.

Se dice que el jugador ¢ maz-minimiza si elige una acciéon que es la mejor para
él, asumiendo que cualquier cosa que €l haga, el jugador j elegira su accién con el
fin de danarlo tanto como le sea posible. En un juego estrictamente competitivo
que posee un equilibrio de Nash, un par de acciones es un equilibrio de Nash si y
solo si la accion de cada jugador es un maz-minimizador.

Sea ({1,2}, (A;), (u;)) un juego estrictamente competitivo. La accion z* € A,
es un max-minimizador para el jugador 1 si min uy (x*,y) > min uy (x,y); para
y € Ay v para toda x € A;. Similarmente, y* € A, es un max-minimizador para
el jugador 2 si min uy (x,y*) > min uy (x,y); para x € Ay y para toda y € As.

En palabras, un max-minimizador para el jugador ¢, es una accién que maxi-
miza la utilidad que el jugador ¢ puede garantizar. Un max-minimizador para el
jugador 1 resuelve el problema max,min,u, (x,y) y un max-minimizador para el
jugador 2 resuelve el problema max,min,us (z,y).

2.1.4. Juegos extensivos con informacién perfecta

Un juego extensivo es una descripcion detallada de la estructura secuencial de
los problemas de decisién que enfrentan los jugadores en una situacion estratégica.
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Hay informacion perfecta en tales juegos si cada jugador, al tomar una decision,
tiene informacion perfecta de todos los eventos que ocurrieron previamente. Por
simplicidad, inicialmente se restringe el estudio a juegos en los que los jugadores
no toman decisiones al mismo tiempo y todos los movimientos relevantes los
realizan los jugadores (no interviene el azar). Posteriormente se eliminan estas
restricciones.

2.1.4.1. Definicién

Un juego extensivo con informacion perfecta tiene los siguientes componentes.
¢ Un conjunto finito A: el conjunto de jugadores.

& Un conjunto H de secuencias (finito o infinito) que satisface las siguientes
tres propiedades.

e La secuencia vacia () es miembro de H.
o Si (ak)k:1 - € H (donde K puede ser infinita) y L < K, entonces

k
(@), €1
. . . . o0 . .
e Si una secuencia infinita (ak’) . satisface (ak) w11 € H para cualquier
o . [ee] B
entero positivo L, entonces (ak)k e H.
Cada miembro de H es una historia; cada componente de una historia es una

accion tomada por un jugador. Una historia (ak) w1 i € M es terminal si es
K+1 [EERE)

tal que (ak) € H. El conjunto de historias

terminales se denota por Z.

finita o sl no existe a =1, K+1

¢ Una funcién P que asigna a cada historia no terminal (cada miembro de
H — Z) un miembro de N, P es la funcion de jugador y P (h) es el
jugador que elige una acciéon después de una historia h.

> Para cada jugador i € N, se tiene una relacién de preferencia sobre Z.

En algunas ocasiones resulta conveniente especificar la estructura de un juego
extensivo sin especificar las preferencias de los jugadores. Una tupla (N, H, P)
cuyos componente satisfacen las tres primeras condiciones se conoce como juego
en forma extensiva con informacién perfecta.

Si el conjunto H de historias posibles es finito, entonces el juego es finito. Si
la historia més larga es finita, entonces el juego tiene un horizonte finito. Sea h
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una historia de longitud k; entonces (h, a) denota la historia de longitud k+1 que
consiste en h seguida de a.

Un juego extensivo con informacion perfecta (juego extensivo en el resto de
la seccion) se interpreta de la siguiente manera. Después de cualquier historia no
terminal h, el jugador P (h) elige una accion del conjunto A (h) = {a : (h,a) € H}.

La historia vacia es el punto inicial del juego algunas veces se refiere como
historia inicial. En este punto, el jugador P ((}) elige algin miembro de A (0); para
cada posibilidad a” de este conjunto, el jugador P (a°) elige un miembro de A (a°);
esta eleccion determina el movimiento del siguiente jugador y asi sucesivamente.
Una historia que no tiene mas elecciones posibles es terminal; nétese que una
historia puede ser una secuencia infinita de acciones. Frecuentemente se especifican
las preferencias de los jugadores sobre historias terminales mediante funciones de
utilidad que representan dichas preferencias.

2.1.4.2. Estrategias

Una estrategia de un jugador en un juego extensivo es un plan que especifica
la acciéon elegida por el jugador para cada historia después de la cual es su turno
para mover.

Definiciéon

Una estrategia del jugador ¢ € N en un juego extensivo con informacion
perfecta (N, H, P, (>;)) es una funcién que asigna una accion en A (h) a cada
historia no terminal h € H — Z para la cual P (h) = i.

Notese que la nocion de estrategia de un jugador en un juego (N, H, P, (=;))
depende solo de la forma del juego (N, H, P).

Un hecho importante es que una estrategia especifica la acciéon a tomar para
toda historia después de la cual es su turno, aiin para historias que, si se sigue la
estrategia, nunca se alcanzan.

Ahora, para cada perfil de estrategia s = (s;);c, €n un juego extensivo
(N, H, P, (=;)) se define la salida O (s) de s como la historia terminal que resulta
cuando cada jugador i € N sigue los preceptos de s;, es decir, O (s) es la historia
(posiblemente infinita) tal que para 0 < k < K se tiene Sp(al,...a*) (al, e ,ak) =

ak—l—l .

Al igual que en los juegos estratégicos, se puede definir una estrategia mixta
como una distribucion de probabilidad sobre el conjunto de estrategias (puras);
sin embargo con informaciéon perfecta se agrega muy poco al considerar dichas
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estrategias. Por tanto, las estrategias mixtas se presentaran posteriormente junto
con los juegos extensivos con informacién imperfecta, en los que esta nociéon tiene
mayor significado.

2.1.4.3. Equilibrio de Nash

El primer concepto de solucién que se define para juegos extensivos ignora la
estructura secuencial del juego; considera las estrategias como elecciones que se
toman una sola vez (y para siempre) antes de que inicie el juego.

Definiciéon

Un equilibrio de Nash de un juego extensivo con informacion perfecta I' =
(N,H, P, (=;)), es un perfil de estrategia s* tal que para todo jugador i € N se
tiene O (3* o> s*) =0 (s* 0> si) para toda estrategia s; del jugador 7.

—ir 94 —

2.1.4.4. Equilibrio perfecto de subjuegos

Ahora se define la nocién de equilibrio perfecto de subjuegos; primero se de-
fine la nocién de subjuego. El subjuego de un juego extensivo con informacién
perfecta I' = (N, H, P,(=;)) que sigue a la historia h, es el juego extensivo
I'(h) = (N, Hln, Pln, (=i |1n)), donde H|, es el conjunto de secuencias de accio-
nes A’ para las cuales (h, h/) € H esta definida por h' € H|, para cada >=; |, v
B = |nh" esta definida por (h, h/) = (h, h”) si y solo si ' € H|y.

Esta nocion de equilibrio requiere que la accién prescrita por cada estrategia
de jugador sea 6ptima, dadas las estrategias de los otros jugadores, después de
toda historia. Dada la estrategia s; del jugador ¢ y una historia h en un juego
extensivo I, s;|, denota la estrategia que s; induce en el subjuego I' (h) (es decir,
siln =1 (h, '), para cada I' = (N, H, P, (=;)), O, denota la funcién de salida de
' (h)).

Un equilibrio perfecto de un subjuego de un juego extensivo con infor-
macion perfecta I' (h) = (N, H|n, Pln, (=i |n)) es un perfil de estrategias s* tal
que para todo jugador i € N y para toda historia no terminal h € H — Z para la
cual P (h) =i se tiene Oy, (sii|h, sﬂh) =i [nOn (s*_i|h, si]h) para toda estrategia s;
del jugador i en el subjuego F'(h).

De forma equivalente, se puede definir equilibrio perfecto de un subjuego como
un perfil de estrategias s* en I' en el cual, para cada historia h, el perfil de estra-
tegia s*|, es un equilibrio de Nash del subjuego I' (k). Esta nociéon de equilibrio
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perfecto de un subjuego elimina los equilibrios de Nash es los que las amenazas
de los jugadores no son creibles.

Lema: La propiedad de desviacion

Sea I' = (N, H, P,(=;)) un juego extensivo con informacion perfecta con ho-
rizonte finito. El perfil de estrategias s* es un equilibrio perfecto de subjuego de
T, si y solo si para todo jugador i € Ny para toda historia h € H para la cual
P (h) = i, se tiene Oy, (sii|h, sf|h) =i |nOn (s’ii|h,si) para toda estrategia s; del
jugador i en el subjuego I' (h) que difiere de s}, solo en la acciéon que prescribe
después de la historia inicial de T" ().

Proposicion: Teorema de Kuhn

Todo juego extensivo con informacion perfecta tiene un equilibrio perfecto de
subjuegos [Os04].

Prueba

Sea I' = (N, H, P, (>;)) un juego extensivo con informacion perfecta. Se cons-
truye un equilibrio perfecto de un subjuego de I' por induccion sobre [ (I (h)) (la
longitud de la historia méas larga en T'); y al mismo tiempo se define una funcion
R que asocia una historia terminal con cada historia h € H y se muestra que esta
historia es una salida de equilibrio perfecto del subjuego I' (h).

¢ Sil(I'(h)) =0 (es decir, h es una historia terminal de I'), entonces R (h) =
h.

¢ Ahora, supongase que R (h) esta definida para toda h € H con [ (I'(h)) < k
para algin k& > 0. Sea h* una historia para la cual [ (I'(h*)) = k+ 1y
sea P (h*) =i. Como [ (I' (h*)) = k + 1 se tiene [ (I' (h*,a)) < k para toda
a € A(h*). Definiendo s; (h*) como una »=; —mazximizadora de R (h*, a)
sobre a € A (h*) y definiendo R (h*, s (h*)). Por induccion se ha definido un
perfil de estrategia s en I'; y por la propiedad de desviacion (lema anterior)
este perfil de estrategia es un equilibrio perfecto de un subjuego de T'.

El procedimiento usado en esta prueba se conoce frecuentemente como induccion
hacia atras. Ademas de servir como prueba de la proposicion, este procedimiento
es un algoritmo para obtener el conjunto de equilibrios perfectos de subjuegos
de un juego finito. Parte del atractivo de la nociéon de equilibrio perfecto de sub-
juegos deriva del hecho de que el algoritmo describe lo que parece ser una forma
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natural en la que los jugadores analizan tales juegos mientras el horizonte esta
relativamente cerca.

Existen buenas referencias para continuar revisando otros conceptos de teoria
de juegos. Una de ellas, de la cual se tomaron las ideas de esta seccion, es [Os04].

2.2. Lobgica y teoria de juegos

Tal como mencionan Bonanno y Dégremont [BD13] en las tltimas dos décadas
la relacion entre Logica y Teorfa de Juegos ha crecido de forma acelerada. Entre
los mas activos en el desarrollo de esta relacion, se encuentran el mismo Giacomo
Bonanno y Johan van Benthem. Al utilizar l6gica modal encontraron formas de
modelar juegos (para una descripcion mas detallada, se puede consultar [BS14]).

2.2.1. Logica modal

La légica modal es el estudio de proposiciones modales y las relaciones logicas
que tienen entre ellas. Las proposiciones logicas mejor conocidas son proposiciones
acerca de aquello que es necesario y aquello que es posible. Los operadores de
posibilidad y necesidad, se llaman operadores modales, ya que especifican una
manera o un modo por el cual el resto de la proposiciéon puede ser verdadera.

2.2.1.1. Lenguaje modal béasico

Las formulas que conforman el lenguaje bésico de la l6gica modal LM se cons-
truyen a partir de un conjunto no vacio P numerable de proposiciones atéomicas.
Utilizando notacion BNF, las formulas de LM se definen como:

pu=T|P|-p]|(pVy)|Op

El lenguaje LM es un conjunto que se forma a partir de la proposiciéon T, las
proposiciones atéomicas P, es cerrado bajo la negacion, la disyunciéon y el opera-
dor modal O (llamado necesitacion). Los conectivos logicos A, —, <+ (conjuncion,
implicacion y doble implicacion respectivamente) y el operador modal ¢ (posibi-
lidad), se definen como:

e | =T

(pAY) == (mp V)

o(p =) = (V)

(pei)=(e—=>Y)N [ —p)
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Los conectivos A, —, <+ tienen el significado habitual. Las formulas de tipo
Oy tienen el significado intuitivo “es posible que ¢ ” 0 “no es cierto que no ¢ sea
necesario”.

2.2.1.2. Semantica

Un modelo estandar (estructura) M para un conjunto de formulas atomicas
P, es una tripleta (W, R, V') que satisfaga las siguientes condiciones:

1. W es un conjunto no vacio, cuyos elementos son llamados mundos.

2. R es una relacion binaria sobre W, (R C W x W), llamada relacion de
accesibilidad.

3. V es una funcion que asigna a cada elemento de P un subconjunto V' (p) de
W, estoes V : P— 2" (donde 2" es el conjunto potencia de W).

Estos modelos usualmente se conocen como modelos de Kripke, en honor a S.
Kripke quien los invent6 y trabajo en loégica modal entre los anos 1950s y 1960s.
Intuitivamente, w € W indica un mundo posible y wRw" quiere decir que w’ es
accesible desde el mundo w.

La relacion de satisfactibilidad se obtiene recursivamente sobre la estructura
de . Dado un modelo M y una evaluaciéon e para cada variable proposicional en

@:

1. Las conectivas proposicionales se interpretan de la forma usual en algin
mundo w.

2. Para el operador O, w F ¢ & (VW) [wRwW' = W' E ¢

2.2.1.3. Bisimulacién

Definicién Una bisimulacion entre dos estructuras puntuales (M, w) y (M, '),
con M = (W, R, V) y M = (W' R V'), es una relacion binaria Z C W x W’
tal que wZw' y para cualquier par de mundos (z,2’) € W x W’ siempre que zZx’
tenemos:

1. x, 2’ verifican las mismas variables proposicionales

2. si xRu estd en M entonces existe v’ € W’ con 2’ R'u' y uZu’
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3. si o’ R'u’ estd en M’ entonces existe u € W con xRu y uZu’

M= (W RV)y M = (W' R V') son bisimilares (M<+>M’) si existen w € W
y w' € W' tales que (M, we M w’).

2.2.2. Logica epistémica

La logica epistémica permite razonar acerca del conocimiento. En situaciones
de competencia resulta muy tutil poder razonar acerca de los hechos y sobre lo
que los otros agentes (posiblemente de software) conocen acerca de estos hechos.
Para el proceso de razonamiento y toma de decisiones, un agente debe considerar
tanto los hechos que conoce, como los hechos que conocen los demés.

La logica epistémica, tal como se conoce actualmente, estd muy influenciada
por el desarrollo de la logica modal; en particular, por su semantica, basada en
el trabajo de Kripke. El sistema logico 85, es la logica epistémica més popular y
aceptada.

2.2.2.1. Sintaxis de légica epistémica

Sea P un conjunto de proposiciones atéomicas, y A un conjunto de agentes. El
enguaje logico espistémico para multiagentes L es generado siguiendo las reglas
1 1 t It tes £ d do las,
que se muestran a continuacion en notacion BNF:

=T |p| ¢ |(@AY)| K

donde p € Py a € A. Para cualquier agente a, K,y se interpreta como “el agente
a sabe ¢ 7. Ademas la nocion intuitiva “el agente a considera posible ¢” se escribe
como K,p = (a) p = ~K,~.

2.2.2.2. Semantica

Dado que cada agente tiene su modalidad, la logica epistémica es una logica
multimodal. Algo crucial en la logica epistémica es su seméntica, que utiliza un
caso especial de estructuras de Kripke.

Definicion Sea P un conjunto contable de proposiciones atomicas y A un con-
junto finito de agentes, un modelo de Kripke, es una estructura M = (S, ~, V),
donde: (1) S es un conjunto de estados. Este conjunto es también conocido como
el dominio D (M), (2) ~ es una funcion que asigna a cada agente a € A una
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PL | Todas las instancias de las tautologias proposicionales
MP | Sik ¢yt @ — 1, entonces - 1

Nec | Si k- ¢, entonces - K,

F Ko (p = ) = (Kop — Kot))

FKop = ¢

F Kap = Ko Ko

= _'KaSD — Ka_‘ a$

oy | N

Tabla 2.1: Sistema axiomético de Lx (S5)

relacion de accesibilidad ~,C S x S, también se puede escribir como R, y (3)
V : P — 2% es una funcién de evaluacién que para cada p € P contiene el
conjunto V' (p) C S de los estados en los cuales p es verdadero.

Definicion: Satisfactibilidad y validez Las férmulas epistémicas se inter-
pretan en pares (M, s), donde M es un modelo de Kripke M = (S, ~, V) y un
estado s € S. algunas veces se refiere al par (M, s) como un estado. Si M es un
modelo epistémico, el par (M, s) se llama estado epistémico. Este par también es
llamado modelo puntual.

En la seméntica de Lk, las formulas booleanas se interpretan en la forma
habitual. Para el caso modal, tenemos:

O M, s |E Kyp sii para todo ¢ tal que (s,t) €~, y M, t =

La clausula K, es el operador de necesidad con respecto a ~,. El dual K, es el
operador de posibilidad con respecto a ~.

Cuando M,s | ¢ en todos los estados, se representa como M | ¢ y se
dice que ¢ es verdadera en M. Si M |= ¢ para todos los modelos M de una
determinada clase C (por ejemplo, todos los modelos epistémicos), se dice que ¢
es vdlida en C y se escribe como C |= ¢. Si M = ¢ para todos los modelos de
Kripke M, se dice que ¢ es vdlida y se escribe como = ¢ o K = ¢.

La logica epistémica estd completamente axiomatizada con el sistema de la
tabla 2.1.

2.2.2.3. Nocién de conocimiento comun

Sea K, [s] = {t € S|s ~, t}. Para cualquier grupo no vacio de agentes G C
A, escribimos Ry [s] = {t € S|s ~§ t}. Sea ¢ una formula de logica epistémica.
Si R [s] es un subconjunto de los estados en los que ¢ es verdadera, entonces
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CoFP [ F Cap = Noee Ka (¢ A Cop)
CoIR | SiF o = A,cq Ko (@ A1), entonces = o — Carp

Tabla 2.2: Sistema axiomatico de MEL

todos los agentes del grupo tienen acceso a . Intuitivamente se dice que ¢ es
conocimiento comiun en el estado s. Se puede agregar una nueva formula Cgp
para cada G C A, con la seméntica:

O M, s |= Cgyp sii para todo ¢ tal que (s,t) €~g, tenemos M, t = ¢

El lenguaje resultante se conoce como logica epistémica multiagente (MFEL). La
logica epistémica multiagente puede ser axiomatizada extendiendo &5 con los
axiomas de la tabla 2.2.

En [FHMV95| Fagin y sus coautores presentan una prueba de la completitud
de MFEL.

2.2.3. Topologia y légica modal

Parikh, Moss y Steinsvold [PMS07| analizan, entre otros temas, la conexion
entre logica modal y topologia presentada inicialmente por Tarski y McKinsey
[IMT44], asi como la interpretacion epistemologica de la topologia.

Muestran que la tension intuitiva entre los dos paradigmas se desvanece cuan-
do notamos que gran parte de la topologia puede verse como una logica modal, en
particular como una logica epistémica que combina las nociones de conocimiento
y esfuerzo; y, aprovechando el hecho que la logica modal es un fragmento decidible
de la logica de primer orden, se puede utilizar para resolver problemas topolégicos
que, en principio se encuentran en logica de segundo orden.

Como ejemplo, suponen que se cuenta con cierta medida: una velocidad v
que tiene cierto valor s + e. Esto puede interpretarse diciendo que v esta en el
conjunto abierto (s — e, s + e), es decir, cualquier cosa que sepamos de v debe ser
cierta no solamente en si misma, sino también en cualquier v" dentro del intervalo
(s — e, s+ e). Por tanto, se convierte en una relacion de equivalencia para una
logica de conocimiento S5 apropiada.

A su vez, la nocion de esfuerzo también puede modelarse, dado que v puede
medirse de manera méas precisa con mayor esfuerzo. Con estas dos intuiciones,
se desarrolld6 una logica bimodal llamada topologic que estd axiomatizada y es

decidible.
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2.3. Racionalidad acotada

La motivacion principal para obtener modelos de racionalidad acotada se pre-
senta por la insatisfaccion que producen los modelos que resultan del paradigma
del humano racional perfecto, el cual tiene una habilidad extraordinaria para op-
timizar: una vez que se proporcionan sus preferencias (bien definidas) siempre
puede obtener y seleccionar el mejor resultado de entre todas las opciones posi-
bles. La falta de satisfaccion que produce este paradigma se debe a los resultados
que se obtienen al comparar las hipotesis con las observaciones del comporta-
miento humano. Aunque estos resultados fueron presentados desde la década de
los 50 por Herbert Simon [Si55], durante muchos afos no se obtuvieron avances
para desarrollar modelos alternativos para toma de decisiones. Este tema no fue
retomado sino hasta la década de los 90 y desde entonces ha mostrado ser una
opcion viable para atacar este tipo de problemas.

Desde este punto de vista, el objetivo principal de la teoria de decisiones es ob-
tener relaciones interesantes entre conceptos que surgen durante el razonamiento
en situaciones de interaccién. Con este enfoque se da importancia a examinar la
plausibilidad de las hipotesis y no solo de las conclusiones. El énfasis en modelar
los procesos no minimiza la importancia del objetivo, que es construir modelos
que sean herramientas ttiles para explicar fendémenos que no puedan explicarse
de otra forma (idealmente, comparables con resultados observados).

2.3.1. EIl humano ‘“racional”

En la teoria econémica (clasica) [Ru98|, un tomador de decisiones racional es
un agente que debe elegir una opciéon después de realizar un proceso de delibera-
cion (reflexion) en el cual responde a tres preguntas:

& 1 Qué es posible?
& 1 Qué es deseable?

¢ Cuél es la mejor alternativa, de acuerdo con sus preferencias (deseos) y
dadas ciertas restricciones en las opciones posibles?

En esta descripcion se observa una suposicion importante del modelo del humano
racional: el procedimiento de determinar las alternativas viables es totalmente
independiente del procedimiento para depurar sus preferencias. Es decir, si el
agente califica una opcion sobre la otra cuando observa un conjunto de opciones
que incluya ambas, entonces las clasificara de igual forma cuando las encuentre en
cualquier otro problema de decision en el que ambas alternativas estén disponibles.
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Definicién: El humano “racional”

El elemento principal del proceso que realiza el humano racional, es una rela-
cion de preferencia = sobre un conjunto A. Dado un problema de elecciéon A C A,
el agente elige un elemento x* € A el cual es = —o6ptimo (es decir, z* = z para to-
do z € A). Por simplicidad, se asume que la relacion es asimétrica: a = b = b # a.

Algunos de los supuestos en el procedimiento que realiza el humano racional
son los siguientes:

& Conocimiento del problema. El agente tiene claro todo el panorama del pro-
blema de eleccion que enfrenta: estd completamente consciente del conjunto
de alternativas entre las cuales debe elegir.

& Preferencias claras. El agente tiene un ordenamiento completo sobre todo
el conjunto de alternativas.

& Habilidad para optimizar. El agente tiene la capacidad requerida para rea-
lizar cualquier céalculo necesario para encontrar el curso de acciéon 6ptimo.
Su capacidad de calculo es ilimitada y nunca comete errores.

Ademas, en ocasiones se requiere manejar situaciones en las que existe cierta
incertidumbre entre la opcion elegida y el resultado que obtendra. Para poder
realizar este manejo el modelo se enriquece con un espacio de estados 2. Cada
elemento de {2 representa una lista de factores ex6genos que son relevantes para el
agente, pero de los cuales no tiene control alguno. Ahora, un problema de decision
es un par (A,Q) , donde A C Ay Q € © es un conjunto de estados no excluidos
por la informacion recibida por el agente.

2.3.2. La posiciéon tradicional de la teoria de decisiones

La teoria econdémica usualmente se muestra permisiva sobre la suposiciéon que
los agentes se comportan como el humano racional y acepta que esa suposicion
es poco realista. Por esta razéon desde hace algunos anos se argumenta que el
paradigma del humano racional debe ser tomado de forma menos literal.

El argumento tradicional grosso modo es el siguiente: en economia (en general
teorfa de decisiones), el interés principal es el comportamiento de los agentes y no
el proceso que lo lleva a tomar cierta decision. Atn si el agente no se comporta
de la manera descrita por el procedimiento del humano racional, puede ser que su
comportamiento pueda ser descrito como si siguiera dicho comportamiento: esto
serfa suficiente para nuestro propésito.
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Una condicién suficiente y necesaria para una funcion de eleccion inducida
por un agente que se comporta como el humano racional es que debe satisfacer la
condicion de consistencia (también conocida como “independencia de alternativas
irrelevantes”): para toda A; C Ay C A si C'(Ay) € A; entonces C' (A;) = C (Ag),
donde C' (A) es la opcion elegida ( Choice) por el agente cuando enfrenta el proble-
ma de eleccion A. Esta condicién indica que si el elemento elegido en un conjunto
més grande estd a su vez contenido en un conjunto mas pequeno, entonces el
agente elegira este mismo elemento del conjunto mas pequeno.

Las funciones de eleccion que satisfacen la condicion de consistencia (atin cuan-
do no resulten de un procedimiento del humano racional), pueden describirse como
si se derivaran de algiin humano racional. La importancia de este resultado de-
pende de la existencia procedimientos plausibles que satisfagan la condicion de
consistencia, aun cuando no correspondan con la definicién de humano racional.
Un ejemplo clasico se conoce como procedimiento satisfactorio.

Definicién: procedimiento satisfactorio

Los elementos béasicos del procedimiento satisfactorio son un ordenamiento
O del conjunto A y un conjunto S C A (asi como una regla de desempate).
Para cualquier problema de decision A, secuencialmente examinan las alternativas
de A de acuerdo con O, hasta encontrar un elemento que sea miembro de S
(el conjunto de alternativas satisfactorias). Una vez encontrado dicho elemento,
elegirlo y terminar. En el caso en que ningin elemento de A pertenezca a S,
utilizar la regla de que satisface el requerimiento de consistencia (por ejemplo,
elegir el ultimo elemento de A).

Cualquier procedimiento acorde con esta definicion satisface la condiciéon de
consistencia.

2.3.3. Racionalidad minima

El concepto de racionalidad minima implica que el agente no tiene habilidad
perfecta para elegir las acciones apropiadas [Ch81|. Se presentaran condiciones de
racionalidad relacionadas con conjuntos de creencias y las habilidades deductivas
del agente.

2.3.3.1. Teoria de creencias

Las condiciones de racionalidad pueden ser muy débiles o muy fuertes para
una teorfa predictiva satisfactoria.
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La teoria de creencias mas rudimentaria es la teoria de asentimiento, esta
teoria no requiere racionalidad:

¢ Un agente cree tnica y exclusivamente las declaraciones que puede afirmar.

Esta teoria tiene una atractiva simplicidad y parece indicar que el agente tiene au-
toridad total sobre sus creencias; sin embargo, tiene un defecto crucial: no impone
ninguna restricciéon de racionalidad sobre el conjunto de creencias ni restricciones
sobre el conjunto de creencias-deseos de agente. De acuerdo con esta teoria no se
realizan inferencias a partir de las creencias, sin importar si son obvias o ttiles; y el
conjunto de creencias puede incluir todas las inconsistencias posibles. Una teoria
que no incluye restricciones de racionalidad no tiene contenido predictivo; usarlo
practicamente no proveeréd expectativas sobre el comportamiento del agente.

Al contrario de la permisividad de la teoria de asentimiento, las teorias pre-
dominantes incluyen condiciones que requieren racionalidad ideal del agente. En
teoria de juegos y de decisiones, el principio de que el agente elegira la accion
que maximiza la utilidad esperada se clasifica dentro de este tipo. Existen serias
dificultades al asumir racionalidad o informaciéon perfecta e idealizada.

En filosofia se utiliza (de forma implicita), una condicion de racionalidad ideal,
que puede formularse grosso modo como:

¢ Siun agente tiene un conjunto de creencias-deseos particular, tomara todas
las acciones que son aparentemente apropiadas.

Una simplificacion conveniente: se dice que una accién aparentemente es apropiada
si y solo si, de acuerdo con sus creencias, estaria orientada a satisfacer sus deseos.

Esta idealizacion tiene cierto valor, pero es demasiado restrictiva. Por ejemplo,
excluye situaciones en las que los agentes olvidan o no tienen cuidado al elegir
sus acciones. Ademas, esta condicion de racionalidad requiere de una habilidad
deductiva idealizada.

La falta de satisfaccion de esta condiciéon de racionalidad idealizada, surge de
la negacion de una caracteristica fundamental humana: que se encuentra en la
situacion finita de tener un limite en su capacidad cognoscitiva y en el tiempo
disponible.

La importancia de idealizar siempre es relativa a los objetivos planteados; la
condicion de racionalidad ideal puede ser 1til en ciertas condiciones. Una motiva-
cion para idealizar una teoria puede ser obtener una teoria méas manejable de lo
que seria una teoria enteramente correcta o completa. Ademas se pueden definir
diferentes grados de idealizacion; con esto, simplicidad y manejabilidad pueden
combinarse para tener mas campo de aplicacion.
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2.3.3.2. Racionalidad, inferencia y conveniencia minimas

La teoria de creencias basada en condiciones de racionalidad minima es un
intento para obtener mayor aplicabilidad a cambio de una teoria mas compleja.
Por el momento, esta teoria seguira siendo idealizada respecto a la concepcion de
inferencia.

Las condiciones mostradas a continuacién son solamente condiciones necesarias
para tener creencias y deseos. Las condiciones siguientes pueden derivarse de la
condicion general de racionalidad minima:

¢ Si un agente tiene un conjunto particular de creencias-deseos, entonces in-
tentaria realizar s6lo algunas de las acciones que son aparentemente apro-
piadas.

El argumento por el cual esta condicion en efecto es utilizada (y deberia ser
utilizada) por agentes con creencias, se compone de tres partes:

1. Ningtin agente con recursos finitos puede satisfacer la condicion de raciona-
lidad ideal.

2. Se puede predecir el comportamiento a partir de las creencias y los deseos
del agente y, tanto la condiciéon de racionalidad ideal como la nula excluyen
esta prediccion.

3. Si a un agente no se le solicita que intente tomar alguna de las acciones apa-
rentemente apropiadas, entonces no se podria obtener ninguna prediccion
sobre su comportamiento.

Adicionalmente, para tener una teoria predictiva de creencias, existe una condicién
de racionalidad general mas fuerte sobre el conjunto de creencias-deseos: el agente
no debe intentar utilizar alguna de las acciones que son inapropiadas.

Por otro lado, la condicién general de racionalidad minima implica que el
agente debe tener una habilidad deductiva minima (y posiblemente también una
habilidad inductiva minima). La condicion de inferencia deductiva minima es:

¢ Siun agente tiene un conjunto particular de creencias-deseos, entonces reali-
zaria algunas, pero no necesariamente todas las inferencias sensatas a partir
de su conjunto de creencias que sean aparentemente apropiadas.

Si el agente realiza una accion apropiada de acuerdo con sus creencias y deseos es
porque llegd a la conclusion de que esa accion es deseable. La condiciéon de infe-
rencia minima requiere que el agente realice algunas de las inferencias racionales
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que sean aparentemente tutiles. Si no satisface al menos esta condicion minima,
entonces no sera capaz de reconocer y tomar acciones que son apropiadas dadas
sus creencias.

Esta condicion de habilidad l6gica minima puede describirse en términos de
un requerimiento de conveniencia minima:

& El agente llevaria a cabo algunas de las inferencias sensatas de su conjunto
de creencias que serian aparentemente apropiadas realizar.

Es decir, las inferencias resultantes ayudarian al agente a elegir las acciones que
tenderian a satisfacer sus deseos, de acuerdo con sus propias creencias. Para evitar
que un agente solo obtenga conjunciones a partir de una de sus creencias, es
necesario un requertmiento de consecuencias minimas:

& El agente debe tener éxito en realizar algunas de las inferencias racionales
aparentemente apropiadas que ha tomado.

Notese que al definir requerimientos de conveniencia y consecuencia por separado
no hay implicacién de que dos procesos distintos siempre se lleven a cabo cuando
se realiza una inferencia.

2.3.3.3. Consistencia minima

La habilidad deductiva requerida para satisfacer la condicién general de racio-
nalidad minima debe incluir, ademas de la habilidad de realizar inferencias ttiles,
la habilidad de eliminar inconsistencias en el conjunto de creencias. El conjunto
de creencias esta sujeto a la condiciéon de consistencia minima:

< Si un agente tiene un conjunto particular de creencias-deseos y si algunas
inconsistencias (pero no necesariamente todas) se generan en el conjunto,
entonces el agente las eliminara.

Esta condicion aplica tanto para inconsistencias explicitas como {p, —p}, como
para inconsistencias implicitas como {p,p — ¢, —q}.

Un agente no puede permitir todas las inconsistencias que aparecen en su
conjunto de creencias, pero no se requiere que elimine todas las inconsistencias
que pueden generarse en dicho conjunto. Si en el sistema de creencias de un
agente no se restringe a alguna de las restricciones de consistencia presentadas y,
por tanto pudiera contener un ntmero ilimitado de inconsistencias, entonces este
sistema no tendria valor alguno para predecir el comportamiento del agente.
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2.3.3.4. Condiciones normativas

Finalmente, se identifica qué es la racionalidad minima; se muestra que el
conjunto de inferencias requeridas por la condicién de inferencia minima solamente
es un subconjunto propio del conjunto de inferencias que un agente debe realizar
para ser pragmdticamente racional.

& La tesis descriptiva es la condicion de inferencia minima: un agente debe
realizar algunas de las inferencias a partir de sus creencias que tenderian a
satisfacer sus deseos.

< La tesis normativa es que el agente debe hacer todas (y solo) las inferencias
sensatas factibles a partir de sus creencias que tenderian a satisfacer sus
deseos.

Entonces, la nociéon de racionalidad pragmatica se explica de la siguiente manera:
“si p implica q y el agente cree que p, entonces debe creer ¢’

Solo un subconjunto pequeno de las inferencias sensatas que seria practica-
mente posible para ser realizado por el agente serfa 1til para él en un momento
dado. Una inferencia puede ser sensata, pero puede no ser razonable llevarla a
cabo, porque no es de valor previsible al momento y evita que el agente lleve a
cabo otras acciones que son obviamente valiosas al momento, dados sus recursos
cognoscitivos limitados. Para determinar si un agente debe realizar la inferencia
de ¢ a partir de p, debe tener en cuenta:

1. la sensatez de la inferencia,
2. la factibilidad de realizarla, y
3. la utilidad aparente, de acuerdo con sus creencias y deseos.

La tabla 2.3 muestra el esquema general para los conceptos de racionalidad
descritos. El punto importante de las condiciones de racionalidad minima es que
al parecer son indispensables para cualquier teoria de creencias que resulte satis-
factoria.

2.3.4. Omnisciencia légica como problema de complejidad
computacional

La omnisciencia logica asume que un agente epistémico conoce todas las con-
secuencias logicas de sus supuestos. En [AK09| Artemov y Kuznets presentan un
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Todas las inferencias del conjunto de creencias

Todas las creencias sensatas (condicion de cerradura deductiva)

Todas las inferencias aparentemente deseables (condicion de inferencia ideal)

Todas las inferencias factibles (condicion de inferencia normativa)

Inferencias requeridas para creencias (condicion de inferencia minima)

Sin inferencias (teorfa de asentimiento)

Tabla 2.3: Esquema general de racionalidad

marco general que analiza la omnisciencia logica desde el punto de vista de la
complejidad computacional.

Se plantean las siguientes definiciones:

1. Test de Omnisciencia Logica (LOT): un sistema epistémico E no es ldgi-
camente ommnisciente si para cualquier afirmacion de conocimiento A del tipo se
sabe que F', existe una prueba de F' en E, cuya complejidad estéd acotada por
algin polinomio del tamano de A.

2. Test de Omnisciencia Logica Fuerte (SLOT): un sistema epistémico E no
es logicamente omnisciente si para cualquier afirmacion de conocimiento A del
tipo se sabe que F', una demostracion de F' en E puede ser encontrada en tiempo
polinomial en el tamano de A.

Tanto LOT como SLOT conectan el tamano de una afirmaciéon sobre el co-
nocimiento de F' con la habilidad del sistema para proveer de forma factible una
evidencia adecuada de F. En LOT, la medida de factibilidad es la longitud de la
prueba; mientras que en SLOT, es el tiempo requerido para obtener dicha prueba.

Ademaés, muestran que las logicas modales de conocimiento y creencia mas
utilizadas son logicamente omniscientes con respecto a LOT y SLOT; mientras
que sistemas logicos de justificacion, los cuales contienen evidencia de afirmaciones
del tipo t es una justificacion de F', no son loégicamente omniscientes. Los autores
argumentan que estos resultados son acordes con la intuicion.
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Figura 2.1: Equilibrio tit-for-tat

2.3.5. Memoria limitada

Desde el punto de vista computacional, una cota natural para la racionalidad
es la memoria: jCuanta informacion puede almacenarse? En [PYa94], se presenta
un modelo de memoria limitada que utiliza un autémata en el que el nimero de
estados representa la cantidad de memoria disponible. En este modelo, los estados
representan las acciones del agente, mientras las transiciones corresponden con
las acciones del oponente. Con este modelo, los autores analizaron y obtuvieron
resultados interesantes utilizando el juego del dilema del prisionero.

Este juego ha sido ampliamente estudiado y se sabe que el equilibrio de Nash
es que ambos prisioneros confiesen. Esta misma situacién es también el tnico
equilibrio si el juego se repite n veces. La prueba es por inducciéon hacia atrés: en
la ultima ronda, el mejor movimiento (para ambos) es confesar; y por tanto no
existe razon por la cual coopere con el otro prisionero en la pentiltima ronda y
asi sucesivamente. Este resultado parece atun menos racional que el de una sola
ronda. Notese que existen dos versiones del dilema en los llevan a jugar de forma
cooperativa, el juego repetido no acotado y el juego acotado por una constante
que no se conoce.

2.3.5.1. Autémata con menos de n estados

Limitando a los agentes a estrategias que pueden modelarse usando autématas
finitos de tamanos dependientes del ntimero de rondas es posible establecer equi-
librios més satisfactorios. Para el caso del dilema del prisionero jugado n veces,
si las estrategias de ambos agentes esté limitada a menos de n estados, ninguno
puede contar hasta n y por tanto, no pueden aplicar induccién hacia atras. En
este caso, una estrategia razonable basica conocida como tit-for-tat (ojo por ojo)
es un equilibrio: una estrategia de siempre cooperar (C) a menos que el otro con-
fiese puede jugarse con el autémata mostrado en la figura 2.1, si el otro jugador
confiesa (D), entonces confiesa una ronda como castigo.
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2.3.5.2. Autémata con un ntiimero de estados subexponencial

El caso més interesante es cuando el autémata tiene méas de n estados, pero
al menos uno de los jugadores tiene un nimero de estados menor que exponencial
en el nimero de rondas.

Teorema [PYa94|: para cualquier € > 0, en la n-ésima ronda jugada por auto-
matas con tamanos acotados; si al menos una de las cotas es < 2°"(c. = ¢/6(1+)),
entonces existe un equilibrio de estrategia mixta con ganancia promedio para cada
jugador de al menos 3 — e.

En otras palabras, es posible construir un equilibrio de estrategia mixta tal
que ambos jugadores obtendran ganancias arbitrariamente cercanas a la ganancia
que obtendrian si cooperan en todas las rondas. Este equilibrio estratégico incluye
varios componentes de ciclos. En las primeras d rondas, los jugadores muestran
una serie de movimientos (de acuerdo a su estrategia); d depende del tamano de
la cota de los jugadores. Posteriormente, un agente debe recordar los movimientos
de su oponente, por tanto debe almacenar los 2¢ posibles movimientos. Después
de este intercambio, los agentes juegan de acuerdo con ciertas reglas que equili-
bran cualquier ventaja que alguno pudiera obtener sobre el otro en las primeras
d rondas. Después ambos caen en un ciclo de dos estados: el primero es colabo-
racion por un gran namero de rondas (determinado por su tamano); el segundo
es una serie de acciones coordinadas que dependen de los primeros movimientos
mostrados. Esta etapa tiene dos propositos: equilibrar movimientos ventajosos y
mostrar que los agentes atin pueden recordar los movimientos del oponente. Si en
algiin momento un jugador realiza un movimiento inesperado, entonces el opo-
nente entraré en un estado de confesion perpetua. Esta construccion es tal que los
jugadores deben utilizar todos los estados para jugar su estrategia y, por tanto no
tiene estados para contar y aplicar induccién hacia atrés. De hecho, atn si uno
de los jugadores tuviera un nimero exponencial de estados y pudiera contar, la
tnica diferencia seria que confiesa en la ultima ronda (dado que hacerlo antes no
incrementa su ganancia).

2.3.6. Razonamiento de prevision limitada

Un ejemplo que motiva el estudio de razonamiento de predicciéon limitada es
el juego de ajedrez. Cada juego consiste en una serie de movimientos que termina
en uno de tres resultados (gana blanco, gana negro o empate). Sin embargo, este
valor no se puede determinar desde el principio, ya que esto requeriria enumerar
todas las historias posibles (méas de 10°). Atin mas, debido a esta dificultad, un
jugador no puede seleccionar el movimiento que le entregue la mejor ganancia
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posible. Sin embargo, los jugadores atin son capaces de jugar de manera sensata.

Los jugadores de ajedrez emplean diversas estrategias para determinar nuevos
movimientos; una muy comun es seleccionar movimientos candidato razonables
(posiblemente basados en experiencia y conocimiento del juego) y después tratar
de predecir como podria evolucionar el juego.

Un par de modelos sencillos de este comportamiento de prediccion se presentan
en [Ru98]. Ambos modelos asumen que el jugador conoce tanto su equilibrio como
el de su oponente durante los siguientes k£ movimientos; el objetivo del agente es
maximizar la ganancia obtenida durante esos k£ movimientos. En un modelo, el
agente puede cambiar solamente su movimiento actual, pero no los futuros; en
el segundo, se asume que las acciones del oponente son fijas pero el agente pue-
de optimizar cambiando los siguientes k£ movimientos. Ambos modelos producen
definiciones razonables de equilibrio; sin embargo, intuitivamente no son satisfac-
torias. El primero por que un agente debe tomar su futuro como determinado atn
cuando el agente podria influenciarlo. En ambos, los movimientos del oponente
deben ser tratados como dados, aunque es probable que la estrategia del oponente
cambie de acuerdo a la evoluciéon del juego.

El valor principal de estos modelos es que al no producir descripciones satis-
factorias de razonamiento de prediccion limitada presentan el reto de construir
mejores modelos.

2.3.7. Optimizacién acotada

Russell y Subramanian definieron un modelo que parece apropiado para deter-
minar si un sistema de inteligencia artificial (AI) exhibe comportamiento racional
[?]. Presentan cuatro posibles definiciones de racionalidad; las primeras tres son
utilizadas actualmente en sistemas de Al y la cuarta es su propuesta de definicion.

1. Racionalidad perfecta: el agente racional siempre acttia de modo que maxi-
miza su ganancia.

2. Racionalidad de calculo: el agente racional tarde o temprano actua de tal
modo que maximiza su ganancia.

3. Racionalidad en metanivel: el agente racional calcula la mejor serie de ac-
ciones, teniendo en cuenta que el calculo debe seleccionar la accién.

4. Racionalidad con optimizacion acotada: el agente especifica programas 6pti-
mos. Un agente es un agente racional si lo hace tan bien como le sea posible,
dados sus recursos computacionales.
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La propiedad deseada de sistemas inteligentes tradicionalmente corresponde con
la definicion 1, pero en general no es factible computacionalmente. La definicion
2 es interesante dado que muestra que en principio tomaria la accién correcta,
pero que generalmente en la practica no es 1til debido a que podria tomar tiempo
exponencial para determinar una solucién. Por otro lado, la definicion 3 frecuen-
temente es mas dificil que el problema original. Sin embargo, un enfoque comin
en Al es disenar sistemas de racionalidad de calculo y después utilizar técnicas de
aceleracion con aproximaciones para acercarse al valor 6ptimo.

Una funciéon de agente es una relacion entre sus percepciones y sus acciones. Un
programa de agente es aquel que genera sus acciones. La funciéon de agente definida
por Russell y Subramanian es tal que la accién puede ser nula si el agente aiin esta
realizando algin célculo. Un agente éptimo acotado se define como un agente que
maximiza su utilidad sobre todas las funciones factibles, dadas las restricciones
temporales y una clase determinada de maquinas. Su nocién se extiende a agentes
o6ptimos asintoticamente, utilizando la misma nocion de asintético que se presenta
en complejidad computacional.

Este articulo formaliza algunas ideas sobre qué es racional cuando las restric-
ciones no permiten tener racionalidad perfecta. Su modelo no es 1til para describir
racionalidad humana, dado que en general se requiere realizar una gran cantidad
de calculos, pero presenta una forma plausible de definir sistemas de Al que son
racionales de forma acotada.

2.3.8. Teoria computacional de conciencia y toma de deci-
siones

En [DF09|, Nikhil y Lance presentan una definicion de conciencia desde el
punto de vista computacional. En general, el nivel de conciencia que tenemos
sobre un objeto es la cantidad de tiempo necesario para generar ese objeto dentro
de cierto ambiente. La intuicion es que los objetos de los cuales tenemos mayor
conciencia seran los primeros en ser generados.

Ademas, muestran su relaciéon con toma de decisiones y como otros agentes
pueden manipular las decisiones utilizando la publicidad apropiada.

2.3.8.1. El modelo

El modelo que presentan se compone de:

¢ Un alfabeto fijo ¥ = {0, 1}, generalizable a alfabetos mas grandes.
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¢
¢
¢

El ambiente es una funcion E : ¥X* — X%,
El contexto y es una cadena en X*.

Un proceso de enumeracion es una maquina de Turing con oraculo M, tal
que dado un oraculo A y una entrada w, M# (w) producira una serie posi-
blemente infinita de cadenas z1, 25, ... El ordculo A puede verse como una
funcién cuyo resultado aparecera en una cinta especial. Cada consulta al
oraculo se contara como un solo paso temporal, de modo que tomara mas
tiempo escribir cada bit de la consulta y alcanzar cada bit de la respuesta.

La falta de conciencia de la cadena x en el ambiente E con el contexto y
usando el proceso de enumeracion M. UL (z]y) se define como la cantidad
de tiempo necesario para que M (y) enumere a z. Es importante notar que
se cuenta el tiempo, no el indice en el cual la cadena es enumerada. Ademas,
no se requiere que M¥ (y) se detenga después de producir la cadena z en
su lista de salida. Si M¥ (y) nunca enumera a z, se dice que la falta de
conciencia es infinita.

Esta definicion no incluye ninguna accién ni decision hecha por ningtin agente. Un
posible enfoque es combinar conciencia con una funcion de conveniencia. Algunas
funciones candidato son:

%

¢

f ¥ — {0,1}, que mide la “conveniencia” de una cadena. Esta funcion
modela un proceso de decisiéon binario, en el que la cadena es conveniente o
no, el objetivo es encontrar alguna cadena que lo sea.

f:X*xQ —{0,1}, donde 2 es un espacio de probabilidad. f se interpreta
como una variable aleatoria que mide la conveniencia. Un caso especial se
presenta cuando la conveniencia de las cadenas es independiente de €2, en-
tonces, se tiene f : ¥* — [0, 1], que mide la probabilidad de que una cadena
satisfaga los criterios. Este tipo de funciones aleatorias permiten modelar
multiples agentes con un solo proceso.

f + X* — R. En este caso, la conveniencia es una medida continua y un
agente busca una cadena que la maximice.

Para obtener un proceso de toma de decisiones se puede combinar la funcién de
conveniencia con un procedimiento de enumeracion; por ejemplo, para la primera
funcion candidato, elegir un objeto z si es el primero listado por M (y) tal que



44 CAPITULO 2. ESTADO DEL ARTE

f(z) = 1. Ademés, se puede incorporar de forma explicita el costo asociado al
calculo realizado por el proceso de toma de decision.

Por otro lado, se puede manipular el proceso de toma de decisiones manipu-
lando el ambiente E: cambiando la salida de la funcion E para algunas entradas
(por ejemplo, si se manipulan los resultados de motores de busqueda). Sea A al-
gun conjunto de acciones (subconjunto de todas las acciones posibles) y sea ¢ (A)
el costo de cambiar todas las entradas de E correspondientes a A. Es decir, el
costo de hacer publicidad a las acciones de A es ¢(A). Ademas un anunciante w
recibe una ganancia p,, (x) si = es la decision tomada por el agente. Por tanto, es
rentable para un anunciante hacer publicidad a las acciones de A siempre que el
resultado de modificar la decision del agente devuelva ganancia mayor que ¢ (A).

2.3.8.2. Aplicaciones

Una vez definido el modelo, los autores [DF09| describen algunas situaciones
en las que la nociéon computacional de conciencia surge de forma natural, en
escenarios en los que se organiza, se accede y se transfiere informacion. Estas
descripciones se basan en un conjunto de preguntas que son contestadas en cada
situacion.

¢ {Conciencia de qué? Generalmente resulta util definir un conjunto particular
de cadenas de interés, dado el contexto.

¢ iCual es el ambiente? Puede darse una definicién contextual a un conjunto
particular de cadenas de interés. Ademas, resulta ttil definir las reglas de
como puede modificarse dicho ambiente.

¢ i Cual es el proceso de enumeracion? Usualmente este proceso se modela de
forma estadistica sin considerar la “sensatez” algoritmica del proceso. Buscar
un modelo algoritmico diferente a los tradicionales modelos en estadistica
puede mostrar nuevas propiedades interesantes.

& (Cual es el proceso de toma de decision? Esto incluye la forma de tomar
decisiones y la definicion de la conveniencia de las cadenas; ademés, también
puede incluir el costo de su célculo.
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2.4. Optimizacion: programacion dinamica

2.4.1. Optimizacién en tiempo discreto

Considérese un problema de multiples decisiones, en el que varias decisiones
relacionadas se eligen de forma secuencial. Elegir la tltima decision de manera
6ptima usualmente es sencillo: tomar la mejor del conjunto de acciones posibles en
ese punto. Por otra parte, si conocemos la soluciéon para un problema de multiples
decisiones en el que faltan r elecciones, entonces esta soluciéon puede usarse para

resolver el problema de r + 1 decisiones por tomar. Esto se debe al principio de
optimalidad [BTO05]:

¢ Dada una secuencia 6ptima de decisiones, el final de cada secuencia también
es O6ptimo para el problema correspondiente.

Este método de solucion se llama programacion dindmica. Fue desarrollado por
Richard Bellman en los 1950s. La version de tiempo continuo puede rastrearse has-
ta los trabajos de Hamilton y Jacobi, e incluso hasta Huygens y su caracterizacion
como onda para la luz.

2.4.1.1. Ecuacion de Hamilton—Jacobi—Bellman

Ahora se presenta formalmente el principio de optimalidad, llamado ecuacion
de Hamilton—Jacobi-Bellman o en breve ecuacion de Bellman.

Sean los conjuntos U y X, T C X, a € X, y las funciones (zy,u;) —
fr (e, ug), (g, ug) — gr (g, ur), (mapeos de valores en X) tales que z, € X,
u, €U, k=0,...n.

Definicién El siguiente problema se conoce como un problema de programacion
dindmica deterministico y de tiempo discreto.

n
F (f,ﬂ) :Z fk (xk,uk) — min,
k=0
T = (xk)OSkSnJrl U= <uk)0§k§n+17
T EX,'LLk S U,k:(),...,n,

xkﬂ:gk(xk,uk),k:O,...,n,

To=a,Tpi1 €T
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Considérese la familia de problemas P., con z € X y r € {0,1,...,n}: r
decisiones a tomar, con estado inicial a.

an (f,ﬂ) = Z fk (l‘k,uk) — min,

k=n—r
T = (k) parcnitr &= (Uk)p_rpn
reXk=n—r....n+lLuy €U k=n—r,...,n,
Tpi1 = gk (Tr,up)  k=n—r,...n,
Tpoy =X, Tpy1 €T

Se escribe J, () para el valor del problema P, ,, dondex € X yr =0,...,n+1.
El hecho siguiente es la formalizacion del principio de optimalidad.

Teorema Fcuacion de Hamilton—Jacobi—Bellman, condiciones necesa-
rias y suficientes. La funcion J puede caracterizarse recursivamente con las
siguientes propiedades [BT05]:

Jryr () = inf (foor (v,0) + T3 (Gnr (2,1)))

uclU

parar =0,...,n,x € Xy

Jo(x) =0 parax € T, Jy(x) = 0o en otro caso.

2.4.2. Optimizacién en tiempo continuo

El método de programacion dinamica, la ecuacion de HJB, en tiempo conti-
nuo es simple intuitiva y elegante. Tiene muchas aplicaciones de interés y puede
extenderse a problemas estocasticos.

Considérese el problema de minimizar costo. Si iniciamos en tiempo t; con
cierto costo xg, denotado como V' (g, x,), y el costo en algin tiempo ¢ como x ().
Entonces, la funcion ¢t — V (¢, 2 (t)) es monotonica no decreciente y constante por
tramos.

Ahora, tomando en cuenta que la funcién ¢ — V (¢,x (t)) es constante por
tramos, entonces sabemos que su derivada

av ov ov

(b (1) = S (6 () + S (b (1) (1

es cero en dichos tramos [BTO05]. Este hecho es la esencia de la ecuacion de
Hamilton—Jacobi-Bellman en tiempo continuo.



Capitulo 3

Racionalidad acotada y teoria de
juegos

Resumen

Este capitulo contiene el primero de los enfoques tomados en la busqueda de
responder a la pregunta guia. Comienza con el calculo de posibles reparticiones
iniciales para el juego del dominé. Es importante notar que el nimero de reparti-
ciones resulta extremadamente alto para suponer que se puede disponer de todas
las historias posibles, ademas este total s6lo incluye las posibles reparticiones
iniciales 3.1. Después, se presenta un modelo para la clase de juegos dinamicos
de movimientos alternados. Este modelo es una extension del trabajo de Jehiel
[Je95| para juegos alternados repetidos 3.2. Posteriormente se contrasta el mode-
lo obtenido con un trabajo similar desarrollado practicamente al mismo tiempo
por Mirrokni y su equipo [Mil2] esta comparacion se encuentra en la seccion
3.2.2. Ademas, se presentan ejemplos de aplicacién del modelo extendido 3.2.1.2
y 3.2.2.1.

3.1. Motivacion

La suposicion de racionalidad perfecta, que, aplicada a la teoria de juegos,
puede traducirse como la posibilidad de generar todo el arbol asociado al juego,
es poco realista. Dependiendo de las limitaciones de recursos que tenga un agen-
te, pueden existir diferentes estrategias que se consideren racionales. El estudio
y anélisis de las limitaciones permitira construir estrategias racionales bajo de-
terminadas condiciones. La mayoria de los trabajos relacionados a racionalidad

47
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acotada y estrategias, se han desarrollado para el equilibrio de Nash. Dada la
naturaleza de la clase de juegos dindmicos alternados, se requiere un modelo de
racionalidad acotada que tome en cuenta equilibrio perfecto por subjuegos.

La razon principal para utilizar este punto de vista es tratar de determinar
equilibrios y estrategias de forma realista. Como ejemplo, utilizamos el juego de
dominé. Para determinar una aproximacion del nimero total de posibles historias
de una partida de domino, se utiliza el niimero total de reparticiones posibles que
se calcula como:

o ntf ntf — fj, ntf — fi — fi
7ﬁ_(fh)x( sz >X( fjs )
% ( ntf_fh _sz _ij
fj4

donde:
& ntf es el namero total de fichas a repartir y
& fj; es el nimero de fichas que recibe el jugador ¢ al inicio de la partida.

Como todos los jugadores reciben la misma cantidad de fichas, la expresion puede
reducirse a:
i—1
r = H:'Lzl ( nitf — ZZ:O Jk )
f Ji

Esta ultima resulta en la forma mas 1til para nuestro anélisis. Para el caso de
un juego de 28 fichas y cuatro jugadores, tendremos:

28 21 14 7
" ( 7 ) x ( 7 ) x ( . ) x ( 7 ) = 472,518, 347, 558, 400

Por otro lado, en la variante de domin6 cubano, se utilizan 55 fichas (doble
nueve). Para este caso, las reparticiones (distribuyendo el mayor nimero de fichas
disponibles a cada jugador) posibles son:

(BN (42N (29, (16
"=\ 13 13 13 13
ra 1033

Si se reparten siete fichas a cada jugador en esta variante, obtenemos:



3.2. DESARROLLO DEL MODELO 49

r e 1030

Por tanto, el numero de historias posibles para un juego de 28 fichas y cuatro
jugadores es aproximadamente 4 x 104, pero si se toma la versién cubana con 55
fichas y cuatro jugadores, el ntimero de historias posibles crece al orden de 103,

Inicialmente se tomaran los enfoques de conciencia (awareness) restringida y
toma de decisiones [DF09] asi como el razonamiento de prevision limitada [Ru98,
Je95| con optimizacion acotada [RS93] en la capacidad del computo, para modelar
la racionalidad en el juego de domind.

3.2. Desarrollo del modelo

La presente seccion esta basada en el trabajo [EH13]. Como primer paso se
responden las preguntas planteadas en [DF09]; para el caso particular del domino:

& ¢ Conciencia' de qué? El agente debe estar al tanto (consciente) de las
acciones realizadas hasta el momento actual, asi como de las fichas que
posee. Ademas, debe estar consciente de las acciones que le son posibles
cuando es su turno de tirar.

& ;Cuél es el ambiente? El entorno se compone del estado actual del juego: el
numero de fichas que tiene cada jugador y el tren del juego sobre la mesa.
Una consulta al entorno es tratar de reconstruir el historial del juego con
ayuda del turno actual, siguiendo el tren de juego.

¢ iCual es el proceso de enumeracion? La obtencién de las posibles acciones
se realiza recorriendo el drbol de decisiones del juego mientras la partida
evoluciona. Este recorrido puede devolver un conjunto o un estado particu-
lar. Sin embargo, construir el arbol completo requiere espacio exponencial
en el nimero de fichas totales disponibles.

& ;Cudl es el proceso de toma de decision? Ya sea del estado o del conjunto
obtenido en la enumeracion, se puede seleccionar la mejor accion posible de
entre sus aristas de salida.

Una vez hecho lo anterior, el siguiente paso es definir un modelo del juego consi-
derando las limitaciones de prevision mencionadas en [Ru98, Je95| en funcion de
algin tipo de optimizacion acotada [RS93].

'En este contexto, conciencia hace referencia a la intuiciéon de tener presente, un agente tiene
mayor conciencia de un objeto si lo tiene mas presente que otro.
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En [Je95]|, Philippe Jehiel presenta un modelo de prevision con horizonte limi-
tado, aplicado a juegos repetidos de movimientos alternados. Las caracteristicas
principales de esta clase de juegos son que existen dos jugadores que mueven se-
cuencialmente en pasos discretos de tiempo. En cada periodo ¢, la ganancia actual
del jugador i esta en funciéon de la accion que realiza el jugador en ese tiempo,
y la acciéon realizada por el otro jugador en el tiempo anterior. Los espacios de
acciones son finitos y no cambian durante el juego.

Jehiel asume que cada jugador tiene habilidad limitada para prever el futuro.
El jugador i es caracterizado por la longitud de su prevision n; (un valor cons-
tante). En cada periodo t, el jugador ¢ formula predicciones para los siguientes
n; movimientos después de su turno. Por tanto, debe elegir su acciéon en el turno
actual solamente de acuerdo a su prevision limitada. Esto se debe a que:

1. El jugador 7 no puede construir sobre lo que sucedera después de n; pasos,
ya que no puede predecirlo (no tiene idea o awareness de ello) vy,

2. Dado que este tipo de juegos son estacionarios, la ganancia promedio puede
considerarse como una buena aproximacion de la ganancia final real.

También se define un concepto de solucion llamado (n, ny)—solucion que requiere
dos nociones preliminares:

1. Una estrategia para el jugador ¢ es justificada por una secuencia de previsio-
nes si la estrategia maximiza la ganancia promedio obtenida en la longitud
de su prevision n;. y,

2. Una secuencia de previsiones para el jugador ¢ es consistente con un perfil
de estrategia si la prevision coincide con el truncamiento a las primeras n;
acciones de la ruta respectiva inducida por el perfil de estrategia.

Una (n1, ng)—solucion se define como un perfil de estrategia que puede ser justifi-
cado por secuencias consistentes de previsiones para los jugadores 1 y 2. En otras
palabras, en una (nq, ng)—solucion:

1. Las acciones son elegidas para maximizar la ganancia promedio de la longi-
tud de su prevision vy,

2. En cualquier periodo en el que el jugador ¢ debe mover, las previsiones de
las siguientes n; acciones en funcién de la accién actual son correctas.
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Es importante notar que las predicciones de las siguientes n; acciones del agente
¢ incluyen sus propias acciones y que las previsiones de equilibrio acerca de todas
estas acciones se asumen como correctas sin importar su acciéon actual y no solo
para la accion en la ruta de equilibrio.

Otra cuestion importante senalada por Jehiel es el hecho de que no se presenta
mejora para el jugador en caso de incrementar su prevision, dado que es ciclico.

Para el caso de juegos dindmicos, como el domind, se tienen diferencias sus-
tanciales:

¢ Si bien los movimientos son alternados, el juego es dindmico, en el sentido
de que el espacio de acciones se actualiza en cada tirada y, en general se
reduce.

¢ De acuerdo con la clasificacion presentada en [Al94], el dominé es un juego
convergente, de informacion perfecta y de muerte subita. Dado esto, la lon-
gitud de la prevision no es constante. Una mejor forma para la prevision es
una funcién dependiente de la capacidad de computo? del agente.

& Dado que en juegos de naturaleza similar al domin6 se utiliza el concepto
de equilibrio perfecto de subjuegos, un enfoque sensato para el concepto de
solucion podria ser un equilibrio perfecto de subjuegos de prevision acotada,
en el cual se tendria que calcular en cada paso un nuevo equilibrio de acuerdo
con algun beneficio deseado (funcién de ganancia).

¢ Un problema para aplicar prevision acotada al juego de ajedrez es la difi-
cultad de determinar una funcion sensata para determinar la ganancia al
final del horizonte acotado por la prevision. En el caso del dominé podemos
usar las heuristicas o guias conocidas del folclor del juego para determinar
esta funcion de ganancia e indicar que un jugador novato puede dar dife-
rente valor a estas guias que un jugador experimentado como algunas de las
presentadas en |Te01].

3.2.1. Juegos dindmicos de movimientos alternados

Ahora definimos un modelo de prevision con horizonte limitado por la capa-
cidad de computo de cada agente, aplicado a juegos dindmicos de movimientos
alternados. Las caracteristicas principales de esta clase de juegos son que existen

2Capacidad de computo, en este contexto indica la capacidad que se tiene para generar y
visitar cierta cantidad de nodos futuros.
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dos (0 méas) jugadores que mueven secuencialmente en pasos discretos de tiempo.
En cada periodo t, la ganancia actual del jugador ¢ esta en funcién de la accion
que realiza el jugador en ese tiempo, y la accion realizada por el(los) otro(s) ju-
gador(es) en tiempos anteriores. Los espacios de acciones son finitos y en general,
se reducen durante el juego.

Esta ultima caracteristica garantiza que en los tltimos pasos de tiempo, el ni-
mero de nodos para los subarboles finales sea muy reducido y pueda determinarse
en tiempo razonable. Dicho de otra forma, el nimero de hojas es muy pequeno
comparado con el nimero de ramas en los primeros turnos del juego.

Cada jugador tiene habilidad limitada para predecir cierta cantidad de estados
futuros. El jugador i es caracterizado por su capacidad de generar estados ¢;. En
cada periodo t, el jugador i formula predicciones para los siguientes n; = f (¢;)
movimientos después de su turno. Por tanto, debe elegir su acciéon en el turno
actual solamente de acuerdo a su prevision limitada. Esto se debe a que:

1. El jugador 7 no puede construir sobre lo que sucedera después de n; pasos,
ya que no puede predecirlo (no tiene awareness de ello) y,

2. La ganancia promedio puede considerarse como una buena aproximacion de
la ganancia final real.

Para esto, la funciéon de ganancia debe estar bien definida y aplicada al subarbol
generado por la capacidad de computo del agente permitira poder calcular la
ganancia promedio entre los nodos terminales de ese subarbol.

El jugador i elige acciones a; de un espacio finito de acciones A;. Los jugadores
toman sus acciones en pasos de tiempo discreto y el horizonte del juego es finito.
Los periodos de tiempo son indexados como ¢t = 1,2,3,...

Si solo existen dos jugadores, realizan sus movimientos de forma alternada y
el jugador 1 realiza el primer movimiento. En cada periodo impar (¢t = 1,3,5,...),
el jugador 1 elige una acciéon de su conjunto. De forma similar, el jugador 2 rea-
liza movimientos en cada periodo par (t = 2,4,6,...). En ambos casos, la accion
elegida modifica la accién inmediata siguiente del otro jugador. En el tiempo ¢, la
ganancia del periodo de cada jugador estd en funcion de las acciones actuales al
de ambos jugadores.

Un flujo de perfiles de accion {¢!}; " = {q%k_l, q%k}:;"l”, CON Nypqz €l niimero
de pasos necesarios para llegar al final del juego, ¢2* ' € A, y ¢3¥ € A se conoce
como un camino y se denota como (). Como los jugadores realizan acciones cada
dos pasos temporales, una accion elegida en un periodo t se combina con la accion
tomada por el jugador contrincante en el periodo anterior ¢t — 1 para modificar
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la estructura del arbol de juego (realiza una poda) y, por tanto, la ganancia del
jugador ¢ inducida por el camino Q.

3.2.1.1. El concepto de solucion

Definiciones auxiliares Sea H (IV;) el conjunto de historias de acciones alter-
nadas de longitud V;, cuya tltima accién es un elemento de A; (j #14) y h un
elemento de H (N;).

1. Una prediccion (pura) de longitud n; = f (¢;) para el jugador ¢ es una serie
de movimientos alternados de longitud n;, que inicia con una accién que
pertenece a A; (j # ). El conjunto de predicciones de longitud n; (o menor
para las ultimas acciones) a partir del nodo siguiente, se denota como P,,.

2. Una prevision para el jugador i en el periodo ¢ en el cual es su turno de
mover, se denota como ff; mapea para cada historia de longitud N;, h €
H (N;), el conjunto de acciones A; que pueden elegirse para el conjunto de
predicciones P, .

3. fi = {f!}, denota una secuencia arbitraria de previsiones f/ para cada
periodo t en el que el jugador ¢ debe mover. el conjunto de f; se denota
como F;. Un par (f1, fo) € F1 x Fo se denota como f y el conjunto de f se
denota como F.

4. Una estrategia pura para el jugador ¢, se denota como o;, es una secuencia
de funciones ¢!, una para cada periodo en el que el jugador i debe elegir una
accion. La funcion en el periodo ¢, of, es la estrategia de comportamiento
del jugador ¢ en ese periodo. Determina la acciéon del jugador ¢ en el periodo
t en funcion de las altimas N; acciones. Formalmente, o} : H (N;) — A;.
El conjunto de estrategias del jugador ¢ se denota como ;. Un perfil de
estrategias (o1, 09) se denota como o y el conjunto de perfiles de estrategias

Y1 X X9 es denotado por 2.

La idea principal de esta construccion es que las estrategias del jugador, es decir su
eleccion de acciones, se basa en la prevision acotada en funciéon a su capacidad de
computo. Por tanto, para definir formalmente el concepto de solucién, es necesario
(1) especificar un criterio basado en la previsiéon como funcién de la capacidad y
(2) mostrar como el equilibrio acotado se relaciona con las estrategias.

El criterio para determinar la acciéon a tomar consiste en determinar la ma-
yor ganancia entre las ramas del subarbol que le es visible. Este criterio resulta
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natural, dadas las caracteristicas del juego. En las primeras etapas (en las que
el jugador no puede ver el horizonte del juego) esta ganancia le indicara con qué
accion obtiene la mejor ganancia aunque esta ganancia puede no resultar la mejor
en el arbol completo. En las etapas finales (una vez que el jugador puede ver todos
los subéarboles a partir del nodo actual) el agente puede determinar el equilibrio
real y tomar le mejor accion real de acuerdo con el equilibrio perfecto por sub-
juegos. Dicho de otra forma, el jugador asume que puede ver todo el arbol y con
base en esta suposicion puede calcular un equilibrio por subjuegos en cada turno.
Formalmente:

Definicion 1 Una estrategia o; € ¥; es justificada por una secuencia de previ-
siones f; = {ff} € F; si en cada turno el jugador i elige la accion que le entrega la
mayor ganancia aplicando equilibrio perfecto por subjuegos para el drbol genera-
do por su prevision acotada en funciéon de la capacidad del jugador para generar
y revisar nodos.

Por otro lado, se pueden relacionar los equilibrios de las previsiones con es-
trategias de equilibrio para el jugador i mediante una relacion de consistencia,
definida de la siguiente manera. Dada una historia h* de longitud ¢ — 1, y una
accion a; del periodo actual t, @ (0|p+4,) €s el camino inducido por o después de
(h*a;). En el periodo ¢, las N; altimas acciones son h = [h*]". La consistencia exi-
ge que para cualquier (h*, a;), la prediccion ff (a;|h) coincida con el truncamiento
a las primeras n; = f (¢;) acciones del camino inducido por o, [@ (0]<a,)],,,- Es
decir, la consistencia implica que las previsiones son correctas dentro y fuera del
camino de equilibrio. Formalmente:

Definicién 2 Una secuencia de previsiones f; = {ff} € F; es consistente con
o € Y si para todo periodo t en el que el jugador ¢ debe mover: Va; € A,
Vit € HY fH (ailh) = [Q (0lha,)],, con b= [

(2

Ahora, el concepto de solucion se puede definir como: una (nq, ng)—solucion
es un perfil de estrategia que puede justificarse con previsiones consistentes por
los jugadores 1 y 2, es decir, un perfil de estrategia es asociado con secuencias
de previsiones tales que (1) los jugadores eligen sus acciones para maximizar la
ganancia obtenida aplicando equilibrio perfecto por subjuegos sobre la longitud
de su prevision y (2) las previsiones del jugador i para las siguientes n; acciones
después de su movimiento son correctas dentro y fuera del camino de equilibrio.
Formalmente:
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Definiciéon 3 El concepto de soluciéon Un perfil de estrategia o = (01, 03) €
Y es una (ny,ns) — solution si y solo si existen secuencias de previsiones f =
(f1, f2) € F tales que para i = 1, 2.

1. o; es justificada por f; y
2. f; es consistente con o.

En [Je-98|, Jehiel discute el proceso de aprendizaje y justifica que los jugadores
eventualmente aprenden a realizar previsiones de forma correcta para calcular
equilibrios con previsiéon acotada.

3.2.1.2. Ejemplo

El ejemplo que estaremos revisando en el desarrollo de esta y las siguientes
secciones es una instancia del juego conocido como draw, perteneciente a un grupo
mas grande llamado blocking games y que se realiza con fichas de dominé. En estos
juegos, las fichas son repartidas aleatoriamente boca abajo entre los jugadores al
inicio del juego y el jugador que tiene el doble més grande (ficha con el mismo
nimero en ambos extremos) es el que inicia la partida, colocando esa ficha sobre
la mesa, dando inicio al llamado tren del juego. Posteriormente, los jugadores
colocan de forma alternada en cada turno una ficha que corresponda con alguno
de los extremos libres del tren. El juego termina cuando un jugador ha colocado
todas sus fichas, o bien, cuando el juego esté bloqueado, lo que ocurre si ningin
jugador puede colocar otra ficha que corresponda con alguno de los extremos
libres.

Mientras que en un blocking game, si quedan fichas después de la reparticion
inicial no se utilizaran durante la partida; en draw, las fichas restantes pueden ser
tomadas de la mesa (aleatoriamente) si algin jugador las requiere. Al finalizar una
partida, la suma de los puntos restantes es la ganancia obtenida por el ganador.

Consideraremos una instancia particular del juego de dominé para dos jugado-
res con seis fichas, de tal forma que cada jugador recibe tres, para nuestro ejemplo,
consideramos que el jugador 1 recibe las fichas {(0,0),(0,1)(2,2)} vy el jugador 2
{(0,2),(1,1)(1,2)}; ademas, la capacidad de computo de cada agente es 2n con
n el nimero de fichas que cada jugador tiene al inicio.

Ademés, como heuristica, se utiliza solo la gufa de jugar conservativamente
(deshacerse de las fichas altas). El objetivo principal del juego es obtener la mayor
cantidad posible de puntos y después se toma en cuenta la guia mencionada.

Es importante mencionar que cuando los nodos generados y visitados por un
agente no cubren completamente un nivel, se considera que no posee informaciéon
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alguna sobre el nivel trunco, dado que no se puede determinar de antemano qué
nodos seran generados para obtener la ganancia hasta ese punto.

El juego descrito anteriormente genera el drbol de la figura 3.1. Entre otras
cosas, se observa que si el jugador 1 tira la ficha (0,0) al inicio existe una ruta
que le entrega una ganancia de 3. Sin embargo, como su prevision esta limitada a
que puede generar solamente seis estados a partir del actual, no tiene awareness
de esta posibilidad.

Al inicio, el nimero de niveles que puede visitar el jugador 1 es n; = 1; por
tanto, su ganancia la evaltia en funciéon de la guia de deshacerse de las fichas mas
altas y decide tirar la ficha (2,2).

En esta seccion, en las figuras se muestran encerrados los niveles que el agente
puede generar y visitar. Ademas, en gris estan las ramas que ya no se pueden
jugar. En la figura 3.2, se observa que el jugador 2 tiene ahora una prevision de
Nog = 2.

Ahora es el turno del jugador 2, quien tiene la opcion de tirar las fichas (0, 2)
y (1,2); la ficha (0, 2) puede darle el triunfo; sin embargo, no puede darse cuenta
de este hecho, dada la limitacién de su prevision y, por tanto elige tirar su ficha
(1,2), la mas alta.

En este punto, la figura 3.3 muestra que el jugador 1 solo puede tirar su ficha
(0,1), ya puede prever el resto del arbol, n; = 4 y sabe que ganara, obteniendo
una ganancia de 2.

La figura 3.4 muestra las tltimas tiradas de los jugadores. El jugador 2 solo
puede tirar la ficha (0, 2), lo puede hacer dejando en los extremos libres (0,0) o
(2,2), en ambos casos pierde entregando 2 puntos al oponente, pero decide dejar
(2,2) para ahorcar la ficha (0,0) del oponente.

Este ejemplo muestra que si el jugador 2 tuviera mayor capacidad para generar
y visitar estados futuros habria elegido tirar la ficha (0,2) para ganar la parti-
da. Ademas, también muestra que la profundidad de la previsiéon crece conforme
evoluciona el juego, dado que el niimero de estados futuros se reduce con cada
ficha tirada. Esta caracteristica junto con la finitud intrinseca del juego hacen que
sea factible construir un equilibrio (y estrategia) por subjuegos mds cercano al
perfecto en cada paso temporal.

3.2.1.3. Propiedades

Algunas de propiedades interesantes y ttiles del modelo son:

¢ Un juego dindamico de movimientos alternados siempre tiene al menos un
equilibrio perfecto por subjuegos con prevision acotada. Utilizando el Co-
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rolario de Kuhn, se garantiza que para cada subérbol existe al menos un
equilibrio perfecto por subjuegos, entonces se puede construir un equilibrio
perfecto por subjuegos con prevision acotada.

Corolario de Kuhn del Teorema de Zermelo-von Neumann

Todo juego genérico I' de n—jugadores con informacion perfecta siempre
tiene un punto de equilibrio en estrategias puras [Ku-97].

El modelo es independiente de la historia: las decisiones se toman a partir
de la ultima accion (realizada por el oponente) y el estado actual del juego.

Contrario al modelo presentado por Jehiel [Je95], dado que el juego es di-
namico y finito (de muerte stubita), en este tipo de juegos si puede haber
beneficio al incrementar la capacidad de computo (prevision) del jugador.

3.2.2. Un modelo similar

Por otro lado, Mirrokni et al. [Mil2| presentan un modelo que puede aplicarse
a juegos similares. Mencionan que su modelo es muy flexible y puede usarse en
diversos contextos:

o

%

Puede usarse en arboles dindmicos de bisqueda. Ellos asumen que 7T; es un
arbol de busqueda primero en amplitud con profundidad fija k;.

Una funcién de evaluacion que, usualmente sera diferente para distintos
tipos de jugadores. En sus ejemplos utilizan la funcion estandar maz (o

Los autores distinguen entre dos grandes clases de juegos: modelo de hojas
y modelo de caminos. En el primer caso las ganancias se determinan al final
del juego; por tanto, los valores de hojas en arboles locales son estimaciones
del resultado final. El ajedrez y el dominé entran en esta categoria. En la
segunda categoria, las ganancias se acumulan conforme avanza el tiempo.
Juegos repetidos como los juegos industriales de multiples periodos entran
en este grupo.

Ademas, discuten como el orden de los movimientos en el juego afecta el
proceso de toma de decisiones. Examinan dos situaciones: peor caso del
lookahead y caso promedio del lookahead.

Nuestro modelo se adapta bien a los tres primeros contextos:
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¢ En arboles dindmicos, nuestro modelo puede comportarse mejor, dado que
la profundidad no es fija: depende de la capacidad de computo del agente
y es facilmente intercambiable por otro tipo de limite; por ejemplo, tiempo
disponible.

¢ La funcién de evaluacion la utilizan de forma similar a nuestra guia heuris-
tica, que también es muy flexible.

> También es aplicable a ambos tipos de modelos. Ya mostramos el caso del
modelo de hojas. Para el modelo de caminos, utilizaremos uno de los juegos
presentados por Jehiel.

3.2.2.1. Ejemplo

Para mostrar que nuestro modelo es también aplicable al llamado de caminos,
lo aplicaremos a uno de los juegos definidos en [Je95]. La descripcion de este
juego particular es: ambos jugadores tienen la misma longitud de prevision n, =
ny = 1 y la misma capacidad de memoria N; = Ny = 2. Jehiel supone que existe
un equilibrio de tipo (nq, Ni;ne, No)—solucion o, tal que la prevision asociada al
jugador 1 en el periodo 2k + 1 esta dada por:

& [N (UIUL) = L, fi** (U|UR) = R, f{**' (UIDL) = R,
PN (UIDR) =Ly

O I DID) - B (44 (DIUR) = B, 41 DIDD) = L
i D|DR) = L.

Con esta suposicion, construye la prevision del jugador 2 las siguientes ganancias:
UL = (3,2), UR = (0,3), DL = (2,1), DR = (2,0). En el periodo 2k, con una
historia arbitraria h* de tamano (2k — 1) en el que la tltima acciéon es U (tomada
por el jugador 1), si el jugador 2 elige la accién L en el periodo 2k, entonces la
historia en (2k — 1) es (h*, L) el truncamiento, dada la memoria también limitada,
es h = [h*, L) = (U,L). A continuacion define que el jugador debe elegir U
en lugar de D dado que le entrega una mejor ganancia v, (thl%+1 (Ulh)) >
v (RD P (DIh)) (34343 >3+ 2+ 2). Por la consistencia, las predicciones
de equilibrio hechas por el jugador 2 en el periodo 2k son correctas y debe prever
que si elige L, entonces el jugador 1 elegira U en el periodo (2k — 1): Vay € As,
2% (L| (ag,U)) = U. Utilizando el mismo argumento, encuentra que Vas € Ay,
2k (R| (a2, U)) = D, f2*(L|(ay, D)) = Dy f3*(R|(ay, D)) = D. Finalmente
demuestra que la solucién es independiente de la historia y utiliza un equilibrio
de tipo (ny,n2) — solution sin historial.
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7 v 7\
/® /\®

3,2) 0,3) 2,1) 2,0)

Figura 3.5: Arbol inicial para el juego alternado repetido

L/ \R Lf 5 R
4 N

OO,

(3,2) (0,3) 2,1) (2,0)

Figura 3.6: Arbol después del primer turno de 1

El resultado de Jehiel puede verse méas claramente si se utiliza el arbol del
juego (figura 3.5). Suponiendo capacidad de computo para cada jugador es ¢; =
co = 2n, con n el nimero de acciones disponibles en cada periodo. Note que
esta capacidad computacional entrega la misma prevision inicial que el ejemplo
original nqy = ny = 1.

Ahora, suponiendo que el jugador 1 implementa nuestra modelo y que su guia
es una base de conocimientos® inicialmente vacia. Con esto, no puede saber que
eligiendo D tiene ganancia asegurada de 2 entonces puede elegir U. En el periodo
siguiente, el jugador 2 (también con base de conocimientos vacia) elegira R porque
es la que le entrega mejor ganancia, como se ve en la figura 3.6.

En este punto, el jugador 1 actualiza su base de conocimientos agregando la
entrada (U,0), indicando que la accion U le entrega ganancia 0. Ademaés, esto
significa que esta accion le resulta irracional. Por tanto, en su turno actual no
considera dicha rama. Con esta actualizacion, el jugador 1 ya puede ver el subarbol
de la accion D completo y aprende que obtendréa ganancia de 2 (figura 3.7).

3En el mismo sentido usado en sistemas expertos.
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2
“ [ R

OBONIO

(3,2) (0,3) 2,1) (2,0)

Figura 3.7: Arbol en el segundo turno de 1

0o

ONONONO

(3,2) (0,3) 2,1) (2,0)

Figura 3.8: Arbol en el segundo turno de 2

Finalmente, el jugador 2 elige L dado que le entrega mejor ganancia como se
observa en la figura 3.8. Y el jugador 1 agrega la entrada (D, 2).

Ahora supongamos que inicialmente el jugador 1 elige D; entonces el jugador
2 elegira L y el jugador 1 agrega (D,2) a su base de conocimientos. Si en su
siguiente turno elige U, el jugador 2 selecciona R y el jugador 1 agrega (U,0)
en su base. Este segundo razonamiento lleva a la misma conclusion: elegir U es
irracional para el jugador 1.

El equilibrio tipo (c1,ce)—solucidn asi construido, es diferente al (nq,ng)-
solucion obtenido por Jehiel. Sin embargo, es posible obtener las mismas ga-
nancias para ambos jugadores. Dos maneras de hacerlo suponen que el jugador 2
tiene (o puede obtener) mas informacion que el jugador 1:

& Si el jugador 2 tiene capacidad de computo suficientemente grande para
reconstruir el arbol completo, entonces verd que obtendra mejor ganancia
al elegir L cuando el jugador 1 juega U que en cualquier otro caso.

¢ Si la base de conocimientos del jugador 2 no esta inicialmente vacia y con-
tiene informacion (guias) que le indica que cuando el jugador 1 juega U
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obtendra mejor ganancia global eligiendo L que en cualquier otro caso.

Existe ademés otra forma de obtener el mismo resultado. Es atin més interesante,
dado que no supone ningin tipo de informaciéon adicional para ninguno de los
jugadores; solo requiere que ambos puedan actualizar sus bases de conocimientos:

¢ Ambos jugadores solo deben jugar todas sus posibilidades y agregar las
entradas correspondientes en sus bases. Esta situacion es realista, dado que
el juego se repite de forma indefinida.

Aplicando esta idea, después de una ronda completa, ambos jugadores tendran
en sus bases de conocimiento la informaciéon necesaria para que sea utilizada por
la funcién de guias. Con esto, la eventualidad de aprender a jugar se reduce a un
juego completo por ambos jugadores.

3.3. Conclusiones

En este capitulo se presenta un modelo de prevision limitada como funciéon de
la capacidad de computo del agente y lo aplicamos tanto a la clase de juegos diné-
micos alternados como a la de juegos alternados repetidos. Ademas, definimos el
concepto de solucion que llamamos equilibrio perfecto por subjuegos con prevision
acotada que se sustenta en el bien establecido equilibrio perfecto por subjuegos
aplicado a cada subarbol generado en cada periodo del juego.

Adicionalmente, analizamos algunas propiedades de este concepto de solucion.
Para mostrar su funcionamiento, presentamos un ejemplo concreto de su aplica-
cion en una instancia del juego de domind. De igual forma, lo utilizamos para
analizar un juego presentado originalmente por Jehiel [Je95| y mencionamos la
forma en que se puede obtener el mismo resultado utilizando el mismo modelo
para determinar las ganancias parciales en este juego repetido.
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Capitulo 4

Logica y racionalidad acotada

Resumen

En el presente capitulo se muestra el desarrollo de un lenguaje logico que
sirve para razonar sobre situaciones en las que los jugadores eligen sus estrategias
basados en una busqueda incompleta del arbol del juego. logica para racionalidad
acotada (BRL) extiende a la logica proosicional utilizando dos ideas ya conocidas.
Por un lado, una semantica de vecindarios [PMS07| y por el otro una logica de
preferencias [BS11|. Sin embargo, La forma aqui utilizada es novedosa porque
ambas se actian de forma distinta a las anteriormente presentes. Como motivacion
e ilustracion del uso de este lenguaje, utilizamos el juego de dominé. Este capitulo

se basa en el trabajo [FEH14].

4.1. Teoria de juegos y domind

En anos recientes, ha crecido el interés en desarrollar marcos l6gicos practicos
para modelar la teoria matematica de juegos. Existen diversas posibilidades para
llevarlo a cabo, pero muchos sistemas tienen limitaciones cuando se desea razonar
directamente sobre el conocimiento estratégico de los jugadores, que es relevante
cuando los agentes no tienen conocimiento completo del juego o cuando tienen
recursos computacionales limitados para elegir sus acciones. Una cuestion parti-
cular es describir como fluyen tanto la informacion como el conocimiento durante
la evolucion del juego.

Un primer intento de utilizar logica para estudiar dominé es el de Schwarz.
En [Sc01] analiz6 un juego de parejas utilizando logica de primer orden. Otro
trabajo relacionado es el presentado por Veldzquez-Quesada y Hernandez-Quiroz

67
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en [VHO05, VHO6] quienes describen el conocimiento de cada jugador usando un
tipo de logica dinamica epistémica. De esta forma, no es necesario utilizar for-
mulas para describir propiedades del conocimiento modelado: estan implicitas en
la relacion de accesibilidad del modelo en el que las formulas seran interpreta-
das. Al anadir acciones a su lenguaje, pudieron expresar la forma en la que el
conocimiento de cada jugador es actualizado. Con este trabajo se puede describir:

> Escenarios para el desarrollo de un juego.
¢ El conocimiento que los jugadores tienen acerca de la situacion del juego.
¢ Coémo se modifica este conocimiento por las acciones realizadas.
Sin embargo, dejan como trabajo futuro:
¢ La representacion del conocimiento estratégico.
¢ La representacion del conocimiento historico.

En esta seccion presentamos un desarrollo en la direccion del primer punto: repre-
sentacion de conocimiento estratégico utilizando un tipo de légica modal. Para
esto tomamos de ejemplos los presentados por Jehiel [Je95] y por Hernandez-
Quiroz y Espinosa-Avila en [EH13|; en ambos modelos se utiliza un método de
razonamiento heuristico, dado que las estrategias no son optimas dadas las res-
tricciones en la prevision de los jugadores.

4.2. Lobgica modal y razonamiento estratégico

Con el fin de modelar el comportamiento estratégico de los agentes bajo con-
diciones de racionalidad acotada, tomamos prestadas dos ideas ya conocidas en la
literatura. La primera de ellas es la semantica de vecindades para modelar cono-
cimiento incompleto como el usado en topologic [PMS07|. En este, las vecindades
modelan la cantidad de “esfuerzo” que un agente invertiré para determinar el esta-
do real del mundo. La segunda es una logica de preferencias [BS11], en el que los
agentes razonan acerca de mundos mazximales bajo cierto orden de preferencias.

En nuestra propuesta un agente elige una opcion deseable de entre cierta
cantidad de posibilidades; sin embargo, no puede comparar todas las posibles
ganancias reales, dadas sus limitaciones en recursos computacionales. Por tanto,
s6lo examinara una muestra de las posibilidades y elegira entre los elementos de
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esa muestra. Utilizamos las vecindades para modelar dicha muestra, similar a
como se utiliza en topologic, pero con diferencias sustanciales.

En ambas propuestas, el estado actual del mundo (digamos w) esté ligado a
un conjunto de estados posibles (digamos, V'), y solo los estados pertenecientes
a V se toman en cuenta. En topologic, el objetivo del agente es distinguir el
estado real de las cosas de entre todas las posibilidades. Por tanto, un vecindario
més pequeiio V' C V le entregara mayor informacion. Se puede decir que V
representa un “margen de error”. En cambio, en nuestra propuesta el objetivo del
agente es elegir una de varias posibles ganancias, por tanto un vecindario mayor
V' D V le entregard mayor informacion. Sin embargo, el tratamiento formal
de vecindarios es similar (pero no idéntico). En lugar del operador B, anadimos
una variable proposicional best que es cierta solo en puntos <—mazimales. Esto
permitira que los agentes planeen una estrategia con la que puedan alcanzar estos
estados preferidos y no solo razonar acerca del estado de las cosas en dichos puntos.

Ademas, existe otra novedad en cémo el orden de preferencias y los vecindarios
interactian y que es clave para modelar heuristicas como la de Jehiel. Se da por la
interaccion entre preferencias y vecindades: como el agente solo considera estados
en V', s6lo maximizara sus ganancias sobre V. Por tanto, best no solo sera cierta en
los estados que son <—maximales, sino también en aquellos que son <—maximales
dentro de V.

4.3. El modelo formal

Ahora precisamos las nociones mencionadas anteriormente.

4.3.1. Sintaxis

Sea Act el conjunto finito de acciones que puede realizar un agente. El lenguaje
basico de la logica para racionalidad acotada BRL (bounded rationality logic)
incluye la logica proposicional con la variable proposicional especial best y los
operadores unarios  y (i) para i € Act. Ademaés, incluye un conjunto infinito y
contable de proposiciones atomicas At.

Formalmente, la gramatica de BRL esta dada por:

pu=T|p|best| =@ | (V)| e (i)e

Para un orden total <, escribimos v < w si v < w pero w £ v; y v & w si
v <X wy w < v. Ademas, un orden parcial < es Noethereano si no existe una
secuencia infinita del tipo ag < a3 < as < ---.
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Definicion 1 Un marco de preferencias acotadas, es una tupla:

X = <VV7 %7 {Ri}ieAct 7N>’

donde W es un conjunto de estados, < es un orden total Noethereano y N' C
W x P (W) es una relacion de vecindarios.

Un modelo de preferencias acotadas es un marco de preferencias acotado equi-
pado con una evaluacion [ : At — P ().

Definiciéon 2 Sea M = (W, %, {R;}icact, N, ) un modelo de preferencias aco-
tadas, definimos la relacién de satlsfaccmn sobre (w,V), dondew e Wy V CW
como:

¢ Las formulas proposicionales de la forma comin
& (w,V) | (i) o si existe v tal que wRw y (v, V) E ¢
O (w,V) = O siy solo si existe V' € N (w) tal que (w, V') = ¢
O

w, V') |= best si y solo si, siempre que v € V| se cumple v < w (i.e., w es
<-mazimal dentro de V)

Los operadores duales O y [i] se pueden introducir de la forma usual. Las versiones
correspondientes a los axiomas K de estos operadores son también validas.

4.3.2. Modelado légico de juegos alternados
4.3.2.1. Juegos alternados repetidos

Con el objeto de mostrar algunas proposiciones expresables con nuestro len-
guaje, primero lo haremos con un ejemplo introducido por Jehiel en [Je95]. Recor-
demos que el arbol para dicho juego es el mostrado en la figura 4.1 (eliminando
las cajas usadas en el capitulo anterior). Recordemos también que en la clase de
juegos alternados repetidos no existen estados finales y que la ganancia global se
calcula acumulando las ganancias de cada iteracion. El mejor estado global es en
el que las ganancias son (3,2) (estado 4), es decir, si el juego se repite indefinida-
mente, la secuencia de acciones que entrega las mejores ganancias es U, L. Pero si
se trata de un juego sencillo, desde el punto de vista del jugador 2 (estados cua-
drados), es mejor elegir R cuando el jugador 1 eligio U porque le entrega mejor
ganancia.
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AR

3,2) 0,3) 2,1) (2,0)

Figura 4.1: Arbol para el juego alternado repetido

Figura 4.2: Arbol colapsado para el juego alternado repetido

Como realizaremos un analisis desde el punto de vista de un solo agente,
obtenemos el arbol colapsado del juego (4.2).

Considerando solo una ronda de juego, tenemos que el conjunto de estados
es W = {1,4,5,6,7}. La relacion de preferencias esta dada por la ganancia del
jugador 1. Ademas, se puede considerar que las ganancias en el estado 1 son cero.
Con esto, obtenemos que 1 ~ 5 < 6 &~ 7 < 4. Finalmente, para los vecindarios,
tenemos: N (1) = {{4,5,6,7}} vy N(w) = & para w # 1, dado que no consi-
deramos més movimientos. Sea V' = {4,5,6,7}. Entonces tenemos las siguientes
proposiciones expresables en BRL:

& (4,V) | best, dado que 4 € V' 'y 4 es x—mazimal dentro de V.

¢ (L, V) E (U) best, intuitivamente, cuando el jugador 1 elige la accion U,
existe al menos un camino hacia su estado preferido (4 en el analisis de

Jehiel).

& (1,V) E = (D) best; no importa lo que haga el jugador 2, después de elegir
D, el jugador 1 no alcanza su estado preferido (equivalente a (1,V) |=

[D] —best).
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Ahora, consideremos un vecindario diferente, inspirado en la heuristica presentada
en |[EH13], en la que el agente tiene capacidad computacional para considerar
cierto nimero de estados, digamos dos. Al igual que en el caso anterior, tenemos:
N(1) = {{4,5,6,7}} y N(w) = @ para w # 1, pero, ahora N”(1) es el conjunto
de todos los subconjuntos de V' que tienen dos elementos. Entonces, podemos
expresar:

¢ (1,{4,6}) = [Ulbest; de acuerdo a nuestra seméantica, como el agente no
toma en cuenta al estado 5, la tinica salida esperada al elegir U es 4, que es
su estado preferido.

& (1,{5,6}) E o[U]—best; esto es porque {5,6} € N’(1), pero entre {5,6}, el
estado  —maximal es 6. Si, el agente ya eligi6 {5,6} como sus estados
vecinos, deberia elegir D en lugar U.

Este ejemplo muestra que nuestro sistema no solo permite razonar acerca de un
conjunto de estados que el jugador considera, sino también puede servir para
mostrar como los cambios en dicho conjunto lo llevan a cambiar sus decisiones.

4.3.2.2. Juegos dindmicos alternados

Regresando al juego que motivo este andlisis y con el objeto de mostrar el tipo
de proposiciones que deseamos expresar en nuestro lenguaje, nos referiremos a
una instancia concreta del juego de dominé presentada en [EH13| y descrita en la
seccion 3.2.1.2 de este trabajo. El arbol de juego asociado se muestra en la figura
4.3 (sin las cajas del analisis anterior).

Siguiendo la estrategia del analisis del juego de Jehiel, modelaremos este juego
desde el punto de vista del jugador 1. La figura 4.4 muestra la version colapsada
de esta partida de dominé desde su perspectiva.

En dicha figura, los estados intermedio (circulares) representan las acciones que
puede elegir por el jugador 1. Las transiciones corresponden con la ficha tirada
por el jugador 1 y los extremos libres después de la accion tomada por 2. Los
nimeros ubicados cerca de los estados son la suma total de puntos que el jugador
1 conserva al ubicarse en ese estado. Es importante recordar que se ha considera
la heuristica simple de deshacerse de las fichas mds pesadas. Los estados finales
tienen doble linea, si son cuadrados, ha ganado el jugador 2 y la ganancia del
jugador 1 es cero o negativa.

Por tanto, el conjunto de estados ahora esta formado por W = {1,...,46}.
La relacion de preferencia, dada por v < w si el jugador 1 tiene al menos tantos
puntos en el estado v como en el w. Dado un estado no terminal w, N (w) es el
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Figura 4.4: Arbol de juego del dominé desde la perspectiva del jugador 1. Los estados amarillos conforman
al vecindario Y
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conjunto de estados que pueden alcanzarse desde w en un solo movimiento. Por
ejemplo, Y € N (1), donde Y = {2,3,4,5,6,7} esta marcado en color amarillo
(gris si se imprime sin color) en la figura 4.4. Con este arbol de juego, podemos
expresar formulas como las siguientes:

& (1,Y) E [(2,2)] best. Esta formula indica que, sin importar lo que elija el
jugador 2, después de tirar la ficha (2,2), el jugador 1 alcanzara su estado
preferido en el conjunto Y'; es decir, donde conserva un punto.

& (L,U) = ((2,2)) [(0,1)] best, donde U incluye los estados accesibles en dos
pasos. La intuicion detrés de esta formula es que después que el jugador
ha tirado la ficha (2,2), existe al menos un camino que lo lleva a su estado
preferido: aquel en el que ya no tiene puntos.

O (1L,U) ((2,2)) ((0,1)) T. Intuitivamente, esta formula muestra un caso en
que el jugador no tiene capacidad de ver dos pasos en el futuro y, desde su
punto de vista, es imposible realizar dos movimientos seguidos.

O (LU) = ((2,2))0((0,1)) best. En comparacion con el ejemplo anterior,
mientras que el agente 1 s6lo puede ver un paso hacia adelante, nuestro
lenguaje permite que razonemos acerca de lo que sucedera si repite su heu-
ristica: después de jugar (2,2), el jugador 1 volvera a analizar el arbol del
juego en un paso hacia adelante, eligiendo ahora jugar la ficha (0, 1).

4.4. Conclusiones

La logica para racionalidad acotada BRL (bounded rationality logic) permite
expresar las elecciones tomadas por un jugador bajo ciertas restricciones compu-
tacionales. Aun cuando las restricciones mostradas se basan en el modelo de [i-
mated horizon forecast de Jehiel, en principio no parece haber mayor restriccion
para que otras formas de racionalidad acotada puedan ser utilizadas.

Como trabajo posterior, seria deseable tener un calculo completo y consistente,
ademaés de un procedimiento efectivo para verificacion de modelos para esta logica:
como es usual, se puede asumir que el arbol existe (o al menos secciones de él) y
los jugadores deben razonar sobre esta estructura fija.

Otra extension de interés, es modelar razonamiento simultaneo con varios
agentes, incluyendo razonamiento sobre conocimiento de los otros, que llevaria
a un modelado mucho més completo sobre agentes que interactiian estratégica-
mente.
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Capitulo 5

Teoria de juegos y optimizacion

Resumen

Ahora presentamos otra manera de analizar diversas clases de juegos. El ob-
jetivo es proveer un marco conceptual metodologico que combine ideas de varias
perspectivas, entre ellas, racionalidad acotada, teoria de juegos y programacion
dindmica, con mayor énfasis en las dos tltimas. Para esto, retomamos ideas de
algunos trabajos realizados anteriormente y aplicamos optimizacién que considere
que un agente tiene racionalidad acotada.

En particular estudiamos la relacion entre juegos de tiempo discreto (espacio
de estados) y su version de tiempo continuo; y como la segunda puede entenderse
como en limite de la primera. Ademés, mostramos casos en los que la ecuacion
de Hamilton—Jacobi-Bellman (HJB) para el caso discreto del juego puede condu-
cir a su correspondiente ecuacion diferencial parcial de HJB en tiempo continuo.
El paso de la version discreta a la continua es 1til y de interés porque permite
determinar soluciones explicitas de la ecuaciéon de HJB asociada, con lo cual es
posible obtener informacion 1til sobre estrategias dptimas. Finalmente, desarro-
llamos ejemplos en los que se observa este procedimiento. Este analisis también
muestra una manera distinta de calcular un equilibrio perfecto por subjuegos. El
presente capitulo esta basado en el articulo [EPH17].

5.1. Motivacion
Con el fin de analizar diferentes clases de juegos y, en general, la soluciéon de
problemas, se han utilizado diversos enfoques, entre otros teoria de juegos, logica,

racionalidad acotada y programacion dindmica.

7
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Por ejemplo, [MB97| menciona: “ Problem solving in Al often reduces to a pro-
cess of tackling three main issues: representing knowledge, searching for solutions,
and using knowledge to direct the search”. Por otro lado, el grupo de IBM a car-
go de este desarrollo escribié en su seccion de preguntas frecuentes (faq) que el
«Deep Blue’s "chess knowledge" has improved since last year» |DB|, indicando
que una de las mejoras importantes es justamente en cuanto al conocimiento
que el sistema tiene del area. Otro ejemplo interesante, es Watson, definido por
IBM como «an application of advanced Natural Language Processing, Informa-
tion Retrieval, Knowledge Representation and Reasoning, and Machine Learning
technologies to the field of open-domain question answering. At its core, Watson
is built on IBM’s DeepQA technology for hypothesis generation, massive evidence
gathering, analysis, and scoring» [DQA]. En estos ejemplos puede observarse que
se siguen buscando formas de determinar ganancias atn sin tener racionalidad
perfecta, es decir, con capacidad de computo limitada.

En esta seccion, revisaremos algunos enfoques con el fin de proveer un marco
de trabajo que combina algunas de las perspectivas mencionadas, aplicandolas a
diferentes tipos de juegos. El objetivo principal es utilizar programacion dinamica
y teoria de juegos aplicando sus ideas a racionalidad acotada con juegos alter-
nados, tanto dindmicos como repetidos. También consideramos la relaciéon con
teoria de juegos clasica, desde la perspectiva de programacion dindmica, usando
la derivacion estandar de la ecuacion de Hamilton—-Jacobi-Bellman (HJB).

Para el caso de los juegos repetidos, mostramos la aplicaciéon a uno de los
juegos presentados por Jehiel [Je95]; mientras que para mostrar la aplicacion en
los juegos dinamicos, lo hacemos con la instancia del juego de dominé presentada
en [EH13] y en [FEH14|. Planteamos una forma genérica de HJB aplicable a ambos
casos. para posteriormente encontrar una posible solucién en el caso continuo.

Ademas, presentamos un ejemplo interesante relacionado con contar caminos
posibles para llegar desde una esquina hasta la opuesta en una malla rectangular,
derivando su ecuacion de HJB. Posteriormente, llevamos al limite el tamano de la
malla, obteniendo asi una ecuaciéon diferencial parcial del tipo HJB continuo. Lo
anterior permite obtener estimaciones rigurosas sobre el crecimiento de estrate-
gias 6ptimas. Pretendemos mostrar como ideas diferentes que provienen de areas
diversas aplicadas a juegos pueden combinarse para obtener una perspectiva mas
rica sobre los problemas asociados y sus soluciones.
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5.2. Ecuacion HJB para juegos alternados

Con el fin de obtener una ecuacién general de HJB para esta clase de juegos,
consideramos el ntimero de opciones posibles que tiene el jugador en su turno
actual:

& El mejor caso es cuando el jugador sélo tiene una opcion disponible (atn si
esa opcion es no realizar movimiento alguno). En este caso, no debe realizar
computo para elegir su jugada. Por ejemplo en la figura 5.1, cuando el
jugador 2 debe elegir por primera vez (nodos cuadrados en el nivel 2), el
mejor caso se encuentra en el nodo niimero 2: solo tiene una opcion.

¢ El peor caso sucede cuando un jugador debe elegir entre todas las ramas po-
sibles del juego: debe calcular la mejor opcién para el turno actual. Cuando
tiene muchas opciones y no le es posible observar el fin del juego, utiliza una
funcion heuristica para evaluar la mejor entre estas opciones. Por ejemplo,
en la misma figura 5.1 cuando el jugador 2 debe elegir por primera vez, el
peor caso se encuentra en el nodo nimero 3: debe elegir una de todas sus
fichas disponibles sin alcanzar a ver el final del juego.

Una buena forma de derivar la ecuacion de HJB es utilizar el promedio de opciones
posibles para un jugador y con esto determinar la profundidad promedio del arbol
de juego. En general, si un jugador tiene n posibles opciones, la profundidad sera
2n, dado que el otro jugador tiene también n posibles opciones.

Ahora podemos proceder a obtener la ecuacion. Un primer enfoque es maxi-
mizar la suma de las ganancias obtenidas por el jugador analizado (o minimizar
sus pérdidas).

Sea (G la ganancia esperada en el tiempo actual y k; el nimero de pasos que el
jugador puede prever. Entonces podemos escribir una ecuaciéon en diferencias en
la que la ganancia actual J (n) depende de los ultimos k; pasos J (n — k;) como:

J(n)= > max(Gi-J(n—k))

vte(0,...,n]

con:

J(0)=0

5.2.1. Ejemplos

Ahora como aplicacion préctica de la ecuacion de HJB obtenida en el punto
anterior, la usamos en casos particulares de juegos dindmicos y repetidos.
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5.2.1.1. Juegos dindmicos alternados

Nos enfocamos en una instancia particular del juego draw, que utiliza fichas
de dominé. Esta instancia estd descrita en la seccion 3.2.1.2 de este trabajo. El
arbol de juego asociado se muestra en la figura 5.1 (sin las cajas de ese analisis).

En este juego, el peor caso es aquel en el que el jugador puede jugar todas sus n
fichas en alguno de los dos extremos. Entonces la aproximacion de la profundidad
promedio es 2n. Cuando un jugador no puede ver el final del juego, utiliza la
heuristica de deshacerse de la ficha mas pesada.

De acuerdo a lo anterior, y definiendo W; como el peso de una ficha, la ecuacion
de HJB para este juego es:

J(n)= > max(W,-J(n—k))

Vte(o,...,n]

J(0)=0

Como modelamos y analizamos este juego desde el punto de vista del jugador
1, el arbol del juego sera colapsado a los nodos en los que ese jugador elige su
accion. Aplicando esta idea, se obtiene el arbol de la figura 5.2.

En este arbol, los estados intermedios son aquellos en los que el turno es para
el jugador 1. Las transiciones corresponden a una ficha elegida por el jugador y los
extremos libres después de la ficha tirada por el jugador 2. Los niimeros cercanos
a cada estado representan la suma de puntos que mantiene el jugador 1 después
de la ultima ficha usada. Es importante recordar que la funciéon utilizada es la
guia simple de deshacerse de la ficha més pesada: mientras no pueda ver el final
del juego, el objetivo principal es conservar la menor cantidad de puntos en la
jugada actual. Los estados finales estdn marcados con doble linea: cuando gana el
jugador 2, la ganancia del jugador es 0 o negativa y los estados correspondientes
son cuadrados.

Con esta configuracion estamos listos para analizar el comportamiento del
jugador 1 desde el punto de vista del resultado anterior. Supongamos que puede
prever un nivel completo en el arbol colapsado (esto podria no ser el caso en
el arbol completo, dado que en realidad serian 2 niveles). Tal como lo indica la
ecuacion HJB obtenida, el jugador desea maximizar la suma de puntos de las
fichas que ha tirado hasta el tiempo actual; es decir, desea alcanzar el estado
en el que conserve la menor cantidad de puntos. Para nuestro ejemplo concreto,
en el primer turno elegira la ficha (2,2) para llegar a un estado entre (6,7). Es
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Figura 5.2: Arbol de juego del dominé desde la perspectiva del jugador 1
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Figura 5.4: Arbol colapsado del juego alternado repetido

importante notar que no puede determinarse de antemano el estado al que llegara
después de ese movimiento, ya que debe esperar el movimiento elegido por el
oponente para saber el estado real.

Al final de la partida, podréa realizar el computo de la suma de puntos usados.
Este sera el resultado de aplicar la ecuacion HJB en cada estado visitado y su
ganancia final sera la suma de los puntos restantes (a favor o en contra) tal como

se acostumbra en el dominé. Este anélisis lleva al mismo resultado que el obtenido
en |[EH13|.

5.2.1.2. Juegos alternados repetidos

Ahora presentamos un ejemplo para la clase de juegos presentados en [Je95].
Aplicando la misma idea de colapsar el arbol del juego para analizar la dinamica
del juego desde la perspectiva de un solo jugador. La figura 5.3 muestra el arbol
completo, mientras que en la figura 5.4 se presenta el arbol colapsado al punto de
vista del jugador 1.

De acuerdo con el anélisis realizado por Jehiel, el mejor estado global es en el
que las ganancias de los jugadores son (3.2) (estado 4). Esto implica que cuando
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el juego se repite de forma indefinida, la secuencia de acciones que entrega las
mejores ganancias globales para ambos jugadores, es U, L.

Sin embargo, en el caso de una partida simple, desde la perspectiva del juga-
dor 2, deberia elegir R cuando el jugador 1 eligié6 U, dado que le entrega mejor
ganancia (0, 3) (y la peor para el jugador que analizamos). Posteriormente, el ju-
gador 1 aprende que su oponente prefiere L después de haber elegido D donde las
ganancias son (2,1).

Con este razonamiento, podemos aplicar la ecuacion HJB obtenida a este
juego. Como el jugador 1 puede prever el siguiente nivel del juego colapsado, sabe
que el jugador 2 prefiere al estado 4 sobre el 5; por tal motivo elegira la accion D
que le garantiza una ganancia de 2, maximizando asi su ganancia global.

Sin embargo, recordando los argumentos de la seccion 3.2.2.1 existen tres for-
mas de obtener las mismas ganancias que presenta Jehiel para ambos jugadores.
A grandes rasgos, las dos primeras suponen que el jugador 2 tiene o puede obtener
de alguna forma mayor informacién que el jugador 1, de forma que pueda saber
de antemano que en el juego repetido le resulta mas conveniente elegir L cuando
el jugador 1 juega U que en cualquier otro caso de todo el arbol del juego.

La tercera forma de obtener el mismo resultado es més interesante, dado que
no supone ningun tipo de informaciéon adicional para ninguno de los jugadores,
s6lo requiere que ambos puedan actualizar sus bases de conocimientos. Si ambos
jugadores ensayan todas sus posibilidades y agregan las entradas correspondientes
en su base de conocimientos, después de una ronda completa, tendran la infor-
macién necesaria para obtener la mejor secuencia global de acciones U, L: con
ganancias (3,2). Insistimos en que esta situacion es realista debido a que el juego
se repite indefinidamente.

Al aplicar la ecuacion HJB con cualquiera de los tres resultados anteriores,
la méxima ganancia para nuestro jugador analizado se obtendra utilizando la
transicion U.

5.2.1.3. Contando caminos

Ahora presentamos otro juego que puede analizarse desde el punto de vista de
la teoria de juegos, racionalidad acotada y programacion dinamica.

La descripcion de este juego es sencilla. Se tiene una malla rectangular simu-
lando un mapa. El juego comienza en una esquina, digamos la superior izquierda,
y el objetivo es obtener el maximo ntimero de caminos posibles para alcanzar
alguna otra posicion en la malla. En cada tiempo, el agente puede elegir moverse
hacia la derecha o abajo. Una instancia de este juego se puede observar en la
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ijlo 1 2 3
01 1 1 1
111 2 3 4
211 3 6 10
311 4 10 20

Figura 5.5: Ejemplo del juego contando caminos

figura 5.5.
Dada esta definiciéon del juego, la funcién de ganancia puede escribirse como:

paths (i,7) = paths (i — 1,7) + paths (i,7 — 1)
con:
paths (i,0) = 1y paths (0,7) =1

Ahora, con el objeto de analizar este juego desde el punto de vista de la opti-
mizacion acotada, obtenemos su ecuacion de HJB asociada. Primero reescribimos
la funcion original en una forma equivalente, pero mas adecuada:

J@,j)=J@+175)+J@j+1)
COI1:
J(6,0) =1y J(0,j) =1

Sustrayendo J(iA, jA) en ambos lados de la ecuacion y aplicando el teorema
del valor medio, tenemos:

O:A%%@LjAy+dAﬂuAJj+DA)
0= Ag—‘;(iA,jA) +o(A)J((i + 1A, jA)

Sumando los dos expresiones anteriores, aplicando nuevamente el teorema del
valor medio y dividiendo entre 2A, obtenemos:

oJ 0J 1 1
_ Y LD JGALA) + ~o(A
0 8w+8y+AJ(Z . ] )+AO( )
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Figura 5.6: Dos mallas cuadradas para el juego de caminos: 5 X 5y 10 x 10

Suponiendo que cuando A — 0, J(iA, jA) puede expresarse como:
AJ(/5) + o(A)

Esto es valido si, por ejemplo, J depende de la distancia en forma superlineal.
Si este es el caso, es posible obtener el limite cuando A — 0:

VJ+J=0
oJ

donde VJ = — + — y es justamente la ecuacion de HJB que estabamos bus-

or Oy

cando.

Esta ecuacion puede interpretarse como una estrategia para un agente que se
encuentra decidiendo en este juego: la elecciéon 6ptima es buscar incrementar los
indices tanto a ¢ como a j y no maximizar s6lo uno de ellos. Esto se relaciona
directamente con racionalidad acotada puesto que, en principio, no es necesario
conocer toda la malla sino solamente los valores actuales de ambos indices y
verificar que se pueda seguir aumentando uno o ambos, con el fin de tomar una
eleccion que pueda considerarse como racional.

En la figura 5.6 se presentan dos instancias del juego con malla cuadrada en
el eje horizontal, mientras que la figura 5.7 muestra también dos instancias, pero
con malla rectangular. El eje vertical es el resultado de contar los caminos sobre
cada una de dichas mallas. En ambas figuras es notorio que contar los caminos
entrega una salida con crecimiento exponencial al incrementar ambos indices.

Lo anterior es acorde con el resultado esperado de la solucién de la ecuacion de
HJB obtenida previamente. Al resolver la forma continua se obtendra la solucién
explicita para dicha ecuacion, esta solucion confirma el crecimiento exponencial.
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Figura 5.7: Dos mallas rectangulares para el juego de caminos: 5 x 10 y 10 x 5

5.3. Version continua

Con el fin de calcular soluciones explicitas para los juegos presentados en la
seccion anterior, ahora desarrollamos modelos continuos para ellos. Esto se puede
conseguir permitiendo que n crezca indefinidamente. Para un juego alternado
repetido es totalmente natural, dado que una de sus caracteristicas es justamente
que el juego se repite de forma indefinida. En un juego dindmico, como el domino,
se puede incrementar el nimero de fichas a repartir, tal como sucede en la version
cubana; o también es posible hacer repeticiones indefinidas del juego. Finalmente,
para el ejemplo de contar caminos, podemos pensar en una malla en la que se
permite que ambos indices sigan creciendo cuando se requiera.

5.3.1. Juegos alternados

Ahora desarrollamos una funciéon que ayudara en célculo de la ganancia en
juegos alternados tanto repetidos como dindmicos cuando el ntimero de pasos
crece indefinidamente. Para poder obtener dicha funcién haremos uso de la media
aritmética en varios pasos del juego.

Consideremos un intervalo de tiempo genérico, digamos [a, b] y

f(t)=max (G- J(n—ky))

Primero, necesitamos dividir el intervalo en n subintervalos de tamano At =

b—a
, de forma que la media pueda calcularse como:
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1n
pPIRAY)
Por tanto:
1 =» b—a
o D
Finalmente:
LS ra
b—ai=

La expresion anterior indica que la ganancia promedio de n pasos del juego

puede ser calculada multiplicando por la suma de Riemann de esos n pasos.

Ahora, si permitimos que el niumero de subintervalos es decir, el nimero de
pasos crezca indefinidamente, obtenemos:

lim 3 f (£) At

b — an—oof 2

De lo anterior, se sigue que:

1
b—a

[P () dt

Consecuentemente, si permitimos juegos con gran cantidad de pasos, podremos
determinar la ganancia esperada como la media de las ganancias en todos los
pasos.

5.3.2. Contando caminos

Ahora desarrollamos la funciéon que realizara el computo de caminos cuando
la malla crece de manera indefinida. Recordando la ecuacion de HJB asociada a
este juego:

VJ+J=0

Y sus dos casos base:
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J(i,0) =1y J(0,5) =1
Por consiguiente, el sistema caracteristico asociado es:

dx
— =1
ds
dy
ds
4 _
ds

=1

—J

donde s es el parametro sobre la curva caracteristica. En este caso una linea recta
sobre la diagonal principal y que esta relacionada con el nimero de movimientos.
De hecho, es su versiéon continua.

La ultima ecuacién es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. Al
resolverla, vemos que J (s) es de la forma:

J(s)=Ce*

En otras palabras, se espera que el numero de caminos crezca exponencial-
mente cuando s decrece, que coincide y confirma el resultado obtenido en el caso
discreto. C' es un parametro de normalizaciéon determinado por las condiciones
iniciales. Aun mas, C' = J (0) esta completamente relacionado con el tamano de
la malla.

La solucion mencionada es la formulacion de una ecuacion diferencial ordinaria
de primer orden en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales. Es un
enfoque estandar y puede consultarse en la literatura, por ejemplo en [Ev10].

5.4. Conclusiones

En la seccion presente obtuvimos la ecuacion HJB para estudiar el comporta-
miento de juegos desde la perspectiva de programacion dinamica y mostramos su
aplicacion con algunos ejemplos. Ademés, los analizamos tanto desde el punto de
vista discreto como su correspondiente limite continuo. Pensamos que este enfo-
que puede resultar util cuando el procedimiento lo justifique y parece razonable
que varios juegos puedan estudiarse utilizando estas ideas.

Es importante notar que esta solucién es equivalente al equilibrio perfecto por
subjuegos (eps), dado que ambos calculan las mismas ganancias cuando se aplican
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bajo las mismas condiciones. Ademés recordemos que el eps es un refinamiento
del equilibrio de Nash.

También vale la pena recalcar que trabajos previos muestran soluciones para
juegos muy particulares y que no existe un marco conceptual genérico. Particu-
larmente, para juegos complejos no existe un entendimiento real de ellos. Este
trabajo es un intento orientado en la busqueda de dicho marco ya que permite
obtener estimaciones asintoticas, tal como se muestra en el ejemplo del conteo de
caminos.

Finalmente, otros juegos discutidos en [SmO07]| que son objeto de investiga-
cion, podrian ser considerados para aplicar nuestro modelo, formalizdndolos para
obtener soluciones explicitas para sus versiones continuas.



Capitulo 6

Conclusiones generales

La gufa principal de este trabajo de tesis es la aplicacion de racionalidad
acotada a la teoria de juegos.

La relacion existente entre estos dos topicos no es nueva [RS93, Je95, Je-98|,
pero si ha tomado nuevo auge en anos recientes [Mil2, EH13, BS14, FEH14,
EPH17|, debido a que se desea modelar las interacciones entre agentes en los que
no es realista pensar que posee racionalidad perfecta, que, en términos de teoria de
juegos, puede verse como la habilidad de tener disponible todo el &rbol asociado al
juego en cuestion y, en términos computacionales, se traduce como una capacidad
de computo y memoria infinitas.

El objetivo primordial es responder a la pregunta ; Qué puede ser considerada
una eleccion racional dadas ciertas limitaciones en las capacidades de un agente?
A manera de guia (heuristica), esta pregunta se trata de responder mediante tres
propuestas realizadas desde tres diferentes enfoques.

En el capitulo 3 presentamos el primero de dichos enfoques, comienzamos con
el calculo de posibles reparticiones iniciales para el juego del dominé, en funcion
del namero de fichas disponibles para ser repartidas. Es notorio que el niimero de
reparticiones resulta extremadamente alto para suponer que se disponga de todas
las historias posibles, ademas en esa cuenta aun falta los arboles de cada juego
particular: solamente son las posibles reparticiones iniciales.

Posteriormente, extiendemos el modelo desarrollado por Jehiel [Je95| para
juegos alternados repetidos, de forma que el modelo extendido se aplica a esta
clase de juegos, pero también a los juegos dindmicos de movimientos alternados.
Este modelo extendido sigue una metodologia estandar en teoria de juegos: se
establece la clase de juegos a la cual se aplica, y se define el concepto de solucion
asociado al modelo.
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Por tltimo, mostramos la aplicaciéon del modelo extendido, tanto a un juego
dindmico como a un juego repetido presentado en el trabajo de Jehiel. Esto tlti-
mo con el objeto de mostrar que el modelo es realmente una extension y puede
aplicarse a la clase de juegos anterior.

En el capitulo 4 mostramos el segundo enfoque, en el cual desarrollo un lengua-
je logico denominado logica para racionalidad acotada: BRL (bounded rationality
logic), el cual extiende a la logica proposicional combinando dos ideas ya pre-
sentes en la literatura: una semantica de vecindarios [PMS07| y una logica de
preferencias [BS11]. Pero esta combinacion es novedosa ya que tanto la semén-
tica de vecindarios como las preferencias se comportan de forma distinta a las
anteriormente presentes.

En cuanto a la primera, en ambos el estado actual esté asociado a un vecindario
particular. En topologic, el objetivo del agente es determinar el estado real de
entre todo ese vecindario y, por tanto, un conjunto menor le entregard mayor
informacion; es decir, en este modelo, el vecindario representa un “margen de
error’”. En cambio, en nuestra propuesta el agente busca elegir la mejor ganancia
entre las opciones posibles (el vecindario); por tanto, un conjunto mas grande
entrega mayor informacion. Por lo demas, el tratamiento de los vecindarios es
similar.

En lo referente a las preferencias, en lugar de un operador B, se anade una va-
riable proposicional best, la cual es verdadera s6lo en los nodos que son maximales
para el agente. Esta variable permitira a los agentes, no solamente razonar acerca
del estado del juego en esos estados, sino también planear una estrategia para
llegar a dichos nodos preferidos.

Aunado a lo anterior, presentamos otra novedad clave para modelar heuristicas
acotadas y es debida a la forma en la que interacttian entre los vecindarios y las
preferencias: como el agente soélo tiene acceso a estados dentro del vecindario
actual, s6lo puede maximizar sus ganancias dentro de dicho vecindario. Es decir,
best no solo es cierta en estados maximales, sino también en aquellos que son
maximales dentro del vecindario actual.

En este enfoque hay varios puntos que pueden extenderse. Si bien el lenguaje
permite expresar formulas que toman en cuenta restricciones computacionales ge-
néricas (es decir, prevision, tiempo, espacio, etc.), es deseable obtener un calculo
que sea completo y consistente, asi como un procedimiento efectivo para reali-
zar verificacion de modelos para este lenguaje. Ademas seria interesante modelar
razonamiento entre varios jugadores que podria llevar a un modelo mucho mas
completo sobre la interaccion estratégica de los agentes.

Finalmente, en el capitulo 5 desarrollamos el tercer enfoque, el cual es una
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aplicacion de optimizacion acotada a la teoria de juegos utilizando programacion
dinédmica. Revisamos la relacion entre juegos en version de tiempo discreto (re-
presentacion de espacio de estados) y la version continua de los mismos al llevar
la primera al limite para obtener la segunda.

La metodologia para realizar el analisis es la siguiente; utilizamos la ecuacion
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) aplicada al caso discreto de los juegos, ob-
teniendo asi una forma de determinar las ganancias en juegos discretos. Una vez
obtenida la ecuacion HJB discreta, se procede a obtencién de soluciones explicitas
para la version continua del juego en cuestién con ayuda de una ecuacion diferen-
cial parcial asociada a dicho juego. De esta forma, se pueden calcular estrategias
optimas acotadas.

Aunado a lo anterior, este ultimo enfoque entrega una forma alternativa para
calcular equilibrio perfecto por subjuegos, que es un concepto de solucion muy
importante en la teoria clasica de juegos.

Entre los trabajos a futuro que podrian desarrollarse esta aplicar esta me-
todologia, que pretende ser un marco genérico a otros juegos que son objeto de
investigacion, formalizdndolos con ecuaciones de HJB para después obtener so-
luciones explicitas obteniendo su limite. Algunos de los juegos que pueden ser
tomados en cuenta se presentan en [Sm07].



94

CAPITULO 6. CONCLUSIONES GENERALES



Bibliografia

INM44]

[Os04]

IBD13]

[BS14]

[FHMV95]

[PMS07]

[MT44]

1Si55)

[Ru9sg|
[CL81]

von Neumann, John and Morgenstern, Oskar. Theory of games and
Economic Behavior. Princeton University Press, 1944.

Osborne, Martin. An introduction to game theory. Oxford University
Press, New York, 2004.

Bonanno, Giacomo; Dégremont, Cédric (2013): Logic and game theory,
Working Papers, University of California, Department of Economics,
No. 13-4.

Alexandru Baltag and Sonja Smets: Johan van Benthem on Logic and
Information Dynamics, Springer International Publishing Switzerland
2014.

Ronald Fagin, Joseph Y. Halpern, Yoram Moses, Moshe Y. Vardi.
Reasoning About Knowledge. MIT Press, Cambridge, 1995.

Rohit Parikh, Lawrence S. Moss, Chris Steinsvold. Topology and epis-
temic logic. In Marco Aiello, lan Pratt-Hartmann, and Johan van
Benthem, editors, Handbook of Spatial Logics, pages 299-341. Sprin-
ger, 2007.

McKinsey, J. C. C.; A. Tarski. The algebra of topology. Annals of
Mathematics, 45:141-191, 1944.

Herbert A. Simon, A Behavioral Model of Rational Choice, The Quar-
terly Journal of Economics, Vol. 69, No. 1. (Feb., 1955), pp. 99-118.

Rubinstein, A. Modeling Bounded Rationality. MIT Press, 1998.

Christopher Cherniak. Minimal Rationality. Mind, New Series, Vol.
90, No. 358 (Apr., 1981), pp. 161-183. Oxford University Press on
behalf of the Mind Association.

95



96

[AK09)

[PYa94]

[RS93]

[DF09)

[BTO5]

[Je95|

[EH13]

[A194)

[Te01]

[Je-98]

[Ku-97]

BIBLIOGRAFIA

Sergei Artemov, Roman Kuznets, Logical Omniscience as a Compu-
tational Complexity Problem, Proceedings of TARK XII (2009), Stan-
ford, California.

Papadimitriou, C. H., y Yannakakis, M. 1994. On complexity as boun-
ded rationality (extended abstract). Procedings of the twenty-sixth
annual ACM symposium on Theory of computing 726-733.

Russell, S., and Subramanian, D. 1993. Provably bounded-optimal
agents. Proceedings of the Thirteenth International Joint Conference
on Artificial Intelligence.

Nikhil R Devanur y Lance Fortnow, A Computational Theory of Awa-
reness and Decision Making, Proceedings of TARK XII (2009), Stan-
ford, California, 99-107.

Jan Brinkhuis y Vladimir Tikhomirov. Optimization: Insights and Ap-
plications. Princeton Series in Applied Mathematics. Princeton Uni-
versity Press, 2005, pp. 441-502.

Jehiel, P. Limited Horizon Forecast in Repeated Alternate Games.
Journal of Economic Theory 67. 1995, 497-519.

Espinosa-Avila, Eduardo and Hernandez-Quiroz, Francisco. Bounded
Rationality in a Dynamic Alternate Game. Theoretical Aspects of
Rationality and Knowledge (TARK, actas del congreso). 2013 pp. 71—
77.

Allis, L. V., Searching for Solutions in Games and Arti-
cial Intelligence, Phd Thesis, 1994, University of Limburg,
http://fragrieu.free.fr /SearchingForSolutions.pdf.

Tejeiro-Arias, G. A. “How to play latin partnership dominoes” Hats
Off Books, 2001.

Jehiel, P. “Learning to play limited forecast equilibria.” Games and
Economic Behavior 22. 1998, 274-298.

Kuhn, H. W. "Extensive Games and the Problem of Information", pp
46-68 in Classics in Game Theory, Princeton University Press, 1997.



BIBLIOGRAFIA 97

[Mi12]

[ScO1]

[FEH14]

[VHO5]

[VHO6]

[BS11]

[EPH17]

IMB97

[DB]

Mirrokni, V., Thain, N. and Vetta, A. A Theoretical Examination of
Practical Game Playing: Lookahead Search, Proceedings of the 5th In-
ternational Symposium, SAGT 2012, Barcelona, Spain, October 2012.

Schwarz, Eric. An instance of a complete communication cycle within
cooperative games: the case of domino. 2001.

D. Fernandez-Duque, E. Espinosa-Avila and F. Hernandez-Quiroz A
logic for bounded rationality, Proceeding of the short presentations of
Advances in Modal Logics, AiML’14, 2014, pp. 34-38.

Veléazquez-Quesada R. Fernando and Hernandez-Quiroz, Francisco. A
Logical Language for Dominoes. Logic for Programming in Artificial
Intelligence and Reasoning (LPAR 2005), Short Papers. 2005, pp. 38—
42.

Veléazquez-Quesada R. Fernando and Hernandez-Quiroz, Francisco.
Some Semantics for a Logical Language for the Game of Dominoes.
Artificial Intelligence and Applications (ATA 2006), Acta Press. 2006,
pp- 293-298.

Baltag, Alexandru and Smets, Sonja. Keep Changing Your Beliefs,
Aiming for the Truth. Erkenntnis, Springer Netherlands, Vol. 75, Num.
2. 2011, pp. 255-270.

Espinosa-Avila, Eduardo, Padilla Longoria Pablo and Hernandez-
Quiroz, Francisco. Game theory and dynamic programming in alterna-
te games, Journal of Dynamics and Games (JDG), American Institute
of Mathematical Sciences, Volume 4, Number 3, July 2017, pp. 205—
216.

T. A. Marsland and Y. Bjornsson, From minimax to manhattan, Pro-
ceedings of Deep Blue Versus Kasparov: The Significance for Artificial
Intelligence, Collected Papers from the 1997. AAAI Workshop, 1997,
31-36.

IBM DeepBlue, What are the differences between last year’s ren-
dition of Deep Blue and this year’s model?, IBM DeepBlue faq,
https://www.research.ibm.com/deepblue/meet /html/d.3.3a.html.
IBM. Retrieved May 12, 2017.



98 BIBLIOGRAFIA

[DQA] IBM DeepQA, What kind of technology is Watson based on?, Deep-
QA faq, https://www.research.ibm.com/deepqa/faq.shtml. IBM. Re-
trieved May 12, 2017.

[Ev10] L. C. Evans, Partial Differential Equations, American Mathematical
Society, Second Edition, Graduate Studies in Mathematics, Volume:
19, Providence, RI, 2010.

[SmO07] D. K. Smith, Dynamic programming and board games: A survey, Eu-
ropean Journal of Operational Research, 2007, pp. 1299-1318.



	Portada
	Índice General
	Resumen
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Estado del Arte
	Capítulo 3. Racionalidad Acotada y Teoría de Juegos
	Capítulo 4. Lógica y Racionalidad Acotada
	Capítulo  5. Teoría de Juegos y Optimización
	Capítulo 6. Conclusiones Generales
	Bibliografía

