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Introduccion.

El Teorema de Abel-Ruffini postula; en general, los polinomios de grado
mayor o igual que 5 no pueden ser solubles por radicales. El teorema fue
demostrado por Paolo Ruffini, en 1799. Abel, en 1824, probé que los poli-
nomios de grado 5 no son ser solubles por radicales en general y, posterior-
mente, Galois resolvié el problema general de saber si un polinomio es soluble
por radicales. En el primer capitulo se deducen las férmulas generales ya
que el Teorema de Abel-Ruffini se plante6 buscando una férmula general por
medio de radicales para calcular las raices de polinomios de quinto grado.
Con estas férmulas nosotros demostraremos que los polinomios de grado
menor que 5 son solubles por radicales.

En el primer capitulo de este trabajo, se deducirdn las férmulas generales
para calcular las raices de polinomios de grado menor o igual que 4. En la
primera parte, se muestra que la ecuacién de segundo grado

ar’ +br+c=0

con a, b, c € C, tiene soluciones:

 —b+ Vb2 — dac —b— b2 — dac

2a yr2= 2a

z1

En la segunda parte del primer capitulo, se muestra que la ecuacién
34+ ar? +br+c=0

con a, b, c € C, tiene soluciones

r1T = y+z—d
Ty = zw+yw2—d
3 = 2wl+yw—d
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con
B 1la
y = 3z
s| =3 23?3
= |4+
& 2 197
2mi
w = €
da = 2
3

En la dltima parte del capitulo uno, se considera la ecuacién
et +ax® + b2 fex+d=0

y se muestra que las raices de los polinomios

1 1

x2+§bx+§n = Az + B
1 1

x2+§bx+§n = —Ax - B.

son las soluciones de z* + ax® + b2 + cx +d = 0.
Con 7 raiz de

y> — by? + (ac — 4d)y — b>d + 4bd — * = 0.

A2 = ZGQ—b“‘T]
1

B? = —d+ n?
+4n

En el segundo capitulo de este trabajo, se hard una demostracién del
Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois. Este teorema establece una
biyeccién entre los subgrupos de Gal (K — L) y los campos entre K y L si
la extensién K — L es de Galois.

Nosotros ocuparemos la notacién de [1] para extensiones de campos.
Esto es, una extensiéon de campos la denotaremos K — L.

En el capitulo 3, daremos una introduccién de grupos solubles cuya fi-
nalidad, es probar que el grupo de permutaciones con 5 letras o mds no



vii

es soluble. En la segunda parte, mostraremos que si la extension K — L
es ciclotémica entonces, Gal (K — L) es un subgrupo de Z,. En la parte
3, demostraremos que si la extensién K — L es radical entonces el grupo
Gal (K ~— L) es soluble. En la parte 4 del capitulo, construiremos una ex-
tensién radical por cada férmula general, y para finalizar el capitulo haremos
una demostracién del Teorema de Abel-Ruffini.

En el apéndice se hard un panorama general de un articulo que presentard
una demostracién del Teorema de Abel-Ruffini con otras técnicas.

En este trabajo se supone un curso de Teorfa de Campos, Teorfa de
Anillos, Teorfa de Grupos y Algebra lineal.

Por tltimo, todas las observaciones de este trabajo han sido probadas
por el autor de esta tesis.



viii INTRODUCCION.



Capitulo 1

Deduccion de formulas
generales.

Aunque en la demostracion del Teorema de Abel-Ruffini, no son necesarias
las férmulas generales. Se incluyen, ya que dada la férmula general para
encontrar las raices de polinomios de grado 2,3 y 4 por radicales podemos
encontrar una extensién radical y asi, los polinomios de grado 2,3 y 4 en
general, son solubles por radicales. Esto es importante porque el Teorema de
Abel-Ruffini surge de la pregunta: ;Existe férmula general para encontrar
las raices de polinomios de grado 5 por radicales?

La respuesta es negativa, la demostracién es el propésito de esta tesis.

1.1 Polinomios de segundo grado.

Consideremos la ecuacién de segundo grado
ar? +br+c=0

con a,b,c € C con a # 0. Sumando el inverso aditivo de ¢, nos queda

az? + bz = —c.
Luego, podemos completar el binomio cuadrado perfecto

b?

LY B S
4o

2v/a
1

(Vaz+ 5 =)
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Sacando raiz cuadrada

b [ b?
(\/a$+m)::|: Q_C'

Haciendo la suma de fracciones y separando la raiz en el cociente

b )_i\/b274ac
va' 2ya

(Vaz + 5

Despejando x

B b i\/b2—4ac
2\/a 2Ya

Vaz =

B b i\/b2—4ac)i
2at ava )va
—b+ Vb2 —4dac

2a

v o=

Tr =

y asi, obtenemos la férmula general para calcular las raices de cualquier
polinomio de segundo grado. Estas son:

—b+ Vb? — 4dac —b—Vb?% — 4ac
= €T =
2a v 2a
Lo abreviaremos de la siguiente forma:

—b+ Vb2 —4dac
2a

I

T12 =

Ejemplo 1. Consideremos 22 — 4z + 3.
Resolviendo la igualdad z? — 42 + 3 = ax? + bx + ¢, obtendremos los
valores de a, b, c. Asi
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—bt ¥b2—dac
2a

luego, sustituyendo en x1 9 = , nos queda:

44 /16 — 4(1)(3)

2

Ti2 =

Ejemplo 2. Consideremos 2 + 1. Igualando z? + 1 = ax? + bz + c,
obtenemos las valores de a, b, c. Estos son:

b = 0

C =

Luego, sustituyendo en la férmula

+J/—4
T2 =
’ 2
2i
= +—.
2
Entonces, las raices son:
rT = 7
Tro = —1.

1.2 Polinomios de tercer grado.
Notamos que cualquier polinomio de tercer grado
az® + bz? + cx + d,

con a,b,c,d € C. Se tiene que a # 0 ya que el polinomio az? + bx? + cx +d
es de tercer grado. Sustituyendo:
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el polinomio az3 + bx? + cx + d se reescribe z3 + ax? + Bz + 6.
Resolvamos la siguiente ecuacién

22 +ar® +br+d=0.

Tomemos d € C, tal que sea raiz del polinomio a — 3z, y construyamos el
polinomio
(x —d)® +a(z —d)?> +b(z —d) +c.

Luego, si ¢ es una raiz de (x — d)® + a(x — d)? + b(z — d) + ¢, obtenemos
E—d)+aE—d)?+b(E—d) +c=0.

entonces ¢ — d es rafz de 2% + ax? + bx + c. Asi, basta encontrar las raices
de (z — d)®+ a(x — d)? + b(z — d) + ¢ para obtener las de 23 + az? + bx + d.

Calculemos las raices de (z — d)3 + a(z — d)? + b(z — d) + c.
Desarrollando y agrupando, se tiene

23+ (a — 3d)2® + (—2ad + 3d* 4 b)x + (—bd + ¢ + ad* — d3),

y como d es tal que a —3d = 0, el término cuadrético se elimina, y nos queda
un polinomio de tercer grado sin término cuadrético

1 1 2
z® + (b— ga2)a: - (—gba +c+ 2—7a3).

Si sustituimos

1 1 2
a:b—gaQ,B:—gba—l—c—FEafg,

el polinomio queda:

3+ oz + f.

Entonces, basta encontrar las raices de 2® + ax + 3 para encontrar las
de 23 + ax® + bz +c.
Calculemos las raices de z2 + ax + .
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. 3/ 2 3 .
Primero, tomemos z = \/25 + 14/ % + 9=. Observamos que si z = 0,

entonces a, 3 = 0. Asf, las 3 raices de 2% + ax + 3 son el cero, y por lo tanto,
tenemos el problema resuelto.

Ahora, si 0 # z = {’/_25 £/ % + g—; Haciendo la sustitucién x = y + z

en 3 4+ ax + B3, nos queda:

(y+2°24+aly+2)+8 = ¥P+3%2+3y 2+ +ay+az+p
= P +3yz(y+2)taly+2)+22+0
y2 + 23+ (Byz + ) (y + 2) + . (1)

Observamos en (1), que si 3yz+a = 0, entonces (3yz+ «)(y + z) se elimina.

Luego, de 3yz + a = 0, obtenemos que y = —%% z # 0. Ahora, veamos por

que z = \/ 5 4 \/ —|— 27 Sustituyendo el valor de y en (1), obtenemos

la
(— 33 ) + 2° +ﬂ——2773+z + B.

Luego, multiplicando por 23

a3
27

Este es un polinomio de segundo grado en z3. Aplicando la férmula general
para polinomios de segundo grado, se tiene:

. —,Bi,/ﬁ2+%a3 - —B+4/38%+ 5P -
— - : -

—,Bj: _|_ _ 2
_ & _ B 574_7
2 2 27

254+ 823 —

+
2 4 27

%%, obtenemos el valor de y, y por tdltimo z =y + 2.

Entonces, como y = —
Resumiendo lo anterior, una raiz del polinomio

22+ az? + br +c
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es:
1 3| — 2 3
7= + Tﬁi %*% —4
-3 B2 3
3 (\/ 2 EVT T 3‘7)
con ) ) 9
a=b-— §a2,5 = —gba—l—c+ ﬁa?’.
Luego, consideremos w = e*™/3.  Sabemos que todas las otras raices de
23 son:
z
2w
2w,
Ahora, como
__la
Yy = 3 Z,

= Wy

2

Haciendo lo mismo para zw®, se obtiene

Asi, obtenemos todas las raices de x> + az? + bz + c¢. Estas son:

x1 = y+z—d
Ty = zwtyw?—d
3 = 2wl+yw—d

Ejemplo 3. Consideremos 23 — 322 + z — 3. Resolviendo la igualdad

23 -3+ -3=a4+az’ + bz +c,
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tenemos que los valores de a, b, ¢ son:

a=-3,b=1c=-3.

Recordando que

1 1 2
a=b-— gaz,/B: —gba—kc—i- ﬁa?’,
y sustituyendo,
1
= 1—-(-3)?
o 2(-3)
B = —3()(-3)+ (-3 + (-3
3 27 ’
obtenemos
a = =2
B = —4.

Basta encontrar las soluciones de 23 — 22 — 4 = 0.
Recordemos que

- la
y = 3z

3| =8 |87 ad
= N2 TV e

Entonces,

3 100
= 2 —
+ 27
10
= 22+
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y asi, y es:

Como = = y + z, tenemos:

= 2.

Por lo tanto, una rafz del polinomio x> — 22 — 4, es 2. Pero el polinomio
original antes de sustituir z — d es 23 — 322 + 2 — 3. Sabemos que d = g
y @ = —3. En consecuencia, d = —1. Asif, si ¢ = 2 es raiz de 2% — 2z — 4,
entonces 2 — (—1) = 3 es raiz de 2% — 322 + z — 3.

Haciendo una divisién, obtenemos

23— 322+ 2 —3

2
= 1.
po— x° +

En el Ejemplo 2 obtuvimos las raices de z2 + 1. Estas son:

l‘lzi

To = —i.

Entonces, las raices del polinomio 2? — 322 + z — 3 son:

I
.

T2

r3 = —1.
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1.3 Polinomios de cuarto grado.

A continuacién, obtendremos la férmula general para calcular las raices de
polinomios de cuarto grado. Lo haremos considerando variables auxiliares.

Consideremos el polinomio az? + bz + cx? + dz + e, con a, b, ¢, d, e € C.
Como a # 0, podemos multiplicar por % Entonces,

1
—(az* + b2® + ca® + dz + €)

a
b d
w2t St S S
a a a a

Sustituyendo,
b
a = -
a
c
B ==
a
d
o= =
a
5= S
a

El polinomio
art + b2 + e’ +dr+e

se trasforma en el polinomio
ot + ax® + Bz + vz + 6.
Asi, es suficiente considerar el polinomio ménico
zt + axd + bz? + cx + d.

Resolvamos la ecuacién z# + ax3 + bx? + cz 4+ d = 0. Consideremos 7 tal
que

n® — bn? + (ac — 4d)n — b?d + 4bd — ® = 0. (1)

En otras palabras, 1 es rafz del polinomio

y2 — by? + (ac — 4d)y — a®d + 4bd — 2.
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Como ya tenemos la férmula general para encontrar las raices de polinomios
de tercer grado, resulta sencillo encontrar 7.

Por otro lado, tenemos:

tt4ard = —ba®—cx—d
1 1
m2+am3+1a2m2 = —bxr—cx—d+ ZazmQ
1 1
(x2+§ax)2 = (ZaQ—b)xz—caz—d
1 1 1 1 1 1
2 Lo \2 2, 1+ L2 L2 gv2 2, + 2
(z +2a:v) + (z +2a1:)77+477 (4a b)x* —cx —d+ (z +2a:n)77+477
1 1 1
(2% + 0% + 577)2 = (Za2 —b+n)z?+ ..+ (2)
1 1
+(—c+ §an)x + (—d+ 1772).
Observemos que
L 2 Ly L
(—c+ san)” = 4(7a” = b+n)(=d + 1), (3)
2 4 4
0 equivalentemente,
Lo 1o L L oo
( c+2a77) 4(4a b+n)( d+477)—0.
Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién anterior
Lo L, L,
p— — —4 _— _— _— _— pu—
(me+gan)” —4(3a” —b+n)(=d+ 1)
1 1 1 1 1
_ 2 1292 [ 19 L2 9 T N 1.3
= ¢ an+4a77 ( 4ad—|—16a77 + bd 4b77 nd+477)

1 1
= 2 —an+ Za2n2 + a?d — Za2n2 — 4bd + bn* 4 4nd —
= — [ =+ (a—4d)n+ 4bd — a*d — ?],

y asi, por la ecuacién (1),

1 1 1
(—e+ gam)® —4(5a” = b+ n)(=d+ 70°) = 0.

Ahora, encontraremos nimeros complejos A, B que cumplan
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1
A = —a®-b
4(1 +n
1
B = —d+-n?
+ 477
1
2AB = —c+ 507
Para ello, sean A; y B tales que
2 Ly
4
1
B} = —d+-n*
1 T
Por la ecuacion (3), se cumple
2 ].
4(A1B1)” = (—c+ jan)

Sacando raiz, obtenemos
1
2A1B1 = £(—c+ ian).

Entonces, consideremos los siguientes casos:

Caso (1).Si241B1 = —c+ %an, tomamos A = A1, B = Bj.
Caso (2). Si 241B; = —(—c+ 3an), tomamos A = —A;, B = B.
Es claro que en los dos casos, A y B satisfacen (4), (5) y (6).

Asi, tenemos complejos A, B que cumplen:

1
A2 = Za2_b+7]
1
B? = —d+-n?
+477
1
2AB = —c—|—§a77.

Sumando A2, B?,2AB obtenemos

1 1
A? 4+ 2AB + B% = (ZGQ —b+n)z? + (—c+ =an)z + (

2

1 2

11
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Luego, factorizando del lado izquierdo la ecuacién anterior,
1 1 1
(Az + B)? = (70 = b+ 0)a® + (—c+ san)a + (~d+ 77P),

y sustituyendo en la ecuacién (2), tenemos:

1 1
(2® + Jaz + 517)2 = (Az + B)%

La ecuacién anterior es equivalente a la ecuacién original

ar* + b +ex? +dr+e=0

Entonces, resolviendo las ecuaciones

1 1

2>+ Zar+-n = Az +B
2 2
1 1

332+§a33+§n = —Az - B,

obtendremos las raices de z* + az® + bx? + cx + d. Por lo tanto, las raices
del polinomio = + az3 + bx? + cx + d, son las soluciones de las ecuaciones

1 1
x2+(§a—A)x+(§n—B) =0

s 1 1
T +(§a+A)x+(§n+B) = 0.

Ejemplo 5. Sea 2* + 423 4+ x + 1. Calculemos los valores de a,b, ¢ y d;
resolvamos la siguiente ecuacién

4+ +1=2+az® + b2 + cx +d.

Entonces

o <o 8
i
=R O e
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Ahora, para calcular 7, sustiruyamos los valores de a,b,c y d en

n® — by + (ac — 4d)n — a®d + 4bd — ¢* = 0,

nos queda

n —17=0.

Luego, n = v/17. Recordando que

1
A2 = 1(12_b+77
1
B? = —d+ -n?
+47]
1
2AB = —c+ 5@77,
los valores de A, B son:
A = 4+ V1T
1
B = _1+Z\/3 172,

Entonces, obtenemos las ecuaciones:

m2+(2—4\/4+317)x+(%€’ﬁ—\/—1+i\3/ﬁ) = 0
Jivm

1 1
2+ 2+ 4+ VINe + (V1744 -1+ V1T = 0,

y ocupando la férmula general de segundo grado, obtenemos:
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z1

Z2

x3

T4

CAPITULO 1. DEDUCCION DE FORMULAS GENERALES.

_<2_4m>+§/(2_4m)2_4<;317_ —1+}13172>
2

—(2-4 4+€/ﬁ)—§/(2—4m>2—4<;317— —1+}13172>
2

_(2+4m)+\2/(2—4 4+€’/ﬁ)2—4<§317+ —1+}13172>
2

—(2+4\/4+73\/ﬁ)—</(2—4 4+€’/ﬁ> —4<;317+ —1+13172)

2



Capitulo 2

Teoria de Galois.

Consideremos una extensién de campos K — L. Definimos
Gal(K — L) ={f: L — L| f es isomorfismo y si z € K, entonces f(z) = z}.

Esto es, el conjunto de automorfismos de L que dejan fijo a K.

Ejemplo 1. Tomemos la extensién de campos R — C. Sea
f € Gal(R — C).

Entonces, f : C — C es isomorfismo tal que, si z € R, entonces f(z) = z.
Ahora, si x € C, sabemos que £ = a + bi con a,b € R. Aplicando f a =
tenemos

f(@) = fla+bi) = f(a) + [(0)f(i) = a+ bf(d),

yva que f es homomorfismo de campos y a,b € R. Para saber qué homomor-
fismo es f, basta saber el valor de f(i). Calculemos f(i). Sabemos que

(f@)* = J@)=F0)f@)=f(-1)=~1
Entonces, f(i) es un complejo cuyo cuadrado es —1. Por lo tanto, el valor

de f(i) es £, y se tiene que f(a+bi) = a=£bi, es decir, f es la identidad o la
funcién conjugar. Luego, Gal(R — C) = {idy, ¢}, con ¢ la funcién conjugar.

15
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Ejemplo 2. Tomemos la extensién de campos Q — Q(\/i) Calculemos
Gal(Q — Q(v3)).

Tomemos f € Gal(Q — Q(v/2)) y = € Q(v/2). Por definicién de Q(+/2),
z =a+bv?2, con a,b e Q. Aplicando f a z, obtenemos:

fl@) = fla+bv2)
= fla)+ f(0)f(V2)
= a+bf(V2).

Ast, basta encontrar el valor de f(1/2). Sabemos que

2 = f(2)
= f(V2)f(V2).

Por lo tanto, f(1/2) es un elemento de Q(v/2), tal que al elevarlo al cuadrado
es 2. Luego f(v/2) = /2. Entonces, f tiene dos posibilidades

fla+bv2) = a+bv2
= a—bV2.

Por lo tanto Gal(Q(v/2)/Q) = {idQ(ﬁ), c}.

Una observacion de Ejemplo 1 y Ejemplo 2 es

2 = [Gal(Q— Q(V2))]
= [Q(V2): Q]

2 = |Gal(R — C)|
= [R:Q]

Podriamos plantearnos la siguiente pregunta: ;Coincide el grado de la ex-
tension con el orden del grupo Gal (K ~— L)?
La respuesta es no, como el siguiente ejemplo lo muestra.

Ejemplo 3. Sea a = /2 € R y consideremos la extensién Q — Q(+/2).
Tomemos f € Gal( Q — Q(+/2)). Los elementos de Q(4/2) son de la forma
a+by/2+4 ¢v/22 pero para saber que automorfismo es f basta con considerar

a+by2.
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Como f es automorfismo, tenemos:

fla+bV2) = fla)+ f(b)f(V2)
= a+bf(V2).

Basta encontrar el valor de f (\3/5) . Para saber el valor de f ({)’/5) , se tiene
que

Por lo tanto, f(a) es un elemento de Q(+/2) tal que al elevarlo al cubo nos da
2. Sabemos que las otras dos raices de v/2 son complejas por lo que no estén
en Q(v/2). Asi, f(a) = a. Se sigue que f es el homomorfismo identidad.
Luego, Gal (K — L) solo consta del homomorfismo identidad. Asf

Gal(Q — Q(V2)) = {idg a1

Por lo que

Gal(Q — Q(V2))| =1

y
[Q: Q(V2)] =3.
ya que el polinomio minimo de /2 es x> — 2.
En consecuencia

|Gal(Q — Q(V2)| < [Q: Q(V2)].

Por lo tanto, el grado de la extensién no coincide con el orden del grupo de
automorfismos. Mostraremos que el grado de la extensién, serd cota para el
orden del grupo de automorfismos, si el grado de la extensién es finita.

Proposicién 2.1. Sea K — L una extensién de campos. Entonces,
Gal(K — L) es un grupo bajo la composicién.

Demostraciéon: Mostremos que Gal(K — L) es cerrado bajo la composi-
cién. Sean g, f € Gal (K — L). Sabemos que la composicién de isomor-
fismos es isomorfismo. Sélo falta ver que f o g deja fijo a K. Sea x € K,
entonces
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Asi
(fog)(z) = flyg(z)) = f(z) ==

Entonces, fog: L — L es un isomorfismo que deja fijo a K. Luego
foge Gal(K — L).

El elemento indentidad de Gal (K — L) es idr, : L — L dada por
id(z) = x.

La composicién de funciones es asociativa, entonces, como los elementos
de Gal(K — L) son funciones, Gal(K — L) es asociativo bajo la composi-
cion.

Como f es un automorfismo, existe f~! y es isomorfismo de campos. Solo
falta ver que f~! deja fijo a K, tomemos = € K. Como f € Gal (K ~ L),
f(z) =x. Asi,

z= [T (f(z) = f (=),

es decir, f~! es un isomorfismo que deja fijo a K.
Luego, Gal(K — L) es un grupo.4

Continuaremos con dos definiciones, pero primero, daremos un ejemplo
en un caso particular.

En Ejemplo 1, demostramos que Gal(R — C) = {idc, c}. Conside-
remos los subgrupos Gy = {id}, y G2 = {idc,c} de Gal(R ~— C). Vamos a
construir el campo fijo de G y G2 respectivamente. Definimos los campos
fijos (se demostrard que son campos en Lema 2.3) de G; y G2 como los
elementos de C que quedan fijos bajo todos los homomorfismos de G y Go,
respectivamente. Utilizamos la siguiente notacién:

C% ={a e C| f(a) = a para todo f € G1}

C% = {a € C| f(a) = a para todo f € Go}.

Observemos que C&1 = C. La contencién C° C C es por definicién de
COn.

Por otro lado, si z € C, entonces, como la identidad en C deja fijo a
todo C, en particular, deja fijo a x; ademds, ya que la identidad es el tinico
elemento de G1, tenemos que z € CE1. Por lo tanto, C es el campo fijo de
Gi.

Calculemos ahora C%2. Como Gy = {idc, ¢}, encontremos el subconjunto
de complejos que queden fijos bajo la identidad y la conjugaciéon. Esto es,
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los complejos tales que c(a + bi) = a + bi. Entonces, como c(a + bi) = a — bi,
tenemos que encontrar los nimeros que cumplen a + bi = a — bi. Se sigue
que bt = —bi. El Unico complejo que cumple esta ecuacién es b = 0. Por lo
tanto, los complejos que cumplen esta propiedad, son aquellos de la forma
a + 0i = a. En consecuencia, el campo fijo de G2 son los reales.

Asi, dado un subgrupo del grupo de automorfismos, podemos encon-
trar un campo asociado al grupo. Ahora, veamos que a un campo entre
los complejos y los reales, le podemos asociar un subgrupo del grupo de
autormorfismos.

Consideremos K tal que R € K C C. Podemos tomar dos subgrupos
asociados a K; el primero, Gal(R — K), es un grupo por Proposicién 2.1,
pero para nuestro propdésito no es muy 1til, ya que no necesariamente es un
subgrupo de Gal(R — C). En consecuencia, consideraremos Gal(K — C).

Como K tiene dos posibilidades (K = R 6 K = C), consideraremos
primero K = R. Notamos que Gal(K — C) = Gal(R — C), por lo que
Gal(R — C) = {idc,c}, que es un subgrupo de Gal(R — C). Ahora,
consideremos K = C. Entonces Gal(C — C) son los automorfismos que
dejan fijo a C. Por lo tanto, Gal(C — C) = {idc}, que también es un
subgrupo de Gal(R — C).

De lo anterior vimos cémo relacionar subgrupos de Gal(R — C) con
campos entre C y R, y también, dado un campo intermedio entre C y R, le
asociamos un subgrupo de Gal(R — C).

En el ejemplo anterior, calculamos cudl es el campo fijo de un subgrupo
de Gal (R — C), asi como también, dado un campo entre C y R, calcu-
lamos el grupo asociado al campo intermedio. Definamos, en general, el
grupo asociado a un campo intermedio y el campo fijo de un subgrupo de
Gal (K — L).

Definicién 2.2. Sea K — L una extensién de campos y G un subgrupo
de Gal(K ~— L). El campo fijo de G es el conjunto de todos los elementos
de L que quedan fijos bajo todo elemento de G. Lo denotaremos con LC.
Esto es

LY = {a € L|f(a) = a para todo elemento f en G}.

Hasta este momento no tenemos nada que nos asegure que, en efecto, el
conjunto LE = {a € L| f(a) = a para todo elemento f en G} sea un campo.

Necesitamos el siguiente lema para que nuestra definicién tenga sentido.

Lema 2.3. Sea G un subgrupo de Gal(K — L). LE es un campo entre
Ly K.
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Demostraciéon: Como LY = {a € L| f(a) = a para todo elemento f
en G}, se tiene que L¢ C L; también K C L®. En efecto, como G es un
subconjuto de Gal(K — L) y Gal(K ~ L) son todos los isomorfismos de
L que dejan fijo a K, se tiene que todos los elementos de G dejan fijo a K.

Sélo falta mostrar que es un campo. Sean z,y € L. Tenemos que para
todo elemento f € G, se cumple que

flx+y)=flz)+ fly) =2 +y,

ya que
flx) = =
fly) =
Asi,
:c—i—yeLG.

Por otro lado, para todo elemento f € G, se cumple que

fl) = =
fly) = v
Se sigue que
flzy) = f(@)f(y) = 2y,

por lo que zy € LY, es decir, L es cerrado bajo sumas y productos. Luego,
LS es un campo. ¢

Lema 2.5. Consideremos K — L una extensién de campos y M un
campo tal que K C M C L. Entonces, Gal(M — L) es un subgrupo de
Gal(K — L).

Demostraciéon: Mostremos que
Gal(M — L) C Gal(K — L).

Sea f € Gal(M — L). Sabemos que f : L — L es un isomorfismo que
deja fijo a M, y como K C M, entonces también deja fijo a K. Por lo tanto,
f€Gal(K — L).

Mostremos que Gal(M ~— L) es subgrupo de Gal(K — L). Sean

f,g € Gal(M — L).
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Sabemos que f o g es un isomorfismo de L en L. Falta probar que deja fijo
a M. En efecto, si x € M

(fog)(@)=flg(x) = fz) ==

ya que f,g € Gal (M ~— L). Luego, (f o g) es un isomorfismo de L en L
que deja fijo a cualquier elemento de M. Se sigue que fog € Gal(M — L).

Falta mostrar que dado f € Gal(M ~ L), entonces f~! € Gal(M — L).
Sea f € Gal(M — L). Sabemos que f~! existe, es isomorfismo y es tnico.
Veamos que f~! deja fijo a M. Sea x € M, tenemos que, f(z) = x ya que
f € Gal(M — L). Entonces

z=f(f(2) = ()

es decir, z = f~!(z). Luego f~! deja fijo a M. En consecuencia, f~! €
Gal(M — L).
Por lo tanto Gal(M — L) es un subgrupo de Gal(K — L).4¢

Definicién 2.4. Sea K »— L una extensiéon de campos y M un campo
tal que K C M C L. Definimos S(M) = Gal(M — L) como el subgrupo de
Gal(K — L) asociado al campo M.

Notemos que, en general, dado un subgrupo G de Gal(K — L), le
podemos asignar un campo entre K y L, a saber, el campo fijo de G.

También, dado un campo entre L y K, le podemos asociar un subgrupo
de Gal(K — L). Asi, podemos construir dos funciones; la primera, que
a cada subgrupo de Gal(K — L) le asocie un campo entre L y K; la
otra funcién serd la que asigne a cada campo intemedio un subgrupo de
Gal(K ~— L). A dichas funciones las llamaremos F' y S respectivamente.
Construyamoslas formalmente.

Denotemos
Subk..;, = {subgrupos de Gal(M — L)}
Campg..;, = { camposentre L'y K}.
Asi,
F SubKHL —>CamKHL

S CamKHL—>SubKHL
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Estas funciones se definen por:
Si G es un subgrupo de Gal (K — L)

F(G)=LC.
Si M es un campo tal que K C M C L
S(M)=Gal (M — L).

Mostremos que F'y S estan bien definidas.
Para F', de Proposicién 2.1, dado un subgrupo G de

Gal(K — L),

Fle asigna LY, que es un campo tal que K C L C L. Luego, F esté definida
de los subgrupos de Gal(K — L), a los campos entre K y L . Veamos que,
si G1,G9 € Subg 1 tales que G1 = Go, entonces, F(G1) = F(Gs).

Por definicién, F(Gy) = L% y F(G3) = L%. Entonces, lo que queremos
demostrar es: LE = L% si Gy = G. Supongamos que G = Gs. Por
definicién,

LY = {a€ L|f(a)=a paratodo f € Gy}
L% = {a€ L|f(a)=a paratodo f € Go}.

Siz € L, x cumple que = € L y f(x) = x, para todo f € G1 = Go. Por
lo tanto, z € L y f(z) = x para todo f € Ga, es decir z € L%2. La otra
contencién es andloga a la anterior. Entonces, L& = L%2. En consecuencia,
F esta bien definida.

Mostremos que S estd bien definida. Por Lema 2.5, dado un campo
entre L y K, le podemos asignar un subgrupo de

Gal(K — L).
Asi, S estd definida de los campos entre L y K a los subgrupos de
Gal(K — L).

Demostremos que S es funcién, es decir, que si Mi, My son campos
iguales, se tiene que S(Mj) = S(Ms). En efecto, por definicién,
S(My) = Gal(M; — L)
S(Mz) = Gal(My— L).
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Entonces, si f € S(M;) = Gal(M; — L), f es un isomorfismo de L en L
que deja fijo a M7. Pero, como M; = Ms, entonces, f es un isomorfismo de
L en L que deja fijo a Ms. Por lo tanto, f € S(Mz) = Gal(My — L). La
otra contencién es andloga a la anterior. Se sigue que .S, es funcién.4

Ahora nos preguntamos si F'y S son inversas una de la otra; la respuesta
es negativa. En Ejemplo 3, vimos que Gal(Q — Q(v/2)) = {idQ( %)}. Se
sigue que

S(Q) = Gal (Q = QV)) = {idg gz}
Entonces

FoS(Q) = F ({idy 3)}) = QV2).

Por lo tanto,
FoS(Q) =Q(V2) #Q

Luego,

FOS#IdCQ ¥

Serfa deseable que las funciones F' y S fueran inversa una de la otra,
pero por lo anterior, no sucede. Al final de esta seccién daremos condiciones
para que F'y S sean inversas.

Proposicién 2.6. Las funciones F' : Subg, ., — Campg, .1 y
S : Camp,..;, — Subg,, 1, satisfacen:

a) Si My, My son campos entre L y K,y M; C Ms, entonces
S(My) D S(Ma).

b) Para M = K, se satisface que S(M) = Gal(K — L).

c) Para el campo M = L, S(L) = {id.}.

d) Si H; y Hs son subgrupos de Gal(K ~— L), y H; C Ha, entonces
F(Hl) D F(HQ) .

e) Si H es un subgrupo de Gal(K — L), entonces H C S(F (H)).

f) Si M es un campo entre L y K, entonces M C F (S (M)).

Demostracion:

a) Sean My y My campos entre L y K, tales que M7 C M. Por definicién
S(Ml) == Gal(M1 — L) y S(Mz) == Gal(M2 — L). Sea

f € S(My) = Gal(My — L).
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Entonces, f es un isomorfismo de L en L que deja fijo a Ms. Como M; C
My, si f deja fijo a My, en particular dejard fijo a Mi, es decir, f es un
isomorfismo de L en L que deja fijo a M;. Por lo tanto f € S(M;) =
Gal(M; — L). Luego S(My) D S(My).

b) Sea M = K. Por definicién

S(M) = S(K)
= Gal(M — L)
= Gal(K — L).

Por lo tanto S(M) = Gal(K — L).

c) Sea M = L. Entonces S(M) = S(L) = Gal(L — L). Luego, como
S(M) son todos los isomorfismos de L en L que dejan fijo a todo M = L,
S(M) = {idp}.

d) Sean Hj, H subgrupos de Gal(K — L) tales que H; C Hs. Mostremos
que F(Hy) D F(Hz). Si a € F(Hy) = L2, entonces f(a) = a para todo
f € Hs, ya que L™ es el campo fijo de Hy. Entonces, como f € H; C Ho, se

tiene que f(a) = a para todo f € Hy. Por lo tanto, a permanece fijo bajo to-
dos los elementos de Ha, es decir, a € L2 = [ (Hy) . Luego F(Hy) D F(Hs).

e) Sea H un subgrupo de Gal(K ~— L). Se tiene que

S(F(H)) = S(L") =Gal(L¥ — L)y={f:L—L| flou =id}.
Por definicién

L = {a € L|f(a) = a para todo f € H}.

Entonces, si f € H, f| n= id, ya que, L son todos los elementos de L
que quedan fijos bajo cualquier elemento de H. Se sigue que f € S(F(H)).
Asi, obtenemos que H C S (F (H)).

f) Sea M un campo entre L y K. Procedamos como en el inciso anterior.
Calculemos F' (S (M)).

F(S(M)) = F(Gal(M — L)) = LEAM—1L),
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Se tiene que
Gal(M — L) ={f: L — L|f es isomorfismo, y si x € M, f (z) = x}.

Entonces, si « € M, dado cualquier f € Gal(M — L), se cumple
que f(z) = z. Por lo tanto, z € LE¥M—L) — [ (S (M)). Luego, M C
F(S(M)).4

Para continuar, necesitamos definir que significa que un conjunto de
automorfismos de un campo sea linealmente independiente.

Definicién 2.7. Sea K un campoy {f1, ..., fn} un conjunto de automor-
fismos distintos de K. Diremos que {f1, ..., fn} es linealmente independiente
si para todo x € K y ay,..a, € K tal que

arfi (z) + ... + anfn (x) =0,
entonces ay, .., a, = 0.

Observacién: Si f es un automorfismo de algin campo K, entonces
f (1) = 1. En efecto, f (1) #0 ya que si f (1) =0, tendriamos que

f)=[f(x) f(1)=f(z)-0=0.
en consecuencia f es la funcién cero. Luego
fQ)- 1) =r(1)
Entonces, como f es un automorfismo de K, tenemos que 0 # f (1) 16

K, asi, f (1) tiene inverso. Multiplicando la igualdad anterior por f (1),
obtenemos

FO- OO = fO-r@t
f() = L

Teorema 2.8. Sea K un campo. Cualquier conjunto finito de automor-
fismos de K es linealmente independiente.

Demostracion: Por induccién sobre el nimero de automorfismos.
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Sin = 1, s6lo tenemos un automorfismo. Supongamos que af (z) = 0
para todo z € K y demostremos que a = 0. Sabemos que, para x = 1, se
tiene

af (1) =0.

Entonces, por la observacién anterior, sustituyendo f (1) = 1 en la igualdad
af (1) =0, obtenemos
a-1=0,

y como K es un campo, en particular es un domino entero. Luego a = 0.
Mostremos que es vilido para n > 2. Supongamos que el teorema es
cierto para m menor que n. Sea { f1, ..., fn} un conjunto de n automorfismos
de K. Demostraremos que {f1,..., fn} es linealmente independiente.
Supongamos que {f1,..., fn} es linealmente dependendiente, es decir, e-
xiste

a1 fi(z) + ...+ anfn(z) =0

tal que, algin a; # 0. La primera observacién importante es que todos los
a; # 0, ya que de lo contrario, si algin a; = 0 con j menor que n, eliminado
ajfjde a1 fi (z) + ... + anfn (x) = 0, tendriamos una combinacién lineal de
menos de n elementos, con algin a; # 0, que contradice nuestra hipétesis
de induccién. Entonces, todos los escalares de a1 f1 (z) + ... + anfn (z) =0
son distintos de cero. Por otro lado, como los f; son distintos, en particular
f1 # fn, por lo que, existe a € K tal que fi (a) # f (a). Como la ecuacién
a1 fi(x) + ... + anfn (z) = 0 es vdlida para todo = € K, en particular lo es
para ax. Luego, sustituyendo, nos queda

a1 fi(azx) + ... + ap frn (azx) = 0.
Como los f; son automorfismos de K, tenemos
arfi(a) fi (x) + ... + anfn (@) fn () = 0.
Por otro lado, multiplicando a aj f1 () + ... + an fy, (z) por fi (a), se obtiene
arfi(a) f1 (z) + ... + anfi1 (a) fu () = 0.

Entonces, restando a1 fi(a) fi (z)+...+anfi (a) fn (z) a a1 fi(a) f1 () +...+
anfn (@) fn (x), nos queda

CLlfl (a) fl (x) + ...+ anfn (a’) fn (:L’) -
+(arfi(a) fi (z) + ... + anfi (a) fu (z)) = 0
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az(fz (a) — f1(a)lfa (z) + ..+
+an[fn (@) — f1(a)]fn (x) = 0.

Observemos que en la dltima ecuacidn, el coficiente a,[f, (a) — f1 (a)] # 0,
ya que a, # 0y fi(a) # fn(a). Asi, obtuvimos una combinacién lineal no
trivial de menos de n automorfismos, lo cual contradice nuestra hipdtesis de
induccién. Luego, el conjunto {fi, ..., fn} es linealmente independiente.4

Corolario 2.9. Sea K — L una extensién finita. Entonces

Gal (K — L)| < [L: K].

Demostracién: Procedamos por contradiccién. Supongamos que
|Gal (K — L)| > [L: K].
Como la extension K — L es finita, existe un natural, tal que
n=|[L:K].

Tomemos aq,...a, € L una base de L sobre K. Por la suposicién, sabemos
que Gal (K — L) tiene al menos n + 1 elementos, digamos

flv ey fn+1 € Gal(K — L)
Consideremos el siguiente sistema con coeficientes en L:

fi(a1) 14 oo+ fog1 (@1) Ty =0

fi (an) x1+ ...+ fn+1 (an) Tnt1 = 0.

Notamos que tenemos mds variables que ecuaciones, por lo que nuestro
sistema tiene una solucién no trivial. Sea (b1, .., by41) una solucién no trivial
del sistema, entonces algin b; # 0. Luego, para cualquier ecuacién de nuestro
sistema, se tiene

fi(a;) b1+ .. + fut1(a;) bpg1 = 0, (1)
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con 1 < j <nyalgin b; # 0.

Por otro lado, como {ay,...,a,} es una base de L sobre K, se tiene que
para todo z € L existen ny,...,n, € K tales que

T =mn101+, ..., +n,0n € K,

y como los f; son automorfismos de L que dejan fijo K, y ny,...,n, € K,
fi (77]-) = 1;. Entonces, para todo x € L se cumple que

fix) = fi(mar + ... +n,0,)
= fi(ma1) + ... + fi (n,an)
= mifi(ar) + ... +n,fi(an). (2)

Sustituyendo (2) en (1)

bifi (@) + ..+ b fosr (@) = bi(mfiar) + -+ 0, f1(an)) + .. +
+bns1 (M fn (@1) + o + 0 fn (@n))
= ny(01fi(ar) + .. + bptrfosr (@) + .. +
+n, (b1f1 (a1) + ... + bps1 frt (an)),

y recordando que fi (a;) b1 + ... + fnt1 (aj) bpt1 =0 con 1 < j < n. Se sigue
que
M (b1f1(a1) + oo + bpg frg1 (a1)) + oot

+1n, (blfl (al) +...+ bn+1fn+1 (an)) =0

luego
b1 f1 (l‘) + oo+ b1 fur ($) = 0.

Observamos que, como (b, .., by4+1) €s una solucién no trivial, algin b; # 0.
Por lo tanto, tenemos una combinacién lineal de los elementos de { f1, ..., fn+1}
no trivial igual a cero. Luego, {fi,..., fn+1} 1no es linealmente independi-
ente, esto contradice el teorema anterior. La contradiccién surge de suponer
|Gal (K — L)| > [L: K]. Se sigue que

|Gal (K — L)| < [L: K].
¢
Definicién 2.10. Diremos que una extensién K — L es normal si,

dado un polinomio irreducible f (z) en K|z| tal que f (x) tiene una raiz en
L, implica que todas las raices de f (z) estédn en L.
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Notese que, en general, dado un polinomio f(z) € Klz]|, con K un
campo, no necesariamente se puede factorizar en polinomios de grado 1 en
K|x]. Por ejemplo, si consideramos 22 + 1, este polinomio tiene coeficientes
reales, es decir 22 + 1 € R[z], pero, no lo podemos ver como producto de
elementos lineales de R|[x], pues sus raices son i,—i . Asi, si consideramos
R (i) [] tenemos que x2? + 1 se puede factorizar en producto de polinomios
lineales, a saber, (z —i) (z +1) = 22 + 1 € R (i) [x]. Entonces, llamaremos
R (i) [] el campo de descomposicién del polinomio 22 + 1. Definamos, en
general, qué es un campo de descomposicién.

Definicién 2.11. Sea K un campo y f(z) € KJ[z]. Diremos que la
extensiéon K — L es un campo de descomposicién de f (z) sobre K| si:

(1) f (x) se descompone en factores lineales en L[x].

(2) Si M es otra extensién de K, tal que, f(z) se factoriza en factores
lineales en M[z] y M C L, entonces M = L.

Equivalentemente

L = K(ay,...,a,) donde cada a; es raiz de f (x).

Supondremos las siguientes proposiciones:

Proposicién 2.12. Consideremos K un campo y f (z) € K[x]. Existe
campo de descomposicién de f (z) sobre K y es tnico salvo isomorfismos.

Ver demostracion en [11] pdgina 95.

Proposicién 2.13. Una extensiéon K — L es normal y finita si, y sélo
si, L es campo de descomposicién de algun polinomio en K|x].

Ver demostracién en [11] pdgina 97.

Definicién 2.14. Consideremos f (z) un polinomio irreducible en K{z]
y L su campo de descomposicién. Diremos que f(x) es separable si no
tiene raices multiples en L e inseparable si no es separable.

Definicién 2.15. Consideremos K — L es una extensién de campos
y a € L. Decimos que « es algebraico sobre K, si existe un polinomio
f(z) € K[z] tal que « es raiz de f ().

Definicién 2.16. Sea K un campo y « algebraico sobre K. El poli-
nomio minimo m (z) € K [z] de « es el polinomio minimo irreducible de
grado menor del cual « es rafz. Lo denotaremos

m(x) =Irr (o, K).
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Definicién 2.17. Sea K — L es una extensién de campos o € L
algebraico. Diremos que « es separable si Irr («, K) es separable.

Definicién 2.18. Si K — L es una extensién tal que, para todo « en
L, o es separable, diremos que la extensién K »— L es separable.

El siguiente resultado de Teorfa de Campos, puede ser consultado en [11]
pégina 100.

Teorema 2.19. Sea K un campo y f(x) € K [z] irreducible. Si la
caracteristica de K es cero, entonces f (z) es separable sobre K.

Definicién 2.20. Consideremos K — L una extensién finita. K — L
es una extensién de Galois si K — L es normal y separable.

Ejemplos:

(1) Consideremos el campo Q. Sabemos que 2% — 2 es irreducible sobre
Q, ya que sus raices de z2 — 2 son +£+v/2, que no son racionales. Q (\zﬁ)
es campo de descomposicién de z2 — 2 sobre Q, ya que 2% — 2 se factoriza

(¢~ ¥2) (z + ¥2) en @ (32)

(2) Consideremos la extensién Q — Q (v/2). Esta extensién no es campo
de descomposicién, ya que 22 — 2 € Q tiene una raiz /2 € Q (\3/5) , pero las
otras dos raices de 23 — 2 son complejas. Luego, no se factoriza en producto
de factores lineales en Q (\Rﬁ) .

(3) Consideramos el polinomio 2 — 2 € Zs. Este polinomio es irre-
ducible en Zs, ya que ningtn elemento de Zs3 es raiz de z2 — 2. Entonces,
tomemos « tal que o = 2. Tenemos el conjunto Zs (o) = {a + bala,b € Z3} .
Claramente contiene a Zg y es un campo con las siguientes operaciones:

(a+ba)+ (c+da) = (a+c)+(b+d)a
(a+ba)(c+da) = (ac+ 2bd)+ (ad+ cb) a.

Calculando los elementos de Z3 («), nos queda
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Zs(a) ={0,1,0,20, 14 a, T+ 20,2 4+ ,2 + 20} .

Como este campo es finito, pondremos su tabla de multiplicar

(Z3(a),-) | 1 2 o' 2
1 1 2 a 200
2 2 1 P a
a o 200 2 1
200 200 o 1 2
1+« 14+a 2420 |24+a |1+ 2«
14 2« 1420 |24+a |[14+a |2+ 2«
2+« 24a |[14+20 (2420 |1+«
2 4+ 2« 242a |1+ |[14+2a |2+«
(Z3(a),) | 1+a |1+2a|2+a |24 2«
1 1+a |[14+2a|24+a |2+ 2«
2 2420 | 24+a |14+2a |1+«
a 24+a |[14+a [2+20 |14+ 2
2a 1420|2420 | 14+a |2+«
1+a 200 2 1 a
1+ 2« 2 « 200 1
2+« 1 2a Qo 2
2 4+ 2« Q 1 2 2a

En la tabla anterior, se observa que z? — 2 = (z — ) (ZC - §0z) , por lo
que Z3 (a) es el campo de descomposicién de x? — 2 sobre Z3. Por otro
lado, 22 — 2 es irreducible sobre Zs y como en su campo de descomposicién
no tiene raices miltiples, tenemos que 2 — 2 es un polinomio separable.

(4) Consideremos la extensién finita Q — Q (\2/5) Por Ejemplo 1,
sabemos que Q (\%) es campo de descomposicién de 2—2. Asi, por Proposi-
cién 2.13, la extension Q — Q (\2@) es normal.

(5) La extension R — C es finita, ya que el grado de la extensién es
2. También, R »— C es normal por el teorema fundamental del dlgebra.
Ademsds, R — C es separable ya que cualquier polinomio con coeficientes en
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un campo de caracteristica cero es separable. Luego, la extensién R — C es
de Galois.

Teorema 2.20. Sea G un grupo de n automorfismos de un campo L.
Si L es el campo fijo de G, entonces:

[L: LY =|G| =n.

Demostracién: Primero mostremos que [L : LE] < n = |G|. Procedere-
mos por contradiccién. Supongamos que [L : LG] > n. Entonces, existen
al menos vy, ..., vp41 € L tales que vy, ..., 0,41 forman una base del espacio
vectorial I sobre LC.

Escribamos G = {fi, ..., fn } v consideremos el siguiente sistema:

fi(v)zr+ ...+ f1 (Vn+1) Tpe1 =0

fn (Ul) 1+ ...+ fn (UnJrl) Tn+l = 0.

Nétese que el nimero de ecuaciones es menor que el nimero de incégnitas,
por lo que, el sistema tiene una solucién no trivial (ay, ..., an+1), con algin
a; #0,1 <i<n+1,a; € L. Consideremos el conjunto de soluciones del
sistema anterior. Para cada (a1, .., an+1) solucién no trivial del sistema, con-
temos las entradas distintas de cero. Formemos el conjunto A cada nimero
natural del conteo. Asi, como A es un subconjunto de los naturales, por
el principio del buen orden tiene primer elemento, sea r el minimo de A.
Entonces, r resulta ser el menor nimero de entradas distintas de cero. Sea

(a1,..,a,0,...,0)

solucién con r entradas distintas de cero.

Por otro lado, como el conjunto de soluciones no triviales del sistema
forma un espacio vectorial sobre el campo L y a, € L, multiplicando la
solucién (ay, .., ar, 0, ...,0) por a, ! € L, nos queda

(a1-a;',...,1,0...,0)
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que sigue siendo solucién. Asi, definiendo b; = a;-a !, 1 < i < r, la solucién
se reescribe (b1, ...,b,—1,1,0,...,0).

Ahora, como G es un grupo, algin f; € G es el elemento neutro, digamos
fieqG.

Una observacién es que, en (by,...,b,-1,1,0,...,0), algin b; € L — LS,
con 1 < i < r — 1. En efecto, si suponemos lo contrario, sustituyendo la

solucién (by,...,b,—-1,1,0,...,0) en la primera ecuacién, obtenemos

J1(v1) by + ... + f1 (Vng1) bpg1 = 0,

y como f1 es el elemento neutro de G, nos queda
U1b1+7 ey +Un+1bn+1 = Oa

y asi, tenemos una combinacién lineal de los elementos de {vy, ..., v,4+1} con
b; € LY y algiin b; # 0, lo que contradice que {v1, ..., n+1, } sea base. Luego,
algin bj € L — L.

Otra observacién importante es que debe existir algin f; € G tal que
fi (bj) # bj, ya que si suponemos lo contrario, para todo f; € G, f; (b;) = b;
lo que implica que b; € LY, contradiciendo nuestra observacién anterior.
Denotemos o = f;.

Mostremos que r > 2. En efecto, si suponemos que r = 1, en la primera
ecuacién del sistema, se tendria lo siguiente

f1 (Ul) b1 =0

con by # 0. Por lo que tendrfamos que f1 (v1) = 0, y como f; es el elemento
neutro de G, lo que implicaria que v; = 0 contradiciendo que {v1, ..., Vp 41}
sea linealmente independiente. Por lo tanto r > 2.

Como (b1, ...,b,—1,1,0,...,0) essolucién del sistema, se tienen ecuaciones

fi(v1) b1+ fi (v2) ba + ... + fi (vy) = 0,

1 < i < n. Entonces, aplicando el morfismo o tal que o (a1) # a1 a f; (v1) bi+
fi (v2) b2 + ... + fi (vr), nos queda

o (fi(v1))o (b1) + ... + 0 (fi (vr-1)) 0 (br—1) + o (fi (vr)) = 0,

1<t<n.
Otra observacién es que G = {of;|f; € G}. La contencién C se da, ya
que G es cerrado bajo la composicién. Para D. Si f; € G, entonces, como
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G es un grupo, o~ € G, y también, a_lfj por lo que f; = aa_lfj, y asi

fi€lofilfi € G}.

De la observacién anterior, tenemos que o f; = f; para alguna 1 < j < n.
Entonces, sustituyendo en

o (fi(v1))o (b1) + ... + o (fi(vr-1)) o (br—1) + o (fi (vr)) = 0,

tenemos

fi(v1) o (b1) + . + fj (vr—1) o (br—1) + fj (vr) =0,

y como tenemos que las ecuaciones f; (v1) b1 + fi(v2)ba + ... + fi(v,) =0
son viélidas para 1 < i < n, para la ecuacion j, se tiene

fj (Ul) bl + fj (’02) bg + ...+ fj (’UT) =0.

Si sustraemos f; (vi) o (b1) + ... + fj (vr—1) o (br—1) + fj (vr) de fj (v1) b1 +
fj (v2) ba + ... + fj (v;) , obtenemos
fi (1) [o (b1) = ba] + ... + fj (vr—1) [0 (by—1) — br—1] = 0,

y como o es tal que o (by) # by, tenemos otra solucién no trivial, ya que
o (b1) — b1 # 0. Esto contradice la minimalidad de r, ya que obtuvimos una
solucién no trivial del sistema con menos de r elementos distintos de cero.
Se sigue que [L : L¢] < n =|G|.

Falta demostrar la igualdad. Por Corolario 2.9, tenemos

|Gal (K — L)| < [L: K].
Ahora, como G es un grupo de automorfismos de L, G C Gal (K — L), asi,
n=|G| <|Gal (K — L)|.

Se sigue que
n=|G| <|Gal (K — L) <|[L:K].

Luego
|G| = [L: LY.

¢

Corolario 2.22. Sea L un campo y G un grupo finito de automorfismos
de L. Entonces Gal (LG — L) =G.
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Demostraciéon: En Teorema 2.21 obtuvimos que
[L: LY =|qG]|.
Ademids, sabemos que G C Gal (LG — L) . Entonces
|G| < |Gal (LY — L) |.
Por Corolario 2.9,
|Gal (LY — L) | < [L: L]

Luego
Gl < |Gal (LY — L) | < [L: LE] = |G|

G| = |Gal (L¢ — L) .

Entonces, como G es un subgrupo finito de Gal (LG — L) del mismo orden
de Gal (LG — L) , concluimos que G = Gal (LG — L) 4

Corolario 2.23. La funcién F' es inyectiva para grupos finitos y cualquier
campo L.

Demostracién: Sean G1, G subgrupos finitos de Gal (L) tales que
LG = L%
Por Corolario 2.22, se tiene
G1=Gal (L — L)

Gy =Gal (L% — L),

y como LC = LE2 obtenemos G = Gs. Luego, F es inyectiva.4

El siguiente resultado de Teoria de Campos, que puede ser consultado
en [11] pdgina 67.

Teorema 2.24. Sean ¢ : K — L un isomorfismo de campos,

K — K(a)
L~ L)
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extensiones algebraicas simples,

me () = Irr(a, K)
mg (x) = Irr(B,L)

los ménicos irreducibles correspondientes, y

¥ K [z] — L[z]
el morfismo inducido por . Si ¥ (ma (x)) = mg(x), entonces existe un
isomorfismo de campos ¢ : K (o) — L (/) tal que ¢|x = ¥ y més ain

¢ (@) = 6.

Teorema 2.25. Consideremos K ~— L una extensién de campos finita
y G = Gal (K — L) . Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) K — L es de Galois.
(2) L es campo de descomposicién de algtin polinomio f (z) en K[z].
(3) K es el campo fijo de G.

Demostracién:(1) implica (2). Como la extensién K — L es finita, e-
xisten ay, ..., a, € L tales que K (a1, ...,a,) = L, con a; algebraico sobre K.
Para cada a; consideremos

gi () = Irr (a;, K).

Como la extension K — L es separable, cada g; es separable. Luego,
g; se descompone en L, ya que a; es raiz de g; y la extensién K — L es
normal . Consideremos

h(z)=g1(x) - gn(z) € K.

Asi, h(z) es separable, ya que cada factor g; es separable; también, h (x)
se descompone en L, ya que cada g; se descompone factores lineales en L,
y como cada ay, ....,a, € L es raiz de h(z), L es campo de descomposicién
del polinomio separable h ().

(2) implica (3). Sea p(z) un polinomio separable con coeficientes en
K tal que L es campo de descomposicién. Mostraremos que K = L por
induccién sobre el numero de raices de p (z) en L — K.
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Si n = 0, tenemos que el nimero de raices de p(z) en L — K es cero,
entonces, p(z) se factoriza en K. Asi, K es campo de descomposicién de
p(x). Luego L = K. Entonces

Gal(K — L) = Gal(L— L)
= {idr}

Por lo tanto L% = K.

Si m > 1, nuestra hipétesis de induccién es: si g (z) es un polinomio
en M [z] con menos de n raices en L — M, entonces LG M—L) — pf,
(M es un campo entre K y L). Lo que demostraremos es: si p(z) € K|x]
es un polinomio con n rafces en L — K, entonces LEUK—L) = [

Sea p (z) € K[z] un polinomio con n raices en L — K. Consideremos una
factorizacion de p (x) en polinomios irreducibles de K|[z],

p(x)=p1(z) - pm(2).

Observamos que alguno de los p; () debe tener grado mayor que uno, ya
que de lo contrario, se tendria que, p (z) se descompe en factores lineales
en K[z]. Asi, obtenemos una contradiccién, ya que p(x) tiene raices en
L — K. Entonces, sin perdida de generalidad, podemos suponer que el grado
de p1 (z) es mayor que 1. Sean aq, ..., a, las raices de p (z) . Son distintas ya
que p(x) es un polinomio separable. Luego, como cada a; es raiz de p(x)
y L es campo de descomposicién de p(x), a; € L, mas atn, a; € L — K, ya
que p; (z) es irreducible sobre K.

Sabemos que K C K (a1). Entonces, como p(z) € K [z], p(z) € K (a1).
Luego, como L es campo de descomposicién de p(z) y a1 € K (a1) es una
rafz, tenemos que p (z) tiene menos de n raices en L — K (a;). Usando la
hipétesis de induccién, obtenemos

K (a1) = LOaUK(@)=D),

Observacién (1): Como las a; son raices del mismo polinomio irreducible
p1 (z) en K, por Teorema 2.24, existen isomorfismos

(52' . K(al) — K(ai),
tales que 6;|x =id y 0; (a1) = a;.

Como L es campo de descomposicién de p (x) visto como polinomio de
K (a1), se sigue cada extensién es isomorfa. Luego, existen isomorfismos
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fi: L— L tales que fi|g(q,) = d;- Entonces, f; € Gal (K — L), ya que

fi‘K(al) = 0
il = id
filk = 1id.

Ahora, mostremos que K es el campo fijo de G, es decir, K = L¢. La
contencién K C LY, se tiene por definicién de LC.

Para la contencién K O LY sea y € LY Primero mostremos que
y € K (a1). En efecto, se tiene que Gal (K (a;) — L) C Gal (K — L),
por la Proposicién 2.6. Entonces, si x queda fijo bajo todos los ele-
mentos de Gal (K — L), también quedara fijo bajo todos los elementos
de Gal (K (a1) — L). Luego, y € LG (K(@1)~L) Entonces, por hipétesis de
induccién

LGal(K(al)HL) - K (a1> ,

se sigue que y € K (a1) .

Veamos a K (a1) como espacio vectorial sobre K. Como 1,az,...,a
una base del espacio vectorial anterior, existen escalares en K tales que

5—1 eg

1

Y =K1+ Koar + ... + Ksa® .

Luego, aplicando cada f; a y, con f;,1 <1i < s, las funciones de observacion
(1), obtenemos

fi () = filk1) + fi(ka) fi (a1) + oo + filks) fi (1),

pero como f; € Gal (K — L), kj € K, 1 < j < s,y fi(a1) = a;, se sigue
que
fi(y) = k1 + ka(ai) + . + ks(ai)* ™,

K—1L)

y como y € LG , obtenemos

Y =K1+ kz(ai) + ...+ ks(ai)s_l.

Luego
O=kr1—y+ k‘Q(ai) + ...+ k‘s(ai)s_l

para 1 < ¢ < s. Consideremos el siguiente polinomio
h(z) = k1 —y + ka(x) + oo + k()L

Por construccion, se sabe que tiene s raices. Pero el grado de h (z) es a lo
mas s — 1, se sigue que todos los coeficientes deben de ser cero. Asi

h(xz) =0.
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Por lo tanto,
r1 =Y,

y como k1 € K, entonces y € K. Luego,

K — [ Gal(K—L)
K es el campo fijo de Gal (K — L).

(3) implica (1) . Para mostrar que la extension finita K — L es de Galois,
necesitamos mostrar lo siguiente:

(i) K — L es separable

(44) K — L es normal.

(i) Sea x € L cualquier elemento y escribamos a G = {fi,..., fn}.
Supongamos sin pérdida de generalidad que f; = idy.

Construyamos el siguiente conjunto

M = {fl ((Z) |fZ € Gal (K — L)} .

Sean aq, ..., a; los elementos distintos de M con a = a;.
Observemos que, dado a; € M, existe unl tal que 1 <[ <ty f;(a) = a;.
En efecto, para cualquier f;, 1 <1 <t, se cumple que

fi(ai) = fj (fi (@),

y como Gal (K — L) = G es un grupo, y fifi € G, existe un s tal que
1<s<ny fifi=fs. Asf obtenemos

fiai) = fs(a),

es decir, los elementos de M sélo son permutados por los elementos de
G=Gal (K —L).
Asi, si consideramos

p(z)=(x—ay)..(z—a)

fi: Llz] — Lia],
tenemos que
filp (@) = (& = fi(ar) ... (z — fi(ar))) .

Como los elementos de M son permutados por los elementos de G = Gal (K — L),
se tiene que
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filp(x)) =p(z).

Por hipétesis, K es el campo fijo de G y fi (p(x)) = p(x) para todo f; € G.
Se sigue que p (z) € K[z]. Entonces, como a; = a, construimos un polinomio
p(z) que tiene como raiz a. Este polinomio es separable, ya que todas las
raices son distintas. Solo falta mostrar que p (z) = Irr (a, K). En efecto,
sea h (z) € K|z| cualquier polinomio que tenga como raiz a, entonces

0= fi(h(a)) = h(fi(a)) = h(ai),

ya que K es el campo fijo de G. Se sigue que cada a;, con 1 < i < ¢, es
raiz de h(x). Luego, si consideramos en particular h(x) = Irr (a, K), se
tiene que p(z)|h(x), y como p(z) es irreducible ménico, obtenemos que
p(z) = h(z) = Irr(a,K). Por lo tanto, Irr (a, K) es separable. Luego, la
extensiéon K — L es separable.

(73) Sea a € L. Construyamos p (z) de igual manera que en (i).

Sea f(x) € K[x] un polinomio irreducible tal que a sea raiz. Por la
observacién anterior, si a es raiz de f (x), entonces todas las a; con 1 <i <t
son raices de f (z) . Entonces p (x) |f (z); también, como f (x) es irreducible
sobre K[x] y a es raiz, se sigue que f (z) [p (z). Luego, existe un d € K —{0}
tal que

f(z) = d(p (x)).

Entonces, si p (z) se descompone en factores lineales de L, f (z) también se
descompone en factores lineales en L. Asi f () tiene todas sus raices en L.
Por lo tanto, la extensiéon K — L, es separable.

Luego, por (i) y (i7), la extensién K — L es de Galois.4

Lema 2.26. Consideremos K — M una extensién finita. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) La extensién K ~— M es normal.

(2) Sea L una extensién de M tal que K ~— L es normal. Entonces,
cualquier monomorfismo f : M — L que deja fijo a K cumple que

f(M)= M.

Demostracién: (1) implica (2). Sea f : M — L un monomorfismo tal
que f|x = id. Mostremos que f (M) = M.



41

Sea a € M. Consideremos p () = Irr (a, K). Se tiene que

ya que los coeficientes de p (x) estdn en K y f|x = idg. Por lo que

f(a) €L

es una raiz de p (z). Entonces, como la extensiéon K — M es normal, ob-
tenemos f(a) € M. Por lo tanto f (M) C M. Falta mostrar la otra con-
tencion, para esto, notamos que f : M — f (M) es lineal e inyectiva. Por el
teorema de la dimensién de espacios vectoriales, se sigue

dim (M) = dim (f (M)) + dim (N (f)) .
Luego, como f es inyectiva, la dimensién del nicleo es cero. Entonces,
dim (M) = dim (f (M),

y como M es una espacio de dimensién finita, la dimensién de f (M) es
finita. Ademds, como f (M) C M, obtenemos que f (M) = M.

(2) implica (1). Sea a € M. Tomemos p (z) tal que a sea raiz. Tenemos
que la extensiéon K — L es normal, y como M C L, se sigue que a € L'y
p(x) se descompone en factores lineales en L. Asi, si consideramos b € L
cualquier raiz de p (x), por Teorema 2.24, existe un isomorfismo

f:K(a) — K(b)

tal que f(a) = by f|x = id. También, como K »— L es normal y finita,
por Proposicién 2.13, tenemos que es campo de descomposicién de algiin
polinomio h (z) € K. Entonces, si consideramos a h(z) € Kla] 6 h(z) €
K|[b], L es campo de descomposicién de h (x) visto como polinomio en K[a]
o Kb]. Luego, existe un isomorfismo

0: L — L

tal que d|gq = f. Se sigue que 0 (a) = b. Entonces, como 0|y : M — L es
un monomorfismo tal que (d|pr)|x = id, por hipétesis

6|a (M) =M

y como a € M, se sigue que b = |57 (a) € M. Por lo tanto, b € M, y como
b es una raiz cualquiera de p (z), todas las raices de p (x) estdn en M.4
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Lema 2.27. Sea K — L una extensién. Si M es un campo entre K y
L,y f € Gal (K — L) . Entonces

S(f(M))=fS(M)f

Demostracién: Primero mostremos que S (f (M)) D fS (M) f~1. Sabe-
mos que

FSM) f~H={frf v e S(M)=Gal (M — L)}.

Para esta contencién, mostremos que cualquier elemento z/ de f (M) per-
manece fijo bajo cualquier elemento fvf~!. Asf obtendremos que fvf~! €
Gal (f (M) — L) . En efecto, sea z/ € f (M) . Entonces existe algin z € M
tal que f (z) = /. Sea fyf~' € fS (M) f~1. Se sigue que

(frf=H (@) = (Frf ) (f (@),

ya que f (z) = z/. Entonces, como fS (M) f~! es un grupo, en particular,
es asociativo. Obtenemos

(ffH@E) = (1)@
= fv(x).

Sabemos que z € M y v € Gal (M — L). Entonces, v (x) = z. Susti-
tuyendo,

(fAf () = (ffh) (@
= fy(=)

y como f (z) = x/, se tiene que (fyf~!) (/) = 2/. Luego x/ € f (M) per-
manece fijo bajo todo elemento de fS (M) f~1. Se sigue que

FS(M) £~ € Gal (f (M) — L) = S (f (M)).

Para la contencién S (f (M)) C S (M) f~1 ocuparemos fS (M) f~1 C
S (f (M)). Sustituyamos f~! en el lugar de f. En consecuencia

FIS (M) fes (7).
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Consideremos S (f (M)) en lugar de S (M) . Obtenemos

FAS () fCS(fFH (M)
Luego
RS (f (M) fcS(M).
Entonces
S(f (M) C fS(M) [
Por lo tanto
S(f (M) = fS(M) [
¢
Para poder demostrar el Teorema fundamental de la Teorfa de Galois

tenemos que suponer el siguiente teorema que puede ser consultado en [11]
péagina 95

Teorema 2.28. Sean ¢ : K — K/ un isomorfismo de campos y f (z) €
K [z] un polinomio. Sea L un campo de descomposicién de f sobre K y
sea L/ un campo de descomposicién de ¢ (f) sobre K/. Entonces, existe un
isomorfismo ¢ : L — L.

Teorema 2.29 (Teorema fundamental de la teoria de Galois).
Consideremos una extensiéon K — L de Galois y G = Gal (K — L).
Entonces:

(1) |Gal (K — L)| =[L: K]

(2) Las funciones F' y S son inversas una de la otra.

(3) Si M es un campo entre L y K, entonces:

(1) S (M ) Gal (M — L) | = [L: K]

(i) [M : K] = |5‘(G|)|

(4) Si M es un campo entre L y K. Entonces, M — L es normal si, y
solo si, Gal (M — L) es un subgrupo normal de Gal (K — L)

(5) Si M — L es normal, se tiene que el grupo de Galois Gal (M — L)
es isomorfo al grupo cociente Gal (K — L) /Gal (M — L).

Demostracién: (1) Por Teorema 2.21, se tiene que
[L: LGN~ — |Gal (K — L) |.

Luego, como la extension K — L es de Galois, por Teorema 2.25, tenemos
que el campo fijo de Gal (K — L) es K. Sustituyendo, obtenemos

[L: K] =|Gal (K — L)|



44 CAPITULO 2. TEORIA DE GALOIS.

(2) Mostremos que F'y S son inversas.

Demostremos que

F: S'U,bKHL — CamKHL

es suprayectiva.

Sea M € Subg,.r . Sabemos que K — L es de Galois, por Teorema
2.25, L es campo de descomposicién de algiin polinomio f (x) € K [z]. Pero
como K C M, sesigue que f (x) € M [z]. Asi, L es campo de descomposicién
de f (z) en M [z], entonces, por el mismo teorema, la extension M — L es
de Galois y M = LGaM—L) Por definicién de F,

F(Gal (M — L)) = M.

Luego, F' es suprayectiva.
Ahora, ya podemos probar que son inversas una de la otra. Mostremos
que
H = (SF)(H)

con H € Subg..1,y
M = (FS(M))

con M € Camg,.r.
Primero demostremos que H = (SF) (H) . Sea H € Subg.. 1. por Coro-

lario 2.22,
H=Gal (L™ —L).

Por definicién de F,
F(H)=1L".

Entonces, sustituyendo F (H) = L¥ en H = Gal (L# — L), obtenemos
H = Gal(F(H)— L)

= S(F(H))
= (SF)(H).

Ahora, mostremos que M = (FS(M)). Sea M un campo entre K y
L. Cuando demostramos que F' es suprayectiva, lo que observamos fue que
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M = LGUM—L) Por definicién,
M = [Ga(M—L)
= F(Gal(M — L))
= F(5(M))
= (FS)(M).

Luego, F' y S son inversa una de la otra.

(3) (i) Sea M un campo entre K y L. Cuando demostramos que F' es
suprayectiva, se observé que M — L es de Galois. Entonces, por la parte
(1) de este teorema,

[L:M]=|Gal (M — L)|,
y por definicién, S (M) = Gal (M — L) . Luego

[L:M] = |Gal(M—L)|
S (M),

(7i) Por teorema de Teoria de Campos,
[M:K]-[L:M]=[L:K].
Despejando a [M : K]

Por (3) (7)
|S(M)|=[L:M].
Luego, por (1),
[L: K] =|Gal (K — L)|.

Entonces, como

G = Gal (K — L),

se sigue que
G|
1S (M) |

[M: K] =

(4) Sea M un campo entre K y L tal que la extensién K ~— M es normal.
Probemos que S (M) es normal en G = Gal (K — L), es decir, que para
cualquier f € G

fS(M) ft=5(M).



46 CAPITULO 2. TEORIA DE GALOIS.

Por el Lema 2.27,
FS(M) f~H=5(f (M)).
Para demostrar fS (M) f* = S (M), es suficiente mostrar que f (M) = M.

Sabemos que f : L — L es un isomorfismo que deja fijo a K. Ahora, como
las extensiones K — Ly K — M son normales y f : |y : M — L es un
monomorfismo que deja fijo a K, por Teorema 2.26,

f (M) =M.
Entonces, sustituyendo en fS (M) f~1 = S (f (M)), obtenemos
fS(M)f~H=5(M).
Luego, S (M) es normal en G.

Supongamos que S (M) es normal en G = Gal (K — L). Mostremos
que dado cualquier monomorfismo f : M — L tal que f|x = id, cumple que
f(M) =M.

Como K — L es normal, también K — M es normal. Luego, como la
extension K — L es de Galois, entonces L es campo de descomposicién de
algin polinomio h (z) en K.

Ahora, K C M implica que h(z) € M[x]. Asi, L es campo de descom-
posicién de f (x) sobre M ().

Aplicando f a h(x)

(b (@) =h(@),

ya que f|x = id. Entonces, h(z) € f (M) [z]. Asi, L también es campo de
descomposicién de h (x) sobre f (M) [x]. Luego, por teorema 2.28, existe
un isomorfismo

0:L— L

tal que
Olar = f.

Por lo tanto, 6 € G = Gal(K — L), ya que 0|y = fy flg = id.
Ademads, como S (M) es normal en G,

6S(M)s™t =8 (M),

y por Lema 2.27,
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6S (M)6~t =S (6 (M)).
Juntando las dos igualdades, obtenemos
S (M) =5(6(M)),
y por el inciso (2), S es inyectiva. En consecuencia
M=4§(M),

pero como 0|y = f
M = f(M)

entonces, por Lema 2.26, como f es arbitrario y la extensiéon K — L es
finita y nomal, la extensién K ~— M es normal.

(5) Sea M un campo entre K y L tal que K — M sea normal. Para
demostrar que Gal (M — L) = Gal(K — L) /Gal (M — L), construire-
mos un homomorfismo

¢: Gal (K — L) — Gal (K — M)

que sea suprayectivo, con nucleo Gal (M ~ L) . Asi, por el primer teorema
de isomorfismo de grupos, se tendrs

Gal (M — L) = Gal (K — L) /Gal (M — L).

Definamos
¢:Gal (K — L) — Gal (K — M)

¢ (f) = flu-

Veamos que estd bien definida. Como f|y; : M — L es un monomorfismo
que deja fijo a K y las extensiénes K — L y K — M son normales, por
Lema 2.26, f (M) = M. Entonces, f (M) = M y f|x = id. Se sigue que
flam € Gal (K — M) . Luego, ¢ esta bien definida.

Mostremos que ¢ es homomorfismo de grupos. Sean

fig€Gal(K — L).

Entonces
¢(fog)=Ffoglm=flmoglm=0¢(f)od(g).

Luego, ¢ es un homomorfismo de grupos.
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Observemos que ¢ es suprayectivo . Sea f € Gal (K — M). Como la
extension K — L es de Galois, L es campo de descomposicién del algin
polinomio h(z) en K [z]. Entonces, como K C M, se sigue que h(z) €
M [z]. Asi, L es campo de descomposicién del polinomio h (z) sobre M [x].
Notemos que f|x = id implica f (h(z)) = h(x). Luego, por la unicidad del
campo de descomposicién, existe § : L — L tal que é|p; = f. Como K C M,
se sigue que d|x = f|x = id, es decir,

§ € Gal (K — L)

¢(0) =0lm = f.

Por lo tanto, ¢ es suprayectiva.
Por 1ltimo, calculemos el nicleo de ¢:

ker (¢) = {fe€Gal(K—L)| flu =id}
= {f:L — L esisomorfismo| f|y = id}
= Gal(M — L).

Entonces, ¢ es un homomorfismo suprayectivo con nicleo Gal (M — L) .
Luego, por el primer teorema de isomorfismo de grupos

Gal(M — L) = Gal (K — L) /Gal (M — L).



Capitulo 3

Solubilidad por radicales.

3.1 Grupos solubles.

Definicién 3.1. Un grupo G es soluble si existe una cadena finita de
subgrupos

e=GpcCcGiC..CcG,=G

tal que cada G; < Gi11, 0 < ¢ < n — 1y los cocientes G;11,/G; son
abelianos.

Definicién 3.2. Consideremos G un grupo. Si a,b € G, definimos el

conmutador de a,b
aba~ 171,

Utilizaremos la notacién [a,b] = aba=1b~!

Denotaremos con [G, G] el subgrupo de G generado por los conmutadores
[a,b] y sus inversos con a,b € G. Observamos que ([a,b]) " = [b, d]

El grupo [G, G| se llama el subgrupo conmutador de G.

Lema 3.3. Sea G un grupo. Entonces,

49
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(1) [G,G] es un subgrupo normal de G.

(2) El grupo cociente G /[G, G| es abeliano.

(3) Si M es un subgrupo normal de G, tal que G/M es abeliano, entonces
[G.G] C

Demostracion:

1) Si z € [G, G], por definicién, es un producto finito de la forma

x = [a1,b1] - - - [an, by).

Procederemos por induccién sobre el nimero de factores en el producto. Si
n = 1, tenemos x = [a,b] con a,b € G. Sea g € G. Entonces

gla,blg™t = gaba b tg?

= gag 'gbg 'gatg b g !

= [gag™t, gbg™ ] € [G,G).

Por lo tanto gla,blg~! = [gag™!,gbg™!] € [G,G]. En otras palabras, al
conjugar el conmutador de a y b, tenemos el conmutador de gag™! y gbg~?.

Supongamos que, si y € [G,G] y g € G tal que
y= [alabl] o [anabn]

con a;,b; € G, 0 < i <n. Entonces

gyg = gla1,b1] - - [an, bylg € [G,G].

Demostremos que, si  es un producto de n+ 1 elementos de [G,G] y g € G,
entonces

grg~t €[G,G]
Sea z € [G,G] un producto de n + 1 conmutadores y g € G. Entonces,

T = [ala bl] e [an> bn] : [anJrl? bTLJrl]

con a;,b; € G, 0 <4 <n+ 1.Notemos que

gngl = glay,b1] - - - [an, bn]gfl - glany1, bn+1]971

Sabemos que
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g[al)bl] te [anubn}gil S [Gu G]a
por hipétesis de induccién, ademaés

g[an+1, bn—‘,—l]gil S [G, G],

por el caso n = 1. Entonces, como [G, G] es un grupo, tenemos que grg ' =

gla1,b1] - -+ [an, bulg™ ! - glant1,bnt1]g™! € [G,G] . En consecuencia, [G, G]
es normal en G.

(2) Seaa-[G,G]yb-[G,G] € G/|G,G] con a,b € G. Entonces

(a-[G,G])-(b-]G,G]) = ab-[G;G].

= (ab)(b"ra"tba) - [G,G] ya que b ra"tba € [G,G).
= (ba)-[G,G].

Asi, el grupo G /|G, G|, es abeliano.

(3) Afirmacién: cualquier generador del conmutador es elemento de en
M. En efecto, sea a 'y b € G. Entonces, como G /[G, G] es abeliano, tenemos

ab- M = ba - M.

Si multiplicamos por la clase lateral a='b~! - M a la ecuacién anterior, ob-
tenemos:

(ab-M)-(a 071 M)=(ba-M)-(a 071 M).

Entonces
aba b1 M = M.

En consecuencia, aba~'b~! € M.

Como M es un subgrupo de G, entonces, es cerrado bajo productos
finitos de sus elementos, en particular para los elementos del conmutador.

Luego [G,G] C M .4
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Una observacién importante del inciso (3), es que el conmutador de un
grupo es el minimo grupo que hace conmutativo los cocientes con respecto
de la contencion.

Denotemos con G = [G, G] y construyamos la siguiente sucesién.

G = GG
G = GG
Gn+1 — [Gn’Gn]

Observaciones:
Por definicién, G**! = [G, G?]. Entonces, por Lema 3.3, como G**! es
el subgrupo conmutador de G*, tenemos G*+! < G".

Sabemos que [G, G] es caracteristico en G y como [Gl, Gl} =G? Gt
entonces, G?> < G ( Ver Lema 5.20 de [7]). Haciendo este paso recursiva-
mente, se tiene

G" <1 G para todan >0

En Lema 3.3 se mostré que el cociente entre un grupo y su conmutador
es abeliano. Asi G' /Gt es abeliano.

Resumiendo lo anterior, nuestras observaciones son:

1) G < G parai >0
2) G" < G para todan >0
3) G'/G**! para es abeliano. i > 0

Dadas estas observaciones, es sencillo dar una equivalencia de la defini-
cién de grupo soluble, qué es el propdsito del siguiente teorema.
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Teorema 3.4. Sea G un grupo. Entonces G es soluble si, y sélo si,
existe un natural n tal que G™ = e. ( e es el elemento neutro de G).

Demostracién:
Supongamos que G es soluble. Por definicién, existe una cadena

e=GyoCG...CGp=G

tal que G; <t Gi+1, 0 < i <mn—1, ylos cocientes G;+1,/G; son abelianos.

Entonces, como los G;+1,/G; son abelianos y el conmutador de un grupo
estd contenido en el grupo ([Git1,Git1] C Git1), por Lema 3.3 parte (3),
tenemos:

Gl = [G7 G] = [G’I’MGH] - Gn—l

G? = [GlaGl] - [anlaanl] C Gp—2

G"=[G"1,G" C[G1,G1] CGo=e
Asf, G = e.

Supongamos que G™ = e. Por las observaciones anteriores, la cadena
e=G"C..CG'CG"=G

cumple que G**' < G* para toda i > 0 y los cocientes G',/G**! son
abelianos. Por lo tanto, G es soluble.¢

Teorema 3.5. Sea G un grupo. Entonces

(1) Si H es un subgrupo de G y G es soluble entonces, H es soluble.

(2) Si H es un subgrupo normal de G y G es soluble entonces, G,/ H es
soluble

(3) Si H es normal en G tal que H y G/ H son solubles entonces, G es
soluble.
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Demostracion:
(1) Sea G un grupo soluble. Por Teorema 3.1, tenemos que
G" =e.
Ademsds, como H C G entonces, H" C G" = e. En consecuencia H™ = e.

(2) Consideremos
p:G— (G/H)

el epimorfismo canénico. Sabemos que ¢ suprayectivo implica ¢ (G™) =
¢ (G)". Luego, como G es soluble, por Teorema 3.4, existe n tal que
G" = e. Asi,

e-H=0p(e)=¢(G")=¢(G)"

y como ¢ (G) = G/H entonces
e H = p(G)" = (G/H)".
Por lo tanto G/H es soluble.

(3) Sea (G H) soluble, entonces por Teorema 3.4, existen un naturales
n,m tales que G /H 2 (G/H) ... 2 (G/H)" = e-Hy H™ = e . Tomemos
¢ igual que del inciso anterior. Sabemos que (G,H)"™ = e implica que
© (G™) = e. Por lo tanto G™ C H. Asf, (G")" = G™™" = H™ = e. Se sigue
que G es soluble.

Proposicién 3.6. Sea S,, n > 5. Si N un subgrupo normal de G
contiene todos los 3-ciclos de S,,, entonces N! = [N, N] contiene todos los
3-ciclos de S,.

Demostracién: Sean a,b,c,d, e € S, distintas, como N contiene a todos
los 3-ciclos, en particular o = (abc) y 7 = (ade) estén en N. Luego

oro~! = (abc)(ade)(cha)(eda)
= (abd) € N'.
Como N' < S, para todo 7 € G,

m(abd)r~t € N*.
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En particular, para m € S, tal que

m(a) = r
w(b) = s
w(d) = t

donde r, 5, t son elementos adbitrarios diferentes de S,,. Entonces, 7(abd)n~! =
(rst) € N para cualquier (rst) 3-ciclo de S™.4

Estamos preparados para probar el resultado fundamental de esta se-
ccion.

Teorema 3.7. Sin > 5. El grupo S, no es soluble.

Demostracién: Sabemos que A, es subgrupo normal de S, . Entonces,
por Teorema 3.6 tenemos que Al = [A,, A,] contiene todos los tres ciclos
de S,,. Ahora como A,, estd generado por todos los tres ciclos de S, se tiene
que

A, C Al =1[A,, A,].

Luego, como A, es el tinico subgrupo de S, obtenemos
A, = Al =1[A,, A,].
haciendo lo mismo recursivamente, obtenemos
Ay = A, #e.

Asi, por Teorema 3.4, S, no es soluble.¢

3.2 Extensiones ciclotémicas.

A partir de este momento trabajaremos con campos de caracteristica cero.
Supondremos el siguiente resultado que puede ser consultado en [11] pdgina
120.

Teorema. Sea K un campo. Si G es un subgrupo finito del grupo
multiplicativo K — {0}, entonces G es ciclico.
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Consideremos 2" — a € K [z] y L campo de descomposicién de z" — a
sobre K. Como K es de caracteristica cero el polinomio 2™ — a, es separable,
sean aq, ...,y las raices distintas de " — a. Entonces, se tiene

(aiagl)n = (a;)" (a;l)n =a(a) =1

Asi, los elementos alafl, agafl, . anafl, son las n raices n-ésimas de 2" —1
en L. Entonces conviene primero estudiar los campos de descomposicion de
polinomios de la forma ™ — 1.

Ahora, como las raices n-ésimas de la unidad forman un grupo finito
contenido en L — {0}, por el teorema anterior se tiene que ese grupo es
ciclico. Entonces, si w es generador de ese grupo, le llamaremos una raiz
primitiva n-ésima de la unidad.

Observacion:
El polinomio z" — a, se factoriza

(:E—a)(:c—aw)--'(x—aw”_l).

En efecto, como cualquiera de alafl,agafl,..,anafl es una raiz de la
unidad, si w una raiz primitiva n-ésima de la unidad entonces, ajal_l es una
potencia de w. Asi, reordenando si fuera necesario, tenemos lo siguiente

s S L
ajo; s =w
Multiplicando por aq, obtenemos que
i—1
aj = oqw’ .

Ademds, como aq, ..., a, son todas las raices de =" — a entonces, este poli-
nomio se factoriza

(z—a1)(z—aqw) - (z— alwnfl) .
Luego, como a7 es cualquier raiz de z™ — a, se sigue
(w—a)(x—aw)--'(aj—aw"_l),
con «, cualquier raiz de z" — a.

Observacién: si " —a € K [z], L su campo de descomposicién y w
una rafz primitiva n-ésima de la unidad. Entonces, cada automorfismo de
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Gal (K (w) — L) queda determinado por su accién sobre «, con a alguna
raiz de 2" — a. Esto es, si 0 € Gal (K (w) — L) entonces

o(a) = aw’ (@)

conl<j(o)<n.
En efecto, como ™ — a se factoriza

(r—a)(z—aw)--- (x—ozw”_l)

entonces L = K (a,w) es el campo de descomposicién de 2™ — a. Luego, si
o € Gal (K (w) — K (a,w))

(@ ()" = o(a”)

I
—~
S
~

ya que « es raiz del polinomio ™ —a y a € K. Entonces, (0 («)) es alguna
raiz de 2™ — a. Asi, por la observacién anterior

o(a)= aw’ (@)
con 1 <j(o)<n.
Sea
p: L — Zn

el epimorfimos canonico. Denotaremos p (q) = ¢”* donde ¢ € Z.

Teorema 3.8. Sea K un campo. Si L es campo de descomposicién de
z" —a € K [z]. Entonces, L contiene una raiz primitiva n-ésima de la unidad
y el grupo Gal (K (w) — L) es ciclico y su orden divide a n.

Demostracién: Por las observaciones anteriores, L = K (a,w) con «
cualquier raiz de ™ — a y w raiz primitiva de la unidad. Sélo falta mostrar
que el grupo de automorfismos es ciclico.

Definamos
IT: Gal (K (w) — K (w,®)) — Zy,

de la siguiente manera. Si o € Gal (K (w) — K (w, @))

(o) =j(o)"
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con o (o) = aw? (@),

Afirmacién: II estd bien definida. Sean 0,7 € Gal (K (w) — K (w, )
tales que 0 = 7. Por las observaciones anteriores

o(a)= aw’ (@)
7 (a) = aw’(™,
Ademds, como o = 7, se sigue j (o) = j (7). Luego

(o) =1I(7).

Asi, II estd bien definida.
Mostremos que IT es un homomorfismo de grupos. Sean o, 7 € Gal (K (w) — K (w, @)).
Calculemos (o o 7) (@)

(0oT)(a) = oor7(a

ya que w € K (w),

Entonces

I(oor) = j(o)+3j(7)

J
= II(o)+1I(7).

Luego, IT es homomorfismo de grupos.
IT es inyectivo. Sea o € Gal (K (w) — K (w,a)) tal que II(c) = 0.
Sabemos que dado 7 € Gal (K (w) — K (w, @))

7 (a) = aw’(

con 0 < j (1) < n—1. Se sigue que I (o) = 0 si, y sélo si, j(o) =0 ya

que 0 < j (1) < n — 1. Luego, j(6) = 0 si, y sélo si, o (a) = aw?(?) = a,
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entonces, o es el morfismo identidad de Gal (K (w) — K (w,«)), se sigue
que II (o) = 0 si, y solo si, o es el morfismo identidad. Por lo tanto II es
inyectiva. Asi, Gal (K (w) — K (w,a)) es isomorfo a un subgrupo de Z,.
Luego Gal (K (w) — K (w, @)) es ciclico y su orden divide a n. ¢

3.3 Extensiones radicales.

Definicién 3.9. Una extension finita L — K se llama una extension
radical si existe una torre de campos de la forma

K=KycKiCc..CcK,=1L (1)

donde cada subextensién K; — Kj1 se obtiene adjuntando una raiz de
un polinomio ="/ — a; con a; € K; y un entero n;.

A una torre de la forma (1) le llamaremos una torre radical

Una extensién finita K ~— M se le llama soluble por radicales si existe
una extensién radical K — L tal que M C L.

Definicién 3.10. Sea K un campo, f € K[z| y M campo de descom-
posicién de f. Diremos que f es soluble por radicales si la extension
K — M es soluble por radicales.

Lema 3.11. Sea K »— L una extensién finita. Si N es la cerradura
normal de K »— L. Entonces, N estd generado por subcampos L1, ..., L, que
contienen a K y tales que las extensiones K — L; son isomorfas a K ~— L.

Demostracién: Como K — L es finita, entonces L = K(ay, ..., a,) con los
a; algebraicos sobre K. Ahora, para cada a;, consideremos §; = Irr(K,a;) y
M el campo de descomposiciéon de f = 67 ---6,. Como a; son algunas raices
de f, tenemos que L C M. Luego, como M es campo de descomposicién de
f, la extensién K ~— M es normal y por definicién de cerradura normal,
N = M. Sea b; cualquier raiz de 6;, como a; es raiz de 0;, por Teorema
2.24, las extensiones K — L = K — K(a1,...,aj,...,an) y K — Lj = K —
K(ai,...,bj,...,a,) son isomorfas. Luego, si hacemos variar b; sobre todas
las raices de 6, y hacemos variar j de 1 a n , generamos al campo N = M.4

Observacion:
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En el lema anterior obtuvimos:

L=K»— K(al, ey Qg ...,an) ~ Lj =K — K(al, ...,bj, ...,an).
Si ai,...,a, € L forman una torre radical sobre K — L

K C K(a1) C ... C K(a1,...,an) = L,

entonces, también los by, ...b,, forman una torre radical
KCK(b)C..CK(by,...,bp)
donde b; es alguna raiz de Irr (aj, K) con 1 < j < n.

Sea 0 = Irr(aj, K). Como b; es raiz de 6;. Mostremos que
0; = Irr(a;, K) = Irr(bj, K).

En efecto, si suponemos que 6; = Irr(a;, K) # Irr(b;, K) = 6;. Como

ambos son ménicos, irreducibles, nicos y b; es rafz de 6; tenemos que

gr(0;) > gr(d;), (no puede ser gr(#;) < gr(d;) ya que §; serfa un polinomio

de grado menor, que se anula en b; y esto contradice que Irr(bj, K) = 0;.)

Como K es un campo, podemos ocupar el algoritmo de la divisién en K|x].
Para 0;,0; existen f, g tales que

0; = fo; +g donde gr(é;) > gr(g)

Evaluando en b; tenemos
0;(bj) = f(b;)d;(b;) + g(bj) =0

como §;(bj) = 0, entonces g(b;) = 0. Claramente g = 0 ya que de lo con-
trario, g serfa un polinomio de grado menor que J; que se anula en b;.
Asi, 0; = fé;. Por otro lado, gr(6;) = gr(fé;) = gr(f) + gr(d;) y como
gr(8;) > gr(6;) # 0, entonces, 1 < gr(f) < gr(6;).

Luego, evaluando en a;, tenemos 6;(a;) = f(a;)d;(a;) = 0. Sabemos que
dj(aj) # 0 ya que de lo contrario serfa un polinomio de grado menor que
f; que se anula en a; y esto contradice §; = Irr(aj, K). Entonces, como
K [z] es dominio entero ya que K es un campo, tenemos que f(a;) = 0, esto
contradice que 6; = Irr(aj, K) pues f es un polinomio de grado menor que
se anula en a;. Luego, 0; = §; = Irr(aj, K) = Irr(b;, K).
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Asi, la extensiéon K (by,...,bj—1) — K(b1,...,b;) es obtenida de adjuntar
una rafz de un polinomio de la forma 2" —a con a € K(b1,...,b;_1), ya que
b; es raiz del mismo polinomo que aj, y como Irr (aj, K) divide a cualquier
polinomio del cual a; sea rafz, en particular, divide a 2" — a. Se concluye
que K — K (b1, ...,b,) es una extensién radical.

Proposicién 3.12. Si K »— L es una extensién radical y N es la
cerradura normal de K ~— L, entonces K ~— N es radical.

Demostracion: Por Lema 3.11, N estd generada por los subcampos
Ly,.., L, tales que K »— L; = K »— L. Probemos por induccién sobre el
nimero de subcampos que generan a N y contienen a K. Sin = 2, N
estd generado por los subcampos Li y La. Demostremos que K — N es
radical. Por la observacién anterior, cada K — L; es radical. Entonces, si
ai,...,an € L1 forman una torre radical sobre K »— L1, se tiene que

K C K(al) C...C K(al, ...,an) = L,

cumple que cada subextensién K; — K; 1 es obtenida de adjuntar una raiz
de un polinomio de la forma z™ — a con a € K.

Sean b1, ...,b,, € Lo los que forman una torre radical sobre K ~— Lo,
entonces

K CcK(b)C..CK(br,....,bm)

cumple que cada subextensién K; — K;;1 es obtenida de adjuntar una raiz
de un polinomio de la forma z™ —a con a € K;. Consideremos las extensiones

K c K(a)C..CK(ay,...,an) C
- K(al, ...,an,bl) C K(al, ...,an,bl,bg) C....C
C K(al,...,an,bl,...,bm) = N.

Notamos que, cada subextensiéon K; — K;;1 se obtiene de adjuntar una
rafz de un polinomio de la forma 2" — a con a € Kj;, ya que los aj, b; son
raiz del mismo polinomio. En consecuencia K — N es radical.
Supongamos, que si M estd generado por n subcampos que contienen a
K, entonces K — M es radical. Mostremos que si K — N esta generado
por n + 1 subcampos entonces, K ~ N es radical. Sean Ly, ..., Ly, Lyt
subcampos que generan a N y contiene a K. Consideremos primero L1, Ls.
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Sean ai, ..., Gn, b1, ..., by, los que forman la torre radical de K — Ly y K —
Lo respectivamente. Por el caso n = 2

N' =K — K(a1,...ap, b1, ..., bpy)

es radical. Luego, considerando N’, Ls, ..., L,,11, tenemos n subcampos que
generan a N y contienen a K. Asi, por hipdtesis de inducciéon, K — N es
radical. ¢

Observacidén: Si K es un campo y w es raiz primitiva n — ésima de la
unidad, entonces Gal (K — K (w)) es abeliano.

En efecto, sea 0 € Gal (K — K (w)) y a + bw con a,b € K. Entonces,
como o es homomorfismo de campos
o(a+bw)=a+bo(w).
Asi, basta calcular o (w) para determinar o. Para esto observemos que
ow)" = o")
= o(1)
= 1

Entonces, o (w) es una raiz n — ésima de la unidad. Luego, como w es
raiz primitiva n — ésima de la unidad, o (w) debe ser alguna potencia de w,
digamos j (o) con 1 < j (o) < n.

Mostremos que Gal (K — K (w)) es abeliano.

Sean 0,7 € Gal (K — K (w)) y a + bw € K (w) . Entonces

(coT)(a+bw) = ooT(a+ bw)

oot (a)+ oot (bw)
= o(a)+o((br(w))

= a+bo (wj(T))

= a+bo (w)’"

= a+b(ow)™

= a+b(r (w))j(g)

= 71o0(a)+To0 (lw)
= 7100 (a+bw)

= (1o0)(a+bw).
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Luego, Gal (K — K (w)) es abeliano.

Teorema 3.13. Sea K — M una extensién finita, normal y radical.
Entonces, Gal(K ~— M) es soluble.

Demostracion: Sea m el producto de todos los primos diferentes que
dividenan = [M : K]y F' = K(w) donde w es una raiz primitiva m — ésima
de la unidad. Consideremos el diagrama de campos:

Sabemos que M (w) es campo de descomposicién de ™ — 1. Por Teo-
rema 2.25, M — M (w) es de Galois. Luego, K — M (w) es de Galois, pues
K — M es radical, finita y normal. Entonces, por el teorema fundamental
de la teorfa de Galois

Gal(K — M) = Gal(K — M(w))/Gal(M — M(w)).

Asi, si mostramos que Gal(K (w) — M (w)) es soluble entonces, por Teo-
rema 3.5 también lo serd Gal(K — M (w)), ya que Gal(K (w) — M(w))
es subgrupo de Gal(K — M (w)). Ademas, si Gal(K — M(w)) es solu-
ble, entonces el cociente con cualquier subgrupo normal H de Gal(K —
M(w)) también lo serd por Teorema 3.5. Entonces, basta mostrar que
Gal(K (w) = M(w)) es soluble. Ahora, como K — K(w) es campo de
descomposicién de 2™ — 1, por Teorema 2.25, K — K(w) es de Galois, y
por la observacién anterior, Gal (K — K (w)) es abeliano y por lo tanto, es
soluble. Asi, por el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois

Gal(K — K(w)) = Gal(K — M(w))/Gal(K(w) — M(w)).
Asi, si probamos que Gal(K(w) — M(w)) es soluble entonces, Gal(K —
M (w)) también lo sera por Teorema 3.5 parte (1). Entonces, basta probar

que Gal(K(w) = M(w)) es soluble. Para esto, como K — M es radical,
existe una torre radical

K=LyC..CL =M
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donde cada subxtensién L; ~— L;y1 es obtenida de adjuntar un raiz de un
polinomio de la forma z* — a; con a; € L;. Definiendo Ljt = Lj(w), se tiene
una torre de extensiones

K(w)= Lo/ C ... C L, = M(w)

que es radical, ya que cada subextensién L;/ — L; 1/, se obtiene de adjuntar
una rafz de zFi —a;, con a; € L; C L;/. Luego, como la subextensién L; 1/ —
Ljt es de la forma L;/ = L;/(u;) donde u; es raiz del polinomio 2™ — a; €
Lj_1/[z], entonces, como nj|m y L;j_i/ contiene la raiz primitiva m—ésima de
la unidad w, en consecuencia L;_1/ contiene a la rafz primitiva n;—énesima

¢ =w". Asi, L;j/(uj) contiene todas la raices de 3" —a;, es decir, L;/(u;) es
campo de descomposicién de £ — a;. Luego, por Teorema 2.25, se tiene
que la subextensién L;/ — L; 1/ es de Galois. Entonces, por Teorema 3.8,
el grupo Gal(Lj_1/ — Lj/) es ciclico y su orden divide a n;.

Definamos

G; = Gal(Ljl — M(w))
Gj_l = Gal(Lj_ll — M(w))

Ahora, por el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois, en la torre
de campos L;j_1/ C Lj/ C M(w), y como cada subextensién es de Galois, se
sigue

Gj < Gj_l

y como Gal(L;_1/ — L;!) es ciclico, la sucesién de subgrupos

1 =Gal(Lyt — M(w)) C ... C Gal(Ly/ — M(w)) = Gal(K (w) — M(w))

nos dice que, Gal(K (w) — M(w)) es un grupo soluble. Asi, Gal(K — M)
es soluble. ¢

Corolario 3.14. Sea f(z) € K[zx] y M campo de descomposicién de
f(z). Si f(x) es soluble por radicales, entonces Gal(K ~— M) es un grupo
soluble.

Demostracién: Como M es campo de descomposicion de f(z) entonces
la extensién K »— M es normal. Luego, como N es la cerradura normal de
K — M y M su campo de descomposicién de f(x), tenemos que M = N.
Asi, por Proposicién 3.12, K ~— M es radical, y por Teorema 3.13,
Gal(K — M) es soluble. Luego, f(x) es soluble por radicales.4
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3.4 El problema inverso de Galois.

Definicién 3.15. Sea Q »— L una extensién. Un elemento o € L es
trascendente sobre QQ, si no existe polinomio con coeficientes en Q tal que
« sea raiz.

Definicién 3.16. Se dice que un conjunto {t¢i,...,t,} es algebraica-
mente independiente sobre Q, si dado cualquier f (z1,...,x,) € Q[z1, ..., 4],
se tiene que f (t1,...,t,) # 0.

Supondremos los dos siguientes teoremas que pueden ser consultados en
3]

Teorema 3.17. Sea « algebraico sobre Q . Entonces

eOt

con e el nimero de Euler, es trascendente sobre Q.

Teorema 3.18. Consideremos aq, ..., a, algebraicos distintos sobre Q.
Entonces el conjunto

{e",...,e}

es algebraicamente independiente.
La siguiente proposicién se puede consultar en [11] pdgina 56.

Proposicién 3.19. Sea K — L una extensiéon y a € L. Si K — K («)
es la extensién simple obtenida al adjuntar a a K. Entonces,

f ()

K(a)={g(®:f(x),g(x)€K[w] yg(o«)#o}

Corolario 3.20. Sea K un campo. Consideremos la extensién K (t1, ...t,)
con {ti,...,t,} algebraicamente independiente. Entonces, cada elemento de
K (t1,..,tn) es de la forma

ft,.stn)
g (tl, ceny f,n)

con f(x1,.ey®p),g(T1,..., Tn) € K21, .0y Tp].
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Recordemos los siguiente resultados de Teoria de Campos; pueden ser
consultados en [11] pdgina 49 y 64 respectivamente.

Teorema 3.21. Sean M — L y K — M extensiones finitas. Entonces
la extensién K — L es finita y

[L:K]=[L:M] -[M:K]

Teorema 3.22. Sea K un campoy f (z) € K [z] un polinomio de grado
n > 1. Entonces, si L es campo de descomposicién de f (x) sobre K

[L: K] <n!

Lo primero que vamos a ver, es como podemos representar a .S, como
subgrupo de Gal (K — K (t1,...tn)).
Por el corolario anterior, cada elemento de K (¢1,..,t,) es de la forma

_ f 1, esty)
g (tl, ceey tn)
Tomando cualquier permutacién o € Sy, definimos o (t;) = t,(;). Asi, r

queda determinado

Entonces, por definicién, o es un isomorfismo en K (1, ..., t,) que deja fijo
a K.

Observaciones:



3.4. EL PROBLEMA INVERSO DE GALOIS. 67

Si definimos
n
r1 =81 (t1, . tn) = Zti
1=i

n
T9 = 82 (tl, ...,tn) = Ztﬂfj

1<j
n
ry = 83 (tl,...,tn): Z tit]’tk
i<j<k
n
Ty o :sn(tl,...,tn):Hti
i=1

tenemos que o (r;) = 7; para cualquier o € S, con nuestra definicién de o.
En efecto,

o(r1) = (t1+...+1tn)
= o(t1)+..+o(ty)
lo) + o+ lon)s

y como o es una biyeccién del conjunto {t1,...,%,}, se tiene que
o(ry) =mr.

Para o (r2) se tiene que

n
0(7“2) = 0 Ztitj
1<J
n

= > o(tty)

1<j
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Luego, como o es biyeccién e i < j, se tiene que o (i) # o (j). Asi, 0 (j) <
o (i) 6 o (i) > o (j). Haciendo esto para cada 7,1, se tiene

n
D totiyto) =0 (r2).
1<j
Para los deméds r; es un proceso andlogo. Por lo tanto,

o(ri) =r;.
Definicién 3.23. A cada r; le llamaremos funcion simétrica.

Teorema 3.24. Sea K un campo y ti,...,t, trascendentes algebraica-
mente independientes. Entonces,

K(Tlv "'7rn) — K(tl’ 7tn)

es finita de Galois. M4ds aun, K (¢1,...,t,) es campo de descomposicién del
polinomio
flz)=a" —raz™ P+ .+ (=1)"r,

sobre K (r1,....,Tn) y

Gal (K (11, ...yrn) — K (t1, ..., tn)) = Sp.

Demostracion: Definamos
F=K(t1,...ta)".
Por las observaciones anteriores,
K (riy...,mp) C F

ya que para cualquier o € S,,, cumple o (1;) = ;.
Por definicién de 7;, el polinomio f (z) = 2™ — 2" 1 4+ ... 4+ (=1)" r,, se
factoriza
(x—t1) - (z—tyn).

Entonces, K (t1,...,t,) es campo de descomposicién del polinomio

flz)=a" —ra" '+ 4+ (=),
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sobre K (ry,...,my) . Luego, como grad (f) = n, por Teorema 3.22
[K (t1, ..y tn) s K (r1,.ccymn)] < ml.

Entonces, la extension K (71, ...,7,) — K (1, ..., t) es finita y como K (¢4, ..., 1)
es campo de descomposicién del polinomio

f(z)=2a"— T A (—1)"ry,

por Teorema 2.25, la extensién K (rq,...,r,) — K (t1,...,t,) es de Galois.
Por otro lado, como S,, deja fijo a K (r1,...,7y,), tenemos que

Sp € Gal (K (11, ooy tn) — K (t1,ooestn)) -

Entonces,

|Sn| < |Gal (K (r1,...;mn) — K (t1, .. tp)) |-
Asi, como |Sy| =nly [K (t1,....tn) : K (r1,...,mn)] < nl, se sigue

[K (t1, ..., tn) : K (r1,...im)] = nl.
También, por Corolario 2.22,
@wMWMW%HKmWM»:%

Luego, como
nl = |Gal (F — K (t1,....,tn)),

por Corolario 2.11
|Gal (F — K (t1,....tn)) | < [K (t1,...,tn) : F].

Sabemos
[K (t1,.oetn) : K (11, .0, m)] = nl.

Entonces
Por lo tanto
Esto es
Luego

Gal (K (11, ...,rn) — K (t1,...,t5)) = Sy,
¢
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3.5 Solubilidad por radicales y férmulas generales.

Ya sabemos que significa que un polinomio sea soluble por radicales, ahora
veamos una relacion que existe entre la solubilidad por radicales y las férmu-
las generales. Esto es, dada la férmula general, construiremos una extensién
radical.

3.5.1 Extensién radical para polinomios de segundo grado.
Consideremos un polinomio de segundo grado
az’® 4 bz + ¢

con a,b,c € Q. En el primer capitulo se observé que el polinomio anterior
tiene dos raices y son:

—b+ Vb2 —4ac

o= 2a
—b— Vb2 —4ac
Tro9 =
2a

construyamos una torre de campos. Nuestro primer campo es K = Q (a, b, ¢).

Claramente
ar’ +br +ce K.

Luego, observemos que

2
(M) € K.
entonces, Vb2 — 4ac es raiz de
z? — b% + dac

con b? — 4ac € K.
Mostremos que

K—K (\/b2 — 4ac>

es una extension radical. Sélo falta ver que

K (\/ b2 — 4@0)
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es campo de descomposicién de az? + bx + c¢. En efecto,

2aEK<\/m>

entonces,
(20) ' e K (\/ b2 — 4ac> .
También,

—b+ \/b2—4ac€K<\/b2—4ac>.

Asi, obtenemos que
(20)" b+ Vb2 —dace K (\/ b2 — 4ac> .

Por lo tanto, K (\/ b2 — 4ac> es campo de descomposicién de az? + bz + c.

Luego ax? + bz + c es soluble por radicales.
3.5.2 Extension radical para polinomios de tercer grado.
Consideremos el polinomio

23+ azx® 4+ bz + ¢

con a,by c € Q. En el primer capitulo se obtuvo la raiz

r1=y+z—d
con
1
y = -
s/ -5, B2 o3
({f7ves)
| =6, B, a3
¢ ( 2 VT T
d = 2.
3
Definamos
2 3
wet/P L%
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y observemos que w es raiz del polinomio

2 B o
4 27"
Tomemos
KO — Q (CL, ba C)
y
K1 = K() (w)
Recordando
3| —f3 52 o? s/ —f
N2 VT T oV
con ) ) 9
a=b— §a2,ﬁ— —gba—i—c—l— Eas
Asi,
23 = _Tﬁ +w
es raiz de z% + g —w.
Definamos
Kg = Kl (Z) .
Sabemos
_ —lo
y= 3z
Entonces, como
1 1 2
—b—-a®.8=—>b a3
« 3@,6 3a+c+27a,

se tiene que y € K. Ademds, como d = 5

_ 2 3
3£+ ﬁijLai —d

1
|\ TR
_ o
Sl = VTt

= y+z—de K (z) = K.

Asi, tenemos una raiz de z3 + ax? + bx + c. Atin hacen faltan dos raices mas.
Las otra raices son

yw2 + zw

Yyw + 2w?
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con w raiz de la unidad. Asi, si consideramos K3 = K3 (w), el polinomio
22+ ax? + bz +c

se descompone en téminos lineales en Kj.
Por construccién, la torre de campos

K()CK1CK2CK3

cumple que cada subextensiéon K; — K; i1 se obtiene de adjuntar una raiz
de un polinomio de la forma 2™ — a con a € K;. En consecuencia, la ex-
tension Ko — K3 es una extensién radical. Ademads, como K3 es campo de
descomposicién de 23 + ax? 4+ bx + ¢ y 2% + ax® + bx + ¢ € K{ obtenemos
que, 23 + ax? + bz + c es soluble por radicales.

3.5.3 Extension radical para polinomios de cuarto grado.

Consideremos el polinomio
et +ax® +be? +cx +d

con a,b,cy de Q.
Recordemos que 7 es raiz del polinomio

X3 —bX? + (ac — 4d)X — a’d + 4bd — 2.

Luego, ocupando la férmula general de polinomios de tercer grado,

n=y+z—d
donde .
dr=—
3
_ _la
vy = 3z
3| —f 6% ad
o N2 VTt
b3
a = ac—4d+§

23
B = (ac—4d) (—b)—a2d+4bd—c2—2—b7.
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Sea
Ko =Q(a,b,c,d)
Definamos
_ B e
w = 1 + 57
Asi ) .
2B
e
Entonces, w es raiz del polinomio
2 3
2_ B
ST

con % + ‘;—; € Q(a,b,c). Tomemos Ky (w) = K1, la extensién
KO — Kl

2

cumple que, w es raiz de un polinomio de la forma z* — a con a € Ky. Por

otro lado,
z= \3/ _Tﬁ +w

entonces, si elevamos al cubo ambos lado de la igualdad, tenemos

s_ P
20 = 5 + w.
Luego, z es rafz del polinomio 23 + g — w con g —w € Kj.
Definamos
K2 = Kl (Z) .
Como
D
v= 3z
se sigue que z +y € Ka. Asi
n=y-+z—d
con a
dr=—
3

cumple que
n € K.
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Por otro lado, al deducir la férmula general de cuarto grado, se mostré que
existen complejos A, B que cumplen:

1
A2 = Zb2 —c+ n
B? = —e+ 1772
4
1
2AB = —d+ ibn.
Definamos
K3 =Ky (A).

Observemos que A es una rafz del polinomio 2% — ib%—n, con ib%—n € Ks.
Tomemos

K4 = Ks(B).

Observemos que B es raiz del polinomio 22 + e — inQ con e — %72 € Ks.
Luego, las soluciones

bt e’ +dr+e=0

son las raices de los polinomios

1 1
x2+§bx+§n = Az + B

1 1
x2+§bx+§n = —Ax - B.

Asi, usando la férmula general para calcular las raices de polinomios de
segundo grado, obtenemos

—(0 =)+ (30 -4 44— B)
2

I A e
2 2
—(%b+A)+\/(%b+A)2—4(%n+B)
r3 = B
(b 4) - (r-4)° 4 (n+ B)
Ty = 5 .

Definamos
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Luego, m es rafz del polinomio

> (L 0\ ea(L
x<QbA—|—42nB

con )
1 1
—b— A 4| -n— B Ky.
(3-4) +a(3n-2) e
Tomemos
K5 = K4 (m)
Entonces x1,x2 € K5, ya que
1
~ (b A)
2
€ K.
2 5
y
1 2 1
V-4 —1Gn-B) wm_
2 2 ~ ¥
Definamos

= (-a) 1)

Es claro que, n es raiz del polinomio

I (T 2+4 L+ B

KG :K5 (n)

Tomemos

Entonces
3, x4 € Kg.

andlogo a mostrar que x1, s € K5. Asi, Kg es campo de descomposicién del

polinomio
2 + azd + b2 + cx + d.

Luego, la torre de campos

Q(a,b,c,d)ZK()CKlCKQCKgCK4CK5CK6

cumple que
a* + ax® + b2® + cx + d € Ko [7]
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y K¢ es campo de descomposicién de
z* 4+ az® + b2 + cx + d.

Entonces, como cada subextensiéon K; ~— K;;1 cumple ser obtenida adjun-
tando una raiz de un polinomio de la forma ™ — a con a € K;, la extensién
Ky — Kg es radical. Ademds, como Kg es campo de descomposicién de
z* + ax3 4 ba? + cx + d, obtenemos que los polinomios de cuarto grado en
general son solubles por radicales.

3.6 El Teorema de Abel-Ruffini.

Teorema de Abel-Ruffini: Los polinomios en general de grado mayor
igual que 5 no pueden ser solubles por radicales.

Demostracién: Sean ty, ..., t, trascendentes algebraicamente independi-
entes sobre Q, n > 5, la existencia de t1,...,t, la tenemos por Teorema
3.18. Consideremos Q (t1,...,t,) y Q(r1,...r5) con 7, las funciones simétri-
cas definidas en la seccién anterior. Por Teorema 3.24, la extensién

@ (7‘1, ...,’I“n> — Q (tl, -'-7tn)

es finita de Galois con

Gal (Q (r1,..7n) — Q(t1, ..., tp)) = Sp.

Entonces, como n > 5 se tiene que, S, no es un grupo soluble. Asi, por Teo-
rema 3.13, la extensién Q (rq,...,7,) — Q (¢4, ..., t,) no es radical, ya que
es finita de Galois. Luego, como Q (¢1,...,t,) es campo de descomposicién
de

2" — " L (=) € Q(r1, e, )

entonces
" — " 4 (=)

no es soluble por radicales. Asi, los polinomios en general de grado mayor
igual que 5 no pueden ser solubles por radicales.
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Apéndice.

Funciones algebraicas y sus superficies de Riemann.
Una funcién algebraica y = f (x), se define por la siguiente ecuacién:

9n () Y" + gn1y" P+ o+ g0 =0

donde cada g; es un polinomio. Consideraremos g; = z , asi aseguramos que
nuestras raices no serdan complejas.

La ecuacién
90 ()Y + g1y o+ 90 =0

podemos considerarla como una funcién implicita F' (x,y) = 0 con z,y € C.
Sea a € C, tal que F (a,y) = 0 tiene n raices distintas, digamos z1, ..., zy.
Entonces
Fr(a,z;) #0.

Luego, por el Teorema de la Funcién Implicita, ocurre que para cualquier
x, existe una vecindad u, del punto a tal que la ecuacién F (z,y) = 0, tiene
también n soluciones distintas. Asi, se definen funciones

fa,l (.’IJ) PR fa,i (ﬂf) PR fa,n (1‘)

con dominio u,, que pueden ser expandidas en series de Taylor convergentes
en el punto a; luego, escogeremos u, como un disco con centro en a, con-
tenido en el disco de convergencia de estas series.

Los pares (fq,i (), uq) son llamados elementos analiticos de la funcién f.
En general un elemento analitico es denotado (f,,u,), donde u, es un disco
con centro en a, al cual la serie de Taylor de la funcién f, es convergente.
Un elemento analitico puede ser prolongado. Si la ecuacién

dn (x) y" + gn—lyn_l +..+g90=0

79



80 APENDICE.

tiene soluciones tnicas entonces, los elementos analiticos podrian ser pro-
longados a todo el plano complejo.
Por ejemplo, para la ecuacién

F(z,y)=(y—=)(y—1)

tenemos dos elementos analiticos que se prolongan a las funciones y = x y
y = 1 sobre C.

También, podria pasar que varias soluciones o elementos analiticos se pe-
gasen y esto constituiria un obstdculo para la prolongacién. En este ejemplo,
tenemos un pegado en z = 1 (porque cada solucién es analiticamente pro-
longada en este punto); pero para la ecuacién y* —x = 0, la singularidad de
z = 0 no puede ser removida de esta manera.

Sean 1, ...,x, los puntos singulares de la funcién f. Tomemos el ele-
mento analitico (fq,uq), a € C—{z1,...,x,}, construiremos la superficie de
Riemann M de la funcién f. Prolongamos el elemento (fg,uq) a lo largo de
la trayectoria v C C — {z1,...,x,} con inicio en a y final en b. Cubrimos
~ por medio de una cantidad finita de vecindades uq,, a; € 7y, que son do-
minios de elementos analiticos (fa;,ua;) compatibles en las intersecciones
fai = fai—1 en ug, Nug, ,, y asumimos que uq, = Uq.

El elemento analitico final (fy, up), constituye una prolongacién del ele-
mento analitico (fg,u,) a lo largo de la trayectoria ~.

Aqui surge la cuestién de la unicidad de la prolongacién analitica. Re-
sulta que si dos trayectorias 4! y 42 en C — {x1,...,z,}, con inicio en a y
final en b; son homotdpicas, entonces los resultados de prolongaciones a lo
largo de estas trayectorias son los mismos, f} = f2. Este es el Teorema de
Monodromia.

Esto puede probarse fdcilmente por convergencia de dominios barridos,
cubriendo el dominio barrido con las trayectorias deformadas y usando do-
minios u. de elementos analiticos .

A la superficie formada por la unién de todos los elementos analiticos
obtenidos del elemento (fg, uq) alo largo de todas las posibles trayectorias se
le llama superficie de Riemann M de la funcién algebraica f. Esta superficie
M es equipada con la proyeccién natural 7 : M — C—{z1, ..., z,} que asocia
al valor f.(z) su argumento x.

Para que la superficie de Riemann M sea la superficie de Riemann com-
pleta, se debe compactificar (en la topologia inducida por los elementos
analiticos) y suavizar las cuspides. Esto nos deberia dar una superficie
analitica, compacta y suave sin autointersecciones.

Ejemplo 1. Tomemos f(z) =+/z
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La superficie de Riemann de esta funcién es bien conocida. Empezamos
con el punto a = 1 y la rama f,(z) = /r que es postiva en la linea real
derecha. Prolongando esta rama a lo largo del circulo unitario, tenemos la
rama — fo(z).

Con el fin de imaginar las superficies de Riemann en esta raiz, tomamos
dos copias del plano C cortadas a lo largo de la mitad de la linea real
negativa, ponemos una encima de la otra y pegamos los lados del corte de la
hoja superior con los lados opuestos del corte de la hoja inferior. No podemos
dibujarlo en una figura plana sin autointersecciones , pero cuando giramos la
hoja superior, entonces podemos realizar los pegados sin autointersecciones.
Esto es justamente la superficie de Riemann (sobre C* = C—{0}). Notemos
que esto es un homeomorfismo con C*. Este homeomorfismo puede ser
realizado analiticamente t — (x,y) = (t2,t) , t € C*.

Ejemplo 2. Tomemos f(z) = Va3 — .

La raiz ctibica tiene tres ceros 0, 1. Tomamos dos copias del plano cor-
tado a lo largo de los intervalos (—oo, —1] y [0, 1]. Giramos la hoja superior
y pegamos. Uno puede ver que M es homeomorfo con el toro 72 menos 4
puntos. Uno de estos puntos corresponde a © = y = co.

Se puede ver ficilmente que la superficie de Riemman de la funcién

V22 — 1 es homeomorfa a C — {dos puntos} .

Ejemplo 3. Tomemos y> —y =
Aqui la superficie de Riemman es homeomorfa a C — { dos puntos}

En general, la construccién de la superficie de Riemman de una funcién
algebraica y = f (x), definida por una ecuacién algebraica de grado n es la
siguiente:

Sean x1, .., x, los puntos singulares. Cortamos el plano recto a lo largo
de radios que comienzan en los puntos x;, que varfan hasta el infinito y son
mutuamente disjuntos. Asi, tomamos n copias del plano complejo cortado
de esta forma. Después, pegamos sus lados de manera que queden determi-
nados por la variacién de f (z) cuando el argumento estd cerca de un punto
singular. Esto puede ser complicado en ejemplos concretos.

El grupo de monodromia de una funcién alge-
braica.

Consideramos una funcién algebraica f (z) = y definida por la ecuacién
F(z,y) =y"+y" 1+ ...+ go(x) = 0 con sus puntos singulares 1, ..., Tp,.
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Si tomamos un punto a € C — {xl, . xn} tal que F'(a,y) tenga n raices
distintas, por lo visto anteriormente, se tiene que existen n elementos analiti-
cos (fa,i (x),uq) con i = 1,...n. Definimos el conjunto M, = {z1, ..., 2, } con
los valores de las funciones en a, esto es, f,;(a) = .

El grupo de monodromia de f es un subgrupo del grupo S (M,) = S,, de
las permutaciones de M, que se define como sigue. Si -y es una trayectoria en
C—{x1,...,z,} tal que inicia y acaba en a (se les suele llamar lazos), entonces,
la prolongacién analitica de cualquier elemento analitico a lo largo de 7,
conduce a otro elemento analitico que coincide con otro de (fg ; (x),uq). En
particular, se tiene que el elemento z; = f,; (a) se transforma en el elemento
zj = fa; (a) y nosotros denotaremos A, (z;) = z;. En la superficie, se tiene
que existe una trayectoria ¢; que va desde (a,2;) y acaba en (a, Ay (z;)) que
es un levantamiento de la trayectoria 7 sobre M, es decir, 7 (0;) = 7 con 7
la proyeccién natural. El mapeo A, : M, — M, se llama la transformacién
de monodromfa del lazo 7. El grupo generado por los mapeos A, con vy lazo,
se le llama el grupo de monodromia de f y es denotado Mon = Mon (f).

Por el teorema de monodromia, se tiene que, si el mapeo A~ es local-
mente constante en el espacio de lazos, entonces no cambia bajo una homo-
topfa del lazo. Las clases de equivalencia de los lazos bajo la relacién de
equivalencia de ser homotdpicos es el grupo fundamental de C — {z1, ..., z, }
con punto base a. Este es grupo con la operacién de composicién de la-
zos. Tenemos un homomorfismo desde 71 (C — {x1,...,x,}) a S (M,) cuya
imagen es Mon (f).

En los ejemplos 1 y 2, tenemos que M, = {21, 22} y el grupo S (M,) =
7./27 es generado por la transposicién (1,2). Ahora, si 7 es un lazo que
rodea cualquier nimero de singularidades, entonces, A, = id = e. En otro
caso se tiene (1,2). Por lo tanto Mon (f) = 7Z/27

En el ejemplo 3, si tomamos a = 0, entonces M, = {—1,—0,+1}. Si
v; es el camino alrededor de 9 = —2, la transpocisién de los valores z; = 0
y 22 = 1 es asociado, en otras palabras A, = (1,2). Si 7, es el camino
al rededor de xo = 2 la transposicién de los valores z1 = 0y z3 = —1 es
asociado, por lo tanto A, = (1,3). Entonces, se tiene que Mon (f) = S3.
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Recordando, (142) (36) vista como pemutacién, hace lo siguiente

U O W NN e =
I
UL W O =N

-1

Il
—

R)
—

~.
=
S—

en Sg y también o - (i1, ...,4;) - 0 .,0 (ix)) para cualquier per-

mutacién o.

Observacién 1: El grupo de monodromia Mon (f) puede ser identifi-
cado con un cierto grupo de Galois de una cierta extensién. Como campo
incial K, nosotros tomaremos el campo C (x) de funciones racionales de
una variable . Aqui trataremos elementos de K, como funciones sobre .
Definiremos L como K (fa1(z),...., fan (z)) adjuntando las ramas de la
funcién algebraica. Afirmacién, se tiene que el grupo de automorfismos
(grupo de Galois) de la extension K — L coincide con el grupo de mon-
odromia Mon (f). En efecto, como Mon (f) permuta las ramas y eso in-
duce un automorfismo del campo C (), y como los elementos de C (x) son
de un sélo valor, entonces son invariantes bajo la monodromfa. Por lo tanto
Mon (f) C Gal (K — L).

Supongamos que Mon (f) # Gal (K — L), entonces, por el teorema
fundamental de la teorfa de Galois, sea L; = LMo(f) ¢l campo intermedio
tal que Gal (K1 — L) = Mon (f). El campo L; consiste de aquellas fun-
ciones que son invariantes con respecto de la monodromia. Por lo tanto, son
funciones de un sélo valor. Es facil ver que son racionales; multiplicando
por (z — a:z)k y aplicando el teorema de Riemann sobre las singularidades
removibles, implica que L1 = K y esto es una contradiccion.

Suponian que la superficie de Riemann M es suave, compacta y equipada
con un holomorfismo 7 : M — N = CP! llamada cubierta ramificada. El
campo inicial es el campo de las funciones racionales sobre N, K = C (N) el
cual coincide con C (z). Sin embargo la extensién del campo L es el campo
de funciones racionales sobre M; aqui K estd metido por 7" : ¢ — @ o .
Para esta teoria es esencial el grupo Deck = Decky M de automorfismos de
la cubierta M — N que consiste de los homeomorfismos de M que preserve
las fibras de la cubierta.

Para que el grupo Deck sea el grupo de Galois de la extensién K — M
se tiene que suponer que actia transitivamente sobre las fibras tipicas. Los
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cubiertas que tienen esta propiedad son llamadas cubiertas de Galois. Las
cubiertas de los Ejemplos 1 y 2 son cubiertas de Galois, pero en Ejemplo
3 Deck es trivial.

El grupo de monodromia de una funcién tipica
algebraica.

Llamaremos funcién algebraica tipica, a la funcién dada por una ecuacién
F(z,y) = y" + gn_1(x)y" ' +... = 0 que satisface las siguientes condiciones:

i) La curva algebraica compleja I' = {F(z,y) = 0} C C2 es suave y
la restriccién 7 de la proyeccién (z,y) — x a la curva I' tiene sélo las
singularidades méds simples: puntos criticos no degenerativos con diferentes
valores criticos.

ii) La curva es irreducible, es decir, la F' no puede ser escrita como el
producto F1EF? de dos polinomios.

La condicién de suavidad significa que el gradiente complejo de la funcién
F no se anula. Ya sea F, # 06 F, # 0. Los puntos criticos (z;,y;) de la
proyeccién 7 son los puntos donde I' es vertical, es decir, sz = 0. Luego,
como I' es no singular tenemos F, # 0, y localmente I' es definida por la
funcién x — z; = Y¥(y), més aun, ¥(y;) = 0. La condicién de no degeracién
significa que 0 (yi) = —Fyy/Fx # 0; solo los brazos de la funcién algebraica
estdn pegados. Los valores criticos de la proyeccién son iguales a los x;, esto
supone que son diferentes. Bajo la condicién (1), la superficie de Riemann
puede ser identificada con I' — { puntos criticos} y las singularidades de la
funcién algebraica son los valores criticos de la proyeccion 7.

La irreducibilidad de la curva algebraica compleja I' garantiza la conec-
tividad topoldgica, y también la conectividad de la superficie de Riemann
I' — { puntos criticos} .

En efecto, si suponemos que I' no es conexo, y con la hipétesis, entonces
' consta de dos curvas disjuntas I'',T'2. Sean f; (x) i = 1,...,k los brazos
adecuadamente numerados de la funcién y = f(x) que se encuentran en
I'l ysean f; () i = k+1,...,n los brazos de la otra curva. Definimos las
funciones

FO (z,y) = (y = f1 (@) (y = fa (@) -+ (y = fi ()

FO (2,y) = (y = firr (2) -+ (y = fu ()
se tiene que F' = F(WF®),
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Por otro lado, I'™ estdn conectados cerca de los puntos de ramificacion,
asi las permutaciones de estas ramas de un grupo no se salen del grupo,
esto significa que los coeficientes de las funciones F®) son analiticos de un
solo valor polinomial creciendo al infinito. Por lo tanto F() son también
polinomios.

A veces, la irreducibilidad puede ser probada directamente. Por ejemplo,
cuando I' es la imagen de una curva algebraica irreducible bajo un mapeo
algebraico, entonces es irreducible. Si la cerradura algebraica de I', sobre
el plano proyectivo complejo CP2, es una curva suave, entonces I' también
es conexo. La iltima propiedad significa que el polinomio de la parte ho-
mogénea del grado més alto se factoriza en diferentes factores lineales.

Las propiedades mencionadas implican lo siguiente.

Lema 1 : Consideremos una funcién algebraica que cumple (1) y (2).
Entonces:

(a) Mon es generado por las transposiciones (k, ) correspondientes a los
intercambios de las ramas fi (z) , f; (z) que se pegan en los puntos criticos

(26, Ys) -

(b) Mon actia transitivamente sobre el conjunto M, = {z1, ..., 2, } . Esto
es, que para cualesquiera dos valores distintos z;, z; existe un o € Mon tal
que o (z1) = z.

Demostracién: La propiedad (a) es evidente, ya que cualquier transposi-
ci6én es generada por lazos alrededor de ;. La propiedad (b) se sigue de la
conexidad de I' — {puntos criticos}. Los puntos (a,zx) y (a, z) pueden ser
unidos por medio de una curva real § en I'. Ademads, podemos asumir que
la proyeccién v = m (§) no pasa por los puntos x; = 7 (z;,y;) . Entonces ~y
cumple que es un lazo y A, (2x) = 2. Asf, tomamos A, = 0.

Lema 2: Sea G un subgrupo de S, tal que G es transitivo y estd
generado por transposiciones. Entonces, G coincide con S,.

Demostracién: Se dice que un subconjunto A C {1,...,n} es completo,
si cualquier permutaciéon de S puede ser prolongada a una permutacién
del conjunto {1,...,n} que estd en G. Cualquier transposicién (k,[) entre
los generadores de G define un subconjunto completo {k,l}. Si Ag es un
subconjunto méximo completo, se tiene que Ag = {1,...,n}. Supongamos
que Ag es un conjunto méximo y propio. Entonces, existe una transposicion
7= (k) € Gecon ke Ayl ¢ A Luego, el grupo generado por Sa, y 7
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serfa igual a S(4,uq}) - Ast, el conjunto Ag U {l} serfa completo y contiene
propiamente a Ag , por lo que, se tendria que Ap no es maximal. ¢

Corolario: El grupo de monodromia de una funcién tipica algebraica
es igual a S,,.

Ejemplo 4. El grupo de monodromia de la funcién tipica algebraica
F =3y 253 +60y —2 =0

es igual a S,,.

En efecto, la condicién para los puntos criticos de la proyeccién 7, F, F'1, =
15 (y* —4) (y*> — 1) = 0 da los cuatro puntos (z;,3;) = +(16,2),+(38,1)
criticos diferentes. En estos puntos la curva F' = 0 es suave (F/, #0) y la
proyeccién es no degenerada (Fé’y =+ 0). Por otro lado, la curva F' = 0 es
la imagen del plano complejo bajo un mapeo algebraico, ya que x se puede

expresar en términos de y. Por lo tanto, satisface las condiciones (1) y (2).

Observaciones:

En el caso multidimensional, como los coeficientes dependen de mu-
chos pardmetros, estamos trabajando con superficies de Riemann multidi-
mensionales. En general, se llama la ecuacién universal algebraica y™ +
Tn_1y™ ' + ... 4+ x¢p = 0. La correspondiente superficie de Riemann es n-
dimensional y constituye una doble cubierta sobre el discriminante ) =
{A (zo,...,xn—1) = 0} . El grupo fundamental de este complemento 71 (C™ — X)
es el mismo que el grupo trenzado B, y el homomorfismo de monodromia
resulta ser el mismo homomorfismo natural del grupo trenzado en S,,. Por
supuesto también se tiene Mon = S,.

El grupo de monodromia de una funcién expre-
sada en radicales.

Si f(x),g (z) son funciones algebraicas con ramas fi, ..., fn, g1, -, gn €0~
tonces, la suma h(z) = f(z) + g (x) también es una funcién algebraica.
En la esfera de Riemann se construye como sigue. Tomamos n - k copias
del plano complejo, cortando a lo largo de radios de los puntos singulares
de f(x) y g(z). Nosotros los llamaremos h; ;. Después, pegamos los lados
cortados usando los esquemas de pegado para las funciones f y g; significa
que si después de superar un punto singular en la hoja f;; pasa a la hoja fio
y la hoja g;1 pasa a la hoja g;o, entonces la hoja h;, j, pasa a la hoja h;, j,.
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Andlogamente, se define las funciones algebraicas y las superficies de
Riemann para g () — f (z) , g (x) f (z), %.

La funcién h (z) = {/f (z) tiene kn ramas h;; (z) = e2™/khg (z) para
j=1,..,k—11=1,..,n, donde hy,; (x) para j = 0,...,k — 1 es una rama
distinguida de la raiz {/f; (z). En la construccién de estas superficies de
Riemann, los puntos singulares son inicio de las funciones, obteniendo asi
los brazos y polos de f; (x). Entonces, tomamos n filas, cada una copia de
k planos cortados. El pegado de los lados en este caso es similar al caso de
la suma; si después, de pasar una singularidad z;, f;; pasa a fjo entonces
los cortes de las hojas desde la fila [1th estdn pegadas con los cortes de las
hojas desde la fila Isth, m4s ain, el nimero de hojas en las filas sufren un
cambio ciclico ( que es trivial cuando f;, = 0,00).

Decimos que una funcién algebraica de una variable es representada en
radicales si puede ser obtenida de las funciones constantes x — a y la funcién
identidad z, por medio de las operaciones antes mencionadas.

Teorema 2: El grupo de monodromia de cualquier funcién algebraica
representada en radicales es soluble.

Con este teorema podemos demostrar el Teorema de Abel-Ruffini, ya
que hay ecuaciones algebraicas que no son solubles por radicales. El ejemplo
siguiente lo muestra.

Ejemplo. La ecuacién F = 3y5—2523+60—2z = 0 no puede ser expresada
en radicales.

Prueba de teorema 2. Es suficiente mostrar que si los grupos Mon(f) y
G = Mon(g) son solubles, entonces los grupos Mon(f+g), Mon(fg), Mon(f/g)
y Mon(+/f) son solubles. Recordando la construccién de la superficie de
Riemann de la funcién f 4 g, tomemos primero hk copias del plano com-
plejo cortado, pegado de los bordes. Luego tenemos el pegado de todas
las hojas con los mismos valores de las ramas h;; = f; + g;. Por tanto,
en el primer paso tenemos una cierta superficie M’ cuyo grupo de mon-
odromia es isomorfo con un subgrupo I del grupo F' x G (eso puede ser
un subgrupo apropiado, cuando algunas singularidades de f y g coinciden
Mon(\/z) = Z)2Z, Mon({/x) = Z/AZ, pero Mon(\/T + ¥/x) es ciclico en
orden 4).

Cuando pegamos algunas hojas en el segundo paso, algunos elementos
del grupo F, los que permutan las hojas pegadas, son expedidos para una
transformacion trivial desde el grupo de monodromia H. Ademads, cualquier
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elemento desde H (inducido por un lazo en el x —plano) es una imagen de un
elemento desde I, eso es imagen de la permutacién de la fibra M, inducida
por el mismo camino. Por lo tanto, tenemos un homomorfismo suprayectivo
I — H. Ahora eso es suficiente para usar los puntos (a), (b), (¢) de Lema
3.
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