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PRIMERA PARTE 



... IITTRODUCC!ON .. 

... 
- ' . . ~ --·. 

Un. pr1:1bletna d"=· it·1t.~·t·é·3>·er··1:·me;=á(íí1::~ -_·,je fl'úid•:rS ·~~ .de-3;~ri.~·ir y 

er1ti::r1d~r, 1 a ~v.:1 lu•=i6n- · i:1e'. -~~-·.t.r~-~~i;:~:~i--~~~~~~:":_;~~;9.~~·~:~t;i·~~¿:~-ª-~ ~t\ 1.u~ia 1::~p~{_ 
•. ,,,·- ·.., :,l: , 

fl1.~ido entra a pr·e-~16n en 1:•t.ro •.. -El f_lújá·' t:·á·~i·=•:í·.;_es_ :b~~~_i_rnen·.::i1~1n:-.l, 

consistiendo de el ~nrrollam1~ntb e 

filamentos llamados trenzas. Las trenzas entan suJetai ~l 

es lanzada desde la3 tret)zas y los vórtices. 

La v•:•t~t.i•::'idad 

Las lineas de 

ill~stran gráficamente este 

ef~cto .je d~for·mac16n debido al enrt·ollarniento. 

v6r·t.i•=es 

estiramiento y compre~i6r1 a~i como a la interacción con otros 

vórtices del arreglo. 



Los efectos de difliSión ~e dejan sentit· a lttl t1emp•) 

T=L2/v donde L es una longitlir ~~racterist1ca del fl~1jo y v ~s l~ 

Eentir a un tiempo T= 1/y do~je y es el ritmo d8 .j~forroac16n. 



FORMULACION DECMODELO~~ 
--'-~¡ 

·AF·t· 1:1:.-.r.(rnarn·.:.~ --.2·1 ·.::-1:•fo¡:··=··rt.-~.ini .::nt.•:• ~:le 1.--:_flt~ j !:~. , Pf i_m~r._io . _er1. al 

·=ent.r1:• d_e _:1<;.'.~' -:~~:6·_~~-1~,_:¡:;;~~i ~:'.~~'.ór-h-1~:-:.-<·/~~; · ,:arrH=··:i" d;~ _-eS((r ~·ro~~-a-t~!~·-';·:· ~P-=<Jo~~·;_7yY, r=) 
1=1:1n-:;tat·1te . ~·4t~~_-,.'.: :::§;~-~~:~~~~~~~.t-a«~'.--·f~;-: :-_.·--\-~~,f~t~·á¿c"~·¿r~·~ ;~<~:<j~----:-~-~ 
:..;:·:und~ t·\·,:1-~--::_.:-;::,,:;~;~~: «--~·i:·-::·-~~\:-s·t:erna -: :>~~ 

•'.;,; ::·'.·~~·::.>.' . ·. - ', :,·.·, ... -.;:'" 
-.. -. '· ·-~·::-~;.-, ·:.~.-···.:{J·f.·.·~.;·;_: 

-~:-,. . -;·;,_'.·. ·' 

·· La f i·~W~ih' r~;:;ei~t·a· esq1.1ernátk~rnent.e el. f 11,U•:• primar f.:, 

v6r t ri::e~?~.:~:.S-L~~;;~·a·r.i i:1.~ 
y 

El movimiento de los vórtic~s ~¿cttndarios ~e d~scrib~ 

v6rtic~~ y se der·ivar~ un3 ecuaci6t1 para st~ evoluci6t1 corno 

podemos ~scribir l :.s 

i 1) 

Wc::: Vx ({}.-.:: 1.,V) +- -Y..d(...(.I 
'iJ Y. a. :: ¡;¡; 

V·iJ.=o 

J 

flujo y P•:•r 



-l/IY y 

V = 

para ~ ~ricontrarnos: .. ,,., 

~l~1,'f1 t:}::. z~) r W(X~ 'j~ t:) /03 [tA'.-~ 1 )'Z+- (':J-~ 1)7] ~~",/':JI 
-.. _.,, 

- °' 
- ¡ r l (~-':1')W/~~ ';f~"t") d 'd 1 

U=- - 'f!:1- - ¡;,) J (x-x'Jl~ l:J-':!'Jl .:it :J -- -.... 

'V= 

=(V' i,v,, - u t.,,V, o) 

\ 4 



y 

1 

21T 

sot1 las comF·onentes en las direcciones 

inducida por la vorticidad. 

{ 2} 

l3) 

y y de la velocidad 

La ecLtac16n (1) con lt y v dadas por· C2) y (3) constitLtyen 

Ltna ecttaci6n integro-diferenc1~l e~acta para l~ evoluc16t1 de l~ 

El conten1do fis1co de est~ 



FLuIDO 
':e:, ':._ -;~~:. 

C1.1an 1-::hJ:- :v=·~;- __ '.--~~·j ~i't-1~dª~;~;> 6bs.:::at< i·;~,f¡~·;···=i-_c:·r·1es _;:_.:•n · ·~ ia forma de 

una hoJ a .de_ ~i6t::tt_•::é·~,~~~:;:·;~,:~et~~~\·~~;~:~i~·jf~t~1;t:'f_'¡~~/i.: ;~~·i·át~~_.:fi~:í~ ·de· eSpe·:.or O . 
. , .• _ . .- .. ·«:··- 'i.:·· 

Es 1jecir bLiica~·,~¡~~:sol~ci6n 

(l./) 

donde Y'J es la i:levaci6t-. ;je la s•-~Pet~fiC.ie, ·a es :la •:fenSi·jad 

s1Jperfi•=ial de v•:·r-ti•=i•jad y 6 es la ~i~t/ibíJci6n 

Sust.ituyeri•j•::. la e:><presi6n pat~a· i.>·en 

derivando •=1:1m•'.:i distribuci6r1 se· 't.iet~1~:':"}/~ /{~:~-~~-;~-~-~-;~;,di-~~ 

6-t + (ucr")x =o 

sL~Pet·fic1e libre convectada en la dirección 

velocidad v-y.,.., y con velocidad u et1 la horizontal. 

ect~ac16n expresa la conservación 1je la vorticidad. 

{ {,) 

La se·~ur1da 

Las velocidades autoindl~cidas están dadas pot· el valor 

..!... 
z /T 

:r- x' <5tx~t)d~ 1 

.J ( tt { ~ I t J - Y( I )( ~ t) 1. 

F--· 

{7) 

Is> 



1-i:i~- -v6t·t.rci::~--~y' tfff¿, -T1:1t:i.-ct6n--·· -,je-0
-=- -

l .a- h:•j ;., • [ i1 l di6 rn-1a t.eoria apr•:•)Úfíla•ia-

qt~e e>~J=·l i•:a el •=1:1lap·::•:• y la t·1:1t.a•=i6n. 

gu~ a~1ora explicamos. 

7 



ECUACIONES APROXIMADAS 

'La_ a_pt.:q>~í~r~a"';:,~~n- •=eit;.r:i(St1:L_etY _s1..~peir_1er ·=11-~e y_·= yr¡ es . i::~e,=ir_ 
·=iúe la. h1:1J,a -,:ljS::- v6-t-t:i·.:és: se: 1:óloca para e 0:¡1.1i l"i br~.r ra .< C--ve i'1:11:-fdad 

auf·:·-fnd1Jci;f:1 •=c•n ,-)a·:_:yi:;:-f.:;,=i,j-a;j·o-.del carni=·i::i e>~t.err1ó y .. -además lc•s 

cambioi·~~- n son 

y (6) 

y de las 

I 
(.,{ :: Jrr 

-.,o 

~ 

'V.:: 
1 ?f 2rr 

-oo 

donde hemos tomado 

<n,.<<t y' l? << 1) 
,L 

las .. eci..iaciones (5) 

{ 'i') 

(10) 

t1. (X, t)-1'/ (~~t) {)/:t'r:)d.x 1 
(;J(-.)(l)t I 

{11) 

G{:x~t) Jx' 
x-x' 

{ 1 z) 

Y/. /x, -e) - 1 {)t',·t) ¿ ¿_ i 
-::>c-x' 

ya que buscamos sol1..~c1ones de Ot)da larga. 

Las ecuaciot1es <9> (12) pued~n ~er redt~cidas a l~na sola 



.¡ 

., 

'' 

1r.· .. ~ V'-

I:1onde O' e'3 la t.ransf1:1rrt{a-1;ja 1je rti ~bet·~ 1je <:/ f defir1fda 

como <ver apendice II> 

-oo 

de donde se puede expresar u como 

Necesit.amos ahora evaluat· esta integral pat·a obtener trna 

expresión más manejable pat·a u. 

Usar1d1:1 el hech1:• de ·~1.Je <ver apéndi1=e !I) 

,,A • -t- -; 
(J=-,,1. ta -e; 

de donde obtenemos 

'? 



'.~.-< ·~~~~ ~ -,--_ 

Esta es ut1a ecuación h6 1 ine~{d~·· drf;_isi~r;'<.:i•.ie 
''. --- • ·- -·- •c.- -- , __ 

la evolución ,j~ la ~:•rti•:ida•j, . Ot•sérves_€!/=i':i~~;e:l;~;.~~·efi•:Íent..e 
dif•.1si6n es -( l•r>cr l•:• •:•.tal f·1a•:e·a·1a·:;e.::·1:ia;:i6n°~.'inEist.able. 

:~ '._·_: ·<·.:.~_.,·_ .. :.·. ·-·:. _ .. · . 

de 

F'at-a ,~ntender ~1 •=1:1laps1:• buscarernós -· ·:sol~~·=i•:it1es •=11Je l•:• 

de·:.cr iban. 

Por analogia con la ecuación del calor (qL1e tiene 

difL~si6n positiva> buscaremos solL~ciones de soporte finito qL1e ~e 

encojan a lo largo del tiempo. Estas tienen la forma de 

10 



'"'' 

para-que existan sol~~ciones •:le sirnira1;;id::( 1'1eó:sit.arno:is 

( ..!. '')"- /( •1 a - - -'( 

~ a L/ =- .1 - .!! r 
r 

1 

t:? t :. ( LJ,/ - 'i'f! t ti 
'(' 

tenemos ahora que 

obtietie tomando f una solución de 

11 



1 

z 

1 

f t ~ l = { 2 e - l/ /< ~ ) 'i 

1 

ftr!!)-=-2r Y~{1-2')~ 

a t-x~t) = 
1 

.x• ) ¡ 
t;(l{f I 

C<. { t l :: ªº ( I -

1 

L/ f 1. t) l¡ 

ªº~/ 

En ~ztas f6rm~'las r es la vorticidad total del ~~gmento, 

"'°o"' .. '=·· la rnit:..d ds ':IJ lon-;¡if: 1.1d inicia.! y a<tl es la rnif:.ad de :;u 

li:itv3tt:.1Jd al t.io:rnF·O t.. Vernos d~ (15) ·=tu~ el ~e·Jrnento ~e •:1:1!~.P~i:<. ~. 

un p~1t1to en ~l tiempo T dado por· 
e 

~ 1 
C<o 
l/ rt 

1 .-, 
~ 



--- -

c·:·l~p-Ean más ráF;id-2".rnent:~-

e::.: 

1 ./' r¡_=--ü 
2 '( 

elevad6n 7) 

po:ot· (141, E·:ta 

. al t) , a.. ~ 

=- - .+-? ( ~' (r - ~1 )~)t'= .!..L\ (~-r.-.::r' 1 ) ~x' 
rrpaftlJx-~ c{1.(t;) "Tr(1a} .:<.-x' 

-Cl{t) -A 

de donde obtenemos (ver apendic~ II> 

1Jx,t).:: 

de a•:¡ui vemos ·:¡u.::: r, es una f1Anc i6n 1 i r1ea l 1je ::~ r:·at· a 1::<1 <a Las 

sigl~ientes figl~ras mliestran la evolltci6n de a y n como fueron 

dadas por la soll1ci6n de similaridad. 



Aplicando este cr1ter10 a la soluci6n de similaridad cot1 1: .1 <a, 

encontramos qt~e ésta es válida solo cuando r/a2 (<1 . Esto es solo 

Esta rotación fue encontra~~ en .las simulacioties tiumét·icas 

14 



El 
i=·rimiar efE:1=tó es o:l·· ·~1.ie la ~v:,ja :~t.f"e·ne·:· .. ·~.F1•:•ra: 1..tr1: .~~F·eS . .:·r .·.fini t.1:• y 

1.~ pr~·;.R~nt.a F···=•r re~c;fvet~ ~~s··~~·1:· .. ··.ri'·t-:V:i,~;¿,~,~:i:d~.\~··_,i-r,i~;·{-·;:i~.·er '=c~iaps1:1 y 
' ' ... ,.-.... . ,··· 

;e al•::anz:t una ~ i t1Ja1: i6ri- eit.a1:::'{Clr1a'·t~.:i a\;· .. dé·:.:¡~·~-.:c= ···ar:Fe·~'ló.'~;" d~ V6t·.t i ·==s 
e'''• '.!•• 

. . "_,-.--.-. -~:.:·;; - -
.... -~¿ 

- ·><<:<~--:.'! ··;: .. ¿~; - -. ..-.- -,. ·--,-_-_.,-- -.--- -
F' ar a es t.1:1 ~s necesar:i •:• ;;._1.,u·t": ---d~~~~-t~f:;~/i ~i.f; ,-::(;i~i-:~~::~:;~A-tA0~~:r':: .'. d-: i ·a 

apt--=·:drna·=íón pat-a o:obtenet- as1 ,_in i:ér1~i1·.s ·:ii.:~ ~:;:¡élf~r~ estabí i i::::a1-

la ecuac16n obtenida. 

La ecuación 111: 

( 1) 

(z) 

y 

{"3) 

t.ier1e •.in~ :1:1lu1=i6n e·:5t.acionaria indeper1dient.~ de _>~ de la 

f•:•rma (Vet- Batd-,~l·:•r [ 1 l) 

1 Y( }-i r )2 -p.. ':1-/-' 
W = _Á ( 2TT'I e 

que t·epresenta ljna vort1cida•j cot1centra•ja en la regi6t1 y=µ y con 

máx1m~ intensidad A. La idea es encontrar una modl1lac16n de onda 

15 



larga· de esta .. soluci6~.viscos~ de- la f~~ma 

o:.stá 

la 

f1:irrna LJO' al •=•:11~fi•=ier1te··.·:¡1je. la 
XX · ·. · '· 

di f1.~s i6n negativa· 0'
2 /4y pt··:iv1:11=ada p1:ir ia ..• ::1:•fOF:··r~~i6t·1 ·se c•:irni=·ens:a 

•=or1 VO' ·=l•Ji: es 18 .. difuSi6r1,-pbr'- Vfs.::C•sidad~ 
><>< 

Las ecuaciones quedan .pues como: 

·~· _j,.. ( { ...!.. (J" 1._ y) 15":it..) = o 
V-c7 . l./'( ~ 

06) 

Y11::::...L 
' 2/T 

{17) 

Estas ect,aciones son el análogo viscoso:de las ecuaciones 

es: 

El primer tét·mino de esta ecu~c16n representa el flujo 

debido a la compresión. El segundo término es el flujci debido a 

13 d1ft,si6n viscosa. 

16 



'.3i 

l;.. ,ji 

·:¡ue la 

t·es<i1 t.ad•:• r 

El 
ált.1rna 

se 

fuera de este i~tervalo y con tendiente finita diferente d~ O et~ 

)/· (1)) y en >(- (0). 

Veamos como se comportan los + 

trat1SCllrrit· el tiempo. 

Desarrollando a(x,t> en serie de fayl 1Jr a primer orden 

alrededor d8 estos puntos tenemos 

17 



+ 

1 

(f 'Y...;. LJrcr 2) a-"'Jx ~ -f"f) í.B?t-J + otx=ttJ -:z) 

de donde obtenemos 

1 

•t. {-y)L. 
. :Z f-t) =- ~ r 13 U) 

(t.) 

•=• t r 1:• '=•=• r1 ,_y_eY~:·;'~:~i1,~ ~-'~.:~-~ii\;,~:~~. ~~--.~ { :~wi_~ ~- _a _ l a_ 

p1Jnt.c·s-. 

Vearnc•S. ahc1ra •=tl~~e 81 e~<•=es1:1 .je •:i r1=t~la•=i6t"1 ré: -~~ffnfij1~1: ·p1:ir 

x+w 

f;.::. Jtcrt:t,tJ-zt--n·)'t)J~ 
. x-trJ 

se conserva en el tiempo. 

Cf t' .:: { Dt tr) a )Jl 

x+ct) t- 1 
\ cr, dx = Dt~J<r,, r a~ o 

')Ctt) ;[til 



_de --~:3-~~!_~--=-'.~~~~t_§_~)§~~~:1~-~º:3~J~--=-~--o­

:: :.;t¿f 1 

= :t; Sccr(:xd)-: 2 r~ '() l¡) J~ 
·· ;,OtJ · ..... · . 

inicial tendremos que 

es .•=qt~1st.at,~1t.e -:¿.,,._t.íe.ne .0::¡1Je. 

el 

19 



ECUACION A SEGUNDO ORDEN 

Err· est.aS~.~i=í.6frc.'j~t·i~a;n::;~-Í~·-~i=1.1ad6n pat:a '·· o >-'itKl•.iyen•:fo • 
-_ ., ,.-.. ,-· -; 

li:1s e-fe1=-tós·: -,_V{É·~·;:,s-.:;S:- 'úsahCfc-<> .;;·1 ;::1es~t-.t~i:;1-f.:,· .:.S.iite.ioát.b::i:, par~-

l1:1t.;19~i ti~~~es--· J.;~e \.-;~;t~11~a-. ?;~~i·~·:~~;~-~: _ 1=1:1rnF;:ir:...:1-:c3 .··=~=!-t-1 .. - -_1 a·;, -~~~l=~ja --- ·de . .la 

Para ... bu~car soll1ciones de onda larga necesit~mos ~ue 

• 

donde como antes a es la densidad st1perficial de vorticidad, Les 

Esto es si llamamos e a!Ly necesitamos que & <<- ··=1u1~rernos 

tamb1ét1 que el f ll~jo de vorticidad debido a 

balanceado por la difl1si6n viscosa, esto 

adoptaremos l~t1~ ad1met1sional1zaci6n de )a 

la 

es 

1=1:~rn·p r eSlót) 

o~l~'Y• 
•"- ' .. 

-=·=;j,.,.:: iót:¡ .•.· (1). 

sea 

0(1) 

d•:•nde a
0 

es •-~n valor tipi1=i:• .je 1-~ •=it··=ula•=i6r1 P•:•r unidad d~ 

longitl~d de las condiciones in1~iales. 

( 1 r) 

{ I 'i') 

21) 



en ( 1:::¡ - (20) 

con un valor preescrito de a. Est.o no puede ser hecho pat·a 

•=1.1alq1.1i~r o, i::•er•:• ~i F·ara. a·:¡i.tel las qi.ie 1::1.Hoplan 1.1na •::1erta 

~·::uaci6n 1j.: ev1:1luci6n 

(11) 

integrales (19) y 1201 en el limite cuando & tiende a O. 

w S 
~ .,...,! -1'1r:;yJ 

:: w e l<'d, t;J e /'( 
-A 

21 



00 ' • ' . o ' . . .· 
. +. f .-...:.. . ·.. •· ,,.. tcV . . . . - . r ""' .. ·. ~"V 

~·.··.=~~¿5~(1r:fi~Zt-lJ~~:~~ ,K~-;~~:~:-~f2~_I~¡¡:t?:~t Ie·~-- x··-

s·~n an~1{ti.;~s;}~t-, ··'"·º·~.1 -\i~·~·n-=·····s•.1p~t·i·=·t·······~·····•¡nfe;·1;.:.r-··. Pe.spe·~•t:i·vamente 
·- :»·.,-.-- . 

C'.rnba~. _ _ t.·.·i .. ~H~·et{-Yª':··:é;~~i7~r-<;·:;~i~f~f~~j~;_-. Ir~·::~~--- -~·\.et~p~e ~-'.-~ -. {t~;'.f i~~{~~;/~ ';·-··. . .. 
- . . .-.-·--· .. ~ -~:: .--.. ,.- ----- .-- -,_ -- - - . ' . - -

y 

" -~- _. > '..: '.: -- .-: _:· :._'' ': 
· .'. ·:.L·a ··-~~-'~~a-.:_{Ó~~ e 1 ·~ >· P'~te1je ::i:r .:s•:r-i ta coro•:• 

tiene polos en 

calculando los residt1os et·1 los polos obtenemos: 

t.-t:: - -i J~~t!:1-:i-') [t.v-r{x+;t;,µ /::1-:i- 1 1, ':f 1
1 

r)+-
-,,. 

Expandiendo el it1tegrando en potencias de e obtenernos 

"" 
U=- -i j[sJ .. (!J·':;j 1J[w+t.x,~~t)t...Jtx,'f:tD+,,i°Y'f!:f·!J?[wTt~,'.f,t)-

-... 
' 1. 1 'l. 

_,,,.rcx, 11 ~tJ]"-~s3,,.,l'J"1 1Jl1·'1 1l [w"'/.N,':J~ t) + 

+ w-bt,1:f:tJ]xx~---]d!:í' 

-t - • -""' w -w=Aw 



potencias de & obtenemos para (20>: 

,-,' 

De las e•:tt~.1:1•:1nes. (1:3) :o \2~) y -.-{'23) .:_-::P;;~~~t~-.~·~": :-',de·t.et"rn1nar 

-... 

de 24.'=ttii v8.rn•:•s q1~1e v
0

es. ind~p8ndiente de y p1:1t~ le• t.ant:.•:• si a la 

ecuac16n (24) 1mponernc1s la 1:ondic16n 

(-2 6) 



la 

di:inde 



en <22) ~ obt~n~mos: 

oó . - . -

~ t '.j- ~ 1 ) CV~.tx; ':l{tT w(-X,'-:f, r: )d'3 dlJ 1 
i-

- .... 

~ ~ . 

-1-!f!.'L) I~j_.('j-'j')(j-1j')'L~x{;r,'j,t)~t~J,t>~~J~'~-'.·". 
I - .,. . .,, .· . . .. ' .·. _. . . 

Comparat)do las ecl~caciones C21> y (28) vemos ql~e 

detu~ satisfacet-

F (e) 
& 

{30) 

las e•='-~8.1=iones par~ las f.(o) s1:1n 1:1t1t.enidas desart·1:1ll;i.rid1:• <30) 
J 

en potencia5 de c. De <29>. y C30) encontramos que la gcuaci6n 

dr:inde 

"' .. 
F º = ,,~ J i { '-1 - '-!. 1

) ~ x ex, 'j ~ -rJ ~ t ::t, 'j, -tJ d '.1, J~ 
_,,, -,. 

Siend•:1 ·=tU•2 w
0 

e·3 c1:•n1:•cii::k• en términos de o~ F 0 puede ser 

CC\l•=ula1ja e:-::pl1·=itamer1t~'E! en tÉn·minos de a~ su·:.t.it.•.ty·er1dc1 (26> en 

<32> e lt)tegrando (ver ap~nd1ce II!a) obtenemos: 



Desarrollando w a orden & y usando <29) ~ncontramos que la 

e•=uaci6n pat·a F es 
1 

.., "" 
F, =-1 S Jt:t-•:/ll~./x_,c/t)Ul¡l~, ';f,tl+ ú),~C.x, ':J:'C)W., {.:J._. '.f, r DJ'j1,jj +-

-"" -.-
,,. ,,,. 

+-1,_ J J.s~.,{)-_'f')(j·j' 1}'tU0x:c.(X,j~t) W., {x,y,-r)d'j 1dJ 
- .. -A 

26 



(:32) y 

para 

infituta la 

~ci.tc;,•= i6n < :3.5> º .se---.-ct-.8aijc~--,i+:~í~J~~~~-é~:-~~-i~6·~-'"~ Ei.d i meris i ,~na. l. de 1 a 

n•=· .lineal de difüsi6n :· cT¿J::;:: Los· nuevos térrntt"io:•s in 1=luven 
.:j~t-ivad2 .. s de -t~rcet- ó·:;.·~~~~;~-'~:~;t~'.;;~~'.a::--:t:k~t.:1SF·:irro::i.d;:t de· H1lbert. ·:¡1~1·:= 1.:1:1m•:1 
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ESTABILIDAD LINEAL 

1=1:1n 1:1r•=1.1l::i.•=16n o i:·or 1.1n1d?.d de 
o 

un1 f1:1r_ri'~es e·:t a•=11:1r1at- i a:; 1je 1 a ecu::i.•=16n 
. : . , - ·;. :·.··,· ..... .. 

(J5f. ~7~-t--1~¡::.:~;-.~~-::;~~~:~.-~ -:_;<F·_ó'( .1•:1 __ 

que la soll~c16n ~dimensional a esta .a 

esta ~10Ja de vot·t1ces es a.= 1. :35) 

·· .. ·(;[) 

(:37) 

v~mos ~ue este 

>2 .<vy) 
112 

·11.1.: f1.1e 

µ < 1/2 y e = O vemos de (:37) 

lk.I ~ oo e~ta es la falla de la teoria de la sección anterior. Si 

µ -t':.112 y & e..::: difet·ente de ceri:•, e::.~is-t:.e s1:1li:1 tina banda finita 1je 

nómeros de onda it1estable. Para estudiar en la vecindad de µ=1/2 

tA::: .!. 
/ 1. 

donde m > O se de orden 1_1no~ SL1~tit1_~yendo en C:J7> 



la 

En el caso m > O la banda- de números d~ onda inestables 

k = (2/:3)rn. Res1.llta pues •::¡1.1e.la.s•:•l1.1•=i6n •.mif•:or-me 

p.:tra 1:·hdaS -1ar-·:iai-,:·y ·estables i=.-at·a 1:1nd.as· 1=1:1rtas. 

Una pre•31.~r1t.a P•:1t· ha•:erse es· desde lt1e·;t•:i -s-í--_ laS-- -s1:1lt~1=i1:•n.::!s 

constantes itiestables par~ 1k1 < m Pt~eden est~bi·Jizarse a 

soluciones de ampl.itud Finita para algt1n número de on~~ k. Si 

este fuera el caso tendt·iarnoz la posibilidad-de ge~~ el colapso 

parara y se tuviera t1n at·reglo 

estacionarios y de amplitud finita. 

de 

En la siguiente secc16ri 

e5tudiaremos el caso de ampl1tt~d fir11ta. 



(3 ís') 

(3 7') 

est.a e 1=1 .. ~él.•:i6n es--·similar a la de Bet·¡j¿t_rnin C 2 J_-_Y--.s~~t:c~~-i~t,elve.~ -de­

la rn1:rna f•:•rrna. Busc:arn•:is si:•lu1:ior1e·:=; •=•.:in rnedia cer•:1,· ."P•:•t~.--._. i··=- tar1t•:1 

d•:•nde °' es -¡a iñ~:;~(í·~ 1;:f_i~ ;(<:~). 81.~stit.üyend•:• •asta e:;<Pt~e$i6t·1 pat·a s 
.. ,. ·'.·•·'' . L· . 

en C40 > 1:1b:~.et~érhóS'_~((: . 

.. · ( • ;, \e~.~ X ~l : ( #1 • o¿ + '1: ) $"' 
. -.:':.:\,~·::: ,./_': 

i nteo;ir and•=>·',:¡;~;:~- -v~z - la 

...-"\. s.x= trn-o¿)~+i 1:-z {t..¡ 1 ) 

Bt~scamos soluciones ( de periodo 2n/K en x. Espresando a 



'Z 

de cada término,obtenemos 

«> 

klN} A-v = {YYl-o<) Á.tV .¡. ~ ¿ A.AIA,,.,.,y 
Al:-,,,, 

(-YV1+o<.-ri(1111).A.N 

buscaremos solticiones partict1lares toma~1do A de la forma 
n 

d 1:ir1de 6. Y f .. si;it\,r1úrn.er1:1s t:.eales y P > 1) para j1_1st.i fi•=ar ·i·:•s pascis 

f1:1t-rnales:·Y .. >=t• .. 1~~~ .. ~á·. S.eri~ de ( (>d ·=i:1nve·rja 

:31 



i ÁAI Á~,y = ¿j-i {~e~~g7}.~_,c-~0~ 
A=~ A=~ 

= L1 Í ~'¡~~~~~ii;1i&t{M/+ J~-,vl~ 

-PIN/{ ] = ¿¡'e /NI + 'o+l.t P 

por - lo tanto sustituyendo este 
- - ,._ -

s1.ist{t.l~yendo· <43) en (42l oJt•tenernc•s 

para todo nómero N entero. Por lo tanto 

ccrfh?::. -m+«. 

~ es la media de e por lo tanto tomamos a 

-+ ip--'­
/.Al"li'l - 2/'C-M 

y tarnbien 

2K de di:ir1de 

81.~stitr.iyendo AN = Ae-PINI en la serie de F•:••.irier de ( 

obt.enemi:is 

32 
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de donde obtenemos 

"5 (:)() ::. 

sustituyendo en esta expreci6n A= 2K y P = 1/(2K-m) obtenemos 

donde k > max <m,O>. La variac16n de S(x) sobre l~n periodo es 

65 

la parábola de la sigl~iente figura ml~est.ra 6s com1) l~na función 

de ~ para m > O fija . 

ÓS 

r 
/ 

/ 
/ 

- - - - - - -1-,-------""k 

33 
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Podemos ver la gráfica ant8r1or como L1n diagrama de 

bifl~rcaci6n. -La rama de soluciot1es periódicas eitaci6narias 

dadas porC44) bifl~rca~ a la· solución cero en m v. De la 

" ':- -·' ,. ' 

de ~~- ·~~-~!=· _-;:c1rf!ier~za-_"er1 · __ rn. 

:34 



EXPLOSION EN TIEMPO FINITO 

i á ~-; i f:~~-ot:e·i'i s .je e:~< is t er11= i a 
.. i ºt~d .~,i.~Y~~.·:.'.·.

0

S•~~·f i .:::1 i:::nt.em~nt:e 1 í sas ·~ue 
:i·~ ·· »~~;·,~~-e- i\1~::··. --i}-d í n· ita er1 t. i ernpi:i 

tenemos que las o satisfacen 
n 

"' 
= (-lnl"3>+11'1n,_)o,,,.+ivt'l..LupC5n-p ,.,. __ 

6,, (())::: T.., 

dot1de f sot1 los co~ficientes de FoL~rier de f. 

Supondremos ahora gue para 

JJ·n / ~ e:= ( 1 I I )s 
+-/YI / 

Cl~ar1do ses grande <II> tiene ut1a solL~ci6r1 local. 

:35 

(I)' 

/ 1[) 

<II> 



si9uient..:: 

f\sn=c~ f .,,.,, "~re:-l=~c·-t-C1mbiér1c- _et_Jt> 
~- -~ ~-

l .:i 

,O'. • ~ Ei.t:ó '. 'i.: :·:S·i•3t'e ;;:fs: ~-~~ _h-~:::~)q '>de_·: glJ~_ 1 a5 
-n-

C1 
n 

t1ernpo 1jonde o (t ) : O. 
r r 

(par·a ver al caso genet·al 

t el 
."r 

Sup1:~r1dr.ern1:1~· q1.~e _) ··~s--.1.wt •=qnjunt.1:• 

ver Bob Palais t-. .3'~ 'J .. )i ·se '·t,,:,rna 

de dotide tenemos entonc~s qlte 

~ 

G-r;, {t,,..) =~ r;,-z. L úp ("t..-.)G,.-._p fr·-rº) 7 o 
¡, . .,. 

JI 

± 11'!. .L cr, º"'-P ~ {M ... ¿ o1G,,_I' 
Po.·"" 

:]6 

primer 

f ir1i t•:• 

r o 



·=t1.1e o y 
1 . 

O', ~·o<, C1", +- i 6, rS, 

. { ) 11) 
O'._ ~ ol-i. ()i 1- 2. (J" 1. 

' 

'\ .> 0 Y ct
2

,·: 0 Sl 1 < rn < 2. 

sc•lu1:i•:•r1e·:::: del sisternci. <III> ~-e v1.télv~r,- infinitas en tiernp•:+ 

finiti:i. 

'3i 

s: ()"",(o)~ ':JI•) 

En ~fe·=to zi ll~rnamo~ n = 2w tenemci~ ~1 si~t~ma: 

'::1 = O<, j + 'j ..11. 

..ñ. = ó(l~ .¡.. 'j"Z. 

37 
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81 )'(0) >= 0(0) > O entonc~s y(t) '>·= o (l:) • 

• y 

Final rnent .. ;: 

las solucion~s de esta des19~~aldad van a infinito ~l~atido 

si O<Ol. > -ex 
2

• 

condición inicial 

va a infinito et1 tiernpo finito s1 a
1 

-ex • 
2 

E~ irnF·or·t.ci.nte not~r q1.~e el tér-rnini:• ln1 3 
·=tt1e v1~ne 

n1:1 j•-~e·=1a nir19ún papel par· a •::::·~t·='.bi l 1z~r- l~ :; . .:1lu•:i6n. 

de a 
""" 
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. . . In(Í:-oduccl6n 

· Efi ~'.iJ.·e='cap it•'.1 l •::o,;;;esÚ1d~arem·:~s 1 a 
e-t-,t·t--~- ·:-d;:l~-·-~: -~1-i~~~~.;:~~-~::~.~· F:ar.-~·l e--1 ciS·.~--~, 1::c1noc ido 

P•:•iseLlÍ ll•{, se 

estabi l 1da.j •jel 

•=rit.ic.:o..f:c .. -::.·.· 57'.:30 :at~1tes d.el .::1'.1al el flüjo es est,.able y 

del •:L1al el flldc• .es i nes.tab le. 8.in experimentilmente 

Davies y White [ encontraron que el ~tujo se volvia inestable 

para núrnerc•s de Ro:yni:ilds ta.n bajó-~ ,::,:irni:• 1000, t·arntiien se ha v1st.•:• 

e::<perirnl:3:ntalrnent.e qi_~e el fl•.~j1:1 pasa a ci:t:-'r•::. est.ado el 1:1Jal es 

estable para t~n intervalc1 1je núrner•:1s de R_eYh-ólds- C•:irno se rn1.~estra 

en la fi·;itu-a. 

JA/ 

' ' 

Los t·esult~dos experimentales y la analogia cot1 pt·oblemas 

rnás set1ci 1 J.c1s s1J9ieren i:•:•rnpletar el dia·-;n-arna de bi fur•=.::,•:i6r1 •=•::irn•:• 

se indi•=a en la fi·~'~H~a 2 d·:•nde la 1 inea punteada indi 1=a una t·ama 

de solt~c1ones inestables. 



IAI 
' '.' < . : ,:',' ,• . 

.. 
·-·---- -·- __ ,_,_ 

- --) 
!(. 

Una se•31.mda ·pre91.1nte. es la de e>(arninar la po:;.sibi 1 idad de 

est.a.bi 1 i-Za~i~t~1:, (¡:/.~¿f. -.. :1bténierid•:t ur1 dia·3rarna 1=•Jrn1:i se indi•=a en la 

Una posibilidad es la de por1er· paredes flexibles para qlle 

almacenen la energia qtie hace crecer la inestabilidad. En la 

2 



adirnensío::it;oal .'1•.lO:. rnódela .!a. evohici6n . de la 

P~t·:tw'~•aó~i-, 0:.11 te1·rnir10:•$ de 1.111~ -f•.li:oci6h de ):;:•1:t•ier1te < Cla •=tial .· 

~::_<·i-~.t.;~-, debi•~k· -.. a:· que ·Sfa ·~upr:•ne · .. 'el··;· f1üJó ; ~i-~1-~~:;:,~opt·~·s~b·l~'~) para "·--e·l 

fl•.U.:i ·=·::in la pa1·ed so.iperi•:•r ri9i.::1a y :la infet"i•:ir flexible es 

2. '.f/=O e,, ?=-1 
~? 

Donde R es le número de Reynolds, e es el valor propio 
r 

del modo más itiestat•le en la ecuaci6t1 de Orr-Sommerfeld, y ~ es 

el coeficiet1te de elasticidad de la parde inferior. La condici6t1 

de frontera et1 z=l it1d1ca ql~e la velocidad en la pared es cero, 

esto se debe a la v1scocidad del fluido. En la condición de 

frontera en z=-1 se enc1~entra como veremos esta misma propiedad y 

ademas la respuesta de la pared flexible a la presión del fluido:>. 

rígida obtenemos la s19u1ente eCl4ac16r1 para la evolución de la 

p.;::rt•.H"ba•= ióro: 



En· esta ect•aci6n R 

ci:1ndicl.1:1nes 1je 

visc~c(~~d) ~- la~ paredes. 

Tc•dCt$: lós 

•=ontinwi.o::í6n 

En la 

modelo de fet1omenos de 

entender los mecanismos y 

estabilidad pat·a bl~scar 

flt1jo de Poiset~ille. 

del 

4 



SECCION I 

En esta 

,:;~:,n.:üh·.:féf;friin•:1 it·,e·s·t:abi l 1z~:nt-e y 1Jn 

e1:uá~=i6t:.I d9 f-:~1:1rt.ewe·;i-de 

' - :_ . --·"~- : - _:_ - ' 
- ·e·;=·t.ta1::11:in·es ,,.""-·=tUe 

, ..... · . 
.alrededor 

é··.::u~ci6't;; --~ae_,"·~ ~(.f~:it-;~_-,3-~,r-~C1·n 
:; >-"·'.~ _: ''.:-· ,-~ ~, ·. 

.téf·mít"io- - .::ul:n::u::•::.• --y:, --paraé. la 

" 1:1r11:f as· 

•:1rida 

(1) 

ec•Jaci6n .je cir1da rnás 1.Jn 

t.énnir":' dispersiv•:• ll, tm_t.ii;·mfr .. :·-_de inestabilidad ó•.1 y •.m t.énnit-..:• 

t-..:1 lineal ¡'U
3 

Para est•.~diar l ;;., est.-at•ilidad de 

ondas,encontraremos una ecuación que 9ob1erne su amplitud en el 

espacio y en el tiempo.Aqt~i se trata de balancear un mecanismo de 

it1estabilidad lienal con un mecanismo tlo lineal de satt~rac16n que 

pare el crecimiento 

La finalidad de e$te estudio es la de et1tendet· la 

combit1aci6t1 de dispersi6t1, inestabilidad y satltraci6n. 

Comet1zat·em•JS at1alizat1do la ecL,aci6n sin el término de 

it)estabilidad y el término no lineal ,esto es la ect1ac16n 

( z.) 

Con el fin de entender la disper·sici6n de t1n paquete~ 

Si sustituimos en esta ecttaci6n (2) 

5 



La solución genet·al de la ecuaci6t1 (2) PLtede ser encotrada 

usando transformada de Fouriet· y de Laplace ,y tiet'e la forma 

..,,, 

J 
Á(Kz-w(k)t) j 

(.,({:;1,tJ= e t (><) }(' 

es la relación de dispersión y F(KI es 

la transforrnada de las condiciones inic1ale5 . 

de onda k t.ales q~1e -& <= k-ko <= e donde ~º es coticido tenemos 

J .l¡1ot- w/K)t:j q... j e r-t1d k 

lk'I<• / H 

si n k-ko 

U= 

si ahot·a desarrollamos w (~co+n> en serie de Taylot· a 

6 



orden alrededo~ de ko tenemos 

- t»'IK'.)Jt t - .;_ t.V ~ I(',) 1/'é'] 
-lt1 ~"º) dr 

ahot·a el it1tegt-at1do F•lJede ser visto como una ft~nci6n de , l y T 

donde x=ex, E=eT y T=e2 T. Llamaremos a esta función AC;,E,TI. 

Observese que el parammetro e está las 

inic1ales~en el ancho de la banda y en el nórnero de onda • 

Notese Pl~es gt1e las sol1.~cione tiene la forma 

donde A satisface la ecuac16n de Schr8dinger. 

Por otra parte en el caso de un problema no lineal como en 

7 



, . -- ,.· 

Fi:11Jrier".y·· pot~. eS~o e·~ .rie·=esat-i1:1. '-~na derí\,.a1=f6nde';{á·:.:~,=,ja:ci"6n: F;ar·E.. 
... f a°'er1voTv~e'r;t::e'~'it'l•:leF:~efJi::fl.eFif.~ ~o:i;a~r¿.· i'eF'¡-es~r1t;a'ci'ÓnJi f1teg r:·e.l¡~~~~: ·~~· 

2:-<.'- --

se 

.des1=•-~bret1 d~ 1 aná 1 is is e:=<a•=t-c' y. b!Js;=a~ro~1:s. '~~!~i_a'- ,· ~·~,J>j~f~t}:-.>~p~:_·,~1~.f~oad_a 
de la· f•:•nna .. 

8ustituyet1do esta expresión para u en la ecuación (2) y 

usando la regla de la cadena para la nuevas variables ~, E 

' 

()tt -=-f-w.,',4-2;w.,¡_,,lt:~+-t1A:r;- -2,,/w,,t.7Ar)e"': EU,,c+t'1u2i::tT _ _ _ 

2 
Wo 

terminos a orden l1no 



Terminos ~ropo~~{onales a & 

esto lo logt·amos- sustituyendo 

donde WO"=ko/ú.>Q es la velocida de ·:n·1 .. ~pc1. v lomo.ndo 

de donde 

2 
O\ & 

sin 



sustituyendc• ia vat·iable ·i;· y .tornando en c1.ienta que 

':1 

Esta es la ecuación que gobierna la evolución de la 

amplitud A en la ecuación 12) Que es la misma •=iue la ·::¡1Je 

obt~~vimos de la representación 1nt~gral per·o ahora la derivamos 

con un argumet1to aplicable en principio al caso no lineal. 

Analizaremos la ecuación 12) más el terminó no lineal de 

Intentaremos un análisis cot1 las mismas variables v = ex, 

~ &t y T = &2 t de la ecuación 12) • La amplitDd A en general es 

11) 



Términ6s proporcionales a & 

aproximación lineal . 

Términos ~roporcionales 

11 

2 a e 



:·-'······_:::· . ..- ··. - /,,.., 
·-s:.x - w., t 

Térmit1os propot·cionales a c
3 

+(-2..fw. ,4-~e +-A;;~ -?YÁ/.f) e-A·~ 

- 'f A> e"'''" - y;¡ 1e,. ... :6' 

12 



=- o..---o=-c-_-=o--=-.=-o-~ _:_=-----===---==' =--=--~~=-===-' o=-=o-_"'o--=-=-==-----
.- -•. - . ·,-. 

· 2.1 U'.)~ ~)t;·~Á;;x 
--:, :--.:.~r>·-· ,,, -· -.·--~t , 

~ >\ .. ~,~;'i~'..~~y~_(c:~- -'"".>-'~ 

st~st i ft~Yeri:~:?:· __ ¿~ .. ;i/8~,~~t>;\~n-:~,~1t<tr ~~;J,~ 
,.·_. 

esta ecuación que gobierna la 

• je la e1=t~aci6n (3} es •=or1o•=i•ja 

evo:•l•.tdón. •=le Ja. árnelit1i~j en éi •=aso 
•=•:•roo e•=•Jadón ~t'.Jt:.Td~ de: S¿f·11~~it1•:ier • 

" •:e_~~--::::.;:';.::;:-·-' 

·{t). 

6<<1,sera escogida para balanc~ar su efectó con ~1 --~f~¿to 

La relación de dispersión de la parte lineal es: 

De donde obtenemos 

1 

W ( K i ;! ) :: j d ± { - $ i + i¡ (K1-r 1)) 1. 

2 

w + iw 
1 2 



inestet.b les.-

balancear el térrnin•:i 

·inestable cóh ··el t.~t·.rOir11:i-··:úbi1=1:1, ~;·:ir 11:~ t.ant.ci 6 µc 2
• D"= nuev1::i 

tomaremos u como 

sustit1Ayeni:k1 esta e::<pt·esi6n para u en la e1:uaci6r1 (t) 1ter1em•:is er1 

los dos pt·imeros order1es de magnitud una situaci6t1 ident1ca a la 

de la ec1Ja•=i6n anteri1:1r y a 1:1t·,jen &
9 t.ar1E'.!rn1:is l1:i si·;¡1.a1ente 

Térmi~Js proporcionales a &
3 

reordenando los términos tenemos 

( - - - - -'Z) ,...;!~ 
~ -u·UJºAi -Áf-; +A;¡~ -.Au10A-3YA A é' -

- 'f.,.,(' e 3.-1' IJ _ r ;¡ 3e- >-'@ 

14 



¡1. 
= G.Uo -1.A. 

iw. :r1 

es cor1ocida como la ecuación G1nzbLtt·g- Landa~1. El 

primer tét·mir10 del lado derecho da los efectos dispersivos, el 

se·3tn1dei da la inestéi.bilidad y el tercet··:, e;; 1_w1 1=•:1 rr1rni.:nt.•:i de 

último tér·mirio tiene parte imaginaria t1egativa puede estabilizar 

Tt·ataremos a~1ora cor1 le rnismo análisis de encontrar- utia 

ecuación para la arnplitL~d de ut1 paquete de ondas con r1órn9r·o de 

Kor·teweg-de Vries. 

{ 1../) 

Los términos no 11r1eales son ahora de la forma LIL~ lo c~tal 
)( 

~-1ace que ~-~na •=•:instante sea s 1:•l1.~i:i6n Elesqi.terna de apr· 1:i>::irnaci6r1 

no funciona er1 este caso y debe ser modificado .Ver·emos ahora 

15 



::<= 

sustituyendo la 

=k~ esta la rela•=ión 

aproximación lineal de la ceuación 14). 

Términos proporcionales 

reordenando los terminos tenemos 

16 

el t.errnini:i 

dispersión 

2 a & 

1 ineal 

(4) 

de la 



de grL~Po y obtenemos: 

una solL~ción de esta ecuaci6t1 es 

Términos proporcionales 

sin resonancia es 

:Jk~ es la velo:u:idad 

9 a e 

A eA'@ ¡- -..:e ,.·@ - -,A'@ ;1.1;1 

t" +- ./T-e e f-tAzt: ==-A e u,~+ A e u ... -r-Ahe +-

• t ' 
- - -- - .. "'l g , .. ~ • - - .... t9 

.,.. .AAx +AA;; +ÁA-;;e -1.,,1KºÁe u, -.Alt'u4e u,+-

. Á J ~ . T -..:& 
f-3.AK,, ~z e -3..Ai<.,.A-;¡~e -1-t12;,!~ 

17 



t·~orden~ndo terminos tenemos 

resonantes aparte 

se Pt~e·:1en el i rn í na t· .. 

•:¡ue 
"ie e Y 

apare,=en 
-te 

- ~ ""-!qs 

_t.errninc•s 

1.:t~ales no 

El problema en l:Si e•::'A~1=i6n (4) es· ·=11.Je el térrnin1;:. fP:t 

lineal no es tan sirnr:·l~ 1=•:1rn1:1 er1 la ~1::ua•:i6n <1> el •=1.~al al ser 

A difet·en~ia de los problemas lineales et1 los cuale$ los 

modos tiormales se desarrollan indep¿ndienteuno del otr·o ,et) los 

problemas t10 lit)~ales los modos normales it1teractlian 

1:3 



-:-< ... -. . ,, 

· "··~ ~·· ... ; ;p~~~¿¡, c1,t1 ~e: }.c:ti'Z:t/frf-_.< 

s1 .. ~st.i~.uYet·1,jq ~:est.a 'e>::presi.ón t=·at-a 1J en la i::1::;ua1=i6n C4J 1:•bt:i?:!r1ernos 

·:i1 .. ~e:·_er, ·10s deis prime.r1:1s Qt-denes de rna•;nit• .. ld n•:1 hay nin•;t .. ln ,=ambi•:• 

~esp~t6 .a1· ititento anterior~ y a orden c 9 tenemos 

sustitl,Yendo la expresión 

por lo t~nt.o podemos hac~r 

19 



' . • 1 ~ ' . , +" (.'"lLJ.A3g -~-.,i3~, ·.1 ·ª"A-- -_,¡¡4> 
~. /f ~ -A e +AA;;-e r A~é' 

'"--...!... /AJ' ,/Vf - .2~'1. 

Schr6dinger,perc el 

•=oeficient.e del térrn1n1:• 1:úbi•:o _ir1y1:ill..i~r-a ~C\-_-- r-ea•=ci6r1 del fluj•:i 

medio sobre la onda • 

20 



e • - : .-· • :: •,·. ·~-··.;-,' • , .• /... ··'/ 

Est.Í.iojfát'er~1Ss 'eri '.ksfa ·. seo::d6t'• la estab:i 1 idad 

entre ,:J,:,;f"1'o.r·,;:,s''.F;~r;1~{,:)~a distat'ida 2h. Este flujo 
-· ,•, ... ,.' 

del flUJ•:• 

es ci:it1Qcidi::. 

•=•:•rn•:• flt.1Jc•:'F•lai),; de P•:•Ísei.dl le.En el r"''3írnen d.., flo.¡j•:) larnin?.t· 

sin ~erf.1.Íb~~i,Ót'.,~~ ,j, •;iradiente de. pr~si6r1 ó:•ns+:.an+:.e prod1.1o:3e 1.iria 

distritúEiót'-i ;j~' vel·S,::'{;jad •· ir,,::lepet1o:Het-1te de la .:::coo:)rdenada a l•:) 
.-·:_-:.-··_.::;: '.--;· ,.-.-\·~ ._ -:· • -· e- : 

lar::J1.:I·. de 1a ··=·:it·t<(er~.+ .. i:·:'='=·n 1 .. n_t .valor :rná~.:'~_irn1:. en el '=i::ni:.r•:i del 

canal~ 

Si consid~ramos el fllijo como insompr~si~le y denot.arn•::is 

la velocidad .por 

tant.i:• e::--~ist.e 1 .. w1a ft,n•=i6r1 de •=1:1rrient.e yJ(::-::,z,t.) tal •=11Je 1 .. t = 'Pz y 

w =->p,( 

este flujo bidimensional en términos de la fL~nci6n de corriente 

<ver Batchelor [fll se reducen a 

I 

=R.d'.S 

21 



~s la viscocida~ 

h. En el 

\ .. . . . 

el· ·det:1otar el nuj;:, larn1nar. 

de dispersión 

Lineal izand•:• la e•=ueo.•=i6n ( 1 l alreded•:•t" del fl•.dp básib:• 

'·\ = >µlz = 
F'•2rtut·baci6n iµ

1 

e,., 

ya ·=11.~.::: se rnant i ene e 1 rn i :::roi:i f 11.¡j .:• •=11.~e 

1=•ert.1_1ba1=16n, rn•:•rJi f1,=ar1d•:• la presión • 

22 

la 

en de 



c~s.o de,._) as~_ e·=-~iá;:h.·;;·{;~,es ·-(Í':-;~C--_y:·"~-~(4·'>-- -_diEé - (a ;.e1::-ci6t1 arit.er·i1:ir :r '=i:1mc1 la 
.... ':·.--

~1:uat.ci6n '(2) d~r="::t1de~ ~~·a.-tílb)er; .de _Z:- s:t1st.i t.uim•:as. 

d•:•nd~ a es el núrneri::i 1jis i::it1da en la dire•::•::i6n ::-~:. Obtenii::ndc1 la 

~i9tl1ente ect~ación para ~ 

,...... 
=~(±1)::0 

este ~s el problema del valot· propio de Orr- Sommerfeld y at·1ora 

t.t"ivial. 

t.iene tln valor propio s(a,R) ctlYa pat·te real s (a,RJ es positiva 
r 

en t1na región del plano Ca,RJ. La curva de estabilidad mar91nal 

s (a,RJ=ú se muestra en la figura 2. 
r 

Para R < R
0

=5780, SrCa,RJ es menor qtle cero pat·a toda a, 

p1:1r l•:• t.e:..nt.i::i las pert.1.1bacíi:it·re~ rje•:r..;cen 1:1:1t"1 el 1:.1i=:rnp1:1 • 

23 



7?c=57f'O 

ti!,= j. o z. 

Usando transformada de Laplace y de Fourier la solución 

d~ la ecL1ac16n <2> es de la fot·rna 

o() 

- 1 f ;o{ X. -+StK1 P)t" 
'+',-=-u Je ... · Ft-:e¡K1 r<>d0( 

-~ 

(a-et ) y <R'-R ) de 
· e · e esto desarrollamos s y F en potencias de la 

d•:1nde a es p1:ir •:i:•rnpara•=i6t1 c1:1n los ejernp1:1'E. de la se•=•=i6n 
ir 

anterior la velocidad de grupo y 

24 



-o- -··- ·---

ca1.::ui-at~'~íribi-_ ló~ .. -·i:-d~:~f.~~1~=;:;t:é~S':·a:r_.. -i:1
1 

Y 

l 1:1·:; _férrOi n•:1s ~j~ 1:~rdet~1· · Ínay•:it~. -~u:sti túyer1d•:1 est.1:•~ 

en < 4> - y d~Spú8~ en (2) y t~sat~idó ,~r.·.he·,=-ho de ·=11~1e 

a
2 

de:-pr~s1·;i:t\d·~­

dos desarrol.loi._ 

1 
R 

I 
= R~ 

Tárninos {tc,,jepen•jient.es de oi-0t y R-R 
,· ·.;-. · .· .. · . e e 

~ {:tl)=O 
¡. . 

est.a es la e1=1Jaci6ri de Clrr-S•:•rnrn~t~-fia~-~--·_;-_ :•=q_ty· -~=~1=' R=Rc y valc1 r 

pr_1:1pio ·=r· 

Térmi~os proporcionales a a-Qc 

t~nemos el mismo operador diferencial de la de 

sol•) si el lado derecho Cl~mple la siguiente condición de 



---- -~-~T----------------~--~-c-------~- e--- --1 • -- __ - _ 1 

ó = )1/1~1-W~d1-:J$l{ir")d"! :;J~f~~;rv-:'cc.{il?J=--
-• -1 -1 

,· .... _ .·. 

- ~t ~ ... ( I ~,~'- ~· /f4J,'~c.1,~'f.]+ "Z ot, { 1 - ~:_C.:/Wfí~ --

donde J_+ es el adjut1to de 

1 J ~[4'."1-«,'l '-H] d ~ 
-1 

r1uevarnente 1~l 1:1pet·adi:·t- dif.arencial del lad•:• izquierdo es i·3'.tal al 

de 1 ¿:~ e1=t1a1:: i 6n ( 5) p1:w 1 o t.ant.•:• r1uev-arnent.e: par a ·4ue e~< i sta tina 

solltci6n el lado ,jerecho debe ser ortogonal al riucleo del adJltnto 

' ' 1 

0 :: ~Í.+-(f)'-P,,d-c:: )ci1.t%)dl<= f4'f-d.['r.''-o.1,7 t.11J-
- 1 -1 -1 

1 [ \U 1 V '\. // l.J t U J]d -K,1. rr - -z o1, 'K + ot¿ .,.-1 e 

26 



a (a-a )z 

·= 

.f_ty;, ... ):: az['P, '/_«,1 '11 ]rÁiV,{1-r1:_c,)[zo1('1'¡ 0+Y(]-2lY:co -
(8) 

(5) pot· lo que el l~do det·echo debe ser ortogonal al t1ucleo 1jel 

+ 2~ "ftp ~.; {1-~-i.1-a,,,)['H:-'-20('"'1.Y1.-2.Kc.. 'Yi] +­

+- ! ['t'i .. , -3 o<,"2. 'k +2 ó<, [ 'f,~ - ~ i 'f,p l] Jd i! 
Rt. 

N•:•t.e ·:¡ui::: L:a rela•:16n ·=11.Je da :t2 es más •:c•rnpl1•:ada ya q1_1e 

n•:ces i tamos tener F· rev i ~rnente •:al•='-~ lada tµ
10

• 

La velocidad de grupo a 
ir 

y 

27 



=--= a
2 

-s.:.r1 -_ núrner1:1s =¡~t:1rnp-ye-J 1:1s-o -,::C~t·-¡-- 'F·:a:t~--i:.=é--=~-"t:;;eaT=-.ce~~-'-~'ffo=29°íf-1-a't.;-Ta=~--o-p~-;s i t l vaS-. 

Est.1:1s- fuet-,:in •=Et.i"ctd-·ad1:1s ·riurnet~ {.:aroer/ee -- -Yét~· -Sf.Liat.;--t. -- --[t'óf. E·~t.i:is 

coef icient.es 

del p1,1t·1t.o (a_,R_>. ,_ ,_ 

Cons~derarernos·-ahora el problema no line~l completo de la 

ecL~ación _(!_) para. núrner•:1s de ReYn•:•lds alrededor +jel númet-i:• d.e 

Reynolds critico Re y estttdiaremos la evoll1ci6n de un paql~ete d@ 

ondas cori núrneros de onda alrededor de a • 
·= 

La gráfica de la part.e real de la relación de dispersión 

de la aproximación lineal tiene una tanger1te verticalen R = R 
e 

por lo tant.o al ig1Jal que en el primer eJernplo de la secc16ti 

ant.eri1:•r pat·a R > R e::-~ist.en rnQdi:1s 1nestat•le·:: s <a .. R> ) O. P•:•f 
e r 

lo que al igl~al que et1 ese problema escalabamos 6 = &2 µ ahora 

y escogeremos las variables 

!-=E (X +-i::1,,. t) 
't. z: = l t 

donde a es la velocidad de grLtPO encontraada en el 
~r 

l 1neal. 

Desarrollaremos ~Cx,z,t.) de la siguiente forma 

- _, 
'+'='Po(~, J, 7:) + ~ {e 1 J1 ~)E~ 'fi (t!, JJ T)E -r 

análisis 



El ténnino z-1!!1z3 es el flt.tJc• ''bisic•:•,' .:;;. es el fl•Jj•:i 
"'02 

medio resultado de la it1tet·acci6n del primer --~a~m6nico con sLt 

C•:•nj•.i·~a,;fo y <1>
22 

es el t·es•.iHado:• de la 1./,t:kr·'a2:~f6rl del pt"irner 

~"\rrn6n i ·=i:' ·=ons i ·~o rn i srn1:1, es ti:is f ll~j1:is- rn_ed i-C_ls·:~:s-ót~(-,:· t~1.$·~es_ar-ios-< dad•:• 

qLte ~ = cte es sol1Jci6n del pt·oblema. 

sustituyendo este desarrollo para~ e igualan.jo términos 

proporcionales a los. diferentes productos de e y E obtet1ernos: 

Tárminos proporcionales a &E 

l I'fi,)=-(1 - e<._ e ,.)(Y?./~ «,-i. i.q,J t-z 'f.1 + o(: Rl 'A,'v_ 2 c-1('{),(~ IX¿'' l/i,] := o 

( 6) 
Y?, t ± 1) ::. yq, 1 { ± ,) =o 

esta es nuevamet1t.e le ecL~aci6n de Orr-Sommerfeld en ~=ac y 

esto era de esperarse ya que las potencias de.e toman en cuenta 

las correcciones más altas. 

2';i 



dc•ende 'f'
1
(z) es de. Orr-S•:•rnrnerfeld 

•=.:o rr· espc•t'1d i ente ;{ rncuj;;> rhái i~:,:O,st~t.le; • Et1c:•:)r¡~r~r ernós una , ec:•.1a•= i6n 

para A. 

Los término~ prop6rcionales a· cE- 1
· dan la misma ~cL1aci6r pero 

Térrninas 

H¡;.,- dc•s •= l ases d.;; est.cis ~-~t:rnir11:1s, ~··:ir-~- ur1a .Parte t.e r rn i neis 

ct~adrat1cos y por otra invc·li.1cra1; 'del'ivadas rná.s 

+[. •yq f/) / , ,/) / //7 [. ~ f/) tl? 1 , //] "'o<, ,, r11 - A e<, r,, 'f,1 J - A O(~ r,, r,, - ...1 tX~ '/¡, 'I,, "" -

reagrupando t.érminos y sustituyendo 

( 1- it. - (.,.) [ \'; i - L/ ot( 11-zt 1+2 ,\q¡ .¡-o(;~([~'.;" - <¿' o(,7-'f{ ~+ t.<,'/ ~J ;:' 

Yi'Z (.ti)= o 
'C' 

( 7) 



($) 

-e; ·~ - ' 

Res1.1 lfa.dc•s f·11.111iér ío':o:•s (Ver · St.1.1ar-t.> ¡ '/o l l ·. SI.Vil i eren ·:iue na 

hay- ft~n;:i 1:1t-ieS. ·=·=·rn·p i érn~nt.ár·.i-;aS~~-i'·.:_~-~~·ª:",_·~~-;-~~-,~-~Ót~~--;: t=~~r· -1 1:1 gl~e ¡::ooderni:1s 

:;;_~p1:1 ~-,e-r< ___ gúe ·- i~J ··~e; i'~-~.~ {·¿t~; ,,'~;~· ;·:~¿-~~;_{~~-?~~--- .~~~·~-t~~t ~.-r~~.:i,a".·~ cc1m1~ 
. ·:·~- ,::,:~ _:_:~. 

··-·:·;:··.; 

d1:1nde V'
2 

se determina nurner i1=arner1"t.e-;>-j 

Términos F=·t·i:ip~:•r•:i•:1nales a &
2 -ir1dependiet~1t.es de E 

Estos sot1 los flujos medios 

reagripando términos y sustituyendo 

{ <¡) 

'Po~ {±:1) -==)qz~l±J)=o 

31 



donde 

·. . 

Rz lfi}=;ff.5tó;~--e1)"" 
,•,.·.;·;···.:,;.:~-.·.,,>: 

r . .. 
F(?cl•Áot. R,f 5Cr!' ~l•'-1! u,/n1)d• 

_, 

)1 

ser!= J['P.'(4)'k (.AJ-'/tt4.) 111(,,o]d.A 
_, 

1 

e,::: {- Js-crJJr- .fJS(ll _, C-z::.~5C1). 

Términos pt-i:1por•=ionales a c
2
E 

Estos provienen de las derivadas más altas 

/10) 



Í('-111): 

como en los ejemplos de 

( 11) 

(12 ) 

la sección at1terior dot1de a segL1ndo 

donde w' era la velocidad de grupo, 
o 

a en ~l lr:..di:• 
ir 

s 1: 1 l1.1ci6n a ia~ta 

ecuación sin necesidad de una cor1dici6n de ot·togonalidad, por lo 

•=ual de la 1:::cu;ec16n (6) di:2l aria.lisis lineal .:.tit.anernos ·::i1.1e r/i
12 

se 

puede escribit· como 



, . . . ·. . 3 
Términos propqrcionales_ a & E 

~E-~t.·:·? ~[i:!__'!}_~_i;~n-~j~-o_~9~L~vadas· rnás.a1tas y de térroinQs ni:i 
-o-==-~o_-- ----o--=---="~-''-=---=-=--'-'--_----. 

t·ea·3r1Jpandi:i t.énnin•:'s y ·31.~stituyer11jo las si·31Jientes 8>::presi•:ines ya 

en~=i:•ntradas 

34 



,'" ,' ,' :. ._·: 

i:1bt.enernl'.:IS la·- sf·3(1'fe'rite:'-éc1Ja1=ÍÓn-

lt'P,.,.)-;: ~,A-r:f'v//..'«/i.p,J1 ;L;J ['H'~zo(,, w11.,.d/1·+0-
I 

(13) 

- ~' An R L/ ( ~ / '-f, º) + A/ A ,-i. R5 ('Pi, lf 1! ~ F) 

d•::it·1d~ 

) 1í-" l - J r-111 ,. - 1 R5 { 'V, 1 '+', 1 F :: '+'1 'K - «, ~ +-2 'Pi '11 - °'~ '+: -

el operador diferencial del lado izquierdo de la ecuaci6n <13) es 

35 



¡;,náU.sis lin-aal. 

de :1a ecLtaci6n 

i:ibténeroos ·=i~~~~ ·Au; ,T) debe sat.isfa1=er la; si.;31~üehte. e··.:üaci6n d8 

Ci in::b•.1r9-L9.nd~u 

('íf') 

con a
2 

dada en el fanálisis line¡;,l y K dad¡;, ~~r 

' 1~, S ii Rs ('+',1 'ft 1 ·F)d-e _, 
I< = 

numericamente Cver 

Si l l C<.rnarn•:•s 

donde y = ~d t K IAl 2 obtenernos que A
1 

satisface la 
1 r 2 

si·3uianf:.e 

{e¡) 
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·=1ue 

si llamamos A a .. 
.A-z..:. 

e -

nL~mericamente ver Rotenberry 

si:r1ti1j1:1 ::;i:1l1:i para R < R • 
e 

9 JI esta expresión para A tiene .. 

J7 



si t.1:•rnarn•:•s A2 =A
2

r + i A
2

i. •:•bt.er1ern1:is e 1 sig~ientg' __ sist~ma de 

ecuaciones pat·a A y A .• 
2r 2\. 

-¡3][Áz.,,.]+f 2 t<.Ae."2. º]/A,'] 
~ Á7.; o O ~A 

transfot·mada de FoL~rier para A (T, $) 
2r 

y 



.. , -_,-_--·· - ' 
)ll,~= ~:f/'--J/iLr {K,iAeL1-¡3'.4 L/} ~ 

pa,-t.e 

positiva, de donde obtenemos qlle estos modos tienden a infinito 

ct~ando T tiende a infinito. Esto es la solución A es it1estable • .. 
Tenemos así el siguiente diagrama de bift~rcaci6n para 

IA
1

l en función del nómero de Reynolds. 

/A,I 
..... 

' ' - ___ ,. 

doende la linea cotitinua representa la solt~c16n establ8 y la 

De aq1Ji vemos que el 

Rey~iols critico pt1ede pa~ar a la rama de amplitt1d inestable lo 

cual explica lo observado experimentalmente aungtie este análisis 
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r1•:• da 1_w1 núnJ~ r~o-.~·de~. l}~y_n•:•}. ~ -.·ar!~es ~:de1_-' cí_1:i~.1 : ~ ~ ~-~·;f ~-.~{~_,1~~ ~sea -t.:•:)_t.a 1 ~nent.e 
e~table. 

Del at;1áli :;¡ í s aritit"l.L~ veiri;:i~ .'::i.·ue·'·.·:si· '.la ·.:;~;t.\~.,: •T~~l" . K del 
...... ·. : l 

1=•:1ef i•= i en t.e de 1 A 1-~--A· fliet~~: n-e'3a-t~'i ·y·a·-... et;;t:dt)·,::·e~i- ~· i.:;·s :::v-a_i~;~·-~s. pr_i:ip i.'~s 

µly 1-'z tetidt·ian parte real r·1e9ativa· y la 

estable, de h·~1=h1:1 1-a par··a·t:,:c;ra - , ·~el i~1S..·;ir=arna 

. - .. _ . . --' -

este es el cas~ ~uandri .. las_ Par~~es del,·canal so~ flexibles. 

40 
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En e~t~. ~.a1:1:16r1 ise eS.tdd1arán .li:1s .:::,fe1:~1:1s> d~ unB, 

en la parte inferior 

t ?-
1 

-'-"' 1 ---=---- /--. 
yZfx,t) 

fle;üble 

en la 

se1:•:i6n arit.eri•:1r P•:•r l•:• 1:1Jal la elevación,. de- ·:,·ra ~:_:.-:'.·~~-;t:,~-:j, inferic1r 

(fle:•<ible> ry(:.-;,t.), la c•:•nstant.e _elá.st-i•:a·k_-:y_'¡'i., áif.ereno:ia entre 

la presión sobre la_ pared t"i·;:iida y s•:•bt'e la>-;~t:~,;_···elasti•:a P 

estaran adimensional~i~das como sigue 

,...;, ¡¡ 
P=---­_·¡; uz. 

-',~·-· 

o,· .•.• ~,: \~:;~:-.;)}~~~¡::'O,·¡·:·:'·' ... 
En el int-et"i•)r - del fl•.iidó ia~. _,c•:1~{~~·=fric.~ ~;~;;':;cl~s mismas 

·=it~e en el 1:as1:1 __ de __ ·_ias -~- _pat~_edes· -~~,t:1-_;~i:da~s-YtI;t1~~;~~--~~~-,~~:;'.t~;~:f~:_;;¡_c1_nes d·=: 

si:irl u = w -= O • -

En la pared inferior las condiciones de frontet·a deben 

tomar en cuenta la flexibilidad de la pared El desplazam1et1to 

de la frontera de su posición de equilibrio es una 

superficie libre y Slf elastcidad balancea a la presión del 

fll1ido • De donde obtet1emos por la ley de Hooke qlfe 
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-~ 11t:x,r:)= ffr-1 ~;¡1n!tJ, ,,~ cJ 
__ :_B. ____ c_,, ~-----•---- c--~---~---"----'.c ___ -"-------------'-- ___ _ -- ---.--·-----;- - -----,-- ----·,-;-------·--,---- ---,---------·---:--·7·---:----;----;--- ------ ~--- ---

R iS!·E.·_ eT.>núfíle_t~·=·<·d~ ReYr~1:1 fd:E·•-:_ -oo'. .. ~-.,.,~,,­
~~ - - - .,. -, --~,~. \. - . ·,~-, :: ·:): . __ ·_: ~---~ 

La .::.:.ndid6t:; ;•je,:·~Ú~ \¡-~;~~'.t}~~~ si:iF•erfi'o=fo 1 ibr-e es 
., ,.-·- -:·;;r:f;f~c:~,,; ·-

~í~~E;¿;~;c;j)~ -º· 

que es la misma que 

{L) 

( 'Z ) 

la 1=Qn•:1i1=i6n de ·=1ue el f11.~id•:i no resbale (p1:11-"' vis•=•:u=id:i,d) a l1:i 

largo de la pared toma la forma· 

{ 3) 

Par3 describir el método de solL~ción del problema de 

manera simple es conveniente st~poner que la pared elastica es mas 

bien r-ig1da, es decir K 

tina mayor cantidad de algébra sin haber n1ngun efecto t1uevo. 

En est:e ca:~i:· la pared es •=;..si hi:·t·1zi:intal <nx < < 1) y 

pi:1dem1:•s ti:irna r 

de la ect~ac16n t2) tenemos que 

42 



eval~tada en la pared inferior da 

expresand9 esta ólt1ma ecuación et1 tét·minos ,je ~ obtenemos 

El problema para la estabilidad del fluJo se transforma en 

4·3 



fr1:1t·1tet~a ·=1ue 

1:1Aadrá ti CC•. 

caso de pared~s 

•:Je 1 a función 

pr 1:•1=•ia en el pr 1:•blerna 1 ir1ea.'i"iz~;:i'·ó .1 ·~1-~e a~·11:1 ra es d1 ferente y 

la aparición de n~évós té~~inós=· ~¿~-~i ~fecto de las condiciones 

-- ~ c_-o'-0='.~'" . ,_,,,_. ·-·-

l 1:i ·=1ue •:arnbiat~á · "·,se·t=átj~} .. ~;:)'~;;s,-.-· ,~~·.~~º~·f.-~:~i~.r!t.e_~ 
G i nzb1.ii·-;~La~•:Ja1~1; ' ~e~ · i; ·. 

A ·=;:•nti;l;1'.1~cIÓ;', ife<~'1{.~~r,"r~i .rn·~dÚidc16r;,ei 
par- e•:Jes ri o; idas':. 

Con el mismo desarrollo par-a ~ de la pao; 29 y 

mismos escalamiento~ 

J = ~{x+c<,,,.t) 

donde la velocidad "' ir 
es di ferent:.e 

Términos pr·oporc1onales a cE 

J_ {V?,,) r: o 

44 
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la 

~"' ? = 1 

dot1de R1 y las sig~11entes expresiones para R 2 ~ R 9 ~ R,Y R5 sor1 las 

mism35 que en la sección at1tet·1or. 

_-45 



Términos prbpor2~onales ~ e 2 ~nd~pen~ient~~ de E 

"Tf,2. :::Il, -;, i::) =)Át1, ~J l' Ftt) 

F { ~ J = ;. 6(. K ~ J ~ e r) + ~· {r t. 1) t- e al r ~ 1) d ~ _, 

de la 

sección anterio~._ 

Vemos asi que el término de front~ra flexible altera el 

como ocurre en ótros problemas. 

Términos proporcionales a s 2 E 

la condición de frontera. Estos modificati a la velocidad de 9t·l1Po 

~t :::'!;?:o 
1 

J.x, Y,l. - Cr K, 111 =o 
K r11ll?-
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R3 (IJJ,);: J,f[~ /~~,1 pJ \.2 olL'H (¡ ~r1 -~·r1;u- ~"! H~¡)f Y{1/ ~t'ff] +2 ~ 
.• • ... · >.:=,_'.;.'.'- -~·:/ .. -~ .. :-:,~.::.-·-~. . .-. . , . ' 

~ .. :: ~ ··. .· -·; . ' 

i:le ·.j;:~~·~1d:e_-'.; :;t:~t.-~;~;~·rric:-s: ¡:.;:.1·· <i-~:- '-2ónd f1~ iótY. -de ót-t.c0 :11:•na1 i'dad_ -···:¡L~e 

(~f Zot/ -P, {1- ~-t- C,.) -( / • ?1
- 'f~cj ['K v_tl,-i 'f.]-~ 'H }J ~ 

!,'~ [ 'H":-~,i '+',JJ i! 

es q1Je ccJ.r t·.a:::1.~ 1 ta ser ·una 1:1:•ns t.ai.nte real y .·.:::,::iró·:i· · ta1 n1:1 t.i~ne 

it·1fluen•=ia en la est.abi lidad y el efe•=t .. :• de ¡:;·a.red es 

solo el modificar la ~eiocidgad del grupb. 

Términc•s p6:•p;:::!'cibi)ales .a 1~~( ,) 
Se t.ier1e a ·est.e·-·,:,rden' l;;_/.rni.~r~~:>s''i.t.ú~2·i"6t~;~/'[~de·..:~t).:.éi' cas•:• 

de paredes ri·;iidas per¿; •=c•rn•:•"\°"t' .•. ~{\1J.•~.,inE!~.i.¿.D~~h~ ~·~ar~éi.a:d•.:•. lo:is 
térmit-..:•s Pt"o:opo:ot"•=l•:•nales a IAlA'seran; di.fer·ent.es. 'E\ .. _co:ie f iO:::iéot.e 

:-'- 'i~ - ", -

A 
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J/.~ I-i1. ['..r: '"'- z v, 1 '1'. 1-~/'w ]-A·~, 1 t/11) J d -e 

J '¡ [ \JJ, I~ Olt~ \f,] di _, 

./1{tl:/llf 1t-1) =O 

lot,:.,tl(-1)- c,)l,A"f-11:: Áol~~r-1J 
/'\. ~, r, 

1 

,;I<'. Í4>Rsf'-1'. 1 ~ 1 F)d~ _, 

e< l"' Cl.1,. +,(a!,¡ 

c:::i ., :: a ''·I"' r la .1; 

,,;y-z: 
A t·L "t) = e A, t;, 't') 

IA.li.=- _ a1r.A 
a.,,.. 

4:3 



d1:1nde. tv.1e.varnent.ia , las"--- 11r~~a:,s_ ··=·:intinuas representan E•:•lu1=ii:1ne:z 

estables y las_ocul~as soll~~iones ·it1estables~ 

' ·. -. ' 

A·:5i para·_ ei· fl1~~-j•:•_ s1::bt·e·, pared~s ... _:f1e':~~íb.les después del númeri:· 

de f~i;:·¡n•:•lds 1:rit.i;:,:i·:.1:~:s···f-."ert.1.1t:b;:v:{1;i"nes·." -F;c\si:i.n- a un est~d·:• di:! 

arnp 1 i t:.1J1j 1:1:1nsta.r1te.·· "d1Jt~~je'. -~~'. r~-:~n"t: i:~r1en .'.e~~:at; ie~::~ 

ESTA 
SAU~ 

Tf.~1~ 

DE Lt1 

~n .Of.BE 
..11¡,L¡tlJEGA 
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