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INTRODUCCION -

Dentro de la Fisica Matemstica es conocida la gran importancia
que tiene para ella el analisis espectral de los operadores
autoadjuntos para la descripcién de muchos fenémenos fisicos tanto
en el caso clasico  (propagacién de ondas acusticas, elésticas y
electromagnéticas) como en el caso cuédntico {a cada observable se
Je asocia un operador que, dentro de la descripcién teérica, se le
pide que sea autoadjuntol. La estructura matemdtica de! espectro
de tales operadores autoadjuntes estd estrechamente ligada con
aspectos relevantes de las propiedades fisicas del sistema bajo

estudio.

En el presente trabajo estamos interesados en estudiar un
operador en particular que es de gran jmportancia para el estudio
de Ja propagacién de ondas elasticas, Dicho operador sera
deflinido como el Propagsdor Eléstico (P.E.) quien resujta ser un
operador autadjunto y positivo. Nosotros esiamos interesados en
estudiar los eigenvalores positivos sumergidos en el espectro
continuo {ver [K] para definiciones) de tal operador en el caso de
un medio elastico que ocupa una regiéon R con frontera libre,
contenida en un semiespacio ﬂf o bien en IRJ y con la propiedad de

3
que su complemento relativo a R oa R> sea acotado,

El estudic de los eigenvalores positivos sumergidos en el
espectro continuo para cierto tipo de operadores autoadjuntos es
un tema que ya ha sido trabajado en diversas partes. En Mecénica
Cuéntica, por ejemplo, es conocido el caso del potencial de
Wigner-Von Newman, el cual muestra que es posible tener un
Hamiltoniano donde el potencial tiende a cero en « y que tenga un
eigenvalor (energia) positivo asociado a una eigenfuncién en
L2 (IRS) {ref [R.S.1}). Por otro lado, en la referencia [E.K},
M.S.P. Eastham y H.Kalf hablan sobre las propiedades mateméticas



que debe temer el potencial para que un operador autoadjunto tipo
E}:ﬁr’iidinger tenga "0 " no 'eigen\'alores _positivos  sumergidos en
espectro continuo. En el caso de Ja fisica clésica, R. Weder
estudié en e} caso acustico en una gula de ondas (ver ref. [Wi] y
{wW2}) las condiciones matematicas sobre Ja  velocidad de
propagacién en una gufa para que el Propagador Acustico {un
operador auvtoadjunto y positivo definido con relacién a la parte
espacial de la ecuacién de ondas acusticas) no tenga eigenvalores

positivos sumergidos en el espectro continuo.

En esta tesis presentamos varios resultados originales acerca
de la ausencia de eigenvalores positivos para el Propagador
Elastico siguiendo ideas de R, Weder [W1] y [W2] ast como de
Littman [Lil.

La seccién 1 de esta tesis se dedica a introducir las ideas
fisicas relevantes con el fin de obtener, de una manera ya
conocida {(ver (L]}, la ecuacién de ondas eladsticas en un medio

isotrépico.

En la seccitn JI se define al P.E. (sobre un espacio de Hilbert
adecuado) en conexion con la parte espacial de la ecuacién de
ondas obtenida en la secciéon 1. Se demuestra que es un operador

autoadjunto y positivo.

En la seccién 111 se trabaja con uno de Jos dos casos de
interes 2 c IRZ. Se demuestra que el espectro del P.E. en
este caso es el intervalo {0,» )}, el cual tambien es su espectro
continuo. Se demuestra un teorema que establece la compacidad del
soporte de una funcién U que satisfaga Ja ecuacién de eigenvalores
para el P.E. cuando el medio es homogéneo fuera de un conjunto
acotado T . Se prueba que U es cero en la componente conexa al
infinito del complemento de Tl en R3 . De dicho Teorema se tiene
la ausencia de eigenvalores positivos del P.E. en el caso de un

medio homogéneo en toda .

En la seccibn IV se expone una descomposicién (ya



conocida)  relacionada al P.E. para ‘el caso del semiespacio
isotropico y homogéneo para utilizarla en la demostracién de un
“teorema expuesto en la seccion V, Tal teorema establece, para
el caso de 0 conlenido en el semjespacio Rf , la misma conclusion
que el Teorema de la seccién 111 pidiéndo ademds que se  satisfaga
Jja condicién de frontera libre exponencialmente. De este Teorema
se obtiene de mancra inmediata la ausencia de eigenvalores
positivos para el P.E. definido en un medio isotrépico y homogéneo

7
que ocupa una regitn QCR4 .



SECCION 1

1.1 Jnthoduccion

En esta seccién expondremos en 1.2 las ideas fisicas que son
necesarias para definir los tensores de esfuerzos y deformaciones
en un medio elastico con el fin de obtener la ecuacidon de ondas en
un medio isotrépico (1.3). En relacién a 1ta) ecuacidn de
ondas, se definird en la seccién siguiente al Propagador Elastico
para un medio isotrépico con frontera libre. Dicho Propagador es

el objeto principal de nuestro estudio en esta tesis.



w12 . 9deas basicos acenca de los lensoncs desesfueyos y
1 defounacianes, T e

Diremos que un cuerpo sélido responde elasticamente si al
deformarjo tenemos que el trabajo necesario para llevarlo de una
‘conﬁguracibn inicial a una final es jndependiente de la manera en
que deformemos al cuerpo. En tal caso podemos definir a la
energia potencial del sélido como igual a dicho trabajo.

Si tomamos un cuerpo que responda de manera elastica, lo
deformamos y después le dejamos en libertad, entonces se movera de
tal modo que se conserve la energia que le dimos inicialmente al
hacer el trabajo para deformarlo.

En la préctica, la respuesta elastica se da mientras las
deformaciones no sean muy grandes (como en el caso bien conocido
de un resorte). En tal caso diremos que estamos en la regién
elastica del solido y hablaremos de este simplemente como un medio
elastico.

Ser4 de nuestro interés el considerar un medio elastico a
través del cual se propague una perturbacién . Como ya se
menciond, consideraremos que la energia mecanica del medio se
conserva y con ello estaremos despreciando la disipacion de calor
a través del soélido. Posteriormente utilizaremos este hecho al
pensar al proceso de la propagacion de la perturbacién como un
proceso termodinadmicamente adiabatico.

Ahora veamos una descripcién simple (ver [L] ) de los tensores
de deformaciones y de esfuerzos donde introduciremos las
caracteristicas fisicas que hemos mencionado para un medio
elastico. Dicha descripcién no serd rigurosa desde el punto de
vista mateméatico pues se trabajard con diferenciales de
cantidades fisicas cuando, rigurosamente hablando, deberia
trabajarse con incrementos de tales cantidades. Sin embargo

sabemos que dicha descripcién la podemos hacer rigurosa si dada



una cantidad fisica f'- EChR — L introducimos A?? B R

Jugar de J? considerando que dado un punto fijo: x ¢ €

dondékf‘ es diferenciable se tiene que:

AE = el Py = fonhe v (L)

[
donde f‘:" es la transformacion lineal que es la derivada de f en
Xy Yu«) tiene la propiedad de que ,Q{m e B3 50
W\”"*O { au
) I ©

Tomemos un cuerpo sélido que experimenta una deformacién. Cada
punto del cuerpo serd localizado por su correspondiente vector de
posicibn X con respecto a algin sistema de ejes elegido.
Denotaremos por U(X) al cambio en la posicién que dicho punto

tiene durante la deformacién:

u

Fig 1
Asi tendremos que

v
UXj=Xx-X 1.2.1

donde X es el vector de posicién que localiza al punto A después

de la deformacién {ver Fig 1),



Para tener una medida adecuada de la deformacion, lo que
necesitammos conocer es la manera en que cambia U(X) con la
posicién (U podria no ser cero para toda X sin que el cuerpo se
deformara : una {raslacion de cuenpa nigida).  Esto lo hacemos de
la ciguiente manera: Tomemos dos puntos que estan separados por
upa distancia [dX[ como ¢n Ja #ig 2 y que al deformarse el cuerpo
son localizados por los vectores X; y Xz' respectivamente y quedan

4
separados por una distancia |dX{:

De la Fig 2 obtenemos la relacién:
4
dU = U{Xz2) - U(X) = dX - dX 1.2.2

2 ‘e 2
Como [dX'| = dXw@dXi y [dX]| = dXidXi (en tade el thabaja
uliizanemas la consencion de ouma oabne indicea nepetidos)

tenemos de 1.2.2 :

)
[dX/| = (dUi + dX(dUt + aXi) = (dXj- 8Ui/8X5 + dXi)-
- (dXk- 8Ui/6Xk + dXi)

o>



Utk dXidXk 1.2.3

Uk'= (8Ui/8Xk + BUk/GX1 + BUI/GXL 6UL/BXKI/2.

“donde:

Supondremos deformaciones pequefias (region elastica) de tal
modo que 8Ui/8Xk sea pequefio para (k=123 Con esto, el tercer
término de la expresién para Uik serd despreciable en comparaci6n

con los dos primeros quedando la ecuacién:

Uik = {(8Ui/8Xk + 8Uk/8X1)/2 1.2.4

A la cantidad Uik se le llama tensor de deformaciones.

Notemos que Uir es simétrico; por Jo tanto, al evaluarlo en un
punto es una matriz de 3x3 que puede diagonalizarse en alguna base
dependiente del punto. Si denotamos como UG), U, Ul a los
eigenvalores de Uik , la expresion de 1.2.3 en la base que
diagonaliza a Uik es la siguiente:

l'l 2
¥ dXi°= ¥ [1+2U)]dXi"

1n 2
lo cual implica: dXi= [1+2U(0)dX(para  i=,22. Entonces la

deformacién relativa en cada direccién es:
(dX1-dX)/dxi = v 142001 - 1 i=1,2,3 1.2.5

Al suponer deformaciones pequefias (todos los U(1) son pequeifios)

tenemos de la ecuacién 1.2.5 :

(dX1=dXi)zdXt = Ut . 1.2.6



p'eqyueﬁa' parte  del cuerpo antes y después de la deformacion
respectivaménte. Como dV=dX:dXzsX3 y dV'=dX 1dX2dX1 obtenemos de la

ecuacién '1.2.6 que el cambio relativo en el volumen (a primer

-orden en Ul es :

(dV’=dV)/dV = ¥ Ul) = trezo de Uik 1.2.7

Cuando se tiene una deformacién en el cuerpo esto implica la
aparicion de fuerzas internas que tratan de regresarlo a su estado
inicial (sin deformaciones). Sea F la fuerza por unidad de
volumen ; o sea FdV es la fuerza sobre una parte del cuerpo de
volumen dV debida al resto del cuerpo y Ft=JdeV es la fuerza
sobre un volimen V. Al suponer que las fuerzas internas son de
contacto (el cuerpo no estd cargado por ejemplo y ,con esto, no
hay interaccién a distancia) es de esperarse que la contribucién
neta a la integral anterior provenga de los elementos de volumen
que estan en la frontera. Entonces es fisicamente aceptable el
proponer que existe un tensor Stk (llamado tensor de esfuerzos)

que cumple con:

Fi = 8Sik/8Xk 1.2.8

y de tal modo que al calcular la fuerza total sobre un volomen V,
la contribucién neta a dicha fuerza provenga , al utilizar el
teorema de la divergencia, de la superficie 8V ( al tener fuerzas
de contacto no tendremos mas contribuciones a la fuerza calculada
pues las fuerzas que provienen de los elementos de volumen
interiores a V se anulan por tercera ley de Newton). Tendremos

entonces que:

o



(f: N Sxx-nk ds - - 1.2.9

donde (n‘,nz,nj) “es e!'v'ecktror normal a la superficie §=8V.

De hecho, si se calcula la torca debida a Ja fuerza F sobre una
porcién del cuerpo y se pide que la contribucién a la torca se
deba unicamente a una integral sobre la superficie de la porcién,
se encuentra que Sik debe ser simétrico {ver [L}).

La ecuacién de equilibrio cuando un cuerpo estd en un campo
gravitacional 6 = (gl,gz.gl) ¥ su temperatura permanece constante

es:

8S1h/0Xk + Pg, =0 1=1,2,3. 1.2.10

donde p es la densidad volumétrica de masa.

Esta ecuacién estd restringida por la condiciéon a la frontera
dadas por la fuerza externa P por unidad de superficie que actda
sobre la superficie externa del cuerpo. A partir de la ecuacién

1.2.9 se calcula con facilidad que dicha condicién es :

Sik'nk=Pi en 8V para f=,2,2. 1.2.1

Nuestro centro de interés es obtener la ecuacién de ondas
elasticas que satisface la funcién U(X). De la segunda ley de
Newton y de la ecuacién 1.2.8 tenemos que la masa de un elemento
de volumen del cuerpo mutiplicada por su aceleracién 3%u/8%
es igual a Ja fuerza que se ejerce sobre este : F‘dV =

BS(k/EXk'dV. 0O sea :

p3°Ui/8"t = BSI/8Xk . 1.2.12



De la ecuacion 1.2.12 se observa que necesitamos conocer Stk
como funcién de Uik . Para eslo se encontraré una expresién de la
cantidad de tirabajo por unidad de volimen &W que las fuerzas
internas harian al producir una deformacién &Ur . Como
demostraremos mas adelante, al utilizar la primera ley de la
termodinamica y la definicién de la energia libre F; se encontrara
que Stk = (8F/8Ui)T. Para utilizar esta ultima expresion, se
propondra un desarrollo para F en serie de potencias de Uik
quedandonos hasta la aproximacién de segundo orden. Con todo lo
anterior, Sik quedard expresado en términos de los elementos del
tensor Uik y constantes a determinar que dependen del material.
Lo que resta de esta seccién se dedica para  desarrollar lo
sefialado en este parrafo.

Supongamos un pequefio cambio Ut producido por las fuerzas
internas. El trabajo por unidad de volumen, 6W , que haré&n dichas
fuerzas es 8W = ):Fi-«SU' ; por lo que el trabajo total sobre el

13

volimen V es:

J- 8W.dv =I Fi-8Ut-dV = [ 851 k/8Xk- 8Ui-dV =
v ] v

= J 8(Sik - gUi)/aXk- dV - J‘ Stk- 88U1/8Xk - dV
v Vv

= J Slk-éUhnde -J Sik+ 88Ut/ 8Xk- dV
v

ooy 1.2.13

La integral de superficie en 1.2.13 se anula al suponer un
medio no acotado que no estd deformado en infinito o bien
que tenga frontera libre ; el cual es el caso de interés para

las siguientes secciones. Tenemos entonces de 1.2.13:



SW = - Sik- SUtk 1.2.15

De la primera ley de la termodindmica tenemos que e! cambio de

la energia interna d€ del cuerpo viene dado por:

d§ = T-dS - W 1.2.16
donde S es la entropia y T la temperatura del sistema.

De la ecuaci6n 1.2.15 tepemos en 1.2.16:

d§ = TdS + Sik- dUtk. 1.2.17

De la expresion bien conocida para la energia libre F=£-TS y de

la ecuacién 1.2.17 tenemos que:

dF = -8dT + Sik- dUik 1.2.18

y con esto llegamos a la ecuacién importante:
Stk = (ar/asum)T 1.2.19

para todos los puntos del espacio.



1.3 'J(ediof&ubucd.aéa v

De la discusibn anterior vemos que necesitamos conocer una
expresién de la energia libre F como funcién de los elementos del
tensor de deformaciones Uik, Propondremos que F tiene una
expansién en serie de Taylor de dichos elementos considerando
unicamente el desarrollo hasta segundo orden al suponer
deformaciones pequefias. Para comenzar por un caso simple tomemos
Ja situacién donde la temperatura del cuerpo fuese constante.

Tenemos entonces:

F=F+ 2 Ciz Q);K t 2 *:JMU;J% 1.3.1
Lk et
donde las cantidades C;g y )\Laxx son en general funciones

de Ja posicien (caso inhomogéneo) y caracterizan al tipo de
material.

Ahora notemos que cuando no hay deformacién (Uik=0) esperamos
fisicamente que el tensor de esfuerzos sea también cero. Debido
a que Sik = (8F/8Ui)T , el argumento anterior implica que F
no puede tener términos lineales en Uik y con esto todos los
coeficientes C;“ en 1.3.1 deben ser cero.

Nos interesar4 un medio elastico isotropico, el cual
definiremos (ver [J.J]}) pidiendo que la expresién de la energia
libre F sea un escalar ante rotaciones del sistema de coordenadas,
y que las componentes del tensor Atjki no cambien al contraerlo

con las rotaciones:

Aabed = Rig- Rjb- Rke+ Rid- Atjki 1.3.2



3
donde R es cualquier matriz de rotacion en R .

A-‘parir ‘de “la condicién 1.3.2 se puede ver (ref. {1.J]) que la
expresién para la energia libre para un medio isotrépico dada en

1.3.1 es la siguiente:

4
F=F, + = AKX (F 0’ + pX) (LU} 1.3.3

donde A(x) y p(x) son conocidos como los coeficientes de Lamé y la
interpretacién fisica de Fo es naturalmente como la energia libre
del medio en ausencia de deformaciones.

De la expresién 1.3.3 para F y de 1.2.19 tenemos :

Sik = (8F/8Uik) = AX)( L Ui )-8, + 2u(X)Ui  1.3.4

3

Cuando se propaga una perturbacién en un sélido la temperatura
de este va cambiando. Nos interesa conocer la dependencia de la
energia libre F con la temperatura. Tal dependencia la
supondremos proporcional al producto de (T—To) (donde Toes la
temperatura del stlido sin deformaciones) y de ( J Ui ) (que es

- N . 4
el cambio relativo en el volumen). Proponemos entonces :

1
F = F(T)- afX)- k(X}T-T )E Vi) + L AXNE Wi+ p(XC Y quzk )
i “ L L

1.3.5
donde FD(T) es la energha libre del sélido sin deformaciones,

AX)u(X) son los coeficientes de Lamé ya introducidos , k(X) esta
dado por:



k(X) = AlX) + "‘f“ u(X) 1L3.6

y afX) es el coeficiente de expansion térmica.

De 1.3.5 y 1.2.19 se tiene que:

Sik =(BF/6'-Jm)T= —a{X}- k(X)- (T—Tu)'su + AlXH ): Uit )6‘k+ 2u{X)Utk
{
1.3.7

fa interpretacién de a«{X) como el coeficiente de expansion
térmica se basa en el siguiente argumento:
Si tenemos una deformaciéon del sélido debjdo Unicamente a un
cambio en la temperatura; es decir, con ausencia de {uerzas
externas, entonces S = (6F/8Uik)r= 0 . Sien la ecuacién 1.3.7
hacemos =k y sumamos sobre el Undice ¢ tenemos entonces de la

definicién de kiX) [ ecuvacién 1.3.6 ) :

cambio relativo en el volimen

alX) = { L“:U” )/(T-To) = cambio en la temperatura

1.3.8

Ahora supondremos que durante la propagacién de la perturbacién
oscilatoria no se transmite calor de una parte del cuerpo a otra,
o sea el proceso es adiabgtico. Esto es una buena aproximacién si
el tiempo que dura la transmisién de calor es muy grande comparado
con el perfodo temporal de la perturbacién. En estas condiciones
la entropia es una constante que podemos tomar como cero. Como

S=8F/8T, entonces de la ecuacién 1.3.5 tenemos:

0= 8T = SO(T) - ofX)-k(X)- (T U ) 1.3.9
i

donde SolT)=56Fo(T)/8T.

12



Supongamos.que a primer- orden’en T:

’ SO(T)=:(T—.T°)C' "ycon ‘C una constante " 1.3.10

: Entonées de 1.3.9 y 1.3.10:

T-T= afX) k(X}-( F U ) 1.3.11
c i

Al substituir 1.3.11 en 1.3.7:

2 2
Stk = - o(X) k(X)- ( L Un Jaik + AX)- (T Uit Y8tk + 2u(X)- Uik
< ¢ “ 1.3.12
Stk = Ang)-( %UH 181k + Z“aSX)'U"‘ 13.13
con:
AOSX) = - a’ix)-k%x) + A(X) 1.3.14
C
¥
B (X) = p(X) 1.3.15

Las funciones Aad(X) y ped(X) son conocidas como los coeficientes
de Lamé adiabaticos.

Nétese que de ‘las expresiones 1.3.11, 1.3.14, 1.3.15 vy
considerando que Fo(T)=(T—To)’72C (de acuerdo a la ecuacién 1.3.10)
tenemos que la expresién para la energia libre F en términos de

7«05)&) ¥ umgx) es la siguiente:

13



F=a (X (s 1 X)- (5 vl 1.3.16
!

Como puede verse de Jas ecuaciones 1.3.3, 1.3.4; 1.3.13, 1.3.16
la energia libre F y el tensor de esfuerzos Sik tienen la misma
estructura ya sea que se tomen los valores isotérmicos (A(X)
y p{X)) o los adiabéticos de los coeficientes de Lamé (Xa2(X) y
pad(X)).

Como ¥ Uit = V-U , tenemos de 1.3.13:
i

Stk = A SX)-V-UwSik + ZpSX)-Ulk 1.3.17
a af

Por lo tanto, bajo las condiciones fisicas mencionadas
anteriormente, la ecuacién de ondas elédsticas 1.2.12 en un medio -

isotrépico nos queda:

18 2 i ). T ).
duivd = a _[(Aag)s) V-Ulsik + Z#ng) Uik)

p(X) 8%k 1.3.18

En la siguiente seccién se definirda al Propagador Elastico
para la parte espacial de la ecuacién 1.3.18. Estudiar las
eigenfunciones de tal Propagador asociadas a eigenvalores

positivos es el objetivo principal de esta tesis.

14



SECCION 11

1.1 Intnoduccisn,

En esta seccién definiremos, sobre un espacio de Hilbert
adecuado, al operador llamado el Propagador Elastico; el cual
sera objeto de nuestro estudio. Esto lo haremos en conexién con
la ecuacién de ondas en un medio isotrépico (ver ecuacién 1.3.18).
Demostraremos que tal operador resulta ser autoadjunto y positivo.

En el presente trabajo estaremos interesados en definir al
Propagador Elastico en un medio que ocupa una region Q en los dos
siguientes  casos:

1)  es cualquier conjunto abierto que esta contenido en

3 3
[F\+= Iul,xl,“’l eﬂf/x,>o] y ademas se cumple que ‘R*‘f"

3
(clausura de (R* <. ) es un conjunto compacto.




—

R e L 3
2) o.bien que f1:sea un.abjerto en R 'y ]?\‘-Q es-un compacto:

En esta seccién 11, 9 desigpard un conjunto abierto contenido

3 . 2
en IR* o bien en R .



1.2 bc{iniu‘m del Propagadon Elaslica

pana un medio isotrbpico.

Sabemos que el fenémeno de propagacion de cndas en un medio
elastico isotrépico es descrito, bajo Jas hipbtesis fisicas

mencionadas al principio de este trabajo, por la ecuaciéon de

ondas:
5Ug(x|t) A - o) =o 2.2.1
SE 0k a5,

(i) Ulx,t) es el despiazamiento que experimenta un punto en e}
s6lido después de transcurrido un tiempo t suponiendo que tal

punto se encontraba en la posicion X al tiempo inicial t=0.

(i) A(x) y np(x) son los coeficientes de Lamé que caracterizan al

material.

(iii) p(x) es la densidad de masa del medio eléstico.

- - 4%, 20 2
(iv) U;JM 1(,073+ 376‘) 2.2.2
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Supondremos que las funciones A(x), p(x) y p(x) son medibles,
positivas 'y acotadas superior e inferiormente por constantes

positivas. O sea, existen constantes Af,pi,jt (1=4,2)

positivas tales que :

v¢ x, ér\(x)é(\z 2.2.4
o L £ )«(1)5/4,, 2.2.5
AR (N f 2.2.6

La ecuacién 2.2.1 va acompafiada de condiciones a la frontera

de @, las cuales describen la fuerza externa sobre el s6lido. En
particular es muy importante el estudio del caso con condicién de

frontera libre {no hay fuerzas externas sobre la superficie del

sélido ):
T (Wn | =0 2.2.7
"J e 2
on
donde (V\./V\,_IK:,) es el vector unitario perpendicular a la

superficie Q.

De la parte espacial de la ecuacién de ondas elasticas 2.2.1

18



-.{al hacer una separacién de variables en el tiempo y: el espacio)‘

se sugiere el definir formalmente (en un principio) al BPEragor == mm .

(Hu).=-L 2‘5 W) 2.2.8

R

Con e} fin de definir el dominio adecuado para la aplicacién
sefialada en la ecuaci 6n 2.2.8, necesitamos introducir las

siguientes definiciones:

z 3
Entenderemos por L (-[L, o« ) como el espacio de Hilbert:

bia—dy f6) =B fo) Fw)l fl) Lebesyue
Li(:n' 4_3): lz 4 ’
! mé:Lh Lj j. ‘?{\XH Jl’ < \‘f'/er

* 2.2.9
dotado desl producto escalar: :
(By)=2 JEwimdx wn = b )

=1 A ¢
y 3(X)f(3‘(x),jllx),jb(x1) 2210

donde la integral es en el sentido de Lebesgue (tal y como se

tomara en todo el trabajo).

2 3£
Sea L (.(L,‘ll’ ((x)Jx) el espacio de Hilbert definido por:

Lz (&, @;W)&)E { i ‘*@3/ j‘ fﬂi)(zf(xﬁl’(‘m 2.2.1
S

19



dotado: del producto escalar:”

S
5 2 f g o (o) ds
£

vz

2.2.12
con f(x)=(fy,f2,f3) y gx)=(g,g2g3)

Notese que al cumplir p(x) con la desigualdad 2.2.6, los
espacios Ll(-((lﬁa) y LIUL, €/3 f(x)Jx) son el mismo conjunto y
las normas provenientes de los productos escalares definidos en
2,210 y 2212 son equivalentes (dos normas } "ly lf

definidas sobre un conjunto X son equivalentes si existen dos

constantes positivas M y Mz tales que C, lle fall, « Glx ”2. ).
Reservaremos las letras &\ /0(1/ oAy para denotar a tres
numeros cualesquiera en - Soz . Dados o<\vah/ oy ,definimos

0(:(0(.,9(,0(;} ¥tz A+ oyt oLy
Dada una funcién j L. €y o definido como arriba;

denotemos por

Xy X ¢
2 9 2
wwE

5

j 2.2.13

donde las derivadas son tomadas en el sentido de distribuciones.
3
Dada una funcién ?‘. AL con f: ('& #x, é’) , defi-

namos:

bt (75 DE U

con A definida como antes.

20



" , B
Entenderemos por H (‘{L/ d’: ) al espacio de Hilbert cono-

cido como el espacio de Sobolev de orden m:_

Hm(ﬂ/f;):{ﬁi-ﬁ“‘ﬂj/ D‘ﬁELLUL, «’) con cgd:m}

2.2.15

dotado del siguiente producto escalar:

o «
(uv)= 2, | DU Dv dx 2.2.16

o thiee
! 3
Tomemos una funcién U en e} espacio H‘ (~’7~, = ) que tiene
2 .3

la propiedad de que (kRU) €L ('{L/ @ } { ver ecuaci6én 2.2.8
para la definicién de LK 1. Diremos que U satisface la

! 3
condicion generalizada de frontera libre si para toda V€ H (-/L, € /

se cumple la ecvacién (ver referencia [D.G)):

[ (0, ¥ toide - [ Lha (uly 04 2009 U @ U] &

2.2.17

i 2 3
Nétese que al ocurrir que M € H (R, 2] | (Hvle Ler </
: . s
y VeEHRR, & ) i las integrales que aparecen en la
ecuacion 2.2.17 estan bien definidas y son finitas.

Definamos D{(A) como el siguiente conjunto:

vel'te, @ twkl /venia, @/ Ju e L, @) g
v Sa}:f"&(i (a cav\J.‘cﬁo'ﬂ 3cqqm,[i?.‘;‘q Jg ‘Frof.'ﬁ/q L’LY?

2.2.18

D(A)=

21



___En_base a las anteriores definiciones que hemos _hecho,
definamos entonces al PROPAGADOR ELASTICO A como el siguiente

operador:

Arpm el (a, © (de) — U, @ (6) dx)

au=Yu para  UeDA) 2.2.19

Dado © un conjunto cumpliendo los requisitos mencionados al
principio - de este capitulo, diremos que  satisface la
coindicién del cono si existen e{k constantes positivas de
tal modo que para todo XeA se puede construir un cono con
vértice X, opertura € y altura l/\ que estd completamente
contenido en Q (ver referencia [A]).

Con el requerimiento de que  satisfaga la condicién del cono,
el Propagador Elastico resulta ser autoadjunto y positivo sobre el
espacio de Hilbert L"l (-(L, Q;: ((X}JX) , lo cual probaremos en
la Proposicién 1.

Un comentario importante radica en que si D./l. es suave,
AX), u(X) y p(X) son dos veces continuamente diferenciables,
entonces DI(A)c Hz('Q,C,) (ver referencia [M]) y la condicién

generalizada de frontera libre (ecuacién 2.2.17) es la condicién

usual de frontera libre descrita en la ecuacién 2.2.7.

Para ilustrar la importancia del estudio espectral del
Propagador El4stico, mencionaremos un problema de gran importancia
cuya solucién estd dada, mediante calculo funcional, en términos
de dicho Propagador.

Tomemos la ecuacién de ondas 2.2.1 con la condicién de frontera

22"



libre 2.2.7:

iqu AV = o 2.2.20

%. u/n =0 2.2.2%
‘J( | (}/311 .

Supongamos que conocemos la perturbacion y su velocidad a un

tiempo inicial (problema de Cauchy):

U(X,0)=1(X} 2.2.22

y
(8U/81)(X,0) = g{X} 2.2.23
donde fED(A‘/’ ) ., A‘/‘ es definido mediante calulo funcional (ver

2 3
sy ge L'ia, € €x) dx)
La solucién al problema anterior (ecuaciones 2.2.20-2.2.23)

estd dada por (ver {L.P], [R,S.1] y [Wi] )

%
uxy = (Cos Ay’tf)(xl + (é_‘_",fl 9 )(Y} 2.2.24
Al

De la ecuacién anterior. vemos entonces que las propiedades
espectrales del Propagador Eléstico se veran reflejadas en Jas

propiedades de la solucién.

En cuanto a Ja interpretacién fisica de la existencia de
eigenvalores positivos del P.E. notemos que si U(X) es una
eigenfuncién de A, entonces la onda eldstica asociada es etMU(X);
por lo que tendremos una onda que no se propaga, al transcurrir el

tiempo, hacia infinito en el medio elastico (itenemos un estado



acotado). En dicha onda el ‘medio eslard i’)sckilkahdyp’f;.‘y_"‘tehdréf

““ademas energia finita (pues U.y_ -f#Uestaner[ LL(Q,Ca) ";")'rerk' S »

[D.G) y IWil)

Una propiedad del Propagador Elastico que' tiene "'mnéha:

relevancia para nosotiros es establecida en la siguiente;

PROPOSICION I:

El Propagador Elastico definido para un medio isotrépico que
ocupa una region ﬂclR:: o bien chR3 donde 2 es un abierto y
satisface la condicién del cono, es un operador autoadjunto y

z
positivo sobre el espacio de Hilbert L (%, q-z ((xll:().

PRUEBA:

De los teoremas 2.1 y 2.6 del capitulo VI 'i?z de la
referencia (K] se prueba que:

‘Si t(u,v) es una forma densamente definida de dominio D(t)ed
(con )f un espacio de Hilbert) y ademas t es simeétrica, cerrada y
acotada por abajo; entonces existe un operador autoadjunto T
asociado a la forma t que es acotado por abajo y caracterizado de

manera Unica por las condiciones:
D(T)<D(t) 2.2.25
y

t{U,V)=(TU,V) Y UeD(T) y VeD(t) 2.2.26

Ademas, la cota inferior de T es la misma que la de t.

24
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Definamos en nuestro-caso la.forma-“a” de la siguiente manera:

=-Dla)= H(‘“lt) 2.2.27

y
a(u,V)= j s w Y dy  conuvedla) 2228
‘ X

Y

Probemos ahora que a es simétrica,cerrada y acotada por abajo:
(i) Notemos primerc que a esta bien definida en virtud de la
expresion 3.-‘? { ecuacién 2.2.3 } y la definicién de D(a)
{ecuacién 2.2.27).

Es inmediato que Dla) es denso en LL('/L, ‘7-:-? ((x) Jx) pues
todos los espacios HM(-/K, fj/ definidos en 2.2.15 contienen al
conjunto de funciones:

C:LJ\, ﬁ’) = g? L < /f tiene soporte compacto y las
derivadas de todos los ordenes
Como es bien conocido, dicho conjunto es denso en HML&, Tz)
{ver referencias {Ag] y [A]).

—n

(ii) a es simetrica : é(U,V)=a(V,U)

Prueba

Utilizando la ecuacion 2.2.3 tenemos:

oV
a(u,v)= J{Mm KV-U)I.-J + Lpul) W‘J w)] 5}: J)( =

= S((\uz (7.uj(z-v) + 2p ch(u)%g_;] Iy 2.2.29
N

De la expresién para Uij{U) (ecuacién 2.2.2) obtenemos:



W _ow(g) %
U!( }3_{ = TUJ( v) T 2.2.30

entonces en 2.2.29 tenemos:

alu,V)= 5(&«1 WV)L + 2a0 U; 0] ] 24; dy
A A

“ J
awv) = alyy) 2.2.31
(iii) a es cerrada
Prueba:
P.D. . .
- . v .
ve blal
U'\—»V U.€ D(Ck)
2 3 . .
Lm,@,(uléx = y
3
O(UI\—UM) -0 U&\Un—u) 0o
h‘Mﬁm d L n>%  J

IS
Debido a la expresién 2.2.2:

2.2.32

0, w)bﬂa— o, (v)- ‘UJLVJ

De esta titima ecuacion y de 2.2.29:

26



“aUY)=aly -y u,-v,}

50\("!(?- (Ua- U1+ Zﬂ(‘)lu{J(Un'Un)lz]c/l 2.2.33
3 si nmN  se

Por hipbtesis tenemos que dada €>0 3 N=N(c)

tiene:

a(U, - U < 2k € 2.2.34

donde /Ul es la constante que satisface la desigualdad 2.2.5.

Entonces de 2.2.33 y 2.2.34 es inmediato que

Q
izlu(x; \Wi}w,.-u.,)( dx <z € 2.2.35

y de la desigualdad 2.2.5 concluimos que:

j NJ(J(U.\'UM]\IJX<€ 2.2.36
N

Por otro lado, debido a que Q satisface la propiedad del cono,

se cumple la desigualdad de Korn ( ver referencia {D.L]):
. !
Para toda :F et (‘(L/ tg)

{00 v Bdes | BT bz Qb 2es

donde H\\z = }*"IJx-} ZJ(%%IIJ); y € esuma

i, ) &
constante que depende solamente del conjunto Q.

27



e ) vy
Por hipétesis Y —U L, T, o ,entonces { U es
n Mnew

1
una sucesion de Cauchy en L (ﬂ, 0‘13/ debido a que la norma de

1 . .
este espacic es equivalente a la de L (f(/ q'__j e(.X)JX/ (ver
desigualdad 2.2.6). Entonces al utilizar la ecuacién 2.2.36
2
y suponer que fJxlU"_ U, dx<e para n,mM y

r l
N=max{N,M} tenemos que para n,m>N :

- 2 2
JU% W=V 1 4 U=~ ]Jx < 2€ 2.2.38
A

Por la desigualdad de Korn (ecuacién 2.2.37 ) y la ecuacién

anterior obtenemos que:

PR L: >
- (33 M
“ uﬂ UM “ t ¢ V\‘ 2.2.39
. { 2
Por lo tanto, ILUAI o es una sucesién de Cauchy en M (R,& }
n
Debido a que este espacio es completo ( con la norma proveniente

del producto escalar que definimos en 2.2.16) entonces existe

WGHILJ\/ 0:3) 5 Up — W
H, €?)

Ahora, dada Y& C? QJL, CB) , tenemos:

L ax',/\e)

L X'

) b %),

J nHaw 0)9

L )

i
[
Q.
€
5
h —
~

LM__,.- ) = 2.2.40
=~ AR Y 2.

nroc d
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2

e L0 cual, implica _que "5)(3 - OK para j=1,2,3 y ,por
. 1 e ou 1 3

€ aal .

consecuencia, v H(,{(/ C ) (pues aXJ el (,{L/ @ ) )

De hecho, U=W ae enfpues U,—w y Ua—>U |

11 s 1 i

LR, €/ L ,EI’ )
Solo nos falta probar que a(Un -U)—>eo . Pero esto

Ao

. . L U ) >
ultimo es inmediato,pues LL—Jr en H (-’L/(’)

(iv) a es acotada por abajo

Prueba:

De las ecuaciones 2.2.29 y 2.2.32 :

a(U,U):J (At (V-0 4 i) | ‘U\JW) IZJ’( 2.2.41

N

Como f\‘X} y )J(A) son positivas; es inmediato que:

a(Uu)z 0 vV Ue D(A) 2.2.42

Ahora probaremos que el propagador elastico es el tunico

operador que cumple con las ecuaciones 2.2.25 y 2.2.26 con

respecto a la forma a definida en 2.2.27 y 2.2.28 ; es decir:
D(A)cD(a) 2.2.43
a(U,v) = (AU,V) ¥ UeD(A) y veDfa) 2.2.44
Prueba:

(i) De la definicion de D(A) es inmediato que este conjunto

esta contenido en D{a) .
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(ii} . Tenemos., por definicioén, qﬁé:

2.2.45

Gor, = e Tt

v,
RN T AR (A RN Y

Como UeD{A), entonces satisface la condiciébn generalizada de
' 2
frontera libre ( ecuacién 2.2.17 ) y al estar V en H (Jl/ '8 ) por

consecuencia se tiene:

AV, — )'CA@IW-U)(V'V)‘“/“W Q)(J(V)Q)c“’)]éx 2.2.46
L, etjdx) @ J

De lJas ecuaciones 2.2.29, 2.2.32 es inmediato que 2.2.45 se

satisface y con esto Gltimo terminamos la prueba de la proposicién

1.

Un caso interesante ocurre cuando f‘(")/ ’\0\" j (()) son
constantes (/.le , r\a y fo respectivamente) y Q= @_ 0 sea,
tenemos un medio elastico homogéneo que ocupa el semiespacio R:_
En este caso denotaremos al operador A como Ao. Como 82 es suave
en este caso, tendremos entonces que D(A‘J )< Hlﬁl?:j“ @J) asi como
también que se cumplird con la condicién de frontera libre

‘5'J (\J 5 =0 . De las ecuaciones 2.2.18 y 2.2.19 tenemos
n

entonces:

0 L""’1’32.}2.

Xy o

47

D(AJ%UEH([R*/@’)/$J(u)r\J( = 339(0)

XJ?O

y
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Aau:ﬂ‘u: ~%¢“~°V(V~U)'%AU 2.2.48
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SECCION 111

L1 Acerca del espectro del Propagador elastico definido en un

3
medio homogéneo QcR™ con frontera libre.

En el caso cuando fc lR: se ha probado que el espectro del
Propagador Elastico A es el intervalo {0, o )} y ,de hecho, tal
conjunto también es e} espectro continuo de A (ver [D.GJ]) . Mas
atn, cuando Q=R: , se ha probado que el operador Ao (medio
homogéneo) es absolutamente continuo y, por consecuencia, no tiene
eigenvalores {ver [K) para definiciones ).

Nosotros también estaremos interesados en el Propagador
Elastico A definido en Qc 023 , donde m es compacto y el
medio elastico es homogéneo. Probaremos en la siguiente
Proposicién que en este Ultimo caso el espectro de A también es

[0, ®):

" PROPOSICION 2:

El espectro del operador A definido en un medio homogéneo QCERS
donde m’-.ﬂ es compacto y con frontera libre es el intervalo
{0, ).

Prueba:

Notemos que en este caso el Propagador Eléstico esta definido por:
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con : o

3 b L 3
DlA) = {Ue H W, 12 ) /AUe L(-ﬂ/ Q) y U satisface la

condicion generalizada de frontera libre} 3.1.2

Para probar que [0, @ ) es el espectro de A en este caso,
utilizaremos el siguiente teorema (ver referencia [Schl):

Dado un operador Autoadjunto A, Aec(A) (espectro de A) si y
solo si existe una sucesion {Un}cD(A) tales que ! Un lI=1 ¥V neN y

H(A-AYUnll —> O.
ndPw

La construccién de la sucesién de funciones la haremos a

partir de la funcién siguiente:

kX
\H",? = Ze 3.1.3

donde Z=(-P2,P;,0) ; K=(Plx,Pz, F(w¥)), weR ,P=(P,P2), wz,_(e -ml>0
i L /& B
y btlw )= LL)_('_ )
£ ( o )

La divergencia y el laplaciano de la funcién definida en 3.1.3
son:

v +u;,p =0 3.4

R
A k{Ju,p = _f; { \‘Dw,? 3.15

por lo que es inmediato que la aplicacién deﬂ (ecuacién 3.1.1) a

es:
7

R A N
kﬁ w; w lyp con w cualquier real positivo, 3.1.6
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"Sea AY0 |, “siempre” existen w0 'y P={P,P:)eR tales que R=wz y
u}:f; - IP)L >0. Tomemos la funcién w P asociada a w y P
construida como en 3.1.3.

Definamos 1a funcién 1R(X) como sigue:

D3 . .
\R-.{L es compacto, entonces existe upa bola de radio Q

o
Tomemos h(y)eCG(R) y soporte en [Q+1,Q+2}:

l«(-j)

/\

Q'ﬂ &2 j

Fig 3.2

Dado Rz 1 definamos

1 Z&(’(} E/a (%" Xed 3.1.7

2) o= T /ZK(X)CK 3.8

donde CR se toma de tal modo que i \eR_(x} =1
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Dada R=z] nolemos que kﬁ(()) < Hl(:’l/z’) v ademés se anula en
Bg«i(0) (bola de radio ¢« centrada en el origen) asl como también
fuera de BR-(ovz)('-”), por lo que es inmediato, al integrar por
partes, que K{‘R'\Xj satisface Ja condicién generalizada de frontera
libre. Por lo tanto concluimos que \61 eD{A) V Rzl

Ahora Probaremos quefl(A - A}Y H? 0, con lo que tendremos

Aed{A). Para ello notemos que:
! i
LY, = w L f{(x)%ﬂ/‘ \-‘%’-)ﬁ ‘ﬁ(’f}%,@‘%) 3.1.9

donde (X} y f2(X) son funciones acotadas.
La constante de normalizacion CR esta dada por:
. y 13
& _j LG le - f,}l ¢z Lwl.
./» .
E e
=l ) h&)( d)
g.

donde C es una constante independiente de R.

C-R 3.1.10

Como consecuencia de 3.1.10 tenemos que:

1§

4
H:ﬁ()(]%/ef(f);_()ll const.J Ejfﬁl%)J;:

) b
[
= const-R-CRz-‘) {,8'( ){ JJ\/
=const/RL 3.1.11
e igualmente:
{t
(AT
i} %W—gl L U—i—‘) = consz/Rv 3.1.12
De 3111 y 3.112 es inmediato que H(A-2) Y, 1 0. -

R0
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L2 dcenca de la ausencia de cigewalones pasilisas del
7
Propagadon Elastica definida en un subconjunio N de R

y can fnonlena Eibne.

Como una consecuencia de un teorema debido a R. Weder
{referencia |W1}) acerca de Ja ausencia de eigenvalores positivos
para el Propagador Elastico presentaremos ahora nuestro primer
teorema para el caso Qc Ry

Antes de ello hagamos la siguiente definicion:

Tomemos un conjunto N acotado. Entonces existe una bola de
radio R que contiene a .  Denotemos por B<R(0) y 1'1: al complemento
en B de dicha bola y de T respectivamente. Sea TI, el interior
del siguiente conjunto { XelR)/ existe una curva continua que une
a X con B<R(0) y que estd completamente contenida en o .
Llamaremos a l'l' como la componente conexa al infinito del

2
complemento de 1 en R.

TEOREMA 1

Sea QCR3 un conjunto conexo y tales que D%—Q es un conjunto
compacto. Supongamos que el medio es homogéneo fuera de un
conjunto acotado I'ICR3 . Sea UeHI (Q,Cz } tales que se cumple

la siguiente ecuacién en todo Q2 :

H u=su  con >0 3.2.1

donde \FI U es la aplicacién definida en 2.2.8 .
Entonces
U=0 enT 3.2.2

4
donde T es la componente conexa al infinito del complemento de II.
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_ PRUEBA

Debido a 3.2.1 tenemos que la siguiente ecuacién es valida en
- (pues alli el medio es homogéneo y las aplicaciones ﬂ u vy JLU

coinciden):

o V¥ . p
(\ch); = - Aﬁ*—ﬂf ;’%{. - -?—AU PY en 3.2.3

con Us{Ui, Uz, ).
Definamos Y= V-¥.  Si tomamos en 3.2.3 la derivada parcial
v, d 3
con respecto a Xi y sumamos sobre i, tenemos que ¥ €H (W/ f} es

solucién de la siguiente ecuacién :

—t\.‘f = ‘%’f—»}o en 1 3.2.4
con J= Ul

Como una aplicacién simple de un teorema debido a R. Weder
(referencia Wil)es inmediato que ¥ =0 en todo Tf,. Para comodidad
del lector presentaremois dicho teorema en esta discusién
dejando su demostracién para {Wl} A

Teorema:

Supongamos que tenemos dos funciones medibles C(X,Y) y ColY)
definidas en 2 un conexo de complemento compacto en an”(con Xc[Rv:
YeR ) acotadas superior e inferiormente por constantes positivas Y nZ{

Supongamos ademas que existen constantes positivas C+,C-,hs,h-,
C,y 7 tales que:

(i} ColY)=C+ para Yz}_ll._j
(ii) ColY)-C- =C(1+Y )2 vpara Ysh-.
(iii) CI(X,Y)-Co(Y)=0 para casi toda Y>Yo y alguna YoeR .
(ivi 1o YI-Cay) ! = Cexpl-vIX i )(l+l\'!)“'L
con \M=()\| + Xz 4 .4Xn )y%
sea U(X,Y) €L (-]  solucién en sentido de distribuciones en

2 de Ila siguiente ecuacibn:
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-C(X,Y): 8U-= BU - para’ 80, 3.2.5

entonces concluimos que U(X)

Por copsecuencia, 3:.2.3 se simplifica dando lugar a la

siguiente ecuacién:

-He A Ur = BUI en I i=1,2,3 3.2.6

b

Aplicando nuevamente el argumento anterior a 3.2.6 concluimos

‘
que Ui=0 en 1T {i=4,2,3) ¥, con esto, U=0 en ﬂ’.

Comentario: Cuzndo todo e! medio que ocupa a R es homogéneo

tenemos de manera inmediata, a partir del Teorema I, el siguiente:
COROLARIO 1
3
Sea QcR un conexo de complemento compacto que es ocupado por

un medio isotrépico y homogéneo. Sea UeH' (Q,C ) tales que se

cumple la siguiente ecuacion en todo Q:

«%U = BU con B0 3.2.7

donde FL U es la aplicacién definida en 2.2.48.

Entonces

U=0 en todo R 3.2.8
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Comentarijo: Notemos que el Teorema ] no pide que U pertenezca
al dominio del Propagador Eléstico aunque si contempla a tal hecho
como un caso particular. Del teorema 1 es inmediato, al

satisfacerse la condicion de frontera libre, e} siguientes

COROLARIO I
3 3
Sea fIcR un conjunto conexo de complemento compacto en R .
Entonces el Propagador Elastico definido sobre un medio isotrépico

y homogéneo en Q no tiene eigenvalores positivos.

Comentario: _—
3
Si Q=R ,Ue HU?'/ ﬁj) v J; U = BU en Q; entonces es
inmediato que U=0, pues al definir ‘f’:VvU tenemos que —A‘f =0_‘{/

3
en R . Tomando transformada de Fourier en la variable
(X1,X2,X3) encontramos que (4‘{' e”\P , lo cual implica que
‘f' O en IR . De manera semejante probamos que U=0 en R al

satisfacerse la ecuacién —_)}_rAU =BU.

([0

39



SECCION 1V

-4 sceaca de una descomposicidon nelacionada al  Pnopagadan

E&laotica pana el semiespacio isolnépice y homagénea.

Ahora mostraremos un analisis del operador Ao que Yves

Dermenjian y Jean-Claude Guillot hacen en su articulo [D.G]. Este
andlisis lo utilizaremos para demostrar el Toerema II que
expondremos posteriormente.

La idea basica del analisis para e] operador Ac que aqui
presentamos radica en considerar el medio elastico gque ocupa el
semiespacio (R},-‘ como un medio homogéneo, lo cual implica que el
medio es invarianie ante rotaciones alrrededor del eje X3, lo que
a su vez se vera reflejado matematicamente de la siguiente manera:

Definamos al operador ?‘ como la transformada de Fourier en
la variable X=(X;,X2) dejando sin afectar al eje X3 (que es con
respecto al cual se Atiene ja_| invariancia ante rotaciones).
Definamos al operador A°=TA°‘.{ . Si tomamos como {(P,P2) a
las variables de la transformada de Fourier, tendremos que para
cada (Pn.Pz)éO fijo existiran un operador AD(inlo).que dependera de

Pi y P2 solamente a travéz de |P y también una matriz de
rotaciones D(P,P2} { con angulo de rotacién igual a Arg(Pl,Pz))

con la propiedad de que:

ot

AJE,?;}: [DA\,(”’I,O)(D 4.1.1

A
Mas aun, el operador Ae(m; °) se descompone como la suma

directa de otros dos operadores Bi({P{]) y BaA\Pl).

Veamos explicitamente lo mencionado en el parrafo anterior:
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De las ecuaciones 2,247 y INAT que definen al operador

A, tenemos que ﬁb es la integral directa del! campo de operadores
autoad juntos A :
(4,000 )“’u e
, &
A = j A\a(?.’ ARIAT 4.1.2
Rl
don?e
13 1 9
-/t.i{f £ (a7 4/A,P RTINSO t/Jnln)f{?
4
A= LAl B, ’/“é: £ pd (\“7“} “PG‘*/")J
oyl eo
- Pl e ) ozl L gt
~LE(&{7J°)5’- ) -l ('\‘*}‘-) o/ . 2/,(0 J? t e ]
) < ’ ’ 4.1.3
y

: _ Jo -
plae ) =[venir, )/ ORSIAIOEE
%(oj s RUGI=0,
(ISP TACE

3 i) putd =0 } 4.4

Dado (F:.Pz)#o definimos é la matriz de rotacién alrrededor del

eje X3 por un angulo igual a Argl P,P2} coma:

[ T
PG 1= L
’ | ik hoe 4.1.5
i o 7l
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. . -\ A
De la ecuacién 4.1.3 tenemos que el operador P (P,/P, ). Aa( 7,, PJ
-IDU’./?J tiene la cualidad de que su dependencia en (P,P2)
es solc a travéz de (PlzV ?"t &‘ ; esto es:

A
Definamos &l operador Au(_iP}/ 0) como:

ACns)= B(R 0 ALR,R)BIR Tu) ars

con \ ¥ .
D(Afnsol = D D( AR, ) 417
Veamos una expresién explicita para la ecuacién 4.1.6. De las

A
ecuaciénes 4.1.3 y 4.1.5 tenemos que para todo V€ D(AeUP‘,O)):

ﬁu(l’,,h)l» V-

= —‘? SR IR R AR D1 etV = AR 1wy, - &‘P.tn(&.fﬂ.}vz']
@]

AT T R\Psz (ot 20V, +}4°?,;Pit¥’1 AL (A.*/,«JV;,

e+ oo™ =t () U

| | J

4.1.8
Como
Pl PL ]
D(p R = L
R IS S S 419
obtenemos entonces b o IM
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Almol V= ARIDY -

-

FL '-,u,V.U !Pll(,l,n/l,/ V- (JPJ(A;,@)V;'

1
-t v Mo 1 A

4.1.10

]
~c(hdu sV s ,u,(rnl\/, (o Y

.

Notese que de J}a ecuacién 4.1.10 es justificable Ja notacién
empleada en 4.1.6 puesto que la expresibn final del producto
R-)ig.(f,/?;l D se obtiene de la expresién 4.1.3 para /3,(?,,?‘}
baciendo P=|P{ y P:=0.

Las condiciones a la frontera que debe cumplir A3 D(onH,a))
Jas obtenemos de la siguiente manera:

De 4.1.7 tenemos que existe V€ D(AO(?I/&}) tales que

U= R’(?.’?;)V , con lo cual;

Vi ?.V, -PV
= |
= U= =
V=) % Y AR 411
U, v,
De las ecuaciones 4.1.4 y 4.1.11 obtenemos:
,J,\ﬁ(,,);, L ANET: ALz
% 1
o _
o © 4.1.13
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(At 240) 51&(@) + ('A,'IP]V‘(e):d 4.1.14
dn- o

Noétese que las ecuaciones 4.1.12-4.1.14 que caracterizan al
dominio de I‘i,(lpllo) se obtienen de una manera inmediata a
partir de la especificacién para el dominio de Ao(f’/&} {ecua-
ci6n 4.1.4 ) haciendo P= | P| y P2=0,

Dado V€ b(ze o, ol ) definamos al operador rﬂ-‘ como el

que al actuar sobre el vector VY={V),V2,V3) nos da (Vi, V3, V2):

Y, v,

fITVL =1\ V 4.1.15

VJ L V‘A.

De las ecuaciones 4.1.10-4.1.14 es inmediato que el operador
r
A,( \H/O) es la suma directa de dos operadores que llamaremos
B{IPl) y BA[P\) :
A pr,0r = T aicenese) T 4116

donde

(a)
oarin= [ (1] #' (R, € /S opy imla:

= (A 200 4 A VG0
dxs 4117
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t o k Lo ::‘:':“ ’ T
: V]l g el anaa LTy

Yy BUPH =f | b )’ 2 |

\/3 r d 7 ,(Ar-n. J 4:‘ +4P}‘ V

) UH(U,”JZ{; A dy; 2 ‘4.1.18’

(b}
L
DBAPIY =)y, e HIR] / M=o 4.1.19
{Y" + éx)( } }
a2 g
y B:f{PIN= -, ‘Zl:_v.‘ + A €, 1ol Va 4.1.20
t

d%

Los operadores Bl(”") y Bz( l”) resultan ser autoadjuntos.

De 4.1.19 es inmediats, al integrar por partes, que

[

T 1
o dV
Ak wle ] (i 2
Jyt’ 4% O sea, el operador
2 °
a2
"}l,fc <-l_!§ con condicién a la frontera ~4.1.19 es un
%
operador  positivo. El término multiplicativo en 4.1.20
R "o
H
(}J,f. 1P ) solo traslada el espectra de ,u,f, _:_I[_l_/'; por
RLIY 2
una cantidad /L,fo 1" . Por lo anterior, el operador Bz {P|)

es autoadjunto y su especiro es Iﬂ,fi'\PlI, ® ).

Con respecto al operador B{{ P} con pfO, ocurre que tiene
solo un eigenvalor simple (de multiplicidad uno) igual a C:”"l
donde:

& o< C:!Pll < @‘-‘/W’z 4.1.21
o

- ‘ . . .
(ii} Ck es la Gnica solucién de la ecuacién:
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(|~Xﬁé)_(_(~{;£:) (l-.&ﬁ:):o 4.1.22
y -ademas cumple con (i).

La demosiracién de este hecho se da en detalle en la referencia

IG).

Una vez descrito el analisis anterior para el operador
Ao estamos en condiciones de establecer el teorema Il acerca

de las funcionesque satisfacen la ecuacién de eigenvalores del
3
Propagador Elastico definido en QcR, que tienen la propiedad de
que la condicién de frontera libre se satisface exponencialmente
~——> 0 exponencialmente para (=1,2,3. En
oL Wi=o
la demostracién de dicho teorema utilizaremos los simbolos

Ao AR Rl Bn) v BRI para s

expresién formal (sin relacion a sus dominios) de los operadores

en 30, o sea Isnl

A
A, Ao LA O(PI,PZ),AO (\P1,0),B:( [P {) y Ba(1P}) respectivamente.

El Teorema 1l se establecera suponiendo que el medio isotrépico
es homogéneo fuera de una cierta bola centrada en el origen; lo
cual no es muy restrictivo fisicamente hablando, pues tal es

caso en muchas de las aplicaciones.
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_.SECCION YV =

V-1 - Un Jeocnema acerca de la compacidad del copante de las

eigenfuncicnes del Pnopagadan Elastico en un medio iathopica

contenido en un semiespacio con fnontena Libne.

TEOREMA 11
3 ?
Sea fic &+ un conjunto abjerto y tal que IE‘-JL
conjunto compacto.

Supongamos  que existen  constantes  positivas

(i=1,2) tales que:

a ¢ ful < q

b ¢dweb,

G s plaf @

€5 un

ai,bl,ci

5.1.1

S5.1.2

y ademéas el medio elastico es homogéneo fuera de un conjunto

7
acotado TIcR4r .
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; , ,
Supongamos ‘que existe Ue H (\n, © ) con la propiedad de que

k2 3 )
HAuetlia, € ) y tales que para alguna B>0 se satisface la

ecuacibn:r
\KU = BU en §2 5.1.4

donde la aplicacion \HU es definida en 2.2.8

Silsu(u) | “"‘“ 0 exponencialmente {la condicién de frontera
XN~

’
libre se  satisface exponencialmente),entonces U se anula en T

3
(la componente conexa al infinito del complemento de 1 en IR+ ).

PRUEBA:

Como Ti es acotado, entonces existe una bola BrR(O) de radio R

centrada en el origen gque lo contiene.  Tomemos L)R de tal modo

3
que B (o} contenga a W;./L

Y

8



: » " » ;
-.Definamos a la funcién Q{ € C w ) de la siguiente

manera:

Sul="t v s xe Bytel

L 3i x/ Bw(-i ~ S5

2
Extendamos U a todo YK+

U= | VXY sl ek

3
o % XE ﬂZ*-JL

~ 1
Sea V=0U . Es inmediato que al estar Ue H {~%, < y
kY
cumplirse Ue L (f‘», f’} entonces tenemos que U estd en

[ R 2 YWed T 3

HQ[{“_- BH\I ﬁ) y ademéas se cumplelquej ﬂ:}s L(ﬂl* - Bul, «’f ;

con lo que U pertenece al espacio H { R.,— Bw q’_:’) (pues
’

la frontera de la bola Bi#{0) es suavel y por consecuencia

Ve Hl( m’l,{l .

Como @ =1 fuera de un compacto, entonces V también satisface
la condicién de frontera libre exponencialmente.

Por otro lado, notemos que en el complemento de BL{O} el medio
es homogéneo y Ja aplicacién Vt( (definida en 2.2.8) coincide con
J#c {ecuacion 2.2.48); por lo que la ecuacién 5.1.4 nos dice que:

J{.U = BU fuera de BL{O) 5.1.7

Denotemos por po , Ao , y po a los valores constantes que

p{x),A(x) y p{x) toman en el complemento de BLIO) respectivamente.

Noternos que de la expresién para J:{. U (ecuacién 2.2.48)
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__.tenemos la siguiente ecuacién:

ffv # [ -(ae)T (v-G}-uTcaO]*r G

——————— 5.1.8
donde la componente t de G es:
© .a! -” D
G‘““%) E(oX;JV ' ax.(wu, )
"L Cg)0, 4 2 VP Y] 51.9
Definamos:
& (A ) T (0 - s AT
‘F{-U N T)V(V G 5.1.10

donde las derivadas son en sentido de distribuciones.

Uad
Debido a que J{U =H,U fuera de BLO) y al satisfacerse la

ecuacién 5.1.7 tenemos:

¢ J‘f U=B6 U=pv 5.1.11

Por lo tanto, al substituir 5.1.10 en 5.1.8 y utilizando 5.1.11

tenemos:
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J{ V=BV+G 5.1.12

Notemos que G es de soporte compacto (el cual estd contenido entre

las bolas de radios L+l y L+2) por lo gque existe una constante MeR
tales que G(X:,X2,X3)=0 para X»DM. De hecho, G es wuna funcién
2 2 3 )
continua , por lo cual Ge L C W-, T y con esto
2
ﬁe\’e L' W.h QZ) . Nétese que V no necesariamente esta en
el dominio de Ao puesto que podria no satisfacer la condicién de

frontera libre en X3=0.
Sea ¥ el operador transformada de Fourier en la variable

o~
X=(X;,X2).  Si aplicamos % en ambos lados de la ecuacién 5.1.12

tenemos:
-'A A A
T AR V=56 5.1.13
A
con V= q'V 5.1.14
A o
y 6= 1¢ o  5.1.15

Sea ﬂ°= ,Tf(. cr , entonces:

A A A
\.FL V=RV+G 5.1.16
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'Siiirzéé';iéidéi'a’ﬁios::la"’ecuacibni':5;1.16:—parar cada (P,P2)#O_fijo, .~ -~ -°

tenemos entonces: .
A
A AL A A .
(P, P2IV=RV+G 5117
De la ecuacién §.!.\  tenemos en 5.1.17

A al " :
[I)ﬂo(m/e)ﬂ) V=BV+G 5.1.18

-1 A
Si definimos S=D V, entonces de 5.1,18 tenemos:

Ho(m,e) S= pS+H

5.1.19
1 A
con H=D G.
Debido a la ecuacion. ¥, 1.16 tenemos para (P,P2}#0 (con
$=(51,82,53)):
5, 5, i,
Gl - =
@l (5 S
3
5.1.20

\/},( W) S, = RS, = H, 5.1.21

2 3 3
Un hecho muy importante radica en que al estar G en L (IR+/ < }
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y ser de soporte compacto,entionces e(Pz,Pe,Xa) tiene una exten-
si6n analitica a‘ todo el plano~ complejo como una funcién de
lm:\/r(',g“ ‘

Como la condicién de frontera se satisface exponencialmente

cuando IX{ —s & ,entonces __Q.Sz(P,O) es analitica en P} en

Xy
alguna banda (Im(z)( G

Demostraremos gue:

2
S(P,P2,X2)=0 para casi todo (P,P2e Ry XM . 5.1.22
Con esto tendremos:
A 2
V(P,P2,X3)=0 para casi todo (PL,P2e@ y XM . 5.1,23

Por transformada inversa de Fourier:

V(X1,X2,X3)=0 para X»M 5.1.24

lo que a su vez implica:

U(X,X2,X3)=0  para XM 5.1.25

O sea que U se anula fuera de la banda 0<¢X3sM.

Para probar 5.1.22 veamos primero explicitamente la ecuacién
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S.1.2L

—/“o(’ 5 +/¢ fom 93 B, s

donde Hz=0 para X:uM

Denotemos como W2AP,P2,Xs} a la solucion del problema

siguiente en el intervalo [0, @ ) {ver [C.L}):

g X
JW Yy - -
~ A, IE: £ pole MW, - pul H, 5.1.27

con Wz=0 para X»M.

Notemos que WaAP,P2,X3} y %\\’z(P.,Pz,X;) son funciones
A3
analiticas de la variable | P} considerando inclusive que esta

toma valores en todo el plane complejo {ver [C.L)). En particular

P) Wz(Pl P2,0) es analitica como funcién de |P]

¥

Sea

Z2=52-W2 5.1.28

entonces Z: es solucién al problema:

JZ\
-t 4x1+/‘ (e, - ~pl=o
22 H (o,m R _Q_ZJ(PI,P:‘.,O) es analitica
2X3
como funcién de }P! en la banda |Iml{z)<y 5.1.29

2
Ahora, si Ipt <« (9(% , las dos soluciones linealmente
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- independientes .de la  ecuacién 5.1.29 son peri6dicas, por lo cual

!
no estan en L (UIWJ y con esto Z2(P,PzXi) debe ser la

combinacién lineal nula de dichas soluciones:

Z2(P1,P2,%3)=0 para ©0¢ ”’ll( pf‘/“ 5.1.30

Nétese que la desigualdad en 5.1.30 tiene sentido pues B>0.

De 5.1.30 tenemos en particular que :

2
9 Z:P,P2,0=0 para o< 1Pl <(ﬁft 5.1.31
X5 :
Dada la analiticidad de _@_Zz(Px,Pz,O) en [P} , tenemos de
Y3
5.L31:
K3
_D,_ZJ(PI.Pz,O)=0 para casi toda (PI,PZ)ER 5.1.32
M

Por lo tanto Z: satisface, para casi toda (P,P2), el siguiente

problema tomando a {P! como parametro:

-1

2
‘ﬂof; % +)Jl((: \P\ziz - P ?7 =0

Ze (o ) . 2_7:(Py,P2,0)=0 5.1.33
/ 3X3
Ahora, para VP < | (/’ ya sabemos que la unica solucion

? g
a) problema 5.1.33 es Zz=0. Sty (V_(_" , la unica solucién en
oy
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L (vﬁ,m‘l de la ecuacion - diferencial  en 5.1.33 es

,_\.P(_ “Nl"F—& ! x,) ; pero la parcial con respecto a X3 de

esta funcién satisface la condicibn a la frontera solo si C=0.

H 1
si M= {‘;ﬁ no existe solucién en L (C, °°] a Ja ecuacién
c

diferencial en 5.1.33. Hemos demostrado que:

2
Za(P,P2,X3)=0  para casi toda {P,P2e [R 5.1.34
En virtud de la ecvacién 5.1.28, tenemos que al anularse W
para Xa’M:
2
Sa(P1,P2,X2)=0 para casi toda (PiP2)efR y XM 5.1.35

Ahora veamos lJa ecuacién 5.1.20.  Definamos:

7 S, W,
% S, ; 5.1.36
W,
donde | es la solucién a la ecuacién 5.1.20 en todo {0, &¢ )
y se anula para X»M {ver [C.Ll}. Ademas '1 es analitica
como funcién de P! en todo el plano complejo {como en el caso de
W2) asi como también lo son las funciones __J_WI(PI,Pz,X:) =1,2
%3

(ver [C.LIJ. En particular, dichas funciones son analiticas para
X3=0. Como Ja condicién de frontera libre se satisface

exponencialmente, entonces _’Dj‘ + { 1Pl 2; y (/\;f W J%ﬁ + ('INA, '2.
Xz

3
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Son'furicrioines analiticas” en 1P\ ‘en 1a banda {im(z)]<7.

Por-consecuencia, [21,Z3) satisface el problema:

3, &
gz\um -8
?: 2)
y 2—2'“'1»12 (At zp.)zg’ (m A son
ots : ' 3 *

funciones analiticas de \P{ en la banda |Im(z)| <y 5.1.37
Ahora mostraremos que si lT’i1 <a {donde a es una constante
positiva que definiremos posteriormente) entonces las cuatro
soluciones linealmente independientes a la ecuacién diferencial en

5.1.37 son peritdicas y con ello no estan en Lz( ﬂ'-, z ) . Por

2
lo tanto |2, =0si \H<a . Veamos como es que ocurre

esto:

La ecuacion diferencial en 5.1.37 nos dice explicitamente que:

"

2’2_ 4 Q}\-Hlle]\?‘ 2 -<1P) (A ",g_x.i’ &32.

ST A e,
5.1.38
2 .
P 13
_L'm(kz .)%’. N ((\ﬁ(?.g.) %;1 4 )4_%'_” 2, __ng
5.1.39

Propongamos como solucién de 5.1.38 y 5.1.39 como lo siguiente:
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% V
2| exp(- (hKK) 5.1.40
U { [}

Esta funcién satisface 5.1.38 y 5.1.39 solo si

oplidy [ AU .1 R
{:IP(KJ (: 0 I F-S ) A On'gl-)K A o]

3
2L
, -(t\d(ll,u-hmk 4 U‘;F-{,] B 0 5.1.41

(\?C\ﬁ}_ﬁy_‘)g

Para que tengamos soluciones distintas de las triviales
necesitamos que el determinante de la matriz que aparece en la
altima ecuacién sea nulo. Esto implica una ecuacién de segundo

X
grado en K :

P 2
Akt DKt c=o0 5.1.42

con

4= |P!Y,t,<e (\—szl'i 5.1.43

1]
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B 1_?_1[ —i_lLel”‘(r\d L)t p(t\-*‘;“)] o sLa4

¥ ' z
C=thipe U200 L api(foi3u) + 5.1.45

Ahora, la ecuacién 5.1.42 tiene cuatro ralces negativas
K= ‘L"i.f’gsi ocurre que BX0 , C0 y D -¥4C 0.  Si tal
fuera el caso, K seria imaginario puro con lo gue tendriamos
cuatro soluciones de 5.1.42 que son linealmente independientes,

t + 2
peritdicas y, por lo tanto, no estén en L ( R/ 'R )

Ahora, BX0 si y solo si (ver ecuacién 5.1.44):
1 ((\ )
Yb('(d 3/1.) > ?./U.IP) o pe
f.

y esto ocurre si y solo si

i < f(w 5.1.46
2 (At 2p0s)

ESTA TESIS MO ODERE
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Utilizando la ecuacién '5.1.45 vemos ‘que C>0 si ocurre que

5.1.47

th (__
< Lt 7

Como {’} ()o < 'ﬁi——— (A_g_‘j«i‘_el ,concluimos de
&* J’Ue' f\a* Lo 7./Uo

2

(r\dJ).f.)

2
5.1.46 y 5.1.47 que si  IPI ¢ 63(" entonces B>0 y C0.

Por otro lado, de 5.1.43 —5.1.45 tenemos que
8 ysc = IPIYr&I (Au+ﬂ-)7cl, lo cual siempre es positivo sin
restriccién sobre 1Pl Entonces, si tomamos a= F(v/(-\.'l*?}lu/
tenemos que A, B y Bz—4AC son  positivos y, con ello, el que
tengamos cuatro soluciones de la ecuacién diferencial en 5.1.37
que son oscilatorias y que por lo tanto no estan en Lz ('R:Ci‘ ).
Como [g;] debe pertenecer a L (lﬁ’rﬁlz) y ademéas debe ser
combinacién lineal de las cuatro soluciones encontradas, entonces

2 .
[23] (P),P2,X3)=0 ., Esto Gltimo implica en particular que:

%%}('P,,P,,o) AR o) =0

g para  1P%a 5.1.49
(Aszne) OB (2,1, 00+ LA e)
! ()Xj e
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Dada "la analiticidad - sefialada en la ecuacién 5.1.37;. tenemos.de _.

5.1.49 que:

2___?4 (?,,?L,a) +( m%(ﬂ,ﬂ,‘)) =0 | para casi todo
axsy k!
y (PLP2)e R

(At \}1-\%;"’( ?‘,?1,") + (-m’l- 2'\?'1?‘1 9-0 5.1.50
3

Pero las ecuaciones en 5.1.50 son las que deflinen las

condiciones de frontera para el dominio de Bi({Pl) . Por lo

tanto, 'l., es solucién del problema:

& 2‘
Bi(IPi) = &3 para casi todo
3

Z (2
e (PiP2)e R

€D(B(1P})) 5.1.51
i

Como se mencioné en la seccién anterior, Bi( (PI) solamente

L 3
tiene un eigenvalor (igual a <g (P} ); entonces salvo cuando

I .
(3?(9. {Pl7 se tiene 2.1 =0 para el problema 5.1.5L De la
3

ecuacion 5.1,36 tenemos que para XdM:

5
(?,/?,.’Xs)=0 para casi toda

2
o (P,P)e R, XM 5.1.52
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De las ecuaciones 5.1.35 y 5.1.52: concluimos que

S(Pi,P2,X3)=0 para casi toda

t
(PP XM 5.1.53

Jo cual demuestra la ecuacion 5.1.25.

!
Por otro lado, en todos los puntos de T {la componente

conexa al infinito del complemento de N )} se satisface la

ecuacion:

[
lﬂcU = BU en T 5.1.54

s
Hasta ahora hemos probado que U se anula en parte de 11 (para

s
e

’
Ahora probaremos que U se anula en todo .

La ecuacién 5.1.54 nos dice explicitamente que:

L *{ﬂ ]SXV v 1‘—‘— AU; FV en T (m21)  5.1.55
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Sea ¥Y=v-U. Si tomamos la parcial con respecto a Xi en

5.1.55 y sumamos sobre { tenemos:

-8Y = g—‘{‘ —— 5.1.56
donde }*-_- O\J*E“-)/(’n .

Como U{X;,X2,X3)=0 para X»M entonces Vs U(X),X2,X3)=0 para
XM y de un teorema de continuacién unica de la referencia

+
[R.S.2] (donde se necesita que T sea conexo) concluimos que
‘( =0en T .

De la conclusi6on anterior es inmediato de la ecuacién 5.1.55

que:
’
-%; hU; = @Ul' en T (i=,23) 5.1.57

Como U(X;,X2,X3)=0 para X»M tenemos que, al utilizar el
teorema de continuacion unica mencionado anteriormente, la funcién
¢
U debe anularse en todo T . Lo cual completa la demostracién.
a
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V-2
dcenca de la ausencia de eigenvalones poosilicos pana el
Propagadan Glastico en un medic sotnbpica hamogénea y

cantenido en un semicspacio cen {nonlena libne.

Como una consecuencia inmediata del Teorema 11 tenemos el

siguiente Corolario cuando el medio es homogéneo en todo 2.

COROLARIO

Sea U=(U;,Uz,Use Hl(ﬂ, (’) donde Qcﬁi es un conjunto
abijerto, conexo, con la propiedad de que m+‘-ﬂ- es un compacto
y el medio elastico que ocupa  es isotr6pico y homogéneo.
Supongamos que para algin BY0 se satisface en todo N la siguiente

ecuacion;

Hu = pu 5.2.1

donde la aplicacién ‘f{{ esta definida en 2. 2. 94 .

—> 0 exponencialmente, entonces ienemos
{(X|?
on

Si ocurre que Su(U)

que:

U=0 enQ 5.2.2
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_Cuando U satisfece la condicion de frontera libre y el medio es

homogéneo en iodo N tenemos a partir del teorema 1l el siguiente:

COROLARIO
Sea ﬁc[R:, un conjunto abierto, conexo y con la propiedad de
que rRi—Q es un compacto. Entonces el Propagador Elastico
definido en un medio homogéneo e isotrépico que ocupa la

regién N no tiene eigenvalores positivos.
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(A

{Ag)

[Au}

ic.Ll

[D.G]

{D.L]

{E.K]

[G]
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