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INTRODUCCION 

Dentro de Ja ffsica Matemática es conocida la gran importancia 

que tiene para ella el análisis espectral de Jos operadores 

autoadjuntos para Ja descripción de muchos fenómenos físicos tanto 

en el caso clásico (propagación de ondas acústicas, elásticas y 

electromagnéticas) como en el caso cuántico (a cada observable se 

le asocia un operador que, dentro de la descripción teórica, se Je 

pide que sea autoadjunto). La estructura matemática del espectro 

de tales operadores autoadjuntos está estrechamente ligada con 

aspectos relevantes de las propiedades flsicas del sistema bajo 

estudio. 

En el presente trabajo estamos interesados en estudiar un 

operador en particular que es de gran importancia para el estudio 

de Ja propagación de ondas elásticas. Dicho operador sera 

definido como el Propagador Elástico (P.E.) quien resulta ser un 

operador autadjunto y positivo. Nosotros estamos interesados en 

estudiar los eigenvalores positivos sumergidos en el espectro 

continuo (ver !Kl para definiciones) de tal operador en el caso de 

un medio elástico que ocupa una región Q con frontera libre, 

contenida en un semiespacio ~ o bien en R y con la propiedad de 

que su complemento relativo a ~ o a uf sea acotado. 

El estudio de Jos eigenvalores positivos sumergidos en el 

espectro continuo para cierto tipo de operadores autoadjuntos es 

un tema que ya ha sido trabajado en diversas partes. En Mecánica 

Cuántica, p o r ejemplo, es conocido el caso del potencial de 

Wigner-Von Newman, el cual muestra que es posible tener un 

Hamiltoniano donde el potencial tiende a cero en oo y que tenga un 

eigenvalor 
2 l 

L (IR 

(energla) positivo asociado a una eigenfunción en 

(ref [R.S.J]). Por otro lado, en Ja referencia lE.K], 

M.S.P. Eastham y H.Kalf hablan sobre las propiedades matemáticas 



que debe tener el potencial para que un operndor autoadjunto tipo 

Schrodinger tenga o no eigenvalores positivos sumergidos en 

espectro continuo. En el caso de Ja f!sica clásica, R. \\'eder 

estudió en el caso acústico en una gula de ondas (ver ref. fll'J] y 

(W2]) las condiciones matemáticas sobre Ja velocidad de 

propagación en una gula para que el Propagador Acústico (un 

operador autoadjunto y positivo definido con relación a la parte 

espacial de Ja ecuación de ondas acústicas) no tenga eigenvalores 

positivos sumergidos en el espectro continuo. 

En esta tesis presentamos varios resultados originales acerca 

de la ausencia de eigenvalores positivos para el Propagador 

Elástico siguiendo ideas de R. Weder f\\'l] y (\\'2] as! como de 

Littman fLi]. 

La sección 1 de esta tesis se dedica a introducir las ideas 

físicas relevantes con el fin de obtener, de una manera ya 

conocida (ver !Lll, la ecuación de ondas elásticas en un medio 

i sotrópico. 

En la sección JI se define al P.E. {sobre un espacio de Hilbert 

adecuado) en conexión con la parte espacial de Ja ecuación de 

ondas obtenida en Ja sección l. 

autoadjunto y positivo. 

Se demuestra que es un operador 

En la sección IJI se trabaja con uno de los dos casos de 

interes n e R'!J • Se demuestra que el espectro del P.E. en 

este caso es el intervalo (O,., ), el cual tambien es su espectro 

continuo. Se demuestra un teorema que establece Ja compacidad del 

soporte de una función U que satisfaga Ja ecuación de eigenvalores 

para el P.E. cuando el medio es homogéneo fuera de un conjunto 

acotado l1 . Se prueba que U es cero en la componente conexa al 
3 

infinito del complemento de ll en IR De dicho Teorema se tiene 

la ausencia de eigenvalores positivos del P.E. en el caso de un 

medio homogéneo en toda n. 

En Ja sección IV se expone una descomposición (ya 



conocida) relacionada al P. E. par·a el caso del semiespacio 

isotr6pico y homogéneo para utílízarla en la demostración de un 

teorema expuesto en la sección V. Tal teorema establece, para 

' el caso de rl conknido en el semiespacio l'l+ , la misma conclusión 

que el Teor-:ma de la s.:cción lll pidiéndo además que se satisfaga 

la condición de frontera libre exponencialmente. De este Teorema 

se obtiene de manera inmediata la ausencia de eigen\'alores 

positivos para el P.E. definido en un medio isotrópico y homogéneo 
1 

que ocupa una región ílc~i 



SECCJON 1 

1.1 9 ntrwducción 

En esta sección expondremos en J.Z las ideas f!sicas que son 

necesarias para definir los tensores de esfuerzos y deformaciones 

en un medio elástico con el fin de obtener la ecuación de ondas en 

un medio isotrópico (1.3). En relación a tal ecuaci&n de 

ondas, se definirá en la sección siguiente al Propagador Elástico 

para un medio isotrópico con frontera libre. Dicho Propagador es 

el objeto principal de nuestro estudio en esta tesis. 



J.2 9d<.!a<i l.a.:iü::a<i ace,1ca de la<> lal4a'le<> de e<>f.uc•ttº" IJ 

de(arunacl.oM<>. 

Diremos que un cuerpo sólido responde elásticamente si al 

deformarlo tenemos que el trabajo necesario para llevarlo de una 

configuración inicial a una final es independiente de la manera en 

que deformemos al cuerpo. En tal caso podemos definir a la 

energla potencial del sólido como igual a dicho trabajo. 

Si tomamos un cuerpo que responda de manera elástica, lo 

deformamos y después le dejamos en libertad, entonces se moverá de 

tal modo que se conserve la energla que le dimos inicialmente al 

hacer el trabajo para deformarlo. 

En la práctica, la respuesta elástica se da mientras las 

deformaciones no sean muy grandes (como en el caso bien conocido 

de un resorte}. En tal caso diremos que estamos en la región 

elástica del sólido y hablaremos de este simplemente como un medio 

elástico. 

Será de nuestro interés el considerar un medio 

través del cual se propague una perturbación 

elástico a 

Como ya se 

mencionó, consideraremos que la energla mecánica del medio se 

conserva y con ello estaremos despreciando la disipación de calor 

a través del sólido. Posteriormente utilizaremos este hecho al 

pensar al proceso de la propagación de la perturbación como un 

proceso termodinámicamente adiabático. 

Ahora veamos una descripción simple (ver (L] } de los tensores 

de deformaciones y de esfuerzos donde introduciremos las 

caracterlsticas flsicas que hemos mencionado para un medio 

elástico. Dicha descripción no será rigurosa desde el punto de 

vista matemático pues se trabajará con diferenciales de 

cantidades físicas cuando, rigurosamente hablando, deberla 

trabajarse con incrementos de tales cantidades. Sin embargo 

sabernos que dicha descripción la podemos hacer rigurosa si dada 

2 



una cantidad flsica lntroducimos en 

_lugar de 

dond~ ~ 

donde 

l{ y 

.Jf considerando que dado un punto fijo x ~ E' 
es dift:rencíable se tiene que: 

es Ja transformación lineal que es la derivada de f en 

tiene la propiedad de que ~;,.. 1( r( t) 11 it'" _,. 0 

llh~:-"'º~~ 

Tomemos un cuerpo sólido que experimenta una deformación. Cada 

punto del cuerpo será localizado por su correspondiente vector de 

posición X con respecto a algún sistema de ejes elegido. 

Denotaremos por U[X) al cambio en la posición que dicho punto 

tiene durante la deformación: 

'Jlq l 

As! tendremos que 

' U(Xl =X - X l.2.1 

donde X es el vector de posición que localiza al punto A después 

de la deformación [ver flg J). 



Para tener una medida adecuada de la deformación, lo que 

necesit¡,mos conocer es la manera en que cambia U(X) con la 

posición ( U podrla no ser cero para toda X sin que el cuerpo se 

deformara : tina tr¡a,,laciJ~m d<c cuc'lpo 11iqido). Esto lo hacernos de 

la siguiente manera: Tomemos dos puntos que están separados por 

una distancia j dX j como en la 'Jiq 2 y que al deformarse el cuerpo 
1 I 

son localizados por los vectores X1 y X2 respectivamente y quedan 
I 

separados por una distancia 1dX1: 

- Jx' 
u~)----.._ 

' ~-'j.i,,,. 
/ 

vlxil 

De la 'Jlq 2 obtenemos la relación: 

I 

dU U(X2) - UlX1) dX - dX 1.2.2 

a . ' 
Como 1 dX' j = dX1dX1 y 

¡ 
1dX1 = dX1dXi (en wdo el ttia&ajo 

u~cmemo<i ta ca1vsencian de <iUma oobri,e i.ru:ILceó riepeild<Ui) 

tenemos de 1.2.2 : 

1 
1 dX' j = (dU1 + dX1)[dU1 + dXtl CdXJ· 8Ui/8XJ + dX1) · 

' ., 

· (dXk· 8Ui/8Xk + dX!) 



z .t 
ictX'I = ¡ax¡ + 2tllk·dX1dXk 1.2.3 

donde: tl1k = cauvax~. + auvax1 + au11ax1:a\.i1/ax1:lh. -

Supondremos deformaciones pequeñas (región elástica) de tal 

modo que BU11BX1: sea pequeño para 1,1:=1,2,i. Con esto, el tercer 

término de la expresión para tlik será despreciable en comparación 

con los dos primeros quedando Ja ecuación: 

11..lik (BU1/6Xk + 8Uk/8X1)/2 1.2.4 

A la cantidad tlik se le llama tensor de deformaciones. 

Notemos que U11: es simétrico; por lo tanto, al evaluarlo en un 

punto es una matriz de 3x3 que puede diagonalizarse en alguna base 

dependiente del punto. Si denotamos como U!1J. U(2J, U!JJ a los 

eigenvalores de Vlk la expresión de l. 2. 3 en la base que 

diagonaliza a tl1k es la siguiente, 

Jo cual implica: dX~2= 11+2U(t)}dXl2para f=t,2,J. Entonces la 

deformación relativa en cada dirección es: 

l=l,2,3 1.2.5 

Al suponer deformaciones pequeñas (todos Jos U(I) son pequeños) 

tenemos de la ecuación 1.2.5 : 

' (dX 1-dX1)/dX1 = UUJ 1.2.6 

5 



- Deiibtemos-¡56r-dV y dV' a Jos elementos de volúmen de una 

pequeña parte del cuerpo antes y después de Ja deformación 

respectivamente. Corno dV=dX1dX2::!XJ y dV' =dX 1 dX ~dX J obtenemos de Ja 

ecuación J.2.6 que el cambio relativo en el vo)úmen (a primer 

orden en Uitl) es : 

(dV' -dV)/dV = [ U(tl = trazo de li.Jik J.2.7 

Cuando se tiene una deformación en el cuerpo esto implica Ja 

aparición de fuerzas internas que tratan de regresarlo a su estado 

inicial (sin deformaciones). Sea IF Ja fuerza por unidad de 

volúmen ; o sea IFdV es Ja fuerza sobre una parte del cuerpo de 

volúmen dV debida al resto del cuerpo y IF 
1 
= J /dV es Ja fuerza 

sobre un volúmen V. Al suponer que las fuerzas internas son de 

contacto (el cuerpo no está cargado por ejemplo y ,con esto, no 

hay interacción a distancia) es de esperarse que Ja contribución 

neta a la integral anterior provenga de Jos elementos de volúmen 

que están en la frontera. Entonces es flsicamente aceptable el 

proponer que existe un tensor Sik (]Jamado tensor de esfuerzos) 

que cumple con: 

IF1 as1kl0Xk 1.2.8 

y de tal modo que al calcular Ja fuerza total sobre un vol úmen V, 

Ja contribución neta a dicha fuerza provenga al utilizar el 

teorema de la divergencia, de la superficie av ( al tener fuerzas 

de contacto no tendremos mas contribuciones a Ja fuerza calculada 

pues las fuerzas que pro\'ienen de los elementos de volúmen 

interiores a \' se anulan por tercera ley de Newton). Tendremos 

entonces que: 

6 



donde (n 
1
,n 

2
, n

3
) es el vector normal a la superficie S=8V. 

De hecho, si se calcula la torca debida a Ja fuerza lt sobre una 

porción del cuerpo y se pide que la contribución a la torca se 

deba unicamente a una integral sobre la superficie de la porción, 

se encuentra que Sik debe ser simétrico (ver ILJ). 

La ecuación de equilibrio cuando un cuerpo está en un campo 

gravitacional G = (g 
1
,g

2 
,g

3
) y su temperatura permanece constante 

es: 

as11:1ax1< + pg
1 

: o (;:1,2.,J. 1.2.lO 

donde p es la densidad volumétrica de masa. 

Esta ecuación está restringida por Ja condición a Ja frontera 

dadas por la fuerza externa P por unidad de superficie que actúa 

sobre la superficie externa del cuerpo. A partir de la ecuación 

1.2.9 se calcula con facilidad que dicha condición es : 

Slk · n =PI en 8\' 
k 

para 1=1,2,J. 1.2.11 

Nuestro centro de interés es obtener Ja ecuación de ondas 

elásticas que satisface la función U(X). De la segunda ley de 

Newton y de la ecuación 1.2.8 tenemos que la masa de un elemento 

de volúmen del cuerpo mutiplicada por su aceleración a2u1a 2
1 

es igual a Ja fuerza que se ejerce sobre este F dV 
1 

8S1kl8\· dV. o sea : 

8S1r./8Xr . . 1.2.12 

7 



De la ecuación J.2.12 se observa que necesitamos conocer S!k 

como función de U11t Para esto se encontrará una expresión de la 

cantidad de trabajo por unidad de rnlúmen oW que las fuerzas 

internas harlan al producir una deformación óll1 Como 

demostraremos mas ;;delante, al utilizar Ja primera ley de la 

termodinámica y la definición de la energla libre F; se encontrará 

que 51;. = (BF /BU1k)T. Para utilizar esta última expresión, se 

propondrá un desarrollo para F en serie de potencias de Ulk 

quedándonos hasta la aproximación de segundo orden. Con todo lo 

anterior, Sr;. quedará expresado en términos de Jos elementos del 

tensor Q.Jik y constantes a determinar que dependen del material. 

Lo que resta de esta sección se dedica para 

señalado en este párrafo. 

desarrollar lo 

Supongamos un pequeño cambio óU1 producido por las fuerzas 

internas. El trabajo por unidad de volúmen, óW , que harán dichas 

fuerzas es ó\\' 

volúmen V es: 

V-
1 
• óU1 ; por lo que el trabajo total sobre el 

• 

J ó\\'·dV = I Fi·óUl·dV"' r BSlr./BXl:·ÓUi·dV = 
V ~ JV 

= J B(Slk. aU1)/óXr.· dV - J Slk. 8óU1/BXk. dV 
I' 1' 

= J S!k·oUl·n dS -! Sik-BoUt/BXk·dV 
5=81' k V 1.2.13 

La integral de superficie en J.2.13 se anula al suponer un 

medio no acotado que no está deformado en infinito o bien 

que tenga frontera libre ; el cual es el caso de interés para 

las siguientes secciones. Tenemos entonces de 1.2.13: 

8 



J,, óW· dV --~ ~f SJF6óU1/;Xk~~~~¿~=i~~·;-J~1;-.~~ullaxk-_+ · a~Uk/6X1)dV~ -

J.2.14 

La ecuación anterior . implica que, 

óW = - Stk· oll.Jtk 1.2.15 

De Ja primera ley de la termodinámica tenemos que el cambio de 

la energla interna di; del cuerpo viene dado por: 

di; = T· dS - dW 1.2.16 

donde S es Ja entropía y T Ja temperatura del sistema. 

De la ecuación J.2.15 tenernos en 1.2.16: 

di; = TdS + Stk · dUik. J.2.17 

De la expresión bien conocida para la energla libre F-=s-TS y de 

la ecuación 1.2.17 tenemos que: 

dF = -SdT + Sik • dll.J1k 1.2.18 

y con esto llegamos a Ja ecuación importante: 

Si~ 1.2.19 

para todos Jos puntos del espacio. 

9 



De la discusión anterior vemos que necesitamos conocer una 

expresión de la energ!a libre F como función de los elementos del 

tensor de deformaciones l!.Jtk. Propondremos que F tiene una 

expansión en serie de Taylor de dichos elementos considerando 

únicamente el desarrollo hasta segundo orden al suponer 

deformaciones pequeñas. Para comenzar por un caso simple tomemos 

la situación donde la temperatura del cuerpo fuese constante. 

Tenemos entonces: 

1.3.J 

donde las cantidades ( ~I( y A ~JK1 son en general funciones 

de Ja posición (caso inhomogéneo) y caracterizan al tipo de 

material. 

Ahora notemos que cuando no hay deformación (l!.Jlk=O) esperamos 

flsicamente que el tensor de esfuerzos sea también cero. Debido 

a que Slk = (BFIBl!.Jtk)T , el argumento anterior implica que F 

no puede tener términos lineales en l!.Jtk y con esto todos los 

coeficientes (""' en 1.3.J deben ser cero. 

Nos interesará un medio elástico isotrópico, el cual 

definiremos (ver (J.J]) pidiendo que la expresión de la energ!a 

libre F sea un escalar ante rotaciones del sistema de coordenadas, 

y que las componentes del tensor ?.tjkl no cambien al contraerlo 

con las rotaciones: 

?.abcd = Rta · RJb · Rkc • Rtd · ?.tjk! J.3.2 

JO 



3 
donde R es cualquier matriz de rotacion en IR . 

A parir de la condición J.3.2 se puede ver (ref. IJ.J]) que la 

expresión para la energia libre para un medio isotrópico dada en 

J.3.1 es la siguiente: 

1 
F = F + -o 2 

1.3.3 

donde /l.(x) y µ(x) son conocidos como los coeficientes de Lamé y la 

interpretación flsica de Fo es naturalmente como la energla libre 

del medio en ausencia de deformaciones. 

De la expresión 1.3.3 para F y de 1.2.19 tenemos 

;>.(X)( L QJ¡¡ ) • ó + 2µ(X)U!k 
. !k 1.3.4 

Cuando se propaga una perturbación en un sólido la temperatura 

de este va cambiando. Nos interesa conocer la dependencia de la 

energla libre F con la temperatura. Tal dependencia la 

(donde T es la 
o 

supondremos proporcional al producto de (T-T 
0

) 

temperatura del sólido sin deformaciones) y de ( ¡ QJ¡¡ ) (que es . 
el cambio relativo en el volúmenl. Proponemos entonces : 

F 
1 1 2. 

F
0
(T)- o:(X) · k(X)(T-T0)(~ QJ¡¡) + --;--- ;>.(X)([ QJ¡¡)+ µ(X)( L QJ ) 

' - l i,i: f k 

J.3.5 

donde F
0
(T) es la energua libre del sólido sin deformaciones, 

;>.(XJ,µ(XJ son los coeficientes de Lamé ya introducidos , k(X) está 

dado por: 

11 



k(X) 
1 

?.(X) + -
3
- µ(X) l.3.6 

y ix(X) es el coeficiente de expansión térmica. 

De J.3.5 y 1.2.19 se tiene que: 

Sci: =(8f/8Uii.) = -o:(X)· k{X)- (T-T )e; + ?.{X)( [ Q.lu )e; + 2µ(X)IU!I: 
T o U ¡ U 

1.3. 7 

La interpretación de o:(X) como el coeficiente de expansión 

térmica se basa en el siguiente argumento: 

Si tenemos una deformación del sólido debido únicamente a un 

cambio en la temperatura; es decir, con ausencia de fuerzas 

externas, entonces S11: = (8F/8tlik)r= O . Si en la ecuación 1.3.7 

hacemos I=!: y sumamos sobre el úndice 1 tenemos entonces de la 

definición de k{X) ( ecuación 1.3.6 l : 

cambio relativo en el volúmen 
o:(X) ( ~ IUlf )/(T-T0 l cambio en la temperatura 

~ l.3.8 

Ahora supondremos que durante Ja propagación de la perturbación 

oscilatoria no se transmite calor de una parte del cuerpo a otra, 

o sea el proceso es adiabático. Esto es una buena aproximación si 

el tiempo que dura la transmisión de calor es muy grande comparado 

con el periodo temporal de la perturbación. En estas condiciones 

la entropla es una constante que podemos tomar como cero. Como 

S=BF IBT, entonces de la ecuación l.3.5 tenemos: 

o = sm S (T) - a(XJ· k(Xl· { [ UJu l 
o • 

l.3.9 
¡ 

donde So(T)=8fo(T)/8T. 

12 



Supongamos que a primer orden ·en T: 

S (TJ=''lT-T )C 
o o 

·con C una constante 

Entonces de J.3. 9 y J.3.10: 

T-T= a(XJ·k(XJ·( E Uu J 
º e t 

Al substituir J.3.11 en J.3. 7: 

2 z 
srk = - aCXl·kCXl·C E Uii Jork + >.CXJ·C ~ u11 Joik + 2µCXl·U1k 

e t • 

con: 

y 

.. S!k = \1X J • ( ~ ti¡ 1 lo 1 k + 2µ 
0
1x l · tlik 

' 

\1Xl = - o:hl · ktXJ + >.(X) 

e 

1.3.IO 

J.3.11 

J.3.12 

J.3.13 

J.3.14 

J.3.15 

Las funciones >.od(XJ y µod(XJ son conocidas como los coeficientes 

de Lamé adiabáticos. 

Nótese que de las expresiones J.3.11, 1.3.14, J.3.15 y 
1 

considerando que Fo(TJ=(T-To)/2C (de acuerdo a Ja ecuación 1.3.10) 

tenemos que la expresión para la energla libre F en términos de 

\~X) y µ 0~XJ es la siguiente: 

13 



i - . . - - . -2 -_ 1 

F = -. ?. 1Xl· !DJul + µ 1Xl· O:: V l 
2 a (. a i,K l k 

J.3.16 

Como puede verse de las ecuaciones 1.3.3, l.3.4; l.3.13, l.3.16 

la energla libre F y el tensor de esfuerzos S!k tienen la misma 

estructura ya sea que se tornen los valores isotérmicos {?.(X) 

y µ(X)) o los adiabáticos de los coeficientes de Lamé {?.ad(X) y 

µad(X)). 

Como [ V11 = '\1 • U , tenemos de !. 3.13: 
~ 

1.3.17 

Por lo tanto, bajo las condiciones flsicas mencionadas 

anteriormente, la ecuación de ondas elásticas 1.2.12 en un medio 

isotrópico nos queda: 

:. ¡ 
BU1/8t 

_1_ a_[(;>. IX)·'\l·U)ólk + 2µ IX)·U!k] 
1318 p(XJ 8Xk aa aa .. 

En la siguiente sección se definirá al Propagador Elástico 

para la parte espacial de la ecuación J.3.18. Estudiar las 

eigenfunciones de tal Propagador asociadas a eigenvalores 

positivos es el objetivo principal de esta tesis. 

14 



SECCJON 1I 

IJ.l 9ntlwducción. 

definiremos, En esta sección Hilbert espacio de 
sobre un cual 

adecuado, a dor llamado ¡ opera el d Elástico; el Propaga or 

conexión con Esto lo haremos en estudio. 
de nuestro . (ver 

será objeto medio isotróp1co 
'ón 1.3.18). ecuac1 e

n un positivo. d ondas toadjunto Y la ecuación e dor resulta ser au al 

Demostraremos interesados que tal opera en definir 

trabajo estaremos en los 
En el que ocupa una 

P
resente región Q 

Propagador Elástico 

casos: siguientes 

en un medio dos 

conjunto cualquier l) n es j esta contenido en abierto que ~--

¡¿ rn_3 / xl '> 0 r.l _ r \,)(, )(, \(,¡ 
•!\.,._ - ' ' IRl - .!l ) es un 
(clausura de + 

y además se cum IR.'-J'\.. ple que 1' 

conjunto compacto. 

Fig 2.1 

15 



2) o bien~~e,n s- -ea un abierto eii 'J'.1 

Fig 2.2 

,
y !K·Jt es un compacto: 

En esta sección 11 en IR3 b. • J íl designará un t o 1en en 11( conjunto b. 
a ierto contenido 

]6 



paria wi medfo footllbplc.a. 

Sabemos que el fenómeno de propagación de ondas en un medio 

elástico isotrópico es descrito, bajo las hipótesis flsicas 

mencionadas al principio de este trabajo, por la ecuación de 

ondas: 

2.2.1 

con: 

(i) U(x,t) es el desplazamiento que experimenta un punto en el 

sólido despues de transcurrido un tiempo t suponiendo que tal 

punto se encontraba en Ja posición X al tiempo inicial t=O. 

(ii) ;>.(xl y µ(x) son Jos coeficientes de Lamé que caracterizan al 

material. 

(iiil p(x) es la densidad de masa del medio elástico. 

(ivl 2.2.2 

17 



(v) 2.2.3 

Supondremos que las funciones ;\(xl, µ(xl y p(x) son medibles, 

positivas y acotadas superior e inferiormente por constantes 

positivas. O sea, existen constantes ;1.1,pr,µr 

positivas tales que : 

2.2.4 

2.2.5 

2.2.6 

La ecuación 2.2.1 va acompañada de condiciones a la frontera 

de íl, las cuales describen Ja fuerza externa sobre el sólido. En 

particular es muy importante el estudio del caso con condición de 

frontera libre (no hay fuerzas externas sobre la superficie del 

sólido ): 

donde t l'l ,
1 

llz.
1
1\ 3 ) 

superficie an. 

2.2.7 

es el vector unitario perpendicular a la 

De la parte espacial de Ja ecuación de ondas elasticas 2.2.l 

18 



(al hacer una separación de Yariables en el tiempo y el espacio) 

se sugiere el definir formalmente (en un principio) -afoVerado!": ~- --

( 'rf ) - _ 1 J S. (V) 
V1 U ; - rtxJ JXJ 'J 2.2.8 

Con el fin de definir el dominio adecuado pa!"a Ja aplicación 

señalada en Ja ecuaci 6 n 2.2.8, necesitamos introducil" las 

siguientes definiciones: 

Entenderemos por L 
4

( íl1 QLl) como el espacio de Hilbert: 

2.2.9 

dotado del producto escalar: 
J 

(t,jJ=! J ((.}'.lj¡\l'./dx 
¡;::.1 .JI. 

~tx) ~ ( tu(I f,L~J F~ v1) 
I I 

~ (X)-=-(J,t>.'11 ]._lx), J;, \)(/} 
2.2.10 

donde la integral es en el sentido de Lebesgue (tal y como se 

tomara en todo el trabajo). 

Sea Lª (.íl/ll~ fl~)Jx) el espacio de Hilbert definido por: 

2.2.11 

19 



dotado del producto escalar: 

2.2.12 

con f(x)=(f1,f2,fJ) y g(x)=(g1,g2,gJ) 

Notese que al cumplir p(x) con la desigualdad 2.2.6, Jos 

:l. )) 
espacios l ( .i!.

1 
<ti:. Y L\11.1 ~: f(xJJx) son el mismo conjunto y 

las normas provenientes de los productos escalares definidos en 

2.2.IO y 2.2.12 son equivalentes (dos normas ' 11 1 y 11 11.í. 

definidas sobre un conjunto X son equivalentes si existen dos 

constantes positivas M1 y M2 tales que C, l\X/):2. ~ \\x 11, ~ C1 11 X 11
4 

). 

Reservaremos las letras para denotar a tres 

números cualesquiera en rtJ - \ol Dados o:, 1 o(~/Í¡ ,definimos 

Dada una función y o( definido como arriba; 

denotemos por 

2.2.13 

donde las derivadas son tomadas en el sentido de distribuciones. 

Dada una función con , defi-

namos: 

2.2.14 

con o( definida como antes. 

20 



Entenderemos por al espacio de Hilbert cono-

cido como el espacio de Sobolev de orden m: 

2.2.15 

dotado del siguiente producto escalar: 

2.2.16 

1 3) 
Tomemos una función U en el espacio f-t (-'!., a: que tiene 

la propiedad de que ( J{ U) E l "tJl / *-
3

) ( ver ecuación 2.2.8 

para Ja definición de Jt ). Diremos que U satisface la 

condición generalizada de frontera libre si para toda V E' H 
1
(.ll, il

3
} 

se cumple Ja ecuación (ver referencia {D.G]): 

L (.R v l¿ V. {(x!Jx -LU\xl ( v·v)l v -v l+ 2;iJx; V lJ (11} V0tvl] Ji:::~ 
2.2.17 

Nótese que al ocurrir que V E ¡.¡ 
1 
\..fl

1 
<C 3

) , (J{ V) E l1.V\., f:?) 

y ; las integrales que aparecen en la 

ecuación 2.2.17 estan bien definidas y son finitas. 

Definamos D(A) como el siguiente conjunto: 

21 



En base a las anteriores definiciones que hemos hecho, 

definamos entonces al PROP.~GADOR ELASTJCO A como el siguiente 

operador: 

A 
1 l ¡ ) l ' 

D(Al c. L {.ll, ic, f(x)dr - L (..JL ~ {(!) Jx) 
/ , 

y 

AU=J{ U para UeDA) 2.2.19 

Dado rl un conjunto cumpliendo Jos requisitos mencionados al 

principio de este capitulo, diremos que rl satisface Ja 

coindición del cono si existen e h , constantes positivas de 

tal modo que para todo i< f: .ll se puede construir un cono con 

vertice X, apertura S y altura h que esta completamente 

contenido en íl (ver referencia [AJ). 

Con el requerimiento de que íl satisfaga Ja condición del cono, 

el Propagador Elástico resulta ser autoadjunto y positivo sobre el 

espacio de Hilbert , Jo cual probaremos en 

Ja Proposición l. 

Un comentario importante radica en que si es suave, 

i\.(X), µ(X) y p(X) son dos veces continuamente diferenciables, 

entonces D(A)c Htn,c
1 

) (ver referencia [MJ) y Ja condición 

generalizada de frontera libre (ecuación 2.2.17) es Ja condición 

usual de frontera libre descrita en la ecuación 2.2. 7. 

Para ilustrar la importancia del estudio espectral del 

Propagador Elástico, mencionaremos un problema de gran importancia 

cuya solución está dada, mediante cálculo funcional, en términos 

de dicho Propagador. 

Tomemos Ja ecuación de ondas 2.2.I con la condición de frontera 

22 



libre 2.2.7: 

y 

2 

"ª5:!_.¡. Av:: o 
é! t' 

2.2.20 

2.2.21 

Supongamos que conocemos Ja perturbación y su velocidad a un 

tiempo inicial (problema de Cauchy): 

U(X,O)=f(X) 2.2.22 

y 

(8U/8t)(X,0) = g(X) 2.2.23 

donde feD(A v, ) , A V. es definido mediante cálulo funcional (ver 

IS]) y ge L\.11..1 e; (l>:) dt) 

La solución al problema anterior (ecuaciones 2.2.20-2.2.23) 

está dada por (ver IL.P], IR,S.J] y IWi] ): 

U(X,t) 2.2.24 

De la ecuación anterior. vemos entonces que las propiedades 

espectrales del Propagador Elástico se verán reflejadas en las 

propiedades de Ja solución. 

En cuanto a Ja interpretación flsica de Ja existencia de 

eigenvalores positivos del P.E. notemos que si U(X) es una 

eigenfunción de A, entonces Ja onda elástica asociada es J;~(X); 
por lo que tendremos una onda que no se propaga, al transcurrir el 

tiempo, hacia infinito en el medio elástico (tenemos un estado 

23 



acotado). En dicha onda el medio estará oscilando y tendrá. 

ademá.s energla finita (pues U y JÍ_ IJ_ est_é.n L
1 

(íl,C> l ; _ver 

(D.G) y IWill 

Una propiedad del Propagador Elá.stico que tiene mucha 

relevancia para nosotros es establecida en la siguiente: 

PROPOSICION 1: 

El Propagador Elastico definido para un medio isotrópico que 

' ocupa una región ílclR + o bien ílclR) donde n es un abierto y 

satisface la condición del cono, es un operador autoadjunto y 

positivo sobre el espacio de Hilbert L\..1L1 ~~ (l~J.k}. 

PRUEBA: 

De los teoremas 2.1 y 2. 6 del capitulo VI '1i 2 de la 

referencia (K] se prueba que: 

·Si t(u,v) es una forma densamente definida de dominio D(tJc.X 

(con X un espacio de Hilbert) y ademas t es simétrica, cerrada y 

acotad a por abajo; entonces existe un operador autoadjunto T 

asociado a la forma t que es acotado por abajo y caracterizado de 

manera única por las condiciones: 

DlT)cD(t) 

y 

tlU,V)=(TU,V) 1/ UeD(T) y VeD(t) 

Ademas, la cota inferior de T es la misma que la de t. 

24 
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Definamos. en· nuestro caso la forma "a" de la siguiente manera: 

y 

1 .. ll 
D(a)= H (.1\., C: I 

a(U,Vl= ( S LV/ )V; dx 
l 'J (JXJ 

2.2.27 

con U,VeD(a) 2.2.28 

Probemos ahora que a es simétrica, cerrada y acotada por abajo: 

(i) Notemos primero que a esta bien definida en virtud de Ja 

expresión s;;. 
'J 

( ecuación 2. 2.3 ) y la definición de D(a) 

(ecuación 2.2.27). 

Es inmediato que D(a) es denso en L\./l, q;:_~ (V:JJ>:} pues 

todos los espacios ~"'(fl.1 ro:'} definidos en 2.2.15 contienen al 

conjunto de funciones: 

.Jl __. ¿ /f tiene soporte compacto y lasj 

derivadas de todos Jos ordenes 

Como es bien conocido, dicho conjunto es denso en H"' <... .fl... 1 IL
3

) 

(ver referencias (Agl y (A}). 

(ji) a es simetrica a(U, V )=a(V, U) 

Prueba 

Utilizando la ecuación 2.2.3 tenemos: 

= j cA<:t.1\\7.U)(y.vJ + 
.JI.. 

-..¡1~¡ ru¡J(v))i. J J~ 
ax j 

De la expresión para 11.JiJ(U) (ecuación 2. 2.ZJ obtenemos: 

25 

2.2.29 



2.2.30 

entonces en 2.2.29 tenemos: 

2.2.31 

(iii) a es cerrada 

Prueba: 

P.D. 

UE.D\c...l 

a(u. -V..,) -+o 

~"""' ...... co 
Debido a Ja expresión 2.2.2: 

2.2.32 

De esta última ecuación y de 2.2.29: 
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= J CA(~I ! 17· (Ur1 ·U,..)!~ 11,¡ l w,/u"-v,.l3J~ 2.2.33 

Jl 

Por hipótesis tenemos que dada c>O 3 N=N(c} ~ si n,m>N se 

tiene: 

acu. - u .. > < 2-/1 E 2.2.34 

donde f• es la constante que satisface la desigualdad 2.2.5. 

Entonces de 2.2.33 y 2.2.34 es inmediato que 

2.2.35 

y de la desigualdad 2.2.5 concluimos que: 

J [ V
1
/ u. -16.,) \

1

J X ~ E 
.JI. 

2.2.36 

Por otro lado, debido a que Q satisface la propiedad del cono, 

se cumple la desigualdad de Korn ( ver referencia ID. Lll: 

Para toda 

' - J A' donde ll t \1 = J lf"l.I Jx + l ( JX 1 Jx 
n\./l, ([.,') ./l , .n. ' 

y es una 

constante que depende solamente del conjunto íl. 
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es Por hipótesis vn -u U\ Ll.ll¡i~ f'1.}Jx) ,entonces { u"{Vi~N 
l 

una sucesión de Cauchy en L (.fl.. 1 <i: J} debido a que la norma de 

este espacio es equi\'alente a la de L'l(..fl1 IZL~ f<.x}J-,:) (ver 

desigualdad 2. 2. 6). Entonces al utilizar la ecuación 2.2.36 

y suponer que J 1 U" - lJ.., 1 './x < E 
:/\. 

para n,m>M y 
, I 

N=max{N,M} tenemos que para n,m>N : 

J (IV,/U11·U,.) 1\ IUh-v./JJx ¿, 2E: 
.JL 

2.2.38 

Por la desigualdad de Korn (ecuación 2.2.37 ) y la ecuación 

anterior obtenemos que: 

1 
V\ M > IJ 
' 2.2.39 

Por lo tanto, ~ u~J es una sucesión de Cauchy en H
1

(J<.,<t::~}. 
('.({IJ 

Debido a que este espacio es completo ( con la norma proveniente 

del producto 
1 

UJ E H lA 
1 

escalar que definimos en 2.2.16) entonces existe 

Ahora, dada l.f E e; (-R./ <f:.)) ' tenemos: 

- ( dl>I '€) 1 oi. I L 
<l 

2.2.40 
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'dW 
Lo cual. implica que ~ -= ~ 
consecuencia, \) ~ H\.i\ ~') 
De hecho, O= llJ a.e. en n pues 

para 

.)(JI 
(pues -- E 

D.(J 

u.,.---+ w y 

L\.it, <L') 

Solo nos falta probar que a(U - U) ....__.,, o 
" r\_,.O) 

ultimo es inmediato, pues u,. ~u 
(iv) a es acotada por abajo 

en f.l\..A,..:ij' 

Prueba: 

De las ecuaciones 2.2.29 y 2.2.32 : 

j=l,2,3 y ,por 

l\.íll ({[.') ). 
u~ --;> u 

L\.ll/ rr! j 
. Pero esto 

a(U,U)= J [Á\xl 1 V· u lzt i;v.J 1 v,/") 1'J:< 
.fl 

2.2.41 

Como .\ <.x 1 y f't-) son positivas; es inmediato que: 

a(U,U) i:; O V Ue D(Al 2.2.42 

Ahora probaremos que el propagador elástico es el único 

operador que cumple con las ecuaciones 2.2.25 y 2.2.26 con 

respecto a la forma a definida en 2.2.27 y 2.2.28 ; es decir: 

D(AlcD(a) 2.2.43 

a(U,V) = (AU,Vl V UeD[AJ y veD(a) 2.2.44 

Prueba: 

(i) De la definición de D[A) es inmediato que este conjunto 

está contenido en D(a) . 
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(ji) Tenemos , por definición, que: 

2.2.45 

Como UeD(A), entonces satisface la condición generalizada de 

1 ') frontera libre ( ecuación 2.2.17 l y al estar V en H (.tt
1 
~ por 

consecuencia se tiene: 

2.2.46 

De las ecuaciones 2.2.29, 2.2.32 es inmediato que 2.2.45 se 

satisface y con esto último terminamos Ja prueba de Ja proposición 

l. 

Un caso interesante ocurre 

constantes ( f· , A. y t 
cuando f(i</ A (X 1 "'/ f~) 

/ J ) 

respectivamente) y íl= !It . 

• 

son 

O sea, 

3 
tenemos un medio elástico homogéneo que ocupa el semi espacio IR+ . 

En este caso denotaremos al operador A como Ao. Como orl es suave 

.. ") ') 
en este caso, tendremos entonces que D(A Je Hui ([. as! como 

o ti 

también que se cumplirá con la condición de frontera libre 

~ .. J (\j 1 ::o 
8Jl 

entonces: 

y 

De las ecuaciones 2.2.18 y 2.2.19 tenemos 
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SECCION 111 

111.1 Acerca del espectro del Propagador elástico definido en un 

medio homogéneo ílclR
3 

con frontera libre. 

"j 

En el caso cuando ílc IR.,. se ha probado que el espectro del 

Propagador Elástico A es el intervalo [O, c:o ) y , de hecho, tal 

conjunto también es el espectro continuo de A (ver [D.Gll . Mas 

aún, cuando íl=IR~ , se ha probado que el operador Ao (medio 

homogéneo) es absolutamente continuo y, por consecuencia, no tiene 

eigenvalores (ver [K) para definiciones ). 

Nosotros también estaremos interesados en el Propagador 

Elástico A definido en ílc !l!l , donde IR' ·..fl es compacto y el 

medio elástico es homogéneo. Probaremos en la siguiente 

Proposición que en este último caso el espectro de A también es 

[O, ce ): 

PROPOSJCJON 2: 
3 

El espectro del operador A definido en un medio homogéneo ílc!R 

donde IR'- s, es compacto y con frontera libre es el intervalo 

[O, c:o ). 

Prueba: 

Notemos que en este caso el Propagador Elástico está definido por: 
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con 

Au = - c\,i:i- V (v.u)-~ 6 v 
{o . fo 

3.J.l 

~ "'') D[A) = {UE H Vt.., "" l ') /AUe L \..il¡ ~ y U satisface la 

condicion generalizada de frontera libre} 3.1.2 

Para probar que l O, "" ) es el espectro de A en este caso, 

utilizaremos el siguiente teorema (ver referencia (Sch]): 

Dado un operador Autoadjunto A, i\Ecr[A) (espectro de A) si y 

solo si existe una sucesion {Un}cD[A) tales que 11 Un 11=1 V nelN y 

ll(A-i\)Unll --4 O. 
o-+"' 

La construcción de la sucesión de funciones la haremos a 

partir de la función siguiente: 

3.1.3 

donde Z=(-P2,P1,0) ; K=[P1,P2, E (w' )) , we!R ,P=(P1,P2l. - ir· ~ 
y r (w· )= ( !&._. - ¡p{) . 

P• 

2 (. l 
w--! -(Pi >O 
fl· 

La divergencia y el laplaciano de la función definida en 3.1.3 

son: 

3.1.4 

y 

3.1.5 

por lo que es inmediato que la aplicación de Jl (ecuación 3.1.1) a 

t7 es: 
I 

Jf r = w ¿ t p con w [.cualquier real positivo. 
W¡ 1 

3.1.6 
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2.. 
Sea ;\>O , siempre existen w>O y P=(P1,P~Je!R tales que ;>.=w y 

ll.Jtf. _ IY\t >O. Tomemos la función tw p asociada a w y P 

co~truida como en 3.1.3. 

De~s la función "f-R.(x) como sigue: 

fR'- Jl es compacto, entonces txiste una bola de radio Q 

tales que ...R e l3 l<l) . 

~/· 

Tomemos h(y)ec"'rn¡ y soporte en [Q+J,Q+2]: 
o 

Fig 3.2 

Dado Ri: 1 definamos 

!) 

2) 

donde CR se toma de tal modo que 11 'fR. (xj 11=1. 

34 
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t. l) 
Dada R;,;J notemos que tf~ (X) ~ H l Jt, Í: j' además se anula en 

B::»1(0) (bola de radio Q+1 centrada en el origen) as! como también 

fuera de BR. (Q+;,J('), por lo que es inmediato, al integrar por 

partes, que ~~ ~><) satisface Ja condición generalizada de frontera 

libre. Por lo tanto concluimos que 'fR ED(A) V R;,;J. 

Ahora Pr-obé.remos que ll!A - ?.) 'f ~ ¡¡...._,.... O , con lo que tendremos 
f(.-+oo 

ilEcr{A). Para ello nott:mos que: 

donde f1(Xl y f2(X) son funciones acotadas. 

La constante de normalización CR está dada por: 

3.1.10 

Como consecuencia de 3.1.10 tenemos que: 

.p 1 J 1 ?3 
ti \X) ~Jl ('XI) 11 ~ const. ~JA~} .Jx:: 

R. J. ' f." ¡l ( .3 

= const-R.cl. J 
3 

l A\~)/ 41) 

e igualmente: 

11 fi(>;J~r. J.\ ltlj 
t' f-

L 
=const/R 

'1 
~ const/R 

ríL 

De 3. 1.11 y 3. J.J2 es inmediato que li{A-il) 'fA 11 _.,O. 

P.. ~{b 
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111.2 .lcerica de la awiaic.la de d.qm~<.afo·1eci ruuiWA<a.o del 

1'rwpa9ada11 fNa-:itlco d~da en un w&conjwita íl de u{ 
IJ COll f1Hmi-ew llb'le. 

Como una consecuencia de un teorema debido a R. Weder 

(referencia !WJ)) acerca de Ja ausencia de eigen\'alores positivos 

para el Propagador Elástico presentaremos ahora 

teorema para el caso ílc e? 
Antes de ello hagamos Ja siguiente definición: 

nuestro primer 

Tomemos un conjunto 11 acotado. Entonces existe una bola de 
< " radio R que contiene a 11. Denotemos por BR(O) y J1 al complemento 

en R3 de dicha bola y de n respectivamente. Sea n' el interior 

del siguiente conjunto { Xelil I existe una curva continua que une 

a X con BR[O) y que está completamente contenida en lle } . 
1 

Llamaremos a J1 como la 
'3 

en IR. complemento de 11 

TEOREMA 1 

componente conexa al infinito del 

3 
un conjunto conexo y tales que IR-íl es un conjunto 

compacto. Supongamos que el medio es homogéneo fuera de un 

conjunto acotado JlclR
3 

Sea UeH 
1 

(íl,C
3 

) tales que se cumple 

Ja siguiente ecuación en todo íl 

j:{ U=/3U con /3>0 

donde J1 U es Ja aplicación definida en 2.2.8 

Entonces 

U=O en 11 

I 

3.2.l 

3.2.2 

donde IT es la componente conexa al infinito del complemento de IT. 
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PRUEBA 

Debido a 3.2.l tenemos que la siguiente ecuación es válida en 

TI (pues alll el medio es homogéneo y las aplicaciones fi U y J1
0 

U 

coinciden): 

I 

en n 3.2.3 

con U=(U1,U2,UJ). 

Definamos 'fi= V·U. Si tomamos en 3.2.3 la derivada parcial .. , )} 
con respecto a Xt y sumamos sobre t, tenemos que "f E H ( ii

1 
<L es 

solución de la siguiente ecuación : 

con /= (J..+t¡;.)¡f; . 

I 

en TI 3.2.4 

Como una aplicación simple de un teorema debido a R. Weder 

' (referencia Wl])es inmediato que ~=O en todo TI. Para comodidad 

del lector presentarernois dicho teorema en esta discusión 

dejando su demostración para (\\'!]: 

Teorema: 

Supongamos que tenernos dos funciones medibles C(X, Y) y Co{Y) 
l'ltl " definidas en Q un conex6 de complemento compacto en IR {con XclR, 

Yelil ) acotadas superior e inferiormente por constantes positivas ~ ~ ! { 

Supongamos además que existen constantes positivas C•,C-,h•,h-, 

C,y '1 tales que: 

(i) 

{ii) 

Co(YJ=C· para Y«~y 

Co{Y)-C- sC(l+Y ) <. para Ysh-. 

(iii) C(X, Y)-Co(Y)=O para casi toda Y>Yo y alguna YoelR 

(ivl \C{X,YJ-Co(YJ\ s Cexp(-i)X\ ){J+IYIÍf-I 
-.:.. t. .. X 

con \X\={X1 + Xi + ... +Xn J . 
t 

Sea U(X, Y) E: [ \.!-..) solución en sentido de distribuciones en 

Q de la siguiente ecuación: 
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l 
-C(X, Y)· AU = ¡m para /3>0. 3.2.5 

entonces 

Por consecuencia, 3.2.3 se simplifica dando lugar a la 

siguiente ecuación: 

-/!...• ll U1 = /3U! 

e. 
I 

en IT 1=1,2,J 3.2., 

Aplicando nuevamente el argumento anterior a 3.2. 6 concluimos 
I ' que Ui=O en IT (1=1,2,J) y, con esto, U=O en IT . 

• 

Comentario: Cuando todo el medio que ocupa a íl es homogéneo 

tenemos de manera inmediata, a partir del Teorema J, el siguiente: 

COROLARIO 1 
J 

Sea ílclR un conexo de complemento compacto que es ocupado por 

un medio isotrópico y homogéneo. Sea UeH' (íl,C ) tales que se 

cumple Ja siguiente ecuación en todo n: 

A U = /3U con /3>0 • 

donde .r{ U es Ja aplicación definida en 2.2.48 . • 
Entonces 

U=O en todo íl 
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Comentario: Notemos que el Teorema 1 no pide que U pertenezca 

al dominio del Propagador Elástico aunque si contempla a tal hecho 

como un caso particular. Del teorema 1 es inmediato, al 

satisfacerse la condición de frontera libre, el siguiente~ 

COROLARIO 11 
l J 

Sea ílclR un conjunto conexo de complemento compacto en IR • 

Entonces el Propagador Elástico definido sobre un medio isotrópico 

y homogéneo en íl no tiene eigenvalores positivos. 

Comentario: 
'3 

Si íl=IR ut.u = /3U en íl; entonces es 

inmediato que U=O, pues al definir ~=V. U tenemos que - 4 'f 
3 

en IR 
=.~~ 

Tomando transformada de Fourier en la variable 

f''f = ~~ (X1,X2,XJ) encontramos que lo cual implica que 
"3 3 1f'=o en IR De manera semejante probamos que U=O en IR al 

satisfacerse la ecuación - }Á</.v =/3U. 

To 
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SECCJON IV 

ll-4 11ce:1ca de una de<icompo<itc.lón. ndacfonoda aC ~riapoqodori 

l?láotlca po'la cl ocmLc;;,patio foot.'lóplco l.J hamac;.énea. 

Ahora mostraremos un análisis del operador A o que Yves 

Dermenjian y Jean-Claude Guillot hacen en su articulo [D.G]. Este 

análisis Jo utilizaremos para demostrar el Toerema Il que 

expondremos posteriormente. 

La idea basica del analisis para el operador Ac que aqul 

presentarnos radica en considerar el medio elastico que ocupa el 
l 

semiespacio IR, como un medio homogéneo, Jo cual implica que el 

medio es invariante ante rotaciones alrrededor del eje XJ, Jo que 

a su vez se verá reflejado matemáticamente de la siguiente manera: 

Definamos al operador t como la transformada de Fourier en 

la variable X=(X1,X2) dejando sin afectar al eje XJ (que es con 

respecto al cual se " tiene Ja_, invariancia ante rotaciones). 

Definamos al operador A,: t A, 1 . Si tomarnos como (P1,P2) a 

las variables de la transformada de Fourier, tendremos que para 
~ 

cada (P1,P2)~0 fijo existiran un operador A
0 
(1P/1c) ,que dependerá de 

P1 y P2 solamente a travéz de 1 P y también una matriz de 

rotaciones [)(P1,P2) con angulo de rotación igual a Arg(P1,P2)) 

con Ja propiedad de que: 

4.J.l 

/\ 

Mas aún, el operador A0 ( IPl, •) se descompone como Ja suma 

directa de otros dos operadores B1( l PI ) y Bz(I Pi ). 

Veamos expllcitamente lo mencionado en el parrafo anterior: 
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De las ecuaciones ;i, (.~1 y ,-, (. ~! que definen al operador 
~ 

Ae tenemos que A 
0 

es la integral directa del campo de operadores 

autoadjuntos ( A" ( ~ p ) } • 
e r '1 • n l . 

lr11 ?4 ) E"lt 

$ 

Á.= j A.tf,1rL)Jr,.1P¡ 
¡¡. l 

4.1.2 

donde 

y 

t 

'b(( 1 '?(< )L -(t+w.JLt)l.olPl:L 
• l r, "af}lo) -L_ ¡ - ' 1 f\,-t}J• 'X J l Jv'Z • J~ CJ ~ 

4.1.3 

D lA,\P,)1) J = ~ V E H\ IK
11 

€
3

) / ~lo} +- i P, V, ( Q/ :: 0 
/ 

~(o) +(PiUi~J-::'i!¡ 
d.}i) 

(A.+iµ.J~ttol i- ;A0 P1 U1\o}-t 

+ it ?,_VJv) ::o } 4.1.4 

Dado (P1,P2lfO definimos -a la matriz de rotación alrrededor del 

eje Xi por un ángulo igual a Arg{ P1,P2l como: 

'P, -f, o 

IDCr, r,J = i 
fi r, 1 IPI CI 

4.l.5 

D D !'PI 
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·' 
De Ja ecuación 4. 1.3 tenemos que el operador 11> {P, P, ) · 

I 
" AU, ?J o ( 

·ll>U./.l tiene la cualidad de que su dependencia en !P1,P2l 

es solo a tra"ez de f PI : /P,2+ ~l' ; esto es: 

" Definamos al operador A. (_ 1 P J1 O) como: 

,. 
A.<.al,o} = !PÚ)zl A.U./i) ~( r,, Yi) 4.1.6 

con 

4.1. 7 

Veamos una expresión expllcita para la ecuación 4.1.6. De las 

ecuaciónes 4.1.3 y 4.1.5 tenemos que para todo VE D\A 0 \IPl1 0)): 

" A.(P,
1
?,) l)) V = 

', -p.,r,v.11 t-11. 0 ?zVi~ -r 1',1P1\A,+t;i.)V,-f.?,1p{Vt - tP,1r1CA,tu,l\)
1

] 

lPl1, ' / 
1 

·}J.r.v.~ -µ.r,v~· + ~\P\?(A.-+ip.¡V, +,u.P,1Y1\ -d'ttPl(A.-ff.¡~'j 

• t ' ' 't ti ( i V,, ··L(~.+p.)IPI V, t Jl-o IPI v, - Jl\ ~.+¡i.J 3 

4.1.8 

Como 

J f 1, 
t\ 

·' 
IJ>(PP)=-L -?, P, '1 t l~I 4.1.9 

obtenemos entonces b o 
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= 1 

f. 

Notese que de Ja ecuación 4.1.10 es justificable Ja notación 

empleada en 
-1 " 

4.1.6 puesto que la expresión final del producto 
~ 

se obtiene de la expresión 4. 1.3 para A 
0 
U, /.J fD A,(1,/72/ ID 

haciendo P1=IPI y P~=O. 

Las condiciones a la frontera que debe cumplir 

las obtenemos de Ja siguiente manera: 

De 4.1.7 tenemos que existe V E. D (_ ¡.,~ l r,/tl) 
V= ~U,ld V , con Jo cual: 

V, f.~ -P. Vi 

11: vt :: J.. r...r, t r,v'~ 
!PI 

u, 111 V3 

De las ecuaciones 4.1.4 y 4.1.11 obtenemos: 
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tales que 

4.1.11 

4.1.12 

4.1.13 
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4.1.14 

Nótese que las ecuaciones 4.1.12-4.1.14 que caracterizan al 

dominio de A. ( 1Pl1 o) se obtienen de una manera inmediata a 

partir de la especificación para el dominio de Á0 ( f.
1 
P~J 

ción 4.1.4 ) haciendo P1= 1 PI y Pz=O. 

Dado V E P (A. Ull1 o} ) definamos al operador 1f' 
que al actuar sobre el vector V=(V1, Vz, V1) nos da (V1, V1, V2): 

V, V, 

'il Vi - v3 -

Vi l v ... 

(ecua-

como el 

4.1.15 

De las ecuaciones 4.1.10-4.1.14 es inmediato que el operador 
,.. 
A.\ 1rl10) es la suma directa de dos operadores que llamaremos 

Bi(IPI l y B2(1PI) : 

~o(I P j ,O) = 1Í Bl( IPI) ~ Bz( lp¡ ) 1\ 4.1.16 

donde 

(a) 
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(b) 

4.J.19 

y 4.J.20 

Los operadores 8
1 

( 1 'PI) y B1 ( lfl J resultan ser autoadjuntos. 

De 4.1.19 es inmediato, al integrar por partes, que 

O sea, el operador 

con condición a Ja frontera 4.1.19 es un 

operador 
·I 

positivo. El término multiplicativo en 4.1.20 
.. 1 (: 

solo traslada el espectro de ,.f. J v~ 
•• " c!xJ 

(¡t.f.1d por 

una cantidad p,f, !PI • Por Jo anterior, el operador 82( fPI) 
•I t 

es autoadjunto y su espectro es !f,f• 1 ~I , m ). 

Con respecto al operador Bi(I PI ) con Pfº· 
solo un eigenvalor simple (de multiplicidad uno) 

donde: 

(i) 

{\ 
(ji) ~ es la única solución de la ecuación: 
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ocurre que tiene 

igual a e: 11'1
4 

4.l.21 



(1-~~)~(¡- ~tf,)y"(1- lf. )Y\o 
}J• µ. tt~· 

4.1.22 

y además cumple con (il. 

La demostración de este hecho se da en detalle en Ja referencia 

[G]. 

Una vez descrito el análisis anterior para el operador 

Ao estamos en condiciones de establecer el te o rema 11 acerca 

de las funciol)esque satisfacen Ja ecuación de eigenvalores del 

' Propagador Elástico definido en ílclR+ que tienen Ja propiedad de 

que la condición de frontera libre se satisface exponencialmente 

en an, o sea lslll( -----'> O exponencialmente para 1=1,z,J. En 
Vil l~l _.CD rl 

la demostración de dicho teorema utilizaremos los slmbolos Vi . " .;1, , ¡((?,/,), Jt0 (/1/1b/, (\(1~1) Y '(3,(IPl} para Ja 

expresión formal (sin relación a sus dominios) de Jos operadores 
,. . 

A, Ao ,A o(P1,P2),Ao ( IPI ,O),B1( (p 1) y 62( IPI) respectivamente. 

El Teorema 11 se establecerá suponiendo que el medio isotrópico 

es homogéneo fuera de una cierta bola centrada en el origen; Jo 

cual no es muy restrictivo flsicamente hablando, pues tal es 

caso en muchas de las aplicaciones. 
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SE(;CION V 

V-1 'Un :'leol"J.e/Tia acenca de la compacidad del'. -0opa'tt.e de la-0 

cic¡e.np .. uv::ione-0 del ~11opa9ado11 f5l~-0tlco en un mcdfo footllÓpi..co 

TEOREMA 11 
) 

Sea ílc ~+ un conjunto abierto y tal que 

conjunto compacto. 

1 

it. - .fL es un 

Supongamos que existen constantes positivas al, b1,c1 

(1=1,2) tales que: 

S.1.1 

S.1.2 

S.1.3 

y además el medio elástico es homogéneo fuera de un conjunto 
;¡ 

acotado lle!.\ 
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1 7) 
Supongamos que existe Ue H tJL, ~ con la propiedad de que 

Ji V t L\.1t., ~;¡) y tales que para alguna f3>0 se satisface la 

ecuación: 

Au = f3U en íl 5.1.4 

donde la aplicación Ji U es definida en 2.2.8 

Si IStJ(U) l ~ O exponencialmente (la condición de frontera 
cu.. l~l~o> 

libre se 
, 

satisface exponencialmente),entonces U se anula en TI 

3 
(la componente conexa al infinito del complemento de TI en 1\ ). 

PRUEBA: 

Como TI es acotado, entonces existe una bola BR(O) de radio R 

centrada en el origen que lo contiene. 
l 

que í3L lol contenga a lt+ - .ll 
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Tomemos L>R de tal modo 



Definamos a la función 

manera: 

~(•(· [: 
Extendamos U a todo re 

+ 

de la siguiente 

5.1.S 

5.J.6 

Sea V= ¿ Ü . Es inmediato que al estar UE ti 
1 

l ...fl..., c3 J y 

cumplirse J( UE L" (A., fl} entonces tenemos que U está en 

l-l\!t
3 

• ~ l) y además se cumple que .fi Ue L\~ -l\.., ,¿~/ 
+ L'l1 1 ~ ? - I 

con lo que U pertenece al espacio H ( ffi. - í3Lt• <l. 3 ) (pues 
.¡ I 

Ja frontera de la bola BL+1(0) es suave) y por consecuencia 

VE 11"( ll~, IJ 
Como rf; =1 fuera de un compacto, entonces V tamblén satisface 

la condición de frontera libre exponencialmente. 

Por otro lado, notemos que en el complemento de BL(O) el medio 

es homogéneo y Ja aplicación J:f (definida en 2.2.8) coincide con 

J:f
0 

(ecuación 2.2.48); por lo que la ecuación 5.1.4 nos dice que: 

A. U "' /3U fuera de BL( O) 5.1.7 

Denotemos por po , i\o , y µo a los valores constantes que 

p(xJ,>.(x) y µ(x) toman en el complemento de l\.'.OJ respectivamente. 

Notemos que de Ja expresión para J1, U (ecuación 2.2.48) 
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. tene!Tl()CS la siguiente ecuación: 

-------5.). 8 

donde la componente 1 de G es: 

Gt= - ( ~~·) [e:. ) 'V ·V + <J'J>:·( V<i· V) 
b ' l 

-t C<h~JÜ, -t 2 v115. vu¡] S.J.9 

Definamos: 

J{ ü - - ~J...+µ.)v (v.uJ- ~~o . - -r.: t. 5.1.10 

donde las derivadas son en sentido de distribuciones. 

Debido a que J{ Ú = Jl. U fuera de BL(O) y al satisfacerse la 

ecuación 5.1. 7 tenemos: 

.¡,A. U=/3~ U=f3V s. J. JI 

Por lo tanto, al substituir 5.1.10 en 5.1.B y utilizando 5.1.11 

tenemos: 

so 



J{ V=f.!V+G . 5.1.12 

Notemos que G es de soporte compacto (el cual está contenido entre 

las bolas de radios L+I y L+2) por lo que existe una constante MelR 

tales que G(X1,X2,Xi)=O para Xi>M. De hecho, G es una función 

GE L~( "'', ...--l) continua , por lo cual ,.. "' y con esto 

Jf.ve e ( IV.: 
1 

'1l 3 ) Nótese que V no necesariamente está en 

el dominio de Ao puesto que podrla no satisfacer la condición de 

frontera libre en Xi=O. 

Sea 

tenemos: 

con 

y 

Sea 

el operador transformada de Fourier en la variable 

Si aplicamos ~ en ambos lados de la ecuación 5.1.12 

., 
":i- A. '::i v=f.!v+~ 5.1.13 

5.1.14 

5.1.15 

, entonces: 

' " /o • Jt. V=f.!V+G 5.1.16 
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- - Si consideramos=- Ja ··ecuación -5;1.16-para cada (P1,P2lfO fijo,_ 

tenemos entonces: 

~ 

Jf ~ ~ A 

.!P1,P2)V=/3V+G 

De la ecuación <¡. 1. 1 tenemos en 5.1.17 

.\" 
Si definimos S=[) V, entonces de 5.1.18 tenemos: 

.1 A 

con H= ll> G. 

5.1.17 

5.1.18 

5.1.19 

Debido a Ja ecuación 'f. l. \(, tenemos para (P1,P2l¡fo (con 

S=(S1,S2,Si)): 

::.\ s, 

= l: ~.(ml -r $ 
S3 3 

5.1.20 

y 

5.1.21 

' J JJ 
Un hecho muy importante radica en que al estar G en L (IQ..¡. / lt:: 
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" y ser de soporte compacto,entonces G(P1,P2,Xl) tiene una exten-

sión análltica a todo el plano complejo como una función de 

IPI=~ ' . 
Como la condición de frontera se satisface exponencialmente 

cuando IX { - .:e ,entonces 

alguna banda l Im(zll <r . 

1._sz(P,O) es anal!tica en l PI 
(}JI, 

en 

Demostraremos que: 

~ 

S(P1,Pz,Xil=O para casi todo (P1,P2)E ~ 

Con esto tendremos: 

• z 
V(P1,Pz,Xil=O para casi todo (P1,Pz)E \'[ y Xl>M . 

Por transformada inversa de Fourier: 

lo que a su vez implica: 

O sea que U se anula fuera de la banda O<X~M. 

5.1.22 

5.1.23 

5.1.24 

s.i.25 

Para probar 5.J.22 veamos primero explicitamente Ja ecuación 
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5.J.21: 

-¡;.( {/t + )'-· r:\p¡' > .. - Ir;$, = Hz 5.1.26 

donde Hz=O para X;>M. 

Denotemos como W2(P1,P2,XJ) a Ja solución del problema 

siguiente en el intervalo [O, a:i) (ver [C.Lll: 

5.1.27 

con Wz=O para XJ>M. 

Notemos que W2(P1,P2,XJ) y L \\'2(P1,P2,XJ) son funciones 
OX; 

anal!ticas de la variable l P l considerando inclusive que esta 

toma valores en todo el plano complejo (ver [C.L]l. En particular 

') W2(P1,P2,0) es analltica como función de 1 P / . 
~ 

Sea 

entonces Z2 es solución al problema: 

I _, J l _, 2 

-fa, f, Ji} t J• {, l?I 61 

Zze H
1

(o/J:>) , ; Z!(P1,P2,0) es analltica 
élX1 

como función de 1 PI en la banda l lm(zl\ <r 

5.1.28 

5.1.29 

Ahora, si l P l
2 

< ~ (~ , las dos soluciones linealmente 
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independientes de Ja ecuación 5.1.29 son periódicas, por lo cual 

no están en y con esto Zi(P1,P2,XJ) debe ser la 

combinación lineal nula de dichas soluciones: 

5.1.30 

Nótese que la desigualdad en 5.1.30 tiene sentido pues (3>0. 

De 5.1.30 tenemos en particular que : 

1_.Zi(P1,P2,0)=0 para 5.1.31 

~x1 

Dada Ja analiticidad de 

5.1.31: 

.2._u(P1,P2,0J=O 
Jx, 

8Zi(P1,P2,0l en IPI 
f)f,3 

.,, 
para casi toda (P1,P2)c fR 

, tenemos de 

5.1.32 

Por Jo tanto Zi satisface, para casi toda (P1,P2), el siguiente 

problema tomando a 1 pi como parámetro: 

Ahora, para 

al problema 5.1.33 es Zi=O. 

5.1.33 

ya sabemos que la única solución 

Si \YI\ (-',G , Ja única solución en 
¡ y' 

/ 
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--_ 1 _-- --

L i_ "',~ l de la ecuadón diferencial en S.J.33 es 

'~p\- J1r1'-pt;' X,) 
esta función ~tisface Ja 

pero Ja parcial con respecto a XJ de 

Si 1r11= ft_ 
}'e 

condición a 

no existe solución en 

la frontera solo si C=O. 
t 

L cc
1 

.,.,¡ a 1 a ecuación 

diferencial en 5.1.33. Hemos demostrado que: 

<. 
para casi toda (P1,P2le íR 5.1.34 

En virtud de la ecuación 5.1.28, tenemos que al anularse W2 

para XJ>M: 

' para casi toda (P1,P2)e(K y XJ>M S.1.35 

Ahora veamos Ja ecuación 5.l.20. Definamos: 

5.1.36 

[ ~13
1 l donde ..., es Ja solución a Ja ecuación S.J.20 en todo (0, O> ) 

y se anula para XJ>M (ver (C.L]). Además [ ~~ 1 es analltica 

como función de l PI en todo el plano complejo (como en el caso de 

W2l asl corno también Jo son las funciones 1_ W1(P1,P2,XJ) l=l,2 
¿)X3 

(ver [C.L]). En particular, dichas funciones son anallticas para 

XJ=O. Corno la condición de frontera libre se satisface 

exponencialmente, entonces 

56 



son funciones anallticas en 1 PI en Ja banda 1 !m(zll <r. 

Por consecuencia, (Zt,ZJ] satisface el problema: 

funciones anallticas de IPI en la banda \Jm(zll <r 5.1.37 

1 
Ahora mostraremos que si \PI <a (donde a es una constante 

positiva que definiremos posteriormente) entonces las cuatro 

soluciones linealmente independientes a la ecuación diferencial en 
¡ t ~) 

5.1.37 son periódicas y con ello no están en l ( ri:. 1 I[_ . Por 

lo tanto r ~~ J =O si HI<<'. G. Veamos como es que ocurre 

esto: 

La ecuación diferencial en 5.1.37 nos dice explicitamente que: 

5.1.38 

l 

{A,+f~l ~ -t f1'tti -:..ptJ 

5.1.39 

Propongamos como solución de 5.1.38 y 5.1.39 como lo siguiente: 
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5.J.40 

Esta función satisface 5.1.38 y 5.1.39 solo si 

t
~1n?~ C ~L¡i.u·,Pt-r1 itv1

1lLt/l•)i::. J 
fa • J C:- A 

= 
~n,\~J.!.1J~ -l~,i~~-J1riViC~~p] u 

(. f. (, 

o 

5.J.41 o 

Para que tengamos soluciones distintas de las triviales 

necesitamos que el determinante de la matriz que aparece en la 

última ecuación sea nulo. 
l.. 

grado en K : 

Esto implica una ecuación de segundo 

' . 1 fiKtlH-t c.:.-o 5.J.42 

con 

S.J.43 
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5.1.44 

S.!.45 

Ahora, la ecuación 5.1.42 tiene cuatro ralees negativas 

"-= ~ 'H ¡;:r:;¡;zsi ocurre que B>O , C>O y Ol - Y' A C >O. Si tal 
:2A 

fuera el caso, K serla imaginario puro con Jo que tendrlamos 

cuatro soluciones de S.!.42 que son linealmente independientes, 

L2. ( ,,,•, tr z ) periódicas y, por lo tanto, no están en ,,.. w... 

Ahora, B>O si y solo si (ver ecuación 5.1.44): 

y esto ocurre si y solo si 

l PIZ < f ( ,lt 3;o l f. 5.1.46 

).µ, ( A,7 2)1·) 

ESTA TESIS NO DF.B! 
59 SAUR OE LA BifiLIOTEC4 



Utilizando Ja ecuación 5.J.45 vemos que C>O si ocurre que 

Como 

l 
IP! < 5.1.47 

,concluimos de 

5.J.46 y 5.1.47 que si 1 Pl
2 
< r~ , entonces B>O y C>O. 

(A.1 J1.; 

Por otro lado, de 5.1.43 -5.1.45 tenemos que 

l ~ Z ¡ 1 )l'I. /, l 
0-'IAC = JPI ~ \.<1,+p. /f. , Jo cual siempre es positivo sin 

restricción sobre 1 PI. Entonces, si tomamos a= feo/(,\,4-')'•/ 
¡, 

tenemos que A, B y B-4AC son positivos y, con ello, el que 

tengamos cuatro soluciones de Ja ecuación diferencial en 5.1.37 
2 ~ • 

y que por Jo tanto no están en L (11\C"' ). que son oscilatorias 

Como [ ;J + l 
debe pertenecer a L Cfl?¡c ) y además debe ser 

combinación lineal de las cuatro soluciones encontradas, entonces 

[ t] (P1,P2,XJ)=O . Esto último implica en particular que: 

5.1.49 
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Dada la analiticidad señalada en la ecuación 5. 1.37; tenemos de 

5.1.49 que: 

J!J, ( 1')\,ul t l [PI r, ( P,¡../ o) =O 

cix, 
para casi todo 

y 

(~PJl·l 'J ti( i',,r11 0) +- ( rrl~. t,1..?, 1r11 o)=o 
~1 

-, 
(P1,P2le lK 

5.1.50 

Pero las ecuaciones en 5.1.50 son las que definen las 

condiciones de frontera para el dominio de B1( 1P1 ) 

tanto, l ~~] es solución del problema: 

para casi todo 
'l. 

(P1,P2le fR 

Por lo 

5.1.51 

Como se mencionó en la sección anterior, B1( \PI ) solamente 

tiene 
1 

un l..eigenvalor ([i1~ª]1 ª_ 

0 = (\l. 11'1 se tiene 't
3 

=O 

l; entonces salvo cuando 

para el problema 5.1. 51. De la 

ecuación 5.1.36 tenemos que para XJ>M: 

61 

para casi toda 
z 

(P1,P2)e fK. , XJ>M 5.1.52 



De las ecuaciones 5.J.35 y 5.J.52 concluimos que 

para casi toda 
l 

(P1,Pz)e íP ,XJ>M 5.J.53 

Jo cual demuestra la ecuación 5.1.25. 

' Por otro lado, en todos Jos puntos de , TI 

conexa al infinito del complemento de IT 

ecuación: 

Av = 13u e 
en n 

(Ja componente 

se satisface Ja 

5.J.54 

Hasta ahora hemos probado que U se anula en parte de TI (para 

L 

' Ahora probaremos que U se anula en todo TI. 

La ecuación 5.1.54 nos dice explicitamente que: 

' en n ( 1=1,2,1) 
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Sea 'f=v·U. Si tomamos la parcial con respecto a X1 en 

5. J.55 y sumamos sobre tenemos: 

donde 

-Ó'f= tv 
t= 0-.tt¡i.J/r.. )< 

I 

en TI 5.J.56 

Como U(X1,X2,XJ)=O para XJ>M entonces '\' • U(X1,X2,XJ)=O para 

XJ>M y de un teorema de continuación única de la referencia 

' [R. S. 2) (donde se necesita que TI sea conexo) concluimos que 

'( =O en TI•. 

De la conclusión anterior es inmediato de la ecuación 5.J.55 

que: 

5.1.57 

Como U(X1,X2,XJ)=O para XJ>M tenemos que, al utilizar el 

teorema de continuación única mencionado anteriormente, la función 
I 

U debe anularse en todo ll . Lo cual completa la demostración . 

• 
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V-2 

Tri.apa¡¡ada'I. Glá~Uca en un m0:ilo U,alnóplca hama¡¡énea IJ 

Como una consecuencia inmediata del Teorema 11 tenemos el 

siguiente Corolario cuando el medio es homogéneo en todo n. 

COROLARIO 

1 ( ci::¡) 3 
Sea U=(U1,U2,UJ)E H Jl, donde ílclR+ 

-:-i
abierto, conexo, con Ja propiedad de que ~+ • .J\.. 

es un conjunto 

es un compacto 

y el medio elástico que ocupa n es isotrópico y homogéneo. 

Supongamos que para algún {3>0 se satisface en todo íl la siguiente 

ecuación: 

.,i{u = {3U 5.2.l 

donde Ja aplicación J{. está definida en 2. l. VI . 

que: 

Si ocurre que SD(U)I --? O exponencialmente, 

o.JI. 1x1 ... "" 

entonces tenemos 

U=O en íl 5.2.2 
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Cuando U satisfece la condición de frontera libre y el medio es 

homogéneo en todo íl tenemos a partir del teorema 11 el siguiente: 

COROLARIO 

J 
Sea !lclR+ 

que 
3 

IR-Q 
+ 

un conjunto abierto, conexo y con la propiedad de 

es un compacto. Entonces el Propagador Elástico 

definido en un medio homogéneo e isotrópico que ocupa la 

región íl no tiene eigenvalores positivos. 
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