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Prólogo 

Los contrastes o prucbn.i; de hipótesis es uno de los tema" más e.studiaclo!' 

dentro de la estndística. Dentro de la literatura correspondicnt(•, en Ingks, S•' 

coindde t'Il llamar 11 c!:itos Jfypothe:Jc.1 te.'rt.1; en Espatlol, se han u~ado \T1rio~ tl!rrni

nos como te:tt1:r, probar o wntra.'!tar hipótesis. El rmh i:sado (f'n ~raduccionl's y 

trabn.jos originales) es 71ruef1a3 de hipótej{., sin embargo, el <1ne rne par<'n.> I!líÍ!i 

adec11at10 para lo que i;on los m~todos r¡ne f'St111liarc:mos en •.>stn tt':.Í..: t':, r<1nlM5l1• 

de hipótt:3ÚJ. De aquí en arlclru1tc utilizar/. t!ste t{·rmino. 

En (•stn teshi rc::,tringircmos nuestro cst1u1io fL las hipótc:-is pa.ramétricas 
sin embargo, no todas las hipótesis en estadística son de este tipn: Tambii·n pne<le 
haber hipótt.-sis no pnra.mét.rica.s. Tnmpoco hkimo!i ninguu comentario af('rca t!d 

tamruio de muestra óptimo pa.ra llevar a cabo un r.ontrastc ele hipc'lt<1 :-:o:. y t ::mporo 

cstudiamo~ lo:; contrastes de hipótesis secuenciales (t.amcuio de rw1est:i\. aleatorio). 
Todo esto tendrá que quedar p;tra un (\-;tu dio posterior. 

Dentro <le la csta<lísticll Dayesiann existen dos rr:aneras de :ibt)r<lrrr d pro
blema de los contrastes de hipótesis, uno es con.o:,i<lerándolo como un problema de 

infcn~ncia. y otro visto cümo un problema 1le decisión; de esta manera, e•¡¡ d capítulo 
1 presentamos los r.onC'cptos bá'iicos <le la teoría (Daycsi<ma) de dcci~;inn~~,, que dc3-
pucs serán utilizados en la tesis. En t~l cRpítulo 2 se presP.11t an lo::- IlH.'todos para 

contrnstar hipótesis induyr.ndo ejemplos div~rsos. En el capítulo 3 ~e t.':itudin.n los 
contrastes de hip6tcsis qne se suelen plant€nr acerca de- los mo<lelos lineaks con la 
intención de cstu<linr n.l~uno::; de Jos problcm;L9 que se ti,.:w:n al iut(;ntn.r ap!ir11r los 

métodos vistos en d capítulo 2i n.I mismo tiempo, hr1ccmo:; 1m;.1. t.·Xjl('"'ición de lo 

que serian !ns hipótesis multipn.ramétricns (que son una sencilla generalizaci(in de 
las uniparnmé.tricas, estudiada.<; en d capítulo :!). Propon<'mos. taml:ié'n, ;d fü1al 
del capítulo, algunas opciones pura solocionar los prohlcmh."i encontrados. En el 
capítulo 4 se cncucntrn.n lus conclusiones de todo d trabo.jo. 

Esta tesis es una recopilación hibliogní.fica aceren <k lo~ n1ntn.1...,tcs de 

hip6H~sis L'll in. t~sta<lísticn ilayc.siana, com;idcro que es una cxpos1c1Un angina! 
y tamhi~n crítica del tPmn. Ln exposici6n rle la tesis estlÍ dirigida para alg11i<'n <¡11(' 

haj•a estudiado los f'lcmcntos b:tsicos de la c~tadística Bn.ycsiana sin embargo, a lo 
11trgo del trnbnjo se ntili7.an conceptos de In teoría de la medida; en el apéndice 
A lrny una exposición de teoría de In. medida que puede servir como bMc pa.rn 
comprender lo que se usa de esta teoría en la tesis. 

Espero haber sido suficicntcmcntc daro en la c·:,:posición d.c e:;ti• trabajo: 

Andr(:.<:;: Chri:;tcn, Ago~t') tDSO. 
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Capitulo 1 

Tcorín de Decisiones 



Capítulo l 
.,;' Teoría de Decisiones 

/.,ntonC:én Je =le cnpítu!0 Co ,Jw W•ó. rcno1un rS.piJ" a l;, lcuría c.;

tudístkn. de ln.s d-:ci<>ionc!l, no con !n. intcnci6n de rcr:.lizr..r un r..studio prafun<lo a,~ 
ésta sino, más bien, exponer los tcmn.r; que se vnn n. utilizar en la tesis pn.rn, sobre 
todo; unificar la notaci6n. La teoría f'JS mucho más amplia de lo expuesto aquí 1 

para umt exposición completa se puede consultar Dcrgcr (1980), DeGroot (!U70) o 
Lindley (1071). En este capítulo y en el rCBto de la tesis, se hace uso de conceptos 
b1:í.sicos de te-oría de la medida. Esto no debe de ser un obsttí.culo pnrn entender 
este trabnjo; para uqucllos que no hayan C'studiado mcdi<l1L nntcs 1 en el apéndice A 
hay Ullh explicación rápida. que puede uyudar a comprender lo qu~ 11qní s~ utiliza 
de esta teoría. 

1.1 Conjuuto <le Acclones 

Vn.moti a annJizar lo qnc es un problcmn de decisión. Alguna. personn, 

grupo de pen;onn.s, empresa,clc. lit•ne un cierto problema. Pu.rn f1duar ante el 
problema (no ncccsarinmente resolverlo), r.c pueden l!f!va.r a cabo varia'" nccioncs, 

entonces; ¿ qué accilm e~ lu mfi.s n.decua<ln ? ¿ C6mo der.idir qué ttcción eH la mú.s 
n.<lccundu.? 

A la pcrnonn 1 grupo de pcrsonn.5, empresa etc. la.s llamrué dcc:isor. A ln.s 

acciones li:u, ll¡4ruparno:1 cu un couj1111Lo D. PMn que exista u.lgún pro!Jil•1rnl de 

<lccisi6n, la cardinali<lad de D cfobc de ser mayor que uno JJO! que si no, la mejor 

ncci6n es la 1'mica c!n D :.- el prolJlcma ''slfl resucito. E<; importante aclarar que 
D queda l!Slipulado por el dccisor y sl1lo por éi. Si el proLlcma es comprar un 

coche, el <lccisor cfltipula. que coches cstadín en D y cuales no, o si bien d1~seh 

ponerlos todos, o sólo los de r.11nlro lrnjía.<; 1 etr:. Ln rp1c <'sperarín.mos e~ que el 
llccisor incluyera en JJ tmlo.~ lo:> codu's en los qnc <~stuviese intcrcsn<lo, y esto 
<lcpcndc de la'i caracterbtica.'i del problemn o sch: del dccisor, de lus 11ccc~idn.dr!' 

del <lccisor y en general, de cómo enfrente el dccisor . .rn problema. Puede también 

dcpcn<lrr de lo que hayn. estudio.do ncr..rca de él, de si se hnLín enfrentado a un 

problema. simi!itr, ele lo neglig<mlc que sea, de lo imaginativo que se comportc: 1 

etc. En nlgunos problemas D también puede ser considcrndo infinito 1 pero parn el 
temu. de esta tesis sólo se rcq11niní..n D finitos. 

Es importante aclnrar que :-iólo se consideran lr.l.S opcionc.; de D y por lo 

:r...::!c l:. ;::.1e:jc.; l.l.::c:::.:¿,, ~Lü~b·~: 11.ü<.. JJ•.ito.:üt;Ll.'.i ~~ D, ;;o ;w1,vd.l1 :-.Í jJU•..'llc i1al1er 
alguna otra ílccisió11 su¡iuestamenle mejor que J;~.s contcni<ln..." en D. A lo que vnrnos 

n nspirnr es tl cnc:ontrnr liL n:wjor acciún ronlC'rnpl11.<la. tm D, y c.:11 c:>e sentido será la 
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la decisión óptima y cualquier olra acción, por buena que pudiese con.sidt•rnn;e, no 

podrá ner sclcccion:ida. 

l.2 Consecuencias y Funciones ele Pérdida 

Tomando e-n cuC'nta el conjunto de acciones D el prolilemn cu ck•cidir que 

acción es la más adecuada. Para lograr rJ1to nec<'sitarnos poder cvnlun.r ln."l conse

cuencias de decidirnos por cada a.c:ción CH decir, si queremos decidir entre r.omprar 

el coche A o el coche B y conocemos lns carnr.tcrít>tkas <ll' ambos, sus precios, HUR 

mcdída.s 1 sus limitnntcs; podríamos cvnlun.r las r:onser:ncncia.s de preferir f?I coclw 

A o el B. Por ejemplo, podemos cvnlun.r la con3ccuc11cia de que el consumo ch~ 

gasolina de el coche A sea de, por ejemplo, O.O Km. por litro, si f!S que estamos 

intcr<'-·mdos en el consumo de ga.-;oli1111.. E!lto podría ser lrncun para unn. camiont'la 

de carga pero tn.l vez no lnnto para un automóvil particulnr 1 y lP-'-' con::¡ccucncias 

dependerían del tipo ele uso que le vayamos a dar al r:ochc. Po<lrínmos considerar 

tambícn el nt'imcro <le puertas del coche, si es que r1 automóvil va. a fit!r usado para 

transportar varins pcrsonn..<;, y entoncr_s la. ;icdón máR f'OnVPTIÍ<'ntP sf'rÍa un f'odw 
con muc:-Jins puertas¡ o también podríamos c-.nluar que tn.n caro es cudn. coche o 

una mezcla <le varias caractcrísticn." por ejcrnplo1 si tenemos dinero pn.rn comprar 

el coche A o <'i n P''ro uno C's d<~ dos puertas y el otro C'!i rlc cnntro, rntonr:P~ 

tendríamos. que mezclar nmbns carnctcrí.sticas para decidir que ncció11 (comprar d 
coche A o e~ B) es In. mií.s adecuada. En esta tesis vnmoa n. suponer que el decisor 

evnlún las consecuencias de cada decisión mcrlinnt~ nlgunn funcii>n rle pérdida.. En 

la bibliog:rnfía mencionad1L se t;Uclcn lL'lar funciones de utilidnd o de pérdida in

distintamente y como puede esperarse, los rrsultados son los mismos. En ln tesis 

voy sólo n. usnr funciones que mi<lcn In pérdida de la.s conscct~cncius <le toumr cada 

decisión, a decir, L(·), y entonces si L(A) < L(D) preferiríamos el coc11c A ¡JOr 

tener menos inconvenientes que JJ. Par<1 aclarar un poco m;:í.s t'stn. i<lcu vcarnos 

otro C'jcmplo: 

El problema es el siguicntt!, digamos que ,Jorge r¡uicrt! hacn deporte el 
próximo domingo y tres amigos lo invitan a jugnr tres clif;t.intos d(~portcs. El 

primero lo invita njugar Tenis, el segundo Squn.sh, y el tercero FutlJol. Jorge puede 

sólo considerar estas tres opcioncs 1 pero también decide incluir en D {el conjunto 

de nrcio:r:cs) el :'.O lr ccn nir.glm ü.mÍgo í.: lr <>. ._urrLr <:i u11 i>hftjdt:. Eüloucc:; vrucc<le 

a evaluar lns inconvr.nicncia<J de cnda una de las acciones y optar por una de lns 

cuatro considern.ndoi por ejemplo; qué deporte le intcrl:'sa rnás 1 si Hueve o no, qué 

amigo es mejor deportista 1 quien es el mejor amigo, si cuycra un meteorito nobrc 

la. r.ancha <le Futbol o Tenis etc. P11ra evaluar las consccuencian de decidirse por 

tal o curtl deporte .lorge renliz:1 las siguientes 1:onsideracioncs: 
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Alguien le propuso 1'1 posibilidad ch~ qui~ le cayera un meteorito en hi ca

beza mientrn .. 'i juega Fl1tiwi, pero ('OH~i<lcra t':->l.i1 itlt•u ritlí• •• :,1 ¡inr lu ihJL.1,i i•>•}~i.~~1k 

(y esto f!!-i nmy im1'or!a111•·) •1n1· h· }'rlf•'n•} lH• :-1 1.111,it.iH !n;¡¡;,,L, [;1 ;;:n!c!lti;l ni 

~iqniera de pensarlo. Stt '~XIH·ricncia y su conocimiento lt: imlir1rn que <le ronsidcrar 

ese evento lu. prohahilida.<l serín dt'mn..siaclo pPqucña y finalmente ~ólo cstorbnrín 
para el proc<'-CiO de decisión. Por lo q1H: re~pt'cta. n las invitncillnr:~, no tiuu~ nin¡~ÜII 

inconveniente en prf'íerir a al~ún ami¡~o, pues con los tn·:-. tiene i~~ual confianza y 

su rcl1lción es similar; no tit•ne nin~~ún compromif'o 1mtcrinr con al~uno y puede 
nccptnr o rcch11zar ln invitn.ción de cu1dquicra dt' Ion tres amigo" sin ningún n:sc11-

timicnto. Tampoco ¡¡ucdc influir <'TI 1rn dccish'in que tilI1 bien juq~<tH ~;u cl':port(' 

pm~s, r.omo él 1 los trc~ ~cm allcicna<lo~. Lo Clllt! mri." h~ intcrPsa a ,Jorr,c es qut'~ 

deporte va a jugar el <lomingt\ y en c~o~ t(·rminris t~\·ahrnr C'!l.(líl. tkcisión. P(•ro cito 

depende (st~gt'in Jorge) de si llueve o no. Proc('dP enton<:c~; a realizar una listn. tl(~ 

consecu~mciu.s, <londc, por Pj1~mplo: Si vn n jugar Tcnh: y llucw• nn po(lrá jugar 

y St'. va a enojar mnchn. Si va a .lut11tr Fut bol y llueve har;i deporte p1:ro uo le 

parece muy agriHlitblc, etc. Jorge proc.t"dc e>ntonr.rs l1 evaluar cnda consccurndn 

ron una funch'm tlc pérdida L(·), pero vemo.':i cntont<'.S que evaluar la consecuencia. 

o pér11ida de ca.tL:1 a.cciú11 lh:puHlc Jr: t~n ft:nón1cno aleatorio o incic:to (í:itrod11ddn 
por .Jorge) y c..-tc es el problema estadístico tk lri lowa de 1lt:cisior1co1 JC."l cut.1! nos 

vamos a ocupnr en esta tesis (cspccíticamentc en el puntü 2.2). En lo:; puntos 
~iguicntc5 introil::r.:mo~ :1r::1 e:·q11.11;!ci/1!! fnr:nril "11· l:i:, ic!P:i.:.. ;¡¡¡t¡ rir·,r~··~. 

1.3 Espacio Parametral 

Sea X una variaLle u!ea1oria 'l'H! toma valorP.s en lofi rcnle;¡, Supon~amos 

que dicha variable pcrtr.nr.ce a alguna familia. d~ di!' tri hu(' iones indica<ln por algtin 

parárnl'lro 1 a dedr: 
X'' f'o,0 E(-). 

Donde para cada O (-: 0 tenernos una distribución para X. L"u te1wmos la infor

mación ílc cual L'i la O .:~ (-) apropiada. Esto pncdl' darse por ej<~rnp!o, s! X es 

In cuantificación <le u.l~ún aspecto de cierto fcnómr.no, (:s di:cir; la distribución de 

X es un modelo <lel ccmor-imimito qnc tulcmo~ nct1rc<i <1t•l comportamiento de X 1 
y el valor de O sr.ría un suceso incierto. EHtOIJCt!S 1 parÍl cada O E (:) tenemos un 

mocldo, o como suele dec:irse1 a}g\Ín cfitndo 1k este fenómeno. Hay qnc notfl.1' que el 
C'onoc:imi<'nto aceren dr )( p11rde variar pcir mudws tactorP:>, pero io que estflmo!'l 
¡;uponiendo c.<i que no dwhmos qtH' X l".'rtr-m'ua a Fo. CiPrtcv;; tt11t0rf's cointit1rn 

('n llamar n 0 el co11Ju11to Je c:itado.'J dt la rwturaleza 1 otros lo lJ¡¡,nw.u i:onjunto d( 

moddo.1 y también ha recibi<lo los nomhn'S de c:~par.io parmnctrul y í'l de con.funfo 

de .'ltJct.w.~ incierto:;. En esta tesis vamos r1 referirnos a(:) intlistintnmente corno el 
Pspac:io pnrarnetrn.l n él t~onjunto d~) s11cc.sos inciertos. 
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Por lo ·.-isto f'n r•l rñ..rrnfn n.ntrrior, no 1->fLh,~mos qué O e e sea la mti.<; con

vt>11im1tc p:-~rn. t!Xplicnr el comportnmi<'nto <lt• X. St'gt'in i& intcrprclnrión 1mh.it·tiv11 

de la pr0Labilidnd 1 para expresar <~l conocimiculo que tenernos nccrcn de O le fi..")ig

namos una di6tribución de probabilidad, consi<lcrándo a O una variahlt! alcntoria. 

Entonces, In di!'ílrihución de X junto con la de O 111oddnn el C'ouocimit>1lto que se 

tiene acnca. del comportu.micnlo de X. Sea <'nlonce.;, f(O) IR funcit"in (k• df•nsí<l1ul 

gcncrn.lizndn.1 de O. Tumhif:.n puede 1ln.rsc el cn.oo el~ que qtH•rn.mo:; obtener u111~ 

muestra <le _y pnrn aunwntnr la. inforrnn.c.i{m qnc u~nc1no11 nccrcn dt•I fonómPno y 

modificar In. di5tribucit'in de O, e~ por esto qur al/\ distribucií)n 1lP O clcfinicla. por 

la (fonsich\d f(O) se la llnm.n In. <li!>lrilrnción a priori o anterior r. hL obtcnci,)n de 

unn muestra. En eHlt1. lesi~ me ''ºY f1 reÍ1'rir a t•lln c:omo ln (listrilmci<Jn inicial. 

Al obtener una tmH'strn. de X, He<i.. t~!lli:i ~'.n (x1 1 ••• ,Tn}, nut'st.ro cono-

cimiento se modific11 por conr.i~ui1~nte, la dh;triLnci6n rl1~ O SP m0dificn ('OU e.11tn 

muestra. Seg\Ín el teort.'ma dr. Bayt!S tcn.:mo,1i: 

f(O i z,.) o: h(zn i O)J(ú), 

donde h(zn 1 O) es la dislribuci6n conjunta (le la mucslr:1. y cntmu·cs, f(O ! zn) es 

In distribucíón de G 1.Ú:.'IJJtu:.~ tk oLLt.:1 ... r ! •• :,;¡;;.:,~:::., í) dl.'Otril!tJ('i1'.•!l ,1!:1qf.-, iur_ 

1.4 Pérdida Esperada y Dcciaión Óptima 

Supongamos entonces quL" el fcn6meno ;i.\1!ntorio invol11crado en el proce&o 

de dccisi6n c~stá dado por unn variable X con h') carncterí:;licils de 1.3. Dcfinimo~ 

entonces n: 

/,:U X 0 -- •Ji, 

que scrín la función de pérdida. Es dPcir, dados J (:: D y O(:'. ('"), L(d, O) t'\'tilún la. 

pérdi<ln obtenida al tornar li\ dcci:iión d si el ~.slado es O. 

1 Nna Hrulmoa a UllA íund611 J,. clrn11.hl11.d l:l."nu11.fü11•lll ele S coim• UUll (uocl!1Ll 1~11.I poiltin /{8) r.on Ju 1i¡¡ulenlf'I 
C1UllCte1fttk1u: {la• lntegrn.lu ••m eu ~1 nnlhlo d~ l.d .. ::1eru•) 

1'(1< ')" j /{l)dµ(U), 
{~ ...... ) 

<!onde µ(I) o ut111o na•lirla t'll !l. .._.,11 ru¡or,do n l" (O&l J(ó) u dcu,idn.iJ y 'ntonru, 1i lri. m('dlda u la de LeLe,i..•1e 
tn R, /{8) r~ una fondón de 1!t111lcl/\d connln, ai u 111. ,¡,. co:intto rn /?; ,n\nno·• f{I) e~ una. función de prnbAt.IHJ.ad, 
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Tcncrno~ r.hora la función de pérdida L; como L t'.S función de O ~ntonce~ 1 
dada el E D, J.,(d,O) es una vnriablc aleatoria y Hll 1li~trilrn(i1\n <lcpcndP dirf•1·i;,
mcnte de ln. distribución de O. Entonces dcfinimo8 a '2: 

L'(d) = Eo!L(d,O)) =fe L(d,O)f(O)dµ(O), 

que sería la pérdida cspcrndn pnrn. la decisión d 1 y n: 

L'{d 1 zn) '' Eo!L(d,O)) z,.J = /
0 

L(d,6)/(0 \ zn)cl¡i(O) 

que sería la pérdida espcra<la dcspu~_') de obtener h~ muestra Je )[1 bnjo lr:. dcch1ión 
d. 

Puede consultarse In. bibliogra.ffo Dl(~ncioan.cln para rcvi.'mr que tt• E: D es 
la decisión óptima si: 

L'(d' I z,.) = ~~iBL'(d 1 Zn), 

o sea, d• minimiZl\ la. pért.lid<i. cspcrl!.da dcspul>s de obtener la. muestra. Puede 
también considerarse la decisión que minimice L·(·) si es q\~e no vamos a. obtener 
una muestra y confin.mas completamente en nuestra información inicial, p<!ro en el 
problema de pruebas de hip/iln>iR pa.ramétri~n.s 1 qnr. eR del que no~ vamos a ~cupar 
en esta tesis, se considerarán Gólo la.s decisiones dcspues de incluir una muestra en 
el análisis. 

2Lu lnlrgralu que e.panc:en 11111 rn rl aenüJo Jci kbt.1,uc )' ¡1(~) f"I 111 ropd\da aprupl .. J.a par• la d11uld11.d d1 1 (la 
de Lrbugue rn n, \4 de c11ntro, e:tc.). 
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Capítulo 2 

Contraste de Hipótesis 



2.1 DcfinicióncH 

Cnpftulo 2 

Contraste du Hipótesis 

Unn hipéitt:si!) l'S una proposición que t·~t;\. ~ujeta n \'erifiradfin. Con:-:.idúesP 
una variable 11lcatori:1. como ('ll .I.3 1 una hipóte:->i~ riaramétrica. ('.S 11na propo~ición 

acerca del comµortamiento del paní.ml'tro O q11r, i:omo ya vimos, lo \'IUnos a con

si<fornr unn variable n!!'atoria. Eu concreto, una hipófe~is param{•tricn quedh de

tcrminadn. por un conjunto (-)1 C: 0 (subconjunto did e~:1)a("io parnmdral) y se 

estipula de la m;uit:rn si~uiente: 

Jl¡ : p ¡e (-1¡. 

Eu esta. te.sis sólo vamos n cstudiilt la!-i hip(it(':::is p:iraru/·trica."l (d1•!11le el punto 

de vista de 111 estadísticn Dny('si•rnn). El cú1110 ~.e cstipu!Itu ltL'i hipótesis r<'su!ta 

ser un problema. muy controvPrtido "n r-;!.-;i to(1::..::, h:~ it<.m;i..:; <le Ja cit·11cia y ha 

generado grandes cli<;<:u!:;ioncs, t~stc prol)lema no scnt ¡d;ordado PU 1~s.ta tesis por 

<!Star más allá de los nlcanccs Je la mitmrn.; niempn' vamos a partir d~ que ya l'..stán 

propuestas laA hip<lt<'si~. Ahnra: ,: i1t!T'1 !11:•.;, '"'! t.":otl¡1ub;;, J;,_) LiJJÚlt:~i.:. ·.• D1·mro de~ 

In literatura de 1~stadística DayC"siana t~xisten dos ten<l1:nr.i:.i.'i prindpalcs. En i:na 

de estas tcn<lenda.s se rcsuclv~n los problemas fil inferir 1 mic~ntr:u; qui' (!H l1i otrn 

el problema <~s tomar una decisión. La.:; pnH·has de hipc'itesi.'i no p!H~<lcn q1wdar al 

margen de estos <los puntos de vista, y es por f':io que !os rn6tndo:.; c¡ue vamos a 

estudiar en el punto 2.2 r.stun motivado~ por '~sto~, viendo il J;1.-; hipl1t(':ib romo 

un problema dí' infcrr'.ncin C) ("íJHlO llfl problema ae d{~cisit'm. Ln:; ld¡Jt)k:-í.s !'t)Jl 

plnntca<las entonces, corno guía para h;.iccr infon·ncié1<>~ planterin !<1 r¡t:e $r: h;'.. de 

inforir; o definir sobre lo que :;e ha <le decidir, definir,..¡ t·spado d~ <.l.("CÍones, cPmo 

se verá adelante. 

Para nucs~ro estudio nccc::;itamos l;Ls siguientes definicionC':;; Una J¡jp¡'ite;is 

es simple si, <lacla c~sta, la llistribución de la variable cuyo pnrlÍmdro (':-;tá involu

crn<lo en la hipótesis, <fHC'rln totalmente dctr.rrnin1Hln. Si r:onsideramos un11 vuriahle 

aleatoria como en 1.3, cntonC'es una hipótesio simple es tal que el Rnhronjnntn rl 1•
1 

t·spacio pn.ramdral ron la qul' rp1cda r.c:tipulnda contiene 1111 !-iOlo dt•mento; 1~n l:.i. 

n0tnci6n antrrior, !!1 l'S .simple si (:)1 -· {01} o: 

I/1 : O= 111, 

con 01 (::e. Una hipótesis t~S com¡rncdtll si 110 f.'5 :;;impl1!. 
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2.1.1 Contraste de Hipótesis 

Considérese, de nuevo, una vu.riahle alentoria corno en 1.3. Un cnutrnste 
de hip6tesiR (p1Uan1élricu . .,) queJn. estipularlo por una liípótNlin pnramétrk1\ sobre 
0 y su complemento. Sea 01 C 0 1 entone.e!'> un contraste de hipótr~is es: 

don<le 1 9 2 =e -- fi 1 y Hes el cspncio pn:rn.metral. 

Siguiendo la. i1lca. del punto 1.3, sabemos que X E Fo y que O E e y 

entonces proponemos que O E 8¡. Desde luego, si O i 81 entone.,. O E 82. 
Parece ocioso afirmar lo n.nterior pero, fiÍ no tuvil'.scnws hkn estipulado el cs¡Jacio 
parami:?tral 8 1 no podríamos afirmnr qué sucede si r<~chn.zamos II1. Entonccs 1 si 
después de hacer un n.nálisis tendiente a vr.rificnr la hipótesis Hi rcsult1\ que In. 
reclmzamos, tencrno!t que la hipótesis Il2 (no II1) es míi.'1 conveniente. Tenemos 
pues, que al proponer II1 lo que en realidad vamos n hnc(:r es corpparnr o contrn,qtar 
entre l/1 y II2 cufi.l es más conveniente. 

Si por cjcmplo1 la familia de distribm:iones e.s: P0 :=: {Distribución Normal 
con varinnza=l y media O}, y el cspo.cio paramctral es fl ~-:: R, un ejemplo <le 
contraste ele hipótesis puede ser 0 1 = {O >O} y: 

Il¡: o>() 

H2: O :S: O. 

Ahora bien, la familia podría ser Fo = (Distribución Normal con media~,o y 
varinnzn=l si O= 1 y distribución t con 23 grados ele libertad si O= 2}, el c.<pacio 
pnrnmetrol puede ser 0 = {1, 2} y un contru..,tc <le hipóte.sis sería: 

Il¡: o= 1 

Il2 : o= 2. 

Estos son sólo n.lgnnos ejemplos de contrastes de hipótesi:; que corno Re puede 
observar, pueden tomar tnuchos matices. 

2.1.2 Contrastes de Hipótesis Múltiples 

Comuruncnte las hipótesis en estadística se hnn plantendo como lo expuesto 
en el punto anterior nin embargo, cu ciertos ca'30S podría ser muy 1ítil tener más de 
dos posihilidad~5 pnrn describir el comportamiento <le O. A ic que liu-" rLfc.dmo: e~ 
que también po<lrian considcrnrsr. hipótf'sis como las Bíguicntes: Se considera una 
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fatnilin. disjunta de subconjuntos de e, sen esta 8¡ i = lf ... 'h con uei == 0, y se 
establecen las siguientes hipótesis: 

Lo que buscamos entonces es avcrigun.r cun.l de las h hip6tcsis es más conveniente. 
En los puntos l:liguicntcs vamos n estar considerando estos tipos de contrastes de 
hip6tcsis como generalización de los contrnste."l con sólo dos posibilidades. 
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2.2 Métodos para Contra•tar Hipótesis 

A pnrtir rlc este punto varno:l n estudiar las técnicas para al>ordar el pro· 
Ulema estadístico <ld contraste de hipútesis. En estas secciones H~ \'a a abordnr el 
problema en forma general, y vamos n cbtudia.r nlguno::; t'Jernplos concretos. 

2.2.l Co1npnraci6n <le Probabilid.:idcH 

El na'~toclo de com¡iarnch)u de probahilidn<lcs es muy simple (n~n.sc ilcrgcr 
19801 p.104), una yr.z (•stipuladn. la <listrihudón inirial, .se torna 11nn. muestra y se 
calculn la dcnsirfod gPncralizada. final, f(O i Zn). Dcspucs procedemos n. calcnlar: 

l'(lf¡ [,o,,) J'(O oe <-l¡: z,.) - f_ J(O; ~,.)d¡1(0), 
)(1

1 

con i:::: 1, ... , h y r>ntonccs nos inclinumos por In. hipótesis c.on mayor prolrn.bilicl.-i.d 
a<>ocinda. El método de comparación de ¡iroliabilid;:uk.s i:·stú ha..<;rido en que cada. 

hipótesiR t<C" lt> puí'd~ f!.~ir,nu;- t!nn. p:oh<tbili(!aJ llaarnnllo I'{Il1 ) P(O 1.:.:: G¡). 

La probabilidad de In. hipótesis JI, <lche de t'Ill('mlerst: nmiu la proha.bilidad de 

que el parámetro inYol11crndo pcrtcncica al conjunto 0 1 corre11r10ndienw o sea, 

la probnbilidnd de que el pn.d.mi:trn sr. rompo1tP .c.q~(:n J, 11i¡i:itr·--!-., lf.1.; •.·:: c. 1
.•_• 

sentido, P(Jl;) midt~ la t'alidez o ocro.<iirnilitud tlc l<L hipótt~~b JI,. 

Cuando h = 2 es muy comü11 utilizar el coriemc: 

P(H¡ 1 =n) 
P(Ii;T:=-~) 

para comparar !ns probabilidades de las hipótcsiR, siendo la reg!f'.. de rlccisii)n 11! 
preferir J/1 si el cociente es muyor que 1 y al mismo tiempo olJ.si!r\'ar q11c tau 
grande es unn. probabilidacl con respecto a la otra. 

Recordemos ele 2.1.1 que habfa dos principalt>s •~nfoqucs p11rn. ri:!alizar UH 

contrru;te de hipótc·si!i, el m1~torlo ex¡iuc~sto en <'str puutD cst{~ rtiri~ido p<1ra cuando 

sólo queremos inferir, y no para tomar decisiones pues 110 tomarnos <~n cuenta las 

consecuencias de preferir cualquiera de las hipótes'1s. 

Ahora vamos n estudiar algunos ejemplos de contra.r.,t<•s de hipótesis uti

li:t.tu1<lo el mCtodo de comparación de probahilida<lcs. Un primer caF.o c.s cuando 

tcncmo!-1 mm hipótc.sis simplt> ron t)trn ~imple; C"ntonc<:'s, e:-~ {01,f.'1 } r 0 1 ~, {01L 
B·i =:: {02}. De esta manera, tcnr.mo~ q1w el contraste de hipótc;;is está dado por: 
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1I1 : C -· 01 

111 : o ... o,. 
La distribución inicial f(O) •e define como J(O¡) = p y J(O¡) -~ q con p + q = l. 
Para preferir n. II 1 tenrmos que: 

ó 

f(O¡ 1 z,.) > J(O¡ [ z.), 

como lo vimos en el cnpítulo anterior f(O 1 z,.) ·~ kh(z,. i O)f(O) con k constante 
pm;itiva 1 1mtonr.cs Ri: 

preferimos a H 1. 

f(O¡ 1 z,.) > J(O¡ 1 z,.) 

ó 

ó 

h(z,. [O¡) q 
;;¡~-~-¡ u2) o. ,, , 

Ejemplo 1: Si Fo = {Fnrnilin <le distribucióncs Dcrnoulli con parámetro O} con 
(~ = {0¡,02} •: (0,1). Vamos a suponer que O¡< O¡, la.s hipótesis son: 

H¡: O"' O¡ 

J/2 : O =O¡. 

Si Zn -:.:.~ (x¡,, .. 1 .r: 11 ) es una rnuestra aleatoria, entonces: 

<le donde, 
/¡~.'.'.J_l!.!J = (O¡ ¡I>; ( ci!; )n-I>¡ 
h(zn 1 O¡) o, 1- ' 

Entonces prefcrixnos a ll1 : O ::::: 01 si: 
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aplicando logñ.ritmo n ambas partes de In dcsigualdnd 1 tenemos: 

2:x¡ln(~1,) +(n- \-x·)ln( 1..:.!ll) >In(~) u t- ~ 1 :.-.oi P 

,_ (o ) ( 1-0 ') q ( 1-0 ) ¿_,x;(ln D~ --ln\¡:::0; )>ln(¡;J--nln ¡-::·a;. 

En el lado izquierdo de la dcsigunldnd 1 tenemos: 

el logaritmo es positivo si y sólo si su argumento es mayor que 1, entonces el 
logaritmo del c:ncl~nte ('fi po~itivo si y 6Ólo si: 

1 1 
- -1 > -
O~ O¡ 

{:}, 

l 1 
-- > -
02 O¡ 

Pero supusimos que 01 < 02 entonces al dividir por el logaritmos .se invcrtc la 
der.igualdud y entonces preferimos a JI 1 si: 

y <t H2 en otro c:;iso. Preferir JI 1 significa preferir O¡ sobre 02 1 siendo O¡ < 02; 

cntonc:csi prcforimo.r.i 11.l v:dor ITH'nor ~i ¿_: :r¡ es mPnor que una consb.nte y nl vnlor 
mayor si L: Xi es rnayor que cstn constr..ntc 1 !u cual cstíl. de acuerdo con nuestra 
intuici!ln. sirndo quC' O rleterminn. In proLabilirbd de qm• X 1 y entre mayor ('S 

O .Re espcrn c1ue ¿~ x,· sea nrnyor. • 
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Ejemplo 2: Fo = {Familia de distribuciónes Poisson con parámetro O}. 0 

{ 01, 62) ..:....: n.+. Tiir.:•Uie;: aqu! Yn.mo" n Pllpon~r que 01 < O'l. Lns hipótesis son: 

11¡:0=0¡ 

11¡: O.~ O¡. 

Si Zn := (x¡, ... ,xn) es una muestra alentoria1 cntonc:cs: 

Preferimos l!¡ si: 

)' 

1.1.z..nJ.Oi) ~ (01/02]>">• cxp(n(O¡ - O¡)). 
l•(zn \O¡) 

;-
( ~}) "" r¡ cxp(n( O¡ - O¡)) > 'l., 

p 

aplicamos logn.ritmo en nmbou lados ele In dcsigualdn.d tcnctnos: 

conio 01 < 02 cntoncei:; ~i < 1 y ln ( i;) n{02 ·-·O¡) < O; tenemos que preferimos n 

JI¡ si: 

y a 112 en otro ca.so. • 

Ejemplo 3: Fo=.: {Familia de distriLur.i6nc8 Norma.l con vnrianzn=a2 y mcdin. O} 

(en este caso o2 f!S una constante conocida.). 0 ~ {Oi,Oz} C R. Vamos a suponer 

que 01 < 02 y las hipótcs.í~ cntonC<'-'i son: 

H¡ : O ·=O¡ 

Si zn = (x1, ... 1 Xn) CR una muestra nlca.toria, entonces: 



con un cálculo sencillo podemos ver que: 

h(zn 1 Oi) 2 2 2 ,~ 
h(on I 

02
) "exp{(l/2)a- {1'(02 - O¡ ) + ¿_,2x;(01 - o2))}. 

Preferimos a H1 si: 

ó 

6 

Como O¡ - 02 < O entonces preferimos a lf1 si: 

y preferimos a If2 en otro caso. Si p = q o sea, ll¡ y H2 tienen la misma probabi

lidad inicial entonces ln(g/p) =O y prcfcrimoo a H¡ si: 

'°' n(O¡:: - 02::) 
L., Xi < 2(01 - 02) 

6 

- (0¡2 - 022) 
X< 2(01-02)' 

utilizando diferencia de cuadrados para (01
2 - 022) tenemos que preferimos la 

hipótesis JI¡ en este CIUlO si: 
X O¡+ 02 

<-2--· 

Nótese que en este caso, el preferir unn. u otra hip6tcsis no depcn<lc del 

valor de a 2 . • 
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Otro caso scrín cuu.ndo 0, el e~pacio paratnctral. constn r11• un n~'im<'.':-o l.!. 

lo rmÍ..."i mimt.•rnbie de clcnwutos; t!H c .. 'ite cn..'io ln di~tribución <le 01 J(O), es una 

distribución con 11(0) Ja me<lidu de conteo o sea, f(O), es una distribución discreta. 

Todas las hipótesis que se pueden proponer en este CibO son a io uHÍ.s mmwrablesl 

y entonces procccl~mos 11 compnrar prohabilidurlC's corno hri sido estipulru!o antes 

y ln.s integrales que !W mnnejan se calculan corno fillmns o ~cries. E:-:.te e<L':!CJ es poco 

común y no luu:emos ninglÍn ejemplo al rr:;pecto. 

El siguiente C8..'i0 es curmdo e tiene la cn.rdinalid11<J ele R' y tcnemo~ un 

contraste de hipótesis compuestas. Lo usual (~.s qut' ~\(t=J) >O 2 y varno~ a suponer 

que ,\(0¡) >O con i .::-. 11 ••• 1 h, esto quiere decir que 8 y f)¡ son conjuntos no sólo 

con má.<i de un t•Iemcnto (pues hablarno~ de hipótesis cornfml'stn.<;) si no que non 

conjuntos gordo.'f, como intC'rvnloo o vccindnd1~s de R. Podernos nhora utilizar unu 

distribución continua para O 0 1 1m otra..':! palabras, /(O) sería una distribución c.on 

respecto a la medida de Lcbcsgue en R (como por ejemplo, h lleta, la ~·orm<1! 1 In F 1 

etc.) que pueden sen•irnos parn modelar el conocimiento que del parámetro tenga 

el interesado en llevar a caho d contrnnte <le hipótesis. Se r.ontimía entonces con 

el procedimiento usuid de comparnción <le probabilidade:i cnkulando P(lf¡ \ zn) 
con i = l ... h donde tal vez haya problemas de integración. 

Ejemplo 4: Fo =;: {Fnmilia. ele distriLucio1H'S Ilcrnoulli con parún1C'tro O}, con 

h = 2, 0 = (0,1) y 0¡ "(O,Oo) y entonces 02 = [Oo, 1); en otras p11lnbras, las 

hipótesis que mancjrunos son: 

Tenemos que: 

ll¡ :O <Oo 

Hz : o ::: ºº· 

Ln distrihución conjugndaJ pura O es: 

J AJ drclr quf' Ulll'I hlp6tu!11 ea numu11ble o flulh. o con dot elemcato1 etc. e1taruo1 tablando •le In. c11rdin11.lldad ,fel 
conjunto 0; corrnpondlenh1. V111110~ a utllil'.J\t Mln r.oti\'tnd6c ll ¡mrfü Ja <.o.le pumo, 

2 ~{8), 111. me•llda de 1-eht~¡ue "ºR. 
3 En elle rJetnplo y en el ruto di' la 1uh n.u101 a utlfü11r lu d1"tr!Ludont!I conJug11.du p11.r11. 111. di.tribur.lóu dtl 

puámt:lro. I.11.1 dUlriburionu coujugadn.a racll!tto.t1mudm111 ohtfl1d611 de h. diJtcihud~n podl'rior del pnr&metro. 
SI ti conoclmiu1todtl que pl11.n1u. rl conlrll4h de hl¡)Ótul1 (dH:bor, en ru uuo) no qut:!la bi~o modelado coD la ilit· 
ltihudón conjugada 'e rt<comtend11. utlliur romLloaclonr.t lioell.!rt de di~tribuc.iuni:1 conju¡l\JM o indu1in meufa1 
dr ~.tn_., que ti¡¡ur.n 11leudo inuy fi!.cilu de m11.ntj11r, i110·11. oLhntr /11 d!1trlhud6n htldal que u-a conveolcnh; •l:~e 
d utfculo de Dn.hl y IIaII (1983) p11r11- !.t. rlrflnkMI'! rJ,. !'"H~du; d~ 1!i..~1\l.ucivuH1 conjug11dA1 )' u1111 1ltmo1tndón de 
'/U~ cu,.l4ul<'r tlntnliudón lnklal puc1!e ier eproxlrnr;da ¡iot unll. Dlttd.11 11~ conjugiul~ de la !11.mi'.ill t:xpontnclal • 
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que es una BPta con parámetros n y b (11(11 1 b)). Suponiendo que se utiliza Í'.!ita 
como dL-,tribución inicial. se tiene qut•; calcular f(O j zn): 

que ci; una. dL'itribuci6n Uctn con pnrámctro.q: 

a
1 
'' (Lz¡+a) 

b1 = (n - L x; t b) 

y entonces, 

P(H¡ 1 z.,) ~ PIO < Oo 1 O - {J(a
1,b1)J 

y 

P(H2 1 z.,) ~ 1 · I'(!l¡ i Zn)· 

Puede utilizarse entoncCB algún programa de cómputo que mediante integración 

numérica calcule P(H¡ 1 z0 ). Por ejemplo el pn<¡uete STATGRAPHICS, ya'!"'' la 
integración de lns densidad Beta en general, tiene que tter en forrun numérica. o 

Ejemplo 6: Sen. Fo ~' {Familia de dU.trihucióncs Normal con precisión t y media 
o, (N(O,t))} (en este CMO t es una CO!l8tantc conocida). Sea h = 3, e = R, 
9¡ = (-oo,00 J, 02 = (O.,ObJ y 0~ = (00,oo). Tenernos entonces que les hipótenis 
que manejamos son las siguientes: 

JJ1 :o:::;o. 
H2: o.< O:::; Ob 

Ifs: O> Ob. 

La distribución conjugada para O es una Normal. Vamos a suponer que pn.ra 
rnodcln.r el conocimiento inicial del interesado vamos a utilizar una distribución 
Normal N(1•0· to) pRrn n. Puedo do::ioot:::xoc Gü< (vé"5c Druu• 10i9, p.:;23): 

O j Zn - N(µ.1,11
) 

con 

t1 =to+rit 

y 

1 nt I: x¡ + 101•0 
1' = t

0
+nt -. 
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Para calcular I'(Il¡ 1 Zn) (i ~. 1,2,3), pueden utilizarse tabla.• de la distribución 
N(O.l), pueRlo que: 

VÍ'(O - ¡/) ·- N(0, 1).• 

Analiccmm~ ahora los contrastes de hip6tC3is simples contra. compuestn.s. 
Si el espa.cio pnrnmctrnl CH numernhlr: 1 se utiliza orrn. distrilrnción di.scrdíl para O y 
se procede e.orno n.ntcs 1 r.í por el contmrio tenemos que 81 ~·- {Oi} y 02 ·-: R -·-- 81 
podernos utilizar una distribución continua pnrn O y tcndrímnoo que 8icmprc nos 
inclinariamos por /{1., pues Ja medida de Lcbcsguc de 01 es cero y entonces !'( 111 1 

zn) = O. Sin embargo, CR lo más común en la litcrn.tura en cslnclística Dnycsitma 
encontrarse con un proccdimient.o alternativo (véase por ejemplo, Jcffrcys HHH, 
Box y Tiao 1973, DcGroot 1970) para probar rAa• hipótcsiR. Se 1tr¡:umcntn en 
catos ca.sos que en ciertos experimentos, scgím el conocimiento del cxpf'...rimcntador, 
hay un vn.lor del parámetro que ~ eHpcciahn<'ntc dl:itinr,uido (~ntre loo.; <kmá."I y 1~1 

conocimiento del interesado no queda bien mo<lcludo Hliliznndo una distribución 
continua. parn O. El procedimiento es utilizar una mcdiclnd en R de la r;ig,uicntc 

manera: Para todo .A. e R Lcbcsguc mc<liblc, 

donde .\ es In. medida de Lebesguc en R y X la. función indir.adorn. (entiéndase 
1•(0)(A) como In medida de A Hcgím ¡•(O), en d apéndice A''" el punto A.1, hay 
una explicación más amplia de µ(O)). Entoncf•,..'i, se da unn prolinbilidnd Jl inicial 
parn H¡ y f(O¡) = p. Ln función /(O) integra (según Ricmann) 1 - p en B. 
Entoncet1, con un cálculo simple podemos Yer qw:: 

fo f(O)d¡<(O) 'º 1 

y se genera una distribución de probabilidad que se le suele llamar distribución 
discontinua. Después se procede a tomtLr una muestra y a comparar prohnbilidn
<lcs. Se evita entonces d prohlcmn de que I'{Il1 1--:n) es aiempre e.ero (Néitcsc qne 

l'(H¡) = p, nntcs de tornar la muestra). 

Las opiniones sobre estos contrastes de hipótesi:; E>on diversas. Por l'jernplo, 
en Phillips ( 1973) en el capítulo 11 dedicado al contraste de hipótr->is, menciona que 
conccptunlmcntc estas hipótesis no tienen mucho sentido (dentro de la. estadística 
Baycsiana) sin embargo dedica una buena exposición al respecto. Huy que darnos 
cucnL:~ q,uc el 1Jfu(c<limiculu HHJ.lcmd.Licwuculc es corrcclo y que ou utiiii,uci1)n 

<lcpcn<le de interpretaciones y concepciones de mucho:,i tipos, en el punto 2.2.3 
y en el capítulo 3 <liscutimos miís detenidamente este tipo de contrastes. No 
presentaremos ejemplos con distribuciones discontinuns. 
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2.2. 2 Prohlen1a de Decisión 

Vf'amos ahora lo que dice DeGroot (Hl70, p.237) de este problema. 

u.Problc!mas que involur:nLn E1Óio dos dccisionca son conocidos como problt:ma3 d( 

contrrutt.: de hipótc3i:/' 

En síntetsis, el problema de decisión se plnntcn como 1neucionn. DcGroot. 
Para observar n. un problema de contraste de hipótesis corno un problema de 
decisión, lo que se ha.ce rs considcrn.r n. D (el espacio de acciones) cmu;titui<lo por las 
acciones de decidirnos por rnda una de las hipótesis plantea<lu..s. En un problcrnn de 
contrruite de hipótesis sólo tenemos dos hip6tc.-;iB y es por eso que en ln refcrencih 
se dice que un problema con a6lo dos nccionc>...s C:i un problema <le contral:llc de 
hipótesis. Tenemos entonces las hipótesis H; (i = 1 ... h) y r.onsidcrn.rnos el preferir 
la hipótesis Il¡ como b ncción di. Tf'nemos cntoncci.1: 

D= {d¡,d¡, ... ,dh}, 

con d¡ equivalente a tlcciJir:>c pur !!; . Lo más importante de e;te enfoque es que, 
como lo vimos en el ca.p(tulo 1, en teoría de decisiones tenemos la posibilidad de 
incluir funciones de pérdida en el n.ná.liRis. Esto significa que vamos n. considernr 
los inconvenientes de tomar una. decisión o sea, de preferir alguna hipótesis, dado 
que el valor del pa.riímctro fuera Oo. Cornunmcntc se suele hablar, al contrastar 
hipótesis, de dos tipos de errores en los que 1:1c puede incurrir¡ \lll error es prefe
rir H1 siendo que O E 02 y el otro error es preferir H2 siendo que O E 0¡. Al 
utilizar lns funciones de pérdida, implícitamente estamos considerando en nuestro 
análisis el incurrir en estos errores, pero tnmbién tencmw ln. pooibilidnd de mr.dir 
cuanto per<le::::ios al cometer cada uno de los crrorCfi. Esa. es la ventaja de tra~ 
tnr al problema de contraste de hipótesis como un problema de decisión. Ahorn. 
introducimos ]a siguiente notación: 

L¡(O) = L(d;, 8), 

y también: 

Li = L'(d; 1 z,.) ~fo L;(O)f(O 1 z,.)d¡i(O). 

Entonces, por lo que vimos en 1.4, la decisión óptima es la d¡ correspondiente a 

In L'¡ mínima. Si h = 2, nos decidimos por ll¡ si: 

que seria In regla de decisión óptima pnra los contrMtcs de hipótesis. 

El método que hemos estudia.do en este punto1 como me parece evidente, 
nos sirve parn. cuando el problema es tomar uno. decisión. Me parece imporR 
ta.ntc aclarar lo anterior pues es n1uy valioso siempre tener presente a que tipo 
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de problemn de contraste dr hipótt~8i~ no:-; cnfr~·1it 1~m(is, y ;;,., .... ¡ aLilizur las t{~cnicn."i 

ad1~cundns. 

Ahora veamos distintos casos de coutrac¡tf!5 de hipól!!!-ii.:. 1 en e! rn.Í.'i st'11cillo 

tenemos una hipótesis si:nplc contra otra simple. Tenernos que 0t {Oi} y 

02 ~· {02}. Para lu distribución inicial tenem<>' qne f(Oi) ~. ¡>y f(O~) ·••· q con 

p + q-.::: 1. Pnrn ln.s funci01ws de pé!rdidn podemo,;; o1iservN lo ¡.;jguicritc: 

(!) 

La razón por la cual L¡(O¡) •• O, es que normaltnent" no hay pi!rdidn si 110 hay 

error (la decisión d¡ es preferir el valor del parámetro O¡, y si nos decidimos por di 

siendo el valor del parfllnclro O¡ pues no hay error). Al1ora 1 a y b tienen que Her 

mayores que cero porque si, por ejemplo, a es ncgntivn o cno, de imncü:ato (sin 

molestarnos en tomar unn muestra) nos deciclirín.mos por d1 pues decidirse por d2 

sólo implica pérdi<ln.s y cqui\"alcntcmentc obsP.rvarinmos respecto a b. Podemos 

observar que: 

Lj -~ L¡(02)í(02 1 Zn) ~ a/(02 I Zn) 

y 

Corno vimos en e! capítulo 1, f(O 1 Zn) = kh(zn i O)f(O) con J.: unu constnnte 
positiva. Paza decidirnos por Hi tenemos que: 

ó 

akh(zn f 02)f(02) < bkh(zn f O¡)f(O¡) 

ó 

h(zn J 02) < /p 
h(zn f O¡) aq 

y entonccs1 lu decisión óptima es decidirse por Il 1 si el cocirnte de vc.ro:;imilitu<lcs 

de la izquierda es menor que Ja constante de la derecha., r por II2 en otro ci'LSo 4• 

i Elfll rrglll de d!!eill16" H-:11.c un"' g!n.n i11ni!itud con o:!I lt'or<!'mA d' lll <!tladlatk• rl!tlc11. conuddo como "' l"m!l 
(tJIH11lDl('tllal de N!!YU!ll.n·Pranrnn {1933} vlue por l'jrmplo, nrunk (197!J fl.HG). 
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Ejemplo 1: Sea F0 = {Familia de distribuciónes Bcrnoulli con parámetro O}. El 
espacio ¡1aramotral es 0 ~ {01,02) e (O, l). Sin pérdida de gcncrnlidad suponemos 
que 01 .. -: Oz y íl\H~ la..., hipótesis son: 

Si Zn = (xi,.,., Xn) c!:1 una rom:stra ükaluria, entone!'!~: 

y, 

La regla dr. decisión es dccidimc por JI 1 !Ú: 

,~ \' b 
( ~l)"''' ( l:"~')n-u<; < .J'., 

'1 'l t•¡ <1q 

nplican<lo logari tmas ten 1~rnos: 

ó 

¿ x; (In ( ~~) - 111 ( l-17 ) < In( i'.) -n \¡¡ ( }::-~) . (2) 

Expresamos el lado izquierdo 1le {2) corno: 

.1 x·ln ~ --·· ,~ ( º'il-0¡!) 
.._, ' 01 1-01 1 

Vimos en ci ejemplo 1 de 2.2.1 lllC si ol < 02 cnton<'.e.i;: 

eso quiere decir que: 

( 0¡(1_:--°1) ) < l 
112(1-0t} 

( ~(1-cOiJ) > l. o,µ::o,¡ 
Si entonces dividimos por el logaritmo de este cociente n (2) no fiC invierte la 
desigunl<lnd y entonces la decisión óptima es II1 si: 



y l!~ I/2 t~n otro caso. • 

Ejemplo 2: T(•fü_•mn.:; FO ~·; {F<1.milia de cfü,tribudoncs cxponcncia.1 con parámetro 

O}. El espado paramctrnl es A= {01,02} C ff ... Corno untes 1 Vllmos a ::)ttponer 

que 01 < 02 1 las hipótesis son: 

lf, : o '' 11, 

H¡: O= 02• 

Si Zn ~ (xi, ... , xu) es una mucstrn ale<ür;ri11., entonces: 

h(z.,\O) kO"cxp(·OI::x;), 

de donde: 
h(z,. i 02) ( ¡1 " 

0;) ·ex¡,( (02 01) L x¡). 
,;¡~~Tri-;) 

Por lo tanto la deci~ión óptima. es II1 si: 

h(zni02) __ .,(º.i)"•."'[I{·· -.;~ ~ 
h(:.,: O¡) "' ~ (O¡ . O¡)¿ :r¡} ,. aq 

Al aplicar logarit m0s tt•nc1no~: 

"iug ( ~;) ; (01 ··· 02 ) ¿: ;:¡ < la ( ~~), 

como O¡ - 02 < O s1~ itivic·rtc la. <lcsi~~mddad ni diviclir por (01 ·· 02) y 1!nton.-~;.:; hl 

decisión óptim;i es JI 1 Ri: 

y es JI 'l. en otro ra!'i~'. F.n PStP r nM1 i Pn1:mns qur <lecidirno;; por <•l valor O¡ mn.yor 

si~ Xi es menor qn<:: una const.ante, esto se puede: explicar intuilivain<'nte ya que 

valores mayores para d parámetro implican que lo:; vn.lores mú.s prohalilC's para X 

son muy cerca.nos a cero y por In t:rnto, :C Xi tenrlerfa a ~er fH!quúia. • 

I~n un caso mtis genera!, 1-i 8 es n lo más nurrn:ra1J\c se utiliza una rli.,tri

hnción 11iscrrtn par;1 () y las iutcgralcR que se mauej1ut se ca.kulu.u (1.111 ;:,uú:..:,..:; » 
::..1~ric:>. 

En d caso de qul! (:) tenga medida íle Lchc."gne mayor qU<' r.1~ro, al utiliznr 

distriLudo11p.; rontinuas rw.r... podcmo'.' f'Hfr('nfr .. r a. probkrnn_c; ~l·rios <le integración 



y tener que utilizar aproximaciones por métodos nurn?.rkns. Si, por t'Jcmplü, 
tratamos con hipótesis compue~ta.<>. cak"..tlar: 

fr, L;(IJ)f(U I :,,)dA 

puede ser muy COUl{Jlicndo puesto r¡111.' J(O ! :n) normttlrrl<~ntP 110 s<~ JPtcdt> ínlt·gro.r 

en forma nnalítica, t".ompl\r.ándo:;c aun tmi.; t1l e.-,t:\t mttlt iplk:i!ln Ji{)r ! .. i (O). 

Híiy muchos tipos dí! funciones <le p~rdidn, lo rnás común t·~1 qnc ;;e t'=ip.11 lu 

idea. c:xpuesta en ( 1). Gcrn·rai\·1.a.ndo n ( l) t{'I\t'IIJO.:. qtw: 

f,;(0)-- c¡\o-o,(O), 

con ~1 (i -;.:~ 1 ... h) una con!>hl..ntt' (tle pérditlt~) po::itivü y \ !<e fond(m imlicadürn. 

Lo que quiere dl!cir b funi:-ifin L¡ e:-; qne si {1 no estú rn (·), ent<rnce;.; tc'TH~mos mw. 
pt~rdida de magnitud ci· En otros Cn.:ios, y por la..'i IJ1:rt::-.i1l<L{!es rl1~J rlrc:isor, pur·df': 
requerirse de funciom·s de pérdida más :wji.1ticada.~ con l:l it1tt:i1dón ¡Je rn<'dir mejor 

Jns consccu1.:üc.il<E d(' 111lf'3tros error<~s. Como se' ¿;11ele protcd1.:r 1•:J. no s6lo midiendo 

si el parámetro está o no en d conjunto 0, corn:~1fü~1dicnt1• .,¡DO. •"'n !.;u c:!!i01 que 
tan lefa! cstfl d pa.r<imdro del conjunto en cuestión. Un ejemplo tl'-.: lo a.nterior c>s 
ln si~uicntc función de pérdi<ln: Suponga ... ').e fJ.Uí' ~.e ticn" () R y cp11:• h ... 2, C"on 
0t = V,(01) uua vecin1l~<l dr. 01 con radio r ~ R, )' (~~ 0 -- 0 1. Ahorn: 

L¡(O) = 11 ! O - O¡ f :ce,(O), 

con a unu con~t a.n! e positiva. Este es ~.üln un i>jemplo 11<! 11nri fm~d<in !!" püdida 
para hipótesis compuestas. Hay que.tener sii·rnpn'. ('tJ r1H~nta qU(: la;• fu:lciuncs de 

pérdida deben de ser estipulndns por 1·l dccisor, corr1/J lu~hi;1n:os visto en e! rn~'ítulo 

anterior, y por consiguiente pueden vari.-1r nlllr:ho de u11 pwLkma n. ot.ro. 

Ejemplo :~: En una universidad PX{stc una rcJ. lk' f""omput<i.dor<i con rn1H:lu1....'i tn

minn.les. ·A lrt comisil'.m Jo:.. c6:nr 1 11 n <le la unin·rsi<lad han fü:g1Hfo muchas qu<.jus 

ru:erca del servido qn<"! presta el CPU (Unidad Cn1traJ úe I';,1-.:~.:.J) d 11 In <'.nmpu

tadora; se <licc t~n l~ qu<das que el !'>Cr\'icio :ü; h.n. '\'ll~!to muy lento. 

Lr1 cmnif'ión tic cómputo ele la. universidad, el <lccisor, enca.rga un análisis 
del sistema. Dtcidcn Qfü! cnmhinran el CPT! si el tiempo di~ rcspue~ta esperado 

pnrn. que. el CPU nticn<la a ln tcrn1innl es rnuyor que t0 seg11mk.1s 1 que ,~,.., d tiempo 

de rcspucsttt espcrnclo cspeciflcaclo por f>l fabricante de !a red. Se toma. a X como 

la vn.rinhlc n1eatorÍll.. 111w rnide t'J tiempo dt' rt'.spuesta del CPU) d 11.:.-_::oc; <'nindtll' 
l!H qnc Fo ·~ {Familia de dí:;trihuciortf'!-i p;-:po1wncial cou pan~rnctrn O}. Entonc1~s 

X: E Fv; podernos ver que .E.'(X) ::..--: 1/0. Entonces el tit•rnpo de r;;:;;p1H'~ta t.•srn·rndo 
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es 1/0. El problema puede plantearse como un ('ontrn..<>tc <le hip6tcsi5 utilizando d 
método de teoría de decL'i!oncs. Las hipótc·sis que se plantean son: 

Jl¡: (l/U ~ t,,¡ 

y entonces decidirs1~ por ll1 c3 r.amb:ar rl CPU y por llz es NO crunhiar el CPU, El 

espacio parnmctrnl C!'i e-...:: Rt y 81 (O,líta) y 02 ~ [t/ta,cc). Ln..~ hipótesis, 
en lérmin~ de 01 sou: 

H 1 :0<l/t, 

II2: O 2 l/t0 • 

Suponga (ple !n ... c; '111rja!'i que h1l recibido 1z~ romi~ión de cómputo sobre el 
CPU indica.u que por carla segun<lo lle mi~.'5 qur. {-~rH~ra un usuario en respuesta 

U.el CPU, ln. univcrsiri~d pierde S ¡w~;o~i y <'Xist<·n m1í.s o menos m uslrnr:oss. La 

comisión de c6rnputo 11tili-rn.ml<1 esta iaformttción estipula la i-;íg11k11t1~ fnnci6n de 

pérdida pa.ra la. <leci~ié1n Il'l.: 

donde lec~ el ticrnpo d" rc;;puC'st<\ {:!-Opl'ra(!o o ~·en., 1/0. Esta ''s l:t p•!rdida e:ipcrada 

si no ::;e r:11rnhir1. ,~1 CPli -;i.,ndo qHP. cI~·hcría r:ambiars1~ y (lr. -~ l 11 ) modda el ti1~mpo 

qut~ espera. <le mft.s 11n USU•lrio. Lo rt.nf.<'rior l'H u~rmincn¡ del p1mimetro o nos dn: 

L¡(O) --- Sm((l¡'O) 1 .. j,\¡u,11<,J(/l). 

El costo ele céu:ihi<:lr d CPU, ind11ida b instalí:ci/,¡1 y el c-o~,tu del ti(~tnpo en 

que no hLibrá snvit:io t~n J¡~ red duraatP. In. inst.-.bc:ión, t~·; <1·~ r llí':'lG.'.;. La comisión 

elabora esta otra función de pérdida parn la dcdsión lf1: 

L¡(O) ce rx[t/t..,oo)(O). 

L:: ·l!~~;ih11rir)ri rorijne:n<l;1 {11' O es una Gama.. G(a,b). Después de una 

amplia discusión n! interior <le la combión M~ ¡·oim:i<le. en utilizar unn. distribuci(}n 

5 En e-lle rjtmpl,1, µ,ir "nd\:(t, 1,;o ulamPt con•l·.l~u.nilu <'tH\l:t~.~ J!'l.m:'!.dl\.11 l1Me tMÍll. ll~Ul\.do ,.¡ ~1 U>t~sal.kir nl 
la.rupo~o un ~\udio a !o larµ~ <lto. ur1 ~'~ri11dc ,1,. tiempo J.'l.d(, (~ein~l'lu, 1ni~~~, tic.) 
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Gama para modelar t•l ccrno,..h~\¡2nt.; lninal qu(: ticn(' In t"omi.;;!ón an•rci1. 1.h.: fJ, 

~!ltú.l.lC\:!-\: 

En lns Cf'pecificacione:-:; del fahric<rnte se t'stipula que la (el tirmpo <le rc~puesta 

esperado) es de 2.3 t;cgundos. SalJ(!rtins que si O ,...., G(a, b), entonces E(O) ~:-~ ab. 
Ln comisión de cómputo e . .,cogió b .:e:: l y a .:.~ 1/2.3 --~ 0.4:M8. Se torna entonces 

una muestra n.lea.torin.6 <le tnwn.ño 100 (l'n el apén<lir.e D aparece una tabla con los 

da.tos. dl~ lu. rnu0~trn). Ln densidnd conjunta de !P.. muestrn Zn es: 

entonces ln distribución posterior de 8 l'ii: 

Entonces, 

ó 

O I z,. -G(A,D) 

con 

A::.--: n +a 

ll º' ---~--
:'.: x; + l/b" 

La distribucíón inkial de O es G(0..!348,1). Puede wrse en el "péndice D que 

Z x¡ ::;:; 327 .05¡ después de hn.<:l'r Jm; cfdculos necesarios tenemos que: 

O 1 º" ., G(!00.43-18, o.oo:l). 

Ahora ~ólo falta Cíl.kular las pt~rdi(ln.o; vsperadn.5 para. r11(i~ 'c!:!a l~e ins 

hipótesis, tenemos que: 

Li 1 r f(O j z,,)dO ~ rI'[l':,.. OA348 j Y - O(A, Il)j, 
0.1348 

C l'nt11. t-1'.t~ tjrmplo 1'.e re,,!iró un11. &i:m1!Mló:1 pw <:ompUl"l1lnr!\ {'11~~ <ib1,.n"r ¡,,. , .• ,!~;~.11 Jo: 111. m1¡~1ll't1. El ti .. nrpr. tl~ 
11\'.!"PUr•tfo ptom~rlln u\ !11 •iinu!,,,d6n t~ d'!' 3,2 Hlft1ml·'~. 



llamemos n¡ = P\Y > 0.4348 1 Y - G(A, B)], que después calcularemos. Para 
calcular la pérdida esperada L2 tenemos: 

entonces, 

0.-1348 

0.4346 

Li = j Sm(I/O - 2.3)/(0 l zn)dO 
o 

Li = Sm j (1/0)f(O 1 Zn)dO - Sm2.3PIY < 0.4348 I Y - G(A,ll)J. 
o 

La prob11bilidnd ele la derecha. e~ 1 - 01, pnra calcular In intcgrnl de la izquicrdn. 

tenemos: 

0.·13·18 0.431R oA- 1 exp(-0/ll) 
Sm j (1/0)f(O ! zn)dO ·~ Srn j (1/0)------·----dO 

O . O f(,1)1J'I 

1 0.43-18 

= SmNA)J1A j 0(,1 .. ¡¡ · 1 cxp(·-0/B)dO, 
' o 

notando que esta intt·grnl es el núc!C>o de una densidad Gama, podemos <'ntonccs 
calcularla como una prohahili<lad multiplicando por la constante apropiada: 

= _(Sm) A-r(.1 - l)nA-I I'jY < 0.4348 I y - G(A - 1, B)j. r ,1 B 

LLamemos <>2 = I'[Y < 0.43·18 ! Y - G'(,\ - 1, B)J, 'abemos que r(c) = (e -
t)r(c ·- 1). Tenemos entonces que: 

0.4348 " r(.·1 - 1) wt· ¡ u2Sm 
Sm j (l/O)f(O 1 zu)dO = "'"~m----·------ = ----·-

o • (,\ ·-· l)r(.4 -- l)BA (A - l)B' 

Finalmente tenemos que: 

L2 •= Sm{--~1-- - 2.3(1 - n 1)}. 
(.4-· l)B 

Recordemos quü la decisión óptima es decidirse por la hipótesis H2 (NO cambiar 
el CPU) si: 

Lz < Lj 



pnra calcular a¡ y «2 utilizamos el paquete STATGRAPl!ICS, resulta que 1 ·· 
a¡ = 0.990, entonces a¡ = 10-3 ; por otro lado, n2 '= 0.0090. Cou un d<lculo 
aproxitnndo podemos vrr que ln co1nit;ión <le cómputo NO riunUin (~l CPU ai: 

r > (2, 2BO)Sm. 

Recordemos que r l:S costo del CPU nu~vo, entoncf'~ NO se cn.mhin <·I CPU si el 

valor del nuevo('!' ma.yor 'luc l,1. c.rnu.tni'·~•: d\: 1;1 \11...::c,::L:L S·ir,:•;:r;"c:" q•1!' Jn-: tpH' '"' 

quejan dicen r¡11(' 8 1 "l 'o . ...;tu tk t:.-.pcra c!c U:1 scg:i=:do rlr• rn'..t"', ('<.:. rlf• rlif't JIP."ns. lo 
cun.I a h1 comi!~ión le pn.rccc muy exagerado. Supunicn<lo que hny 2000 nsuarios, 
haciendo los cálculos pertinentes tern•mos qu1~ 1 NO cambiarno::- el CPU ~i cstt• {\-; 

más caro que $·1510001000. El CPU nuevo N1 muC'.ho m<Í.H caro que c!'o. • 

Veamos n.horc1 que Rllr.cdc con las hipótt·nis de 1;imple contra cornpuentrL 

Como lo vimm; al final <le 2.2.J, si tcncmrm H1 O 01 con 1!2 : O -/ 01, 

y 0 con n1cdido. ma.yor que cero, podemos utilizar una dislrihutiún contimrn y 
resultaría que prcfcriríamoH If2 indepcn<lientenwnte de In umcstnL Sin embargo, 
el couocimicnto (}U(! el dccisor tiene n..cc:ca de O puecfo requnir que P(Hi) > O. 
Se utiliza. entonces uua distribución discontinuJ. y Be pror.P1lc r:on lns técnica~ <lí! 
teoría de dccisione!-1. No ronwntnremos má..'i al rrsp('cto pero podcmo!:i rccomeIHlhr 
el artículo rfo Fl'rrandi·i (Hl85) donde se expone otra fortna. dl' contrn"'tnr <¡uc 
/L = O (In media de unn. dislrilntr.ión norm..a.l) con ¡t f. O utilizando llistribuciones 
disconti1mr~. Lo impcrtantc del n:t.íc11l0 f.'fi r¡1H• Sf' h;1r'' df'pcnrlcr a la. función 
de utilidad {pérdida) dt! UllLl funcic'ln de dh~tancia, midie1Hlo la magnitud de/! al 
origen. Se c.stnblece al final del nrtículo una rdadón entre el nivd <le signifi.cuncifl 
que Sf' utiliza f'Il ln" ro11tr;\!;t.0s de hipót('s¡, t?!l ('~tarlístka r\;L,.ira y la funciót: l(O) = 
I ... 2(0) -- Li (O). Se observa que es inconsist(mte tcnt~r un nivel de significn.ncia lijo 
mientras el tamn.ño de muestra crece y esto tic:nc el mismo efecto que lu. paradoja 
de Lindlcy7 • Entahlccc 1 tambirn, una fonna. de r..~mhiar con!:iistcntcmcntc el nivel 
de significncitt se¡jÚll crece el tnmiU-10 de nmestrit. Esto pue<l.t> dar pnutns para la 
utilización del método de rlit:.trihuciones disc:ontinuu.<;. 

7 r:-h. u un11 [rimuo. ptuMiojri. quP. 11.1111.r<'te en 11t. ot~llallu e IÁ.l:lta d'ntro dP. d probltfllll dt. eo11tt!l.,ttt dP. hlp-Ott11i1, 
..,I~·" UwH .. y (Pll>7) 
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2.2.3 Contraste de Slgnlficnncia de J,imllcy 

Este método fue propuesto por Lindley (1970 p.58) y fué desarrollado para 
contrastar hipótesi!'! simplrn contra compuestas para parámetros con distribuci6u 
continua. Es dificil pensar cu gcncralizru:iones e.le este método parn alglÍn otro tipo 

de contru.stcs de hipótcshs. Parn estudin.r este método necesitamos In <ldinki6n de 

región de máxima densidad': 

Se tiene O E 8 con distribución generada por la. densidad generalizada f(O) 1 

la región de Máxima Dcn.•idad (MD) con probabilidad a es In región ! 0 (Ju C 8) 
tal que: 

y si x E lct y y~ In, cutonct:11: 

f(x)?.: J(y). 

Se puede probar que si /{O) no es localmente uniforme (que f(O) nunca aea cons
tante) entonce• [" es único para cnda cr. Se puede probar también r¡ue si /{O) es 
cor..tinua entonces existe una reg:it)n pn.ra. cualquier probabilidad; tamLién, si /ü es 

una región de MD con probabilidad '" entonces si f (O) nunca es constante (o es 
r.onsta..'lte sólo en conjuntos <le probabilidad cero) entonces la= {O E El 1 !(O)? 
Ca} con Ca = infoEI. f(O). Como gran parte <le IM densi<ludes continuas que se 
utilizan nunca son constllfllcs (o son constantes sólo en conjunto:; de probabilidad 

cero), cuando hablemos <le 11nu región de MD con probnbili<lad a esta se puede 
pensar como el conjunto {O E 8 1 /(O) ? C 0 } para unu cierta Cu· Nosotros va
mos a estar trabajando con lo que r.c conoce corno regiones lit! !viú.xinm DensidaJ 

Posterior (MDP) que son regiones de MD pero rnlcula<ln.< con la densidad posterior 
del parámetro. 

El contrn.stc de hipótesis que se quiere realizar es el siguiente: 

Il¡: o=ºº 
H2 : O f- Oo, 

con f(O) una densidad continua y 0 el espacio pa.rn.mctral. Se obtiene una muestra. 
z,. y se calcula la distribución posterior J(O 1 z,.); se dice entonccc que se rechaza 
la hip6tcsis H 1 con w1 nivel de significancia 1 - o:: si Oo no pertenece al la rcgion 

de MDP con probabilidad a. Si la distribución posterior de O nunca es constante 
entonces / 0 = {O E 8 1 f(O) ? C,.} para cierta Ca y entonces rechRZnmos H¡ a 

un nivel de significnncin 1 - a si Oo ;fe {O E 8 1 J(O)? Ca} ó f(Oo) <Ca. 

1 La de!luid611 y dcmu re111lt11.d11' al ru¡ltCto fut.ron lorn11.rlo" de Bo:s. y Tino (197J, p.122 ei1 •dtlnute). 



El contrn..i:;tc el(' hipótf':-.is por el iiroredimwmo de ~1gnit1nlncia de Lmdlry 

está enfocado para prohlemn..<s <le infrrcncit~ y cst1í. hn.'iado en el lwdt<J t!n 1.i111: 

las rq~iones de ~.fD :,on k·s cunjuntos qtll' me:wr Yolnmen tienen n un<1 cierta 

prubabilidacl; i::sto quit•rt~ decir qtu~ si la t·s un1l rf•gi(m <h: MD ~~ün probabilid.•vl n, 

entonces cualquier otro conjunto con la mhmrn prolmhilidacl ticn1~ mnyor ·volun:cn 

que 10
2• Lo nntninr .sf' interprf'tn iiiciendo c¡ne In couticm· fl los \•nlore!> rmfa 

probables d~ O y por p.--o redrnulmo-: l•~ hipótt':;i~ Il1 : O:-· Oo si Do 1/ /0. Ei prim~ip;d 

prol1lrma para aplir.ar el contrri.sti~ de :1ignificnncia de Lindley c.5 encontrar la región 

dt~ ?-.ID, unn vez resuelto el prohlerrn1 dC' encontrar la distribución posterior de O. 
En los ejemplos túguicntf'S vamos a ilu..'>trar como ptwd1~n e11c()ntrar~;c ln.s regioucs 

de f...JD JHtrn. ali:;tma:·; tlis!.rihucioaci:; contiuua..c;. 

Ejemplo 1: Si ~w tiene como denHicla1l postf:rior ele O mm. lif'nsida1l unirnocl;d y 
simétrica con respedo a la moda f'ntonccs la rPgión dP MD n. cualquier prohahili<lr1<l 

es unn vcdn<lad ccntra1la en la mocla y con radio r que depende de la. prok1.bili<la<l 

de ln región. Por ejernp\0 1 ni O ¡ Zn - N(¡t,a 2) snbernoi~ que Jl. es la moda de la 

distribuci6n Normal y t'S Himétrica r.on rPspr.clo n. tistu; para calcular ln. ri::gi•Jn de 

MDP ron probnbilidn.d o: ncccsitnn1o::i encontrar r trd que l)li 1) ·•• ¡i \< r) rr: 1 

esto lo podemos harer t~ncontran<lo un punto Jt. -- r tíd que: 

1 - u 
P(O < I' - r ¡ z,.) "- ---z--, 

de esta. 1na1wra I'(O > JL + r i z11 ) ~-]E, por :;irnPtría, y C'ntoncc-::; P{! O - ¡1 :< 
r) = o; por lo tanto, res e! radio que buscáhrimos. Esto st: puctlr~ hacl'r con tablzi.s 

<l~ la Normn.l (yn <p1~ ~J:.J.,..., N(0, 1)) o con nlg11na rntina de int<'gradón numéric~. 
Otro (~jemplo de una di::;t.ribución continua, t-imiStric.i. y unirno<lnl es la t de 

Studcnt, en el apéndice e aparece un lista.do de Ull progarma en pascal que tiene 

implementada una rutina para ci~kular re~~ionc~ de 1.ID para la distribución t a 

cualquit.·r proLaLilidad. Este cakulil numl·rirn.mcnte lil.5 probaLifüladt's y utilizu. !<1 
ic!ea del lliÍ.rtafo anterior para encontrar In. región ,Je ?vtD deseada. " 

Ejemplo 2: Si L:i. distrilrncifm del p<'.;r\mf'trr~ f1 no ('S qim{·trira r•l prnhl!•mn. r]f' 

encontrar la región de 1ID t;S mucho máfl complicn.<lo que lo visto ·~n el f!jcmplo l. 

Un método analítico implicarin. lo siguiente: (c:onsicleri'tmos que la distribución en 

cuestión es unimodal, como suele suceder) 

l)Ele~ir J( E R 
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2)Encontrnr "t < 112 tales que /(ai) "~ K º' /(aij (existm •álo dos). 

3)Calcul11r /] = P(O E la1, a2J i z,.). 

4)Si ¡):-o., \u 1 ,112i es Ja rrgión ele J...tf) bll!;cc:ula¡ hi P <o. elf•gir ](1 < J( y 
eicgir il' > li CH otro C.<l.$0. ncpetir lo:::i !Jdl•(J!'. tlt::l 2) ul ·1) con K ·.-;o 1(1• 

Como puede verse, llcv1lr n cnbo la implementación <le lo nntt•rior en n.lgt'in 

lenguajl' de programación tiene muclHL" r:ornplicnciones b~cuicns, auu fiuponit•ndo 

que podemos calcular a1 y ª'1 ya (¡lJt! rc.sult.a dificil y tardado calculnr I'(V t·. 

!«¡, a2] ! z,.). 

Una. forn1a altC'rllativa de cncontrnr la rq~ión de t..fD con prohahilidad n 

es utilizar una grúfica de la fuuci/;H de den~idarl postni<)r para encontrar ªI y 

ª2· En la figura 1 apnrcce nna griífo:a de mrn densidad Gama ron pariÍ.metro<:> 

ü.4 y 1.5, pnrn calcular la reción <lt• ~.ID con n :·: 0.9 st· tin'l un;l li11e;i i\ nltura 

G1 ;:::: 0.024 estim:\ndo:3e a 1 -_ ~.2 y a2 -~ 10.7 (!o-; punto~ en la" nlwisn~ tloncl1~ la 
rcctn y = 0.02·1 :;e imer:;ecta con la gr:lfka), si> rnlruló PntoncPs la prohabilid<ul 
P(2.2 :O: o::: 10.7 i z,,) D.\lG71. s., tomó e,> e, (C, .. 0.IH) y''" continnó COll 

el prcccso ha.r;tn q11e C'Oll e_, o-: 0.056 f('Snltó ª1 - 3.0 yª'_, 0.3 y P(:l.O sos D.3 ¡ 
zn) ~ 0.8905 entonct~s. [3.0 1 0.3) f'$ una aproxímaci6n dt.~ la rcgiún de MD desea.da. 

En In. Bgur:~ 2 r::lCOntr:.rno.s b gd!ic<:. de iJl¡;J. Ju1:>irLu1 Deta COH pariÍmi:tros 

BA y 3.0, se !;iguió d mismo prot(':,o del JJ<~rrnfo ;rntl:rior para encontrar el it:t.ervalo 
de MD COJI probabilidnd 0.D; (OH G'1 o.a ohtuvimo~ 111 :-...: 0.53 y ª'2 -::.:. 0.04 
y In P(0.53 ::: O .-: 0.0·1 ! ~~,:~ :-·. 0.0070, r[1r! h i:;!;•J ;n.G3,0.P-i; l!J ~:r:ei. L-.Iui<~ 

nproximnci6n n lu. rcgi¡Jn de 1ID que hu.:.:,d1lrn.mo:;, • 
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Dc:1.;i<l<:.J Garuü. cun parámetros VA y 1.5 
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Dcnsid,Hl lleta. r.on parámetros SA y 3.0 
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Cap{lulo 3 

Hlpólcals Sobre Modelos 1,ín~afo• 



c~pill!lu 3 
Hipr.SfrRIS Sobre ::',.fodclo,..; I.iIJt•;il1~)'4 

Ln intención de este capítulo es Pj1·rnplifirn.r ln'i mdodo.o::, de contrti.'>tr.s de 

hipótcRi~ expue!it.os en f'i capítulo antPrior. A diforencia dt! ío~ (~f·mp!os expuesto~ 

en el capítulo 2, ahora nos varno~ a cllfrcutar a un contr:Lste dt> hipót(':"i.s inten· 

tando aplicar cadn uno <l1~ los método~ de comra.:>tt·t> de hipótc·si~ \'Ístos antl,_<;_ 

Decidimos introducir t'.Ste capítulo debido a. Ja prolilt~rnática qnc tit'llt~.11 !os cou

trn.stc!'l de hipótesis en ('¡ cont1·xto <lt• los modelos lhlf·alt'tL En la likr:.1tur11 sobre 

estadística Ifoycsiann se notnn d('rta¡; inconsistenci;1.<; a! tratar las hipótesis sobr(' 
modelos lineales ya que se ks suC'le dar un trntamit,ntn <spartP. dP Jos dt·rn[!..s rontra.-:;

tes de hipótesis. Trndicionnlmcntc 1 este tipo rlc crmtr;L'!lf'¡.¡ ( en C'-Jtadística c:ltbica) 

se han manejado como contrastPs de hipóte~is sim¡ile con cornpuc::itn, t.rnUí.ndose 
de parámetros con <listribucio11es continurL.,. Como vimos en el capítulo anterior, 

cmrndo tenemos este prohlcrrrn. podemos optar por cambi:i.r el rnodelo y httC"t•r de In 
distribución del parfandro una dihtrilrnciún <li~continua, podr:rn<1s ta.rubión utili
zar el contraste de tÚgnifica.nc:in 1.fo Lindley 11 optfLr por r.ontra.'1tar la.s hipótt:sis por 
el ml~todo de comparación de prohuhilida<lcs o (t.i es f'] ca.'io) 1rn•cliante tcorín <lP 

dccisioru~s utili1.<1nrl() lH 1lblríh:1dc',:¡ cui:ti:iu.:1. y ¡,;._ft;;;;: "'i,;1uprc l;-1 hip1Jtl·si:; c1rn1-

pucsta1 independientemente de la muestra. Sin Pmb:.i.rgo, ;tntcs dt~ prcocnparn0:" 

por t•I contrai;te dr.licrínmos preíjur1tn.ino:·•: 

¿ El contraste ele estas hipót<~fiÍti non \•a. a proporr:rJnnr !t1 informarión t-:o1;rt' 

In que cntamos i11lcrcs1ulos ? 

Tul vez las hipótesis .sobre rnodr.lo':i line.a!e;; plantcuda.s c:n la forma tradicio
nal, no son las hipótesis en que cstnmos irrt.1•rc.sados. ~o e:;pcro aquí d1ir n~~puc;t;:» 

a todos estos cuestionnmicntos, p1•ro nl n1r>:10.., r-s~icrf) h:i.r.cr ¡¡nt•~=- 1tu1: alw JJu 1·~trí. 

completamPnte claro el problema dC' contra.<-l.1:.s de hipóte.sis dentro ele la cstrulisticn 

Iluycsia.na. 

3.1 El Modelo Lineal 

Tenemos una variable aleatoria Y y <l1~cin:os que hay una relación Ji11f'al 

entre Y y las variahlPs x¡, x~, ... , :rp si: 

A b-" variables :r.¡ la:~ Jl;rnwrno..,; \.·é.\.rial1lcs ex1,JkntiYa!5 y n }' vnriab!e dependiente. 
Se puede interpretar lo antc!rior r.omo qne las x¡ (i = 1, ... 1 p) rcprtsC'nta.11 ciertns 

co1Hlicio111"'i. y dl\'fa . ..: ,!~t!\.-: nbsi::rvc.mc.3 la rc;:;ult<i.i~k Y. "';"amuo::. u ulili:.rnr la !'iiguientc 



notndón. Tenemos un Vt'c-tor df' ohsern1cionc:; de}' .,, (!J1.JJ2 1 ••• 1 !Jn)' y UIHl 

matriz X de 11 x p formada por lu.s columnn..s X¡ donde Jn._o¡ f•ntrada:> de cada unn 

de éstns son los valores que observamos de la variable c·xplin1rivn r¡. El motlt'lo 

lineal es: 

y "XO 

con O= (0 1 , Oz,,,, 1 Op)'. Dehidu ni conocimiet1to q1H~ t(•nrnrn::> ~obre 11~ vn:rinhle Y, 

como de la relación lineal de P~tn con :r1 (i l. ... ,J>) 1 oe introduce al modelo un 

fnctor de error c:omo un \'(~ctor ( :::. (t.1i r2, ... , ln)' y el mo<klo fl\H~da: 

Y'" XO 1 e 

Por lns cnrndrÍt:iticns del modelo, (es una variable alentoria y 1l!'IU.1!m~nt•• 

se supone qu(' f,...,, Nn(O, r-·l In), donde In rs In matriz id('ntidarl dP n :--: n y r"' 1 In 
la matriz de precisión de In diolribución Normal n-vnriadn. No es mi intención 

dar aqu! unnjustifknción amplia del modelo lineal 1 pnrn mm Pxposir.ión c:ompleta 

puede consultarse Brocmcling (1985, p.1 en adelante) o Zcllncr (1971, p.G5 en 

l\.<lelante). A continuación se presentan doB ejemplos fic modelos lincnlcs: 

Ejen1plo 1: Se csttí. estudiando una rcacdún química en la que intcn·iencn dos 

cornpucstos A y D1 y al dar.se la reacción se incrcrncnta la tcwpcra'.ura del reci

piente donde se mezclan A y Il; los compuestos A y D se mezcl1tn con una cantidad 

flja de agua. Dig:au:w~..; qut: l1i cunti<lu<l del compuesto A es x1 y Ju cantidnd del 

compuesto 13 es x2, al llevar o. cnbo la reacción quín1icu, la tempern.tura rnó.xima 

que medimos es Y. Los interesados en la reacción química quieren encontrar la 

rclnción: 

Por la experiencia acumnladn anteriormente, 5C sabe que huy cierto nror en lu. 

n1'''Hd0n de b tczr.pcrü!.ü.rtl1 <i • ..,í u1mo eu t•i cú.iculo del peso de los compurstos A 

y D que serán utlilizados en In rcnc:dón. E.<; por t>."to 'lnc ul modelo lincnl se le 

incluye un factor de error L Usualmente se supone c¡uc f es una. variable alentoria 

con distribución Normal n-vurii1da centrada en cero, y en este cnso también 5{' 

hace u..,c.;f¡ d mo<lclo lineal c ... : 
Y ~xo + <, 

para distintns couti<ladcs <lcl compuesto A (entradas de la columnn l <le X) y 

distiutns cantidades Je! compuesto D (entradas de 1" columna 2 do X). 

Al manejar el modelo ~e hace In siguiente observación: Si no hay com

puestos A y B (x¡ ;;:::: O) no hay ningunn rcacci6n y la temperatura máxima no 



ncccsaritmu.mtc es cero {Y-;:-, 01 ·O-: 02 ·O-·-(); parn. eorn·~ir !o nntPrinr <:(' \r;t,..i~ 

duce el yo.ní.w.l.'tro Ú3 de ln ~iguü~ntc manera: 

tLumcntarnJo unn lt~rccrn columna a X formada por X:i ( 11 1, .. 1 1) 1 y el rnodf•ln 

sigue sirndo Y :-::: XO +- r. Entoncf•s !ii r1 - 0 Iz -·O fü' tii:Hf' qu(' :r · 03 t· c. 

Unn posible hipótm>is qt11' ric puede phi.nü~ar nr:crcn <le cst.e modelo l't!rÍa: 

ll1 : El compuesto D no influye Pn que !':e ele\'(' la f<'IllJ)erntt1rn; o tnmbifa1 1 If1 

El compuesto A no influye en que se dt~vc la t1m1pcrnturft. • 

Ejemplo 2: SP <ptiPff~ rm·dir lll c<ihtidad tk luz que emití' 11tt foco rln(!o l'! \'o!tajc 

a que trubajn. El voltaje a que trabaja t'S la variable x 1 y la luz t•mitlda t's wcdicfo. 

por la varii.Lble l~. Si el voltaje e~ cero {x· --~- O) cntonct'S r O. 5,, plantea 

igualmente el moJelo lirwal: 

1· .lO-i e 

La inlendón de Jo:, invcstigadorL·~ t~.'i sribN t.i exü;te una rdaci6n lin1'.cil entre 

el \'oltajc y In cantidad de luz emitirla, par;t t'~") p!;;:;tf':1ll l:i !:'!¡1/•i1·"i,·: :'~o L::i.,l.1: 

rdución lineal t~ntrc 1r1 cm1ti<ln<l rh• luz emitida y el voltajf' de trabajo (H J). • 

Analicemos ahora un poco rntÍ.> el modelo lineal. Comn l es nna varict

ble aleatoria con distribución Normal n-varia<la y d ·;cctor X f'S fijo c!1tonr.r'.; y· 

tnmbién <~8 Nornrnl. En rcn.lidnd (!!1,Y2, ... ,!Jn}' es unn mtH•strn de Y, ten~rnos 
entonces que Zr1 _-_: {!.11, yz, ... 1 y 11 )'. Si .::n <:s unn muc:;tra nleatoria entone.es: 

h(zn ! O, r) o: r"/2 cxp{- ~(Y - X0) 1(l' -- XO)}, 

y por el teorema rle Ilny<~s: 

f(O,r 1 z11 )"' h(z11 Í O,r)f(O,r). 

Ln fa:r.ifü .. cui1jogt1<lu parr- la distribución inicial rnnjunta de O y T adqui~rc 

la siguiente fónna: 

f(O,r) '' /i(O j r)h(r) 

dondc, 
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con µ un vector de p x l y rP mntriz de precisión posith·a definida de JI :.: p. 

Tenernos entonces que: 

Ahora, r se distribuye Gnmn con parámctrofi a y b, cntonrr>-'>: 

h(r) ~ ,•-I exp( ~); ; >O. 

Para calcular Ja distribución marginal de O tenemos que : 

Ji(O) <X ¡~' f(O, r)dr 
lo · 

entonces, después de lo~ cñ.lculos nrce.'fn.rios (Drocmr.ling 1985, p.3): 

f¡(O) o: {2/li +(O -- !')'!'(O ¡i)} __ l'J,~oj 

que es una cJi~trihución t ¡i---<limrnl'iounl <'.on 2a ~re.dos <le libntnd, V!'.'ctor de 

medins /l y rnatriz Jt• preci1iión (2a}(l•/2)I'. TcnemO!.i pué!:! que: 

y la matriz de <lispcrsicín de O es: 

Ahora, la distribución posterior ft(O 1 ..:n} l'S ta.rnbién una distribución t 

con n + 2a grados de libc>rtn.d, vrctor de méclias: 

y matriz de p:ccisión: 

Ejemplo 3: Consicleremos el r.aso mós sencillo del modelo lineal, qur. trnté en el 

ejemplo 2. Rccorllcmog que p :.-~ 1, X 1nntriz dt: n x 1, y VP.dor ele observaciones 

Y den x 1; el modelo lin~nl es Y:..."'::. XO -¡.. € r¡ur• !'lº"rl" ri:-~~cri~~r.11: 1:u1Jto: 

!/i ·- :..-:¡(} L1; i -· 1, .. , ,n . 
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Si utilizamos ft(O) °' {(2/b) +(O -- 1') 2 }- í'-;:e>l tcncmor. que O - t(2a,¡1, ab), que 
es la. distribución conjugada para O. En los términos vistos nntf'.! .. "i 1 P :-:-- 1, a,b >O 
y J' E R. Ahora, considerando que X'X :-.;_¿;}y X'Y ::;:- Y:,J"¡y¡, í'ntouces: 

, (n .¡. 2a) 

r = U: {2~ --( -:-¡2 
¿;:;+1 µ 

entonces, 
O 1 z,. - t(n + 2a,¡1',r').• 

3.2 Hipótesis Llneal General 

La hipótesis lineal general está dada por una mntri:r. A de k X p, k $ p y 
un Vector b E nk y el contrru;te de hipótesis es: 

!12 : .to .¡. "· 

El contraste anterior nos puede servir pnra estipular muy divcrsa.'l hipótesis 
utilizando la matriz A que sea convenicnte 1 uno de los rontr?u':itC.<.i rr:.á:> irnportume.s 

es el que oc lleva a cnbo para rcviBar la validez del modelo lineal~ usando b ::::: O 

y A igual a la matriz id"ntidnd de ¡i x p (/p)· Si AO = O trnemos que O~· O y 

entonces no existe una relación lirn:al entre las variables Y y X 1 rcsultan<lo que el 
modelo lineal no es adecuado, no es correcto el ajuste lineal, como se suele decir. 
Observemos uhora la hipótesi~ Iinenl general con A :..:-.: Ip y b::.::. Oo, t!sta ~e r¡uednría 
corno: 

lI¡ : o'~ºº 

H¡: O f Oo. 

Si llevamos n cabo este contraste ton eI método <le comparación de pro-. 

babilidn<les o vista como un prohlcma de deci!;ión {rii es d cn.50) nccptarínmos J/2 
independientemente del resultado de In. muestra, pues P(0 1) =O y, por lo tanto 
(por el teorema de Baycs), P(01 1 zn) =O; para que tuviese sentirlo utilizar alguno 
de estos métodos, tendríamos que cambiar la distrjbución de fJ 11 llfH» •J1!:tr~!;-.,¡d(;ü 

,ij~rnntinu:>... Su!Jui1gttwos que contiamofl f'n el plnntcarnicnto t1el modelo, que el 
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modelo es correcto y no hl'.y porque cambiarlo; el paso si¡..;1Iir.nl e t:s d('drlir entre 

estas dos opciones: 

1) Utilizar el contraste de significancia de Lindley p1.lrn. contrastar In hipó

tesis lineal general. 

2) Replantear la hipótesis lincul general. 

Analicemos la opci6n 1): La forma de llevar a cnbo el contraste dr nignifi

cnncia <le Lindlcy es primero encontrando la n'gión de !\lá."\'.ima Dcn~idatl Posterior 

(región de MUP) la, dt! O parn. la probnbilidnd o deseada. Snbt>n10:-< que ln din
triLuci{m posterior ele O es unn t p-diml~nsional, utilizando las propicdudcH de las 

regiones de J\IDP tenemos que J0 e {O c'. El 1 Ji (O ! z,.) > C'0 } para nlgurrn 

C0 C R+. Entonces se rcc1rnzn 11 l si Oo rf fu 6 si !1 { Oo 1 zn.) <' Ca con una signifi
Clmcia de (1 0:)100%. Pnra el cu.so p -· 11 se tiene una dL~~trihuciún t uuivarin<ln.1 
como ésta es sim('.trica con r<>specto n. !:ill rnt•dia ,,·, y la nw<li;t coinr.irle con In. 

mod1L, entonccR la v;L n sf'f 1m11 VC'rindn.11 de JL• de radio r·n tal t!U!'.: 

En el apéndic:c e ~e ~ncucntrn d Jh;~ado tle un progru.ma en p:ti>Cal q11e cal

cula In pnrn. cualquier 0: 1 simnprc que 2a sea. entero (rccufrdcsc que la distribucié.11 

posterior <le O tiene H + 2a grnclos de Jihcrtnd). 

Una forma alternativa de llevar n cubo CH le rontrn.stc de hipótesis para dcr

to.:; valorl'8 ilc n, ~¡ no ::.e cuc11tf1 coa un1\ curnpnl;lJora., l:~ con:,illl'rar lo sigulcnh:: 

Podemos Luscar en tabltL'i de la distribución F el cuantíl de (1 ·- tt) · 100%, set~ 

este F• 1 entonces: 

P(O E l',(¡i') i Zn) ~<t. 

Tenemos qm.: Vr(J.i•) es la región de J\.1DP con probabilidad a y entonces rcchnzamos 

In hipótesis H1 con un nivel de significaw:ií1 de (1 ·- n)100%si Oo rf- t'r(JL•) y en 

el cn.w que Oo :::::: O rcchnuunos ll1 si 1 µ .. !> \{f;:.. El problema aquí es que 
:6\o c:::::tc::. :~bl:-.s p:.:.rJ. dcr~o: ~:::br~!: de n: rc~T!'-' Q.95, 0.9, ~t~. y l)~'-'!1 p111•rl1• n.o 



c1u1"•rerse utillznr un nivel Je signíficancia como ese y tambión qt1c; 2a tiene que ser 

~ntero. 

En el ca.'"io gi:nern.i (JI l ; ,,iu O) 1 •·i nn'.tvJo ar:tt•rinr foncionn. tnmLifn 

pnrn; como AO e.s una trn.n:iformación linC'al de f) ento1:ce.~ AV 1ic distribuye coun> 

unn t, k-<liml'f\bionl\l 1 con medin. Aµ• y matriz. de preci...;ión (AD' A')- 1 si ADt A1 

1)8 no singuln.r. Se consitler1i entonces In tran~fnrmarión: 

G{AO) - k 1{A(O ··· µ')}1(.-ID' A') 1(,1(0-·11')}, 

y entonccH (,' tiene tma Jislriliudón F con k y T~-\- '2u gra.dcH.i de libertad y si F• 

es cunntil de Fp:,n-,"2c1) n. (1 - rx) · lOOC:t: entone.e~: 

In -- {AO E llk i G(.40) ·:, F'), 

que es }a región de ~IPD con probnbili<lnd n }Htr11 In. Vilriable ltlcatorln .AO, comu 

la hipótesis linc1d general C5 Ji 1 : AO :.:: b, entonces se ~f1chn.zn H l si b </. lo. o si: 

G(b) > F'. 

Hasta nqu{ todo parece fonciorrnr liil'n r.or:. el contru .. 11te de siguitkn.ncin. de Lin<llcy. 

Analicemos ahoru. ln. opción 2). Volvamo~ u la hipótt.:5i!) lineal general, 

tomando A = lp l' b e- O: 

H1 : O= O 

J{¡ : o i o. 
Si J/1 es corrcctl\1 no existe una rclnci6n lineal entre }D.S vn.riab!cs X y Y y el 

modelo que se ple.ntc6 CH inoperante, irn.ld()C.Un.do (nótr~se que en este Cl.ViO el que 

Hi ."ca correcta. significa. que O~ 0 1 y por eso es que no h'1y rclaci6n lineal entre 

lns variables X y l'J ¡ el problema es dtLHl.Os cuenta que la rnayorfn. de las veces se 

está. intercs11do en in hipótesis de si es u no adccur.clo el modelo que hemos planteo.do 

y el contra.stc de arriba es tiólo unn interpretación, en términos del pn.rii.metro O, 

de esta hipótesis origi111d. Ln.s hipótesis originn.leR de que hablo podria.n qucdnr 

expresndas en estos t6rminos: 

H1 : El mod<:lo linc¡t\ no es u.dccu!Hlü. 

H2 : El modelo lineal es edccuudo. 

Obviamentt'. lo qne es o no ~h füli...,:'J.:.do •1Ph" Qe ser c:;tipula.<lo por el 

que plantea !flb hip6tc5is. En tmn primcrn aproxiun.tción. pa.ra intcntM resolver 

el problema, intuitivamente pensamos que podríamos proponer la. hipótesis H 1 : 

l!OI! :S: 'para interpretar la hipótC11is "El modelo lineal no es adecuado ",y <le esta 

manera trn.nsformn.ndo lo. hipótesis JI 1 : O :.~:O en un1-1. hipótc8Í!i rompucsta.; ahora. 

proponemos que O cstó "cerca" de O (iiOll S <) en lugar de que "sea" O y desde 

¡o -



luego el \'alor de e deve de ser estípuln.do por el qu~ plantea la hipótet'iis. Parece Sl~r 
entonces que el contraste de hipótesis l\.fiterior lo podríamos pln.ntcar, en térrninos 
del parámetro O, como; 

Generalizando esta idea, In hipótesis lincnl g<·ncral podrín plantearse de In 

siguiente forma: 

H1: 11.~o - bil s' 
II2 : \l.40 ·· bil > '-

Obsérvese que !]..-10 ·- bp ('.'\ nlg1111~ norma de (AO ·- b) en Jlk y se puede 
entender como In. normn. cr.mún d.c Rk, pero tnrnhii-11 c:ltn. podrín carubiarae scgün 

los r<!qucrimicntos del interesado. Pi~ra. d cn..-10 JI ::-. 1 d contrn.c;;tc queda.: 

o viéndolo como vecitH1ad('_,.;: 

Jí¡ :1 o º" [<: ' 

Hz :IO-- Bo [>' 

Ji¡: O E V,(Oo) 

Ilz: O <t V,(Oo)-

Ahora es po:iihlc utilizar el método de comparaci6n <le proLa.hiiidtulco o (:-.i 
es el CU.'io) teoría de decisiones pa.rb llevr.r a cubo d contraste anterior; d problema 

al utilizar el método de cornparndón de probnhili<lnclcs rs calcul11r: 

P(Il¡ \ z0 ) ce Á',(Oo) J(O \ Zn)dO. 

Para. el cnso <le 1' :-~ 1, el prog:raIII;'!. que aparece cu el apfindke e puede cn.kular esta 
probabilidad pnn1 cualquier Oo y pn.rn r.ualr¡uier (; pa.rn valorc;:1 de p mnyorcs que l 
los cúknlos son runcho m:lli complicado:.1 pues se trata dr Cl!.lcular 1mrnPriconwntc 
intcgrnlc.s múltiples y los nlgorit.mos de integración num<!rica son umcho más com
plcjos1. Si se deoca utilizi1r el mótodo de tcorín 1lc dedsiones po!lcmos utiliza.r un;1 

función de pérdida corno Ll = axe1(0) y J...j :::: aP(If1 ! zu) y loR problcmns de 
cálculo son iguales que en el caBo de cou1pru-ación de probn.bilido.dcs. Si se utilip 

zan funciones de pérdit111 rufis complicnrln ... <> lo:. ('1Í.lculos put!den ser practicnmentc 
!!!'1ro~ibk!_'. 

1 o~ beclio, los nl¡¡orltmu1 <.h! inttgud6n numhic& 1nó.Jtipl.- que ~par_.c~n en In. l\ttrl)tUU; corr,~pomlltntc, 1610 ~t 
rcalitnn pti.rn rc"ionc1 niuip!u {como cu11.droa o tul.01) y ai~n •u[ htu1 1011 l;11~t1U1lc tom¡.lk11do1 y 11partc¡ ca muy 
dlllcil t~tlmllt 101 trron~ de 1q:ro:1.im'l.<:i60. \'t!'.l1t ílimlcn y F11.1tH {1~18'.i, p.'1ll) o !J,,.khnlov (1977, p:!CJ!!). 



3,!I Ejc1nploa Comparativos 

Por In \•bto i~H el punto antcrior1 parece ser r¡u11 no exi-;tf\ tkntro 1lc !n 

c:,tndíhtica Duyet-iauu., uu 1rn··wilo concreto pn.ni <ltarar ei contrnstc de !u bipót.c~i:' 

lineal genera.!. Siu iult~ntar c:ambiar el rnoddo, la.s 1lus opcionPs qm! planteamos 

antes pu.recen ser igualmPntr, adec11n<l11.s s!n embargo, :si \'f'mos el problema dl!sde 

el punto de vistn el(• In. t.e1HÍ<i di' decisiones utilizamlu ln.s funciones de pl~rdidn 

L¡(O) = C(\f:i-e,(O) i -- 1,2 con c1 ---_ c2, eutonn's la (h~cisióu óptimn. c::o elegir 1!1 

si: 

ó 

ó 

I'(H¡ 1 zn) > I'(llz ! z.,), 

y en este sentido el procedimiento de compnrnd6n de probabilidades es óptimo 1 

como ya fué explicado en el capítulo a.1itcrior. Por otro l;ulo, calculr.r P(H1 j zn) 

puede ser bastante complicatlo puesto que 8 1 :::: {O E Rk ! ~¡AO ·- hi! :; €} y $<.: 

tendría que hacer una integración numCrica múltiple f!H R;. sobrP 0) 1 y esto puc<lc 

acnrrcar muchos problemM¡ puede ser entonces que en nlgunos casos, calcular 

I'(II1 ! Zn) !'r.a muy complicado y por lo tanto, llevar a ca110 d método 11c com

paración de probnbilidad<'-'i fi.Pa priitticarm~nic imposible. Comparnntlu i?sto con el 

método de significancia. de Lindley observamos que d 1ínit::o probll!IHil es encon

trar el cuantil de la distribución F correspon<li{•nte pa.ra el nivel <lt• signilkanda 

o- deseado; si ~sic es como <le los que wrnalmentc npar(•c:cn en tahlas (0.9, 0.D5, 

etc.) el problema está resuelto. Si no e:d5ticra una ta1Jla pn.ra un nivel lle ;-;ignifi

cancin dndo el cuantil puede ser calcula.do numérica.n1ente e inclusi\•t_;, d paquete 
STATGHAPIIICS tiene implementada una rutina para calcular l'sos cuuntiles. 

Fuera de lo anterior 1 para realizar d contrac;tc de la hipótesi¡¡ li11en.I general por 

el método <le significancin de Limllcy, tenemos qL'.1! C'!dcular algunos productos df~ 

mu.trices<' inycrtir una matriz (que por cierto f'S ~imétrk11) 1 los cé.kulos pur,Jt:!U 

ser tediosos pero el problema está resudto. 

Anuliccmos las dos opciones pla.ntca.da .. ; t~H 3.2: 

1) Utili:rnr el contraste de signific:ancia de Lincllcy pn.ra contrastar la hipó

tesis linc1d general. 

2) Replantear la hi¡iótcsis lincnl general como en !l.2, fijar un ríl.llío t y 

hacer un esfuerzo de cálculo para ol.tcner P(H1 1 Zn)· 



A c•n1tinuacióu vrm1os n estudiar ulgunoa ~j<m1plos comparativos (le! uso 

de las dm, opciones, )" lo \'fi!UOS a hacer precisamente cuando C6 Íiicil Clllcular 

I'(ll1 ¡ z 0 ), para p - l. AntC'5 de cuaH~nzur con f'l análisis observemos que pnra 

preferir H1 es JWCf.'.'3arío (con p 1) qlw ¡i. 1
, la nwdia de la dL'5triln1cif.n posterior 

de O (que es unn t), esté dentro de 0¡ ". l',(Oo). Esto es f;\cil de ver, ya que 

si ¡1.• 1- '\.'~(00) 1 y suponemos qtte Oo < µ., tf•ru~rno8 11ue \r<(Oo} C C 00,¡1") y 
como P((-·oo,µ') i z,.) .·• 0.5 <'n\onoes P(V,(Oo) i z,.) < 0.5 lo cual implica que 
preferimos Il2. Análognmr.nte fiUCC'de parn cunndo Oo > ¡i•; t:·ntonce~ si ¡toe rf_ Vc(Oo) 

resulta que preferimos n ll21 • 

Ahora, en el punto anterior hablamos de unn f. (pequC'iw) y q\H~ dPbr.ría 

6('.f estipulada por el intercsn.do en d controEtc de hipbte.~IB. Tal vez una € = 0.1 
Sl'!ll. apropiada o tal vez ('n otro en.so una. E -=- 0.5 sea la. conv<>niente cte. pnrn 
llevara cnbo este (ücrnplo vamoi; 11 considerar que r :.-..: 1.1 ya es unn. ( grande, y 

lo que queremos <lec.ir C!i que nom1nlmcntc 1rn utilizaran valorf'H dt> r m<'non~s qtH'¡ 

digamos, 1.1. Vcn.m0!1 d sigui"nte <>jP.mplo: 

Tencmo!l Oo = () y In hipótesis lin<'nl general es: 

H 1 :O'~ O 

y siguiendo la opc:ión 2) tcncmo.'l: 

ll¡ : O E V,(O) 

para p = l y 1.1 > ( > O dndn. Tenemos que la distribución posterior de O es 
t{l5, 1.1 1 ().2), que e.."l la distribución posterior del parámetro <le un modelo lineal 

con p = l y n = 13. Como ¡t' = 1.1 y e < 1.1 tenemos queµ' 1 V,(O) y entonces 
vamos preferir Ii2 si seguimos el método de comparación rlc probnbilidades. Ahnra 

al calculnr el intervalo de MDP con nivel de 6ignificancia 0: == 0.1 tenemos que éste 

es { ·-2.821, 5.021) j y entonces resulta que 5e11gún el contraste de significancia ífo 
Lindley no rechazamos ll 11 con a ::::;. 0.1 ! 

Paru, que P(Ii¡ j Ln) .> 0.51 y preferir JI1 1 es nccctlfuio que i > 1.8 lo 
cual parece ser muy grande. Podemos ver en !a figura 1 (ni final del capítulo) una 
gráfica. del nivel de significnncia contra el extremo izquierdo y derecho del intrrvalo 

de ?viDP correspondiente y tenemos qHe para que sea rechazada ln. hipótesis II1 e11 
necesario que a< 0.37. Tenemos entonces que según el contrastre de significancia 

de Lindlcy ric deLería NO rt~chazar II1, nún con nivele.e¡ de significancin tn.n bajos 



como 0.5 y sin embargo, .fic¡:pin el método <le comparación de probabilidnde.;;, fH' 

deberla prcÍt'.rir II'J pt:cr!0 rp1r P(H2 l Zn) t•s lf> vccf's rnayor r¡ue P(JI¡ ! z11 ) para 
( ---:: 0.2 y 5 ;1 VLCí'.S m1ynr <JllC P{H¡ ; z,.) ni t - - 0.5. 

En d t.'.}cmplo anterior el intervalo J(' MPD r1::>11ltó to..n :!Inpiio pi1rqu.c h 

precisión es muy haja, Hi numentf.::-:::--::; 1n. 1;;-:;d::L.';:: :. !._ t:·r;.::;n-cJ- que el int~rvalo 
de ~1PD, po.ra ü o-.:: O.f>, vs ('-O.C54, 2.Sfi4) y p:-iru. rechttl.rií ll¡ e.s necC'sario c¡u'.: 

O: < O. 71. En este ca.so t>cguimos t(>nien<lo d mism0 prohlcmn que antes pm.•sto 
que P(I/.i \ >=n) CR 22 vcccR mayor que P(Il1 ¡ z,i), ¡mra l ~ 0.2. Si aunwntrunos 

In prccisi6n ahora a 5 el intervalo de MPD l'"'"" ··-O.O'" (0.31G, l.884) r en este 
caso <:oincide d mé>todo de compa.ro.ci(m de probabílidndc~ y el <le Bignificancin. 

de Linclley, igual i;i tomn.tuos precisión <le 10 o c:ualquírrn nifu:. grande. En l;i..'i 
figurM 2 y 3 aparei'.en la..~ grMicns dr:l nivrl de Hignifica.ncia contra lo!'\ extremo.<: 

derecho e i1.quier<lo del intervalo de ;\1DP r.orrC'sp,mdicnt.e a precíidonrs 1 y á 

respctt.ivamcnte. 

Notcrnos que el iínico prohlcma ~icrio para nplicn.r el mét<H~11 de compa.~ 

ración de probabílídadcs en el caso gencrnl ('fi ntlcu!n.r P(II1 ! Zn); por lo visto en 
los párrafos anteriores parece ner que si: 

llA¡;' -bll > < 

ó 

Aµ•</. V,(b), 

cntorn~cs: 

P(AO E V,(b) l z,.) < 0.5. 

Si ln conjetura anterior t~ vcrdndertt significa que si A¡i•, Ja me<lia d(! tn. distrihuci6n 

de AO, NO pertenece a lo vccinda<l V,(b) de ¡¡k (ó i1A11' -bll ><)entonces debemos 
preferir llz, pucRtn que P(AO E V,(b) 1 z0 ) = P(ll¡ 1z0)<0.5; to anterior es una 
generalización de lo visto nnt~ para la t un.idime¡rsional y pn.rf'c:~ ser cierto •m 
general aunque no he podido demostrarlo. Esto nos daríu. una gran ayuda puesto 

que calcular llA1<' -- bll es hru;lanto fácil y si 11.4¡/ - bll > e prcfcririnmos H2. 
Observemos que si l!A¡,' -· bll <e tcrnlrinmos ~ue rnkular P(H¡ 1 Zn). pero sólo 
en ese en.so. 

Analiccmoo un poco mlÍ.s la hipótesis H1 : l!Oll ::; < y como interpreta ésta n 
la hipótesis planten.da antco "El rr..oddn lint>n.l no es adec11ndo11

• En principio nos 
parece mejor que In. hipótesis ll1 : O _-:..O pués I'(ll1} = O 11hora, intUiLi~1 t.1 .. rn.c.ntc 

supusimos que la hipótesis If1 : l!Oll 5 < interpretaba la prop01'ki6n "El modelo 
lineal no es adecuado"' pero ¿ que t.nn cierto nos parece que un valor pr(}UC'iio de 
f rcHejn. un mal u.juste en d modelo? 



Grñficn..,_i:, del nivel de significancia contrn los extremos izquierdo y derecho 
del intervalo de MDP correspondiente: 

1" 1 '1'1 .. \•'''1./''l ,. 
____ / 

~-/. 
..---. :;.1 

·~----"'_ ... -----
1.1 

- ~). 9 --... 
--..,,_. 

·-.. ..... 

Figura l, 1(15,1.l,0.2). 

t 
·· :L 1 
oo-~ J 

-0. 7L ,_, 1_, .. ,, 1,,,. 1:-~2:'-TJ-rr .. 1 
º·º' \.11 t.1. 0. 7.5 0. 79 1J.83 0.87 0.::1 

Figura 2, t(l5, 1.1, 1). 



-Gráfica del nivel de sig,nlfica .. nda contra los r~xtrcmos_ izquierdo y derecho 
del intervalo de MDP correspondiente; 

2.7~""1' '! "I· " 
\o • ./ J 

2. 2t ---~·'" ~ 

1. ,[L -~. -----.---- j 

1. 2 ' ', ' ' ' 1 

lj, 7 ' ' 

o. 2 f ---------....... ______ . 
ºº-r~----~--1--------:~ 

- r), ~· W...UW...W..--'-'-'-'-.L-'-J-1~.----'-~ 

35 39 

Figurn 3, !(15, 1.1,5). 
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Supong&mo:-1 que tt;Jh:Im'" u;1 ¡¡;0,li..::~J •í';..: ::e aj~:~-:~_:; ~~-:.1:y h!"n {\p<:. ilntn., !"P 

cncucntrnn ~obrt• 11n•1 t1•rt.a) 'i qnc el :·naCcb C'.' r ·-JI}.\' .. ': l\hnn! p0<l1,mos crear 

otro modelo con la variable }(1 ~- aX y el moddo l'iería Y ·,.;_ (10/a)X1 
4- t., si rJiorli 

ponernos a= 1000 el modelo nos queclll. 1· ::.e 0.01X1 t r y O:· 0.0l (j_ue es pequeño, 

sin embargo el modelo sigue siendo igual í\e bueno. Notamos que la elección de 
( debe depender Je ln. escala que t•Btnuto:i ntiliznndo p1!ro 1um mtLs: S11pongarno:; 

q11c tenemos un tnodelo muy malo (unn. nnhr• ele puut<JS con poca relación entr·~ 

ni) pero hay unos cuflntoA puntos por cfobajo ch- Ju. nnbc y n:sulta. que la pendiente 

de la recta. aju.<;tnda (¡:•) es m.uy gr<mde y en re<ilid:11l el n.ju~;te rlel moch·ln 1~~ mny 

malo a.un cundo O sea ¡~randc, cntonrcH ~¡ l:Jt•li > ( knc:mo:; C}lll' P(H2 l zn) > 0.5 

y preferimos n Il2 {"El modelo C8 r1.dt:cuado") aun cuandn esto no no.'i rm.rczcu 

muy correcto. De lo 1rntcrior podernos hacer dos ob:,1.~rvncíoncs: 1) Aun cuando 

sabemos que T'(II2 \ z,.) > 0.5 no J;l hcmo:1 calrnla.do y ni l;l vari;~hilidati en V l'.~ 
granrle {tiuc f'H el en.so al trabajar con })untos rm1y dispen;o::¡) muy posiblemc·nte 

tendremos que P(II2 i z11 ) sea muy parecida a. 0.5, lo cunl non hnría <lndnr d1~ 

la validez <le H2 y por otro la<l1J 1 lo más importn.ntr, 2) tnl vp;•, not1 pa.rczc:\ que 

BOi\ ....:: ( nn sea u:r~a buc~na. m~dir1a 1lt' h ralirlnrl rlPI r\jnstc linen.l, pero liníl.lnwnte 

quien dche <11~cir qne es un modelo a<lccundo o no{'~ el intereHr1do f'n llevar a. c!lbo 

el contrn.stc de hip6tcsis. 

Nut:stn.1 intento de btcrpr1:[;1r h liip/,fJ·~;i.:; "El morl(•!o lü~ejll no Ps 1>rl1•

cuado,, c:omo una hipót<'sis pnramétricn. compuesta f'stuvo rc:;tringido ti i\0¡) < t 

tiin ernhmgo1 el camino que hC'mor;; esqUf!OHiti:t.Rdo aquí ('H r.slf• sPntido me parcu 
viable. En una investigación futura unn opción sería encontrar unn m<!di,la con

veniente de Ja caliJ1td del ajuAte lineal (r.OIIlO por (•jcrnp]o ifi fl 2 O f!\ Cocficicnle ele 

correlación nníltiple) y entonces f'Btipular una h.ipótc::;is r.ompucsta 11.¡;n.ndo esta tn\!

clidaj t>cgurnmcntc que rc::;ultará complicado, pero como hcmo!i Vi!:> to acp1í 1 podemos 

encontrarnos con rcsuhados intcrcsantei:; que nos conduzi:nn a tf~cnicM prñ.c.licns. 

Lo que siempre tenemos que tener t~J1 (Ucnta (y 110 sólo para lo~ rnodr\o<; lineales) 
es que si In hipótesis suele ser Hi : O= Oa, en estadística Ilnyrsii1na no tiene porque 

estipularse como Hi : O E V, (Oo). 



Capítulo 4 

Conclusiones 



Capítulo 4 
Con el usioncH 

En cstu. tcsi!i intenté ubictLr, nJ problema de nmtrn:ite de hip1)tcsis 1 <ll'ntro 

de los métodos r,encralcti usados en c::it.n.dfotir.a Bayc.".iann. Como ya expliqw~ ant<:!-1, 

dentro de la cstndística Bayesinna se dii"iting1wn dos tr.nrl(•ncirL" principales: En un;~ 
de estas se resuelven los problcmrw ni inferir ( comn t•n Box y Tino 1073). En Ju 

otra tendencia el prohlcmn es tonrn.r-. llIHl d1:cisiún (cc1u10 Herp;('f Hl80). Debido 

í.L lo anterior, presenté C'H el capítulo l el teorema <le Bap·s (inferencia.} y los 

conceptos rná.s importn.ntcs de In teoría tlc dt•cisioncs¡ de esta. rw~ncri!'., en el punto 

2.2.1 trato el problema de contra..o;tc de hipól.esiscomo un problema de infcn~ncin 

y en el punto 2.2.2 como un problema <lr. dcdsi<Sn. En el punto 2.2.3 expongo 
otro método (contra.o:;te de signiflcRnc:in d1~ Lindley) qm~ mil.neja a lo~ cnnlra.:;te de 

hipótcsiscomo un problcmn. de inferencia. Carla uno de estos métodos Re exponen 
junto con algunos cjcmplos 1 en donde todo resultn hi~n. Sin ~mbargo, en el capítulo 

3 se expone un ejemplo (modelos lincnks) donde ln..11 co!•a.s puf'dcn no fundonnr 

correctamente, al intentar c:ontr<:!..Stnr cicrta.s hipótci,;is. Lr- importanda tk ~~:;te 

capítulo, apa.rle ele la. compurnción de lo!:i méto,los expuestos eu 2.2, es t!jempliflcar 

las hipótesis multiparamétricas que son generalizaciones de la-; unipn.rarnétricas 1 

t.rnl!id(L<; en el cA.pÍtulo 2, 

Los problcmns importantes que noté n lo Jaq~o de la f'Xpo.sición tic este 
trabajo, aparecen con c:l contraste de ln.s hipótesis: 

(1) { il¡ : o ~ ºº 
ff2 : O f Oo, 

siendo O una variable aleatoria continua. Como ya lo he discutido en los capítulos 

anteriores: Tenemos que P(If¡) = O y ontonr.Ps P(ll¡ i z,.) = O, lo mal nos 
llevaría a preferir H2 independientemente del resultado de la muestra z11 • Como 

dice Winkler (1972, p.424): "Esto no refleja una falla "ª el enfoque Dnyesiano; 
al contrario, refleja lo absurdo de la hipótesis H 1". Si estos tipos de contrn.stes 

parecen ser tan nbsu.rdos, desde el punto de vista ele probaLilidnd tan cln.ramcnte 

a favor de la hip6tesi H2 1 ¿Por qué se insiste en plantearlos '? 

Ln respuesta a la pregunta anterior me parece bn.'itantc d1lrn.: Sr. insiste d 
contraste de hipótesis(!) debido n. una muy defectuosa importación de un concepto 

de la estadística Clásica. 

Dentro de la estn.<lística clásica se supone que e} pn.rll.rnctro O, que determina 
la distribución de la variable en estudio, es un valor fijo pero desconocido. En este 

:ontexto1 plantear la. hipótesis: 
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tiene mucho .sentido: lf1 propone que el vnlor <ll~ O sea Oo. Desde luego, la.s 

técnÍCfL<i para re1diznr el contrn.sh· de hípótl'sis(l)i dentro de la <'stndfatirl\ CJrí....,ka, 

son completarnentP- dhtmtas a ta..'i expue!Stl!.'1 ('Jl esta tesis; panicndo 1icl iit•cho 1Ít· 

que O no :::e constrk:-u. :mn '.'ar!alil(• ni<':ttoria. 

El coutrn:;,te <le Hi~nificnncin de Lindlcy, <'Stu<lio.do en el punto 2.2.3, pro~ 

pone un rnl~todo, que tt':cnica.mr1lt(~ 1w tiern~ grnndt'!:i r.nmplirndones 1 pant l\r;vnr a 

ra.ho el contn.rst.e (1). Pt~ro: ;. Ci:al es laji..~.stific:nr.ión (le este m~todo '! 

Vimos ya n lo lnrgo <1(' ln. tesii;, y t•n parlicnlar 1i.l principio del punto 
3.3, que la mruwrn cJptinrn de clPgir r.ntn~ II1 y II-:, l'!: 11tilizn.ndo el m{·todo de 
comparndón de probabilidades, obscr.·~m<lrJ a 1•<;te corno un C:il...'iO particular de In 

teorín d~ drcisioncs. Lo n.ntcrior nc.s conduce a unn. rontrrHlir.ci1ln: Puc<lc? clari•e 
el ca.so de que utilizallllo el r:ontrn.,,.te el<' ~ignificnncia rlt~ Lintllt')'llt) rrchacemos 

la hipób$ÍS ll1 con un nivel de signific11.neia muy ulto mi<.,ntr-<t...'1 que, siguindo Pl 

tnétodc de comparación de probn.bili<1arleH1 Ht' prdlcra fl. Il '.! ain lug1H 11 1fo1fo.::1 y:.1. 

que P(H2 [ z,.) -- l. Aún Lindley ffif'nrionn (LinJJ,,r. !a70 p.50), acerca de los 
contra.ste::i de i:,ignificn.ncin, que i~unl que con el ronr.cpto de región dt' máxima 

densidad, un contraste de significnncia ('l'i utilizado por vcntn.jil...-i prríctica.."i mfu; que 

por que malcmáticamenle se com'í'niénte. 

No existe razón tr6ricn para aplicar un c.()ntrnstf' di· 'iÍgnific-r~rH:hi., ~·iilo qn~ 

téc:nicamcnte es f P..cil aplicnrln. 

Sin úrnsi<lcrar :.l.ho.r:i d ct.mt!<.:..ste de ~;!~~:1!Hr;:!!ria d" ! .. indh,:·1 nt rn oprión 

parn. llcvn.r a cnho el contarste (l)i es cambinr In rlistribuc:ión de O 1\ una distribución 
discontinua. Una. distribución discontinua en O(¡ implicaría que el único punto en 

todo el espacio pn.ramctral 8, que acumula unn. probabilidad mnyor que c:cro 1 es 

prcci:mrncntc Oo. Resultn que, siendo (~un conjunto no numerable 1 d(" entre todos 

los puntos en 0 C'Scogemos uno 1 Oo, y sólo a C!';tC' le ntorgnmos una probabili<la.cl 

mayor que cero. Después planteamos el contrac;tc de hipótesis: 

I1 t : O Ou 

Realmente no existe un nrgurnento en contra 1lc el uso de un modelo dL'i

continuo, dentro de la teoría de probnbili<lades y In concepción de la. probabilidad 

subjetiva, pués: 

1) !viatcmáticn.mcnte d mu<lcl.u e~ l'.Ufrt!du. 

2) Alguien, por alguna razón, puede requerir que I'(O ~ Oo) >O y ,¡n em

bargo, tener com espacio paramctral un conjunto con medi<ln. de Lebcsgue mayor 

que cero (en particular, no numerable). En este ca.r;o, no qucd1Lrín. otra opción que 

utilizar una distribución discontinua para O. 
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Aün cunmlo no podemos der.ir que el uso de lHta distrihuci6n discontimrn, 

para llevar a cabo f'l contrnstP (1), b('íl. un proc<~dimlento !rlf'orn'nn; ln1y que hM·cr 

notar que: El cnso pl111ü1)1Hlü t'i1 '2) ~l! rt.:f:rri:: t~ u:-~ cono:-!cimlr•1~i:o !!11!)' 1':.:t rn1i•1; 

exlmordinario. 

En el cnpítulo 3 diric\ltÍmoR que, trd ye;:, nn 1~<,h•rnos intf'ri':-:;1dn:; c·n f1llt! 

O:::_ Oo tdno, más bien, en que O e l'r (fio). El conn•rtir la hipótc;s l-'Ímp!(· JI¡ : fJ Oo 
en In hipótc~is compuesth ll1 : O' \', {Oo). y a.-:i tf~lln un rnntrn.st(• ,le liipfite~;isdt' 
compuesta contra compuesta 1 ti(!l\C s11 prtdo: i:1rn r11an11o ne¡irmw~ (pH~ \'alor f.t' 

le va. n clnr n tes uecc:mrio pre~untarnos ni e1; verdad lit hip6tt:•h; Jl 1 : O(~ i':(Oo) 

es ~n la que p•;tamos intcrt~!ilH1os. En re.·mmen, de cst.-::; rnndn.,ionr..s 11ropt1nt~rno;-; 

que: 

n} Dclwrín.mo-; d11j11r <1~· utilizr1r el umtrastt• th• tiignillnrncia de Lindli:yi y 
utilizn.r el tnl·todo <11~ cornprua.ción dt' proliabili1b11.h::.:, o (rn i-;u C<t .... o) lPorÍ<;. r.1c dcci
siom·s, como e.l métoilo ~enern.l pn.ra contrn. .. "'•l<lr hipót!..~!'lis en Pstariístlr:.11 lhy.;siann. 

L) Hacer un C\H'slionn.micnto mi1111c:ioso tle la. hipótesi.i.; J/1 : O:·: Oo, ni nos 

enfrentamos a un contraste como (1), intentando rc~ph:u1h·n.rlt1. en una hipótesis 

compue.sta. 1 ante.~ dt..! ntili1,1~r un modelo disr..onti:mo pnrn O. 
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Apéucllce A 
1\t1edi<ln e Integración de Lchesrruc 

La teoría <le la nu•tHda e inu·gracuin <le IA·l1<~:-i~u1~ C.ti uui":i. de 1<~ r;.mas uw ... ~ 

tunplias e importantc5 dt:l auAlisis mti.1.etuático, !;~ int1•nción de ('~te aph1dice r10 

es, ni rcmotruncntc, dl:norrolli1r este tcmn 1·n Y,f'.nNn.l; por Pi contnlrio, la idea df.• 

este npt'.·ndicc es c11tcndcr :'íomrrruru~rlt e In q11r: t'.~ una tnPc!ida en R y snher corno 

calcular integrales <l1• LPbt~g11P sólo ¡rnrn alguno:-; r;u;os pa.rticula.n~R importílnte•. 

Los tcxtoh ~ohrt~ :coría ele la uit:dir.111 e iutegrac:ión .-;on lrn ... '>tante ,1varnrndo."' 
y se n:t1uier<! ele conocimi~~rlttJj !k an,i.li"•ÍS romo continui<l;Hi en 11spc.t'ios mt'·tri~ 

cos 1 integral de R.i1~rnílnn-Stieljc~ de:. y 11cidones hA0inL'.; de topnlo¡jÍ:t. P1ira Hilli. 

exposición c01n¡1kta d('l tun1~ ¡rnt•dc cornmltn.rsl' Pfeffer ( 1077) o F(:rnánii1'Z (1970}. 

En los punto,•; A.1, A.'J. y A .a !il~ hace nní1 PY.po;.;ic:ión rnny ni1JH'r'1 tle los 

preliminarc:.'I lurí..s esencial e:-; 11nr;\ ··l f".,t.i1tli1J il1~ ··~ta. tcnrin y dccidi indnirlos :;(Jlo 

pa.rtt. hn('.er rrni.s ff•dondo el trnb;1jo1 1ni itttenci6n no 1~;.: explicar ddílllatb.mcmtc 
estos tres primeros punto:!, pero lc•s punto·; A.·1 1 A.5 y snbn· todo A.íl ch·hl'rán 

leerse con cuidado p:tra <-nternh.;r \() qtJc rs u:u~ meli(l<'- r:n R y r0rno pm1:rínn 

c<1kular:J1;: la.s iatP;;rnk;; de J,ehc~G:W' ';'1" ri!''tl'f'í'l'fl Pn lh te.-dn. 

En d np{!ndicr!, corno en toda. la Le~,b, \'hll\OS ll ,knotar el u_injnnto dr 
\o.;; números rea.les ron }{. <ll ronjun1.o d~ lo:; tnhn('ro~; rcitlt'::! 1•xtcndi1lo~ co11 R* 
(IC __ ]l "....,, { .; .. , .x;}lL c~:1¡ Q ;¡J (f'!.':1::.11, ¡),.Ir,-, n1'1¡nr'rr)_º rnr.ion:-i.lr~', rnn P(fl) :'\ 
la fomi\in. de snhr:onjunto¡; <}p} conjunto {1 y fl)J¡ \A(:r.) a ln. funci¿n índira•lon~ ele 

1\ (x,1(x) = l :;i .t '" .. 1 y XA(x) -"-O tii x rf A). 

A.l Espacio Mcdlble 

PRra csllHli:i.r In:-: f• .. <,pados mcclihk,;. 11<!Lcsit<unos la siguiente definición: 

Dcf: S('rt n im ronjnntr-', decirnos <¡ne A e P{fl) es una a-·--álgchrn si: 

1) íl E ;1. 

2) Si .. l E A => (] ,¡E A. 

3) Si {A;} i ~ 1,. . .,oo eon A; E A entonces: 

"' LJ A¡c•A. 
i=l 

Como ll ·:: A, ••ntnnrt•ti O- íl =-• 11 E A y,; {A;} con A.,. E A como íl-·A; E .4 
entonces n.4¡ = 11 - u[n ·-A¡) E .A. El ejemplo rnás sencillo de u-álgebra de un 
conjunto íl es {n 1 0}. Para. estudiar otros ejemplos vcnn1os la siguiente definición: 

1 Vh.1e Pfdfer {1977, p.l:?). 
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Def: Sea íl un conjunto y l e J'(fl), llamamos a o(l) 11< a--álgebrn 

generada por 1, 1\. la intersección de toda.o;; las a--álgebras que cont.ienen n T. 

E::. f,ici! Jt1>J.~1~~r.u- que a(!) en re:r:.!id;i.d ~:;;:::~;-~o ál{;c!Jr:i. y qt:c '! ": .:-(?º); 
se sude <lcC'.ir qu~ l~(!) ~s h !'!:l.Ínim1 cr i!g1.?b::? q•.1f'"'. c0nti('!lC :! '!". 

Si tenemos !l ·:.·. R 13. a -ñ.lgdH1\ <le Bon·!, qu(' Ilnmarcmos B, 1·~ l;l a- -álge-

bra generada por la familia J { ( - ce, a) ! 11 (· ll}; como 1 C B entonces 
(·-oo,a) ( B para todu a (7 R, tc?H•ruoH cnt()nce1 qur· :a,c.-..:-} ~ By (--o.._~,aj 

n~l ( · 00
1 
a·!· 1 /i) (;: 8; de f'Htn trlí\.IH'r<l. obr,erVt1fJlOS 'Jlll' todos lo~ int.~rva}ns ("f'fri\.· 

dos o nbicrtos de R csl<~n {'n B, y también como { n} ( -C'O, a! n !a, tX"") resulta. qm~ 
todo conjunto unitario {11} c:,tf1. i._'H 3. Ob:-irrvnuns P1llonr1•s q1u· si A 11s n1:merablí' 

A ::-: U{a¡} i:'Oll a¡ 1;_ A i I, ... ,.--x: y resulta que A'· B, y t('J:t·mo8 qne todo 

cox~unto nurnerahlc t'"itlÍ <'ll B. 

Veauw~ estP otro cjemr1ln dl· rr ;'dg11br:l; St·:1 .\! !(_ finito o l!lJJnC'rnhlr-

y tOI1lCl!10:> !1 .\f, a .\f Jo \"J.::HD"i r~ !b!r::r:!" e! CO!lj11;1~.0 d•.'. ;rn;¡tn:; r!f~ Il!'2-":~ J' 

vamos ll tomar como o álgPhr•~ de 1~:,tt• a P(A!}. Nótl'M~ 1¡11c J~(n) t'~ siempre~ tHHt 

u-··ií.lgehru plH~S fll n . A y ,_!Ai pt.'rfff¡f'Cl.'li i1 P(n) porq1!f• ~Oll ;..;uLn1nj1111tO!i cl1.' 

n. 
Vcu.uw;; a.l10r1~ h> que es \lh ('.~J>iH'.io rrwdihli:: 

Dcf: Sean un conjunto r /. ,~ T'(!l), lbuw.mus r .. b 0lopb u1, A) C.'l¡uicw 

medible si A es una a,~álgE~bra. 

Ejcu::plQ.3 Je e:;¡;acin5 l!:lcdlb!cs t:G!l C!~to:J~'.t'.': (R, 5) 6 {!.[, I'{J!)). v~!.:l!S:O 

n füimnr conjunto medible (de un espacio medil1lc (n, A) dado} si t':->tc conjunt1) 

pcrtem~cc n. .4. 

A.Z Función nwdiblc 

Dcf: Sea (fl, A) un espacio medible, dccirno~i que f : n - --• R. es unn. 

función medible si P"'ª toda"''- R, {x C íl 1 f(x) < n} C Jl ó r' ((--•xi,<>)) E Jl. 

Si tencmo!i el espacio medible (R, B) cualquier función cont.in1111 f: R -- ·• 
R es fu11ci611 medible puesto que la irmí.gen invcrsn. d1~ u.hicrtos es u.n abir~rto y como 

todo abierto está t!H B tenemos que ¡-- 1
((- O;J,rr}) e B. Puede demostrarse que 

si f tiene un conjunto finito de discontinuidades también es rnc<libl1;¡ hay rrmchns 
mñ.s funciones mcdiblcs pnra. (R, B) pero para nuestro esluíEo con conocer estas 

será suficiente. 

Para el caso df' (Af1 P(!\f)) tenemos qne toda fundbn f · J\1 --~ R ('S 

medible puesto que f "1((- x, a)) C.\[)" por Jo :~nto r 1(( :xo, C<)} ( J'(M). 

Si (0 1 A) es un espacio medible y f : n --· R es um~ funci6n 1ncdi

ble, llnmnmos ¡+(x) = f(x)Xf(x)>o(x) (In parte positiva de f) y n ¡--(x) 0~ 
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-- f(x)i: /(r\/o(r) (la pnrtc ncg1.tiva •le!). Es f;\cil demostrar q1w j' y [' t .. mbit" 

son mcdiblcR y que J ~" f 1 - f . Tambit~h !:>e tiene que si f y g ~on f1111ci11111•_ ... 

mcdiblcs entont:('8 f ·t· g, f -- y, f g y nf !>On rnl·diLlcs JJa.ra tod:i o (: Il, y 1111e si 

A es un conj1111to mc<lible g(r) - f(x),\A(:r) '" t1110 función medibi<:. 

A.3 Funciones Simples 

Dcf: Sc·n (O, A) un psp1lcio medih\11 y J : n ... R una fuución medible, 

decimos que fes una función :.iiml'fe si f(11) (el ('Onj1111to rle valores que tomr. f) 

es un conjunto HHiio (.:;ubr:onjunto rle Il). 

En d r-spado { R, B) la..; fonrionp:; ~1mp le°' ~t· \'Pll como fondones e.sc.nlo

m1das. En el espurio (~\f,P(.hf)) 1;i 1\1 es liaito tod:J.5 las fu11c.ione~ 111edil.1lcs 50I1 

simplcH. Los siguiente;, son do..; tcorcm;i.!1 \>;í:-,icü': P1\ ln. leoría ch• de ltt rnedidn.1 para 

h1 . .'i demo~tmciones corr1·~púUl1il ;;!1:, r,:lC{~t' ,::Jn~:·.: !~:->.;-0:1• h. l1i11lio'.1rafh mf!ncim1n.(la: 

Teore111a 1: Si (O, A) e~ un espacio n1ctliLlc y f : n ' lle~ mm fonci6n simplt·i 

C'í1ton<:C's cxi:.iten Al· ..17,. . An conjuntos mcdibll':'i y n.1,a2 .... , ªn números reales 

distintos talen que: 
n n 

n" u .'1¡ y f(x) e L"iAA" 
l""-'1 ,· -I 

Y A.1, 112, ... , An y a¡, ª2• · .. , tln r.ou \Ínicos ~ah·o por el orden de estos. 

Tcorcrnn 2: Si (fl,A) t's un espacio medible y f: íl ---~ R unn. función medible 

no negativíl., entonces existe una sm·.csión {$n} de funciones simples con O:;: .'In:=; 

.<Jn-t 1 ~ f tnl que: 

.1,.(x) --• f(x). 

Vemos del teorema 1 qltC toda función simple es S\trna finita de funciones 

de ln. forma ªXA con A medible y el teorema 2 indica que toda función medible se 

¡1uedc aproxinmr puntualmente por unn. 6uccsión creciente de funciones simples. 

A.4 Medida 

Def: Sen. (fl, JI) un cspncio mc<lihlc 1 uní\ funciém µ : A _, ll' es una 

medida en (íl, .4) •i: 

1) µ(0) =o. 
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2) .Si {•\·} i '"'; 1, ... , x í'S una fol1•rcít)n dr' r.1Jnjuntos mcdd .. ilc~1 lk~junt.u" 
dos n dos (A¡ n Aj =O, i f- j) entonces: 

00 00 

¡t( U A;) e L ¡t(A;). 

·~ J •-=-~J 

OhsérYcsc que si ¡t(!l) -:-:: 1 cnt.onces JL •~R una funci{1n (fo prolHihilidacl. 

Intuitivamente, una función de medida mide a cualquier conjunto di: ht n·-álgebrn 

correspondiente siguiendo ln.s n.•gln.s 1} y 2) q11t· intuitivanwnf1! 1ni· pnrPccn tlttra.-;: 

Ln medi<ltt del conjunto vncío <'S cero, y la rrwlii(ln dt' unn 1mi,Jn ck nmjmüos 

<lisjuutos e~ ln s11mn dP ln...'1 trH•didrL" de rn<la conjunto. 

Para el <·spaciil (.H, P(.\!)) tL'IH'Jnci:i la. Illt'\licb d\' r.rmt.rn q·.Jc~ r-., la función 

e : P(.tH) ·---· n· que St' definf' para :1 ,.~ P(.\f) fini! o como e( .·tj lllÍiiH'l"O il1_· 
elementos en A y c(A) - cic si A 1:::; irifütito (ntunernl,!1·) En P':it1~ n~so nIPliimos n 

un conjunto según el !lÚrnno df! eh.!merüo!-1 qiH' ti('nc. 

Si u.hura tL'IH.'lHOS n --:: R vamos ü trn.bajar norrn<dlll('Jlt{~ con la mcJida d(• 

LcLcsgue, esta medida es muy difü~il dt· cor~strnir JWif1 tit'!W l!nicha.'i p~r·pi1•1b1l.•s 
muy títilP;-;, La medida d1' Ldwsg111: t·'~t;Í. r}pfinl•li1 en 11nn rr ·:ílg('lmt A• f11H' cnn

i iene a B (!::. e ú!¡;cl,r;, ,k U1Jfl-1J y fl'-..ulta q111: toda úmr:ión mr>d1hlc, usandn In 

a--álgchru 8 lo es según la a···fdgebra de• Ldw"igt~c· A" ("n p11rf.icular ia.s funciones 

contimrn.R o con un ni'm1rro finito de di'l<:nnti111ddadc<;}. Ln mcdich de Lel.1t•:;g11e 

ln llamamos,\ y como carnclerítitica bú1drn. d<1 esta te1wmrn1 que ,\((a,h)) ::-: h -- a 
(Ju medida ele un interv;ilo cualquiera t'S la Jo:1~ilud de ~' ..... te). Intuítiv:1m('ntc·, la 

medida de Lebes~uc• midr. !11. longitud (},. lo~; \onjuntn~1, ~1i t.cnr·mw; fJ < r Pilt(JJlt:"i.'.'; 

,\((a,b)U(c,rl)) .· b -a 1 rl- e ysi tl <e< b resulta que .\((11,b)u(c,d)) '"ti- a. 

Sin embargo, .\((a, b) n (J) ::- O por que Q (d ro11jn11to de los números rarionalf1
:-.) 

CH numcrnbl<' y ,\(lJ) -·O por lo ta.nto, A((a 1 b) :1 q) -- O. Esto nos din~ que,\ sólo 

a.signa medidíL<> po:-;it!vas a conjunto!:: Hcno.1 o gordo,1 pHt','> nün cuando Q es dm1so 

en R (entre cada dos renh·s hay un cleulC'nto de Q) Q PS m11y finco en r:omp<iraci0n 

con todo R por que q es nuuwrnblc y R no. 

En el capitulo 2 se utiliza uníl. ruedidíl. para {H, A") qnc en cicrt<l forma es 

una combinnción de e y ..\. La llamarno.'j rnedidn discontinua (en ro) y :w Jpfine 
como: 

¡;(Aj= ,\(A)+ XA(xo). 

Esta. medida es igual a In mc~dida d~ Lebesg11c salvo que s.e le rnma 1 si xo está en 

el conjunto a medir¡ esta rnedi<ln podría gc11cralizarsc para nn conjunto de puntos 

.N = {x11X2 1 ... 1 x 11 } poniendo: 

n 

¡i(A) ~.\(A)+ L XA(x,). 
i::o:l 
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¡t(A) es igual a .\(A) mñs el mímero <le elementos dl! N que «!stén en ,·1. 

A.5 Espacios de Me<li<la 

Def: Sea (n, A) un cspncio medible, lln.mnmo::; a la triplcta (n 1 .4i1t) un 
espacio medibl~ Bi µ : A --t R• es unh mcdidu. 

Cualquier espado de probn.bilidnd C!i un espacio de nu:-rlida, otros ejemplos 
de espncios de medida son (M, I'(M), e) ó (R, A',~). Cuando hahlemo• ele funci<>
nes mcdibles en un cspncio <le mt:dida (íl, A1 µ)nos rderimos n funcinncs mcdililes 
en (íl,.li). 

A.6 Integral de I"cbesgue 

Vamou u definir primero la integral <le Lcbc:;guc parn UEl\ función f:Írnplc 
no negativo.: 

Def: Sea (fl,A,JL) un espacio de mc<li,\a y s una funci<ln simple en éste 

con s 2: O y s(x) ~- 2: a;XA;(x); i = 1,. .. , n. La integral de L'b'"Y"' de ·' es f ,,dµ 
y se define como: 

j sdµ = [ a¡µ(A;). 
1:0:1 

En el espacio (A.f,P(.1\f),c) una. función simple la podernos expresar como 
,,(x) = L:a;x,1,(x) con a¡= s(x¡) y A;= {x¡} parn todo x¡ E M con ·•(x¡) f O, 
entonces como c(A.¡) == 1 tenemos que f tHiJt :-..:: '.[.q(x¡) 1 la sumn de los vn.lores de 
.s. En el en.so de (R, A• 1 ,\) la integral de Lebcngue de unii función simple positivn1 

que se puede ver como una función escalonada, es la Ruma. <le las árcus bajo los 
escalones. 

Dcf: Sea (n,A,Ji) un espacio de medida. y f 2 O una funci<ln ffi(_!dib\e, 
definimos f f dµ la integral de Lebcs~uc de f como: 

f fd¡i = sup{f sdµ 1 O::'. s S f, con s función i;imple }. 

Como vimos en el teorema 2 existe mm 1mccsión de funciones simples 
O "'.:S s 0 ::; f tal que s11 -• f 1 de esto. manera f s,iclJl es una nproximncíón a lo que 
debe ser f fd¡i y por eso definimos f fdµ = sup{f .•d¡t 1 O '.S s 5 !). 

Finalmente definimos f f d¡i pn.rn cualquier función medible como J f d¡i = 
J ¡+elµ ... f ¡-d¡1. 

En el caso de {AJ,P(A!),c) <~s fácil <lemostrnr que para cuulquicr funciún 
medible f f f dµ = LzEM f(x) (la suma oobre los valores que torna n. En el 

- 51 ,_ 



ca.c;o de (R, _4•, .\) ~i tenemos una función medibl<' f: Il -·-+ R contin.UI! o con un 
00 

mímero finito de discontinuidndcs, J fd>. = J f(x)dx (In integral de Riemnnn) y 
-m 

"" si le1u.:mut> nnn. medid~ di"lrominua. en zo cntonrr-t J f d¡1. ~ J f(x)dx i- /(xa). 
-co 

Definimos pnrn todo A medible n ÍA fe!µ - J fxAd¡1 (est~ bien definida 
puesto que f x A es medible) y tenemos que: 

b 

Ji fd>. ~ j f(r)dx 
[a,b] 

11 

si f eti continua o con un número finito de <l.iscontinuidade1 1 y ilii / : AJ _ ___., R 
tenemos que: 

A. 7 Densidades Genernllzadaa 

Veamos al10rn c.üruo se utiliza t>l rn;iteri1d anterior dentro de la tcor[n de 
hus probabilidndcs. Sen X una variable nlr:atorin (v.n.) discreta, podemos tomnr 
M = {x E R 1 P(X '= x) > O} {los puntos de mii.sll de X) y entonces tomnndo 
J(x) ~ l'{X = x) rcsu1t a r¡nc: 

j file·~ L f(x) = L P(X '' x) ~ r(,1) 
'1 -iEMnA :t.í::.Mn.t 

y podcmo8 generar a la función de probabilidad lle _,y rrwdinnte f con la rcln.ci6n 

P(A) = ÍA fdc. Decimos cuton.ccs que fes nnn función de densidad focnerali
zadn) con respecto o. la wedi<ln. de conteo (e). Un (ücmplo de esto podría fi(~t 

X ~Poisson(O) M = {1, 2,3,. .. } y 

º' J(x) .c. cxp(-0)~, 

que es la función de probahilida<l d(~ X. 

En el ca.so de tcnl'r _,\. v.n. continua, su densidad es unn. función J : 
R -.--. R continua o con un número finito de discontinuidndeB (como la. densidad 

Normal, l~~ Uuif.Jnr.c co:i.ti.n~rn 1 lR <l'·n~irl.a.d F, etc.)¡ en este cuso J es una den!'iidad 

(gencra.lizacla.) con respecto a la. metlilla de L<:bcsguc ..\ ptwsto qne: 

P(X <o.)= J f(x)dr" J fd>.. 
-·oo 1·-00,nJ 
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Se puede generar entonce.:; la función de probabilidad de .X u partir de f y 1•n 

genera!) P(A) -~ ÍA fd,\. Dc:~t:o c:;~¡i ~(:si.:: tü1t-:J:fü.1.• q1~c X(~ I'.11 y,:; ¡1ilrh.rn.t.:Lro O 
fie tomn romo 1rn n vnrbbl(' :i.lcato::n., .:d csc:~bir: 

JA f(O)d¡1(0) 

nos referimos a la integral de Lebcsguc con rcspec 1.o n. In medi<ln. Jl(O), que e_') 
precisamente la medida. con respecto a ln cunl f c>.s unn densidad. Si O es una 
v.a. discreta entonces Jl(O) es In mc<lida ele conteo y ~¡ O <~s unn v.a. continua, 
entonce.• µ(O) es la medida de Lebcsguc. Un ejemplo ele una integral de Lcbesgue 
que aparece en In tesis es: 

Lj = j L¡(O)J(O 1 Zn)d¡i(O) 

entonces, si O es una v .a. discreta CBto se calcula.: 

Lj = L L¡ (O¡)f(O¡ 1 Zn), 

sobre los puntos O¡ con P(O =O¡)> O, y si O es unu. v.n.. continua entonces: 

Lj = 1L¡{O)J(O1 Zn)dO. 
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Apéndice B 



Simulnci6n de muestreo exponencial, exp(0.3). 100 Observaciones: 

ü ¿11 l 

' 4; ' ; . e 2 ; 

º. ' 1 ' 
1 ;.s 9 
1 f·I• o 

1, Sf• I· 

(J. '!! ,, 
' 5(1 o 

g 15 [• 

•1, 38 J 
(> o•: 

r.'8 1 
(• 

·l '" 1 
u. ' 
0,6) 
n 'ú (l 

' .-. ~j ' 
1 ~ 

OG (j ·¡¿¡ 

" ·. 
n : 1 (!fl 

1:. 9 e s ~· 
07 ¿ r,a 
'•[: 2 l ' 

1, 1 1 

1 ., 
' 

•.; 1 o ;.J 
r-, ~ \ ; 

P] 
,, 

1 1 ·. 
·" ' ,, (.:.: ¡, 

1 
,_ 
10 o • bl• 

l (lf', 

r,4 

; " l .( 

100 
LX¡= 327.65 
i=1 
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; '•r: o 2P 
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G (¡'I 
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[¡ Í¡ 9 ¡ ,,, 
o 70 1 5. 33 
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Distrihucion inici"I: Gama(0.43·18, 1.0). 

o 1 6 ,..-,-....--.---.--...-...--.--.__,..--.--.---------

0.5 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 

o 
o 4 b R -
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Distrihucifm Jin~ft-rior: Garm1(100..134~ 1 (J.003). 

1 C" ._1 

¡\ 
1 1 

1 "=' 
I' ,1,' t· .:,,¡ 

1. 1 

/ · 
1 
1 

1 : 
1 

,1 
1 
1 

'3 l ·\. 
1 1 

/ 
1 
1 

l" 
11 

t• 1 ''• .1 " ·I 
1 1 

/ 
1 
1, 
1 
1 .-, 1 1 

.:,. '•, '11' ,• .1, •, 

1 '1 
1 \ 

~ i 1 
1 '• .. ! 

u . •' .. 

o -. 1 {'1 •j o. .¡ n 4 o. e:' 
(,_.I 1 

·-· 1 .:.. ·-· .... .J 

- 63 -



Apéndice C 



¡. 

f.·f,'•)GRAMA: 
~ ur:cr• rA·~·:.~L 1•1 • i; 

Este prpqr·arna se dividi::: ~n ·:!o.s procr::dlrrd•é'nto::, -:1 ¡:.-.r·im-:_1 ro í;'·1rufica 11
• 

•?:3 un -:i1·atít_.3dor· d•.: d·;:nsid.:1de<:: t dr- St•Jd~::r\t ·~:-.::·n•~1·;1li.'.ad ... ;~ v ~¡ s~91rnrl•) 
{ 1 'cc:Jli.:.~lap 11 ,1 c.Jlculr:: probaLilidad.:.s com(°J r:·[)i'.'~,a] ó í'( 1>- pj··..::) pn1·c:i x con 
di.st1·ibucic.."Hi ~- ']e-r.~rali?.:ad,13 ..,. t<Jmbien c:il•.uld int~r·v.1lc·"i ri>: m,3 .. im.J d-=n 
si1j;:¡('J a c.1;..lqui':"t prot..wt:ilidúd, 

El pr·oL·~dimi'2nto 11 ,-H·,..:tlca" util1z.:-J r:1 modo gl'ático cJµ turbo p,)5c~11 
par;J r·eali7ai· 1-3..:· ·Jr·dtic¿icic:.r.1:::;. Tod¿1:: !¡¡:-; ckn:.:idacJ.:•_; :.,~· Qf",'ifican r:~n
t1·.3dn:- •""fl o:;u íll•5di-:1 \ 11 r:1i:: 1111 ) fi j.:'!nrJí, .:1 r·~11,+f' ma.-:imc tl·-- -:-~t.J:· •.:11 .in iu1)dl 

.:on<.:tant-: •:n 1;¡ r: .. 1nt;.11,.,_ P,:i1a i111r.J1 in.i1 !a ,11,)ti· i.Jtili.~'J 1;_¡ :1tí 
l•:!í'"¡ . .J d·: ~l':?l1·-·-; ' 1 •'.itaphí·::~' 1 • rn ru1·bo P.'JSCr11 v.:: f"!(I ~~·;: pu.~d,,;; cL1ml,-iri,'1• 
mod0 g1·::1f1 cr.1n m:.,·j,-. d"'· t;:.r~(1 .--::- ;"J(H _:··t., n11-:: o~r·::; ·inq:i1 i11ci1· :o~ v,:;lr,-
r·e~ ·:;•· \¿, -::;:;.;alJ ,_. d.:•rn:i·~ i'.J'dlío'.·;10:;

1 
•:':" n'' •·: ·,1·io hL1cr:1·ir.> m..:-di.;i111 ... \ 

a1 c.hiv·) d·:: 5a 1 i1Jó ;o: :.!. 11 

[J pr'n•~·~di•nl-:--r,t,·. 11 r.-1 • 11!:¡r," u1 i \i;" . .:i J., r·: .. :·il; d,;· ":~imo::;c.r1 o-:-1r -, t-..~1r:~1· 

la ir1"t·_•gr·acic·r1 num-=r ic."i. l=1·;rTo•Ci r;, 1 : 0.ilcul.-1 l.:1 ... :Jr,·.:tar11.•~ J..:. i1~t_, ·:ir .:.ri.:.r. 
int•:::;¡r,'::dü •:-l noJ·-l-:--1 d-:0 L~ r!~ ~.i;~ ;~.-uci,:¡¡, t ;:-c;r·r •.::;-,-.. Hii···nt·. ,¡.-. 1.·r !11··-.-;i.J 

11-:1:-1..i qu.::: 1.-J i 1i"·<i6n ·:·:c1 JllU• <-·:-1c~d'l6 -:1 1>-··1c •1 m111t:p!ir.0111d(· ~1 r~_·_·J.· 
t-.;¡dr. P•·f tic;:, 1'-,: ·, C"!' u\:11· le.:: .. i1,+---r ,-,,~,: L: m.::i..:írn~, J:~r.·.:irJ"Jd ...,.._ rjr;.~,a

r·1·olla una bu:.qUF.:.:da bin::.1·1.1 par,;1 r:;¡1;,0r•'..!dl ;::] C.UCJnti-1 qu.:; :1CUH1L1l;;.· ld 

probubilidad 1-(t~p)/2 :i,,l.:J.pr·ob.::¡tJilid.vi di:-\ int~:l"l'ilo ·::-3 n V r.~st-•~ 
c"-;rl, ·1 1t1nt' ,-,:,n ::il1 .:;~m":-1·1r:0 ,~ori .. -::sr-·?·:T::• ei iw m~:cJi.:,, ·.~.:·ni..)1, -1 
int~r~.:ií., _1 •• rq·»1n1:• ,:J :<:-i<l~10 d~:•.:c:ióo. .t\ 

prograrn -i: "1n;1u•.,·1.1t1~ut,, 

const suti-:·o: 
var 

I t ::·r·, Ir.: i ;-i :-: !'=' ·· 
pr:,t., t:.:C<) .m-:·rl, t O: r ... <J l; 

.:)r: eh ~1r; 

procedure l~~p~r·; 

var 
I< 1 : i nt-:-g•? r~; 

begin 
repeat 

wr'1t.e 1 n; 

{., [3t·~ 1•1'<,i:~dimi2ntu .-:urtura \o"S raram•~-t:ro-: '"' 
(* d~ la distr·ibución t •) 

v1r·it-:·ln(' Lc·s ·~1·.1doJ rl.:- 1ib-:rt21d o:s un ·::nt~ro ma 1/1)r· L.11/'? <:~r·0 1 ): 
"'' it¿lnt 1 { :.i ¿;:t::1 .-.-- ,·.-:-r·< :;-: tom:111 lo.::: ;i:.::.r.:sm~ti o:~ qpe ;;~.: us¿n·c.n 1 j: 
w 1 1 to:• l n t 1 l ¿1 u 1 t i ma v ~: .: ) 1 / : 

wr i tt; ·1 n; 



w1 1 r.:.: •r . .,, ...... 
f.. ~1 j 1 ' ( l' 1 ¡ : 

i t i 1 • 
1
•1 then 

begln 
l(: 1; 

,,,, r· i t .... : ~· ; 
·.,1 i l.-=-/ n { · 
11n ·. t--l n: 

j -~·: ¡ / > \ r¡;. ·_¡ ! • 

it--:lr.¡ 

/¡ 

l ::r p1·;:ci 3i,)n .~:; tirt 1 ':?..! rr.¿,yor qu-= c-?r'''>· 1 ); 
..... ~ ) n- l ri; 

;..1r i t·:-( 10 -..H·:- 1 :i 01· ... ci sio11 1 ); 
J •-.:;d 1 n ( ta1..;) ¡ 

end: 
until ( (1( ·L1 1 and ( tao'>O)~! 
- :i :r_: 

end; 

procedure 1 .r-_.;r;i;r,-~; 1 • r-·rc:~·:ntrJc.i 1)n inicial *) 

begin; 
C l f'S( f ; 

·Jr 3ph<:.-:. l ormcrle; 
'!'l.··;~-: l n: wr· i t: ~ 1 r, ¡ W'' l t€ l n; wr l t ·:· l r, : 
~,,. i t >-: 1 :1 ( ' r T 1 ); 

'~.-:. ~n:r.1r·1 t--: f '1!W• it.:;ln; 
~ .- ·1 n ( i './),JI); 
r ·'- l ,., : wr i to-. r n; y,;··-; t -; 1 n: 

wr itr::\n( 1 Por Andr·::-s Christen 1 ) ¡ 
\.l>.1 it-: lr.;wr·it.::/r1:wr it-:ln;wr-it.;ln: ... rit.:--·1n; 
.., ,. j t•:· ! fl ( 1 , fJ J s 1 ) ; 

repeat until k~vr,r·~~~¿d; 

end: 

var 
;,·_r:-.:r-_-fll ¡ 

begln 
j ;~,., : ~ : 1 { t .J.:/¡, \ 't. i -;"\tr• i .. 1.1.:: .:J) '! j 

-3 L1 .'>.. : :- 1 /~Ju>; 
r : _,. 0i 1 ( 1, ' J ; .'2 1 '*- i 11, :-.(1 o:) ) ¡ 

end: 

var 

J ~. - ,• • i' ' f ~ ' l 01; • l. . ;··. 
e. e. ,',u··, ~: :· _. :. 1 ; 

~·,:; ,.l ; s t r l ng r i :: l ; 

1t r:::;tC:i tunclon calcula la derisidad '*'-) 

,~ t ~n ~¡ punto x •1 

(* t3P.Al'='ICA ~) 



procedure ma1·,:01ct..11.:-r·: i r.t:e:;;i"<r' 1; 
var 

; : i n t.:·--~,. r : 

begi n 
lir.E":a\ 1i:.'-,,O, lSS,19D.:-c·)')t',I; 
lin-::¿,¡1ü 1 :.ub,3~'0,5ub.cn1·11 ;; 
for i : - (1 to é do 

l 1 n·:_-,\ :·O•t..S* i ,O,:'O.._t..S•i ,JQ,c,>101): 
end; 

l. ri:.·tija lo:.: •;-i.-:s q 
.' + ',J :; ~-::. .~ l ;¡ "' • ; 

procedure -:-scdla¡ (* E3cribe los vulo1·.:,s do:- la e:>cflla •1 
begin 
writeln\ 1 T stuo . .::nt' 1 ,lt 1 ' 1 ',íl1~d!4:3,', 1 ttao:4:3, 1 ) 1 ); 
wri t•:· 1 n; 
wr ¡ t f· ( ' 

1 
) ~ 

for i :•<l to G do 
';off l t ~ ( !1 1 4 f}. i .. h: 4 : 3 '¿ s pi i 

wr i 1 i::- 1 n: 
end ¡ 

begin 
clrscr: 
wr· i t~ l n ¡ 
.,.;1 i t-:; l n; 
writ~ln('Qe3pue; qu·: .3par·ezca ~I "~" ~,., 1~ g1·,1>ica. pr·;osi<>c~ '""l~•IÍ" '): 
wr·it~in( ti2'Cl<:i p,;11·a C•)ntinuar. 'j: 

repeat 
'tirite 1 n; 
wf' 1 te 1 n; 
l.;;.;pa1·¡ 
w1·1t1::1n: 1Dame lon 11 (lon'lÍ'.:.Llf"_: d-~ la m~di.::i al .e>:tr·..:-mo de ¡,_J grát-icu) 1 ): 

writ .. .:lnl 1 ~.l ~sttJ -::s .::e1·0~ 3':: tom.s lon::c1nc•··Y·.:c-::·s ~¿¡ di:;s~1 i..!i·~ion e~t.:ind31' 1 )~ 
r-:ad1nílon)~ 

if ion"°ü then )on:-:5•~~qi·t( \.'t:1r,,; 

w1it"'::!n{ 1 ,~uie:r·:::;; al9ún v¿lor t:-spo;-C1i:ll qLl·:: .s-c: mz.i1·quE ,:;;n 1ü gr·..1fica 1); 
1o1 r· i t:-:> 1 ni 1 ( tJ ,) -= • 1 2 3 4 ) '? 1 ) ; 

! ~~d.¡·.( c. i: 
m~ 1 , º1: r . . e. 1::iJ1,) : 

i f m.JJ ·~ "'J then 
begin 
"" it···( .!Jl·-1··· 

! . ,~,:¡el l f) ( "u ;., ) : 
si m: -:( _¡ux-:: 1): 

end: 

''. '• 

""'"ite( 1 t,,.ui·~r·~s qu·~ -:-~r: rn . .,,:·1111·~ "'l ultimo int-=rv."llo de MC> c_:.\,::ula·:~o f1"':iii 1 ;; 
r.:· ··td i l"I\ Flll A , ~ 

~n~~r·v~10:-(~·J~~1\: 

while l. .• o.·ll do 
begin 



], : '. ,' ~ 1 !', ; / '.J} (l; 

repeat 

._.., '":1•·.•i 

! .-.f,,-:1•·1(,·); 

un ti 1 i .- - 1 ; : 

: 11·,: 

;JI .-.phC(· I •!'J"í>• ·• 

m.:irr•-,{ .J l ; 

for i: ·;r· to :·--11J do 
begin 

..<: ":11(¡ -:'_(1¡•,,: 

•• 1 : -~ \ :· 

end: 

if ID·:H'C.3 then 
l in'i'o(2ütti·un<:;\ ({ ·aJ/h) 1 0,2oit1 une( i.c-J )¡h) .JL',3~ ¡ 

lf ., im then 
lin-:·:)¡20~trunc.í((2•:n.d (i-1}/h¡,O,;.if1~tr·u1v~<1 ~+"-m.;-0-c1-~1·:r, ,:_1,i 1 _¡: 

if i,·,t·~' .).-·,¡. then 
begin 

! i n ":' -• ( :' (l ! t I' I • !~ ( Í l 1 l-' -! ) / i 1 , , f) , ) Ü t i,. U -,(. ; ¡ t Jj - :'.! ) / h ) , 'fl 
1 

\ / j 

11n::~ :1o~r1u1P (1 1 :·;m.--t'.J-tü1 ~J)/h ,ú 1 L(Jit1dtit:1\\•-~r1 11;'.'(1·t(., -..;.,/L.1,J''.;, 
end; 

·..;: •t··{ 1 lt 1 .:: 

repeat unti l ¡ .. _. .-,..r · ; ~·--·~: 
r JI ;·:1·: 

-= ~;e .~1 l t; : 
1'11 i t ·:-< ; 1~!\' i ~ ( .. : l ffl! .' ¡ 1 ·l• i 1 \ , ~- i -. 
if 1:·- 1 then 
be gin 

'"''' i t;::. ~ n ( 1 .~ 1- 1 : 

"''· 1t '1-t'' 
for 1 : L to do 

y.' ; 1. ·~ \ l :.:: ~ . . ., t l ; tl: ¿, ; _; , •.: :-.µ) ; 
w1·i t.;.:. in t l _:;; t · 
·..,.r:t_ .. _.;1'( ¡-t.' T -1.¡,1-.-nt 1 .!-. 1 , ',r1vf1;1.: = • ¡a•:·; 4: 
w1 ; t>? 1 r, ~ 1 ::: r· \ : 
if 111ar.:.) then <11'1t~ln 1,lst, 1 Ma1·c.;:-1 
'f<í'it"·-·lrif 1.' t¡; 

i f .:> ' 1\1 l ht-11 ,.. . t ~ • ' " 

WI' i t O:· l n Í ! .:>"t) : 

if lllt·~r-v:d' then 
begin 

.,,¡¡ 1 t:•- l .11 t, 1 lr11:.:·1 ,,. -1 ! 0 ,J.~- MU 
t); 

1 
, e:~: 3) ¡ 

r 
0

"'.'f-n1..:..-¡ -:i,:"'I: 

• itl -. ,j t ·~ •. l. ' • 1 

' , 1 · 2*pr ot;,: 4::) : 



end: 
end; 
Wr'\t•:-in1 \• ... :·-i • .: .. _r; lrn·!· .'1: 

t·.,.·lr1( 1 )(1, it1;,;~ ,j.-. ¡"."! 1atfJi~.i ~;i •:-,.ti~~r¡t(· ~;-: \7• ~11,1f;,.-,¡¡}: 

w,'1'."!ln\'~\ ~_,t·,,-J r..·::. <.,;.1v, .:;-~ t<-:i11kt lon=-:J ~~:r,·~~ I~~ d·····vl 1cinr~ <:-.:.".J1Hln1· 1 J; 
V'I ) t··; 1 1 { ' l i \\í¡ ~ 1. t_ .- r mi IVJ'); 

r·e,;.id l ní \un)¡ 
if ior.";:"(J then lor.: :-r;.-:,_;qr t( l/t30j; 

end: 
""r·it-::í''.".li·:r·-:-:: ·_11r·tic2H· <•tJ:l I" (•-~1) •· 1 )~ 
,~¿.ad 1 n (.:: l ¡ 
c 1 r·~cr; 

until B",>1; 
end; {• FltJ GRAFTCA i) 

procedure e::; l r ti 1 "lr.; 
var 

pi v: rea 1: 
op~char; 

1..:on~: r·i::a 1; 

function cr.ilp\lJ!f'f:al) :real; 
var 

...: 1, :·~.,,e 
'/ .• t;. ¿-,: ! ~ ,"j l : 

begin 
a: emE"d¡ 
if b>a then 
begln 
h:•(b-aJ/(2*Iter); 
xtJ:-:-T(a)tT(b): 
.,.1:::r!; 
Y. 2: .. o i 
for j :"' 1 to '.2.f·Ite1·-1 do 

begin 
x:-:.=p í..,h; 
if odcl{j~ then ¡(J;-- .. ltT(x/ 

e 1 se x 2: ·~;t.. 2 1 T ( x..) : 
end: 

xO:-(h«(10t ::"''-<2+4*.o;l) )/3~ 

<.rlln:"O'xG/I ons: 
end; 

end; 

function di5tr·l(;1r;:1·~al):f"·O:i'"J!; 
begin 
if •""'! :-=rn~rJ then a·; ~tri: c.(l. ~ 

el se 

( • CALCIJLAP *) 

<._ Esi.a 'función r.:;-a1 ita la *) 
e• ir1tegr·aci~n numer·ic~ *l 

{• '~alcul<..t cualqui~r valoi· d,:1 lo•¡ 
: '- di :.:st.1·ibL1r.ion l •) 

if :1c>m~d then d1:;t1·i:=O.'";t<:.=ilµ(ac) 
el se J i ~ l • i ; : O • 5 -1: 1 1 r· 1. ;i 11 m.:: d *·""'e ' ; 



end· 

procedure 

begin 
't .. : í ! .. 

. t.:; ¡ 11 \ ! (; T L . 
.... ;! i ... ~. i" 1·1""-d ¡ ·1 

't • .-!11¡' ''("-,; 

end 

procedure 0r·0! 0 0: 

var 
t t .01'!··:1·~-1!: 

begin 

.. ,\ 1··:·lr1: 
\o;)·]t"?( 1 

·::.id 1 Í• ¡' t l): 
(,•'tJ; ·d·1 ~ t ¡· l t 1: 1 1: 
IH( l '. ·· 1 i'i ~ 

'o.JI O tr_. J n: 

, ' 
1 

• m•:=d: ~;;): 
1 , t ;;;c.: 1•: 4 .1 ; 

'): 

"''~1·~!1,¡ 1 ¡_.-, P1•:·i:i.:ibiiido::<l ·'•::··rn111lada h;:):.t:¿i 1 ,t-l:4:'.1, 1 ~s; 1 ,prb:1:ú); 
repeat unti l l,~vrw·""'? ~;. ·:: 

end: 

procedure 1nt •• 1 ; 

var 
1 ! • t. .: • ,, J f ·i : ! :-. ~, l ~ 

beg;n 
repea·~ 

e ! r· :r,r: 
J¡ 1 t"·- in; 

.,,..( 1 r.: !11: 

... ·1 1'~11f'. 1 
, ·~u,-,¡ :. l:i n1·:.bab:lio:;o d.;J in-t.::·O'f'!,?.I·; <l~ mJ.>:ima d~qsida.:J? '); 

wr·ll·:lr1(' la pr·ohabilidi"'1d tien":' que s.:;-r· entre O V t 1 }¡ 
••·?id l :·d '11 ta): 

until ::if::i.•-:u~ and \-.iit·~· ·1~¡ 
t Ó ):1· •:!' \:::, ) / _:.qr t. ( 1;;11', j j 

i; 1: ..:m..:.-ct· 

repeat 
"'. :j: f 1 i ' t :· ) I .': 

1 .1roQ:'!O.~·-c.·1lp(tO) i 
lf p1ob.·(t 1 ·it·f .. :-,); .) then 

t 1:. t (1 

~lse 
1 ~!.:to: 

untll =,l\5(pi'<.it•-{1 9\f:-i}/:?),,...0.00009; 



--: · •<• 1 n' ' r. \ i ;;t.;i·v '1 • n '-:. : t - ( ', ::'k'l1· ci -t.11; i,: :i.' 
v11· i t ·-· 1 n; 
Yfl Íl· 

V" 1 1 l ~· 1 I' ; 

w t' l t-~ 1 n ( ' [ 1 
wr· í tt:: 1 n; 

: l :1,); 

t.1 ... ;1.' '¡ l: 

"'lt lt..,.·lrd 1 ll •n)<)t' r\ .. l-J funclon d.::- d.;11s\diJd ·:r1 1 ,'tll:1~~·n: 

·"'1.1:.;-ln( 1 ·~'":.· : 1 ,l(tO~/Cor.::i.:Ji: 
W! Í t:O:-l 11: 

Wf 11.:tr': 
repeat unti 1 l·~,·p1 ·:ss.s·d: 

end; 

procedure v~~i111j~d; 
var 

(* (.;¡\cula rrobatiili..Jadi:::s ,3lr·~d.:-d•?r rj¿ +) 

( • un cii:1·to r·a<ho -) 
r: ¡-, 'r "'lf'¡ i (1: r·t:;J l i 

begin 
r: 1 r :cr·; 

wr· ~ t ~ 1 1-.; 
w1·1t.·~lri( i E1 pivnte d;; la vecindad ic:s • 1 pi 'I: 4; :1): 
'tfr· 'i tiE- l r:: 
·,.¡rit;0::l 1 c.uul ·~·:o ::1 1.3dío: 1 ); 

1· ·: C! 11 n ( t~ 21 d i o) : 

W' i 1.:-=: • !'1 i 
lfl1·i1.-:-lr1( 1 L::i v~r:¡nd.Jd •.:s ( 1 1p1v1ra.Jio:4:3 1 1 , 1 ,piv r·,"ídir,;4; '}; 
W\' i t..: l f1 i 
w1it~ln{ 1 v .::lCl!IHlJl9 un.::i rJr0babilidr1d .Je: 1 ,p1!:.;1:ti): 

repeat untf 1 \<t::vp1 ~55•.:<i: 
end. 

procedure 1:~:~()n5: 

var 
i ; í n t ':::'J::: j 

:... : r·~.;, l; 

begin 
:r; 

,,..r ;ti:(' c-,\,:ul,:rndo constant~ d-:: "int6'9rar.it.11 '}: 
\ : '!TI•~' d; 
í :-;\; 
while í( xl 'o.ooofJg clo 
begln 

,,:..,.m1?d1 i / ·_:cir·t( L:iol; 

end; 
v.n i t ~ l r1 ( 1) ; 

end: 



begln 

•_>in::..:., l: 
...,1 i t.:- In(' f·1 ,J,·--:dirnl~r.tn p1:.¡1·.:1 ·>1i•:U\•:. d·: r-r ob.=tt.•-i; i.J::1cir::s. '); 
~·¡ : ~ . - ! ' ; 

"rlr1-t·"'l•1( 1 PJ:.-;rn-:-t··.-.::; .J·";! \:1 di::t.r·1bucion:''.i: 
wr i t.-. l n ¡ 
1,rr· ~ t -- 1 r.; 
l ~ "'p ü r ~ 
wr it .. 1•.; 
w. it-:-t • l/1l .. _;1 .j.-:..J p1·.-ot . .::: ( l•.Jnr.i>3lo s1 nci •l'Jl·.·t .;;_, r.inJun·:·J . ¡ 
1 ¿,..~idln(piv,': 

J 1 Coris; 
re1teat 

e 1 r :;e 1·: 
w1·it:,:ln( 1 P-:-ir·a CrJlc11la1· una pr·0babiliddd P 1 ); 

.,..,, it.::..!11: 
· t_-:·lni' Int.:r v.·11c·1 di~ m.:\;.:i1n.:i i·J.;n~idad !')¡ 

•·I 1 1.- in; 
,..,-lt-:ln( 1 pr<:>b, :J~ qn.-1 \'...:c::1ndad d~:l pivote V 1 ); 

wr· i +.;;-l n; 
wr· i t~ l n( 1 

W! Í ti?] 11( 1 

wr-i te l f1; 
V.'f' i' t ... l 1~ ( 1 

\>il;-\ t ~ ·1 n: 

t-10dific;:ir· ':l num-:>r(' d~ itt..:•"'U<:ion~.?5 M'); 
\ ::~·· ··ncu<:·nt:r a cor1 1, 2~i 1:1?1 1

1 l '); 

F i n • F 1 ) : 

wr i ~-:e •) : 
i·.=.,~d 1 n ( c.n}: 
case c•P of 

1 T'', 1 p 1 :p1·oba¡ 
1 1 1 

• 
1 i 1 

: i ntt:: r: 
1 M 1 

, 
1 rn 1 

: beg in 
repeat 

"l f' ;::e I' 

(* Modítica el n•imero de it'=r'::ir:ion-::.::; ...:n *) 
(• l:; i11t~•;c11'ución num-"'r·ic.a •:, 

w1 i t·: 111; 1t1r i te l n: 
v.1 d.::-·,' '~u.:inta.:: it>:.n1•.ion.;'!3 ouit:'r'~':· (mas d"=' Li) 1}; 
l'~E1dl n~ 11 "'"!!' ! ; 

until Ite1·>u: 
!t-:-1·: - tr·unc ( 1 t::r· /2) ¡ 
\:a 1 Con.::; 

end; 
1 V'. 1 v :vecindad; 

end; 
until r.•:P'· •¡:: 1 

i or .. or 
end; e• FIN (Al.·-:'1.!l.f..f: •) 

begin 
¡>1··-· s~ nt F.i; 
i t;;.or·:.; 25: 
repeat 
: i 1 ; .. 1·; 

\'"' ~· i t ·"" l n ; o,.; r i t ::· 1 n : 

•• I •' ' , . 



w1 itein<¡ (.:ite ¡)t•)~H"ama gr·afit:a t d•:: :..tud~11t -;¡-:-nt·r·.aJiz:':idas.· 1; 
WI l t" J '1 ¡ 1 t •Id =t ., l "1"""" ? ' "'): +·• :""1 '.:"' ·~ t r¡ ... ' ~¡ ;¿: :; :'" 1 :1 ,.-,.: ,·: ~ ,_,. , , 

wr i t~ 1 n; 
•,.w\t(,l.l(' .:Ji..:uia :·._,1i!l·i~111;1.:iiJ-'.lldlid.,,J~s p.11n v,Jl•.)F'3!.3 d>.:: ·,a "t'' 1 1; 
.,., it•..-·¡, i11,:, ... 21·1·~·:. d¿ ma-...irna ,Jf.p¡:_,;tj.3d, 1 1: 
•,.¡ r , r .;. 1 , , ; .,... ¡ t ,~ t 1 ; 

,,.,, i ~; ~ l n ( ' 
w1ite1 n: 
'wf i t-el rl( 1 

...,,. , 1 o:.· l n: 
"I i t.,: 1 ll ( 1 

Wt , t •:• 1 fl; 

¿1r· a r_:ir fJ f i • .. h r 

i:-· '3 r· .~ ¿t 1 e u J ar 

¡: I tJ 

,,.,, ito;::(. - '1; 

r .. :a.:1 1 n( or'; 
case o~· of 

1 •1 • • 1 g 1 
: gr ·"l f; e a: 

' ' , 
1 

: 
1 

: (:.) l <: lJ 1 .JP; 

end: 
unt i 1 ( op - 1 r- 1 > or ( ('I · ~ ' t · ) ¡ 

end. t* Flr~ *) 

G 1
) i 

·~ ' ' i 

F i ) ; 
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