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Prélogo

Los contrastes o pruebas de hipotesis es uno de los temas mis estudiados
dentro de la cstadistica. Dentro de la literatura correspondicnte, en Ingles, se
coincide en llamar u estos Hypothescs tests; en Espafiol, se han usado varios térmi-
nos como testar, probur o contrastar hipdtesis. El mds usado (en traducciones v

trabajos origineles) es pruehas de hipdtesis sin cmbargo, ¢l que e parece mis

adecuado para lo que son los métodos que estuldiaremos en esta Lesis ws contraste
de hipdtests. De aqui en adelante utilizaré este término,

En esta tesis resiringirernos nuesiro estudio a las hipdtexis paramétricas
sin embargo, no todas las hipotesis en estadistica son de este tipo: También puede
haber hipdtesis no paramétricas. Tampoco hicimos ningun comentario acerca del
tamaito de muestra 6ptimo para llevar a cabo un eontraste de hipdtesis y tampoco
estudinmos los contrastes de hipdtesis secuenciales (tamafio de mnestra aleatorio).
Todo esto tendrid que quedar para un estudio posterior.

Dentro de la estadisticn Bayesiana existen dos maneras de abordar of pro-
blemna de los contrastes de hipdtesis, uno es considerandolo como un problema de
inferencia y otro visto como un problema de decisidn; de esta manera, en ol capitalo
1 prescntamos los conceptos bastcos de la teorfa (Bayesiana} de decisiones, que des-
pues serdn utilizados en la tesis. En el capitulo 2 se presentan los métodos para
contrastar hipétesis incluyendo ejemplos diversos, Enr ol capftulo 3 se estudian los
contrastes de hipétesis que se suelen plantear acerca de los modelos lineales con la
intencidn de estudiar alpunos de los problemas que se tienen al intentar aplicar los
métodos vistos en el capitulo 2; al misme tiempo, hacemes una expesicion de lo
que serian las hipétesis multiparamétricas {que son una sencilla generalizacion de
lus uniparamétricas, estudiadas en ef capitulo 23, Proponemos también, al final
del eapitulo, algunas opciones para solocionar los problemas encontrados. En el
capitulo 4 se encuentran las conclusiones de todo el trabajo.

Esta tesis es una recopilacién bibliografica acerca da los contrastes de
nipdtesis en la estadisticn Bayesiana, considero que ¢s una exposicion original
y también critica del tema. La exposicion de la tesis estd dirigida para alguien que
haya estudiado los eleinentos bisicos de la estadistica Bayesiana sin embargo, a lo
Inrgo del trabajo se utilizan conceptos de la teoria de la medida; en el apéndice
A huy una exposicién de teorfa de la medida que pucde servir como base para
comprender lo que se usa de esta teorin en la tesis.

Bspero haber sido suficientemente dlaro en le exposicion de este trabajo:

Andrés Chiristen, Agosto 1980,
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Teorfa de Decisiones



Capﬂ.ulo 1
' Teorfa de Decisiones

La intencidn &

¢ este capitulo s dar uus revision répida a la teuris cs-
sadfsticn de lne decisiones, no con la intencidn de realizar un estudio profundo de
ésta sino, mas bien, exponer los temns que se van a utilizar en la tesis para, sobre
todo; unificar la notacién. La teorfa es mucho mas amplia de lo expuesto squi,
para una exposicién completa se puede consultar Berger (1980), DeGroot (1970) o
Lindley (1071}, En este capitulo y en el resto de la tesis, se hace uso de conceptos
basicos de teoria de la medida. Esto no debe de ser un obsticulo para entender
este trabajo; para aquellos que no hayan estudiado medidn antes, en el apéndice A
hay unu explicacién répida que puede uynder a cemprender lo que aqui se utiliza
de esta teoria.

1.1 Conjunto de Acclones

Vamos a analizar lo que ¢s un problemn de decisién. Alguna persona,
grupo de personas, empresa,clc. tiene un cicrto problema. Puara actuer ante el
problema (no necesarinmente resolverlo), se pueden Hevar a cabo varias acciones,
entonces; § qué accidn es la s adecuada 7 ;Coino decrdir qué accidn es la mds
adecuada?

A la persona, grupo de personas, empresa ete. las Hawaré decisor. A lns
accivnes las ugrupumos en un conjunlo . Para que exista uwlgin probiema de
decision, la cardinalidad de D debe de ser mayor que uno por que si no, la mejor
reeion es la dnica en Dy el problema estd resuelto. Fs importante aclarar que
D queda estipulado por ¢l decisor ¥ sdlo por é. 81 ¢l problema s comprar un
coche, el decisor estipula que coches estacdn en D y cuales no, o st bien desea
ponerlos todos, o s6lo los de cuatro bujfas, ete. Lo que esperariamos es que el
decisor incluyera en D todos los coches en los gue estuviese interesado, y esto
depende de los caracterfsticas del problema o sea: del decisor, de las necesidades
de! decisor ¥ en gencral, de cémo enfrente el decisor su problema. Puede también
depender de lo que haya estudiado acerca de él, de si se habla enfrentado o un
problema similur, de lo negligente que sea, de lo imaginative que se comporte,
ete. En algunos problemas D tawbién puede ser considerado infinito, pero para el
tema de esta tesis sdlo se requerirdn D finitos.

Es importante aclarar que sélo se consideran las opciones de D y por lo

Too eomnio

. - Je
4 INEjor Jd

Wi tendid que porfeacees o £, VO lputia sl puede haber
alguna otra deeision supuestamente mejor gue tas contenidas en I A o gue vamos
& aspirar es & encontrir la mejor aceidn contemplada en I, y en ose sentido serd la
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1a decisién 6ptima y cualquier oira accidn, por huena que pudiese consideramse, no
podrit ser seleccionada.

1.2 Consecuencias ¥ Funciones de Pérdida

Tomando en cuenta el conjunto de acciones D el problema es decidir que
accién es la més adecuada, Para lograr esto necesitamos poder evaluar las conse-
cuencias de decidirnos por cada accion es decir, si queremos decidir entre comprar
el coche A o ¢l coche B y conocemos lng caracterfsticas de ambos, sus precios, sus
medidas, sus limitantes; podriamos evaluar lus consecuencias de preferir el coche
A o el B. Por ejemplo, podemos evaluar la consecuencia de que el consumo de
gasolina de el coche A sea de, por cjemplo, 6.0 Km. por litro, si es que estamos
interesados en ¢l consumo de gasolina. Esto podria ser bucno para una camioneta
de carga pero tal vez no tanto para un automévil particular, y las consecuencias
dependerfan del tipo de uso que le vayamos a dar al coche. Podriamos considerar
tambien el nimero de puertas del coche, si es que ¢l automévil v a ser usado para
iransportar varias personas, y entonces la accién mds conveniente seria un eoche
con muchas puertas; o también podriarnos evaluar que tan caro es cada coche o
una mezcla de varias caraeteristicas por ejemplo, si tenemos dinero para comprar
el coche A o el B pero uno ¢s de dos puertas v el otro es de cuatro, entonces
tendriames que mezclar ambas caracteristicas para decidir que accién (comprar ¢l
coche 4 o el B) es ln mis adecuada, En esta tesls vamos a suponer que | decisor
evahia las consecucncias de cada decisién mediante alguna funcién de pérdida. En
la bibliograffa mencionada se suelen usar funciones de utilidad o de pérdida in-
distintamente y como puede esperarse, los resultados son los mismos. Iin la tesis
voy 5610 a usar funciones que miden la pérdida de las consecuencias de towmar cada
decisién, a deeir, L{-), y entonees si L{(A) < L(B) prefeririamos el coche 4 por
tener menos inconvenientes que K. Para aclarar un poco mis esta idea vearmnos
otro ejefnplo:

El problema es el siguiente, digamos que Jorge quiere hacer deporte ol
préximo domingoe ¥y tres amigos lo invitan a jugar tres distintos deportes. El
primero lo invita a jugar Tenis, el segundo Squash, y el tercero Futbeol. Jorge puede
s6lo considerar estas tres opciones, pero también decide incluir en D (el conjunto
de aeciones) el no ir con ningfia amige ¢ iz & correr & b pacqoe. Dolonees procede
a evaluar las inconveniencias de cada una de las acciones y optar por una de las
cuatro considerando, por ejemplo; qué deporte le interesa mnds, si Hueve o no, qué
rmigo es mejor deportista, quien es el mejor amigo, si cayera un meteorito sobre
fa cancha de Futbol o Tenis ete. Pura evaluar las consecuencias de decidirse por
tal o cual deporte Jorge realiza las siguientes consideraciones:
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Alguien le propuso la posibilidad de que le cayera un meteorito en la ca-
boza mientras juega Futbol, pero eonsidera esti idew ridicila por lu pocw probeble
{y esto es rony brnpottante} que le parece y noose hubics tomads 1o melestia ni
siquiera de pensarlo. Su experiencia y su conocimiento e indican que de considerar
ese evento lu prababilidad scrin demasinda pequeiia y finalinente sélo estorbaria
para el proceso de decision. Por lo que respecta o las invitaciones, no ticne ningun
inconveniente en preferir @ algin amigoe, pues con log tres tiene igual confianza v
su relacidn es similar; no tiene ningin compromiso enterior con alguno y puede
neeptar o rechazar lo invitacion de cunlquiera de los tres amigos sin ninglin resen-
timiento. Tampoco puede influir en su decision que tan bien juegun su deporte
pues, como &1, los tres son aficicnados, Lo que mis le interesa a Jorge es qué
deporte va a jugar ol domingo, ¥ en esos términos evaluar cada decision. Pero esto
depende (segin Jorge) de si tlueve o no. Procede entonces a realizar una lista de
consecuencias, donde, por cjemplo: 8§t va a jugar Tenis y Hueve no podra jugar
y se va # enojar mucho. Si va a Jugar Futbol y lueve hard deporte pero no le
parece muy agradable, ete. Jorge procede entoneces & evaluar eada consccuencia
con ana funcidn de pérdida L{-), pero vemos entonces que evaluar la consecuencia
o pérdida de cuda accion depende de un fendmeno aleatorio o inclesto {introducido
por Jorge) ¥ este es el problema estadistico de ln tomn de decislones, det cual nos
vamos a ocupar en esta tesis (especificamente en el punto 2.2). Tin los puntos
siguicntes introduct

1.3 Espacio Parametral

Seca X una variable aleatoria que toma valores en los reales. Supongamos
que dicha variable pertencee a alguna familia de distribuciones indicada por almin
pardmetro, & decir:

X<l 0e 0.

Donde para cada § € © tenemos unn distribucidon para X. No tenemos la infor-
micion de cunl s ln 0 & O apropiada. Esto puede darse por ejemiplo, st X es
la cuantificacion de algin aspecto de cierto fenémeno, es decir; la distribucion de

X ¢s un modelo del conocimiento que tenermos acerca del comportamiento de X,
v ¢l valor de @ seria un suceso incierto. Entonces, para cada § € © tenemnos un
modelo, o coino suele decirse, algiin estado de este fendmeno. Hay que notar que el
conocimiento acerca de X puede variar por muchos tactores, pero (0 (ue estrinos
suponiendo s gue no dudamos que X pertenezen a Fyo Ciertos antores coinciden
en Hamar n @ el conjunto de estados de la naturaleza, otros lo Naman conyunto de
modeloa y también ha recibido los nombres de espacto parametrsl y ol de conjunto
de sucesos tnciertos. En esta tesis vamos & referirnos a O indistintamente como el
espacio parametral o el conjunto de sucesos inciertos.
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Por lo visto en el parrafo anterior, no sabemos qué # € O sca la mas con-
veniente para explicar el comportamiento de X, Segtin la interpretacidn subjetiva
de lu probebilidad, para expresar el conocimiento gue tenemos aceren de § le asig-
namos una distribucién de probabilidad, considerindo a 0 uns variable alcatoria.
Entonces, ta distribucién de X junto con la de 8 modelan ¢l conocimiento que se
ticne acerca del comportumicnto de X, Sea entonces, f(#) lu funcidn de densidad
generalizadal de 0. Tumnbién puede darse el caso de que queramos obtener una
muestra de X para aumentar la informacién que tenemnos aceren del fenémeno y
medificar la distribucion de 8, es por esto que a la distribucidn de § definida por
Ja densidnd f{8) se la lama la distribucién a prierd o anterior & lu obtencién de

una muestra. En este tesis me voy n referir a ol como la distribucion infefal,

Al obtener una muesten de X, sea esta z, - {z,...,7a), nuestro cono-
cimicnto se modifica por consiguiente, la distribucién de 4 se modificn con estn
muestra. Segin el teorema de Bayes tenemaos:

F(0 | zn) & R{zq | 0} (4],

donde k{z, | #) es la distribucion conjunta de la muesira y entonces, f{0 | z,) es
la distribucion de 6 despues de obilener la siuestra, o d

hucian Joster for.

1.4 Pérdida Taperada y Decisidén Optima

Supongames entonces que ¢l fendmeno aleatorio involucrado en el proceso
de decisién estd dado por unn variable X con lus caraeteristicas de 1.3, Definimos
Chtonces ad

LiDx@ — R,

que serin fa funcién de pérdida. IS5 decir, dades d € Dy 0 ¢ 0, L(d,0) evalda la
pérdida obtenida al tomar k decisidn d si el estado es 0.

U5 on referimon & una funcidn de densldad generalizada de 4 come uua Cuncibn real positiva 1{8) con Iaa sigulentes
earncteristican: {lan integrales son en el aentido de Lebengus)

/ Fleyn(s) = t
e

Pl8<a)= f J{#)an{0).
{d=a}

donde u(#) ex una medidn en Fcon respecto a ln cosl 7{6) es demsidnd y entonres, of In medida es la de Lebergue
en R, [{F) va una funcldn de denaldad coniiln, »i ¢5 16 e contes en B entongen f[#) &3 una funeién de probabitidad,
eie.



Tenemos rhora la funcidn de pérdida L; como L es funcion de ¢ entonces,
dada d € D, L{d,0) es una variable aleatoria y su distribucida depende direcia-
mente de la distribucion de 4. Entonces definimos a%:

L(d) = BolL(d, 0)) = [ L{d,0)/(0)du0),
que serin la pérdida esperada para la decisién d, y a:

L*{d | za) = Bolb(d,0) | 2a] = [ E(40)/(0 | za)dia(9)

que serfn lu pérdida esperada después de obtener la muestra de X, bajo le decisién

d.

Puede consultarse Ia bibliografia mencionada para revisar que d* € 1) es
Ia decisién éptima sic
L(d" [ #u) = mip L*(d | 2a),

o sea, d¢* minimiza la pérdida espereda despuéds de obtener ls mucstre, Puede
también considerarse la decisién que minimice L*{) si es que no vamos n obtener
una muestra y confiamos completamente en nuestra informacién inicial, pero en el
problema de pruebas de hipélesis paraméiricas, que es del que nos vamos & ocupar
on esta tesis, se considerardn sélo las decisiones despues de incluir una muestra en
el andlisis.

21 a1 ntegrales que aparecen son en el sentido de Lebesgue 1(#) +« In medida apropiada pare la demsidad de é {la
de Lebesgue en R, 1a de conleo, ete),
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Capitule 2
Contraste de Hipdtesis

2.1 Definicidnes

Una hipbtesis es una proposicion que estd sujeta a verificacion. Considérese
una variable aleatoria como en 1.3, una hipdtesis puramétrica es nna proposicion
acerca del comportamniento del pardmetro 0 que, como ya vimos, lo vamos a con-
siderar una variable aleatoria. En concreto, unn hipotesis paramétrica queda des
terminada por un conjunto @) € © (subconjunto del espacio parametral) y se
estipula de Ia manera siguiente:

Bn esta tesis solo vamoes a estudiar las hipitesis paramétricas (desde el punto

de vista de I estadistica Bayesiana), Ll edmo se estipulan las hipdtesis resulta

ser un problema wmuy controvertide en casi to Ins rumas de Ja clencia y ha
generado grandes discusiones, este problema no serit abordado en esta tesis por
estar mas alla de los aleances de la misma; siempre vamos a partic de que yu estdn
propuestas lag hipdtesis. Ahara, @ para qud o estipulan bs Hipdtesis 7 Dentro de
fa literatura de estadistica Bayesiana existen dos tendencius principales. En una
de estas tendencias se resuelven fos problemas al inferir, mieniras que an la otra
¢l problema es tomar una decisién, Las pruebas de hipotesis no pueden quedar al
margen de estos dos puntos de vista, ¥y es por eso que {os wétodos que vamos a
estudiar en ¢l punto 2.2 estan motivados pot éstos, viendo @ las hipitesis como
un problema de inferencin o como un probiema de decision.  Las hipdtesis son
planteadas entonees, como gufa para hacer infereacias, plantean lo que s¢ ha de
inferir; o definir sobre lo que se ha de decidir, definir ol espacio de acciones, como
se vera acelante.

Para nuestro estudio neeesitamos las siguientes definiciones: Una hipdtesis
es simple si, dada dsta, la distribucidn de la variable cuyo parametro estd involu-
crado en la hipdtesis, queda totalmente determinada. Siconsideramos una variable
aleatoria como en 1.3, entonces una hipétesis situple es tal que el subhconjunta dal
espacio parametral con fa que queda estipulada contiene nn solo clemento; enla

notacién anterior, M7y es simple si @) « {0} o
[{I 8= 0] N
con §) ¢ ©. Una hipotesis es compuesta si no es simple.

~ 8 -



2.1.1 Contraste de Hipdtesia

Considérese, de nuevo, una variable aleatoria como en 1.3, Un contraste
de hipbtesis (paramélricas) queda estipulado por una hipétesis paramétrica sobre
© y su complemento. Sea ©; C O, entonces un contraste de hipdtesis es:

iy 00 Gy

Hy: 0660,
donde, 843 = 0 - 8 y 8 es el espacio parametral.

Siguiendo la idea del punto 1.3, sabemos que X € Fy y que 0 € O y
entonces proponemos que 8 € O, Desde luego, 51 § ¢ €4 entonces § € O,
Parece ocioso afirmar lo anterior pero, 61 no tuviésemos bien estipulado el espacio
parametral O, no podriamos afirmar qué sucede si rechazames Hy. FEntonces, s
después de hacer un andlisis tendiente u verificar la hipdtesis Hy resulta que la
rechazamos, tencmos que la hipétesis Hz (no Hy) es mas conveniente. Tenemos
pues, que al proponer Hj lo que en realidad vamos a hacer es comparar o contrastar
entre Hy y Hy cuil es mds convenicnte.

Si por ejerple, la familia de distribuciones es: Fy = {Distribucion Normal
con varianza=1 y media 8}, y el cspacio purametral cs © == R, un ejemplo de
contraste de hipdtesis puede ser O = {8 > 0} y:

Hi:0>0

Hy:0 <0,

Ahore bien, la familia podria ser Fy = {Distribucion Normal con media=0 y
verianza=1 si § = 1 y distribucién t con 23 grados de libertad si § = 2}, el espacio
porametral puede ser © = {1, 2} y un contraste de hipdtesis seria:

H]Zﬂ:l

Ho: 0 =3,

Estos son sélo algunos ejemplos de contrastes de hipdtesis que corno se puede
observar, pueden tomar muchos matices.

2.1.2 Contrastes de Hipotesis Multiples

Comunmente las hipétesis en estadistica se hen plantendo como lo expuesto
en ¢l punto anterior sin embargo, en ciertos casos podria ser muy iitil tener mds de
dos posibilidades para describir el comportamiento de ¢, A e que uwva referimes oo
que tambidn podrian considerarse hipétesis como las siguicntes: Se considera una
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familia disjunta de subconjuntos de 6, scaesta 8,1 =1,... kb con UQ; = ©, ¥ se
establecen las sigulentes hipdtesis:

Hi:0e0; i=1,..,h

Lo que buscamos entonces es averiguar cual de Ins b hipéiesis es mds conveniente,
En los puntos siguientes vamos a estar considerando estos tipos de contrastes de
hipétesis como gencralizacidn de los contrastes con sélo dos positilidades.

- 10 -



2.2 Métodos para Contrastar Hipdtesiy

A partir de este punto vamos a estudiar las téenicas para abordar el pro-
blema estadistico del contruste de hipitesis. En cstas secciones se va a abordar ol
P
problema en forma general, y vamos a estudiar algunos e¢jemnplos concretos,

2.2.1 Comparacidén de Probabilidades

El método de comparacion de probabilidades es muy simple (véase Beryer
1980, p.104), una vez estipulada la distribucion inicial, se toma una muestra y se

calenln In densidad generalizada final, f{# | z,). Despues procedemos » calenlar:
PO o) = PO O =) > [ 102, dk(0).

cont = 1,...,hy entonces nos inclinamos por la hipotesis con mayor probabilidad
asociada. El método de comparacion de probabilidades ostd basado en que cada
hipétesis ae le puede nsignar una probzbilided llamando ') = P(6 < 0.
La probabilidad de la hipdtesis H; debe de entenderse cuno la probabilidad de
que el pardmetro invelucrado pertenczea al conjunto 9; correspondiente o sea,
la probabilidad de que el pardmetro se comporte segén I hipdtesis Hy; oo
sentido, P(H;) mide la validez o verosimilitud de ia hipdresis J;.

Cuando & = 2 es muy comin ntilizar el cotiente:

P(H{ | =)

NS

para compuarar las probabilidades de las hipétesis, siendo la regla de decisin of
preferir Hy si el cociente es mayor que 1y al misimo ticmpo observar que tan
grande es una probabilidad con respecto a la otra.

Recordemos de 2.1.1 que habfa dos principales enfoques para realizar un
contraste de hipétesis, el método expuesto en este punto esti dirigido pura cuando
sélo queremos inferit, y no para tomar decisiones pues no tomuwnos ¢n cuenta Jas
consccuencias de preferir cualquiera de las hipotesis.

Ahora vamos a estudiar algunes cjemplos de contrastes de hipdtesis uti-
lizundo el método de comparacion de probabilidades. Un primer caso os cuandn
tenemos nna hipétesis simple con otra simple; entonces, @ = {0, 82} 5 01 = {1},
@y = {f9}. De esta manera, tenemos que el contraste de hipotesis estd dado por:

-1l -



‘&rl /- 0|
."'1 0 ﬂj.

La distribucién inicial [(#) se define como f{6;) =py f(#;) = geconp+g=1.
Para preferir a I} tenemos que:

P(H; !Jn) > P(Hy ! Zn)
[¢)
f(0y ] 2a) == [(By | 20},

como lo vimos en el enpitulo anterior f{# | z,} = kh(2,, | 8)/(0) con k constante
positiva, entonces si:

f(al i Zn) > f(oi! E 3n)

kh(zy | 0)1(01) > kh(za | 03)f(02)
&

hlanl61) 1

h{za102) ~p

preferimos a H).

Ejemplo 1: Si Fy = {Familia de distribucidnes Bernoulli con pardmetro 4} con
& = {0;,0,) < (0,1). Vamos a suponer que #; < 04, las hipdtesis son:

Hy: 0 =40,

Hy: 0 =6,
Stz = (Zp,. .., Tn) ¢s una muestra aleatoria, entonces:
h(zg | 0) & 0571 - g)n B

de donde,

h(za 1 81) _ (o g, yr=Xom
(:‘I-@"(ri) =)

Entonces preferimos a My : 0 = §, si:
FARS I I n-¥ir
(#)=" (=) >

- 12 -
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aplicando l_gg.irifcmo a ambas partes de Ia desigualdad, tenemos:
Zr;ln( ) (a3 ln(r—gl)\ln( -)

o

Eonlin () = in (12 b = 1) - min (1)

En el lado izquierdo de la desigualdad, tenemos:

Bi{184 SN L
In { o,’fm‘,;) T
el logaritmo ¢s positivo si y sélo si su argumento es mayor que 1, cntonees el
logaritmo del cociente es positivo si y sélo si:

(mh=ay) 1

1 i
——— > —
Lol
o,
1 N 1
7z~ 7
4y
gy > 8.

Pero supusimos que #; < 0y entonces al dividir por el logaritinos se inverte la
desigualdad y entonces preferimos a I si:

1-8
h\ —nln ( )
Lo .
!n (D; 163 )
F
y & Ha en otro caso. Dreferic Hy significa preferir 8; sobre fg, sicndo 8 < 0
entonces, preferimos al valor menor si 37 7 es menor que una constante y &l valor
mayor st 3. z; es mayor que csta constante, lo cual estd de acuerdo con nuestra
intuicion, siendo que ¢ determina la probabilidad de que X = 1 y entre mayor es
0 se espera que 3. z; sei moyor. -



Ejemplo 21 Fy = {Familia de d;stnbucmnes Poisson con pardmetro 8}, O =

{61,623 ¢ R*. Tawbies aguf vamos n suponer que #y < fy. Las hipétesis son:
}11 H 0 = 01
Hy:0:= 65,

Sizy = (zl,. ,.yZn) €8 una muesita alentoria, entonces:

0L % exp( —nl))

hza | 0)

Iy« I’_)*.A..Iﬂ!
¥y

b)

( 02)

= {8,/02) % exp(n(f2 — 8)).
Preferimos Hy si:
RS
(62) exp(n(fs - 01}) >

aplicamos logaritmo en ambos lados de la desigurldad tenemos:
Sz ln( ) n(0s - 0;) > 1:\(

como ) < 0q entonces 27 <lyln (g’; ) n{0y ~ 0;) < 0; tenemos que preferimos
Hy s

T < gy

y o Hy enotro caso, o

Ejemplo 3: Fy = {Familia de distribuciénes Normal con varianza=o? y medin 0}

2

(en este caso o es una constante conocida), © = {#),02} < R. Vamos a suponer

que §) < 0y y las hipétesis entonces son:
Hy:0 =0

{'110:0'1.

Si 2y = (21,...,Tn) es una muestra aleatoria, entonces:
e} 0) = kexp(=(1/2)0 2 (5 - 0)°)

- 14 -



y

R = {1/ (S (s 00~ (s~ ),

con un cdlculo sencillo podemos ver que:

,L—“—“:Ez: i :3 = exp{(1/2)o "2 (n(62® — 0:%) + 3 2z;(0, — 02))}.

Preferimos a Hy si:

exp{(1/2)0~¥ (n{02* - 0,%) + (6, - 02)2 3 x;)} > %

é
(n/2)02* - 6,%) + (01 — 02) 3_ 7 > o* Inla/p)
6
(61 - 02) 3z > o In(g/p) — (n/2)(05% - 0y%).
Como 8; — 8; < 0 entonces preferimos a Hy si:

. o inlg/p) = (n/2)(02% — 0,%)
Yom« 0 7o) -

y preferimos a Hg en otro caso. Si p == g o sea, Hy y Hy tienen la misma probabi-

lidad inicial entonces In{g/p) = 0 y preferimos a ) si:

z s "(012 - “2:)

2(6; - 02)
)
- (0% -0

X < ol
2(0y ~ 03)

utilizando diferencia de cuadrados para (832 - 022) tenemos que preferimos la
hipétesis H; en este caso si:
~ 0140y
X ¢ 2,
2
Nétese que en este caso, ¢l preferir unn u otra hipétesis no depende del

valor de o2, »

- 15 -



Otro caso seria cuzndo @, el espacio paratnetral, consta de un niimero o
lo wis numerabie de elementos; en este caso la distribucion de 8, f{0), s una
distribucién con #(0) la medida de conteo o sea, f(#), es una distribucidn discreta.
Todas las hipétesis que se pueden proponer en este caso son a lo més numerables!
y entonces procedemos o comparar probabilidades como ha side estipulado antes
¥ las integrales que se manejan se calculan como sumas o series. Este cuso es poco
comun y no hacemos ningin ejemplo al respecto.

El siguiente caso es cuando © tiene la cardinalidnd de 22, y tenemos un
contraste de hipétesis compuestas. Lo usual es que A{@) > 0 ? y vamos a suponer
que A(©;) > 0con i = 1,..., A, esto quiere decir que O ¥ ©; son conjuntos no sélo
con més de un elemento (pues hablamos de hipétesis compuestas) si no que son
conjuntos gordos, como intervalos o vecindades de B. Podemos ahora utilizar una
distribucién continua para & o, en otrag palebras, f{0) serfo una distribucién con
respecto a la medida de Lebesgue en R {como por ¢jemplo, Ia Beta, la Normal, la T,
cte.) que pueden servirnos para modelar ¢l conocimiento que del parimetro tenga
el interesado en IHevar a cabo el contraste de hipdtesis. Se contimia entonces con
el procedimicnto usuul de comparacién de probabilidades caleulando P(H; | z4)
con ¢ = 1...A donde tal vez haya problemas de integracion.

Ejemplo 4: Fy = {Fumilia de distribuciones Bernoulli con parimetro 6}, con
h =120 =(0,1) vy @ = (0,85) y entonces @y = [fy,1); en otras palabras, las
hipétesis que manejamos son:

Ifl‘.’)‘-’.ag
Ho : 0> 6.

Tenemos que:

hzn | 0) o 055 (1 — gy m,
La distribucién conjugada?® para 0 es:

10y = 0" (1 - 0} x oy (9)

LAl decir que una hipétesla es nuruecable o Sulta o con dos elemeatos ote. estrnios hablando de la cardinalidad del
conjunto B, correspondients. Vamos a utilizar eatn convencldn a pacti: do este puato,

24\(8), Ia medida de 1ebeague en 2.

3En ente tJetnplo y en el resta de in tesis vamios & utifiear las dintribuciones conjugadas para la distribucléu del
pardmetto. Las distribucionea conjugadna facilitan tnucho Us oltencidn de i distribucidn posterior del pardmetro.
Si of conoelmiento del que pluntes el contzaste de hipstesls (decisor, en vu caso) 0o queda bira modelado con la dis-
¢ribucién canugedn se recomienda utilizar comblaaciones lineales de dintsibuciones conjugadaa o inclusive raezclas
de éxtna, que siguen aiendo muy fhcilen de¢ mancjar, para obtener la distribucidn iniclal que sea convenlente; vénse
e} articulo de Dalal y Hall {1583} parn Ia deflnicidn de mezclzs de dlsbribucionen conjugadas y una demostracién de
que cunlquier distAbycién iniclal pueds ser aptoxinads por una metcly de conjugadas de Is famiia exponencial,

- in -



que es una Beta con pardmetros a v b (3(a,b)). Suponicndo que se utiliza ésta
como distribucidn inicial, se tiene que: caleular f(8]2,)

F(0} ) o plE zta)-1 (- 0)(:1 DI TS
que cs una distribucién Beta con pardmetiros:
a = (Z z + a)

Be=(n-3 2 +8)
¥ entonces,

P(Hy | za) = Pl0 < 0y | 0 ~ B’ ,¥')]
y
P(Hz |z} = 1 - P{HY | 2n).

Puede utilizarse entonees algin programa de c6mputo que mediante integracion
numérica caicule P(H; | z,). Por ejemplo el paquete STATGRAPHICS, ya que la
integracién de las densidad Beta en general, tiene que ser en forma numérica,

Ejemplo §: Sen Fj = {Familia de distribucidnes Normal con precisién t y media
0, (N(6,t))} (en este cnso t es una constante conocida), Sea h = 3, © = R,
60 = (—~00,0), Og = (fa,0p] y O3 = (03,00). Tenemos entonces que les hipotesis
que manejamos son las siguientes:

Hy:0<10,

Hy:0, <0 <8

Hy: 8> 0.
La distribucién conjugada para ¢ es una Normal, Vamos a suponer que para

modelar el conocimiento inicial del interesado vamos & utilizar una distribucién
Normal N{ug, tg) para #. Puede demostrarse gue {véase Drunk 1978, p.323):

0 2a ~ N, ¥)

' =tg+nt
y

g = EL toy
/ tg+ni )

L



Prra calcular P(H; | 2z4) (1 = 1,2,3), pueden utilizarse tablas de la distribucién
N(0.1), puestn que:
V(0 - ')~ N(0,1).0

Analicemos ahora los contrastes de hipdtesis simples contra compuestas,
Si ¢l espacio parametral es numerable, se utiliza sna distribucion discreta paraf y
se procede como antes, si por el contrario tenemos que O = {f1} y By = R O
podemos utilizar una distribucién continua para ¢ y tendrinmos que siempre nos
inclinariamos por Hz, pues la medida de Lebesgue de ©) es ceroy entonces P{Hy |
zp) = 0. Sin cmbargo, es lo méa comin en la literntura en estadistica Dayesiana
encontrarse con un procedimiento alternative (véase por cjemplo, Jeffreys 1061,
Box y Tiao 1073, DeGroot 1970) para probar estas hip6tesis. Se argumenta eq
c8tos casos que en ciertos experimentos, segiin el conocimiento del experimentador,
hay un valor del pardmetro que cs especialmente distinguido entre los demds y ¢l
conocimiento del interesado no queda bien modelado utilizando una distribucion
continua para 8, El procedimiento es utilizar una medidad en R de la siguiente
manera: Paratedo A C R Lebesgue medible,

1{0)(A4) = AMAY + xa(8)

donde A es ln medida de Lebesgue en R y x la funcidn indicadorn (entiéndase
r(0)(A) como ln medida de A segin ;2(0}, en el apéndice A en el punto A1, hay
una explicacién mas amplia de x(#)). Entonces, se da una probabilidad p inicial
para Hy y f{#;) = p. La funcién f(0) integra (segin Ricmann) { — p en 6.
Entonces, con un cdlculo simple podemos ver que:

[, 1) =1

y se genera una distribucién de probabilidad que se le sucle llamar distribucién
discontinua. Después se procede a tomar una muestra v a comparar probabilida-
des. Se evita entonces el problema de que P{H)
P(Hy) = p, antes de tomar la muestra).

zn) os slempre cero (Nétese que

Las opiniones sobre estos contrastes de hipdtesis soa diversas. Por cjemplo,
cen Phillips (1973) en el capitulo 14 dedicado al contraste de hipdtesis, menciona que
conceptualmente estas hipdtesis no tienen mucho sentido (dentro de la estadistica
Bayesiana) sin embargo dedica una buena exposicidn al respecto. Hay que darnos
cuenta que ol procediwienty wwslemdlicsuente es correclo ¥ que su utilizacién
depende de interpretaciones y concepeiones de muchos tipos, en el punto 2.2.3
y en el capitulo 3 discutimos mis detenidamente este tipo de contrastes. No
presentaremos ejemplos con distribuciones discontinuas.

- 18 -



2.2.2 Problema de Declsidn
Veamos shora lo que dice DeGroat (1970, p.237) de este problems

“Problemas que involucran sélo dos decisioncs son conocidos como probdlemas de
contraste de hipdtesis”

En sintesis, el problema de decisién se planter como menciona DeGroot.
Para observar a un problema de contraste de hipdtesis como un problema de
decisidn, lo que se hace es considerar o D (el espacio de accivnes) constituido por las
acciones de decidirnos por cads una de las hipStesis planteadas. En un problema de
contraste de hipétesis sélo tenemos dos hip6tesis y es por eso que en 1o referencin
sc dice que un problema con sélo dog acciones es un problema de contraste de
hipétesis. Tenemos entonces las hipStesis H; (¥ == 1,..h) y consideramos el preferir
la hipdtesis H; como la nceibn d;. Tenemos entonces:

D= {dy.dy,..., dp},

con d; equivalente a deciditse por H;. Lo més importante de este enfoque es que,
como lo vimos en el cepltulo 1, en teorfa de decisiones tenemos la posibilidad de
incluir funciones de pérdida en el anélisis. Ksto significa que vamos & considerar
los inconvenientes de tomar una decisién o sea, de preferir alguna hipotesis, dado
que el velor del parimetro fuern fg. Comunmente se suele hablar, al contrastar
hipbtesis, de dos tipos de errores en los que ge puede incurrir; un error es prefe-
rir Hy siendo que 8 € B4 y el otro error es preferir Hj siendo que § € 9. Al
utilizar los funciones de pérdida, implicitamente estamos considerando en nuestro
andlisis el incurtir en estos errores, pero también tenemmos la posibilidad de medir
cuanto perdemos al cometer cada uno de los errores. Esa es la ventaja de tra-
tar al problema de contraste de hipétesis como un problema de decisidn. Ahora
introducimos la siguiente notacién:

Li(0) = L{dy, 6),
¥ también:
If = D& ) = [ LAO)F(0 ) 2a)duf0).
Entonces, por lo que vimos en 1.4, la decisién 6ptima es la d; correspondiente a
la L*; minima, S$i h = 2, nos decidimos por Iy si:
Ly< L3,
que serfa la regla de decisién 6ptima para los contrastes de hipétesis.

El método que hemos estudiado en este punto, corno me parece evidente,
nos sirve para cuando ¢l problema es tomar una decisién. Me parece impor-
tante aclarar lo anterior pues es muy valioso siempre tener presente a que tipo
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de problema de contraste de hipdtesis nos enfltentunos, y asi utilizar fas técnicas
adecuadas.

Aliora veamos distintos casos de contrastes de hipdtesis, en el mds sencillo
tenemos una hipétesis simple contra otra simple. Tenemos que Oy = {#y} ¥
By = {f;}. Para la distribucién inicial tenemos que f{0;} = py f{¢) = ¢ con
p-+ ¢ = 1. Para las funciones de pérdida podemos observer lo siguiente:

o) o
(1 Lalon) = b,
L{0) = 0.

La razén por la cual L:(6,) = 0, es que normalmente no hay pérdida si no hay
error (Ja decisién d; es preferir el valor del pardmetro 8y, y si nos decidimes por d;
siendo el valor del parimetro #; pues no hay error]. Ahora, a y b tienen que ser
mayores que cero porque si, por ejemplo, a es negativa o cero, de inmediato {sin
molestarnos en tomar una muestra) nos decidiriamos por d) pues decidirse por dy
s6lo implica pérdidas ¥ equivalentemente observariamios respecto a b, Podemos
observar que:

LY = Lit02)f (0 | 2a) = af{by | 2n)
y

L3 = La(0) (0 | ma) = b0y | 20).
Como vimos en ¢ capitulo 1, f{0 | 2n) = kh{z2n { §)S(0) con k una constante
positiva. Para decidirnos por H) tenemos gue:
Ly <Ly
6

akh(zg, | 02)f(0g) < bkh{z, | 01}S(0:)

[¢]

h(zn l 02} < EB

(zn [ 61) ag
y entonces, lu decisidn 6ptima es decidirse por H i el cociente de verosimilitudes
de la izquierda cs menor que Ja constante de la derecha, y por Hy en otro casot,

YEsta regla de declsién Hence una yran shnilitud con e teorema de la eaindiatica cldaica conucido come ¢l lems
fundamental de Neyman-Pearaan {1932) vhase por ejemplo, Deunk {1970 p 415}
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Ejemplo i: Sex Fy = {Familia de distribuciénes Bernoulli con pardmetro 0}, El
espacio p;u-muctrnl es @ = {0,,84} < (0,1). Sin pérdida de generalidad suponemos
que 8} < fa y que las hipdtesis son:

Hi:0=10,
Hy: 00
Sizn = {r1,....2n) s una muestra sleatoria, entonces:
hizn | 0) = 055 (1 )P L=
bl

h n ﬂn ., ‘:n - u‘ﬁz;
el (g () e

La regla de decisidn es decidirse por Ify si:

» 1 — _l\" I b
(3)E= 1y 2,

aplicando logaritmos tenemos:
Eam(§)+ - e (45 ) < wl)
6
f,(l'\( ,»,1\ —1In ( ] Df ) < ln(g) —nln (:}gf) . (2
Expresamos el lado izquierdo de {2) como:
2 Ilh‘(o { 22})

Vimos en el ejemplo 1 de 2.2.1 jque s1 8, < 09 entonees:
0,(1-02]
(21751—01;) <!
G2{1-8:} Y .
(61{1—0:“ > L

Si entonces dividimos por el logaritmo de este cociente » {2) no se invierte. la
desigualdad y entonces la decisién 6ptima es Hy si:

b 1-02
L ln(E%) -n ln(———ol )
- SRR

(Tﬁ'ﬂ 10}

eso quiere decir quet
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¥ ¢s Ha en otro casn, e

Ejernplo 2: Tenemons Fy = {Familia de distribuciones exponencial con pardmetro
g}, El espacio prrametrat es ©@ = (05,8} ¢ R¥. Como ontes, vamos a suponer
que 03 < 0y, las hipétesis son:

Hy:=0,

Hz - 02.

Si zq = (21,...,7s) ts una muestra aleatoria, entonces:

h{zn {0} = k0" exp(- ¥ ),

de donde: Ko 1 02]
Wan U2} rpyn &
NI AR () el (02 - 0) Y )
Por lo tanto la decisitn optima es Hy si:
han 102) gy ) — L bp
mi o (‘) expl {0~ 0;) Y i} =

Al aplicar logaritmos tenemos:

n log (g; ) A {0y = 0g) ZJ‘

como 0y — Gy <2 0 so uvierte la desigualdad al dividir por (8 ~ 0,) y entonus la
deeision optima es Hy si:

() ()

y es Hy en otro ceso. Fin este caso tenemos que decidirnos por el valor # mayor
si 32 z; ¢s menor que una constante, esto so puede explicar intuitivamente ya que
valores mayores para el parametro implican que los valores mis probables pura X
80N MUY cereanos & cero y por lo tanto, ¥ 2; tenderin a wor pequerin. e

En un caso mas general, 51 O es a lo mds pumerable se utiliza una distri-
bucidn disereta para ¢ v las integrales que se manejun se calcwlol Con 0uiGdd o
series.

En ol caso de que O tenpa medida de Lebesgue mayor que cero, al utilizar

distribuciotios contintas nos podemos enfrentar & problemas serios de integracion
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¥ tener que utilizar aproximaciones por métodes numéricos.
tratamos con hipdtesis compuestas, caleulan:

poe ejemplo,

J B0 10 £z n

puede ser muy complicado puesto que f{0! »,) vermelmente no se puede infegrar
en forma analitica, complicdndose aun mas al estar snubtiplicado por L(0).

Hay muchos tipas de funciones de pérdida, lo mids comin es que se siga la
idea expuesta en (1}, Generafizando a (1) tenemeos que:

Li(8) - ¢;xp--0, (8},

con ¢¢ {1 == 1... A} una constante {de pérdidn) positiva y v ta funcidén indicadora.
Lo que quiere decir la funcion Lp es que si ff no estda en @, entonees fenemnos nna
pérdida de magnitud ¢;. En otros casos, y por las necenidades del decisor, puede
requerirse de funciones de pérdida més sofisticadas con la intencidn de medir mejor
las conscencucins de nuestros ercores. Como se snele proceder es no sdlo midiendo
si el pardmetro cstd o no en el conjunto Gy correspundiente sino, en su caso, que
tatt lejos esti el pardmetro del conjunto en cuestién. Un ejemplo de lo anterior es
In siguiente funcién de pérdida; Supongase que se tione B ~ Ry que i = 2, con
O = Vi(0;) una veeindad de 8y con radio r T R,y O3 = © - &y, Ahor

Ll(()) = ! @ — 0 $ \9:(0),

con « una constante positiva. Este es sélo un ejemplo de una funcidn de pérdida
para hipétesis compuestas, Hay que tener siempre cu enenta gue las funciones de
pérdida deben de ser estipuladas por el decisor, como hubiamos visto en ¢l rapitule
anterior, y por consiguiente pueden variar mucho de un problema a otro.

Eiemplo 3: En una universidad existe ana red de computadora con muchas ter-
minales, A la comision Jde cémpnta de la universidad han legado muchas quejas
acerca del servicio que presta el CPU {Unidad Central de Tincero! do la compu-

tador; se dice on las quejas que el servicio se ha vaelto muy lento,

La comisidn de cémputo de Ia universidad, el degisor, encarga un andlists
del sistema, Deciden que cambinran ¢l CPTI si o tiempo de respuesta csperade
para que ¢l CPU atienda 2 la terminal es mayor que g segundas, que vs ol tiempo
de respuesta esperado especificado por of fabricante de fa red. Sc toma a X camo

r eoincide

la varinble aleatorin que mide o tiempo de respuesta del OPU, el ads
en que Fy = {Familia de distribuciones exponencial con parimetro 7}, BEntonces
X € Fp; pademos ver que B(X) = 1/0. Entonces el iempo de respuesta esperado

0y



es 1/6. El problema puede plantearse como un contraste de hipétesis utilizando el
método de tcorfa de decisiones. Las hipdtesis que se plantean son:

Hys (it~ ty)

Hy: (110 < 1),

y entonces decidirse por H; ez cambiar el CPU v por Hy ¢s NO cambiar el CPU. El
espacio parnmetral es @ = RV y Oy = {0,1/t,) y O2 = [1/14,00). Lus hipbtesis,
en términos de 0, son:

Hy0 < 1t

Ho 0> 1t

Suponga que lus quejas que ha recibido ls comisién de computo sobre el
CPU indican que por cada segundo de mds que espera wn usuario en respuesta
del CPU, fa universidod pierde S prsos y existen mis o menos m usuatingd, Lo
comisién de edmpute wtilivando ests inforinacion estipula la siguicnte funcién de
pérdida para la decision fy:

Lo

[t} = Smlt, - [Jy{:m

donde te es el tiempo de respuesta esperado o sea, 1/6. Estaes 1o pirdida es

51 no se cambia el CPU siendo ase deberia cambiamse y (1, -- ¢4) modela el tiemupo

que espera de mis un usuario. Lo anterior en términes del pardmetro #f nos da:
o - '
Ly(6) = Sm{(L/0) ‘.‘1)1\((),1,’(3)((")'

El costo de cambiar ¢l CPU, incluida lu instalzecian y el costo del tiempo en

que ne habrd servicio en la red durante la instelacion, es de r pescs. La comision

clabora esta otra funcién de pérdida para la decisién Fy:

Lifte) = rxqog,lte).

Esto, expresado en el parimetro & es:

Li(8) = rx|g 114,00) (0)-

La distribmeidn conjugada de 0 es una Gama, Gle.b). Después de una

amnplia discusién a! interjor de la cownision se roincide en utilizar una distribucion

5 En esle ejeapla, par seuciller, 1o 1tamos comldarando cuantne Hanadas Lince cada usuaria al procesador ol
tampoeo no estudio o to latzs de un pesiode de tlempo Jada (remanan, meann, elc)
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Gama pera modelar el conorimicnto lwicial que tiene la comisidn acerca de 4,

entoucs:

J16) = 0% exp(-8/8).

En las especificaciones del fabricante se estipula que &, {ol tiempo de respuesta
esperado) es de 2.3 segundos. Sabemos que si # ~ G{a, b}, entonces E{f) = ab.
Lz comision de cémputo escogié b = 1y a = 1/2.3 == (1.4348. Sc toma entonces
una muestra aleatoria® de tamadio 100 {en ol apéndice B aparcce una tabla con los

datos de ls muestra). La densidad conjunta de a muestra zq es:
Mzn | 0) = k8 exp(—03 | 1),
entonees la distribucidn posterior de & s
F{0] za) o 0 exp(—03 2304 exp{~-0/b).
]
J{0 ) za) & 800 op a8 2y 4 1/,

Enionces,
84z, ~ G(4, B)

<on

La distribucién inicial de & es G{0.4348,1). Pucde verse en el apéndice B que
L &; = 3271.65; despuds de hacer los cdlenlos necosarios tenemos que:

8} 2o ~ (7{100.4348, 0.008).

Ahora wélo falta calenlar los pérdidas csperadas para eada una de las
hipdtesis, tenemos que:
Q.
P= [ rH01220d0 = rPIY 2 04348 (Y ~ G(4, D),
0.4048

Biara eate tjemplo se vealird una simuiaclsn por computadnrn pare shiener tos valiges de Is muetm E) tiempe de
respueata promedlo vu $n simulacidn es de 3.2 requndas,

2]
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llamemos o = P{Y > 0.4348-| Y ~ G(4,B)], que después calcularemes. Para
calcular la pérdida esperada Ly tenemos: - : :

0.4348

/ Sm{1/0 - 2.3)1(0 ] 2n)d0
4]

entonces,
0.4348
Ly=5m [ (1/9)](8 ] )d0 ~ Sm2.3P[Y < 04348 Y ~ G(4, D).
0

La probabilidad de la derecha es 1 — ay, pare caleular In integral de la izquierda
tenemeos:
04848 0.4348

A-1
Sm [ (/010 | za)d0 = 8 [ (1)0) e TS
9] 0

0.4348
oA 11 oyn (0 BB,
I‘!A)IM / 2 (~0/B)
notando que esta integral es el nucloo de una densidad Gama, podemos entonces
caleularla como una probabilidad multiplicando por la constante apropiada:

Sm
T(A)B4

‘l

A - DBAIPY < 04348 | Y ~ G{A - 1, D)},

LLamemos ag = P]Y < 0.4348 1 Y ~ G(A ~ 1, B)], sabemos que T{c) = (¢ ~
13T'(e - 1). Tenemos entonces gue:

04348 r4-1yptt aaSm

s O/ (@ L 2n)dl = S e A~ (A= B

Finalmente tenemos que:

N az
L'z = s"l‘{zji—__—ﬁ?} - 23(1 - (ll)}.
Recordemos que la decisidn éptima es decidirse por la hipétesis Hy {NO cambiar
el CPU) si:
Ly < I}

S =231 ~ o)} < ayr,

. S
(A=D)B



para calcular ey y ay utilizamos el paquete STATGRAPHICS, resulta que 1 -
@ = 0.999, entonces a; = 1073 ; por otro lado, oy = 0.9909. Con un edleulo
aproximado podemos ver que la comisidén de cémputo NO canbia ¢l CPU si:

r > (2,280}8m.

Recordemos que r es costo del CPU nuevo, entonces NQ se cambia ¢l CPU si el

valor del nuevo es mayor gyue la constaite de la derecha, Supdngnse gue los que co

quejan dicen que S, o] costo de espera de un sepundn de , 05 de diez pesos, lo
cual & la comisién le parece muy exagerado. Suponiendo que hey 2000 nsuarios,
haciendo log cdlculos pertinentes tenemos que, NO cambiamos el CPU si este es

més caro que $45,600,000. El CPU nuevo es mucho mis caro que eso. o

Veamos ahora que sucede con las hipétesis de simple contra compuesta,
Como lo vimos &l final de 2.2.1, si lenemos Hy : 8 = §y con Hy : 8 7 8y,
y © con medida mayor que cero, podemos utilizar una distribucién continua y
resultaria que preferirfamos Hy independientemente de la muestra. Sin embargo,
el conocimiento que el decisor tiene acerca de § puede requerir que P(H) > 0
Se utiliza entonces una distribucion discontinua y se procede con Ins téenicas de
teorfa de decisiones. No comentaremos mds al respecto pero podemos recomendur
¢l artfculo de Ferrandiz (1985) donde se expone otra forina de contrastar que
it = 0 (Ia media de una distribucién normal) con g # 0 utilizando distribuciones
discontinuas. Lo impertante det articulo es que se hace depender a 1o funcion
de utilidad {pérdida) de una funcién de distancia, midiendo ta magnitud de p al
origen. Se establece ul final del articulo una relacién entre ef nivel de significancia
que se uiiliza en los contrastes de hipdtesis en estadistica cldsica y la funcién 1{0) =
Ly(8) ~ Ly {9). Se abserva que es inconsistente tener un nivel de significancia fjo
mientras el tamano de muestra crece y esto tiene el mismo efecto que la paradoja
de Lindley?. Establece, también, una forma de cambiar consistentemente el nivel
de significacia segiin crece ¢l tamafio de muestre. Esto puede dar pautes para la
utilizacidn de] método de distribuciones discontinuas.

TEstn o2 utsa tamosa parsdoja gue aparece en ia estadiatica cldrica dentra de ol problema de contrastes de hipétesia,
winer Lindley {196%).
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2.2.3 Contraste de Significancia de Lindley

Este método fue propuesto por Lindley (1970 p.58) y fué desarrollado para
contrastar hipétesis simples contrn compuestas para parimetros con distribucién
continua. Es dificil pensar en generelizaciones de este método para algin otro tipo
de contrustes de hipétesis, Parn estudiar este método necesitamos la definicién de
regidn de méxima densidad!:

Se tiene § € © con distribucidn generada por | densidad generalizada (),
la regién de Mdzima Densidad (MD) con probabilidad «a cs Ia regidn I, {1, C 6)
tal que:
Ply) = e

ys1 2 € Iay y ¢ Ta, entonces:

fl=) 2 fly).

Se puede probar que si f{#} no es localmente uniforme {que f{0} nunca sen cons-
tante) entonces I s dnico para eada . Se puede probar también que si f(0) es
continus entonces existe una regidn para cualquier probabilidad; también, si I es
una regién de MD con probabilidad a, entonces si f(8) nunca es constante {o es
constante sélo en conjuntos de probabilidad cero) entonces o = {0 ¢ 8 | f(f) =
Ca} con Cy = infgey, f(8). Como gran parte de las densidades continuas que se
utilizan nunca son constantes (0 son constantes élo en conjuntos de probabilidad
cero}, cusndo hablemos de una regién de MD con probabilidad o esta se puede
pensar como el conjunte {f € @ | f(0) > Cq} parn una cierta G. Nosotros va-
mos a estar trabajande con lo que se conoce como regiones de Maxima Densidad
Posterior (MDP) que son regiones de MD pero caleuladas con la densidad pogterior
del pardmetro.

El contraste de hipdtesis que se quiere realizar es el siguiente;
Hy:0=104

Hy: 04 8y,

con f(0) una densidad continua y © ¢l espacio parametral. Se obtienc una muestra
2y y 8¢ caleula la distribucién posterior f(@ | z,,); se dice entonces que se rechaza
la hipdtesis Hy con un nivel de significancia 1 — « si §p no pertenece al la region
de MDP con probabilidad o, Si la distribucién posterior de f nunca es constante
entonces Iy = {0 € © | f{0) > Cu} para cicrta Cp y entonces rechazamos Hy a
un nivel de significancin 1 ~asifh & {6 €O | f(0) > Ca} 6 [{f) < Ca.

[a defiaicidn y demas resultados ol respecta {seron tomades de Bos y Tine (1973, p.122 en adelante).
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El contraste de hipdtesis por el procedimiento de significancia de Lindley
estd enfocado para problemas de inferencin v estid basado en el hecho en gue
las regiones de MD son los conjunios que menor volumen ticnen a una cierta
probabilidad; esto quicre decir que si Iy es una region de MD con probahilidad e,
entonces cualquier otro conjunto cont la misma prababilidad tiene mayor volumen
que fo? Lo anterior se interpreta diciendo que [, contiene a los valores mds
probables de 8 y por eso rechazamos I hipdtesis Hy « 0= 05810y ¢ [, El principal
problema pare aplicar el contraste de significancia de Lindley es encontrar la region
de MD, una vez resuclto el problema de encontrar la distribucién posterior de 6.
En los cjemplos siguientes vamos a ilustrar como pueden encontrarse lns regiones
de MD para algunas distribuciones continuas,

Ejemplo 1: Si se tiene como densidad posterior de § una densidad unimodal y
gimétrica con respecto a la moda entonces fa regidn de MDD u cualquicer probabilidad
es una veeindad centrada en la moda y con radio r que depende de la proliabilidad
de la regién. Paor ejeraplo, si 0 | 2y ~ N{(i,0%) saberos que p es la moda de la
distribucién Normsl y es simétirica con respecto a dsta; para ealeular la regidn de
MDP con probabilidad a necesitamos encontrar r tal yue () 6 — pu |< r) =
esto lo podemos hacer encontrando un punto - r tal que:

1-
Pll<p-rizy)= =,

de esta manera P{0 = g4 r | z,) = 1:2'9’ por simetria, y entonces P10 - p '«
r) = a; por lo tanto, r es el radio que buscdbamos. Esto se puede hacer con tablas

da la Normal {vn que Q%E ~ N{0,1}) ¢ con alguna rutina de integracién numérica.

Otro cjemplo de una distribucién continua, simétrica y unimodal es fa t de
Student, en el apéndice C aparece un listado de un progarma en pascal que tiene
implementada uns rutina para culeular regiones de MD para la distribucién t a
cualquier probabilidad. Bste caleula numéricamente las probabilidades ¥ utitiza la
tdea del pdarrafo anterior para encontrar le region de MD deseada. o

Ejemplo 2: 8i la distribucidn del pardmetro f no es simétrica el problema de
encontrar la regién de MD es mucho mis complicndo que lo visto en el ejemplo 1.
Un método analitico implicaria lo siguiente: (consideramos que la distribucién en
euestién es unimodal, como sucle suceder)

)Elegir K & B

s formules querenioz decir que ai P{A) = o entoncer p{§)(A) 2 a(5){/a).
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2}Encontrar ay < ap tales que flay) = K = f{az) (existen sélo-dos).
3)Caleular § = P(0 € [ay, az] | za).

4181 4 = a, lay,ag] cs la region de MD buscada; »i § < o elegir ' < K y
elegic A7 » X cn otro casv. Repetin los pasos def 2) al 4) con K = K.

Como puede verse, llevar a cabo la implementacién de lo anterior en algin
lengueje de programacion tiene muchas coraplicaciones técnicas, aun suponiendo
que podemos caleular @y y ap ya que resulta dificil y tardado caloular (6 ¢
[ar,as] | 2a).

Una fortna alternativi de encontrar la region de MD con probabilidad o
es utilizar una grafica de fa funcidu de densidad posterior para encontrar ey y
ay. En la figura 1 aparcce una grifica de una densidad Gama con pardmetros
04 y L5, para caleular la region de MD con @ = 0,9 se L6 una linea a altura
C) = 0.024 estimandose ¢y = 2.2 ¥ ag = 10.7 (los puntos en las abeisas donde la
recta y = £1.024 se intersecta con la grifie e calculd entonces I probabilidad
P22 <8 <107 z2,) = 00671 Setomd Oy = (7 {Cy - 0.04) y se continud con
el preceso hasta que con Cy == 0.056 resulté ay = 3.0y ay = 0.3y P(3.0<0 < 0.3
zn) = 0.8905 entonces [3.(],93] es una aproximacion de la region de MD deseada,

En la figura 2 encontramos la gralier de uns densidad Beta con purdnetros
8.4 y 3.0, se siguid ¢l misto proceso del pirrafo anterior para encontrar ¢f intervado
de MD con probabilidad 0.9; con ¢ = 0.0 obtuvimos ey = 063 y ay = 0.94
y la P(0.53 < 6 < 094 | &) = 00070, con lo ennd 10.53,0.04) o5 una buen:
aproximacion a In region de MD que buscdbamos. o

+
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Deasidad Gawa con parametros U4 y 1.3
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Densidad Beta con pardmetros 8.4 y 3.0
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Capftule 3
Hipdtesis Sobre Modelos Linealos

La intencién de este capitulo es cjemplificar los métodos de contrastes de
hipétesis expuestos en ¢l eapitulo anterior. A diferencia de los ¢jemplos expuestos
en el capitulo 2, ahorn nos vaunos a enfreotar a un contraste de hipote

5 inten-
tando aplicar cada uno de los métodos de contrastes de hipdtesis vistos antes.
Decidimos intreducir este eapitulo debido a ln problemética que tienen los con-
trastes de hipdtesis en el contexto de Jos modelos lineales. Ea la literutura sobre
estadfsticn Bayesiana se notan ciertas inconsistencias al tratar Jas hipdtesis sobre
modelos hineales ya que se les sucle dar un tratamients aparte de los demss contras-
tes de hipotesis. Tradicionalmente, este tipo de contrastes { en estadistiea clisica)
se han mancjado como contrastes de hipétesis simple con compuesta, tratandose
de pardmetros con distribuciones continuas. Como vimos en el capitulo anterior,

cuando tenetnos este problema podemos optar por cambiar el inodelo y hacer de la
distribueién del parimetro una distribucion discontinua, podemoes también utili-
zar ¢l contraste de significancia de Lindley n optar por contrastar las hipdtesis por
¢l método de comparacién de probabilidades o (si es el cuso) mediante teorin de
decisiones utilizando la distribuc

¢ rit slwpre i hipotesis come-
puesta, independientemente de la muestra, $in embargo, antes de preocuparnos

por ¢l contraste debertames preguntarnos:

mWmuL Yy p

¢ El contraste de estas hip6tesis nos va a proporcionar la informacion sobre
la que estamos interesados ?

Tal vez las hipétesis sobre modelos lineales planteadas en la forma tradicio-
nal, no son las hipdtesis en que estamos interesados. No espero nqui dar respuesta

a todos estos cuestionamientos, pere al menes espera hacer notir que atn oo estd

completamente claro el problema de contrastes de hipstesis dentro de In estadistica
Buyesiana.

3.1 El Modelo Lineal

Tenemos una variable aleatoria Y y decimos que hay una relacidn Jineal
entre ¥ ¥ las variables ®(, 20,...,rp bt

Y =0y 4 Oyzg + ..+ Opzy.
A los variables z; lns llamaros variables explicativas y 2 ¥ variabie dependiente.
Se puede interpretar lo anterior como que las x; (i = 1,...,p) representan ciertas

condiciones, ¥ dadas dsetas ohservames la resultante Y. Vaioos 2 uitlizar la siguiente

T



notacion. Tenemos un vector de observaciones de ¥ = {ypy9,...,ya) ¥ unn
matriz X de n x p formada por lus cohunnas X donde las éntradas de cada una
de éstas son los valores gue observamos de la variable explicativa rp. El moadelo
lineal es:

Voo X0

con B = (fy,8,... ,Up)'. Bebide al conocimients que tenemos sobre la variable ¥,

como de la relacion lineal de ésta conay {7 1,...,p) ,se introduce al modelo un

factor de error como un veclor ¢ = {ey,€9,...,q) v el modelo queda:
Y= X014«

Par lns caractristicas del modelo, ¢ es una variable aleatoria y usualmente
5¢ supone que € ~ N, (0, r“‘lin), donde I, es 1a matriz identidad de n xny ™17,
la matriz de precisién de la distribucién Normal n-variada. No es mi intencidén
dar aquf una justificacién amplia del modelo lineal, para unz exposicion completa
puede consultarse Broemeling (1985, p.1 en adelante) o Zellner (1971, p.G5 en
adelante). A continuacién se presentan dos ejemplos de modelos lincales:

Ejemplo 1: Se csid estudiando una reaccion guimica en la que intervienen dos
compuestos A y B, v al darse la reaccién se incrementa lu temperatura del reci-
piente donde se mezclan A ¥ B; los compuestos A ¥ B se mezelan con una cantidad
fija de agua, Digamos que la cantidad del comptesto A es 1y ¥ la cantidad del
compuesto B es ra, al llevar a cabo la reaccién quintice, la temperstura méxima
que medimos es ¥. Los interesados en la reaccidn quimica quieren encontrar la
relacion:

Y =0z + fgxy.

Por la experiencia acumulada anteriormente, se sabe que hay cierto error en la
medicién de la temporalara, asi cowo en el calcuio del peso de los compuestos A
y B que seran utlilizados en la reaccidn. Es por esto que ul modelo lineal se le
incluye un factor de error ¢. Usualinente se supone que £ ¢s una variable aleatoria
con distribucién Normal n-variada centrada en cero, y en este caso también se
hace asf; ¢l modelo lineal es:

Y = X0 4,

para distintas contidades del compuesto A {entradas de la columna 1 de X}y
distintas cantidades del compuesto B {entradas de la columna 2 de X).
Al manejar ¢ modelo se hace la siguicnte observaeién: Si no hay com-

puostos A y B (x; = 0} no hey ninguna reaccién y la temperatura miéxima no
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necesarismentc es cero ('Y = 0y 04 Oy -0 0 para cartegir lo anterine se inter
duee ¢ parfuactro Oy de la siguiente manera:

Y = 0]1‘,1 - 021'2 Lflg bor,

aumentando unn terecera columna u X formada por Xy « (1, 1,..., 11" y el modeln
sigue siendo ¥ == X0 + ¢, Eutonces s5i xy = ry = 0 se tiene que ¥ = Oy 1 ¢,
Una posible hipétesis que se puede plantear acerca de este modelo seria:

Hy : El compuesto B no influye en que ge eleve Ja temperatura; o también, Hy
El compuesto A no influye en que se eleve la temperaturs. o

Ejemplo 2: Se quiere medir la cantidad de luz que emite un foco dado ef voltaje
a que trabaja. Bl voltaje a que trabaja es la variable 7y y la luz emitida es medida
por la varinble Y. Si el voltaje ey cero {z« = 0} entonees ¥ == 0. Se plantea
ignalmente el modelo lineal:

Voo X6 e

La intencién de los investipadores e saber si existe una relacidn lincal entre
ol voltaje y la cantidad de luz cmitida, para euo plantean s bipdicsis Mo ex

relacién lineal entre [a cantidad de luz emitida y el voltaje de trabujo (Hy). »

Analicernos ahora un poco mis el modelo linewl. Come ¢ ¢s una varia-
ble aleatoria con distribucién Normal n-variada y ¢l vector X es fijo entonces ¥
también ¢s Normal. En realidad (vy,v2,...,ya)" s una muestra de ¥, tenemos

entonces que =, = {y1,y2,--.,4n) . S1 2n €5 una muestra aleatoria entonces:
h{zn 10,7) /2 uxp{*::-{}" - X9)'(¥ - X0)},
y por ¢l teorema de Bayes;
F(0,7 \zn) o bz [ 6.7) (0, 7).

2milic

v familic conjugada pare la distribucién inicial conjunta de 0 y 7 adquicre
Ia siguicnte forma:

140.7) = f1(017) /()
donde,
101 7) s PP exp{~2 (0 - wY PO - 1)}
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con g un vector de p'x 1 y rP matriz de precisién positiva definida de p x p.
Tenemos entonces ques
) 87~ Nylu, 7).

. Ahera, r se distribuye Gama con pardmetros @ y b, entoneces:
a-1 ;T .
far) = 777 expf W0
Para caleular la distribucién marginal de @ tenemos que :
oy
£1(8) « _/0 J(o,r)dr
entonces, después de Jos calculos necesarios (Brocrneling 1985, p.3):

100} o 42004 (0~ ) PO - )~ P

que es una distribucién ¢ p—dimensional con 2a gredos de libertad, vector de

medias oy matriz de precision (26){8/2)P. Tenemos pués que:
E(6) = p,
¥ la matriz de dispersidn de 0 es:

D{o) = P/

' ;J +2a - 1)

Ahora, la distzibucion posterior fi{¢ | ;) es también una distribucién ¢
con n + 2a grados de lihertad, vector de médias:

gt = (XX PYHEY o+ Py
y matriz de precision:

D* = (XX 5 PYn 4200 {(2/8) + V'Y = (XY 4 Pu) (XX + Py YX'Y + Puy} L

Ejemplo 3: Consideremos el caso mis sencillo del modelo lineal, que traté en ¢l
cjemnplo 2. Recordemos que p = 1, X matriz de n X 1, y vactor de observaciones
Y de n x 1; el modelo lineal 8 ¥ = X7 + € que nuedo reoseribinae coio:

AR O T NN P O
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Tar L {1i2a

. Si utilizamos [y (0) &« {{2/b) + {0 - )2} 7 ! tenermnos que § ~ ¢{2a, 1, ab}, que
es la distribueién conjugada pars . En los términos vistos antes, I’ = 1, a,6 > 0
¥ #€ R. Ahora, considerando que X' X = ¥ .1‘3 y X'V = ¥ 1iy;, entonces:

entonces,
: 8] 2z ~t{n - 2,0 7" ).

3.2 Hipdtesis Lineal General

La hipStesis lineal general estd dada por una matrin Ade bk xp, k <py
un vector b € R¥ y el contraste de hipétesis es:

Hy:Ao=b
Ha: A0 4 b,

E} contraste anterior nos puede servir para estipular muy diversas hip6tesis
utilizando la matriz A que sca conveniente, uno de los contrastes mds importantes
es el que se Hleva o cabo para revisar la validez del modelo lineal, usando b = 0
¥ A igual a la matriz identidad de p x p {Ip}. Si 40 = 0 tenemos que 0 = 0 y
entonces no existe una relucién lincal entre las variables ¥y X, resultando que el
modelo lineal no es adecuado, no es correcto el ajuste lineal, como se suele deeir.
Observemos ahora la hipdtesis lineal general con A = I y b ==, ésta se quedaria
corno:

Hy:0=10

Hy 10 # 6.

Si llevamos o cabo este contraste con el método de comnparacién de pro-
babilidades o vista como un problema de decision {si es el caso) aceptarfamos Hy
independientemente del resultado de la muestra, pues P(©;) = 0y, por lo tanto
{por el tcorema de Bayes), P(0 | zn) = 0; para que tuvicse sentido utilizar alguno
de estos métodoes, tendriamos que cambiar la distribucién de # » una dstribucita
discontinua., Supougateos que contiamos en el plantecamicento del modelo, que ¢l
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modclo es correcto’y no hay porque c
estas dos opciones:

ambiarlo; el paso siguiente es decidir entre

1) Utilizar el contraste de significancia de Lindley para contrastar la hipo-
tesis lineal general.

2) Replantear la hipétesis lineal general.

Aunalicemos Ia opeidn 1): La forma de llevar a cabo el contraste de signifi-
cancia de Lindley es primero encontrando la region de Maxiua Densidad Posterior
{regién de MDP) I,, de 8 para la probabilidad o deseada. Sabemos que la dis-
tribucion posterior de ¢ cs una ¢ p-dimensional, utilizando las propiedades de las
regiones de MDP tenemos que In = {# € © | [1{0 | z.) > Ca} para alguna
Ca € R7. Entonces se rechaza Hy si 0 & I, 6 81 [1{0p | 2a) < Cq con una signifi-
cuncia de (1 - a)100%. Para el coso p = 1, se tiene una distribucién ¢ univariada,
como ésta es simétrica con respecto o su media 47, ¥ Ja medin coineide con la
mods, entonces I, va a ser una vecindad de g* de radio rg tal que:

[ F1(0 ] 22)d0 = o0,
ra ()

En el apéndice C se encuentea ¢} listado de un programa en pascal que cal-
cula Jo para cualquier o, siempre que 2a sea entero (recuérdese que la distribucidn
posterior de 6 ticne n -+ 2a grados de libertad).

Una forma alternativa de lievar a cabo este contraste de hipétesis para eier-

tos valores due ¢, si no s cuenla con uns computadoris, es considerar lo siguicate:
. “4
r (0 i ) ~ ffl,n.'?n)‘

Podemos buscar en tablas de la distribucion F el cuantil de (1 - «)  100%, sex
este F*, entonces:
F A (T L W

entonees,

P16 p' s V’{* [ zn) = a

. .
y vsto es una vecindad centrada en ;i* con radio r e \'/fr.‘, ,¥:

PO Veie") | zn) = a.

Tenemos que V(') es la regién de MDY con probabilidad a y entonces rechazamos
la hipétesis Hy con un nivel de significancia de (1 — o)100%si 0y ¢ Ve(n') ¥ en

el caso que Oy = O rechazamos Hy si | u* > /%, El problema aquf es que

s8lo exizten tnblos para ciortes valores de o como D.05, 0.0, o, + bion puedn no
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aquererse utifizar un nivel de significancia cotno ese y también que; 2a tiene que ser’
entero. '

En el caso general {(JIp @ A8 ~ 8], ] métsdo anterior funcions también
para; como .48 es una transformacion lineal de ¢ entonces Al se distribuye cowso
una {, k-dimmensional, con medin Aus y matriz de precisién (AD* A7V si ADA'
o8 no singular. Se considera entonees la transformacion:

GlA0) = KTV AL - 1) [AD AT AW - p')),

y entonces ¢ tiene una distribucion F con k y n -+ 24 grados de libertad y s F*
es cunntil de Fip o0y 0 (1 - o) - 100% entonees:

I = {46 & R¥ [ G(A0) < F'),

que es la regién de MPD con probabilidad « pera lu variable aleatoria A€, como
ia hipdtesis linea! general es Hy @ A8 = b, entonces se rechaza Hy 61 b ¢ I, o i

Glby > F*,

Hasta aqui todo perece funcionar bien con ef contruste de significancia de Lindiey.
Analicemos ahora la opcidn 2). Volvamos v la hipétegis lineal general,
tomando A = [ y b= Ot
Hy:6=0

!{1:07'0.

§i Hy es correcta, no existe una relacién lineal entre las variables X y Y y of
modelo que se planted es inoperante, inadecundo (notese que en este cuso el que
Hy sen correcta significe que 6 = 0, y por es0 es que no hay relacién lineal entre
las variables X'y ¥}; cl problema es darnos cuenta que la mayorfa de las veces sc
csté interesado en fa hipdtesis de sies o no adecundo e} modelo que hemos planteado
y el contraste de arriba es s6lo una interpretacién, en términos del parimetro 0,
de este hipdtesis original. Las hipdtesis originales de que hable podrian quedar
expresades en estos términos:

Hy s B modelo lineal no es adecundo.

Hy ¢ Bl modelo lineal es edecuado,

Qbvismente, o que s 0 no es ndecuado dehe de ser estipulado por el
que plantea las hipStesis, En una primern aproximacidn para intentar resolver
el problemas, intuitivamente pensamos que podriamos proponer la hipdtesis A,
{1l < ¢ para interpretar ln hipétesis “El modelo lineal no es adecuado ™, y de esta
manera transformando la hipotesis /y 1 § = 0 en unna hipétesis compucste; ahora
proponemos que # csté *cerca” de 0 (0]} < ¢} en lugar de que “sea”™ O y desde
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luego el valor de ¢ deve de ser estipuludo por el que plantes la hipstesis. Parece ser
entonces que ¢l contraste de hipdtesis anterior lo podriamos plantear, en términos
del pardmetro #, como;

Hyjjig s e

Ho: gl > c.

Generalizando esta idea, In hip6tesis lneal general podeia plantearse de la
siguiente formas:
Hy:|lA0 — & <«

Hy: LA~ bij > .

Obsérvese que [Af — bil es alguna norma de (A# - b} en R* v se puede
entender como In norma comin de Rk, pero tambitn esta podria carubiarse segin
los requerimientos del interesado. Pura ol cuso p = 1 el contraste queda:

1{; Z| g - EU ::/ s

ffg ;l(}.—- U() ;‘z [4

o viéndolo como vecindades:
Hy:0& V(bg)

iy 0 Velfo).

Ahora es posible utilizar el método de comparacion de probabilidades o {si
es el caso) teorfa de decisiones para Hever a cabo ¢l contraste anterior; el problema
al utilizar ¢! método de comparacién de probabilidades es calculnr:

P za) = |, I(UENID

Para el caso de p == 1, cl programae que aparece en el apéndice C puede cnleular esta
probabilidad para cualquier dg ¥ para cualquier ¢; para valores de p mayores que |
log cdlenlos son nincho mias complicados pues se trata de culeular numdéricamente
integrales muiltiples y los algoritmos de integracidn numérica son mucho mas com-
plajos!. Si se desea utilizar el método de teoria de decisiones podemos utilizar una
funcidn de pérdida como Ly = axg,(0) ¥ L] = aP(Hy { za) y los problemas de
calculo son iguales que en ¢l caso de comparacion de probabilidedes. Si se utili-
zan funciones de pérdidn mds complicadas los cilculos pueden ser practicamente

impogibles,

ang

LE hecko, los algorltmos de integracién aumérics mdltiple que sparecen en la literatura correapondleate, aélo xe
realitan para regivnes simples {como cuadros o cubos) y atin nel dston von Lantante complicados ¥ eparte; en muy
dificil estimar tos erroter de aproximacidno, Vease Burden y Faires {1785, 1.211) o Bakhyalov (1977, p.208).
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3.3 Ejemnplos Comparativos

Por 1o visto en el punto anterior, parece ser que no existe, dentro de la

estadistica Doveriana, un metodo conereto para ataear el contraste de lu hipétesis
linenl general. Sin intentar cambiar el modelo, las dos opeiones que planteamos
antes prrecen ser igualmente adecuadas sin embargo, si vemos e} problema desde
el punto de vista de la teorin de decisiones utilizando las funciones de pérdida
Li(6) = ‘-'XF)~6,(0) 1= 1,2 con ¢) = cg, entonees la decision dptima es elegir
si:
. g
Ly < 13
5

ey P{Hy | z) <o Py | 2)

[y}
P(H | za) > P{Iy | 24),

y en este sentido el procedimiento de comparacién de probabilidades ¢s optimo |
como ya fué explicado en el capitnlo anterior. Por otro lado, caleular P(H) | z5)
puede ser bastante complicado puesto que @ = {# € i PRAG - bl <€}y se
tendria que hacer una integracién numérica muitiple en R* sabre Oy y esto puede
acarrcar muchos problemas; puede ser entonces que en nlgunos casos, caleular
P(Hy | zn) sea muy complicado y por lo tanto, Hevar a cabo ol métods de com-
paracién de probabilidades sea pricticamente imposible. Comparando ésto con ¢l
método de significancia de Lindley observamos que ¢l dnico problema ¢s encon-
trar el cuantil de la distribucion F correspondiente pzra el nivel de significancia
o descado; si éste os como de los que usualmente aparccen en tablas (0.9, 0.95,
ete.) el problemna estd resuelto. 81 no existicra una tabla para un nivel de signifi-
cancia dado el cuantil puede ser calculado numéricamente e inclusive, ¢l paquete
STATGRAPHICS tiene implementada una rutina para caleular esos cuuntiles.

Fuera de lo anterior, para realizar ¢l contraste de la hipdtesis linenl general por
el método de significancia de Lindley, tenemos que culeular algunos productos de
matrices e invertir una matriz (que por cierto es simétrica), los céleulos pueden
ser tediosos pero ¢l problema estd resuelto.

Analiceinos las dos opciones planteadas en 3.2:

1) Utilizar el contraste de significancia de Lindley para contrastar la hipé-
tesis linen! general.

2) Replantear la hipdtesis linenl general como en 3.2, fijar un radio ¢ y
hacer un esfuerzo de caleulo para obtener P{Hy | z4).



A eontinvacidn vemos a estudiar algunes ejemplos comparativos del uso
de las dos opciones, y lo vamos a hacer precisamente cuando es facil calcular
P{Hy i zq), pata p - 1. Antes de comenzar con el andlisis observemos que para
preferir Hy cs necesario {con p = 1) gque ;2°, la mediz de la distribucién posterior
de 0 (que es una t), csté dentro de @) = V(). Esto es facil de ver, ya que
si gt ¢ V{fo), vy suponemos que 8¢ < p*, tenemos que Vi(bp) < (--o0.p") y
como P((-co,u*) | z,) = 0.5 entonees P(V (g} | za) < 0.5 lo cual implica que
preferimos I{z. Anilogamente sucede para cusnsdo 0y > 5 entonces si o i Ve(6p)
resulta que preferimos a Hp?.

Ahora, en ¢l punto anterior hablames de una ¢ {pequena) y que deberia
ser estipulada por el interesado en ¢l contreste de hipotesis. Tal vez unu € = 0.1
sea apropiada o tal vez en otro caso una € = (0.5 sea la conveniente etc. para
llevara cabo este ejemplo vamos a considerar que ¢ = 1.1 ya e una ¢ grande, y
lo que querenios decir es que normalmente se utilizaran valores de € menores que,
digamos, 1.1. Veamos el siguiente ejemplo:

Tencwmos 8y = 0 y In hip6tesis lineal general es:

Hy: 0=
Hy: 0 # 0,
v siguiendo la opeidn 2) tenemos:
10 &V (0)

Hy:0¢ V,(0)

para p = 1 ¥y 1.1 > ¢ > 0 dada. Tenemos gque la distribucién posterior de # os
£{15,1.1,0.2), que s la distribucién posterior del pardmetro de un modelo lineal
conp=1yn=13 Comop* =11y c<Llltenemosque p2* ¢ V(0) y entonces
vamos preferir i 51 seguimos el método de comparacién de probabilidades. Ahora
al calcular el intervalo de MDP con nivel de significancia a = 0.1 tenemos que éste
es (-2.821,5.021) | v entonces resulta que seugin el contraste de significancia de
Lindley no rechazamos Hy,con a =011

Para que P(H, | 2,) » 0.5, ¥ preferic Hy, cs necesario que ¢ > 1.8 lo
cual parece ser muy grande. Podemos ver en la figura 1 (ol final del capitulo) una
grifica del nivel de significancia contra el extremo izquierdo y derecho del intervalo
de MDP correspondiente y tenemos que parn que sea rechazada la hipdtesis Hy es
necesario que o < (.37, Tenemos entonces que segiin ol contrastre de significancia
de Lindley se deberfa NO rechazar H, atn con niveles de significancia tan bajos

TNotere que pi u* € Va{6) esto no implica que P{H, | 2,) » 6.6
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como 0.5 y sin embargo, segin ¢l método de comparacién de probabilidades, se
deheria preferic Iy puesto que P(Hy | 2} es 15 veces mayor que P14 { z,) para
¢ 0.2 y 3.5 veces mayor que PIH | ag) sie < 0.5,

En e} sjemplo anterior el intervido de MPD resulté tan amphio porque I
precision es tmuy baja, si aumentessos lo -y oa- que el intervalo
de MPD, pata a = 0.9, es {-0.054,2.854) y paru rechaznr Hy es necesario que
o < 0.71. En este cnso sepulmos teniendo ol mismo problemn que antes puesto
que P(Hy | 2q) ea 22 veces mayor que P (I | 2.}, para ¢ = 0.2. 5i sumentamos
la precisién ahora a & el intervalo de MPD parn o == 6.0 es (0.316,1.884] y cn este
caso coincide ol métado de comparncidn de probabilidades v el de significancia
de Lindley, igual si tomawos precisidn de 10 o cualquiera mbs grande. En las
figuras 2 y 3 aparecen fas graficns del nivel de significancia contra lox extremos
derecho e iuquierdo del intervalo de MDP correspondiente a precisiones 1y 5
respectivamente.

Notemos que ¢l tinico problema serie para aplicar ¢} méindo de compa-
racién de probabilidades en el caso general es caleular P(Hy | 2,); por lo visio en
los pirrafos anteriores parcce ser que sic

Au® = bl >«

a

Ap” ¢V (5,

entonces:
Pl e Ve[b) i 2,) < 0.5

Sila conjetura anterior es verdadera significa que si 4p°, la media da ta distribucion
de A, NO pertencee a la vecindad Vo(b) de 125 (6 [ Au* —bfi > ¢) entonres debemos
preferic Hy, puesto que P(A8 € V(b) | za) = P(H{ } za) < 0.5; lo anterior es una
generalizacidn de lo visto antes para la t unidimensional y parece ser clerto un
general aunque no ke podido demostrarlo. Esto nos daria una gran ayuda puesto
que calcular A — b)) es bastante fdcil v si f|An* - bl > ¢ prefeririamos Hy.
Observemos que si [|Ap" — 8]} < ¢ tendriamos que caleular P(Hy | 2,4}, pero sélo
en ese cAsO.

Analicemors un poco més ta hipdtesis Hy : 0] < ¢ y como interpreta ésta a
la hipétesis planteads anves “If inodelo lineal no es adecuado”. En principio nos
parece mejor que Ia hipdlesis Hy : 0 = 0 pués P(H1} = 0 ahora, intuitivainente
supusimos que la hipétesis Hy : ||#] € ¢ interpretaba la propesicién “Eil modelo
lineal no es adecuado ® pero § que tan cierto nos parece que un valor pequeino de
¢ refleja un mal sjuste en el modelo?
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Grificas del nivel de significancia contra los extremos izquierdo y derecho
del intervalo de MDP correspondiente: )
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‘Grafiea del nivel-de significancia contra_los extremes jzquierdo y derecho

del intervelo de MDP correspondiente:
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Supongamas que iehemos un wodelo gug

2 mary hien {lox datos se
crcuentran sobre nna recta) ¥ gue ol modelo ez 17 = 10.Y < o nhorn podemas crear
otro modelo con la variable X' = aX y el modelo serin Y = (10/a) X' + ¢, 81 ahora
ponemos a = 1000 el modelo nos queds Y = 0.01 X" 1 ¢ y € = 0.01 que es pequeito,
sin embargo el modelo sigue siendo igual de bueno. Notamos que la eleccién de

¢ debe depender de la escala que estautos utilizando pero aun mas: Supongamos
que tenemos un modelo ny male (una nube de puntos con poca relacién entra
&) pero hay unos cuantos puntos por debajo de Ju nube y resulta que la pendiente
de la recta ajustada (p*) es muy grande y en realidad ¢l ajuste del modelo es rauy
malo aun cuado 8 sea grande, entonces si fin*lj > « tenemos que FP{Hq | z,) > 0.5
y preferimos a fy (“El modelo es adecuado™) aun cnando esto 1o nos parezca
muy correcto. De lo anterior podemos hacer dos observaciones: 1) Aun cuando
sabemos que P{Hg | 2:) > 0.5 no la hemos calenlado ¥ 51 la variabilidad en 0 es
grande {que es €] caso al trabajar con puntos muy dispersos) muy posiblemente
tendremos que P{Hy | 2,) sea muy parecida a 0.5, lo cunl nos harfa dudar de
la validez de Ha y por otro lado, lo més importante, 2) tal vez nos parezca que
§0{f < ¢ no sca una buena medida de la calidad del ajuste fineal, pero finalmente
quien debe decir que o3 un modelo adecuado o no e el interesado en Hevar a enbo
el contraste de hipdtesis.

“B1 modelo lneal no es ede-
cuado™ como una hipdtesis paramétrica compuesta estuvo restringido o {81
sin embargo, el camino que hemos esquematizado aqui en este sentido me parece

Nuestro intento de dmterpretar ln hipdtesi

< F

viable. En una investigacion futura una opcién seria encontrar una medida con-
veniente de la calidnd del ajuste lineal (como por cjemplo ln R? o e coeliciente de
correlacién miltiple) y entonces estipular una hipétesis compuesta usando esta -
dida; seguramente que resiultara coraplicado, pero como hemos visto aqui, podemos
encontrarmos con resultados interesantes que nos conduzenn o téenicas practicas.
Lo que sicmpre tenemos que tener en cucata {y no sélo para los modelos lineales)
eg que i la hipétesis sucle ser Hy : § = &5, en estadistica Bayesiana no tiene porque
eatipularse como Hy : 8 < Ve (0o).
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Capftulo 4
Conclusiones

En esta tesis intenté ubicar, al problema de contraste de hipdtesis, dentro
de los métodos generales usados en estadistica Bayesiana. Coino ya expliqué antes,
dentro de la estadistica Bayesiana se distinguen dos tendencias principales: Bn une
de estas se resuclven los problemas al inferir (como en Box y Tiao 1073). En la
otra tendencia cl problema es tomare wna decision {como Derger 1980). Debido
a lo anterior, presenté en el capitulo 1 el teorema de Bayes (inferencia} y los
conceptos mis importantes de la teoria de decisiones; de esta menera, en ¢l punto
2.2.1 trato el problema de contraste de hipélesiscomo un problema de inferencia
y en el punto 2.2.2 como un problemna de decisién. En el punto 2.2.3 expongo
otro método {contraste de significancia de Lindley) que mancja a los contraste de
hipétesiscomo un problema de inferencia. Cada uno de estos métodos se exponen
junto con algunos ejemplos, en donde todo resulta bien, Sin embargo, en el capitulo
3 se expone un ejemplo {modelos lineales) donde las cosas pueden no funcionar
correctamente, al intentar contrastar ciertas hipdtesis. Lo importancia de este
capitulo, aparte de la comparacidn de los métodos expuestos en 2.2, es ejernplificar
las hipétesis multiparamétricas que son generalizaciones de las uniparamétricas,
tratadas en el capitulo 2.

Los problemas importantes que noté a lo largo de la exposicién de este
trabajo, aparecen con el contraste de fas hipdtesis:

Hy:0=10,
(1) {Hzla# 00,

siendo ¢ una variable aleatoria continua. Como ya lo he discutido en los capitulos
anteriores: Tenemos que P(Hy) = 0 y entonces P{Hy | zn) = 0, lo cual nos
lleverie a preferir Hy sndependientemente del resultado de la muestra zy,. Como
dice Winkler {1972, p.424): “Esto no refleja una falla en el enfoque Bayesiano;
al contrario, refleja lo absurda de Ja hipétesis Hy". Si estos tipos de contrastes
parecen ser tan absurdos, desde el punto de vista de probabilidad tan claramente
a favor de la hipdtesi Hy, § Por qué se insiste en plantearlos 7

La respuesta a la pregunta anterior me parece bastante clara: Se insiste el
contraste de hipétesis{1) debido a una muy defectuosa importacién de un concepio
de la estadfstica Clésica.

Dentro de la estrdistica clisica se supone que el pardmetro 0, que determina
la distribucién de la variable en estudio, es un valor fijo pero desconocido. En este
contexto, plantear la hipétesis:

Hy:0=10p
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tiene muche sentido: [y propone que el valor de 8 sea ). Desde luego, las
téenicas para realiznr el contraste de hipdtesis(1), dentro de la estadisticn Cldsica,
son completamnente distintas a ias expuestas en esta tesis; partiendo ded iechio de
que # no se constders una variuble aleatoria,

E} contraste de significancia de Lindley, estudiado en ¢l punto 2.2.3, pro-
ponte un método, que téenicamente no tiene grandes complicagiones, para llevar a
cabo el contarste (1}, Pero:r ; Cual es la justificacion de este método ?

Vimoes ya # lo largo de la tesis, y en particular sl principio det punto
3.3, que la manery dptima, de elegir entre Hy v Ha es utilizando el método de
comparacién de probabilidades, observando a este conio un caso particular de la
teorfa de decisiones. Lo anterior nos conduce a una contradiceion: Puede darse

ol caso de que utilizando ¢l contraste de significancia de Lindleyno rechacemos

la hipdtesis Hy con un nivel de significancia muy alto mientras que, siguindo ef
métode de comparacién de probebilidades, se prelicra o Iy ain lugar a duday ya
que P(H, | 24) == L. Atin Lindley menciona (Lindley, 1970 p.59}, ecerca de los
contrastes de significancin, que igual que con el concepto de region de mdxima
densidad, un contraste de gignificancia es utilizado por ventajas practicas mis que
por que matematicamente se conveniente.

No cxiste razén tedrice para aplicar un contraste de significancia, sole que
téenicamente es facil aplicarlo.

¥ cancin de Lipdlor, otra opcidn
para llevar a cabo el contarste (1), es cambiar la distribucién de 0 a una distribucién
discontinua. Una distribucién discontinua en 0y implicarin que el inico punto en
todo el espacio parametral ©, que acumuls una probabilidad mayor que cero, es
precisamente fp. Resulta que, siendo © un conjunto no numerable, de entre todos
los puntos en © escogemos uno, fy, ¥y s6lo a este e otorgamos una probabilidad
mayor que cero. Después planteamos el contraste de hipétesis:

Hy:i0 ooty
Hy 1 0 % 0.

Realmente no existe un argumento en contra de ¢l uso de un modelo dis-
continuo, dentro de la teoria de probabilidades y la concepeion de ln probabilidad
subjetiva, puds:

1} Materndticamente ¢l modelo e correcio.

2) Alguicn, por alguna razén, puede requerir que P(8 = fg) > 0 y sin em-
bargo, tener com espacio parametral un conjunto con medida de Lebesgue mayor
que cero (en particular, no numerable). En este caso, no quedaria otra opcidn que
utilizar una distribucién discontinua para 0.
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Aidn cuando no podemos decir que el uso de una distribucidn discontinua,
para llevar a cabo el contraste (1), sea un procedimiento tncorrecto; hay que hacer

notar que: Ei caso planteads vie 3} e reflere o
extraordinario.

Ronta iy exirain;

En cl cepitulo 3 discutimos que, ta! vez, no estunos interesados en que
0 = fg sino, mds bien, en que 0 ¢ Vo (fp). El convertir In hipdteis simple 1 0 = 8y

en la hipotesis compuesta fy < 07 Vi{dp), v ust tener un contraste de hipdtesisde

compuesta contra compuests, tiene su precio: sun cuando sepamos que valor se
Swesis iy 08 € V{lg)
es en la que estamos interesados. En resumen, de estos conslusiones proponemos
que:

le va n dar a ¢ ¢4 necesurio preguntarnos si en verdad la h

)} Deberfamos dejar de utilizar el contraste de significancia de Lindley, ¥
utilizar el método de comparacion de probabilidades o {en su ciso) teorfa de deel-
siones, como el método general parn contrastar hipdtesis en estad{stica Bayesiana.

b} Hacer un cuestionaniento minncioso de Ja hipdtesis Hp 6 =2 0, si noa
enfrentamos a un contraste como (1), intentando replantearla en una hipdtesis
compuesta, antes de utilizar un wodelo dissontinue parn 0.
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Apéndice A
Medida e Integracién de Lebesgue

Lu teorfa de o miedida ¢ integracion de Lebesgue eo una do la ramas e
nmplias ¢ importantes del analisis mwatemdtico, ln intencién de este apéndice no
es, ni remotanente, desorrollar este temna en general; por el contrario, la idea de
este apéndice es entender someramente fo que es una medida en Xy saber como
caleular integrales de Lebesgue s6lo para alpunes casns particulares iruportantes,

Los textos sobre teorfa de In medida e integracién son bastante avanzados

y se requiere de conociminntos de z como eontinuidad en espacios mdétri-
cos, integral de Riemann-Stieljes c¢ic. y nociones basicns de topalogia. Para una
exposicion completa del tema puede consultarse Pleffer (1977) o Ferndndez (1976).

En los puntos AL, A2 y A3 se lince una exposicién iy somera de los
preliminares mds esenciules para ol estudio de esta teoria y decidf incluirlos sélo
para bacer mias redondo el trabajo, mi intencidn ne es explicar detalladamente
estos tres primeros puntos, pero los puntos Avdy ALB ¥ sobre todo ALG deberdn
leerse con cuidado para entender lo que os una medida en 2y come podrian
caleularse las {ntegrales de Lebesgue gue apnreern en In tesis.

T el apéndice, como en todi la tesis, vamos o denotar ¢ conjunto de
los ntmeros reafes con K, al conjunte de los ndmeros reales extendidos con R?
(R - Ru | oo, s}, 0 a) ot
la familia de subconjuntos del conjunto 1y con x 4{z) 2 la funcién indicadora de
Alxalz) =luize Ay xalz)=0si z g 4)

b de e nvimeraz reelonaler, ron P{OY

A.1 Espacio Medible

Para cstudiar los espacios medibles necesitamos I siguiente definicidn:
Def: Sen (1 un conjunts, decinmos que £ < P(1) es una o-dlgebra si:
iz A

B8ided=0-Ac A

3 8i{4;) = 1,...,00 con 4; € A entoneen:

oo

U 4 e s
=1
Como (20 A, oentonces {1~ = 8¢ Aysi {4} con Ay € Acomofl-A; € 4
entonces NA; = 1~ L0 - 4;) € A. El cjemplo mas sencillo de o-dlgebra de un
conjunto { es {{1,0}, Para estudiar otros ejemplos veamos la signiente definicidn:

% Vénse Plefler (1977, p.32}.



Deft Sen 0 un conjunte ¥y F ¢ P(f1), Hamamos a of¥F) b o-dlgebra
generada por ¥, a la interseccién de todas las o--dlgebras que contienen o 5.

Bs feil denas ao Alpgebray que T o oLFY

se sucle decir que of 12 ¢ ~3lgebra que contiene n T

Si tenemos (1= R la o - algebra de Borel, que Namarcmos 8, ox le g--dlye-
bra generada por la familia ¥ = {{-oc,a) | a ¢ R}, como F & B entonces
(-oo,a) ¢ B para todu a € R, tenemos entonces que fu,c0) © 8 ¥ {-o0,d]
2 {~o0,a 4 1/i) £ 3; de estn manera abservamos que todus los fntervalos enrra
dos o abiertos de It estén en B,y también como {a} = (-oo,alfila, o0} resulta que
tode conjunto unitario {a} estd en 8. Observemnes entonces que si A es numerable
A= U{a} ron gy & AV 1L,y resulta que A & B, y tencmos que todo
conjunto nunerable estd eu 8.

Veames este otro ejemnplo de o--dlgebry; Sea M o R fnite o numnerable
jeiny s 3

y tomemos 11+ Af, 2 M lo vamos & lamar ol conjunto de puntos de o ¥
VAIes & LOMAT Como ¢ algvbr:x de ste a P(A}. Notese que (1) os siompre una
o—tlgebra pués {1, 1 — Ay Ud; perteneeen a P({ porgue son subeonjuntos de
(l.
Veumos ahora lo que es vn espacio tedible:

Def: Sea ) un conjunto y £ < P01, Mamamos sl dopla (0, 4) eapacio
medible 51 A es una o--algebra.

s mmodibles ¢

Ljemplos de cspacie

G{AL POV
a llamar conjunio medible {de un espacio mmlﬂ le ({1, #) dado} si este conjunto

pertenece a A,

A.2 Funcién medible

Def: Sea (01, A) un espacio medible, decimos que [ : R ecs una
funcién medible si paratoda a € B, {z € 1| f(z) <} € A 6 [1(( o, e)) € A,

Si tenemos el espacio medible (R, B) cualquier funcién continus f 1 B -~
It es funcién medible puesto que la imagen inversa de abiertos es un abierto y como
todo abierto estd en 8 tenemos que f71{(--o,a)) = 8. Puede demostrarse que
si [ tiene un conjunto finito de discontinuidades también es medible; hay muchas
mis funciones medibles para (R, B) pero para nuestro estudio con conocer estas
serd suficiente.

Para el caso de (M, P(M)) tenemos que toda funcidn [ M - R es
medible puesto que [ "Y{({~20,a)) 7 A y por lo tento f7H(- oo, a)) ¢ P{AL).
_ Si (MM, A) es um espacio medible y f : (1 — R es una funcién medi-
ble, lamamos [*(z} = f(”).’(/(z}>0(3) (la perte positiva de f) y a [T (z)
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_u_f[;z)x“ﬂ_/()(z\ (la parte negativa de f). Es ficil demostrar que f ' y §7 tambida
son medibles y que f = f' — f . Twmnbién se tiene que si [ y g son fnciones
medibles entonces [ 4 g, [~ ¢, f¢ ¥ af son medibles para toda a & 1, ¥ une si

A es un conjunto medible g{x) = f(z)x A{z} es una funcién medible.

A.3 Funciones Simples

Def: Sea (0, 4) un espacio medible y £ 1 -- R una funcidn medible,
decimos que f es una funcidn simple st () (el conjunto de valores que toma f)

es un conjunte finito (subconjunto de 1),

En el espacio (R, B) las funciones simples se ven como funciones escalo-
nadas. En el espacio (M, P(M)) si M es finito todas las funcienes medibles son
siraples. Los siguientes son dos teoremas bisicos en Ja teorfa de do la medids, para
tas demostraciones correspondiciios pucde sonsuliare la hibliografia mencionada:
Teorema 1: Si (€1, 4) ey un espucio medible y /11 - & e una fncidn simple,
entonces existen Ay, Ao ., Ay eonjuntos medibles y ay,a9.. .., 2, nimeros reales

distintos tules que:

n
= 3D WXA

=1 [

—

v Ay, Ao, o Ag ¥ g, aa, .., a, sondnicos salvo por el orden de estos.

Teorema 2: Si ({1, A) es un espacio medible ¥ f: ) -~ R una funcién medible
no negativa, entonces existe una sucesién {sn} de funciones simples con 0 < 3, <

341 S [ tal que:

sn{x) —= flx).

Vemos del teorenia 1 que toda funcién simple ¢s suma finita de funciones
de la forma ay 4 con A4 medible ¥ ¢l teorena 2 indica que toda funcién medible se

puede aproximar puntualmente por una sucesidn creciente de funciones simples.

A.4 Medida

Def: Sea (1, A) un espacio medible, voa funcién p : 4 —» R* es una

medida en (), A) sis



2) Si{A;) = 1.0 es una eoleceidn de conjuntos medibles disjuntos
dos a dos {A4; (\A' = 0,1 # J) entonces:

,u(U A;) L A

1= vl

Ohsérvese que si u(f)) = 1 entonces p ns una funcién de probabilidad.
Intuitivamente, una funcién de medida mide » cualquier conjunto de In 7--dlgebra
correspondiente siguiendo las reglas 1) y 2) que intuitivamente me parecen claras:
La medids del conjunto vacio es cero, ¥ b medida de una unién de eonjuntos
disjuntos es la suma de las medidas de cada conjunto.

Para el espacio (3, P(A)) tenemnos b medida de conteo que es la funeidn
¢ P{M) — R* que se define para 4 & P(A) finito como ¢4} - nimero de
clementos en A y e{A)} = oo 51 A es infinito (numerable). En este caso medimos a
un conjunte segin el nimero de elementos que tiene.

St ahora tenemaos {1 =: 22 vamos a trabajar normalmente con la medida de
Lebespue, esta medida es muy difieil de constouir pero thene mnchas propiedados
muy dtiles. L medida de Lebesgue estid definida en nna o -#lgebre 47 que con-
tiene a 3 {la ¢ dlgebia de Burdd) ¥ resulta que tods funcion medible usando la
o--flgehra B lo es

segln ia o-Algebra de Lebesgue 4° {en particular ias funciones
continuas o con un mimero finito de discontinuidades). La medida de Lebesgue
la llamatnos A y enmo earacteristica basica de esta tenemos que M(a, b)) = b - «a
(2 medida de un intervalo cualquicra es la lougitud de cate). Intuitivamente, la
medida de chesgvo mitde o longitud de los conjuntns, si tenemos b < e entonces
AM{a,b)Ud{e,d)) =b—a-td—rvysia<e<bresultaque A{e,b)u (e, d)) = d - n.
Sin embarpo, /\((a,b} 1)) = 0 por que Q (el conjunta de los mineros racionales)
es numerable y A(¢}) = 0 por lo tanto, A{{a,b) 1 Q) = 0. Isto nos dice que A solo
asigna medidas positivas a conjuntos lenes o gordos pues atn enande @ s denso
on R (entre cada dos reales hay un elemento de @) @ s muy flaco en comparacisn
con todo R por que @ ey nutnerable y R no.

En el capitulo 2 se utiliza una rnedida para (R, ') que en cierta forma es
una combinacién de ¢ y A. La Hamanios 1aedida discontinua {en 7p) v se define
como:

puld) = MA)+ x 4{za).

Esta medida es igual a la medida de Lebesgue salve que se le suma 1 st g esta en
el conjunto a medir; esta medida podria generalizarse para un conjunto de puntos
N = {=z),139,...,Tn} poniendo;

I(A)




p{A) es igual a A(A) mas el nimero de elementos de V-que estén en A,

A.5 Eepacios de Medida

Def: Sea (02, 4) un espacio medible, lamamos & Ia tripleta (0, 4,1) un

espacto medible si g : A — R* cs una medidas.

Cualquier espacio de probabilidad o4 un espacio de medida, otros ejemplos
de espacios de medida son (M, P{M),c) 6 (R, A*, 1), Cuando hablemos de funcio-

nes medibles en un espacio de medida ({1, A, 1) nos referimos a funciones medibles
en ({1, A).

A.6 Integral de Lebesgue

Vamos o definir primero la integral de Lebesgue para una funcién simple
no negativa:

Def: Sea ({1,4,4) un espacio de medida y s una funcién simple en éste
cons >0y s(x) = Layxale)ii=1,...,n La integral de Lebeague de s e [sdp
y se define como:

n
[odu= Y anlds).
i=1

En ¢l espacio (M, P(M),c) una funcion simple fa podemnos expresar como
a(z) = Tagxa,(2) con a; = s(z;) vy A; = {2} pare todo z; € M con o(x;) # 0,
entonices como ¢{d;) = 1 tenemos que [adp = T s{z;), la sumn de los valores de
s. En el caso de (R, A*, A) la integral de Lebesgue de una funcién simple positiva,

que se puede ver como una funcidn escalonada, es la suma de las dreas bajo los
escalones.

Def: Sea (11, £, ) un espacio de medida y f > 0 una funcién medible,
definimos [ fdu la integral de Lebesgue de f como:

f fdp = sup{fsdu |0 <5< f,con s funcidn simple }.

Como vimos en ¢l teorema 2 existe una sucesion de funciones simples

0 < sy < f tal que a5 —» f, de esta manera f s,dp o5 una aproximacién a lo que
debe ser [ fdp y por eso definimos [ fdp = sup{[adp [0 < s < f}.

Finalmente definimos f fdp para cualquier funcién medible como [ fdu =
Tfdu~ffdp.

En el caso de {M, P(M),¢) es ficil demostrar que para cuaslquier funcién
medible f [ fdp = ¥,ep f(z) (la suma sobre los valores que toma [}, En el

- 5% -



caso de (R, 4*, A} si tenemos una funcién medible £+ B ——+ R continun ¢ con un

fos)
nimero finito de discontinuidades, [ fd) = f f{z}dz {la integral de Riemann).y
si tenemos una medida discontinua en xy entonees [ fdp == j J{)dz + [(xg).

Definimos para todo A medible a [4 fdu =  fxdp (cstn bien definida
puesto que fy 4 es medible} v tencinos que:

/.. NES / f(z)dz

sl f es continua o con un nlmero finito de discontinuidades, y si f : M —— R

tenemos gque;
[ 1de= T I,

2EMnA

A.7T Densidades Geperalizadas

Veamos ahiota commo se utiliza el material anterior dentro de la teoria de
las probabilidades. Sea X una variable nleatorin {v.a.} discreta, podemos tomar
M ={ze& R{P(X=z)> 0} {los puntos de masa de X} y entonces tomando
flz) = P(X = 1) resulta que

/‘mc—.—, Y fz) = S P(X - 3) = P(A)
- 2EMNA 2EMNA

¥ podemos generar a la funcion de probabilidad de X mediante [ con la relacién
P(A} = f4fde. Decimos entonces gue f es una funcidn de densidad {generali-
zada) con respecto o la wedida de conteo {¢). Un cjemplo de esto podria ser

X ~Poisson{#) M = {1,2,3,.. .}y

0[
flz) = cxp(-rﬂjz—!,
que es la funcién de probabilidad de X,

En el caso de tener X v.n, continua, su densidad es una funcién f :
R — R continua o con un ndmero finito de discontinuidades (como la densidad
Normal, la Jnilormne continna, la densidad F, ete.}; en este caso f es una densidad
{gencralizadz) con respecto a la medida de Lebesgue A puesto gues

P(X <o) = [f(x)dx»f LS
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e puede generar entonces la funcidn de probabilided de X a partirde [ y en
S d tonces a f d babilided de X tir d
generat, P(A) -5 fq FAN Dentro esta tesis toemos que X & Ty v o pardinetre 0
se toma como una varinhle aleatorin, al escribir:

[/ @anto)

nos referimos a la integral de Lebesgue con respecio & la medida p(f), que es
precisamente la medida con respecto a la cual f es una densidad. Si 8 es una
v.e, discretn entonces p(f) es In medida de conteo y si 0 es una v.a. continua,
entonces 4{0) cs la medida de Lebesgue. Un ejemplo de une integral de Lebesgue
que aparece en la tesis es:

L :fL,(())/(v | za)dp(0)

entonces, 8i 0 es una v.a. discreta esto se calcula:

Ly =23 Ly(6:)/(8;] za),

sobre los puntos &; con P{# = 4;) > 0, ¥ si 0 es una v.a, continua entonces:

L= [ L) m).

- 50 -



3‘); ’ /[ ;!' )
ér’!/

7 e,
{4

v - h

L

lice B

. énc

Ap



" Simulacién de muestreo exponencial, exp(0.3)." 100 Observaciones:

i, 00 0.0 Y67
LI Dun o9
IR .00 .94
LLEG £.5¢ i, ag
2.07 .08 a3
[Le d 2.1 7,18
b K 6.2y
L 27,494
0.5 [T
[ 1 1,11

1,38 4.5
- 0L 08 A [CFR U
i hR

N i

@i
i ¢, 0
6,87 15,33
fi.b0 ER | 1,00 UL ly
TS BRIV A oy
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100
3z, = 32785
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Distribucion inicial: Gama(0.4348, 1.0).
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Distribucidn posterior; Gama({100.434%, 0.003).
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FROGRAMA T 37
THERD PAT

Este programa se divide =n <dos procedimientos, 51 prim2eo {("arafica”
23 un araticador de densidades t de Studsnr alizadas v 21 sequndn
("calculap') calculz probabilidadss como FiY¥.aj & P{|IX-plc) para x con
distribucion ¢ generalizadas y tambien calcula intervales mAsima den
s daf‘ a cuglguiat probobilidad.,

£) procsdimiento "grafica” utilira &) mode grdtice de turbo pascal
para realirar laz araficacioncsz. Todas e oarafican csn-
tradazs #p su media (Mmedy fl_]i!'l"\: =1 2 Tugar
constants on 13 nantalla. Para impciai i g oobid-
Jeria de MEDSS W aphi En Turbo pasc
mode arafico can medn tepta o opol
res dremas o dmet

PR
Jida Migrl,

no [
aue NarF imp imice o valo-
voario hacer o mediant. o)

ta
archiva de

sscala

Fl proacadimisnte Yeaiogtan® giilis;
intoaracidn numsrica. caleud
nas e Lucisn b
Ta turcid MUy ¢ céana
fm‘.r pol o1, Pars crlouloe teon intarus

1a

rrolla una busqueda bintin para snoontt el cuantil oaw acuniu e

probabilidad 1-{1-p)/2 31 la probabilidad del intervalo p oy esta
i e B .

crarti L Gunt o con a4 mEirico SO TESHSITG o do medis, torman o)

intsrvais de wmrednad donsddad dezeaao.

program t {iaput,sutputig
const sub-
var

It

probtas.m

snto Mdipzat ¥

THD araf {4 Ytilaria para =1 procedimi

procedure lz2epar; (* £3t= procedimiento captura tes paramatros *)
var {* d= Ta distribucién t #)
ki:integ

begin

repeat

writeln:

wiritsind! 2 tibartad 25 un entero mavor gne carn'):

wiitelind 'y Y nocare o5& tomun 103 nzrametros que usaran’

wottednt'ia ultima vez) ')

writeling



wiirey Phaps 0 Ldue e babootads vy

m=dia es cuaiquizr real.'};

mEyor qu=e carn. ')y

wr s pracizion ')
readin(tac);,

end:

until (lo-¢; and (tao>0) Y

R P S

end:

ntacion dnicial *)

procedure =i
begfn:
clrscr;
graphealormede;

wirtataiwritslngwritelngwritadn:

writedn (! T T (A
wittatniwritsntwieitelng

e v ing ! v 3.3')
et lntwrite tpswritaing

we ttein(! #or Andra=s Christen '};
writslniwriteinswriteliniwritelniwriteing
webteln(! 1 36 ')y

repeat until Loevpre
end:

uncion calcula ta densidad
punte x %)

function Tiasr
var
soumitanl

begin
IDTEAREER S FA RTINS PR ]
AUNIT 1/ Auxy

T czept {{hr 1, 2% incsua) )y

end:
procedure 3. aticas (* GRAFICA *)
var




iptervalo,simomarcatboclean;

procedure narco(calar:integsr;; croituls

var RIS
itint :

begin

tinea( 19%,0.155,18%,cctnr ),
lineal(G,oub,320,5ub,calariy
for i::¢ to & do

Pinaa{l00asi,0,204458%1,30,cnlor )y
end;
procedure :#scala; (* Escribe los valorss de la sscalz
begin

writeln('T student ' [ k,', ', media:ld,’ [ tacit:3, ') )

Y
to 6 do
HA65¥TIFhib i3 ,25p)

wiriteln{'Qespuss que aparezca
writzin{ teclis para continuar. 'i:

repeat

writeln;

Wity ni

lespar;

wirttein: 'Dame lontn (lonaituz de da madia al extr
writelnftad S C&1ro, 3¢ toms lon=cipco-veczs la desvs

readini{toni;
if ton=0 then lon: =5#sqit( 1 tani;
wi i ng ool ataun valot e3
weitalnd T(ND=, 123607 'Y

IR H

cial qu=

ISR 2 Bu LR B
if maios then
begin

writel ' Guicres aus

mrracs w0 simetirico f1esi) i

readin(aux)
simiz{oux=1);
end:
wiritelng
write( 'Guier
readiniaux
intarvalols

auxs iy

while luno do
begin

*

aue 22 marauz 1 eltimo intsrvalo de MD ealeulado

© marque en la graficat)s

0

1R 2n la arafica. preginps rustaniz

mo de . gritica)'):
on estandar')y

")



A [T

repeat

P R IR A N R N T LI . PR - B ot
< eeodlia

ICAE T

"Esta bisn 1
: AR T I

until t--tg

cY o araticacion <= 13

subc. i, trane {ef

VP Marc.as ¥

if msrca then
Vi (20+truncif{c-ai/h),0,200trunclic-a)/h).30,3);
if «im then
Finzac200trunci {24
if iatevasal then
begin
tines
1
end;
EEEE A R S
repeat until i
e see

CreaShy 0,200 trunc( e Yt mEd e ja s

SRR STECE R D DA TP I KR S TE LR & IS B (D BN T I B Y

20vrrune (Ut med- 0y Ay /h o G, 20 teanCy L e T LA

(% Twppezidn mediante oo ¥)

Lo
wiriteln(izr)g
it som Lhen - otoin. oy St
whitslnltst):
if intervaic then
begin
wiitelact Podntzovale de oMo 0 0 Tt BRI
aritelay te

wiIritelacist, ' Frobspi,idad Pty 2%probebidyg



end:

end;

write tne Ten o 2

b i i media =1 enty anc

witltalnd L1 =, CEVG, S toma lon=5h cutandarti;

widtalalt iy Yone

readinl tony;

if ion=N then Yorti=S5%sqrti{t/tanj:
end:
write o
readin(z
cirscry
until e<>y
end; (* FIN GRAFICA *)

torminat);

2é agarticar otra r o {=Hi) Tty

(% CALCULAP *)
procedure c:leulap;y
var
piviteal;
opichar;
vonsireal;

function calpibireal)irealy (% Esia tuncién realiza la ¥)

var (¥ integracinan numzrica x)
jrintegan; :

AV n2.00)

Fativaits

begin

a:=med;

if b>a then

begin
hi=(b-a)/(2*Ttar);

x {ay+T(by:

%2120,

for j:=1 toe 2+Iter-1 do
begin

x:marish;
if odd( i) then «l:=x1¢T{x)
else x2:=x2+T{x);

end;
X0 (W (x0t*x2¢4%x1) /33
calpi=x0/lons:

end;

end;

function distri(ac:re
begin
if az=med then gistri:=n.¢
else
if ae>med then disted

{*» Caleula cualaquizr valor da la ¥
(% distribusien L ¥)




end:

procedure - - ¢

tos prametros. 4

begin
we

FE I

Wi PSS b 4 s fymediaiidg

staomieib),

i

end

procedure proba
var
ttoortaraenly

alcula probabilidadss aswnyladas *)

begin

[EER

B L

wrrtaing

writa! Pams &1 valor d2 g Mrd o )

i
oty cdistr
wivt ol
writeling
wiitadngt La
repeat until
end:

2s5; ',prbriia);

procedure intarg ¥ calcala intarvalos de Maxima Denzidad %)

cund o2t roupabiliasa del antzeraly de maxima densidax ? )
ta prohabilidad tiens que sar entra 0 vy t'}):

alalralyy
Jaatans0y and {aitac 1y
s mede i) sgrtl A
ThEmed

{% gacquzda binariya *)

prov 0.5 -calp{to);
if probwioy 21tay, iy then

tiis v
2lsge
Yt 0

uatil sbsiprob-{1-31¢3),/2)70.90009;

wiitzing



writein:

crtratnct P intsrvaia o es o [0 T DrAaed tE0 A TR, Lyt sk, Y
whifeing

L2 PN S S T S A TS I

Wit iy

weitednt i £ 1adic det intorvalo o vemediar Iy

wiritelng .
writein{ ' €1 valor de la funcion de densidad an ' toin:?d;
wiitein(! HAR R A DR TR i

wiitelng

WIPAry

repeat until heypressed:

end;

procedure vecindad; (* Colcula probawilidedes alredador. de ¥)
var (* yn cierto radio . *}

pmibhradioirealy

begin

clrzcry

wtDAr:

wiiten;g

wirrtein(' €1 pivote de la vecindad es [ ' ,pivibdia):
writels,

writel ' Tual oo o2t oradio oty

- alradiod:

e ftpiviradior cdistei{piveradio);

riteiag
wiiteind! La vecindad es ( ' piviradiois:3,' o, ,piveovadiciuii,l )
wiriteing
weit21lnl{' v aenmulz una probabilidad Je @ ' prk
repeat until kevpressed:

end.
procedure (r Caloula la conztants ds integracidn
var

Psintegs: !

airaal;

LTy
wiite{' <alculande constante de intearacian ')
> d3

e {{x}:0,00009 do

R med+i/aqrt{taoc);
NI

end;
writzln{dy:
Crbst FAca o)y

end:



salouta ds probabi fidadas, ')

i

Pavamctres Jdz2 la - disteibucion:s'i:

wibteabng
woitel(! valor d2) pivets (landralo st onoe auiwres ningunay 5 '

eiinipiv, e
alCons;

repeat
clrsert
writeln(' Para calcular una probabilidad - P) g

wr i tnt

wr:taeint ' Intarvalo de maxima drnsidad LD O B

wie e ing

writein(' prob, Jde una vecindad d=1 pivote 2D N
iteling

Yal{' Medificar ¢l numero de iteraciones - M')3
Tonl! {a% ~ncuentra con ', 2%1ver, ' )Y,
writeln;

writzie(' F 1o - FYYg
wirite Ing
wr it R

adin{cpi
case op of
Py 'p ! iprobag
"I i vinters
'M', 'm’' :begin {(* Moditica el numero da ite
repeat (¥ 13 intagracion numericas %)
B RETS BN
wiitain wiitelng
wiites ' Juantas iteracionas guieres (mas de L) ? ')y
readingltar;,
uptil Tter>us
Ttari-trunc{Itar/2)
3 Tonzy

end;
‘'Vitvivecinaads
end;
until ‘fcp='Fi) or (op:'t'
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