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1+ INTRODUCCION

‘El programa de Hilbert propone presentar las matemdticas
mediante formalismos-cuya consistenciarpueda ser demostrada finiﬁa-
riamente~[Hi]. .

No parece gue Hilbert tuviera en mente otros formalismos
que los sistemas formales basados en el cdlculo de predicadoé de pri
mer ofden o de orden superior.

En cuanto a la nocidn de "finitariedad”, que no es origi-
nalmgnte una nocidén rigurosa, podemos recordar, para empezar, que las
mdtemdticas finitarias no toleran el uso irrestricto del principio
del tercero excluido. Asi, por ejemplo, si definimos

0, si existe un entero par mayor que 2 gue No sea- sumna
a= de dos primos
1, en caso contrario
estaremos dando una definicidn que no es finitaria, porgue no sabe-
mos decidir, en el estado actual de las mateméticas, si a=0 o a=l.
En cambio, se admite como matemitica finitaria la definicién
JO, §i n es primo

fin)=
ll, en caso contrario
puesto que para cada enterc n sabemos cbmo decidir si f{n) es cero o
uno.

Esta limitaci®n finitaria de la aceptabilidad del principic
del tercero excluido nos lleva también a una limitacidn en la acepta-
bilidad de las demostraciones por casos, o indirectas o por reduccibn
al absurdo.

Asi, desde e] punto de viste finitario, no podemos tomar

como cierta la afirmacifin "o bien todos los elementos de ¥ tienen la



propiedad P, 0 bien existe algin %€ X que no tiene esa propicedad”,
a menos qué podanos decidir cual de las dos opciones es la que seé
dé:. Esto muestra muy bien un primer aspecto de las matemiticas fi-
nitarias: que son constructivas. .Demostrar gue una cpsa existe im-
plica exhibirla.

. Otra manera de ilustrar cu&les son las matemiticas finita
rias consiste en recordar c6me se manipula un sistema formal, en el
que tanto la parte matemdtica: como la parte légica estén perfecta-
mente formalizadas. Escribir la demostracidn de un teorema en un
tal sistema consiste, en Gltima instancia, en dar una lista de f6r-
mulas, la filtima de las cuales es el teorema gque se estd demostran-
do, en la que cada miembro es un axioma 16gico o especifico del sis
tema o es una consecuencia de miembros anteriores de la lista segin
las reglas de inferencia del sistema; y la comprobacidn de gue se
cumplen esas condiciones no puede ser hecha de otro modo que por
inspeccién directa, viendo si cierta parte de una expresidn de la
lista es la misma gque cierta otra expresibn de la misma lista, o si
cierta expresién de la lista estd en la lista de axiomas, etc. BEste
es el tipo de matemfticas que con mayor énfasis se califican de fi-
nitarias.

Es un hecho, sin embargo, que en los sistemas formales ba
sados en el cdlculo de predicados las fdérmulas

(F¥x A=)V (3
son teoremas; y esas fo6rmulas son casos del principio del tercerc
excluido en su forma irrestricta. alrededor de cste punto se puede
esquematizar una discusibn del programa de Hilbert, como sigue:

Les constructivistas, o, con igual insistencia, Brouwer y

los intuicionistas, dicen aue, por lo tantu, el cilcule de predica-




3.

dos es inadmisible como instrumento de fundamentacién o formaliza-
ciénﬂ.,Pero Hilbert, acaudillando: a lbs formalistas, dice,qué el ad~
mitir esa f6rmula-come postulado o teorema no tiene mayor inconve-
nieﬁte que -admitir el imaginario i, o gue admitir los nGmeros idea-
les en la teoria de nlimeros algebraicos, puesto gque la manipulacibn
de todos esos obietos es, en todos los casos, estrictamente finita-
ria. Lo f{inico gue hay que vigilar, dice Hilbert, es que en el sis~-
tema formal gue se maneje no aparezcan contradicciones, esto es, que
sea consistente. Y, agrega Hilbert, la demostracién de la consisten
cia, gue se hace desde fuera del sistema, debe ser, esa si, estricta
mente finitaria. Esta es, en sintesis, la parte del programa de
Hijbert'que interesa destacar ahora. - Puede consultarse, adenas de
(i), la exposicisn {wel.

Es bien sabido que Hilbert y sus seguidores encontraron
grandes dificultades en sus intentos de llevar a cabo el programa,
alin en su etapa inicial, la de la aritmética de Peano de primer or-
den, o aritmética clésica (A.C.). Y es bien sabido, tambi&n que los
trabajos de Gédel {c8] demostraren, hasta cierto punto o en un cier-

to sentido, lo inGtil de tales intentos. La historia estd contenida
implfcitamenta en 1a recopilacisdn el . ®En cse proce
se llegd a un consenso bastante amplio en el sentido de gque la arit-
mética finitaria coincide, intuitivamente, con la aritmética recur-
"siva primitiva (ver [Ta\ , citado en (Sim\).

La ensenanza que cosechamos de esa historia es gue si un
sistema formal basado en el calculo de predicados formaliza al menos
la aritmética recursiva primitiva, entonces su consistencia no puede
ser demostrada finitariamente (ya que GSdel mostrd que esa consisten

cia no puede demostrarse dentro de) sistema). A} respecto puede con



sultarse también \Tor} .
Rhora bien, esa ensefanza, puede ser recibida con dos ac-

titudes diferentes, al mencs, podriamos decir que al gusto del consu

Primera actitud. Podemos pensar, en primer lugar, que el

cdlculo de predicados no es un instrumento adecuado para. la formali-
zacibn de las matendticas.

Segunda actitud. Podemos pensar que el cfllculo de predi-

cados .es la "verdadera" l6gica y es, por lo tanto, inamovible, pero
que el programa finitaric de Hilbert contiene una exigencia desmesu-
rada gque no se puede cumplir en toda su extensidn,

La evolucidn que esta segunda actitud ba imprimido al pro-
grama de Hilbert se reporta en el triptico {Si\,‘Sim\,(Fel. En esta
exposicidn no nos ocuparemos de ella.

Aqui nos ocuparemos de Ja primera actitud. Con relacibn a
ella no es irrelevante lo que recordaremos enseguida, que tiene gue
ver con el intuicionismo. En vista al programa de Hilbert, la posi-
cibn intuicionista fue que la formalizacibn de la aritmética basada
en el cS5lculo de predicados cldsicos era inaceptable, independiente-
mente de si era consistente o no, ya que el principio del tercero ex
cluido gue aparece en &l es inaceptable (ver (Brl). La filosofia in
tuicionista no pedia gue las matemdticas fueran formalizadas. Sin
embargo, surgid una légica intuicionista, no como intento de salvar
el programa de Hilbert, sino de corregir el mal uso del principio
del tercero excluido. & [Gﬁ l] s¢ encuentra una critica a c¢sa 16-
gica, donde se muestra que, en el fondo, contienc el mismo poder de-
ductivo para la aritmética gue la 1l6gica clédsica. Esto tiene como

consecuencia gque el programa de Hilbert fracasa para la aritmética



‘intuicionista formalizada en la misma medida que para. la aritmética
clisica. Pero lo que aqui nos interesa hacer notar es lo siguiente;
7 En'el cdlculo de predicados intuicionista, en el intento
(fallido) de coartar tode mal uso del principio del tercero exclui-
do se modifica o limita -de primera intencién, al menos- la ldgica
pfopo§icional misma, de manera gque hay un célculo proposicional in-
tuicionista segin el cual, por ejemplo, "Y1 A no es equivalente a
A.

A esta observacibn se le puede ahfadir la sigquiente: en las
llamadas l6gicas alternativas (las que no son el cilculo de predica-
dos o Ja 1l6gica clésica de los libros de texto) se tiende a modifi-
car, no solamente la parte relativa a los cuantificadores, sino la
misma 16gica propesicional, la que sblo se refiere a los conectives
TV NGA L= ver YGa-Gu}. En particular, por ejemplo, en [Me-Url
se usa la l6gica relevante con la intencibén de cumplir con el progra
ma de Hilbert.

Asi, pues, recapitulando, la primera actitud posible fren-
te al fracaso inicial del programa finitaric de Hilbert es la de con
siderar que el c&lculo de predicados no es el instrumento adecuado
para formalizer la aritmética. Pero, en el intento de modificar ese
instrumento 1ldgico, le nds frecuente es cque se afecte, no s6lo lo re
lativo a la cuantificacidn, sino la l6gica proposicional misma. Ver,
sin embarcgo, [Be}.

Ahora bien, en la presente exposicidn, dentro de esa pri-
mera actitud, pero a diferencia de lo gue sucede mds frecuentemente,
se respeta absolutamente la légica proposicional clésica. De medo
que la hipdtesis de trabajo es que la 16gica proposicional es into-

cable pero que, en cambio, la teoria de la cuantificacién al modo



del céiculb de predicados debe ser-desechada.

Con. ese punto dé vista, la exposicibén presente estd dedica
da a exponer la nocién de “"formalismo abierto o recursivo" como al-
ternativa al célculo de predicados en la fundamentacién de Ja arit-
mética y el an4lisis, nocidén por medio de la cual se pueden presen-
tar la aritmética y un andlisis matemético poderoso, aunque inci-
piente, como un formalismo cuya consistencia puede ser demostrada
finitariamente. Con esto se contribuye al programa de Hilbert enten
dido en un sentido amplio. En particular se presenta cierta restric
cibn de ese formalismo, por medio de la cual podemos hacer un andli-
sis de la A.C. desde el punto de vista de la consistencia. Es esto
Gltimo lo que constituve la parte central de la exposicidn.

La exposicibén est& basada en trabajos del expositor, va
sea solo o en colaboracidn. Estd distribuida come sigue. En la sec

cién 2 se describe la nocitn de formalismo recursivo, siguiendo lTo‘,

Yy se hace una pequefia incursién en el formalismo recursivo ATR (arit
mética formalmente recursiva) y en el andlisis matemético que permi-

te desarrollar, mostrando como gqueda enunciado el teorema de Bolzano-

Welerstrass. En la seccidn 3 se describe la AFRR (aritmética formal
mente recursiva restringida) y se compara con la A.C, por medio de
la introduccidn de ciertas "°-nociones", obteniendo asi ¢l anflisis
ya mencionado de la A.C. con respecto a la consistencia. Ese andli
sis estd bacsado en [Ar—To], trabajo hechoc en colaboracibn con Gusta-
vo Arenas, y €n {To}, auncue el formalismo que se considera en
{Ar—To] no es el mismo que se considera agul. Es la primera vez que
este andlisis se expone en la presente forma con todo detalle. En

el andlisis, pero de mancra muy somera. La exposicidn completamen-



‘te detallada se encuentra en (Tol.



2. LA-NOCION DE. FORMALISMO RECURSIVO

‘Un formalismo recursivo ¥ consta de lo siguiente:

- 1y un lenguaje proposicional, esto es, sin cuantificado-
v res;

2) una colecci6bn de sistemas formales, llamados segmentos
de 97, que estdn basados en la 16gica proposicional, que tienen ese
lenguaje como lenguaje comin, que difieren unos de otros Gnicamente
en sus postulados y cuya consistencia {la de cada uno de los segmen
tes) se demuestra finitariamente;

3) ia metateorié [} maﬁipﬁlacién.finitaria de la colecciOn.
de ségmentos de F.

Asi, pues, los simbolos, términos y férmulas son los mis-
mos para todos los segmentos de ipi Las. férmulas se construyen a
partir de las férmulas atdmicas usando solamente ¥V , A, 1 y = .
las variables tendrén s6lo un papel secundario o auxiliar: todos
los postulados de cada segmento serln formulas constantes, asi gue
es0s postulados deberén ser dados como esquemas; y los teoremas de
cada segmento de F serdn las férmulas tantoldgicas constantes, los

FIR o € D2 e BN v e e de m ay depm Do - R e N P
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ellos por modus ponens. Eso significa que para demostrar finitaria
mente Ja consistencia de un segmento V de TJt es necesario y sufi-
"ciente describir la manera de construir, vara cada coleccibdbn finita
B de postulados de V, una valuacién compatible con las tablas de
verdad de ™1 ,V , A , =5 que tenga el valor, ver {(verdad) en todos
los miembros de B. Esto se debe a gue A es deducible de B(B i A)
si y s0lo si toda valuacidn compatible con B es compatible con A

(cosa que se demuestra finitariamente y f&cilmente) y a que ninguna
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valuacién .es compatible con A ¥ con. TVA.

.La exigencia, hecha en 2}, de finitariedad en la demostra-
¢i6n de la consistencia de los segmentos se respeta en 3} sl permi-
tir dnicamente manipulaciones o razonamientos finitarios en la colec
Eién de dichos segmentos. Por ejemplo, no admitiremos, en general,
una demostracibn por casos en la que se diga “primer caso”: si la
f6rmula A no es teorema de ningln segmento de F; sequndo caso: si
A es teorema de algfin segmento”. Una tal demostracibn es finitaria-
mente admisible solamente si es posible decidir qué caso se cumple
para A.

El calificativo "recursivo" en el tipo de formalismos con
los que trataremos se debe a que los segmentos de un tai F se defi
nen recurriendo a otros segmentos, de acuerdo con los "principios”
de F . Ese calificativo no debe tomarse de ningln medo como una su
gerencia de que las "funciones" que puedan aparecer en F deban ser
recursivas, ni gque se esté pensando en alguna reduccibn de T a la
aritmética recursiva.

puede suceder, y sucederd, en nuestros ejemplos, gue Jos
postulados de un segmento de & sean contradictorios con los de otro
(aunque cada seqmento debo cer finitariasnenlte consislente). Esto no
es mas que la contraparticda formal de lo gue sucede en la matemidtica
cotidiana cuando a designa algo en un clerto contexto y designa otra

‘cosa en otro contexto.

A continuacidn se introducen algunas definiciones y nocio-
nes indispensables para lo que sigue. Al mismo tiempo se verd qué
clase de manipulaciones finitarias de la coleccicn de segmentos de
un formalismo recursivo se¢ usarfn. Esto es, se verd qué aspecto pue

de tener la metoteoria finitaria de la gue se habla en 3).



Decimos oue un segmente V de F es posterior a un segmen-
to U-del mismo, y -escribimos U <’?, si todo postulado de U es postu=
lado de V.

5i g% es una afirmacidn irterpretable en cualquier‘segmcﬂ
to de SF; o ‘susceptible de ser verdadera o falsa en cada uno de
eﬁos'segmentos, entonces escribimos

v: %
para indicar que 7% es verdadera en V, o que la interpretacién de
JE en V es verdadera: ;

Por ejemph),&% puede ser la afirmgcién "A es un teorema®,
simbolizada + A, para alguﬁa férmula A del lenguaje comin de todos
los segmentos de F. Entonces convéniﬁos en dué la interpretacidn
de -3 en V es "A es un teorema de V", simbolizada VwA; y entonces
lé'expresién

V:F—a
significa exactamente” (es verdad que) Via".

Sin hacer ninguna prohibicidn, cabe sehalar gue estamos
interesados en afirmaciones d{)que, como en el caso anterior, tienen
la propiedad de que si V:o% entonces W:vo% sicmpre que V<.

1200

1Y
ul

D5 clarc guce ¢l lenguod ica de (los seamentas de)
Sua . )

e

F no contienen los cuantificadores del célculo de predicados., PYero
nada nos priva, cn la metekeoria finiteria, del uso de cuantificado-
res en su sentido intuvitivo finitario efectivo. Representaremos
esos cuantificadores por 3% y Mg*.
Asi, la expresidn
V:(B*t)d%
significa "podemos exhibir un t&rmino, representade por &, para el

cual podemos demostrar finitariamente que V:o%". Por ejemplo,<f£ pue



1l.

de ser lg e‘x‘prrﬂeréién t—{\_&/&], v entﬁnces escribimos
' Vil ol Fafesxl)

para afirmér que podemos exhibir un término t para el cual podemcs
demostrar que V Q[E/E]. Nétese que estamos prefiriendola presente
notacifn-a la notaci6én (J*x){+ A). Esto se debe a razones estilis-
ticas, para recalcar que 3* no es el cuantificador existencial del
cllculo de predicados.

Del mismo medo, V:(’dfg)d% significa gque para cada t del
dominio de f* sabemos cémo demostrar finitariamente que 7:ot.

Introducimos ahora un nuevo sinkolo,

=
_Que usaﬁbs como sicue, La expresibn
V: 0t = B
significa "si V:#%, entonces W:J3 para algtn W pocsterior a V". Esto
es, para demostrar V: =B necesitamos, suponiendo conocida una de-
mostracibn finitaria de V:&t, exhibir un cierto ¥ tal que V< W y de-
mostrar finitariamente que W:.3.
Un caso particular es
Vi o= 13
que significa que podomos demostrar finitariamente que W: fg para al
gin W posterier a V.

Otro caso particular es cuando W es V., No parece tener
ninguna utilidad distinguir este caso particular con alguna notacidn
especial.

Finalmente, convenimos en que la expresidn

F. A
significa que V:Jﬂjpara cada segmento V de T En particular, 5%

puede ser de la forma ,8t:> 8



) : o ¢ )
Los resultades interesantes de .;7 son {al menos en nues-
3 . P35 3 3 SG" pv:4 . .
tros. ejemplos) afirmaciones de la forma .
En cuanto a notacidn,
?;7%&23

significa V:oR y V:B . usamos el signo

en gque

entre dos expresiones para indicar que una representa a la otra, o
que ‘ambas representan lo mismo. Se usard para simbolos, términos,
-fé;mulas, afirmaciones cualesquicra, colecciones, eatc.

Para ilustrar el alcance de la nocidn de formalismo recur-
siyo y el funcionamiento del tipo de metateoria que se acaba de des-

"eribir daremos, adelantdndonos, un ejemplo relativo al formalismo
AFR que se describe en la seccifn 4. Considervemos la siguiente for-
ma del teorema de Bolzano-Weierstrass:

lPara cualquier @(i),

AFR:( @(x) € Q' (%) & (¥*n) [Fexe Yin< B ]

B 3¥qx) [ ) lgmien s = 3(sm)) > gm]
EQP(g(x)) e R(x))

Esta es una afirmacidn que se puede demostrar en AFR. Para
saber e] significado preciso de (f(x) € Q' (x), T(n) €N y @(Gx)eR(x)
debemos esperar hasta la seccidén 4. Pero es adivinakle v verosimil,
y es cierto, que la afirmacién puede expresarse en palabras como:

"Para cualguier segmento V de LFR {y cualquier (P(g)), si
es cierto en V cue ‘P(i) o5 una sucesidn de racionales en {C%,gll,
entonces para un cicrte W >V, podemes exhibir clerto término g(x)
que es5 una sucesidn estrictamente crcciente de W-nlimeros y para la
cual podemos demostrar, en W, que kp(a(i)) es una sucesidn fundamen-

tal",




13.

En. Otras palabfas, guizé séremos incqpaccs*derdemostrar
que V:(p(a(ﬁ))& R(x) para alqﬂna‘sucesién creciente de "Indices 5(5)
en el mismo segmento V; pero podewmos afiadir 2 V, de acuerdo con los
principios -de AFR, algunos poétulados, finitariamente consistentes
con los de V, que nos den un W tal que W: @(E(E))e R(x) para algin
q(x) que~satisfaga

W (%) (T e v & -3(sin)) >3]
o equivalentemente., en otra notacidn,

() {Fin) €Nz & THG(S(n)) >Fin)]

Cen el fin de describir con un poco mas de detalle cémo
funciona AFR podemos adelantar que la expresidn g' N. que se lee "a
es un W-nlmero", significari que

Whas=c, V ...V a=c,

1
para ciertos "pumerales" [ donde r no es fijo (y los numerales son
0, S(0). S(S(0}),...). Segln esto, dar efectivamente un W-nGmero no
significa exhibir un numeral, sino un término a para el cual podamos
demostrar la afirmaci®n anterior, sin que sea necesaric que podamos
demostrar Wk—g;gi para algdn i. Esto significa que un W-nimero no
es, en general, "computable". En este sentido podemos decir que el
teorema de Bolzano-Vieierstrass de AIR es efectivo, como es cfective,
en general, el andlisis matemitico desarrcllado en AFR, puesto que
se da efectivamente la sucesidn E(z), Si se piensa que la palabra
‘"efectivo" es demasiado reminiscente de “computable", y si se tiene
en cuenta que la sucesidn g(x) cue se da efectivamente no es, en ge
neral, computable, podemcs usar "exhibitoric” en lugar de “efcctivo”

Podemos decir entonces gue ¢) andlisis matemdtico basado en AFR es,

segin se pucde ver en [Tol, exhibitorio, puesto que exhibe los seg-

mentos vy los términos cue afirma gue existen.
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Se tiene asi; grosso rﬁodo, Qna justificacidn finitaria de
tecremas del anilisis éuc en algfin romento quizd lleqd a pensarse
cue no tenfan tal justificacidn. Algo del mismo estilo es lo que se
describe en [sim], §3. No estamos en condiciones de comparar los

dos tipos.de justificacibn ahora.



T
3. BEL FORMALISMO RECURSIVO AFRR- (ARITMETICA FORMALMENTE
" 'RECURSIVA RESTRINGIDA). UM ANALISIS DE LA A.C. (ARIT
METICA CLASICA O ARITMETICA DE PEANO DE PRIMER ORDEN)

EN CUANTO A CONSISTENCIA.

3.1. El lenquéﬁe de ({los segmentos de) AFRR. Los simbo-

los son 0, E, =, la coma, los paréntesis, las variables, los opera-

dores y los conectivos ™,V , A , =». Las variables, representadas
POX W, X, Y Z, ¥ys-vep SOD los miembros de una lista infinita. Pa-

ra cada entero positivo n' debemos tener una lista infinita de simbo-

los, que son los operadores de grado n. Los operadores se represen-
tan §0r~?, q, ?l' etc, Entre los operadores tenemos algqunos que lla
mamos distinguidos. Son el operador S, de crado 1, los operadores
4+, + y—~, de grado 2, y los operadores pred, &« y B, de grado 1.

Los términos de AFRR, representados por a, b, £, Byr eeey
se defiren como sigue: 1) 0 es un término; 2) las variables son tér~-
mines; 3) si f es un operador de grado n, y si ays...,a, SON térmi-
nos, entonces ?(gl,..., a)) es término; v si I no es distinguido en
tonces Ef(gl,...,gn_l) también es término (donde hay que notar el G1
timo indice n~1, siendo T de grado n).

Segfin lo anterior, las cupresiones de Ja lista

0, s(0), S(s(0)),...

-son t8rminos, a los cuales denominaremos numerales. También son tér

minos las expresiones +{a, by, «{a, b}, ~(a, b), pred (a), la),
ﬁ(g) y S(a), siecmpre ue a y b secan términos.
Usamos las notaciones auxiliarcs sicuientes:

0 (0) s(0), s°(0) = S(5(0)) . etc.

i
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las f6rmulas ce AFRR, representadas por A, B, €, Ay, 1",
etc., se definen como sigue: 1) si a v b son términos, entonces

a=b es una férmula (atdmical; 2) si A y B son-fdrmulas, entonces

“v(A), (A V (B}, (A) A(B) y (1) =y (B) son férrulas. Suprimiremos
paréntesis de Ja manera habitual.

3.2. Los principios de AFRR y algunas observaciones. Los

segmentos de AFRR, todavia no definidos, serdn sistemas formales ba
sados en el cllculo proposicional cuyo lenguaije es 2l que se acaba
de describir. Como va se ha dicho, todos los postulados de cada
segmento serdn fdrmulas constantes, y ser&n teoremas del segmento
las'férnmlﬁs constantes tautoldgicas, los postulados v tedo leo que
se deduzca a partir de ellos por uso reiterado de la inferencia
modus ponens. Asi, pues, no necesitamos incluir entre los postula-
dos a las fdrmulas constantes tautoldoicas {postulados lbgicos).

Las condiciones gue hacen que un tal sistema formal sea
un segmento de AFRR estardn dadas por medio de los principios que se
enunciardn a continuacitn.

Pero antes necesiﬁamos introducir cierta terminologia.

bora cada segmento V.de AFRR y cada .términc a decimos que
a es un V-nfimero, y escribimos a € N5, si podemos encontrar numerales
Cqpse+sCps COR T MO fijo, para los cuales podemos demostrar que

'\7!«5-:_(31 V...V a=c,
Cocmo todos los teoremas de cada segmento son formulas constantes es
claro que todos los V-nGmeros son términcs constantes.

Decimos que un término g es V-funcién de las variables

]

Y¥pre-sX , vy escribimos g €Ngl ), o bien geng(x,), si

n Hyreo-
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ﬂ[éi/ﬁi\eNv para-cada sobstiticidn de ‘Jas variables Xy POr numera-
les a.. 5i ge Nv(xi) @s claro que en g no estd presente ninguna va
riable distinta de las X
: s
Si g es un término, hemes representado por ﬁtei/ﬁi" o
N . . " 3 . 5 ~ 1l
Por ﬂ[ii/ﬁd "'[in/fn]’ el resultado de substituir, en ¢, las varia

bles x, por términos a Ahora bien, si I es un operador de grado

it
nyges el término £(xy,...,x)) es claro que

Tixyoeeox ) (a /5] = Flag, i)
pero si g no es de esa forma evitamos cuidadosamente el uso de una
expresién auxiliar g(gl,...,én) para representar SEEi/Zi\ porque
tal uso podria inducir a pensar que el término g es un operador, co-
sa que no sucede nunca. V

Podemos ghora exponer los principios PRRl, PRRZ y PRRB de
AFRR. '

PRRl. El sistema formal que tiene el lenguaje y la ldgica

que se acaba de describir, y cuyos @nicos postulados (no lbdgicos)

con los casos de los esguemas de postulados iniciales EPIRl, EPIR2,

EPIR3 Y EPI 4 y de los esguemas de postulados bésicos EPBRI—IQ cue

se escriben a continuacidn es un segmento de AFRR, el seamento bisi-
co, representado por BR'
Los EPIR son los sigquientes:

EPIRl. gég, para cada numeral a

EPI 2. Ta=b, para cada dos numerales, a y b, diferentes
EPI.3. a=b b=a, siempre gue a y b sean términpos cons-

tantes

a=h N f=g = f'=sg, siempre que a, b, f, g, scan tér

EPIR4.

mipos constantes y que f' se obtenga de T por substitucidn de una

te]

presencia de a por b.
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1

LOS EPBR, algunos de los cuales, por razones técnicas que
se harin patentes mas adelante, estin expresados de manera poco ha-
bitual, son los siguientes esquemas, para cualesquiera numerales a,
b, g *

EPB 1. atl=a

EPBR2. S({a+b)=¢c = a+S(b)=c

EPBp3. ~ a-0=0

EPBp4. a-bta=c =a-S(b)=¢

EPBRS. pred (0)=0 .

EPB.6. pred (S(a))=a

EPBL7. a=0 =a ] ‘

EPB.8. pred (a*b)=c = a=5(b)=c

EPBR9. X (0)=0

EPBRlo. X (s({a))=5(0)

EPB11. R(0)=5(0)

EPB 11,  B(5(a))=0

Dado el punto 2) en la definicidn de los formalismos re-
cursivos, es claro que nos comprometemos ticitamente a demostrar fi
nitariamente la consistencia de ER.

Por los principios siguientes serd claro que todos los
postulados de By serin postulados de todos los segmentos de AFRR.
Esto es, todos los segmentos de AFRR serfin posteriores a ﬁR.

PRR2. i V es un segmento de AFRR y E‘ENV(EI""'ED’ Y) .
y si T es un operador de grado n+l nuevec para V (es decir, gue no

aparece en ningdn postulado de V cue no sea un caso de los EPIpl—4L

entonces también es un segmento do AFRR el sistema formal que se



obtiene "al anadir a ¥

numerales a., b, ¢,
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costulades, todos lés ;asos, para
de los esquémas (A)y, (B}, {C) siguientes;
() rfa;/xMb/y)=e = Flay, .2 b =g
(B) Elay,voo,a sb)=0 = EElay, ... 2 )=8(0)
(c)

Ef{ay,..02)=0 V ET (ay,...,a)=5(0)

Como antes, ahora nos comprometemos a demostrar finitaria
mente, a partir de'la consistencia de V, que el nuevo segmento gue

PR,3 .,

R

se obtiene al afladir como nuevos postulados los casos-de (A}, (B),
(C), también es consistente.
Si:

1) U es un segmento de AFRR, g un operador no distinguido
de grado n+l ¥ Glxyseee X /Y) € NGy ree s X 1Y)

(diferentes de x

,zn,y}, para 1
3) tenemos

2) hy, k;» m, son U-funciones de las variables zj,...,z
Epsees =1,.
e d

Py 3 EL,.0.0, 0
demostrado, para cualesquiera numerales dl,
qIEI que
g p =k ..oy =0)Td. e
U ‘F(Vi:l .—]Bi hi ‘."'\;'\'_-'j'E) ”)lﬂjlﬁjj'

4) podenmos demostrar finitariamente que U es consistente
con el esquema (D) siguiente:

p = Tim.) =
(0 (Vg 71hy=k; V MEgmg)=sonld,/z ),
para todas las g-adas d

pr+-+:4, de numerales;
entonces también ec un

egmento de AFRP el sistema formal cque se ob
tiene de anadir a U, como nucvos rostulados, todos los casog de (D).

Aquf, segln 4), la consistencia debe ser probada en cada
aplicacidn del principio.

Un ejemplo muy simple en que se satisface
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PR.2.
Y PRy
3.2.1. Observacidn. La razdn para expresdar (A) en forma

poco habitual, como antey tamblén EPBR 2,4,8, es gue en algln mo-

‘mento en la demostracidn de la consistencla serd conveniente que to

dos los postulados especificos de cualgquier segmento puedan Ser ex-
presados en la forma

Ta;=by V... Vaagsb Vocy=d, V -V og=d,

donde cada d; es un numeral y cada ¢; es lo que, en su momento, lla
maremcs un *t&rmino primitivo™. -Esto’tambi®n explica la forma de
{D)-'en-PR.3.

3.2.2. Observacidn. Como se desprende de PRRZ y PRR3,
se quiere que, por medio de los postulados, Ef(il""'zn) adquiera

hasta donde sea rosible el significado "funcidn que vale 1 o 0 segln

que exista o no un y tal que ?(ﬁi,z)=0". Asi, por ejemplo, (C) de

PRp2 nos asegura que ET(El,...,w ) € Nw( ), si W es el segmento
que se obtiene de V al afadir los esquemas de postulados (A), (B),
(C) . Pero entonces se puede pensar que seria mas natural y simple

manejar E como un transformador que, a partir de xr, nos diera un
término E1£ en lugar de EE(§1"--IEﬂ)' sin necesidad, pues, de pasar
por T. Serfa, en efecto, mas natural vy simple hacer esto si no fue
ra porque entonces no sabriamos como demostrar la consistencia del

formalismo. La dificultad, expresada en términos de AFRR, es la si
guiente: es posible, de hecho, para numerales 25, que hayamos demog

trado que

Thgy(ay,---03,.B)=9,(a,,....,a,,b)

para cada numeral b, pero que no scpamos si se puede demostrar que
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en T es un teorema la farmula

EG,(ay,--.,3,)=Ed, (3,

alay,eeap

La presencia de este tipo de fendmeno estd8 en la ralz ‘del
andlisis de la A.C. desde el punto de vista de la consistencia que
se. éxpondf& mas adelante.

3.2.3. Observacibn. S$i, en PRp3, ponemos A E\/p h=k..
i=l -

podemos escribir la condicibn 3) como Uk (E(H‘.j :€)=0 =§_P_\)[§j/_z_j} .
para cada numeral c¢ y podemos escribir (D) como

(EG(m)=8(0) => A) [d;/z )

Recordando entonces lo que sc acaba de decir sobre el significado de
Ea(mj) vemos claramente que PRy3 es un suceddneo en AFRR de la tan
usada Z-regla del célculo de predicados, donde Eﬁ(mj)=s(0) substitu
ve a (Ix) (E(r_rgj ,%)=0) . En AFRR la regla toma, a través de PR3, la
forma siguiente, en lenguaje comln y de manera aproximada: "si
E(I_nj,g)=0 =»A para cada c, entonces podemos postular E—cj(y_lj)=5(0) = n,
siempre que podamos demostrar que esta postulacidn es consistente".
3.2.4. Ser& muy frecuente tener demostrado
Ui afa; /]

prara cualesquiera numerales ag i=1,...,n., Siempre que esto suce-
da sabremos que lo mismo es cierto para a; €¥z. En efecto, si esto

Gltimo sucede tendremos

(0) v‘_ii=~c-i,1 VooV iiz—gi,r(i)

para ciertos r{(i), i =1,...,n, donde los Si,j son numerales. De
Vr—i\_(gilj/xﬂ podemos entonces deducir, por casos, gque Vi é{gi/?—:-i]
para nuestros giE: Nv. Esto se expresa come lo que llamamos meta-

teorema de induccidn:
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Metateorema de induccidn.,” 31 Vi A\a /V']para cualebqulbra

nunerales ai. lo misme zuceda siempre que a;e NV‘

3.2.5. Observacidn. Otra afirmaciédn que se demuestra de
manera parecida pero gue no e@s consecuencia del metateorema de in-
duccién s la siguiente: |

Si £ €Nglxy,...,x;), entonces ﬂgi/g{_i] € Ny siempre que
a; € Ng. ' _ 7

La ‘afirmacidn es cierta para numerales por definicién. Si
tenemos (0) como .en. 3.2.4. tendremos, para ‘

' ;3

ey J(l)’_';,j(n)), con 1 €3(i) £xr(i) para cada i,
V\—fclj(l)/ i\= dy 1 V.oV f{c

13(1)/ --J JE(@) !

para.cierto t(J) y ciertos numerales d De donde, si

J,k°
{g,,....al= U!d Lreveid v,

=J,1/ =T, e (d)
tenemos, para cada J,

V|—f{ i 3( /Ei]=§‘l \Y eV E[El,](l)/z{-l‘s=ds

Procediendo por casos obtenemos lo que se desea:

v“ﬁ@j_/i’;ﬂ=.d_l VoV f&ii/iﬂ:és

3.2.6. Observacibn. Una consecuencia de la observacidn

anterior es que la composicién de funciones es funcibn: si §6Nv(5j)

).

Ctra observacidtn, todavia m&s simple: si rGN:;(:-:i) y
z AR

y _gjeN\?(yi), para j = 1,...,n, entonces _fjgj/._\:j] 4 NV(Xi

Vi (F—:E)Yii/ﬁil para cualesquiera numerales 3., entonces EGN“(ii) .
Una consecuencia es, por ejemplo, que en PRR; el término Fix ,,‘y_')
pasa a ser W-funcidn de 1las x; Y yen 2l nuevo segmento gque se obtie
ne de agregar a ¥ los esquemas de postulados (A), (B), (C).

3.2.7. Observacidn. Las propiedades de las funciones



bien,?opo;idas.quefap;xecen en los EPBy 5@ demueStran ficilmente Pa
s ra numérales, adaptando- las demostracioﬁes de cualgquier exposicién
de la aritmética recursiva primitiva, por ejemplo (o). Estas pro-
piedades se pueden demostrar para ER y continuar siendo ciertas en
todos los segmentos de AFRR, puesto que son postcriores a B,. Pero
én cada segmento V esas propiedades pasar@n a ser vilidas también
para los V-nGmeros, seglin el metateorema de induccibn. Tendremos,
por ejemplo

Eﬁﬁﬁz}—g+g=g+g, para cualesquiera numerales a, b o, si

\f* tiene como dominio los numerales,

RFRR: (*a,pil - atbebral,
que significa ‘ 7
V:(‘V*E,E)[P g+g=g+a), para cada segmento V de AFRR, o lo
éﬁe ¢é 1o ﬁismo,
(%¢*a,b){ Viatb=b+a], para cada ¥V
lo Que también implica, por el principio de induccidn,

Vi at+b=b+a, para cada V, para cualesquiera a€Ng, be Ney .«

3.3. Demostracidn general de la consistencia de AFRR.

pado cualquier segmento V de AFRR tenemos una sucesidn

BR'.:.-VO<V <...<\’t

1 \Y

i

de segmentos tal que cada V{&w se obtiene de Vi por aplicacién de

. PRRZ o] PRR3, adjuntando postulados de los tipos (A), (B}, (C) o del

tipo (D). Cada vez gue el paso de Vi a vi+l se hace por PRR3 la

consistencia de Vi+1 debe haberse demostrado finitariamente a partir

de la de Vi, segln la condicién 4) de ese principlo. Esto no es,

pues, algo que debamos demostrar en general. Pero debemos demostrar

en general que si el paso de ?i a §i+1 es por PRy2, entonces la
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consistencia de ¥, ) se sigue finitariamente de la de V;. También

debemos demostrar finitariamente la consistencia de B Esto es. 1o

R

“que entendemos por demostracidn generalde la consistencia de AFRR.

Con ese fin empezamos por definir los términos primitivos

de AFRR. Decimos, en primer lugar, que son primitivos los términos
de la forma f(gl,...,gn) en los gue £ es un operador de grado n (dis
tinguido o no) diferente de S y los a; son numerales. Si, ademds,

f no es distinguido, entonces también decimos gue son primitivos

los términos Et(gl,...,gn_l) en los que By, SON numerales.

Llamamos identificacién a cualguier férmula atdmica b=c en la que b

_e@s un término primitivo y ¢ es un numeral. Una coleccidn D de iden-

tificaciones es admisible si no contiene dos identificaciones, 9=El

y §=92, en las que el primer miembro es el mismo pero los numerales
€y ¥ ¢, no son el mismo. Desde ahora s6lo consideraremos colecciones
finitas admisibles de identificaciones. Para una tal D definimos si
multineamente cierta coleccidn Ny de términos constantes, cierta fun
cidén fpy de Ny en el conjunto de los numerales y una valuacibn W,
(compatible con 1 , V , A, =) asociada 2 ellas, definida en las
férmulas constantes, como sigue. Consideramos cualguier término
constante d de AFRE y, hacemos, si podemos, la operacidn de substi-
tuir, para alguna identificacibn b=c de D, una presencia de h en d
por ¢; con el resultado obtenido hacemos si es posible, otra opera-
cién de este tipo, y asi sucesivamente, hasta obtener un d' con el
cual no es posible hacer ninguna otra operacidén del mismo tipo. La
clave en todo esto es que el ¢' asi obtenide es independiente del
orden en gue se hayan podide c¢fectuar csas operaciones. Esta es una

afirmacidn de tipo standard, facil de comprobar. Habiendo obtenido



de este modo d'.a partir de d procedomos como sigﬁe. S5i-d" es un nu
ﬁeral,,y'sélo~en este caso; ponemoé
QQND Y #NQ)E da’
En caso contrario d no pertenece a la coleccidn ND. Definimos- ahora
Wp_empezando, para términos constantes él v gz, conr
ver, si gle ND, gze ND y
Whld,=d,) = : fp (dy) = #5(d,)
gg;{ en. caso. contrario
y .extendiendo wD a todas las fbdrmulas constantes por medio de'las ta
blas de verdad de ™1,V N, =,
Nos referimo§ a—Wb como’a ia D-valuacidn.
Tenemos:
303017 " Observacidn. Toda‘D~va1uaci6n'eS“compatible'con to
rdos los casos de EPIRl—d. ' | V '

Lo comprobaremos en.la situacibn menos trivial, un caso de

EPIp-4,
asb A f=g =mpi'=g
5i Wyla=b) = W (f=g) = ver, tenemos que a, b, £, g pertene-
cen a Ny y que #n(a)zs #D(b), #D(f)EE #D(g). Consideremos cualquier
presencia de a en f y substituvimosla por b, obteniendo f£'. Haciende,

en esa presencia de a en £ y en la correspendiente presencia de b en
'g', sucesivamente todas las substituciones posibles de presencias de
Ei por ¢, para todas las identificaciones Qi=gi de D, esa presencia
de a y e¢sa presencia de b quedan substituidas finalmente por el mis-
mo numeral, que es #D(g) y €s #D(Q). Asi, pues, a partir de f y de

f' llegamos a un mismo té&rmino, que denotaremos il’ y s claro enton

que
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(£"). = ¢

§ .',D (;l

)

5 )= # 06 = £ (a)

y que, por lo tanto, WD(E’zg) = ver, como se guerfa demostrar.

Con la idea de demostrar la consistencia de ER considere-
mos ahora cualquier coleccibn finita Bo de sus postulados. Tenemos

1 1 ' - 1 "
BQ E:BOUBO, donde Bo consta de casos de EPIRl 4y Bo de casos de
EPBRl-lZ. En vista de la observacibn anterior seré suficiente cong
truir una D tal que WD sea compatible con (todos los miembros de)
Bg. Empezamos ¢on Doz ¢ . Ahadimos a Dg todos los casos de EPBRl
que pertenecen a Bg, obteniendo Dl‘ Cada vez gue tenemos, para un
numeral a,’
= n
a+0=a ¢ Bo

S(a+0)=S{a) =% 3+S(O)=Sfi) € By

DY

s (a+s™ (0)) =51 (a) = a+s™ (o) =5 (a) € B2

+ 2
s(a+s"" 1 (0))=s™ (a) = ars™ 2 (0) =™ 2 (a) ¢ B,
afiadimos a D1 todas las identificaciones §+Sl(0)=sl(3) para i = 1,
...,+l, obteniendo DZ' Anadimos a DZ’ como nuevas identificaciones,

todos los casos de EPBR3 que pertenecen a Bg, obtenierdo D3y. Proce-
demos con EPBp4 de manera pargcida a como se ha procedido con EPBRZ,
y con EPBRS,é y 7 como se ha procedido con EPBRl y 3, y asi sucesiva

mente hasta obtener D Tomamos D = Dy, ¥y no es dificil comprobar

12

.que Wn es compatible con Bj.

D
Debemos ahora considerar un paso de ﬁi a vi+l por medio de

PRR2, suponiendo demostrada finitariamente la consistencia de Vi.

Como no podemos suponer nada sobre la particular manera finitaria co

mo se ha demostrado esa consistencia es Gtil la observacibn general

siguiente.
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3.3.2. Lema. V'es finitariamente consistente si y sélo

pars cada coleccidn finita B de postulados de V existe una colec

P

S
cibn finita de jdentificaciones D tal que W, es compatible con B.

’ Demostracifn. La demostracidn serd finitaria, claro estéT
En un sqntido la afirmaci®n es trivial. Supongamos gue la consis-
tencia de V se ha demostrado finitariamente, lo gue significa gque
para cada B se sabe cdmo obtener una valuacidn G compatible con
ella. Observamos gque todo postulado de V que no sea un caso de
EPIR1-4 se puede expresar candnicamente como

(*) T ay=hy V...V o1asb vV 91:51-17 Voo Vogo=do

para ciertos r y s que pueden ser 0 (no ambos a la vez), dondé los
‘a; Y Ei son términos constantes, los c¢i son términos primitivos y
-los d; son numerales. : 7

Consideramos ahora cualquier coleccibn finita de postula~
dos especificos de V. Ponemos B = B'uBR" donde B' es la coleccién
de los miembros de B que son casos de EPIR1—4 Yy B" es su complemen-
to. Tomamos una lista

(*#) Ei=§i""'5£:§é

que aparecen, no precedidos de 71, en algin miem
bro de B" que esté expresado en la forma (*). Para cada coleccibn

admisible D' de identificaciones gue son miembros de (**) hacemos

lo siguiente: cada wez que Ma'sk' aparczca en un miembro de B" y que
se tenga #D,(i') = #D.(g') anadimos a B' una coleccidn finita de ca
sos de EPIRl—d ara obtener una Bi que nos permita demostrar

D'vBivB"a'=k'. Esto es posible porque los EPIpl-4 son los postu-

St

lados de la igualdad. La comprobacidn es sencilla.

Cambiando la notacidn, hagamos gue B' sea la unibn de



-todos esos Bi. Supongamos ahora que G es cualguier valuacidn dada
compatible con B. = Consideramos la colecci6n D de miembrpsrgi=gi
de (**) tales gue

JOEN

It

ver

Afirmamos que W, es compatiblé con B. En primer lugar W, es compa

D D

tible con B', segfin 3.3.1. Sea A cualquier miembro de B", expresa-
do en la forma (*). Si G(Eizgi) = ver para algln i, entonces
¢;=d;€D ¥y WD(Ei=§i) = ver, de modo que WD(é)-E ver, Si

Glgy=d;) = fal para cada i, entonces G(a;=b;) = fal para algln

ii=Ei' y esto implica, por la.ampliacién de B' que se ha hecho, que

Wy(a;=h.) = fal, ya gque en caso contrario deberiamos tener
4 _— 7.. ._ —V
ipla;) = #p(by) ¥y DuBra,=b, , contra el hecho que G{a;=b,)=1fal
y la compatibilidad de G con DuB.

Esto termina la demostracifn del lema. Tenemos:

Corolaric de la demostracidén. Los miembros de D pueden

tomarse de la lista (**).

Volvamos ahora al paso a Vi+1 por medic de PRRZ. Suponga

mos que By, @5 una colececidn finita de postulados de Vi+1. Sea

' S L en s de . o g ; 3,
Bl la coleccibn de miembros de B,y 9ue son postulados de V. ¥

i+p SV complemento. Por el lema tenemos una valuacidn W,,,, compa
- -

tible con Bi+1. Segln el corolario podemns cupener gque en ninguna

identidad de D(i) aparece ningln cperador nuevo para V,. Agregare-

mos a D las identificaciones necesarias para obtener un D(i+l) tal

que W sea compatible con Bl sin dejar de serlo con B'i

D(i+1)

Cada vez gue un caso

+1°

rlay/xdlaryl=c =@y, ...a b=

de (A) pertenczca a Bj,, y que ”D(i)(EYii/Ei\(E/X]=C)5 ver

28
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agregamos a D(i) la identificacién'3(11,,.;,5n,é)35_' As$ obtenemos
una coleccifn . D(i,1}. Cada vez que un caso

K3 = - F a )=510)

flay,enha /) =0 =B, ..o 5(0}
de {(B) pertenezca a BY ¥ quE'hD(ill)(f(gl,...,gn,b)=0)zs ver anhadi
mos a D{i,1l) la identificacidn H?(gl,...,gn)=s(0). Obtenemos asi la

coleccidn D(i,2). Cada vez cque un caso

Ef(gl,...,gn)=0 VEf(a;,...,2,}=5{0)

de {C) pertenezca a BY

fp1 Y Que Woy oo (Eflaq,...,a )=5(0)) = fal

afadimos a D{i,2) la identificacidn Ef(gl,...,gn)=0. Asi obtenemos

Es claro coincide con W en su.restriccidn

D(i+1)r . Qe W41 D(i)

] 3 - "
a $i+1 yrgueres compatible con Bi+l'
Esto termina la demostracidn general de la consistencia pa

ra AFRR.

Ccomo se ha visto, se puede escoger W_ compatible con un

D
segmento V de manera que en las identificaciones de D no aparezca

ningtin operador nuevo para V. Por lo tanto WD(f(Qi)=b)*E fal siem=-

pre que £ sea nuevo para V. Tenemos, pues:
3.3.3. Observacidn. Para un operador no distinguido ¥

sblo es posible tener ?(Ei)e Nv Ei) si f ha sido introducido por me-

dio de FRp2 en alguna etapa en la formacién de V, y entonces T satis
face en V postulados del tipo (A), (B), (CI.
Daremos ahora un ejemplo {trivial) de aplicacién de PRRB

en el gue se puede catisfacer la condicibn 4) de consistencia. Para

empezar tomemos, en PRp2, Vo= Bor L = S{y), g cualquier operador no

distinguido de grado 1; y sea U el scgmento gue se obtiene de agre-

gar a ER los esquemas de postulados sigulentes para numerales b y ¢:
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s(b)=c =>G(b)=c
g(bY=0 =>Eg=5(0)
Eg=0 V Eg=S(0)

Consideremos ahora PR3 para este g y este U, y para i 2 0. Tene-
mos, claramente

U+ Mg(c)=0 para cada numeral ¢

Queremos comprobar que el nuevo postulado

=1 Eg=5{0)

"es compatible con U. Para ello, sea B cualguier coleccidn finita

de postulados de U. Consideremos una Wy compatible con B, construi

da de la manera que se acaba de describir. Como WD(S(b)=O) = fal

4

para todo numeral b, se tiene ilgualmente WD(E(b)=O) fal oy

i}

Wy(Eg=8 (0))= fal, de donde Wy (T Eg=5(0))= ver.

3.4. Los cuantificadores 3° y X/° definidos en AFRR y

la °-1lbgica. Algunas observaciones y un lema heuristico. Nos li-

mitaremos a introducir explicitamente ¥°. asi mismo, para definir
y manejar las °~-fdrmulas gue definiremos nos limitaremes al usco de
T, =2y ¥Y°., Esto traerd consigo las simplificacicnes bien conocidas
y nos permitird, llegado el momento, una comparacién facil de la
"P-aritméticd’ con la aritmética clésica (A.C.) tal como estd cxpues-

ta en el texto [Me1, en el que VYV , N y el cuantificador ewisten-

. cial son nociones definidas o simbolos auxiliares.

Asi, pues, llamamocs °-férmulas a las expresiones formadas
a partir de las férmulas atémicas de AFRR por medio de 1, = y ¥,
a la manera del calculo de predicados, como si YN° fuera el cuanti-

ficador universal. Las nociones de presencia libre o ligada, etc.,

son las mismas qgue para el célculo de predicados.



Definiremos el significado de meT(A), que se lee "el tér-.

‘minc m. es una traduccién o transporte de-la °~fbrmula A", asi como

su interpretacién en cada segmento de AFRR. También definiremos la
nocidn de °~teoarema, v su interprotacidn o significado en cada seg-
mento. Las definiciones serin por induccidn sobre el nfmero de sim-
_‘bdlos l6gicos que aparecen en A (complejidad de A). En lo gue sique
se entiende, en cada caso, que las Xy comprenden todas las variables
gue aparecen libres en la f&rmula protagonista.

Recordemos que W* y 3* son los cuantificadores efectivos
de las matemiticas finitarias, tal como se conviene en la introduc-
cibn. El dominio de '* seri siempre el de los numerales, y el de

A+ el de los términos de AFRR,

i

meT(amh) = (¥*a;) [Fln=o(((azb) +(b2a)))[a;/x,) )

ViméTla=h) 2 m &Tyl(a=b)

= (a7 (= &((asb) + (b2a))) (2, /x;1)

Es un hecho que geTv(gml_g) implica que mée N\T(Ei) , cosa que
puede verse como consecuencia de la demostracidn de la consistenciag
pero tambi&n puede pensarge como una parte sobreentendida de la de

finicién. Otra observacibn que quizid no carece de interés es que

& m

no se puede cumpliz m & Ty (2

o

m =h) a menms que a€ N=lx.}, b EN=s(¥,).

-~ - - - Vo—l - V=i
Observaciones del mismo tipo son vilidas para las partes siguientes
de la definicibn.

mer(na) = (mHnte ) o vz [km= pm)fa; /%))

It

VimeT(1A) = m€TG(MA)
=( o ln e rp@ s (e Trm= B la;/x;)]
mET(A=E) = ( Fn' m"{m'eT@) ¢ n"en(®)

s 0¥l v = ponn (g /x) )



- e T (R =3B)

v meT{A=B) =
= (3t m" Y_m Al & m"e TG (B)
&(V*_a_iﬂVHW Bahmfa/x17]
meT(Yya) = (Dailm'e v(a) o I¥E(x, ,v)) (W*a,,

D-Fiay = g a7 [ A nlay /e =5F@)])

VRET(( VYA =mneT,~((¥ YA

il

{ B*E' )[Ql € Tv(f\_)& { ai—f—(-}ii ;X)) { V*-a—l 11_3_)
192, = pa(a,/z) oD A nfa rx]=eFa) 1]

Definiremos la nocidn de °~teorema, para 1o cual usaremos

el simbolo auxiliar F~ .

R A= (3w (merms Ovray) [ nfay 7xg0]]

‘ To
1

A=V

i

o) [mery(a)a( Vray) (Tenfa; /éﬂ =o)

Hablaremos de "—lﬁgiCa, o %~aritmética, vagamente, cuando
nos refiramos a cuestiones l8gicas o aritmé@ticas que tienen que ver
con XJ° y ¥

Un poco de reflexibn muestra gque las °~-f6rmulas tienden a
adquirir, por medio de = , el significadoe gue su aspecto tipogr&fi-
. co suglere. Pero hay que proceder con cautela, seglin veremos ense-

guida.

La nocidn de °-teorema no se comporta como la nocibn de
teorema del cllculo de predicados. Para empezar, no sabemos si la
s - o -
inferencia modus ponen vale siempre para b . Por otre lado nos

podemos preguntar si es posible tener mlc Ty (ay v @ZeTv(ﬁi tales
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que v :
(‘v‘*gi)[\l\—ml_[gi/g:i]=0 y  Crap[Tr “\g\_zigi/zi\:o—l :
Como m, ETﬁ(ﬁ) implica. Am,) € T3{TVA), ¥ yo gue
NV (img=0 = Bm,) =0)] 2, /%, ) .

esta pregunta es la misma que la siguiente:

¢Es posible tener V¥¥a y V¥ Az

La respuesta es negativa si A = 0=0, ya que en este caso
se tiene, para cualquier m GTV(O=0),

Vm= 04( (020)4(020)), V¥\m=0,

de manera que no es posible Vk-’15=0 pﬁesto que esto implicaria,
por los EPIL1-4, que Vl—‘16=0, Yo cual es imposible pdfque17§?0$0
Y 7 es consistente, 7

Pero, como la °-légica no se comporta como el.céléﬁlo de
predicados, esto no implica gue la respuesta no pueda ser afirmati-
va para alguna A.

Nos podemos también preguntar hasta qué punto la °-1b&gica
se comporta como el cdlculo de predicados.

Para ampliar esta problemdtica consideremos las f6rmulas
de la A.C. pensadas a la manera de IMQ], sin usar ciuplicitamente
V + A ni el cuantificador existencial. Escribamos, en tales £6rmu
las, S{a) en lugar de a' y (%°x) en lugar del cuantificador univer
sal (x). Es claro entonces gque tcde fHrmula de la A.C. se convier-
te en una °-f6rmula., Nos podemos preguntar si, y en qué sentido

preciso, cabe esperar que las férmulas que son teoremas de la A.C.

sean, también, "°-teorcmas

Toda esta problemdtica que se acaba de esbozar alrededor



de las °-nociones y la A.C. se pugde atacar por medio de las _ob%er—’
vaciones y del lema heuristico que se dan a continyacibn. 7

3.4.1. oObservacibn. Para cada postulado aritmético A
de la A.C., con excepci6n del axioma de induccién (ver [Mel), se
t‘iéne B¢ a.

Tomemos, por ejemplo, A = X=X, =¥ (X=X, = X55x5). Tome-
mos

m = qi( (§l*§2_)+(§2'—_}gl)),

my = K (x=x3+(x97x%,))

ny = Ay =x5 )+ {x352,))

Vﬁn{:orn'cés’, sim ’57(3@1;( g (22)7-3737) , tenemos

Bpim €T(A)

y bastard demostrar que'k (V*Vi*g_ir)[ﬁR}-—m [ﬁi/iﬂh“(ﬂ‘ 7

sia, #a,, Bpt A(my(a;/%;])=0. sia; # a;, entonces
ERl—- ,6(52[_qi/3<_i'] )=0. Si no sucede ninguna de las dos cosas, enton-
ces a; = a, = a,, y se tiene Byy-m, fg_i/ggi_]=0.

3.4.2. Observacidén. Dado V, segmento de AFRR, y cualquier
férmula ) de la A.C., podenos cunstrulr W>V para el cual se puede
encontrar m tal que m éTW(ﬁ) .

La demostracibn es por induccidn sobre la complejidad de

A. Si A= a=b, entonces HK(a=b)y+{

h=a)) & TV(F‘.) . 5

=

bA = 1B y tene-

mos m'€Ti (B) para ciertes m' vy V'>»V, entonces A3 (n')€ T\—],(g) . Si

A =B =Cy tenemos m, € Ty, (B}, m) € Ty(c), entonces

1
,3(1“1)’1“_2 ETV, (B=C). 51 A= ({ V¥°y)B y tencmos g_\'e’l‘\—/. (B), enton-

ces, si X;r ¥, son las variables de m', obtenemos, por medio de

34,
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PRp2, un segmento U >V’ para el cual, para cierto T, tenemos
“(¢™a; ,b) Lﬁl‘f(gi,g)= ﬁ(m'[gi/ﬁi){g/g})]
y entonces
Er(_}gi)e'rg(a)
3.4.3. Observacibn. Para cualesquiera fSrmulas A/B,
Q, de la A.C. y cualquier segmento V. podemos encontrarVW:>V tal que
WA = (B =)
WE(A=(B=3C)=((a=B8) = (A=0))
_(NOtese que estos son los postulados-del cdlculo propqsicicnal que
aparecen en la A.C. de |Mel). - .
Sea W>V en donde existan El??ﬁ‘é) ‘ I—“-ze,TW(g), ¥
_m3€ TW(C)’ Entonces

m=8m)-(A(m) m) eTx(A = (B =3))

mn' = /B(ﬁ(r_nl)-(ﬁ(mz)-m3))-(/Q(ﬂ(r_nl)-gz)~(,5(ml)-r_n3))
€ Tp((A = (B =0)) = ((A =B) = (A =C)))

Es fécil demostrar lo que se¢ quiere. Por ejemplo: si

=0, En cage contrario

myfa;/i)=0 o myfa;/m) 7 0 tenemes 1370, En cese

113

"o I
p=g

i
es fdcil ver que esto Gitimo sucede tanto si nggi/gj]zc como en ca

so contrario.

3.4.4. Lema heuristico. Supongamos que A, By

kel

son

°~f6rmulas y gue V es un segmento de AFRR. Cada una de las operacio
nes a)~h) siguientes puede realizarse por medio de una clerta suce-

si6n de aplicacicnes de los principios, siempre que seamos capaces

rh

de satisfacer la condiciOn de consistencia finitaria 4) de PRp3 pa

ra cada aplicacibn del mismo en dicha realizacidn.
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a)- si %; son las \rariables diferentes de x que tienen pre
sencxas libras en A, si _ggV [')c . i“}y t es libre para x en A, y si
m (T—-(A) y m'e Ty (A[t/ encontrar algin W >V para el cual demos

traremos que
Uvay oty )[m— em e/ ) )[_l/w (s /H
,b)-si x_qu~£5)', m'€ Ty Al y

(*v‘*a HOr m[a /x ]
donde las X; son las variables que tienen presencias libres en A, en

contrar W >V para el cual se demuestre

(\*a, )[wkm ENER =0)

c} Si A es una f6rmula de la A.C, ¥ t es un término de la

A.C. libre para x en A, encontrar W>V para el cual se demusstre

WE(Vexia =ait/x])

d) 81 A y B son fbrmulas de la A.C. y x no aparece libre
en A, encontrar W>V para el cual demostremos

Tr (e [a=B]= (A = (¥°x)B)

e) Si A es una fZrmula de la aritmética clésica, encontrar

W>V para el cual se demuastre

WeEalo/d = v [a =als(x) /x] = (¢°n)n)

£) si V¥a v VFa=g, encontrar >V para el cual se de-

muestre Wi*B.

g) 5i UFa, encontrar W>V para el cual se demuestre que
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W {WrIA

h) 81 la fbrmula.a es un teorema de la 4.C., encontrar un

W>V para el cual se demuestre WIA.
Demostracibn

a) La demostraci6én serd por in‘dui:citlsn,sobre la.complejidad

de A,

a.l) Sea A= a=b. 'I‘enemo; entonces
(1) (V*a,,c) [TF (m= o((a*b) +(b%a)) ) [a, /x,] fc/x}
(20 (yra; b T m's(o (@) + (> a)))rt/xb ay/x5) [By/ys]
Pero |
R (a<h)+(b*a)) [e/x) [a; /%) [By/x5)
= o ((ah)+pta))la, /x;) [ £ay /%) [By/4] /2]

La afirmacibn (1), donde V* corre sobre numerales ai, &
es verdadera también si € €Nz, por el metateorema de inducci®n

3.2.4, de modo que, por (2) y lo que se acaba de observar, tenemos

(W b [Trn [a;/x) (norv)= mla /a)]
Pero
mlag /21y /) py/yyl/x ) = mle/xd(a; /] [y /)
con lo que queda demostrado lo gue se gqueria.

a.2) Sea A = MB y supongamos la afirmacidn demostrada pa-
ra B. Entonces ﬁ{ﬁ/ﬁ]‘aﬁg&/g\y tenemos, para ciertos m € Ty(B)

y mj€ Tg(B{t/x])
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(V*a ,L.)[V}—(n Bm ) fa; /=) {erx]
(‘v‘a [T = am ) (A8 /) [0y ﬂ

Yy, por hip&tesis de induccibn, para algtn W>V,
(¥ra; 2 [F+ (n=m) [£/50a; /5] (23/25))

de donde obtenemos inmediatamente lo que queremos.
a.3) el caso A = B =pC es igualmente simple

'a.4) suponemos ahora que A = (%Py)B y que la afirmacidn
estd demostrada para B. Consideramos dos subcasos segln que y =

0 no.-

a.4, subcaso 1) Si y = x. Entonces X no aparece libre en
Ay se tiene A[t/x} = A. En este subcaso se tiene, para ciertos

my € T5(B) y m{ €T(B), v para ciertos Ilx;,y), T'(x;,y) €Nglxsy),
(Wai,e) [VrTiag,e)= Bmy) [2,/x,) [erx) ]
(vrag, o) [THT (ay 0= Ay (a;/x,) [erx]
(*f*ei)[V*‘m[éi/zi\=Ef(2i)]
O a ) [T fa;/x])=eTap]

Tenemos adem&s, por la hipdtesis de induccibn en el caso

Ier
il
[

(*d*gi,g)[ﬁ'r-(mi=ml)(gi/§ﬂ [c/y]] para cierte 7'> ¥,
de donde

(3) (’V‘*gi,g)\lﬁ't—f'(gi,g)ﬁ(gi e)]
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Dado que m|{t/x]=m, lo que necesitamos demostrar es, para
algdn W>W', que

(*ap (W e m=m) (3751
0, equivalentemente, que

(V*Qi)[i‘—i PE‘TI:' (Ql)=E—f-(§i)]

con ese fin, observamos, por (3) y por los postulados de
tipo (B) de PRRZ correspondientes a ', gue tenemos

(W*a; ) [F' BF' (a;)=0 = E'(a; ,c)=0

:iflf(g_i,_qho ]

Esto es, tenemos

(a0 [F EF (2,020 21T (a; ,c)=0)

Esto nos sugiere el uso de PRp3. Por medio de &1 podemos
postular, para tedos los numerales i

T EE'(a;)=0 V MEE(a;)=8(0),
siempre gue podamos demostrar, como exige la condicibn 4) del prin-

cipio, la consistencia (finitaria) de esos nuevos postulados con

W', Si esto es asi, v si W" es el nunevo segmento asi obtenido, ten-

dremos, dad, el postulado (C) coxrespondiente a %,
(ra ) [Fre BBla,) =0 = £T(a,)=0]
e T A
Procediendo simétricamente tendremos, para un cierto W pos
terior a W", y siempre que hayamos podido cumplir con la condicién

de consistencia para la correspondiente aplicacibn de PRFB.

(ra [ FrEE(a,)=0 =£T(a,)=0 ]



Pero esas dos condiciones nos dicen, dados lbs axiomas (Ci
de PRR2 correspondientes a £ y a £', que

(*a lFrEF(a)=EF (2],
como - queriamos

a,4, subcaso 2) Debemos suponer ahora y ;aﬁ{' Tenemos, en
este subcaso, ,

aft/x] = (vey[B(t/x))

Para ciertos m € Tg(B) ¥ mié T5(B E/ib),'y para ciertos .
Ty T', tenemos

(*a; 0@ (TrT(ay.c,d)= Bl {a;/xi) [e/x)[a/y ]

(¢*a; by [ VHTay by )= Bta] (a;/x5] [By/x5) (8/¢])

(%*a; e Vnle; /x;) [c/i)=EE(a; ,2))

(*ay b | T (ai/x5) (b /v =EF " (25 140

Tenemos ademis, por la hipbétesis de induccibn,

9z b, (e (mg=my [£/2)) [a, /2,1 (/53] [ary) )
para cierto W'> ¥V, de donde deducimos sin dificultad,

]

* W= T h. Ay =T(a,  tla./x, Ay
(V' *ag by T - Tlay by d)=Tlag blay/zg) [By/y;

A partir de este momento se puede proceder como cn el subcaso ante-

rior.

b} En este caso x no aparece en A, y no tenemos mas gue

usar el caso a) y obtener para algln, W>7,

(ra W - (m=m ') (2575311,

g
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de donde obtenemos 10 gue gueremos

€) Sean x; Yy, posiblemente, g las variables libres de A,
Y sean 5 las variables libres de t que no estdn entre las x;. Pue
de ser que'i sea una de las ¥5- podemos construir un cierto V' pos-
terior a V para el cual tenemos mpe Tga(A), my €Ty, (A [t/z1), para

ciertos My, gi. Esto es posible por la observacién 3.4.2, segQn a)

tenemos, para algln V">V',

(*a; by Ve (my=m (€20 [a; /2 (47203
(siempre gque haYamos poaido demostrar finitariamente la consistencia
de las postulaciones que haya sido necesario hacer por medio de
PR3) . Por medic de PR,2 podemos obtener un W>V" en el cual se tie
ne, para un ciertc ¥ nuevo para V",

(V*a;, 0 (Fritag,e)= Amla;/x;) (e/x))]
y tenemos m€ T (( W°x)A) tal que

(v*ay) (Wt mfa, /x)=EF(a )]

Entonces

(Vrag ) (W Bm np) [ag/x;) (py/u5)=0)

Para ello, razonando en W, supongamos, para cualesquiera
ajr due ﬁ(mfgi/iil)#o (nbtese que las Xj no estén presentes en m).
Entonces Ef(gi)=0 y ?(gi,g)¢0 para todo ¢, de donde
ml[gi/§¥](g/§]zo para todo numeral ¢ y, por el metateorema de induc

cibén,



a2,
my {2y /2 e[oy/uy /a0

‘ N - ) k3 o ! /- LTI 5 3 o =
para cualesquiera .llj' de donde. @ (éi’.’ijj [l_aj,l_:)] =0, Es decir, se¢ ha

demostrado
t*a; by [W - 18 m [y /) {By/x4)) =0 = m' [a; /21 [ /y4)=0])
que dadas las propledades del producto, nos da lo gue necesitamos.

d) Sean -}-(i las variables gue aparecen libres en A y en B,
Y3 las que 's8lo aparecen libres en A y z, las que son distintas de
X y sdlo aparecen libres en B. En algGn V!>V tenemos, para cier-

tosm ym', mé T\7' (A, m'e T{/—' (B) . Entonces

Bm)-m' €T, (A=>B)
Sean Ty V">V' tales que

(\*a; /b k,c)[vm—f(a by )= Bm! [Ei/)_(_i.l [Eklék-][g/z‘\)-l
Entonces ET (x; ,z,) € T, ((¥° x)B) ¥

Bm) EE(x, 2)) € Tgu (2 = (W°x)B)
Sean U™ > V" y g tales gque

(V a; d /D ,c)tv"'yc:(a G ,D],C)

-]
=B Bmim) [a; /2 {43735 [By/z ) (e/xD)]

Entonces

EE (51_ ’Xj ’:_Z_k) € T Vul ( Vox){]\ ?B—l)

€ Tgul(Won) [a=B) = (A= (V°X)B))
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Queremos demostrar a!uofa que
o Iray 'eri_?k)[w H A(Eg {2y ,§j By ﬁ» (m{a, /x; {Qj/l’.j]) -EE (a; /by)) =0]
para-algdn W >V'"
Supongamos que A(EG (23,50 N#0 vy Binlay /%] [dy/ys]1#0. Enton-

ces EE(gi,gj 'by ) =0, de donde gla;.d4,b, ,c,)#0 para todo ¢, de donde

l—'l

( ﬁ(m?_-m'l[a /X]f 5/%31 (/2] [e/x]=0 para todo ¢

' [a /% ]fb /zk—} fc/ﬂ 0-para- todo ¢,
de donde f(al,bk,c #O para todo ¢.
Hemos demos trado, pues,.
v+ al,d bk,c)(v“‘r— -Vawg a;0dy ) =0 A M Am [a;/x5) [dy/x4]) =0
=y 1 E (3,001,
0 bien

(wra;,dy by, 7F BG4 00 =0 v mmfa /e (8, 7u4]=0

A\ —1f(a k,<:) -]

Podemos entonces postular, por PRR3, si logramos cumplir con la exi-

gencia de consistencia de ese principio, el esguema
T Egia;,dy.b)=0 V au By/x) [gj/xj%o V TET (a; ,by /c)=5(0)
En el segmento W asi obtenido se cumple (4).

e) Sean X5 las variables diferentes de x que aparecen li-

bres en A. Para algQn V' >V tenemos mé€ TG B}, mgye T (A [O/V]) ’



e
m'e Ty, (Alsixl/x)

Oy, BT - Elag )= Al {2y [b/xD]

Oy B[ T Fiay b= BB me ) (8 /x]) [B/E))
EE (x;) € Tg, (( 2 B)
Eglxg) € Ty, ((¢°x) [A =alsx) /=)

Bimg) - ( BIET(x,))-EF(x;))

€ 5. (af0/x] = (V) [A=Als(0) /_»g]j = (\/°x)A))
Debemos demos trar, para.algﬁn WsV', que '
(5) (¥*ay) [F - pm {ag/x;])- ( BlEGa; 15T (a;))=0]
7 Segin a), podemos encontrar un V"> V' tal que

(6) (V*g_i)[v"Hmoqﬂo/ﬂkﬂim'

(M (e, o T (s (x) /2] (2, 12 ) (sl ],
si es que podemos hacer la demostraci6n finitaria de la consistencia
para cada utilizacidn de PR3 a lo la;go del proceso. Suponemcs que
asi ec,

Para demostrar (5) supongamos ahora, razonando en V", que

mo(éi/§i1=0 v Ea(ii)=o' Entonces por (6},

-

(8) mfo/x) {2y /%l =0

y, por el esquema (B) de PR,2 para g tenemos g(a,,b)#0 para cada b,

de donde, segfin la definicidn de g,

(9) ( pm-m{a; /%] [p/x}=0 para cada b



as.
por (8) y (9), m'\a,/x;}[0/x)=0 v, por @,
(10) [a /x][s (0)/x1=0
Por (10) y (9), m'{a; /xns(o /¥)=0 y, por (7),
{11y m[é_i/,?ii] Ls(st01)/x]=0 ,
© o por (11)y (01, m'[ay /51 T8 ¢ sw))/x] 0 vy, por (7),

12) m (a 72\ [s(s(s(0)))/x =0

-ete.

Se tiene, pues,
(V*gi,é)‘{i"k—"\gé[gi/zi‘\so V g (a;)=0 V (2, ,b) =0

Podemos azhora proceder como antes, usando PRR3' Si pode
mos satisfacer la condicidn de consistencia “endremos, si W es el

nuevo segmento gue se obtiene al agregar los postulados,

(’v’*g_i)[ﬁr-jr_n_o(gi/ggﬂ =0V 1E§(gi)=0 \Y% 7Ef(gi)=S(0)], que es equi

valente a (5).
f) Se tiene
(13) (V*Ei)iv‘“ﬂ ai/ij} =O]
(1) (v*ay) (Trnt {a,/x,]=0)
para clertos m CT—*(H) y m'e T‘.—,(Q =»B} . Entonces
(15) (V*gi)iﬂ— m'= Bmy)-my){a;/x, 11

para cilertos ’_‘115 Tv‘f‘-’ v m7ETv(_I§). Tenemos adems, por b), segfn
(13),

(¥a, )[ 1[51/iii]=
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para cierto W>V. Pero entonces

SV*ii) [# - AAmy /% ])=0 )

de ‘donde, por (14) y (15),
{ N*a, )[\vkmz(a /A }

como se querfa demostrar.
g) Si las variables libres diferentes de"_{ de A son las
%x:,V F A significa

(rag B T m[a; /2] [B/x)=0)
para cierto V'>V y cierto £, por

(16)

para cilertec me Tv(z_x_) . Tenemos,

PRRZ'

(17) (a0 [T+ Tla; b= Amia;/x)) (b/x))]

Queremos,. pues, demostrar,

'f-" VI( VO -

Entonces E

para algn W>V', que
(vra) [FEEE (a)) =0)

mos, para esc f£in, sfegfin (16) vy (17), que

TENCmos , para

O, o) L0 F (e ,p)=0)

Por PR3, si podemos satisfacer la condicibén de consisten
cia, introducimos nuevos postulados (D) gque hacen gque en el nuevo
segmento W asi obtenido se cumpla 1o que gueremos

Fensemos en la exposicibén de la A.C en[Mel. Si A

h)
es pergue tenemcs una sucesibn de fSrmulas

es un teorema de la A.C.

de A.C.,



tal que cada Aj es un postulade {ldgica o especifico) o se infiere -
de féx;n\ulas anteriores por modus ponens o por generalizacién'. Supo
niendo gue se puede satisfacer la condicidn de consistencia finita-
ria 4) de PR,3 cada vez que necesitemos ese principio, lo gue hare-

mos serd construir una sucesidn de segmentos
T<W. <...<W
VW°< <n
tal que WiigAi para cada i. Esto se hard por induccidn sobre i.

éo es un postulado de la A.C.  Por las observaciones 3.4.1

¥y 3.4.3,y por los incisos c), d) y ) del presente lema tenemos

. L4 7 b °L » - . .
que existe W >V tal que W FA . Lo mismo sucede para cualquier

otro i>0 si A; es. un postulado de la A.C. (existe W,>W, ; tal que

@
Fiea

5
-

) . Supongamos ahora que A; Se infiere de férmulas anteriores
de la lista por modus ponens, Por el inciso f) existe entonces
Wi)>ﬁi_l tal que WiFEAi. 5i la inferencia es por generalizacién hay
que usar g).

Esto termina la demostracidon del lema heuristico.

3.4.5. Corolario. Si ngﬁ ym'e Tv(é) podemos encontrar
W>V tal que (v*gi)fﬁr—g'(g_i/iﬂ =0] siempre que podamos demostrar
finitariamente la condiciln de consistencla en cada uso de PR3 que
se haga necesario. 51 esto lo podemos hacer para cada m' sabremos

_que no se tiene VFa.

En efecto: si VA es porque | v*gi){7F~@(gi/§i]=U] para
alglin m €1y (a). Por b) del lema heuristico vemos entonces que se
puede hacer lo gue afirma la primera parte del corolario. Si la
comprobacidn finitaria de la consistencia para todas las aplicacio-

nes de PRRB se puede llevar a cabo para cada m'e Tv(h), entonces no
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podemos tener V¥~—A ya que eso implicaria que

(‘v*gi)[V}-gl(gi/gilzoj para algn mle,TV(_jb)’ pero ese m, satisfa-

cerfa la condicidn
(ra ) [TrHm=8m)){a;/x]]

péra algln m'E.TV(é); y al tenerse (‘V*Ei)KW}—E'(Ei/E;]=O] en alqin
W>7 estarfamos ante una contradiccifn en W, cosa que no es posible
porque cada W es consistente.

A través de las observaciones y del lema heuristico y su
corolario vemos que las cuestiones planteadas tienen, en principio,
las respuestas que mas nos pueden satisfacer, pero sflo a condici6én
de que se pueda satisfacer la exigencia finitaria de consistencia en
cada utilizacidn de PRR3 que se haga necesaria en el proceso de jus-
tificar dichas respuestas. Esto da lugar al an&lisis de la A.C. que

se hard a continuacibn.

3.5. Un anélisis de la A.C. en base a las “-nociones de
AFRR. Recordemos, segGn la introduccifn, que Vit significa que
W: 0% para alglin W posterior a V, y que AFRR:F> v®% significa que
T para todo segmento V de AFRR. Nos preguntébamos en 3.4 de
qué manera rodemas eSperar que nn tenrema A de Ta n.7 . gea un
"o-teorema" de AFRR. Lo que sugieren los resultados de 3.4 es que,
en principio, para un teorema A de la A.C. podemos esperar que se
tenga AFRR:E> ﬁ-a, cosa que significa que para cada ¥V podemos encon-
trar un W>V y un m €TH(A) tales que <*f*ii)UE*'ﬂ{£i/ﬁi]=O]- bPe he-
cho, es f&cil ver que los resultados de 3.4 se pueden condensar en
la proposicién siguiente, si recordamos que expresamos las fbrmulas

de la A.C. con (*ffﬁ) en lugar de (x) y S(a) en lugar de a'; y que



pensamos en-la A.C. tal como. se expone en fMe‘\.

3.5.1. Proposicidtn heur{stica. Mediante utilizaciones

de los principios de AFRR podemos realizar cada upa de las operacigo
nes siguientes siempre que seamos capaces de satisfacer la condicidn
de consistencia finitaria 4) de PRp3 en cada utilizacidn de este

principio.

o) Para cada postulado (l6gico o especifico) A de la

o

A.C., demostrar que AFRR:{» F A.

B) Para cualesquiera férmulas A y B de la A.C., si

EFRR: =P Ay EFRR:E=> = A =>B, demostrar que AFRR: k> F B.

Y) Para cualguier férmula A de la A.C., si AFRR: = F A,

demostrar que AFRR: b - (°x)A.

'5) Para cualguier teorema A de la A.C., demostrar que

AFRR: = A,

€) Para cualquier férmula A de la A.C., si AFRR:k» =4,

demostrar gue no se tiene AFRR:EZ 1A,

Por ejemplo, si AFRR:F» ' A y AFRR:k» ¥ 2 =B, conside-

o e

3 v o
remos cualguier V. Entoncesg > T y Vi a=vE

para algln V*">V'. pPor e) del lema heuristico se tiene entonces

W>V" tal gue W

o —
FB. Pero W>V, y esto muestra lo que gqueriamos.

Podemos ya sacar conclusiones y hacer comentarios,

Conclusién 1. §Si dispusiéramos de una demostracidn gene-

ral de la condicién de consistencia finitaria 4) de PRR3, entonces,
. . . pr o °

segfin &) de 1a proposicidn heuristica, sec tendria AFRR:V=» A pa-

ra cada teorema A de la A.C. Pero ya s¢ ha visto que 710=0 no es




Ul
L)
N

°~teorema de ningln segmento, de modo que se tendria entonces que
—0=0 no es un teorema de la A.C., 1o gue nos probcrcidnaria ina de-
mostracidn finitaria de su consistencia. Come tal coca es imposible
podemos concluir gue es igualmente imposible tener una demostracibn
general de dicha condicidn finitaria 4) de PRp3. Una demostracidn

directa de este hecho seria interesante, claro est§.

Conclusi®n 2. A pesar de lo gue se acaba de observar es
claro, segn la proposicién heuristica, que las °-nociones de AFRR

contienen en principio todos los elementos necesarios para demostrar

que AFRR:E» A para cada teorema A de la A.C. y gue no se tiene

AFRR: =% +* V' A para ningfin tecrema de.la misma. Lo gue falta son

{3

las ya tan mencionadas dewmostracicnes finitarias de la consistencia
para las aplicaciones de PRR3. Pero es inclusc pensable que esas de
mostraciones siempre resultan factibles, aungue esto no podamos sa-
berlo de antemano, por carecer de una demostracidn general. Wada
parece oponerse a una tal hipdtesis de trabajo. Nada nos dice, por
ejemplo, que deba haber un caso A del postulado de induccibn para el
cual no pueda demostrarse AFRR: > A. Por eso, S1 no gueremos renun-
clar a la exigencia finitaria en las demostraciones de consistencia
podrfamos tomar la actitud de gue la "verdadera" aritmética clisica
o "aritmética cldsica finitariamente consistente” os AFRR. LOS

"teoremas" de tal aritmética serian las °-f6rmulas A para las cuales

‘. e a . Y =
pudiéramos demostrar que AFRR:F» A vy que no se tiene AFRR: > 1> 1 A

Ninglin "teorema" podria considerarse demostrado en este sentido mien
tras no hubiéramos satisfecho la condicién de consistencia en cada
aplicacibn de PRp3. Podriamos proponernos desarrollar por medio de

AFRR la parte de la aritmética gue s¢ encuentra ¢n las buenas expo-

siciones de la misma. Si en algdn momento pudiéramos demostrar la



imposibilidad de cumplir con los requisitos de la consistencia fini-
taria pdfa un teorema A de la A.C. estariamos, siﬁ duda, ante un he-
cho aritmético muy interesante; gerc eso no perturbarfa en nada lo
que ya sé hubiera demostradc previamente.

Tenemos para terminar:

Un comentario adverso a las °-nociones. Se ha visto cémo

las °-nociones son centrales para el an&lisis de la A.C. que se aca
ba de hacer. Pero si nuestra finalidad no es la de hacer un tai ani
lisis, s1 no la de dar una buena fundamentaciédn finitariamente con-
sistente de las matemiticas, entonces esas °-nociones, sin dejar
quizid de ser @(tiles, pasan a ser muy secundarias. Lo que se ha he-
cho, en ese sentido, ha sido considerar un formalismo mas amplio, el
AFR (aritmética formalmente recursiva), quizid comparable con una
aritmética de segundo orden, y por medio de €1 se ha logrado un de-
sarrollo del anélisis que estid en sus inicios, pero en el que se de-
muestra un resultado muy fuerte, el teorema de Bolzano-Weierstrass,
tal como se menciona en la introduccifn. Como sSe ve ya en esa intro
duccifn, el °-lenguaje no interviene para nada. De hecho, se prefie
re el metalenguaje natural de los formalismos recursivos que se des
cribe en la introducci®dn, mas dgil vy poderoso cque el *~-lenguaje,

que permite desarrollar el analisis de manera efectiva o exhibito-

ria,



52,

4. ‘EL FORMALISMO RECURSIVO AFR - (ARITMETICA FORMALMENTE

RECURSIVA) .

Describimos ahora el formalismo AFR, del cual AFRR es una
resiriccién, cosa gue nos permite aprovechar la descripeidn de este
ﬁltimo. Los simbolos de AFR son los de AFRR y uno mas, el simpolo
M., En la descripcién de los términos de AFRR se dice: si T es ope-
rador de grado n y ay,...,&, son términos, entonces f(gl,...,gn) Y
Ef(gl,...,gn_l) son términos. Esto continGa siendo cierto para AFR
‘pero hay que agregar que tambidn es término de AFR la expresibn

ME (a Se entiende gue 0 y las variables continfian siendo

~l""'3n-1)‘
términos de AFR. Esta es toda la diferencia entre AFR y AFRR, en
cuanto a lenguaje. Veamos ahora ¢udles son los principios, PR 1,

PR 2 y PR 3 de AFR,

PR 1. Se expresa del mismo modo que PRRl, excepto que

ahora leeremos AFR, PR, EPI, EPB y B en lugar de AFRR, PRR, EPIR,

EPBp ¥ ER’ respectivamente.
PR 2. Si'U es un segmento de AFR, n e€s un entero no nega
tivo, EfENﬁ(ﬁl"“’En)’ §G‘NE(§1""'§n'1'E) y T es un operador de

grado n+l nuevo para”U, entonces también es un segmento de AFR el
sistema formal gue se obtienc de agregar a U, como nuevos postula-

dos, los casos de los siguientes esquemas, para todec los numerales

byrevib e, d:
(1) zlb;/x;1=a =E by, ... ,b,,00=d
) s{oy/x ey F oy, ... b, 0 /2]=a
= flb,...,b , Slc))=d

n



(ITT) Ty, ... B,/ 0)=0 = ME(by, ..., b )=0
(IX1)* Ay, oee b, 0050 AL A TElE Lo b ) <0
. N E(by ... b S(e))=0 = ME(by,. .. b )=S(c)

(V) Eey,e by ) =0 =EE(by, ... ,B,) =5 (0)

y=S(0)

(V) Ef(by,...,b,)=0 VEE(by,...,b)

(Vi) ME(b,,.. -sbn)=¢ =T (byreeiby,0)=0

1l

un erntero pesitivo.

(vir) s™(a)=ME(b b) = E(By,... b .d)=0, si m es

PR 3. Se expresa del mismo. modo que PRRB, excepto cue
ahora leeremos PR 3, AFR y (VIII) en lugar de PR3, AFRE y (D).

Las observaciones 3.2.1-7 son trasladables a AFR. Hay

que agregar que Ma(fl""’fn-l) tiende a adquirir el significado de
"minimo y tal que a(ﬁl”"’in—l’ y)=0, si existe un tal y". También

agregaremos que PR 2 hace gque ff{i,z) sea funcidn para el nuevo se-
mento gue se obtiene de afadir a V los postulados (I})-(VII). Es
claro que PR 2 permite introducir nuevas funciocnes por recursién
primitiva. Perc tanbién se puede observar, y es facil demostrarlo,
que PR 2 se puede usar, anidlogamente a PRRZ, para cambiar notacidn
e introducir Ef(x;) v ¥E(x;) por medio de (I})-(VII), aunque ese Gl-
timo término no siempre se puede domostrar due es funcibn en el nue
vo segmento.

La demostracién general de la consistencia de AFR es una

simple adaptacidn de la de AFRR, pero hay que agregar los términos
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ME (51""’5n~l) (para i de grado.n) a la coleccidn de 1os términos
pri'mitivos.r El lema 3.3.2 sigue siendo valido, para AFR.

En AFR se tiene el sigulente metategorema muy lmportantce:

M-metateorema. Supongamos que los esquemas (I)-(VII) de
PR 2 son postulados de U, para f{x;,y) (v ciertos x y g). Esto es,
supdngase que f(y_.i,x), Ef (x50 M?(.\_’i) han sido introducidos por me-

dio de PR 2 en alguna etapa en la formacidn de U. Entonces:

1} Para 315 NE vy cualquier numeral Sm(O) ,

TrT(a;,s"(0))=0 S ME(a;)=0 V...V ME(a;)=s"(0))
A Ela; ME(a;))=0

2) Para ﬂié,NTJ y céNE '

UrF(a;,0)=0 =T (a; ME(a;))=0

3) Para numerales a;, si UFT(a, ME(a;))=0, entonces

ME(a;) € Ng.

La parte 3} es muy importante. El tener ﬁt—f(gi,b{f—(gi))%
podria ser inGtil, en ocasiones, si no se supiera, ademds, que
ME(a;) es un U-ndmero.

Notemos también que 3) vale s6lo para numerales a; y que
el metateorema de induccién (3.2.4) no es de ninguna utilidad al
tratar de extenderlo a U-nlneros, debido a que la afirmacidn
M_f_(gi)e Nz no es expresable en la forma Ur A para ninguna férmula A

de AFR, puesto que afirma que "existen numerales c,,...,C ara al
£1 =2 =3

r'
) = T
gin r, tales que U ME(:i) cp VoV ME( l) e
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Comcstracidn del M-metateorema. Para cualesquiera numera

les a; tenemos por (III)O v EPI 1-1 (esto es, los EPI, 1-4 de PRRl

R

Tjk'f(gi,O):o = ME(a;)=0 A fla; ME(a;))=0

‘Por (III)' para §{0), S(S(0)), etc. y los mismos EPI l-d

tenemos entonces

'Er-?(gi,s(c)))=o':=>f(gi,0)=o v Mf(gi)=s (0)
= MElag=0 A Ea; iEla;))=0)

V (ME(a;)=8(0) A E(a; ME(a;))=0)
= (ME(g;)=0 V ME (a;) =8 (0)) A Fa; ME(a;))=0
UkT(a; ,S(5(0)))=0 = (ME(a;)=0 V ME(a,;)=5(0)

VME(a;)=s(s(0))) A F(a; ME(a,))=0
etc.

Esto nos da 1) para numerales a, y cada Sm(O): v, por el
metateorema de induccidn, para cada 2; €Ny, Por el mismo metateo-
rema obtenemos 2) de 1).

Demostremos ahora 3). Por hipbétesis se tiene
K K Fla. MFf(a.))=
(**% Brifa; ME(a;))=0

para alguna coleccién finita de postulados de U. De acuerde con la
demostracibn del lema 3.3.,2 podemos suponer que B es suficientemen-

te grande para tener, con cada G compatible con B, una W tam-

D(G)

bién compatible con B, donde D{G) consta de las identificaciones

¢'=d' que aparecen no precedidas de 71 en alglin miembro de B que no
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es un caso de EPI 1—4,'esE5 éxprésado en la fornma {*) de 3.3 y. sa-

tisface la condicién G{c'=d') = ver.  Como W es compatible con

D(G)

B es claro, por {(***), que

g (o) (Elag MEag)) =0) = ver

Esto muestra, por la manera en que-se define wD(G)’ que D({C} debe

m{G)

contener ciertas identificaciones, M?(gi)=5 0y y

?(gi,sm(c)(O))=0, para algdn numeral Sm(c)(O). Pero esto significa

m(G)(O) aparece no precedida de 7

que la identificacién Mf(gi)=s
en algln miembro de B gue esté expresado en la forma. (*), y que G
-vale ver en ella, Como B es finita, esto muestra que tenemos un con

junto finito de numerales, CyrevesCyy tales gue

G(Mﬁ(gi)=gl LAY Mf(gi)=gs) = ver
para cada € compatible con B. Es bien sabido, y f&cilmente [y fini
tariamente) demostrable gue entonces se tiene

BrME(azd=c; V ...V ME(aj)=c_,
y 1o mismo es cierto, claro estid, para U en lugar de B, quedando
asi demcstrado que MF(ii)G NG , como se queria.

Esto termina la demostracidn del M-metateorema.

Podemos observar que AFR es un instrumento que sirve para

formalizar de manera finitariamente consistente la aritmética ultra-

dioféntica, entendiendo por &sta la ampliacidn de la aritmética re-
cursiva general que se obtiene agregando a &sta el esquema de exis-
tenciacidn, que exige que si 5(51""'§nfy) pertenece a la clase

(de funciones de la aritmética ultradioféntica) entonces también per

tenece a esta la funcidén
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(1, si existe y tal que flxy,.:iXy,y)=0"

fE (_7_4_1"-'1_)_'3“)=

Es claro que la contrapartida formal de gsta’ funcibn es

Ef(x;), para f(gi,x).

Sin embargo, el instrumento es imperfecto en el sentido de
que no podemos demostrar en general gue Vk—E?(gi)=s(0) implique
Mf(gi)eNv % V&-?(gi,mf(gi))=0. Lo que mas Se aproxima a esto es el
M-metateorema. Si exigiéramos que se diera siempre esa inferencia
no- sabriamos como demostrar finitariamente la consistencia.

Como ya se menciond en la introduccibn, con AFR se puede
desarrollar un anidlisis matemitico finitariamente consistente efecti
vo o exhibitorio que es mas fuerte que el anfdlisis constructivo, ya
gue permite demostrar el teorema de Bolzano¥elerstrass. Lo que se
ha desarrollado de este andlisis estd descrito con todo detalle en
{Tol. Ese desarrcllo estd inspirado basicamente en (Go 1}. Quiza
en desarrollos ulteriores haya gue buscar otras fuentes de inspira-
cidn, como el suplemenﬁo 1v de lui-el.

Las noclunes que aparccen en la exposicibn del teorema de
Bolzano-Weierstrass en la introduccién se Aefinen como sigue, usan-

do las expresiones auxiliares a-b/c.

Representemos las expresiones b-c/d por &, ﬁ AP,.... Las

definiciones de O(tﬁ, R g, X3, 10<~ﬁ‘\ , son las obvias. Se
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definc entences, 5i L/n = 5(0)~-3/n,
PloerR(x) = Qx) € s ( mix)mix) e N(x)
&(V*_Q,g)[ el ‘L(’(ﬁ(g)v“_r_)—l(’(ﬁ(g)\ < 1/nl]

En [To] el teorema de B.~W. se demuestra de manera un éo—
co diferente a como se ha expuesto en la introduccifn. La parte
mis diffcil y laboriosa de la demostracidn es el cumplimiento de la
exigencia de consistencia finitaria en todas las aplicaciones de

PR 3 que son necesarias. (condicién 4) de PRR3 y PR 3).
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