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1. INTRODUCCIOti 

El programa de l!ilbert propone presentar las matemáticas 

mediante formalismos cuya consistencia pueda ser demostrada finita-

riamente · l Hi1 . 

No parece que Hilbert tuviera en mente otros formalismos 

que los sistemas forma les basados en e 1 cálculo de predicados de pri; 

mer orden o de orden superior. 

En cuanto a la noci6n Je "finitariedad", que no es origi-

nalmente una noci6n rigurosa, p::idemos recordar, para empezar, que las 

matemáticas finitarias no toleran el uso irrestricto del principio 

de] tercero excluido. Así, por ejemplo, si definimos 

a={º' :~ 
1, en 

existe un entero par mayor que 2 que no sea sum¡:¡ 

dos primos 

caso contrario 

estaremos dando una definici6n que no es finitari¡:¡, porque no silbe-

mos decidir, en el estado actual de las matemáticas, si ~=O o a=l. 

En cambio, se admite como matemática f .ini tar ia la de f inic i6n 

j O, si !:. es primo 
f In\= '-' l1, en caso contrario 

puesto que para cada entero n sabemos c6mo decidir si f (!:_) es cero o 

uno. 

Esta limitación finitaria de la aceptabilidad del principio 

del tercero excluido nos lleva también a una limitación en la acepta-

bi] idad de las dcmostrucioncs Fºr casos, o indirectas o por reducción 

al absurdo. 

Así, desde el punto de vista finitario, no podemos tomar 

como cierta lu afirmación "o bien todos los elementos de X tienen la 
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propiedad P, o bien existe <ilgún x E. X que no tiene esa ¡:ro piedad", 

a menos que podamos decidir cual de las dos opciones es la que se 

da. Esto muestra muy bien un primer aspecto de J¡¡s m¿¡tem:.iticas fi­

nitarias: que son constructivas. Demostrar que una cosa existe im-

plica exhibirla. 

Otra manera de iJustrar cuáles son las matemáticas finit~ 

rias consiste en recordar cómo se milnipula u'n sistema formal, en el 

que tanto la parte matemática· corno la parte lógica están perfecta­

mente formalizadas. Escribir la demostración de un teorema en un 

tal sistema consiste, en Gltirna instancia, en dar una lista de fór­

mulas, la última de las cuales es el teorema que se está demostran­

do, en la que cadu miembro es un ilxioma lógico o específico del si;;_ 

terna o es una consecuencia de miembros anteriores de la lista segGn 

las reglas de inferencia del sistema; y la comprobación de que se 

cumplen esas condiciones no puede ser hecha de otro modo que por 

inspecci6n directa, viendo si cierta parte de una expresión de la 

lista es la misma que cierta otra expresión de la misma lista, o si 

ciertil expresión de la lista está en la lista de axiomas, etc. Este 

es el tipo de matemáticas que con mayor énfasis se califican de fi­

nitarias. 

Es un hecho, sin embarso, que en los sistemas formales ba 

sados en el cálculo de predicados las fórmulas 

(V~)!:(_:::_) V ( 3 ~) 1 ~ (~) 

son teoremas; y esas fórmulas son casos del principio del tercero 

excluí do en su for;na irrcstrict0. Alrededor c1e este punto se puede 

esquematizar un0 discusión del progruma d-:1 Hilbcrt, como sigue: 

Los constructivistas, o, con igual insistencia, Brou1o;er y 

los intuicionistcis, dicen crnc, por lo t0nto, el cé1lculo de predica-
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dos es inadmisible como instrur.1ent.o de fundumentación o forrr.aliza­

ci6n. Pero Hilbert, acaudillando a los formalistas, dice que el ad­

mitir esa fórmula como postul<ido o teorema no tiene mayor inconve­

niente que admitir e] imaginario i, o que admitir los números idea­

les en la teoría de números algebraicos, puesto que la manipulación 

de todos esos objetos es, en todos los casos, estrictamente finita­

ria. Lo único que hay que vigilar, dice !!ilbert, es que en el sis­

tema formal que se maneje no aparezcan contradicciones, esto es, que 

sea consistente. Y, agrega Hilbert, la demostración de la consisten 

cia, que se hace desde fuera del sistema, debe ser, esa sí, estrict~ 

mente finitaria. Esta es, en síntesis, la parte del pro9rama de 

HiJbert que interesa destacar ahora. Puede consultarse, además de 

lHil 1 la exposición ~Wel. 

Es bien sabido que Hilbert y sus seguidores encontraron 

grandes dificultades en sus intentos de llevar a cabo el programa, 

aún en su etapa inicial, la de la aritmética de Peano de primer or­

den, o aritmética clásica (A.C.). Y es bien sabido, también que Jos 

trabajos de Géidel. [Gül demostraron, hasta cierto punto o en un cier­

to sentido, lo inútil de tales intentos. La historia está contenida 

se llegó a un consenso bastunte amplio en e] sentido de que la arit­

mética finitaria coincide, intuitivamente, con la a1·itrnética recur-

siva primitiva (ver [Tal citado en [Si.'!1\). 

La enseñc:rnz¡¡ que cosecha:-r.os de esa historia es oue si un 

sistemil formal basado en el c5lculo de predicados formulizu al menos 

la aritmética rccursivu primitiva, entonces su consistencia no puede 

ser demostrada fin.itariamcnte (y¿:¡ qu~ G15del mostró que esu consisten 

cia no puede demostrarse dentro del sistema). l\) respecto puede con 
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sultarse también \Tor 1 
Ahora bien, esa ensef,anza, puede ser recibida con dos ac-

titudc~ diferentes, al ~0n0~, rr1(1I·~nn1os decir guc ~l gusto del consu 

midor. 

Primera actitud. Podemos pensar, en primer lugar, que el 

cálculo de predicados no es un instrumePto adecuado para la formali­

zación de las matemáticas. 

Sequnda actitud. Podemos pensar que el cálculo de predi-

cadas es la "verdadera" lógica y es, por lo tanto, inamovib).e, pero 

que el programa finitario de Hilbert contiene una exigencia desmesu­

rada que no se puede cumplir en toda su extensión. 

La evolución oue esta s89unda actitud ha imprimido al pro­

grama de Hilbert se re¡:orta en el tríptico \sil , \sim 1.. \Ye\. En esta 

exposición no nos ocuparemos de ella. 

Aquí nos ocuparemos de Ja primera actitud. Con relación a 

ella no es irrelevante lo que recordaremos enseguida, que tiene que 

ver con el intuicionismo. En vista al programa de Hilbert, la posi­

ción intuicionista fue que la formalización de la aritmética basada 

en el c§lculo de predicados cl§sicos era inaceptable, independiente­

mente de si era consistente o no, ya que el principio del tercero ex 

cluido que aparece en él es inaceptable (ver \Brl). La :'.'ilosofia in 

tuicionista no pedia que las matemáticas fueran formalizadas. Sin 

embargo, surgió uné! lógica intuicionista, no como intento de salv.:ir 

el programa de !Iilbcrt, sino de correai.r el mal uso del principio 

del tercero excluido. En [G6 il se encuentra una critica a esa ló­

gica, donde se muestra que, en el fondo, contiene el mismo poder de-

ductivo para la aritmética que la lógica cl5sica. Esto tiene como 

consecuencia que el programa de l!i lbert frac;:¡ sa p¿ir il la Cir i tmé tic<1 
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intuicionista formalizada en l:i mismil medida que para la :iritm~tica 

cl.'.\sica. Pero lo que a qui nos interesa hacer notar es lo siguiente: 

En el c~lct1lo de predicados intuicionista, en el i~tcnto 

(fallido) de coartar todo mal uso del principio del tercero exclui­

do se rnodif ica o limita -de primera intención, al menos- la lógica 

propos'icional misma, de manera que hay un cálculo proposicional in­

tuicionista según el cual, por ejemplo, \ I~ no es equivalente a 

A. 

A esta observación se le puede añadir la siguiente: en las 

llamadas lógicas alternativas (las que no son el c~lculo de predica­

dos o Ja lógica clásica de los libros de texto) se tiende a modifi­

car, no solamente la parte relativa a los cuantificadores, sino la 

misma lógica prop:isicional, 

"l, V, f\, :=;>; ver LGa-Gul. 
]_¿¡ gue sólo se refiere a los conectivos 

En particuli:lr 1 ¡:or ejemplo, en [Me-url 

se us¿¡ la lógica relevante con la intención de cumplir con el progr~ 

ma de Hilbert. 

Asi, pues, recapitulando, la primera actitud posible fren­

te al fracaso inicial del programa finitario de Hilbert es la de co~ 

siderar que el cálculo de predicados no es el instrumento adecuado 

para formalizar la aritmética. Pero, en el intento de modificar ese 

instrumento 16gico, lo más frecuente es que se afecte, no sólo lo re 

lativo a la cuantificación, sino la lógica proposicional misma. Ver, 

sin embar(JO, [Be.\. 

Ahora bic:n, en lil presente exposición, dc,ntro de esa pri-

mera ¡¡ctitud, pero il diferencia de lo qc;ce sucede m5s frecuenlemente, 

se respeta absolutamente la lógica prorosicionill clásica. De modo 

que J.a hipótesis de trabajo es que la lógica proposicional es into­

cable pero que, en cambio, la teorlil de la cuantificación al modo 
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del cálculo de rredicados debe ser desechada. 

Con ese punto de -.·ist<i, la e~:posición presente está dedic~ 

da a exponer la noción de "forma lisrno abierto o rccurs ivo" como a 1-

ternativa al cálculo de predicados en la fundamentación de Ja arit­

mética i el análisis, noción por medio de la cual se pueden presen­

tar la aritmética y un análisis matemático poderoso, aunque inci­

piente, como un formalismo cuya consistencia puede ser demostrada 

finitariamente. Con esto se contribuye al programa de Hilbert ente~ 

dido en un sentido amplio. En particular se presenta cierta restriE 

ción de ese f.ormalismo, por medio de la cual podemos hacer un análi­

sis de la A.C. desde el punto de vista de la consi~tencia. Es esto 

último lo que constituye la parte central de la exposición. 

La exposición está basada en trabajos del expositor, ya 

sea solo o en colaboración. Está distribuida como sigue. En la sec 

ci6n 2 se describe la noción de formalismo recursivo, siguiendo lTo\, 

y se hace una pequeña incursión en el formalismo recursivo i\FR (ari!:: 

mética formalmente recursiva) y en el análisis matemático que permi­

te desarrollar, mostrando como queda enunciado el teorema de Bolzano­

Welerstrass. En la sección 3 :;'" d0scri;oc l'" A~ laritmética formal 

mente recursiva restringida) y se compara con la h.C. por medio de 

la introducci6n de ciertas "ª-nociones", obteniendo asi el análisis 

ya mencionada d¿ la A.C. co~ respecto a la consistencia. Ese análi 

sis está basado en [Ar-Tal, trabajo hecho en colaboraci6n con Gusta­

vo Arenas, y en [T~, 3unque el formalismo auc se considera en 

[Ar-Tal no es el mismo que se considera nqui. Es la primera vez que 

este análisis se expone en la presenta forma con todo detalle. En 

la sección 4 se describe el formalisr~a ¡;fi~ y su uso para formalizar 

el análisis, pero ele manera muy somera. La exposición completamen-
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te detallada se encuentra en \To]. 



8. 
2. LA NOCION DE fOR:-tALISMO RECURSIVO 

Un formalismo recursivo 'Y const¿¡ de lo siguiente: 

1) un lenguaje proposicional, esto es, sin cuantificado-

res; 

2) una colección de sistemas formales, llamados ~egrnentos 

de 'Ji', que están basados en la lógica proposicional, que tienen ese 

lenguaje corno lenguaje común, que difieren unos de otros únicamente 

en sus postulados y cuya consistencia (la de cada uno de los segme~ 

tos) se demuestra finitariarnente; 

3) la rnetateoría o manipulación finitaria de la colección 

de segmentos de 'Ji'. 
Así, pues, los símbolos, términos y fórmulas son los mis­

mos para todos los segmentos de e:P'. Las fórmulas se construyen a 

partir de las fórmulas atómicas usando solamente V , (\ , 1 y ::::::? 

Las variabJes tendrán sólo un papel secundario o auxiliar: todos 

los postulados de cild2 se9rnento serán fórrnul¿¡s constuntes, usí que 

esos fOStuludos deberán ser dados como esquemas; y los teorernus de 

cada segmento de fF serán las fórmulas tantológ icas constantes, los 

ellos por modus ponens. Eso significa que para derno¡;trar finitariE_ 

mente Ja consistencia de un seg~cnto V de 'Jf es necesario y suf i­

cÍente describir la manera de construir, para cada colecci6n finita 

B de postulados de V, una valuución compatible con las tablas de 

verdad de 1 , V , (\ , ::::::? que ten9¿¡ el valor, ~ (verdad) en todos 

los miembros de B. Esto se debe a que {~ es deducible de B (B 1- ~) 

si y s6lo si toda valuaci6n compatible con B es compatible con A 

(cosa que se de~1uestra finitariamente y fácilmente) y a aue ninguna 
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valuación es cornpatibl.e con !:! y con 1 ~· 

La exigencüi 1 hech<:i en 2), de finit<:iriedad en la demostra-

ci6n de la consistencia de los segmentos se respeta en 3) al perrni-

tir únicamente manipulaciones o razonamientos finitarios en la cole~ 

ción de 1:\ichos segrnen tos. Por ei emplo, no ad mi ti remos, en genera 1, 

una demostración por casos en la que se diga "prinier caso": si la 

fórmula ~ no es teorema de ninqún sei;rmento de ':F; segundo caso: si 

A es teorema de algún segmento". Una tal demostración es finitaria­

mente ::idmisib!.e solamente si es posible decidir qué caso se cumple 

para ~· 

El calificativo "recursivo" en el tipo de formalismos con 

los que trataremos se debe a que los segmentos de un tal 'fF se defi 

nen recurriendo a otros segmentos, de acuerdo con los "principios" 

de rg;'. Ese calificativo no debe tomarse de ningún modo como una su 

gerencia de que Jas "funciones" que puedan aparecer en ;;;· deban ser 

recursivas, ni que se esté pensando en alguna reducción de ':Ji' ¿¡ la 

aritmética recursiva. 

Puede suceder, y sucederá, en nuestros ejemplos, que Jos 

postulados de un segmento de U: sean contradictorios con los de otro 

es mas que la contrilpartidil formal de lo que sucede en la matemática 

cotidiana cuando ~ designa algo en un cierto contexto y designa otra 

cosa en otro contexto. 

A continuación se introducen ¡¡lgunas definiciones y necio-

nes in di spensabJ.es pura lo c¡ue sigue. l\ 1 mismo t icmpo se ver;', qué 

clase de milnipulaciones finitarias de la colcccicn de segmentos de 

un formalismo recursivo se uswrán. Esto es, s~ verá qué aspecto pue 

de tener la mctv teoría finituria de la que se habla en 3). 
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Decimos oue un se;¡mcnto V de fF' es )?2Sterior a un seqmen-

to Ü del misJ110, y escribimos Ü < V, si tQdO postulado de Ü es pos tu-

lado de V. 

Si cJ1i es una af irrnaci6n ir.terpretable en cualquier segme~ 

to de f}í, o susceptib:e de ser verdadera o falsa en cada uno de 

esos se9mentos, entonces escribimos 

v:D't. 

para indicar que,:/(; es verdadera en V, o que la interpretación de 

Jt en V es verdadera. 

Por ejemplo, OÍ puede ser la afirmación "! es un teorema ". 1 

simbolizada t- !;: 1 para alguna fórmula !::, de] lenguaje común de tQdos 

los segmentos de fF'. Entonces convenimos en que la interpretación 

de 1- J::. en V es "A es un teorema de V", simbolizada VI-!;:; y entonces 

la expresión 

V: 1-A 

significa exactamente" (es verdad que) Vl-A". 

Sin hacer ninguna prohibición, cabe señalar que estarnos 

interesados en afirmaciones o4., que, como en el caso anterior, tienen 

la propiedad de que si V:VÍentonces 1-i:dt sfompre que V<W. 

1 -, , ;!.. ,... ~ .... ., ..-1 r.> 
- ..... -'"- ':J-'~Y• ·--

~no contienen los cuantificadores del cálculo de predicados. Pero 

nada nos priva, en la ~ctnteoY1~ finitaria, del uso de cuantificado-

res en su sentido intuitjvo finitario efectivo. Representaremos 

esos cuantificadores por 3* y V*· 

As1, la expresión 

significa "podemos exhibir un término, representndo por _t:, para el 

cual podemos demostrar finitariamente que V:dt". Por ejemplo, dt pue 
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de ser la expresión 1- 0_ [!:.f:~~J, y en tone es eser ibimos 

para afirmar que podemos exhibir un término ,!:. para el cual podemos 

demostrar que VI- ~[!1~1. Nótese que estamos prefiriendola presente 

note.ción a la notación ( 3*~l[ \- 0_\. Esto se debe a razones estilis­

ticas, para recalcar que 3* no es el cuantificador existencial del 

cálculo de predicados. 

Del mismo modo, V: ( V'*!lcJ't significa gue para cada .! del 

dominio de \/* sabemos cómo demostrar finitariamente gue V:rJ'l. 

Introducirnos ahora un nuevo simbo lo, 

que usamos como sigue. La expresión 

significa "si V:i/t, entonces w:13 para algún ¡:¡ pcsterior a V". Esto 

es 1 para demostrar V: J'l 1::"7 :B :iecesi tamos, suponiendo conocida una de­

mostración finitaria de V:dt, e;.:hibir un cierto W tal que V< W y de­

mostrar finitariamente que W:.B. 
Un caso particular es 

que significa que ¡::cc'.emos dernost:.rar finitariamente que W: tS para al 

gún W posterior a V. 

Otro caso particular es cuando W es V. No parece tener 

ninguna utilidad distinguir este caso particular con alguna notación 

especial. 

Finalmente, convenimos en que la expresión 

significa que V: fi., par u cada segmento V de 'Y. En particular, dt 

puede ser de la forma J3 I==> (5. 



12. 

Los ro su 1 tu.dos interesan tes de ;¡:: son { J 1 menos en nues-

tras ejemplos) afirmaciones de L:i forma S':vt. 

v:;fl& B 

significa V:.:fl y V:13. Usamos el signo 

entre dos expresiones para indicar que una representa a la otra, o 

que a~~as rerresentan lo mismo. Se usar5 para símbolos, términos, 

fórmulas, a firrnaciones cua lesquicra, colecciones, etc. 

Para ilustrar el alcance de la noción de formalismo recur-

sivo y el funcionamiento del tipo de metateoría que se acaba de des-

cribir daremos, adeJantándonos, un ejemplo reJativo al formalismo 

ffi que se describe en la secci6!1 4. Consideremos la si,guiente fer-

ma del teorema de Bolzano-Weierstrass: 

Para cualquier ip(.:::_), 

AFR:(<p(::::_)EQ'(.:-;) & (\f*r~) [1-o<6Lf!nl~f31 

F=> (3*g(~)¡f('y'*~llg(n)f.N & l--g(S(!:l_))>g(n)1 

& tp(g(::::_)) E. R(_;::_)J 

Esta es una afirmación que se ruede demostrar en .l\FR. Para 

saber el significado preciso de l.f' (~) E Q' (::::_) , q (~) E N .Y 'f (g (:::_))E R (;:::l 

debemos esperar hasta la sección 4. Pero es adivinablc y vc:osimil, 

y es cierto, que la afirmación puede c:-:presarse en palabras como: 

"Para cualquier segmento V de !1FH (y cualquier tf (;:::)), si 

es cierto en V c:ue lp (::::_) es una sucesión de racionales en [ 0(, p J, 
entonces para un c icrtc i·i >V, ¡codC':::os c;.:hi b.ir c forto término g (:::J 

que es una sucesión estrict¿¡mcntc cre:cient0 de \.!-números y para la 

cual podemos demostrar, en~. qua f (ij(~)) es una sucesión fundamen­

tal". 
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En otras pillabrns, quizá seremos inc<Jpaccs de demostrar 

que V: <p(q(!:!.))i:;R(~) para alguna sucesión creciente de indices q(!:!.) 

en el mismo segmento V; pero poél(:1~1os af.cldir .J V, de acuerdo cor. los 

principios de AFR, algunos postulados, finitiiriarnente consistentes 

con los de V, que nos den un W t<1l que W: Cj?(q(!:!.)) E R(!:!.) para algún 

q(!:!.) c:ue satisfaga 

W:(1f*nllq(n)E:N & 1-q(S(~))>q(!)_)J 

o equivalentemente. en otra notación, 

(\f*!ll[q(!)_)E:N¡;¡ & Wl-q(S(~)) >q(]:.Jl 

Con el fin de describir con un poco mas de detalle cómo 

funciona AFR podemos adelantar que la expresión 2- N¡;¡, que se lee "a 

es un W-número", siqnificará que 

para ciertos "numera les" ~i, donde r no es fijo (y los numera les son 

O, S(O), S(S(O)) , ... ). Seqún esto, dar efectivamente un W-número no 

significa exhibir un numeral, si.no un término~ para e] cual podamos 

demostrar la afirmación anterior, sin que sea necesaric que podamos 

demostrar WI- ~=~i para algún i. Esto significa crue un W-número no 

es, en general, "corn¡;utab).e". En este senticlo podernos decir que el 

teorema de Bolzano-i:ieit~rslrass de: Aí~R es efectivo, como es efectivo 1 

en general, el an.'.ilisis r:ia temático desarrollado en l\FR, puesto que 

se da efectivamente Ja sucesión q(2:'_). Si se piensa que la palabra 

·
11 efectivo 11 es demasiado rerninisccnte de "computabJ.G 11

, y si se tiene 

en cuentu que la sucesión q(_:::_) cuc se d¿¡ cfcctivumente no es, en g~ 

neral, computabl.e, podemos usar "e:-:hib.itoric" en lugar de "efectivo" 

Podemos decir entonces que el análisis rr,atcmático basado en 1'-:-FR es, 

segGn se puede ver en [To1, exhibitorio, puesto que exhibe los seg---·-------
mentos y los t~rrnir:os qi..;c J.firrr:.:.i c;uc c:<istcr.. 
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Se tiene así, grosso modo, u na jl: sti f icac ión fini tar ia de 

teorem;:is del an:ílisis c;ue en algún rr.<.1mr!nt:o quizá lleq6 a pensarse 

c¡ue no tenían tal justificuci6n. Algo del mismo estilo es lo que se 

describe en [siml, § 3. No estamos en condiciones de comparar los 

dos tipo~.de justificación ahora. 
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3. EL. FORMi'>.LISMO RECURSIVO AflIB (l\RITMETICl1 FORM.!1LMENTE 

RECURSIV!I. RESTRINGID/\). UN 11NALISIS DE L.'\ A.C. (i'RI! 

METICA CLAsrc;, o lúU'!'METIC'A DE PE/>.NO DE PRIMER ORDEN) 

EN CUANTO A CONSISTENCIA. 

3. l. E 1 l_enqua ie de (]-os segrrn2ntos de) !l.FRR. Los simbo-

los son O, E, =, la coma, los paréntesis, las variables, los ooera­

dores y los conectivos 1 , V , /\ , ::::>. Las variables, representadas 

por~'~' z, ~' ~l' ..• , son los miembros de una lista infinita: Pa­

ra cada entero positivo n debemos tener una lista infinita de simbo-

los, que son los 9peradores de 9rado n. Los operadores se represen­

tan por f, g, f 1 , etc. Entre los operadores tenenios algunos que 11~ 

mamas distinguidos. Scm e.1. operador s, de cirado 1, los operadores 

+, • y .:. , de grado 2, y los operadores ~' ex y f3 , de grado 1. 

Los términos de AFRR, representados por~,~, f, ~l' ••• , 

se defir.en como sigue: 1) O es un término; 2) las variables son tér-

minos; 3) si f es un operador de grado n, y si ~l' ... ,~11 son térmi­

nos I en ton ces I (~l' ... ' ~11) es término; y si r no es distinguido en 

tonces Ef (~1 , ... '~n-l) también es término (donde hay que notar el úl 

timo índice n-1, siendo I de grado n) . 

SegGn lo ~ntcrior, las expresiones de Ja lista 

O, S(O), S(S(O)), ... 

·son términos, a los cuales denorninoremos numero les. También son téE. 

minos las expresiones + (0_, ~), • (~, !:?_), .:..(~, !:'.l, pred (~), e<(~), 

f> (~) y S (~) , siempre <;ue ~ y b se¡¡n tl:rrni nos. 

Usamos las not<Jciones auxiliorcs siouicntes: 

Sº(O) O, s 1
(0) :::O S(O), s 2

(0) := S(S(O)). etc. 



a·b =. ·(~,!i_) 

a:.b =::. (~ 1 !.i_) 
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r .. as fórmulas de 1\FRR, representadas por~' J;:, \::_, ~l' ?;_', 

etc., se definen cerno sigue: 1) si~ y~ son tGrminos, entonces 

a=b es una fórmula (atómica); 2) si 2:_ y ~ son fórmulas, entonces 

(~) V (!_3_) / (:'}_) (\ (_?) y (~) ::::1' (_!]) son fórmulas. Suprimircrros 

paréntesis de Ja manera habitual. 

3 .2. Los principios de AFHR y algunas 9bservaciones. Los 

segmentos de AFRR, todavía no definidos, serán sistemas formales ba 

sados en el cálculo proposicional cuyo lenguaje es el que se acaba 

de describir. Como ya se ha dicho, todos los postulados de cada 

segmento serán fórmulas constantes; y serán teoremas del segmento 

las fórmulas constantes tautológicas, los postuli!dos ~· todo lo que 

se deduzca a partir de ellos por uso reiterado de la inferencia 

modus ponens. Así, pues, no necesitamos incluir entre los postula­

dos a las fórmulas constantes tautolóqicas (postulados lógicos). 

Las condiciones aue hacen que un tal sistema formal sea 

un segmento de !;fRR estarán dadas por medio de los Erincioios que se 

enunciarán a continuación. 

Pero antes necesitamos introducir cierta terminología. 

Para cüda segmento V de A};RR y cada término .9. decimos que 

a es un V-nGmero, y escribimos ~E NV, si podemos encontrar numerales 

~l' ... '~r' con r no fijo, para los cuales podemos demostrar que 

vi- ~=:::.1 V ••• V ~-"E.r 

Cerno todos los teoremas de cada segmento sen fórmulcis const¿rntes es 

claro que todos los V-números son términos constantes, 

Decimos que un térr.üno :;;¡es V-función ele l~s Vi1riables 

.'.::_1 , ... ,~n' y escribimos _g_EN;;;(:::_1 , ... ,:::_n), o bien _g_E.Nv(~i), si 
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cr(a./x.1t:;N¡; parw cwda substitución <fo l<1s v.:iriab:.1es >:. por numera-
~ -l -il y -J. 

les !:l_i. Si :!,E Nv(_:::.il e>s c.l¡¡ro que en 51 no está presente ninquna va 

riablc distinta de las x. 
-J.. 

Si _s. es un término, hemos representado por ;i:G:i/~i 1, o 

por a[a./x.\ ... [a/:< 1, e) resu\t¡¡do de substituir, en g, las varia 
"'--J.. -l -n -nl 

bles ~i ¡:or términos !:li. Ahora bien, si 1 es un operador de grado 

n y .9. es el término f(~1 , ... ,.:::.nl es claro que 

r (~l" • · 1.:::n l f ~i 1.:::.J :o I (~l' • · • '~n l ; 
pero si .9. no es de esa forma evitamos cuidadosamente e:. uso de una 

expresión auxiliar .9. (§:11 ••• , ~n) para representar .9: r~i 12'.il porque 

tal uso podría inducir a pensar que el término .9. es un operador, co-

sa que no sucede nunca. 

Podemos ahora exponer los principios PRRl' PRR2 y PRR3 de 

AFRR. 

PRRl. EJ. sistema formal que tiene el len-:;uaje y la lógica 

que se acaba de describir, y cuyos únicos postulados (no lógicos) 

son los casos de los esquemas de Eostulados iniciales EPIRl' EPIR2, 

BPIR3 y EPIR4 y de los esauemas de postulados b~sicos EPBRl-12 c:ue 

se escriben a continuación es un sesmento de AFRR, el seamento bási-

co, r,;presentado por BR. 

Los EPIR son los siguientes: 

EPIRl. ~=~, para cada nwneral a 

EPIR2. 1 ~=~, p::ir.:i cada dos numerales, ~ y _s, diferentes 

EPIF3. a=b !.='.=9, siempre que ~ y b sean términos cons-

t:antes 

EPIR4. 9_=!:: /\!._=51 =?!._'=3, siempre que~'?._, f, 51, sean té,t 

mipos constantes y que f' se obtenga de f por substitución de una 

presencia de ~por b. 



18 . 

Los EPBR / algunos de~ los cuu lcs, por razones .¡...·" • i..ccnicas que 

se har.'.in patentes mus ildelante, est.'.\n expresildos de manera poco hil-

bitual, son los siguientes esquemas, para cualesquiera numerales !:.r 

!?_, c: 

EPBRl. a+O=a 

EPBR2. S (a+b) =E ~ ~+S (!?_)=E 

EPBR3. a· O=O 

EPBR4 • ~·!?_+~=E =:> a· S (E_) =E 

EPBRS. pred (O)=O 

EPBR6. pred (S(~))=~ 

EPBR7. a:.o =a 

EPBRS. pred (!:_.!.!?_)=E :=:> a.:.s (!?_)=E 

EPBR9. ói(O) =O 

EPBRlO. CX(S(~))=S(O) 

EPBRll. (3(0)=S(O) 

EPBRll. ¡3 ( S (!:.))=O 

Dado el punto 2) en la definición de los formalismos re-

cursivos, es claro que nos comprometemos tácitamente a demostrar fi 

nitariamente la consistrcncii:1 de DR. 

Por los principios siguientes ser.'.i claro que todos los 

postulados de BR ser.'.in postulados de todos los segmentos de AFRR. 

Esto es, todos los segmentos de i·.FRH ser:in posteriores a BR. 

PRR2. Si V es un segmento de ;,FfIB y E_EN¡¡(~ 1 , •.. ,~n' y), 

y si I es un operador de grudo n+l ~evo para V (es decir, que no 

aparece en ningún postulado de \' <:;l:e no seü un caso d12 los EPIRl-4 ), 

entonces también es un seomen to de 2\FRR e 1 sis tema forma 1 que se 
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obtiene <Jl urladir w 1.7, corr:o nuevos r ... _.~t~ lJ.dc:.J, t.u<los los casos, par¿¡ 

numerales ~i, !?_, s_, de los esquem¿¡s (l\) , (íl) , (C) siguientes; 

(A) 

(B) 

rra./x.irb/v1"'c ~t(a 1 , ... ,a ,b)=c 
-i-1 -1ll.!:: "- - - -n - -

Como antes, ahor¡¡ nos comprometemos a demostrar finita ria 

mente, a partir de la consistencia de V, que el nuevo segmento que 

se obtiene al añadir como nuevos postulados los casos de {A), {B), 

(C), también es consistente. 

PRR3 • Si: 

1) Ü es un segmento de AFHR, g un operador no distinguido 

de grado n+l y g (!:!_1 , ... '~n ,y) E Nü {~l' .. · '~n ,y) 1 

2) h., k., m. son Ü-funciones de las variables z z -l. -1 -J -'·l, ... '-q 

(diferentes de ~1 , ... ,~11 ,y), para i ::= l, ... ,p, j = 1, ... , n; 

3) tenemos demostrado, para cualesquiera numerales d 1 , 

···19.q'~' que 

ü HVf __ 1 1b,¡=~i· '/-is(~ .. ,c)=Ol[u ./z .j; - - -J - -J -J 

4) podemos demostri.lr finitari¿¡mente que Ü es consistente 

con el esquema (Dl siguiente: 

(D) (vp 
1

--ih.=k V !Eg(m.)=S(Ol)[d./z .1, 
l.2' -l. -J. -J -J -Jl 

para todas las g-adas d 1 , ... ,d de numerales; 
- -q 

entonces también es un segrr.ento de AFRF el sistema formal que se ºE 

tiene de a~adir a D, como nuevos rostulados, todos los casos de {D) 

Aquí, según 4), la consistcnciu debe ser probada en cad.:i 

aplicación del principio. Un ejemplo muy simple en que se satisface 
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4) se dar6 después de la demostración de la consistencia para PRRl 

J .2.1. Obset\.r.:1ci('n. LZ! !.~.:lzó:i p~ra expre~ar- (A) en forma 

poco habitual, como unte!; t;:imbión EPBR 2,4 ,8, es que en algún mo­

mento en 1á demostración de la consistencia será conveniente que t~ 

dos los postulados específicos de cualquier segmento puedan ser ex-

presados en la forma 

donde cada ~i es un numeral y cada ~i es lo que, en su momento, 11~ 

maremos un "término primitivo". Esto también explica lo. forna de 

(D) en PRR3. 

3.2.2. Observación. Como se desprende de PRR2 y PRR3, 

se quiere que, por medio de los postulados, Ef(~1 , ... ,~n) adquiera 

hasta donde sea posible el significado "función que vale 1 o O según 

que exista o no un y tal que f(~1 ,_:'.'.)=0". Así, por ejemplo, (C) de 

PRR2 nos asegura que Ef(~1 , ... ,.::.¡_n) E: NW(x 1l, si ¡:¡es el segmento 

que se obtiene de V a 1 añadir los esquemas de pos tu lados (A) , ( B) , 

(C). Pero entonces se puede pensar que sería mas natural y simple 

manejar E como un transformador que, a partir de=· noq aiera un 

término Ey!:: en lU<]élC rlrc Ef(_:::1 , ... ,:::_n)' sin necesidad, pues, de pasar 

por f. Sería, en efecto, mas naturul y simple hucer esto si no fue 

ra porque entonces r.o subríamos como demostrar la consistencia del 

formalismo. La dificultad, expresad¿¡ en términos de A°f'RR, es la si 

guiente: es posible, de hecho, para numerales E.i' que hayamos demos 

trado que 

TI- gl (E_l' · · · 1 .!:n ,_l:;)=g2 (.!:1' · • · 'E.n ,!?_) 

para cada numeral !?_, pero que no sepumos si se puede demostrar que 
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en T es un teorema la fórmul0 

La presencia de este tipo de fenómeno est1í. en la raiz del 

análisis de la A.C. desde el punto de vista de la consistencia que 

se. expondr1í. mas adelante. 

3.2.3. Observación. Si, en PRR3, ponemos A =VP -, h .=k., 
- i=.l-J.-J. 

podemos escribir la condición 3) como ij l- (g (~j ,_e::) =O ~ _!;) (§.j /~jl , 

para cada numeral c y podemos escribir (D) como 

(Eg(m.)=S(O) ~Al[d./z,1 
-J - -J -JJ 

Recordando entonces lo que se acaba de decir sobre el significado de 

Eg(m~) vemos claramente que PRR.3 es un sucedáneo en AFRR de la tan 
-J 

usada 3-regla del cálculo de predicados, donde E-g(m.)=S(O) substitu . -J 

ye a ( 3;::l (g (~j ,;::) =O) . En AFRR la regla toma, a través de PRR3, la 

forma siguiente, en lenguaje común y de manera aproximada: "si 

g (~j ,_e::) =O =? !; para cada E, entonces podemos postular Eg (~j) =S (O) =:;> _!;, 

siempre que podamos demostrar que esta pcstulación es consistente". 

3.2.4. Será muy frecuente tener demostrado 

Vl-Ara./x.1 _t,::l -1 

para cualesquiera numerales ~i' i E l, ... ,n. Siempre que esto suce­

da sabremos que lo mismo es cierto para ."..i E NV. En efecto, si esto 

último sucede tendremos 

para ciertos r(i), i =.1, ... ,n, donde los c .. son numerales. De 
-l, J 

Vf-A [c .. /,:.l 
- -1,J il podemos entonces deducir, por casos, que V}- A(a./x.1 - -l -1J 

para nuestros ~i E: "v· Esto se e:·:presa como lo que llamamos meta­

teorema de inducción: 
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Meta teorema de inducción. Si VI- ~l~i/.=::_il para cualesquiera 

numerales ~i' lo nis~o suceda siempre que ~iE ~:V. 

3.2.5. Observación. Otra afirmación que se demuestra de 

manera parecida pero que no es consecuencia del metateorema de in-

ducci6n ~s la siguiente: 

Si f EN¡¡ !::::.1 , ••• '~n) , entonces f \5.i /~il E: Nv siempre que 

La afirmaci6n es cierta para numerales por definici6n. Si 

tenemos (O) como en 3.2.4. tendremos, para 

J :(j(l), •.. ,j(n)), con l~j(i) "'r(i) para cada i, 

v1-.frc. '(')/x.l= d~ 1 y ... V ff'c. '(')/x.l=dJ t(Jl' . -\.:_J.,) l -il -v, -l.-J.,J J. -iJ - , 

para cierto t(J) y ciertos numerales ~J,k' De donde, si 

\!!1, ... ,~)==Yl-ª-,;,1''"''~J,t(J)} I 

tenemos, para cada J, 

V\-f¡c. '(')/x.l=d1 V ... V f[c. '(')/x.l=d - -J.,J l -J. - - -l,J J. -l -s 

Procediendo por casos obtenemos lo que se desea: 

3. 2. 6. Observación. Una consecuencia de la observación 

anterior es que la composición de funciones es función: si .!'.EN¡¡ (~j) 

y .9:j E t.\; (y1l, para j "' 1, ... ,n, entonces f. l-9:/ii) E Nvf.Yil. 

Otra observación, todilVÍil mcís simple: si ~E Nv('.::i) y 

VI- (!:=~lf~1 ;~1 } para cualesquiera numernlcs ~i' entonces ~ENV(~i) 

Una consecuencia es, por ejer.1plo, que• en PRR2 el u~rrnino f(xi ,y) 

pasa a ser W-función de L1s ::::_1 y y en el nuevo ~>egmento que se obtie 

ne de agregar a V los esquemas de postulados (;i), (!3), (C). 

3.2.7. Observación. Las propiedades de las funciones 
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bien conocidas que aparecen en los EP!3R se demuestran fácilmente PE. 

ra numerales, adaptando las demostraciones de cualquier exposición 

de la aritmética recursiva primitiva, por ejemplo [Gol. Estas pro-

piedades se pueden demostrar para BR y continuar siendo ciertas en 

todos los segmentos de AFRR, puesto que son posteriores a BR. Pero 

en cada segmento V esas propiedades pasarán a ser válidas también 

para los V-números, según el metateorema de inducción. Tendremos, 

por ejemplo 

AFRR: 1- ~+!?.=!?.+~, para cualesquiera numerales E_, b o, si 

\}* tiene como dominio los numerales, 

AFRR: ( V*~,!:?_ll f- .<:_+!:!.=!?.+~ J, 
que significa 

V: ( V'*E.,!2_)[1- ~+!?_=g+a], para cada segmento V de .n.FRR, o lo 

que es lo mismo, 

lo que también implica, por el principio de inducción, 

V 1- ~+!?.=!?.+~, para cada V, para cua lesquieru ~EN¡¡, E_ E NV. 

3.3. Demostr<ición .S.'=!ler<il de la consistencia de AFRR. 

Dado cualquier segmento V de ;,FRR tenemos una sucesión 

iJR - v 0 < v 1 < ... < v t ==: v 

de segmentos tal que cada vi+l se obtiene de vi ¡xir aplicación de 

PRR2 o PRR3, adjuntando postulados de los tipos (11), (B), (C) o del 

tipo (D). Cada vez que el pilSO de Vi a Vi+l ~ 0 hace por PRR3 la 

consistencia de vi+l debe haberse demostrado finitariarnente a partir 

de la de Vi, segGn la condición 4) de ese principio. Esto no es, 

pues, algo que debamos demostrar en general. Pero debemos demostrar 

en general que si el paso de Vi a Vi+l es por PRR2, entonces la 
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consistencia de Vi+l se sigue finitariamente de la de Vi. También 

debemos demostrar finitariamente la consistencia de ~R. Esto es lo 

que entendernos por demostrución gener.:il de la consistencia de AFRR. 

Con ese fin empezamos por definir los t6rminos primitivos 

d~ AFRR •· Decimos, en primer lugar, que son pr imi ti vos los términos 

de la forma f(~l' ... '~n) en los que fes un operador de grado n (di~ 

tinguido o no) diferente de S y los ~i son numerales. Si, además, 

f no es distinguido, entonces también decimos que son primitivos 

los términos Ef(~1 , ... '~n-l) en los que ~l' ... '~n-l son numerales. 

Llamamos identificación a cualquier fórmula atómica b=c en la que ~ 

es un término primitivo y c es un numeral. Una colección o de iden-

tificaciones es admisible si no contiene dos identificaciones, b=c, 
- -J_ 

y !?_=:::_2 , en las que el primer mierrbro es el mismo pero los numerales 

El y E2 no son el mismo. Desde ahora sólo consideraremos colecciones 

finitas admisibles de identificaciones. Para una tal O definimos si 

multáneamente cierta colección N0 de términos constantes, cierta fun 

ción #0 de N0 en el conjunto de los numerales y una valuación w0 

(compatible con \ , V , /\ , ~) asociada a ellas, definida en las 

fórmulas constantes, como sigue. Consideramos cualquier término 

constante g de AFRR y, hacernos, si podemos, Ja upüraciGn de substi-

tuir, para alguna identificación b=c de O, una presencia de ben d 

por E; con el resultado obtenido hacemos si es posible, otra opera-

ci6n de este tipo, y asi sucesivamente, hasta obtener un ª' con el 

cual no es posible hacer ninguna otra operación del mismo tipo. La 

clave en todo esto es que el d' asi obtenido es independiente del 

orden en qt1e se hayan ro<lido 0fcctunr CSQS operaciones. Esta es una 

afirmación de tipo standard, :'5c.i l de comprobar. llubiendo obtenido 



25. 

de es te modo ~ 1 a partir de ~ prcccdor:ios co1;:0 s 1gue. Si d 1 es un nu 

meral, y sólo en este caso, ponemos 

QEND y # 0 (~);;:: d' 

En caso contrario d no pertenece a la colección N
0

• Definimos ahora 

Wp empezando, para términos constantes 9_1 y 9_2 , con 

{

ver, si 

fal, en caso contrario 

y extendiendo w0 a todas las fórmulas constantes por medio de las ta 

blas de verdad de 1 , V , /\ , :=;. • 

Nos referimos a w0 como a la D-valuación. 

Tenemos: 

3. 3 .1. Observac i6n. Toda D~valuaci6n es compatible con to 

dos los casos de EPIRl-4. 

Lo comprobaremos en la situación menos trivial, un caso de 

Si WD (~=Q) - WD(i_=.9_) - ~, tenemos que 5_ / !!. , !_, .9. pertene-

cen a Níl y que #f'l (a) - # [l ( b) ' #!:'(f) =- # D (g) Consideremos cualquier 

presencia de D en f l' substi tuyrunosla por !:'.1 obteniendo f 1. Haciendo, 

en esa presencia de 2 en ! y en la correspondiente presencia de b en 

!' 1 sucesivamente todas las substituciones posibles de presencias de 

Qi por Ei' para todas las identificaciones ~i=Ei de D, esa presencia 

de 2 y esa presencia de ~ quedan substituidas finalmente por el mis-

mo numeral, que es #
0

(2) y es k 0 (~). Asi, ~ues, a partir de f y de 

f' llegamos a un mismo t6rmino, que denotaremos f
1

, y es claro enton 

que 
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y que, por lo tanto, w0 (I_' =_s¡l "" ~, como se quería demostrar. 

Con la idea de demostrar la consistencia de iR considere­

mos ahora cual.quier colección finita 8
0 

de sus postulados. Tenemos 

s
9 

= B~us;, donde B~ consta de casos de EPIRl-4 y B~ de casos de 

EPBRl-12. En vista de la observación anterior será suficiente cons 

truir una D tal que w
0 

sea compatible con (todos los miembros de) 

B" o. Empezamos con D0 "" ~ • Añadimos a D
0 

todos los casos de EPBRl 

que pertenecen a e;, obteniendo o1 . Cada vez que tenemos, para un 

numeral ~, 

E_+O=~ Es; 

S (~+O) =S (~) ~ ~+S (O) =S (~) E B; 

S (a+sm (0)) =Srn+l (a) ~ a+Sm+l (O) =Sm+l (a) E. B" 
- - - - o 

S (~+Sm+l (O)) =Sm+2 (~) ~ ~+Sm+2 (0) =Sm+2(~)1 B~ 

añadimos a o1 todas las identificaciones ~+si (O)=Si(~) para i '== 1, 

... ,m+l, obteniendo o2 . Añadimos a o2 , como nuevas identificaciones, 

todos los casos de EPBRJ que pertenecen a s;, obteniendo D3. Proce­

dernos con EPBR4 de manera parecida a como se ha procedido con EPBR2, 

y con EPBRS,6 y 7 como se ha procedido con EPBRl y 3, y asf sucesiv~ 

mente hasta obtener 012 . 

. que w0 es compatible con 

Tomnrros D := n12 y no es difícil comprobar 

1311. 
o 

Debernos nhora considernr un paso de Vi a Vi+l por medio de 

PRR2, suponiendo demostruda finitarÍi:lr.'.cnte la consistencia de Vi. 

Como no podemos suponer nadn sobre la pnrticular m;:inera finitnria co 

mo se hn demostrado esa consistencia es útil la observación general 

siguiente. 



27. 

3.3.2. t.cma. V es finitnriamente consistente si y sólo 

si i?¿¡ra cada col12ccl6n finita B Ue postu1acios cie V existe una colee 

ción finita d~ identificaciones D tal que w0 es compatible con B. 

Demostración. La derr:ostr.:ición será finitaria, claro está. 

En un st;ntido la afirmación es trivial. Supongamos que la consis­

tencia de V se ha demostrado finitariamentc, lo que significa que 

para cada B se snbe cómo obtener una valuación G compatible con 

ella. Observamos que todo postulado de V que no sea un caso de 

EPIRl-4 se puede expresar canónicamente como 

(*) 

para ciertos r y s que pueden ser O (no ambos a la vez) , donde los 

~i y ~i son términos constantes, los ~i son términos primitivos y 

los ii son numerales. 

Consideramos ahora cualquier colección finita de postula-

dos específicos de v. Ponemos B-:= B'uB'; donde B' es la colección 

de los miembros de B que son casos de EPIRl-4 y B" es su complemen­

to. Tornamos una lista 

de todos lus ~i=~{ que aparecen, no precedidos de~ , en algGn micm 

bro de B" que es té expresado en la forma ( *) • Para cada colección 

admisible D' de identificaciones que son miembros de (**) hacemos 

lu siguiente: C::!d3. ,_,e: qec 10. 1 ~!: 1 .:q:o.:-czc~ c:1 '-¡n miettibro de B" y que 

se tenga #
0

, (~') := ~D, (e_') añadimos a B' una colección finita de ca 

sos de EPIRl-4 para obtener ur1a Di que nos perE1itn dc1nostrar 

D'uB'uB"I- a'=b'. 1 - - Esto es posible porque los E:PIRl-4 son los postu-

lados de la igualdad. La comprobaci6n es sencilla. 

Cambiando la notación, hagamos que B' sea la uni6n de 
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todos esos Bi. Supongamos ahon1 que G es cu;:ilquier valuaci6n dada 

compatible con B. 

de I**) tales que 

Consideramos la colección D de miembros c!=d! 
-1 -1 

G (9_j_ =-ªi) := ver 

Afirmamb·s que w
0 

es compatible con B. En primer lugar w
0 

es comp~ 

tible con B', según 3.3.1. Sea~ cualquier miembro de B", expresa-

do en la forma ( *) • Si G (9_i =::!_i) =. ver para algún i, entonces 

9.i =-ªi E. D Y w0 19.i =:!i) =. ver, de modo que w0 (~) "'"' '!er. Si 

GIEi=-ªil -.= fal para cada i, entonces G(~i=~il = fal para algún 

~i=!?.i' y esto implica, por la ampliación de B' que se ha hecho, que 

w0 l~i=!?.i) :=. f al, ya que en caso centrar io deberíamos tener 

y la compatibilidad de G con o u B. 

Esto termina la demostración del lema. Tenemos: 

Corolario de la demostr;:ici6n. Los miembros de D pueden 

tomarse de la lista I**). 

Volvamos ;:ihora al paso a V i+l por medio de PRR2. Supong_§; 

mas que Bi+l es una colección finita de postulados de Vi+l' Sea 

Bl+l la colección de miembros de Bi+l que son postulados de Vi y 

B1+l su comp1.emento. Por el le;n~ tenemos unn valuación WD{i) comp! 

tible con BÍ.+i · Sesún el co:rnlario pode:no::; suponer que en ninguna 

identidad de D(i) aparece ningún operador nuevo para Vi. Agregare­

mos a D las identificaciones necesarias pari.l obtener un D (i+l) tal 

que WD(i+l) sea compatible con íl~+l sin dejar de serlo con B'i+l' 

Cada vez que un caso 
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agregarnos a D(il la i.dcnt:ificación Tt'.,: 1 , ... ,!!_n'~)='s:· Mí obtenemos 

una colección D ( i, l) . Cada vez que un caso 

f (!1 , •.• '~n ,!?_)=O =:.> Ef (3_1 •••• '~n) ~s {O i 

de (B) pertenezca a ill+l y que YID(i,ll (f1!1 , ... ,!n'b)=Ol:: ~ añadi:_ 

mas a Dji,l) la idcntific:ición Ef(!1 , ... ,!n)=S(0) Obtenemos así. la 

colección D (i ,2). Cada vez que un caso 

Ef(!l' ... ,!n)=O V E1(!1 , ... •!n)=S(O) 

de (C) pertenezca a BJ+l y que ¡.¡D{i, 2 ) (Ef(!i• ... '!n)=S(O)\ E fal 

añadimos a D(i,2) la identificación Ef(!l' ... ,!n)=O. Así obtenemos 

D(i+l). Es claro que l'<D(i+l) coincide con WD{i) en su restricción 

a Bi+l y que es compatible con ªi+l' 

Esto termina la demostración general de la consistencia P! 

ra AFRR. 

Como se ha visto, se puede escoger w0 compatible con un 

segmento V de manera que en las identificaciones de D no aparezca 

ningún operador nuevo para V. Por lo tanto w0 (f {!:::,il =bl = fal siem­

pre que f sea nuevo para v. Tenemos, pues: 

3.3.3. Observación. Para un operador no distinguido I 

sólo es posible tener Il!i) e NV(~il si I ha sido introducido por me-

dio de rnR2 en alguna etnpa en 1.::I formación de V, y entonces f satis 

face en V postulados del tipo (.'\), (B), (Cl. 

Duremos ahor¿¡ un ejemplo (tri v ia 1) de <:1plicaci6n de PRH.3 

en el que se puede oatL;[acer l.u condici6n 4) de consistencia. Para 

empezar tomemos, en PRR2, V E liR, E~ S(y), g cualquier operador no 

distinguido de grado l; y sea ~ el segmento que se obtiene de agre­

gar a ER los esquemas de postulados siguientes para numerales ~ y ~: 
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g (!:?)=O =-:> Eg=S (0) 

Eg=O V Eg=S (0) 

Consideremos ahora PRR3 para este g y este U1 y pata i =O. Tene­

mos, claramente 

U t- 1 g (~)=O para cada numeral s:_ 

Queremos comprobar que el nuevo postulado 

1 Eg=S (0) 

es compatible con u. Para ello, sea B cualquier colección finita 

de postulados de U. Consideremos un.:1 w0 compatible con B, construí 

da de la manera que se acaba de describir. Como w0 (S (b) =O) ;:; fal 

para todo numeral~' se tiene igualmente w0 (g(b)=O) _ fal y 

W0 (Eg=S(O)):= fal, de donde w
0

(1Eg=S(O))s ver. 

3.4. Los cuantificadores 3° y Vº definidos en AFRR y 

la 0 -16gica. ~lgunas observaciones y~ lema heuristico. Nos li-

mitaremos a introducir e;:plícitélmente \:;/ 0
• l\sÍ mismo, para definir 

y manejar las º-fórmulas que definiremos nos limitaremos al uso de 

1, :::::? y Vº. Esto traer ti consigo las simplificaciones bien conocidas 

y nos permitirti, llegado el momento, una comparación fticil de la 

110 -aribnéticil' con la aritrnétic¡¡ cli"1sica (;,.c.) tal como esUi. expues-

ta en el texto [Mel, en el que V , A y el cuuntificador existen-

cial son nociones definidas o símbolos auxiliares. 

Así, pues, llamarnos º-_f6r~ulc:ts a l.:_1s expresiones formadas 

a partir de las f6rmulas at6mic2s de 1"-:-Fr.R por medio de 1 , =:';> y Vº, 

a la manera del c5lculo de predicados, como si v· fuera el cuanti-

ficador universal. Las nociones de presencia libre o ligada, etc., 

son las mismas que para el cálculo de predicados. 
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Definiremos el significado de ~ er (0_) , que se lee "el tér-

mino m es una traducción o transporte de la º-f6rmula E!", asi como 

su interpretación en cada segmento de AFRR. También definiremos la 

noción de 0 -teorerna, y st1 int2rp~at~ci6n o sig~ificJdo en cada seg-

mento. Las definicione3 serán por inducción sobre el número de sim-

bÓlos lógicos que aparecen en !':_ (complejidad de !';_) • En lo que sigue 

se entiende, en cada caso, que las ~i comprenden todas las variables 

que aparecen libres en la fórmula protagonista. 

Recordemos que V* y 3* son los cuantificadores efectivos 

de las matemáticas finitarias, tal como se conviene en la introduc-

ci6n. El dominio de V• será siempre el de los numerales, y el de 

=1• el de los términos de AFRR. 

V:!:!'_ ET(~=}?.) =. !:!'_E. T¡¡ (~=)?) 

== ( \f*~ii[vi- (!:'.1_= O!( (.!!..!.b)+(p_.:.ai lll.'.1.i;~i11 

Es un hecho que !:'.1_ ET¡¡(~=!:?_) implica que !:!. E NiJ (.::c_i) , cosa que 

puede verse como consecuencia de la demostración de la consistencia; 

pero también puede pensarse como una parte sobreentendida de la de 

finición. Otra observación que quizá no carece de interés es que 

Observaciones del mismo tipo son v§lidas para las partes siguientes 

de la definición. 

~E.T(\_0);::: ( 3*!:'.1_ 1 l[111 1 E.T(l.1) & ( 'ef*,'.1.i) [1-(!:'.1.= ¡'?>(~'ll[.'.1.11.::C.i-n 

v:!:'.1_ET(1.!:!l _ !:'.1_E'l'v('!':.l 

~( 3*~'ll~'E. T¡¡(,'.::) & (\j*~i)\.Vl-(!:'.1_"' j3(~'llL~i/!:=.ill 

~"E: T (.§_) 

&(\ha.)L 1-(:n= P.(m')·rn")ra./x."llj 
-i - r - - \-i -il 1 
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( 3*m' ,m") \ m' E 1·-;-(A) & m"E: T-,(B) = - - ·- V - - V -

& ( V'*2í) L v \- !!!!= f->!!11.' l ·~") [~il~J l 1 

!:11. ET( ( "';fºJ_)~) := ( :3*~' l(!'.1.' ET(:'.::) & ( 3*f(~i ,y)) ( '>ef•~i ,~) 

l:1-1(2i'~l=f!!1.!'f~J::'.Jfe.1:i::1>"' ~r~J~J=Ef(.§.i>JJ 

V:m ET( ( V'ºzl~ == !1.! E Tv-( ( \fº;¡_)!J) 

= ( 3*.!:11.' > L!:11.' E T¡¡(:1':)& ( =i•I(~i .1> > ( v·~i ,~) 

LV\-f(a. ,b)= A(m'(a. /x.1[.b/v1 ) /\ m[a. /x.J=Ef(a. >11 · 
-l. - ' - -l. -l. - ,/.. l - -l. -l. -l. 

Definiremos la noción de º-teorema, para lo cual usaremos 

el s:í.mbolo auxiliar ~ . 

Hablaremos de º-lógica, o 0 -ari tmética, vagamente, cuando 

nos refiramos a cuestiones lógicas o aritméticas que tienen que ver 

con '\/º y ~ • 

Un poco de reflexión muestra que las º-f6rmulas tienden a 

adquirir, por r:iedio de f~ , el significado que su aspecto tipogró.fi-

co sugiere. Pero hay que proceder con cautela, segGn veremos ensc-

guida. 

La noción de º-teorema no se comporta como la noci6n de 

teorema del có.lculo de predicados. Para empezar, no sabemos si la 

inferencia modus ponen vale siempre para ~ . Por otro lado nos 

podemos preguntar si es posible tener !!!i E TV (~) y !12 2 f. Tv(:'.::) tales 
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como !!: 2 ET¡¡(~) implica {' (~2 ) E: Tv ( -¡ [::) , y y<i que 

(\r'*~ilLVl--(1!!: 2 =0 ~,l?.(~2 l=Ol\.0_i/_:~) 

esta pregunta es la misma que la siguiente: 

¿Es posible tener V \2- !::_ y V ~ 1 !'_;? 

33. 

La respuesta es negativa si A= O=O, ya que en este caso 

se tiene, para cualquier !:!: E:TV(O=O), 

vi-~= oq(o.:.o)+(o.:.o)), v't-~=o, 

de manera que no es posible V\- li;l=O puesto que esto implicaria, 

por los EPIR 1-4, que V 1- 10=0, lo cual es imposible porque V 1- O~O 

y V es consistente. 

Pero, como la º-16gica no se comporta como el cálculo de 

predicados, esto no implica que la respuesta no pueda ser afirmati­

va para alguna ~· 

Nos podemos también preguntar hasta qué punto la º-lógica 

se comporta como el cálculo de predicados. 

Para ampliar esta problemática consideremos las f6rmulas 

V , /\ ni el cuantificador existencial. Escribamos, en tales f6rm~ 

las, S(~) en lugar de!!_' y ('\/º_::::) en lugar del cuantificador unive!:: 

sal (.:>::i. Es claro ('1!lon.:::cs qüe teda !:6rr1ulil de> Ja l-.C. se convier-

te en una 0 -f6rmula. Nos poder~os preguntar si, ~,en qué sentido 

preciso, cabe esperar que las f6r~ulas que son teoremas de la A.C. 

sean, también, "º-tcorcm'1S 11
• 

Toclu esta probÍcmática que se acab¡¡ de esbozar alrededor 
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de las º-nociones y la A.C. se puede atacar por medio de las obser-

vaciones y del lema hellrístico que se dan a continuación. 

J.4.1. Observación. Para cada postulado aritmético A 

de la A .e., con excepción del axioma de inducción (ver lMe\), se 

tiene i3Ri!~. 

mos 

BR:!:!! E'l'{~) 

y bastará demostrar que ( ~*~il[BRI--!!! ~i!~J =ü-\. 
Si ~l ;F. ~2 , BR \- ,6([!!1 (~i/~il) =O. Si ~l ~ ~3 , entonces 

BR 1- (3 <!!! 2 \§!.i/~i1 ) =O. Si no sucede ninguna de las dos cosas, enton­

ces 5!.i := !'1. 2 := ~3 , y se tiene BR \- !!!3 foi!~J =-O. 

3.4.2. Observación. Dado V, segmento de AFRR, y cualquier 

f6.::-tt1'..ll.J. ¿"'\ de la ~.C., p0J12rn0s i....:u11st1·ul1: W >V para el cual se puede 

encontrar m tal que !!.! E T¡;¡(.!::l . 

La demostración es por indLJcci6n sobre la complejidad de 

A. Si~=.'.!_=!?_, entoncros C'<(2.:.b)+(!::.:.a))ET¡¡(;':). Si!::_ o:: 1-º. y tene-

mos !!.!'ETi¡, (B) para ciertos !'.!' y V' >v, entonces ¡3 ([!!')ET¡¡,(~) Si 

~ = !!_ ::}s;_ y tenemos !1.!i E Tv, (B), :ri2 ETv(_::;_), entonces 

ces, si ~i' y_, son las variables de!!::', obtenemos, por medio de 
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PRR2, un segm1~nto U >V' para el cual, p<:iril c:ierto I, tenemos 

y entonces 

3.4.3. Observución. Para cualesquiera fórmulas~,~, 

~, de la A .e. y cualquier segmento V podemos encontrar W >V tal que 

¡:¡¡!.~ ~ (-ª. =} ~) 

(Nótese que estos son los postulados del cálculo proposicional que 

aparecen en la A. e. de ! Me)). 

Sea W>V en donde existan !!:1 <E-T¡:¡(~), !'!zlST¡:¡(~) y 

!!.!.3 E T¡:¡(C). Entonces 

m' = /3 ( f3 (!!.!1) • ( f3 (!!.!2 l • !!.!3) ) • ( f3 ( /3 (!!.!1) • .'.'.12) • ( fJ (!_!'.l )- !!.!3) ) 

Es fácil demostrar lo que se quiere. Por ejemplo: si 

!!!3f~i/~i1~0 o !!:1\~i/~.i.110 tc::c::".SS ~ 1 \~i/~i-~-0. E:i. CGSS' co::t~::L!:'i0 

es fácil ver que esto último sucede tunto si m2 ra./x.j=O como en ca - l-;¡_ -1 

so contrario. 

3.4.4. Lema heurístico. Supongamos que!:'.· J?. y~ son 

º-f6rmulils y que V es un segmento de r,nrn. Cada una de las operaci~ 

nes a)-h) siguiontes puede rcwlizarse por modio de unu cierto suce-

si6n de Gplicacioncs de los principios, siempre que seamos capaces 

de satisfacer la condici6n de consistencia finitaria 4) de PRR3 pa 

ra cada uplicaci6n del r:iismo en dicha realiz'1ci6n. 
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a) Si ~i son las variables diferentes de ~que tienen pr~ 

sencias libres en A, si t E N-íx,, v_.l y t es libre para x en _A, y si 
- - V \:-J. "'-J! - -

!I\ (T¡¡(~) y.!!!'€: Tv(!'!(!:/:::_.\l, encontrar algún w >V para el cual demos 

traremos que 

( V* a. ,b . ) ( W l- (m '=m r t/ x 1 )fa. /x .1 ( b . ! v .\ 
-l -J - -L.:". - ~l -il -J "'-) 

b) Si !!! E Ty-(~), .!!;'E T17(~) Y 

( "f*a. J lV'r m ra. /x-:'- =O], 
-J. - l:.._l -il 

donde las ~i son las variables que tienen presencias libres en ~' en 

contrar W >V para el cual se demuestre 
·' 

(\/*a. ¡rwf-m'[a./x.1 =OJ -l L - -1 -ij 

c) Si ~ es una fórmula de la A.C. y .!: es un término de la 

A.C. libre para x en !::_, encontrar W >V para el cual se demuestre 

d) Si !::. )' .!?. son f6rmu las de la A. e. y x no aparece libre 

en !::.• encontrar W >V para el cual demostremos 

e) Si A es unR ~5rmul~ <le la aritm§tica cl&sica, encontrar 

W >V para el cuul se demuestre 

f) Si V ~A y V~!::.~~, encontrar W :>V para el cual se de­

muestre Wf!-.J?.. 

g) Si V¡.'..!':_, encontrar ¡:¡>V para el cual se demuestre que 
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h) Si la fórmula A as un teorema de la A.C., encontrar un 

W >V para el cual se demuestre W~A. 

Demostración 

a) La demostración será por inducción sobre la complejidad 

de A. 

a.l) Sea A=~~!?.· Tenemos entonces 

¡1¡ (°V'*~i·!:'.1[vr- (!!l= D1(¡~.:.!?.1+¡!?..:.~111f~J~iJr.~.1~1 

( 2) { V*~i •!?.j) l V\- Í!!l 1= ( DI ((~.!.!?.) + (!?.!..~)) ) f.!:l.~1) [~i l!iil [ !?.j /y_j 1 

Pero 

()1, ( (a.!.b) + (b!.a)) [t/x1 fa. /x .l [b. /v ·l 
- - - - - - -1 -11 -J LJ 

s O( { (a.!.b)+b!.a)) (a. !xV t(a. /x.] fb ./v ·1/xl 
- - - -1 -l l- -l -1 -J LJ -

La afirmación {l), donde \/* corre sobre numerales ~i' E:_, 

es verdadera también si S::. EN;::;, por el meta teorema de inducción 

3. 2. 4, de modo que, por { 2) y lo que se acaba de observar, tenemos 

( 'lf*a .,b.) f V f- m 1 r a. /x ·1 r, h .,lv .l = ~ rL". /:: ,lj rl t rLª. /X ·'1 fL .. /v .~líx J J 
-i ··J - ·-.L -1 -J ~JJ -: -l -l - -l -i l-J "-J" 

Pero 

m[a./x.lítra./x.l\b./v.]/xl a m[t/x][a./x.l[b./v.l, 
- -1 -1ll-L~1 -1 -J "-J - - - - -1 -1 -J LJj 

con lo que queda demostrado lo que se quería. 

a. 2) Sea ~ s 1 g_ y supongamos la afirmación demostrada pa­

ra B. Entonces ~[!:.Id~ >E.l.!J::_ \y tenemos, para ciertos ~l E: Tvf!?) 

Y !!l.i E. Tv<!?.~Y~.11 , 
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( V*~i''.:.l[v1- (!1!_= /3(!:! 1 llf~J:::_i·}[~;:J 

( \f*a. ,b_.) [V r- (m '= a. (m 
1
1
)) rN-(] [ºa. /x ."] \. b . /v ·l] 

-l. ·-_J - {"' -. l ¡:''\; -l. -:l -J .... J 

y, por hipótesis de inducción 1 para algún W >V, 

de donde obtenemos inmediatamente lo que queremos. 

a.3) el caso ~ := .§_ ::;:>~ es igualmente simple 

a. 4) suponemos ahora que ~ =- ( v•·y) ~ y que la afirmación 

est& demostrada para !?.· Consideramos dos subcasos segdn que y 2 ~ 

o no. 

a.4, subcaso 1) Si y=~· Entonces~ no aparece libre en 

~y se tiene~[~/~):=.~· En este subcaso se tiene, para ciertos 

!!!i E Tv(.J?.) y !!!.Í. ET;:¡(!?.), y para ciertos f(!5_i ,y) , f' (~i ,y) E Nv(2::.iY), 

(l¡/*a.Jív1-mra./x.\ =Ef(a.)] 
-l. l -~l. -l. -l. 

( \j* a. ) [v 1- m' ra. /:·: -l =EI (a.) J 
-l. - \~l. -1 -1 

Tenemos adem&s, por la hipótesis de inducción en el caso 

de donde 
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Dado que !'.:[J:I~) = ~, lo que nccesito.mos demostrar es, para 

algún W >~', que 

o, equivalentemente, que 

Con ese fin, observamos, por (3) y por los postulados de 

tipo (B) de PRR2 correspondientes a I• , que tenemos 

Esto es, tenemos 

~lf(a. ,c)=O) 
-l. -

Esto nos sugiere el uso de PRR3. Por medio de él podemos 

postular, para todos los numerales ~i' 

siempre que podamos demostrar, como exige la condición 4) del prin-

cipio, la consistencia (finitaria) de esos nuevos postulados con 

W'. Si esto es así, y si W" es el nuevo segmento ¡isf obtenido, ten-

dremos, dad, el postulado (C) correspondiente a I, 

Procediendo simétrico.mente tendremos, po.ra un cierto W po~ 
terior a w•, y siempre que hayamos podido cumplir con la condición 

de consistencia para lo. correspondiente o.plicación de PRR3. 

( V'*a. i[w 1-Ef (a. l =O :=;. Ef'(o.. l =O -J 
-1 -1 -1 
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Pero esas dos condiciones nos dicen, dados los axiomas (C) 

de PRR2 correspondientes a I y a 1• , que 

como queríamos 

a, 4 • subcaso 2) Debemos suponer ahora y F ~. Tenemos, en 

este subcaso, 

Para ciertos !!!i E T;¡ (.l?_) y !!!}. E T;;¡ (.l?_ y~ ) 1 y para ciertos 

f y f' , tenemos 

(Ll.*a. ,bJ.¡fv1--m•rai·/xi·1 [-b./v:l=Ef'(a. ,b.J' V -l - l - \_ - l -1 Ljl -l -J l 

Tenemos además, por la hip6tesis de inducción, 

para cierto W' >V, de donde deducimos sin dificultad, 

( '\!*a . , b . , c1) \. ¡;¡ ' f- r' (a . , b" , d) = I (a . , l r a . / ;: i'' [ b . / v ·1 , _d) J 
-1. -J - -l -J - -1. -L-1. - J -J -J 

A partir de este momento se puede proceder como en el subcaso ante-

rior. 

b) En este caso x no aparece en ~, y no tenemos mas que 

usar el caso a) y obtener par;:i algún, W>V, 
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de donde obtenernos lo que queremos 

c) Sean !i y, posiblemente, ! las variables libres de ~. 

y sean lj las variables libres de ! que no están entre las !i· Pue 

de ser que! sea una de las Yj· Podemos construir un cierto V' pos­

terior a V para el cual tenemos ~1 <: Tv, (~). ~i <: Tv, (~ (Y!1l. para 

ciertos ~l' ~i· Esto es posible por la otservaci6n 3.4.2. según a) 

tenemos, para algún V"> V' , 

(siempre que hayamos podido demostrar finitariamente la consistencia 

de las postulaciones que haya sido necesario hacer. por. medio de 

PRR3). Por medio de PRR2 podemos obtener un w >v" en el cual se tie 

ne, para un cierto I nuevo para~'', 

y tenemos !!l. ET¡;¡ ( ( Vº!l ~) tal que 

~i' que 

Entonces 

( \;/*a . , b . ) í li 1- ( A ( m) • m 
1
• ) r n . ! x .1 [ b . / v ·1 =O 1 -1 -J [ ~ - - l-1 -ll -J LJ 

Para ello, razonando en W, supongamos, para cualesquiera 

/3 (mía./>:·ll?'O _1_1 -1 (nótese c¡ue las Yj no están presentes en !!l_) • 

Entonces EI(2il=O y I(2i·~)/0 para todo~· de donde 

m 1 ~i1!!.J [ .'.:l!J =O p:ira todo nu"1cral ~ y, por el meta teorema de induc 

ci6n, 
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para cualesquiera ~j, de donde !!!' r!:'.i /:::_il [~/:ijl ooQ, Es ccci!:, se ha 

demostrado 

que dadas las propiedades del producto, nos da lo que necesitarnos. 

d) Sean Z:i las variables que aparecen libres en ]1 y en l?_, 

:lj. las que s6lo aparecen libres en ~ y ~k las que son distintas de 

~y s6lo aparecen libres en!?_. En algún V' >V tenemos, para cier­

tos m y ~', '.!:.ET;,¡, (]1) , !!!'E. Tv, (!?_) • Entonces 

sean f y V"> V' tales que 

Sean V'" >V" y g tales que 

( i.-t•a. ,d_. ,bk,cl r\.v"'1-u(a. ,d. ,bkci = 
V -l -J - - . -l. -J - .-

Entonces 

¡8(Eg (;::i •.Yj '~k). ( f3 (!!!). Ef (!!i '~kl) 

E: T- ( l Vº>:l[A~ Bl ~(A=> (Yº.~_)~)) vw - -
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Queremos demostrar ahora que 

(4) 

(\j*ai. ,d.,bkl[w f- A(Eg(a. ,d.,bk)) ·( /l.(m[a./x.l ¡aJ./y.1)·Ef(a. ,bk)J=o1 - -J - I'-' -l -] - . ,..., - -l -1l - J -l -

para algún W >V'". 

Suponga~~s que ~(Eg(~i'ªj'~k));iO y /3(!!!l~./~i1fS!./Yjlli60. Enton­

ces Eg(~i'~j'~k)=O, de donde g(~i'ªj'~k'E,)~0 para todo~, de donde 

y 

Hemos demostrado, pues, 

o bi.en 

Podemos entonces postular, por PRR3' si logramos cumplir con la exi­

gencia de consistencia de ese principio, el esquema 

¡Eg(a.,d.,bk)=O V 1m G./x.J(a./v,.1 =0 V 1Ef(a.,bk,c)=S(O) 
-l -J - - ~l -l -J LJJ -l -, -

En el segmento ¡:¡ así obtenido se cumple ( 4) . 

e) Sean ~i las variables diferentes de ~que aparecen li­

bres en :::_. Para algún V' > V tenemos ~E TV' !!'.:), ~E Tv, (A (o /_:::1), 
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Debemos demostrar, para algún W >V', que 

(5) (V*a 1·l[w!-~(m [a./x.1)·( G(Es(a.))·Ef(a.))=01 - 1~ -o -1 -i r~ -i -i 

Según a) , podemos encontrar un V"> V' tal que 

(6) ( \i*~il[ V" H!:!!0'=i.do;~j~~ii:::_Jl, 

(7 l ( V*~i ,e_¡ L v" 1- (~' ~~ ls (:::_l i;:J l (~J~J f 2.i.:5.1], 

si es que podemos hacer la demostración finitariu. de la consistencia 

para cada utilización de PRR3 a lo la.rgo del proceso. Suponemos que 

asi es. 

Para demostrar (5) supongamos ahora, razonando en V", que 

!!!o foi i~J =O y Eg (~i) =O . Entonces por ( 6) , 

y, por el esquema (B) de PRR2 para g tenemos g(~1 ,b)f0 para cada ~, 

de donde, según lu. dcfinici6n de g, 

(9) ( ¡3(~)·~'lf~J:~.Jr~1~)=0 para cad.:i b 
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Por (8) y (9), m'I a./:<.\ [ü/xl,=0 l'• por (7), - l-.l. -J..J -

(lo) !!!(~J~iJ ts (O J /~\=o 

Por (10) y (9), ~·l~i/~iJLS(O)/.~]=o y, por (7), 

(11) !!!.(ii;~J (s (S (0) l Id =O 

Por (11) y (9), ~·[~J~.iJLS(S(O))/~l=o y, por (7), 

etc, 

Si;, tiene, pues, 

Podemos ahora proceder como antes, usando PRR3. Si pod~ 

rnos satisfacer la condición de consistencia tendremos, si~ es el 

nuevo segmento que se obtiene al agregar los postulados, 

(\f*~i¡[wr-1!!!o(~J'.~.i1=0 V ¡Eg(5.1_i)=O V IEf(~i)=S(O)], que es equi 

valente a (5). 

f) Se tiene 

para ciertos !!!i E Ty- (~) y !_'.1 2 ET;¡(,§) . Tenemos además, por b) , según 

( 13) , 

{ V*v.. l[-w r- ml ra /:-:.)=O 1 
-l - L.::-1 -l 



para cierto W >V. Pero entonces 

(\l*a.¡r¡:¡¡- -,a.(m
1
f'a./x.ll=O J 

-l. l ~ - -l. -l. 

de donde, por (14) y (15), 

( > ... Ha. ) Í W \- mz r a. /x ·l =O\ , 
V -l. l - l-i -l. J 

como se quería demostrar. 

g) Si las variables libres diferentes de x de A son las 

- o 
~i,V f..':.~ significa 

para cierto ~E: Tv (!':.) • Tenemos, para cierto V'> V y cierto I, por 
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Entonces Ef(~J!ET;;¡ 1 ((·\j"~)!':_). Queremos, pues, demostrar, 

para algún w >v', que 

Tén(';mV.5, p.::;.r.:'.! e.se fiD, .scgúr: (16) y (17), que 

(\¡f*a. ,b)LV'r 1f(a. ,b)=OJ 
-1 - -l. -

Por PRR3, si podemos satisfacer la condici6n de consisten 

cia, introducimos nuevos postulados (D) que hacen que en el nuevo 

segmento W asi obtenido se cumpla lo que queremos. 

h) Fensernos en la exposici6n de la A. e. en [Me l. Si A 

es un teorema de la A.C. es porque tenernos una sucesi6n de fórmulas 

de A.C., 
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tal que cada ~i es un postuludo (lóc;icn o específico) o se infiere 

de fórmulas anteriores por modus ponens o por g•2ner<1lización. Sup2 

niendo que se puede satisfacer lil condJ.ción dro consistencia finita-

ria 4) de PRR3 cada vez que necesitemos ese principio, lo que hare­

mos ser§"~onstruir una sucesión de segmentos 

tal que W i f!' ~i para cada i. Es to se har§ por inducción sobre i. 

~es un postulado de la A.C. Por las observaciones 3.4.1 

y 3.4.3, y por los incisos c), d) y e) del presente lema tenemos 

que existe W
0 

>V tal que W
0 
~ ~. Lo mismo sucede para cualquier 

otro i>O si ~i es un postulado de la A.C. (existe w1 >wi-l tal que 

Wi~ ~i). Supongamos ahora que ?:;i se infiere cie fórmulas anteriores 

de la lista por modus ponens. Por el inciso f) existe entonces 

W i > W i-l tal que W i ~ Ai. Si la inferencia es por generalización hay 

que usar g). 

Es to termina la demostración del lema heurístico. 

3.4.5. Corolario. Si Vi2-A y !!l_'E Tv(.0.) podemos encontrar 

w>v tal que ( V"*~i¡fwr!!1_'[9.il~J=o1 siempre que ¡;odamos demostrar 

se haga necesario. Si esto lo podemos hacer para cada m' subremos 

. que no se tiene V r::- A. 

En efecto: - o ( \! )! - [ ' " -1 si Vf"-!1 es porque ·*a. LVl-111 ct./x.j=ü para 
- -l - -l -l 

algún ~E'l'v('°'). Por b) uel lema heurístico vemos entonces que se 

puede hacer lo que a f irrr.a la primera par te ele 1 corolario. Si la 

comprobación finitaria ele la consistencia para todas las aplicacio-

nes de PRR3 se puede llevar .:i cabo para c.:ic:a ~·E T17 (!1), entonces no 
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podemos tener V~'!:: ya que eso implicaría que 

('ef*a.)[v1-rn 1 ra./x.1=o1 para algún i:: 1E: T;-¡(1[::), pero ese !:i:.i satisfa-
-i - l-i -J. ' 

cería la condici6n 

para algtin !!!'E T¡;;(!::l; y al tenerse ( \f*~i)LW1-~'[!:_i/?5_J=o] en algún 

W >V estaríamos ante una contradicción en ¡;¡, cosa que no es posible 

porque cada W es consistente. 

A través de las observaciones y del lema heurístico y su 

corolario vemos que las cuestiones planteadas tienen, en principio, 

las respuestas que mas nos pueden satisfacer, pero sólo a condición 

de que se pueda satisfacer la exigencia finitaria de consistencia en 

cada utilización de PRR3 que se haga necesaria en el proceso de jus­

tificar dichas respuestas. Esto da lugar al análisis de la A.C. que 

se hará a continuación. 

3.5. Un análisis de la A.C. en base a las º-nociones de 

AFRR. Recordemos, seg(m la introducción, que V: \=::;.JG significa que 

W:~para algún W posterior a V, y que AFRR:F?of,significa que 

·v: i=;.Ji; para todo segmento V de .Z\FRR. Nos preguntáb¡¡mos en 3 .4 de 

"º-teorema" de AFHH. Lo que sugieren los resultados de 3.4 es que, 

en principio, para un teorema A de la A.C. podemos esperar que se 

tenga AFRR:~ ¡.:. ¡i., cosa que significa que para cada V p<Jdemos encon­

trar un W>V y un !,'.:ET-1 ,1,(~) talc~G que (\j*a.)lW\-mfa./x.l=ü]. De he-
-1 -L-i -J. 

cho, es fáci 1 ver que los resu l tildes de 3. 4 se pueden condensar en 

la proposición siguiente, si recordamos que expresamos las fórmulas 

de la A.C. con(\!º~) en lugar de (2:) y S(~) en lugar de!:_'; y que 
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pensarnos en la A.C. ti"ll como ~;e e:-:¡:one en \Me\. 

3.5 .l. Pronosición heurística. !o!cd:L1ntc ...:~ili::J.cionc-s 

de los principios de AFRR podemos realizar cada una de las operaci~ 

nes siguientes siempre que seamos capi"lces de satisfacer la condición 

de consistencia finitaria 4) de PRR3 en cada utilización de este 

principio. 

OI) Para cada postulado (lógico o específico) A de la 

A.c., demostrar que AFRR:~ f2. A. 

(3> Para cualesquiera fórmulas!::_ y~ de la A.C., si 

AFRR:l=?f'!::_ y AFRR:~f3..?:_~~, demostrar que AFRR:I=:;>~~. 

Yl Para cualquier fórmula A de la A.C., si AFRR:F> ié:. A, 

demostrar que AFRR: I=> ¡.!:'.. ( \fº!:O !::. • 

b) Para cualquier teorema A de la A.C., demostrar que 

el Para cualquier fórmula!::_ de la A.C., si AFRR:I=? f2.. !'!:_, 

demostrar que no se tiene AFRR: ~ ~ 1 !::_. 

Por ejemplo, si AFRR: i=;> 12 A y AFRR: ~ µ: !::. =;> ~, cons ide-

remos cualquier v. ~. ' --. 
V / 

para algún V" >V'. Por e) del lema heurístico se tiene entonces 

W>V 11 tal que W~B. Pero W>V, y esto :nucstrJ. lo que quc:i-ío.rnos. 

Podemos ya sacilr conclusiones y h~c0r com~nt~riQ~. 

Conclusión l. Si dispusi6ramos de una demostración gene-

ral de la condición de consistencia finitaria 4) de PRR3, entonces, 

según 6l de la proposici6n heurí.stica, se tendría Í\FRR :\:=? ¡!. !::_ pa-

ra cada teorema A de L:i l\.C. Pero ya se ha visto que 1 O=O no es 

: .• 1 •""tf' r, ·" 
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º-teorema de ningún se9mento, de modo que se tendria entonces que 

1 O=O no es un teorema de la A. e., lo que nos propcrcionaría una de-

mostración finitaria de su consistencia. Como tal cosa es imposible 

podemos concluir que es igualmente imposible tener una demostración 

general de dicha condición finitaria 4) de PRR3. Una demostración 

directa de este hecho sería interesante, claro está. 

Conclusi6n 2. A pesar de lo que se acaba de observar es 

claro, según la proposición heurística, que las º-nociones de AFRR 

contienen en principio todos los elementos necesarios para demostrar 

que AFRR:i=:;. ~['.;para cada teorema A de la A.C. y que no se tiene 

AFRR: ~ ~ 1 f! para ningún teorem::i l\ de la misma. Lo que falta son 

las ya tan rner1cionadas demostr~cic~cs finitarias de l~ consistencia 

para las aplicaciones de PRR3. Pero es incluso pensable que esas d! 

mostraciones siempre resultan factibles, aunque esto no podamos sa­

berlo de antemano, por carecer de una demostración general. Nada 

parece oponerse a una tal hipótesis de trabajo. Nada nos dice, por 

ejemplo, que deba haber un caso A del postulado de inducci6n para el 

cual no pueda demostrarse AFRR: ~ !::_. Por eso, si no queremos renun­

ciar a la exigencia finitaria en las demostraciones de consistencia 

podriamos tomar la actitud de aue la "verdadera" aritm~tica cl5sica 

o "aritmética clásica finitari;:imer.te consistente" es AFRR. Los 

11 teoremas 11 de tal aritm6tica serian las º-fórmulas A para las cuales 

pudiéramos dcmostrélr que l\FRR: r-? \-"- !::. y que no se tiene l1FP.R: ~ !-"- 1 "!::: 

Ningún "tcoremu 11 podríet considerarse demostrado en este sentjdo mien 

tras no hubiéramos satisfecho lo condici6n de consistencia en cada 

aplicación de PRR3. Podriarnos proponernos desarrollar por medio de 

AFRR la parte ele la aritmética que s0 encuentro en los buenas expo-

sicioncs de la misma. Si en algGn momento pudiéromos demostrar la 
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imposibiÍidad de cumplir con los requisitos de la consistencia fini­

taria para un teorema~ de la A.C. estaríamos, sin duda, ante un he­

cho aritmético muy intcrcsant8; ¡::.:~ro eso no perturbaría en nada lo 

que ya se hubiera demostrado previamente. 

•renemos para terminar: 

Un comentario adverso a las 0 -nociones. Se ha visto cómo 

las º-nociones son centrales para el análisis de la A.C. que se aca 

ba de hacer. Pero si nuestra finalidad no es la de hacer un tal aná 

lisis, si no la de dar una buena fundamentación finitariamente con­

sistente de las matemáticas, entonces esas º-nociones, sin dejar 

quizá de ser útiles, pasan a ser muy secundarias. Lo que se ha he­

cho, en ese sentido, ha sido considerar un formalismo más amplio, el 

AFR (aritmética formalmente recursiva), quizá comparable con una 

aritmética de segundo orden, y por medio de él se ha logrado un de­

sarrollo del análisis que está en sus inicios, pero en el que se de­

muestra un resultado muy fuerte, el teorema de Bolzano-Weierstrass, 

tal como se menciona en la introducción. Como se ve ya en esa intrQ 

ducci6n, el º-lenguaje no interviene para nada. De hecho, se prefi~ 

re el metalenguaje natural de los formalismos recursivos que se de~ 

cribe en la introducción, mas &gil y poderoso que el º-lenyuc1j,:;, 

que permite desarrollar el análisis de manera efectiva o exhibito­

ria. 
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4. EL FORMAL.ISMO RECURSIVO t'\FR (.t\IUTMETICi\ FORMALMENTE 

RBCUTISIV;"'.) • 

Describirnos ahora el formnlismo AFR, del cual AFRR es una 

restricció_n, cosa que nos permite aprovechar la descripción de este 

último. Los símbolos de i\FR son los de AFRR y uno mas, el símbolo 

M. En la descripción de los térr:ünos de AFRR se dice: si I es ope-

radar de grado n y 5:_1 , ... ,5:_n son términos, entonces f(5:_1 , ... ,E_n) y 

Ef (!!_1 , ... 12.n-l) son términos. Esto continúa siendo cierto para AFR 

pero hay que agregar qee ta~bién es término de AFR la expresión 

Mf (!!_1 , ••• •2.n-l). Se entiende que O y las variables continúan siendo 

términos de AFR. Esta es toda la diferencia entre AFR y AFRR, en 

cuanto a leng1.13je. Veamos ahora éuáles son los principios, PR 1 1 

PR 2 y PR 3 de AFR. 

PR l. Se expresa de 1 mismo modo que PRR 1 1 excepto que 

ahora leeremos AFR, PR, EPI, EPB y Ben lugar de AFRR, PRR' EPIR' 

EPBR y BR' respectivamente. 

PR 2. Si ·u es un segmento de AFR, n es un entero no neg~ 

tivo, !_€Nij(!:>_1 , ... ,iinl, ~€Nij(!:'_ 1 , ... ,;::n'Y'~l y tes un operador ele; 

grado n+l nuevo para'"fi, entonces también es un segmento de AFR el 

sistema formal que se obtiene de agregar a u, como nuevos postula-

dos, los casos de los siguientes esquernas, par;:i. todo::; ~es numerales 

~l' · · · '~n ,s:_,9_: 

(I) 

(II) 

r lb. ! :« 1 =d :::;> I ( b 1 , .•. , b , o l =d 
- -i -i - - -n -

:::::, f(_e, ... ,En' S(c))=:;'! 



53. 

(VII) ?' (-ª) =Mf (e_1 , ••• ,e_n¡ =? -¡f (~ 1 , ••• 'En,_<:!) =O, si m es 

un entero positivo. 

PR 3. Se expresa del mismo modo que PRRJ, excepto q11c 

ahora leeremos PR 3, AFR y (VIII) en lugar de PRRJ, APRR y (D). 

Las observaciones 3 .2.1-7 son trasladables a AFR. Hay 

que agregar que Mg (~1 , .•. '!:'.n-l) tiende a adquirir el significado de 

"mínimo y tal que g(~ 1 , ... ,.:::_n-l' }'.)=O, si existe un tal y". Tumbién 

agregaremos que PR 2 huce gue I (~i ,y) sea función para el nuevo se­

mento que se obtiene de afiadir a V los postulados (I)-(VII). Es 

claro que PR 2 permite introducir nuevas funciones por recursi6n 

primitiva. Pcrc t;:ú«JJ.iGn ,;e puede observar, y es fácil demostrarlo, 

que PH 2 se puede usar, análogamente a PRR2, para carnbic1r notación 

e introducir Ef(.'.:'.il y :.(f(!:'.il por medio de (I)-(VII), aunque ese úl-

timo término no siemprA s~ puede dc~ostrLt~ que es función en el nue 

vo segmento. 

La demostración general de la consistencia de AFR es una 

simple adaptación de la de AFRH, pero hay que ugregar los términos 



Mfl!¡•· ··•!n-l) (para 1 de grado ni a la colección Je Los t6rminos 

primitivos. El l<ama J.J.2 sigue siendo v5lido, par¡¡ ,\?P .. 

En AfR se tiene el siguient8 metatcorc:!:'.o. r::t:: . .: irnport:l.ntc: 

M-metateorema. supongamos que los esquemus (I)-(VII) de 

PR 2 son p'ostulados de ·u, para f(~i 1 y) (y ciertos r y ~). Esto es, 

sup6ngase que I (]:!i, yl , Ef (!i) , ME (::::_i) han sido in traducidos por me­

dio de PR 2 en alguna etapa en la formación de Ü. Entonces: 

1) Para .'::i € NU y cualquier nu:1ieral sm(O), 

(\ f (~i ,Mf (~i) ) =O 

3) Para numerales ~i' si Üf-f(~i'Mf(~i))=O, entonces 

Mf(~i) E N0 . 

La parte 3) es muy importante. El tener U 1- f (~i ,Mf IE.i)) =O 

podría ser inútil, en ocasiones, si no se supiera, udemc'is, que 

Mt(~i) es un U-número. 

Notemos también que 3) vale sólo para numerales E.i y que 

el metateorema de inducción (3 .2 .4) no es de ninguna utilidad al 

tratar de extenderlo a TI-números, debido a que la afirmaci6n 

Mf (~i) E Nij no es ex pre sable en la forma U 1- ~ para ninguna fórmula A 

de AFR, puesto que afirma que "existen numerales ::_1 , ... •'.:.r• para al 

gún r, t.:iles que iJ Mf (~i) =c 1 V ... V Mf (~i) =::_/. 
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les ~i tenernos por (III)
0 

y EPI 1-4 (esto es, los EPIR 1-4 de PRRl 

y PR 1), 

Ül-f(a. ,O)=O =Hlf(a. )=O /\ f(~i· ,Mf(_u
1
.) )=O 

•' -1 -1 

Por (III)' para S(O), S(S(O)), etc. y los mismos EPI 1-4 

tenemos entonces 

Ü 1-r (~i ,S (O)) =O=> f (~i ,O) =O V Mf (~i) =S (O) 

~ (Mf (a.) =O V Mf (a.) =S (0)) ¡\ f (a. ,Mf (a. ) ) =O 
-l. l -1 -l. 

etc. 

Esto nos da 1) para numerales ~i y cada Srn(O): y, por el 

rnetateorerna de inducción, para cada ~i ENÜ-. Por el mismo metateo-

rema obtenernos 2) de 1). 

Demostremos ahora 3). Por hipótesis se tiene 

para alguna colección finita de p::>stuludos de U. De acuerdo con la 

demostración del lema 3.3.2 podemos suponer que Bes suficientemen-

te grande para tener, con cad¿¡ G computiblc con B, una WD(G) tam­

bi§n compatible con B, donde D(G) consta de las identificaciones 

c'=d' que ap¡¡recen no prccedidus de 1 en algún miembro de B que no 



5 6. 

es un caso de EPI 1-4, está expresado en la forma (*) de 3.3 y sa-

tisfoce la condición G(~'=::J'l _ ·:cr. Como WD(G) es compcitible con 

B es claro, por (***), que 

Esto muestra, por la manera en que se define WD(G), que D ( G) debe 

contener ciertas identificaciones, Mf (a.) =Srn(G) (0) y 
-l 

f(~i'.,¡n(G) (0))=0, para algún numeral Sm(G) (O). Pero esto significa 

que la identificación Mf(a.) =Srn(G) (0) aparece no precedida de 1 
-l. 

en algún miembro de ll que es té expresado en la forma ( *l, y que G 

vale~ en ella. Corno B es finita, esto muestra que tenemos un con 

junto finito de numerales, ~1 , ... ,~5 , tales que 

para cada G compatible con B. Es bien sabido, y fácilmente (y fini 

tariamentc) demostrable que entonces se tiene 

y lo mismo es cierto, claro está, para U en lugar de B, quedando 

Esto termina la demostración del M-mctateorema. 

Podemos observar que AFR es un instrumento que sirve para 

formalizar de manera f initariamcn te consistente L:i aritmética u 1 tra-

diofántica, entendiendo por ósta la ampliación de la aritmética re-

cursiva general que se obtiene agregando a ésta el esquema de cxis-

tenciación, que e:<ige que si f (~1 , ... , ~n, y) pertenece a la clase 

(de funciones ele la aritmética ultradiofiintica) entonces también peE_ 

tenece a esta la función 
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Es claro que la contrapartida formal de esta función es 

Sin embargo, el instrumento es imperfecto en el sentido de 

que no podemos demostrar en general que V\- Ef (!::il =S (O) implique 

Mf(~i)ENv y V\-f(~i,Mf(!::il)=O. Lo que mas se aproxima a esto es el 

M-metateorema. Si exigiéramos que se diera siempre esa inferencia 

no sabríamos como demostrar fir,it;iri.:tmcntc la consistencia. 

Como ya se mencionó en la introducción, con AFR se puede 

desarrollar un análisis matemático finitariamente consistente efectl 

va o exhibitorio que es mas fuerte que el análisis constructivo, ya 

que permite demostrar el toorerni1 de Bolzano.\'leierstrass. Lo que se 

ha desarrollado de este análisis está descrito con todo detalle en 

[Tal. Ese desarrollo está inspirado básicamente en [Go 11. Quizá 

en desarrollos ulteriores haya que buscar otras fuentes de inspira-

ci6n, como el suplemento IV de (Hi-Bel. 

Las nuc.i.vnc,s CfúG ilpa:::cccn en l.i1 0xposici6n del teorema de 

Bolzano-Weierstrass en la introducción se definen como sigue, usan-

do las expresiones auxiliares ~-!2/c. 

Representemos las e?:presiones !.:'.-~/~ por ct, (3, lf , . . . . Las 

definiciones de cx:!:f', OJ..<¡3, o<::;,0, lcx-(3>\ , son las obvias. Se 
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define cnto:.ces, .;i 1/n =::.. S (0) -Oín, 

'f (~}E R (~} =: <¡'(:::_) E- Q' (~) & ( 3*m (~)) frn (~) ~ N (~) 

& < \l*_!!,_::l[ f-- i lf (m(_!!l +_El- lf<iñ<!:_J\ < l/!! 1] 

En [To] el teorema de B.-w. se demuestra de manera un po­

co diferente a como se ha expuesto en la introducción. La parte 

m&s dificil y laboriosa de la demostración es el cumplimiento de la 

exigencia de consistencia finitaria en todas las aplicaciones de 

PR 3 que son necesarias (condición 4) de PRR3 y PR 3). 
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