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1. INTRODUCCION

Partamos del siguiente enunciado : St un cierta mimero de personas se encucntra
aleatoriamente distribuido en un recinto, y en tin momento dado cada persone conta-

mina a su veeino mas cercano, jcudl es la probahbilidad de no ser contaminado?

Podemos generalizar este problema de la siguiente manern : Corsidérense 2V perso.

S i ui clerfo

P

nus dispuestas aleatoriamente e un espacio scotado en d b
momento, eada persona contaming a su veckno mils cerenno con nua prohabilidad p,
;Cudl es la proporcion de personas que no son afectadas cuando N tiende a infinito,

despreciando las correcciones de frontern?

Este problenia, Hamado del vecino maldito (the vicious neighbour problem’ fue plon-

teado por Abilock en 1967, v cesuelto para o y p ronerales por R, Tan y FLY, W 9

La probabilidad buscada se expresa como un polinomic finito en .



.

El enunciado de este problema sugiere un problema afin @ i Fas N personns estin

colocadns al aznr siguiendo una distribucién uniforme” en sn esprcio acotade en

dimensiones, jcomo se distribuirfan las distancias entre cada persona ¥y su vecino més

cereapo? Cabe hacer notar que existen personas que po son el vecino mis cercano de

nadie (¥ por lo tanto no son cantnminadans con una probahilidad de uno), nsl como
personas que 5o muttuamente vecines mas cereanos,

En las primeras secciones de este trabujo traturemos de stacar este tithmo problema

¥ sugeriv una expresion analitics para la distribucidn de distancias entre vecines mis

cereanos:

4 espacios eaclidianos en d diuensiones. Duscatmes la solueién de dos nianeras

totulmente distintas :

1. Considerando que el espacio no s seotade {es decir, no existe fronters), propo-
nemos una demostracion de la expresion analitica de la funcién de distribueion.
2, Consideramos que el espacio es acotado, es dectr, existe una frontern. Tipicataente,
tomaremos para dos dimensiones un enadrado de dren une, y para tres dimen-

siones un cubo de volumen une. Variando el ntmero de puntos {la densidad),

utilizando dos métodos de zjuste de curvas a datos experimentales; ¥ empleando

=

dos generndores de nineros ol azar, comparamos las diferentes opelones, para en-

contrar eudl da el moj

jor resultade (o onal es posible saberlo, dado que conacenes

la respuesta al problema a priori); despuds hacemos use de la téenica desarrollada

para atacar un problema semejanie de! cual ignoramos I respliesta,

Todo el presente trabajo estd sujeto de una manera u otra a la generacion de niimeros
al azar. Podriamos definir una secuencis generada por compittadora como aleatoria

el programa determinista que produce ta secuencia s diferente y estadisticamente no

cottelacionado cot el programa que unliza 12 serie producida. Es deeir, cualesquiera dos

generadores de casuales deben produeir estadisticamente los mismos resultados cuando

*Se dice qus una variable aleatoria 3e distribuye us

pl—,,lz.,‘nfi’“

(0,1).

armcmente 8 osu fupcion de densidat std dada por Syv{z) =
Tomarernos de ahora en alelante que o = 0 v & 2= 1, es decir, una distribueiin uniforme en o} intervalo




son aplicados s un problems particular, Si no sucede asl, entonces (al menos desde el
punte de vista del usuario en partienkar), cuande menos une de ellos ne es uwn buen

generador. !V

1. SOLUCION ANALITICA

Teorema :  La funcion Jde densidad de la distribucion® de las distancins entee
vecinos mas cercanns enando tos puutos se distribuyen uniforniemente en un espacio en

d dimensiones estd dadu por:

Wwis) = (1{["(\%.5)}",,»d—tc—[r(‘-y)j‘,-

Demostracidn :

Seun p la probabilidad de encontrar un punto en un volumen de {amafio uno cn
un espacio de d dimensiones. Entonces p es proporcional a la densidad de puntos P,
Tomemos un volumen de radio 1y dividdinosls en 0 cdscaras de radio 77 v de ancho
Ar,. Este volumen estd dudo por ¥y = ¢4, donde ¢4 €5 1ina constante que deponde

de la dimensionalidad.

La probabilidad de que nio ovurra un punto en ln 1—ésima chscara os

L—poaaiorar,

+ Data Jistriboridny eoineide con la propuesta per T A, Brody en 1973 en sutrabinjo A alatistical megoure For the repolsion

'
of emergy fevela I8 poe b que In Bamarms de ahasa oo addante diatrbcidn da Bredy. como 2o hace ont la literatura, (3




Por lo tanio, la probahilidad de que e} primer vecino al punto en ¢l centro de o esfern

en d dimensiones esté en la ciscara 711 ~ésima esturin dadn por :

n-1
wryar = [[(1 = peaarttargpe,r-lar
i=1
Ahora, si n 23 1, entonces
. ~ it arn,
W{TAr = peg,y e = Ar

g
- ])Cd_.‘]'d-llf-’“” ArF

Si denotamas pur & & L distancia mdima, cuino tenemos que p o= (8/r¥, 7,

entonces §7 = prd, Vi, por lo que

w(s)As = Ast e As

Para encontrar A v ¢y, pertimos de que ve tomna la media de la distribucidn (por

definicién)} conmo uno, y normalizamos. Por lo tanto, se ohtiene

() = d[p(ﬂ;;i)]"sd-xC-[r(isl)‘x‘s'

i

que es el resubtado buscado. , [
Propicdades de la distribucién de Brody :

Los momentos de esty funcidn de probabilidad (que estdn bien definidos s6lo para
i g

d > 0) estin dados por :

= /u“ sFa(s)ds = F(%&)/{F(%l)]l‘



Si d = 1, obtenemos lo siguiente @ w(s) = T{21s% T = ¢7* que es un caso

b

particular de ln funcion de densidud exponencial® donde A = 1.

Sid = 2, nos encontramos con la distribucitn de Wigner (que ¢s ln medida estadistica

cominmente utilizeda para representar Ia repulsion de niveles de coergial®dy:

vk, de dende VarfX = E[;\—"‘] AN =

Si d —+ 2¢, entoners g1, — 1
= () = 0, 1o que significa que tenemos fa distibucion delta de Diraet Fsto
puede apreciarse oo la Fignra 1 {doade se grafica In densidad de b distribueion de
Brody para distintes valores del pazdmetro d), ya que 3l aumentar d, ol valor modmo
= 1,

de la funcién auments, v tiende o localizarse en i

2.6

A 3.0

FIGURA 1 ; Distribucién de Brody

# Se ilice que X tiene una distribvcnin cxpaneneial af su fendda de demstdsd estadata par iz} = 077 g o (), won

A > 0. La esperanza de N oestd dada por 1y I variania
YUt E e, (2)

tardes: (1) &4 = ¢

lan siguienles prepie

Aefinida

§ La dintriburion delta de Dirae (51t - 1,)) o8
S22 8= to)dt = 1.13) s traarsformada de Laplace de 8¢ = () =x e Faca o distrilaacicn de He

se tiear que lg = 1.



1. SOLUCION NUMERICA EN EL CASO DE DOS DIMENSIONES

Preliminares

Parw encontrar numériciunente b solucion del problema, se utilizaron varias thenieas
alternativas, de tal manera que se pudiera ver eudl resulta a mds eficiente para atacur

este tipo de problema

1.  Generadores de miimeros al azar @ Se emplearon dos generadores de casuales;
el de la progrimotees del IMSL @) v ¢l generador propuesto por Brody. (% Se
hace un andlisis comparaiivi de Jos resultados gque arrofi coda une de estos
generadores.

2. Ajuste de curvas ¢ Se comparan dos téenicas de ujuste de curvas o histogra-
E 0

x &1y el método de minima 7.

mas: El métods Sinple

3. Pruebas de hipdtesis @ Se utilizn come prueba de boudad de ajuste la prueba

x* Para comparar los des métedos de ajuste de enrvas se emplea una prucha

paramétrica (la estadistien § para diferencias apurendes) y uno no paramétrica

{1a prucha del signo).

Método

Se tomd un cundrado de lado uno, ¥ utilizando ambos generadores de mimeros al ozar,
se lanzaron N puntos wl azar {(donde eada evordenada se distribuye uniformemente).

Tigual o 10,000 , 25,000 |, 50,000

En un principio, se hicieron estadisticas para

100,000. Para poder hacer uso del teorema del imite central ) yva que no se conoce
B p yinq

Ly 1

. R T T I
Gl WG LGS Phdiidiicive o

.. o ey ol
sivdon, se bicicron (ilvidos pite 36 cuadrados

alternativa

en cada easo, Qe prueba la hipdtesis H_ oo = 2 contra In hipdt

* Bl feorema del lomite centralafinina que si Saticamente distribuidas

¥, Yoson variables alsatorias independientes i

L . PR A
5 lawcy by comverge g una funcién de clistribucion normal con medin g y

i 27 o4 desconoc

con sumlia gy vasianza o? <o, entences

. 3 ’ oy m? . ngae T e
varianza & Ea decir, ¥ ~ N & yaeestimacon o® = b 370 (Y -T P entonces t = ALC‘-‘J‘ i}
se distribuye como una { de Student onn i — 1 gratos de Tibertid. Para las aplicaciones practicas del tearema del Lintite
centaal, la aproaiuaciin o bastante buena s i 2> 3,




H, : d # 2, enleulando ln estadistics {. Los valores criticos de la estacistica en cuestion
son 2,045 para un nivel de significancin @ = 3%; es decir, si le f calculadn es moyor
que 2.045 o menor que -2.045, se rechaza la hipotesis nula. Loa resultados obtenidos se

muestran a continuneion en ls Table L

Tabla 1

Nimero de punfos | 10000 | 25000 [T 50060 [ 100.000

Generador de Brody

d(Simplea) 1099725 | 2002010 1.909155 | 2.002 008
desviacion estandar 0.023 132 0.0100 04 0.022 538 | 0.000 242
Leateuta 1 0.0G4 T4 0.579 012 -0.205 153 1.190 236

ri(\‘) 1.083 971 1,998 623 1907 609 1.900 615 |
desuiacion estandar 0.017 042 1 0.013130 0.009 550 | 0.006 661
Featcutata -1302 89 -2.058 71 ~1.371 23 -0.316 10

Lo i Generador IMSLE

diSimplexy | UGs0 155 | 1908 300 | L.O0L uy | 1095 S66
desviacion estandar 0.020 516 0,018 075 1.013 282 0.008 427
Yontontada 2565 85 ¢ -2.020 07 S3.493 7T §-2.036 82

dix™ 1975820 1.087 1387 | T1801 2337 1.996'866
desviacion estindar 0.017 670 0.014 568 0.009 921 0.006 507
foaleatada ST.019 73 -4.835 51 -4.840 30 -3.775 48

Interpretacién de la Tabla 1

Basandonos en la tabla anterior, podemos hacer lns siguientes observaciones ¥ sacar

alunas conclusiones :

- C'on el generador de eastates de Brody, ajustando nna carva con el métode Simpley

niunen se rechaza la hipdtesis nula.

= Con el generador de cusuales de Brody, haciendo el ajuste minimizando la \?
asociada, se nota una clare disminucidn del valor de la estadistica £ conforme aumenta

¢l nidmero de puntos. Solo se rechaza la hipdtesis nula para la o obtenidi para 10,000




¥ 25,000 puntus por cuadrade. Esto se debe al efecto de borde, lo cual analizamos mis

tarde.

- Con el generador IMSL y el método de ejuste de minima 12, es cato o rechazo de
la hipdtesis nula en todos los casos, dado que los cuatre valores f obtenidos son mayores

que 3.

- Con el generador IMSL 3 el métada de ajuste Simplex, no se rechaza In hipotesis
nula parn 25,000 ¥y 100,000 puntos por cuadrado, pero ¢l valor de la estadistica ! en
amboes easos es tun eoreano al valor eritico en cuestién, que cualguier afinmacion serin
peligro=n, Sin embargo, darlas las estadistiens £ ebienidas para 16,600y 50,000 puntos,

¥ por lace

canfa al vabor critico, nos ineclinamos @ pensar que si creciera el tamano de

a muestra (re., st 1 fuern Alayor o 30, se reehararin In
1 tra (1., 511§ 3 o))

el caso, rerl 1 hipotests nade en todos los edlenlos efectuados hreiendo nao

del generador de casales de o progrigpoteen ded IVMELL i pesar de que sabemos

Lipoicsis ex clerta,

- Las Tablas A, B, C v D del Apindice contieuen fos datos que fueron widlizados para
constroir la. Tabla 1. Las primeras dos ealumaas muestran los valores de d obtenidos
con el Simplex ¥ su error vespectivo: las iltimas dos cobimnas muestran los valores
de d obtenidos con e métado de minima Y* y el valor de ésta, habiendo pattido de
histogramas con 32 clases. Fl valer eoitien de la A7 tonsudo un pivel de significancia
a = 5% ¥ 30 grados de libertad {32 clases menos un parametro estimodo menas unod
€5 43.7730. Con un usterisco estan marcados lox valores de I ! mintwa que exceden ¢!
valor eritico. Una sintple inspeccion de las tablas permite ver que en un gran ntmero de
cnsos of valor de la minimn % es maver gue €l valor eritico en cuestion, pero es notorie

que invariablemente este imeea e moger suande se aliliza ol generador IMSL. En la

Tabla 2 se resume esto,



Tabla 2 : Valores de \* sobre el valor critico

“Cenorador fenerndor |

e Brody } IMSL ;
10,000 puntos 10de 30 | 15 de 30
25,000 puntos 15 de 30 1 16 de 30
50,000 puntos 12 de 300 14 de 30

100,600 puntos T de 3G I 27 de 39 ‘

Es claro que un generador es mejor s al tomer an aumero grande de nimeros
generados, no e presentan problemas inminentes: en este ciuso, cone} generadis INELL
los resultados empeoran notablemente cuando fenemos 100,080 puntes por enadrrde,
yi que 27 de lox 30 valores de 1o minima v exceden o valor erftiea. Deberia suceder
{como efectivamente sucede con el generador de Brody) que ol anmentar of mimero de
puntos por cuadrado, el mimero de veces que of valor minimoe de la 32 excede al valor

critico disminuye.

- Estas dos altimas ebservaciones nos permiten concluir lo sigaiente @ ol generador
IMSL es menos bueno que el generndor de Brody, Todos los cileules busados en ol
generadot IMSL, sobre todo si ln serie copleada consta de varias decenns de miles,
involucran de una u otra MAanera un errer que aparece continuainente ¥ que Bo parces
existir si se utiliza el generador de Brody. Esto es un indicador de posibles correlaciones
v ciclos en las series generadas por el IMSL. Como las conseeuencias que pueden traer
las correluciones y ciclos pueden ser bastautes graves, ¥ en ¢l resto del presente trabajo

emplearemos inicamente el generador de easuades de Brody.
Correccidn de Fluctuaciones

Una buent marere de aminarar fas Hnctuneiones estadisticas gne presentan todos los

histogramas (lo cunl puede observarse en In Firura 20 donde se erafica un histograma
calculado y In curva njustada) hasta shora obtenidos es, siguiendo el espiritn de las
matrices estocasticas, ) superponer los resultados obtenidos al haber variado fa semilla

del generador. Para lograrlo. en cada une de los cuntro easos ( 10,000, 25,000, 50,000
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y 100,000 puntos), se hizo lo sigutente. Para cada intervalo de distancins, so sumaren
Ias treinta barras que se obtuvieron (una por cada histograma). ¥ se dividieron entre
30 {(4.e. se premedinzen). Do cstn manerag el histogramn nuevo es wucko mis suave

que los treinta histogramas que le dieron origen, como se podrd ver en Ja Tabla 3.

FIGURA 2 : Un Histograma Tipico

TABLA 3 : Fluctuaciones Corregidas

Nimero de punfos 10,000 95,000 50,000} 100,000 |
d(Stmplexy | 1.999 513 | 2001930 | 2.002201 | 2.001 976
error 256 1,802 2,043 11,981
v} asociada 2175 2.013 2,381 2.976
d(\7) T 2001715 | 2.00247 | 2.602998 | 2.001 795
A2 2,151 2.009 2.306 2.074
vsid=1 | 2167 | 247 paee | a7 |
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En todos los casos el valor de I \* ssociada o la d obtenida con o) Simplex y o la

d obtenids por ¢l método de minima \7 es totnimente admisible (ol vidor etitico rs

9

43.7730), ademds de que nunca se rechiza ko hipdtesis nula oo

Conclusién

Los resultados nnaericos permiten afinmar que el pardmetro hnseado, la d. es ofee
tivangaite 2, v por lo tanto, la funcion de distribucidn de la distanein entre enda punto

¥ su vecino mas cercano coincide con la distribucion de Wigner.

IV. ANALISIS DE LA EXISTENCIA DE BORDE

El trabajar sobre un cuadrado de dimensiones fijas y totalmente acotado puede trier
consige la existencia de un cierto efecto de borde, Asi por ejeruplo, existe un clertn
mimero de puntos {(que Humaremos puntos peligrosos) cnvos vecinos mis cercanos mny
probablemente pueden estar fuera del cuadrado. Sin embargo, como sdlo consideramos
los puntos dentro del cuadrado, resultas que no tomamoes la distancin winima, sino la
1o d,

por lo que tiene sentido ver qué tan grande s uste efectn, Es necesario por lo tanto ver

distuncia minima dentro del cuadrndo, Beto perturba os calendos para encontrs

coo es la relacion de puntos peligrasos con respecto al mimero total de puntos, y ver
como ésta cambia al variar N (hthimero total de puntes). Entonces, busearcn:os una
relacion entre N, N, (ntmero de puntos peligrosos) v la distuncia minima promedio
entre los puntos (que lamaremos §t. Esta relacidn vuede verse en la Tahly 4 v o

grafica en las Figuras 3 y 4.



Tabla 4 : Distancia Minima Promedio

Puntos por Distancia Miniua
cuadrado { V) Promedio ()
2 1.520 841
3 0.389 119
4 t 0.322 230
5 0.280 976
6 0.248 982
7 0.226 914
8 0.210 399
9 0.195 307
10 0.182 799
15 0.147 931
20 0.124 827
50 0.074 071
100 0.052 111
g {2 tenerd 0Lt msta)
08 \_\ l
I |
2 \‘\‘
T |
. T
0 O |
. z a B ES

o {rewtaens oA puntos)

FIGURA 3 : Niimero de Puntos vs. Distancia Promedio

Dstarc:a Protaso
LT e e

o e

Py
o [ ' °0 ” =) ' a ny A3 Ve
FiGmers e Funtis

FIGURA 4 : Niimero de Puntos vs. Distancia Promedio
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A la relacion mostrada en o Tabla f podemos ajustile sma corve de Ja foruan
§ = N-2 donde N os ¢l mimero de puntos por cundrado, y @ el pardmetro a ajustar.
Por infnimoes cuadriacdos” obtenemos que 0 = 0,50 {con uaa desvineidn estindnr de

0.016). Esto significa entonces que la distaneis promedio disminnye exponencialiente

conforme aumenta el nimero de puntos en ol cnadrado.

Utilizeremos este resultado para encontrar la relacion de puntos peligrosos con res-
pecto al total de puntos en ¢l enadrade. St dividimos cada lado del cuadrado en 20 = 1/(5
partes, entances la franja de ancho & alrededor de la frontera consto. de 4{n - 1) cua-
drados de area 87, El mimero totsl de pontos en ol owadrado, N, es entonces igual 2
/)67712‘ donde p es la densidad de puntos. El mimero de punitos pelignoses osta dado

por 4(1n — 1)%p. La razdn buscada, Np/N | por 1o tanto, es jgnal a

: A A
= R U

r . . ~ 7 ER s
Entonces, ."\x./;\ ihﬁlllln\l_\'t‘ conforme aumenta N, es decir, la proporcion de prntos

peligrosostiende a cero s el mimero de puntos por evadrado tiende o infinito. Utilizando
lo anterior podemos encontrar la proporeion de puntes peligrosos para ocho casos, cinco
de los cuales atacaremos numéricainente para encontrar cuil o3 el efecto que tiene la

frontera sobre la d estimada anteriornuente,

* Se ajustauna sectade ln fama f.y{d) = ~ulog{V}, de 1ad maneia que se pdomise 1y sema e los residuales 3t enadeada,
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Tabla 5 : N y la Proporcién de Puntos Peligrosos

N 1\'},/.‘\" p
ol 0.2420 12.1
100 {.1529 13.3
500 0.0509 25.5
1,000 (L0315 31.5
1,500 0.0238 35.7
10,000 0.0063 63.3

25000 { 0.0033 | 825
50,000 | ooo21 | 1027
100,000 { 00013 | 126.5

En las Tablas E, F, G. H ¢ I del Apéndice se encuentran los resultados abtenidos
al hacer quinee estadisticns promedio {pua Lo careccidn de tluctuaciones) con 100
histogramas cada una, para 50, 100, 500, 1,000 y 1,000 puntas por cundrado, Se dan
las estimaciones del parametra o por el wétodo Shuplex v por minhen 12, sl como
sus respectivos errores. Lis altimas dos colummas (lenominadas Gmate dnferior v limits
seperioz) forman el futervido Jonde ol pardmietyo f da un velor de \F menor que of

vilor criticn. Annque neeptarfamoes b hipdresic nula siempie pavicd

, ex cliaro que

ambos métados de ajuste invariablemente dan una f menor que 2. Adepids, conforme

aumente ol ntuwero de puntes. o] valor de  eptimizado por ambes métodos se arerca

méas & 2. Por do tanto, es pasible oft catirie afveta ol pardanetro

e o focta
d haciéndolo valer menos que 2, como so muestra en la Tabla 6.

Esto puede entenderse de fa signiente wanera, Cuando X, /V s gronde, el mimero
de puntos para los cunles no se tama b distancia minima no es despreciable, Entonces,

en estos casos e toma como distanedn minina la del segundo vecino (v en algunos

casus la del erceio, cuarto, gqumto, ete. ). Esto laee que o] promedio de distaneias

aumente, 1o caal o oobevante yaoque todas B distaacias snnimas obtenidas se dividen

entre ol promedio para normalizar v lograr de esta manera una wedia de uno, Como el

proqedio de distanciag eg mayor que o] o se tendrfa sin borde, entonees las distanciss
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que efectivamente cortesponden a primeros vecinos se ven disminuidas con respecto al
promedio total, por lo que la grifica de la iincdn de densidad se inelina miis hacia la

izquierda, que cs lo que sucede cuando ¢l pardmetro d disiimye.

Tabla 6 : £ efecto de frontera y Ia d dptima

N diSimpleny | desv. std. (i) desv. std.
50 1.668 330 £.035 588 1.890 108 0.027 606
100 1.971 833 0.026 708 1.913 753 .020 083
500 1.080 204 0.007 479 1.923 189 0.0038 225
1,000 1.081 647 0.006 788 1.074 322 0.007 478
1,500 1.0%2 675 0.005 714 1.976 850 0.006 005

V. SIMPLEX vs. MiNIMA 2

A continnacion s hacen dos prushas estadisticrs que comparan »1 método Simplex
y ¢l método de minima Y7 para el ajuste de curvas a histogramas dados para la
obtencién de parametros poblacionales. La hipétesis nula H, es que nmbos métodos dan
estadisticamente el misio resultado. Se utilizan dos pruebns (la prueba f de diferencing

apareadas y la prueba del signo) sobre los datog de las Tablas A, B, C'y D del Apéndiee,

Prueba de diferencias apareadas®: Fn los cuatro casos en cuestién { 10,600 |
25,000 , 50,000 y 100,000 puntos) calewlamos d(Simpler) — d(x*). En lu Tabla 7
puede apreciarse que siempre la 1 calenlada es positiva (es decir, el promedio de las
diferencias es positive); para un nivel de significnncia de & = 5%, los valores criticos

para una { con 29 grados de libertad (30 elementos de la muestra menos uno) haciendo

[}

*La prirstyy de difarencis .
en ambas aparecen por prees, Tomaremes como hipdtesie nuda ff,
0. Como las cbservacione estdn apareadas, pusden escribirse cute (X,

[
Ve ey Y

Yeal

eais alternativa Flg @iy -

. S
1a poblacisn 1y ¥, e una cluervaciin de la polilacién 2. Secaleatn d, = X, ~ Vi, d = B, ¥ su varianza meestral, .w?,,
Ent para n aufici grande § = “_'(“’/'}";") se distribay e como wna t de Stadeat con ni - 1 grados de libestad,
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una prucha de dos colas son £:2.045, por lo que en 3 de 4 casos so rechaza ln hipotesis

aula H, : las dos pruebas son iguales.,

Prucba del signo:™ Para un vivel de significancin de 0 = 5% v unn prueba de dos
colas, los velores criticos son £1.86. En los cuatro casas, o} valor de It & caleulada
es positivo y mayor que ol valor eritico, por lo que esta priucha no parunetriea tos
indica que el vador del pavianetoo estimado empleando o) método Simpl« es mayor que

empleando el imétodo de infnima 7.

Tabla 7 ; Simplex vs. Minima \*

Numero de puntos | 10,000 1 25,000 ] 50,000 | 100,000
R Pruchu de Diferencias Aparr’mfuw
7(0) —d(y*Y | 0015753 | 5.008305 | 0.001546 | 0.002393
desviacton estandar | 0012100 | 0.009239 | 0.01S219 | 0.004022
[ 5.042 3511 | 0320 | 2004
Prucha del Signo
Signos Posiiivos 28 25 a4 22
Signos Negativos 2 5 B 8
. 4747 3.651 3980 | 2356

Conclusion @ La estimaecidn de un pardmetro utlizando el método Simplex da
en general valores por arribu de la estimacién del pearimetro usando el método de
minima Y. Como econsecuanein, st se utiliza como prueba de bondad de ajuste la

4 - s .
X°, la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula planteada anmenta si o nt

estimacidn del metodo Struplex. A lo largo del presente trabajo se seguiran presentande

tas estimaciones de parametros por ambos métodos.

4 La prucia del signo, a igual que la pruebs de dife: nl.tru lqwcmlu. coitalste en comparar abaervaciones que aparee

per paren, es decir, puedm escribirse de la forma (. b ¥E= 1, o0n., Omitimos todas las observaciones donde X,

Seape P(Xy =Y, >0) ysrag=1-p= Pl T € 0 Si e interesa ver si lM publacionas son rgua!rs, nmonm

l: hnpulmxs nula serk Ho i p = 0.5 v s altemativa Mo 05 72 05 82 ca o nilineis de vecea gque Y, ~ ¥y > G, entoncea
d=dyn

=TS dintsibuye come una aurmal con media core ¥ vqﬁnnu uno, 8 tenemos diez o mAs abmervacionss por fo

aue dado ol valor de 7 y haliesdo escogide un nivel de significancs, puede 0 no rechazare /.
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VI. CAMBIO DE d A d-1 DIMENSIONES

En esta parte aplicaremos los resultados obtenides en ks secciones anteriores para

atacar un problema del cual no conocemos la respntenta. Snbemos ya que la distribucién

de Brody representa la distribucidn de distancins entre vevinos unis cercanos en un

espacio euclidiano de d dimensiones. Esto es vilido para «f igunl 2 un entero positivo.

Ademis sabermnos que valores cercanas a o eepresentan la distribueion buseada cuando
existen correceiones de frontera. Nos preguntamos o 0ué peprecenta la distribuceion

de Brody cuando d no es un entero ni un valor que represcute alguni correceion de

frontera? 3Es posible que represente lo misino cuando ol esprcio no es de dimension
B8 q 1

entern (un fractad)? No sabiendo si la distribucion de Brody serd atil, abordaremos e}

siguiente problemn.

i Qué sucede si en ver de tomar un cuandrade de Jarde uno, tomnmes un rectdnguly
con un lado fijo (la base, de longitud une) ¥ el otra (Ia altura) lo vamoes disminuyendo
de munera que su longitud tiendn o cero? i fa densidid de puntas es lo suficientemente

rande, sabemos que en el cuadrado ln distribucidn de Wigner (1.¢.0n distribucion de
'

Brody cuando d = 2) esla respuesta al problemi planteado; si la altura es cero, catonces
sabemos que Ia distribucién exponenciad con A 2= 1 representa el fendmeno estudiado

(la distribucion de Brody cuando d = 1), ;Qué sucede en los pasos intermedies?

4L distribucidn utilizada con d € [1,2] es una buena aproximacién a lo observado

experimentalmente?

Comenzaremos por hacer un estudio gritfico del problemn. A continnneidn co procen-

pIcnen

tan los histogramas obtenidos haciendo variar la altura del rectingulo.






iv

1 por 0.0001




1 por G.000 000 1

En todas Ins figuras, se grafican la funcién expotencial con A = 1 y la distribucién de
Wigner (que corresponden e Pineisn de Bredy cuande  — 1y cuando d == 2) sobre
el histograma obtenido numdrieamente de las distancias minimas en un rectingulo de
las dimensiones especificadas. Como podrd claramente observarse, enando la aliura
del rectingulo os mayvor que 0.1, uo cambia I distribucién obtenida para o} cuadrado
de lado uno. Sin embargo, =l ir disminuyendn la altura, la cola de la distribueidn
va aumentando. Ademas, el punto donde se aleanza el maximo se recorre hacin la
izquicrda, Cotito par construceion la mmedin os uno {Fa que se dividio entre of promedio

para normalizar), csto significs que se da un amnento gradual de la varianza.

En ln Tabla 8 se muestra cunl os la distancia minima promedio segan la altura, El

minimo sc aleanza cuando estamnos en ol caso de la linea reeta.
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Tabla 8 : Valores pramedio de la distancia minima

Altura Distancia Media
0.01 0.000 225 7
0.001 0.000 072 8
0.000 1 (0.060 024 4
0.000 01 0.000 011 2
{.000 001 0.000 010 3
0.000 000 1 0.000 010 0

5i comparames lns distancias minimas promedio y s grificas, podemos ohservar que
conforme estza distancia promedio es menor que la altura del rectangulo, la curva sigue
mantenicndo una forma parccida a la distribucion de Wigner. En ol rectangulo de 1 por
0.000 01, la distancia promedio s mayor que ta altura, 3 ¢¢ vu este ciso cuindo Ja parte
asintotica de la curva se asemeja mucho o la distribucion exponencial. Ebiinico punto
en donde hay un poco de problema es e el intervalo alrededor del eero, La probabitidad
de que la distancia entre un punto ¥ su vecine mids cercano sen cere sigue siendo cero
(i-e., lim,_p P(X < r) = 0). Esto dejn de ser cierto enando tomamos nn rectineulo
de altura .000 0001. Sin embirgy, cn cste Gltino caso, dada le precisién nmndrica de
la computadora, y comparande los rendtados que se obticnen cuando tomames la linva
recta, la perturbacién causada por la altura es despreciable ¥ nos encontramnes en el

caso de la distribucién exponencial.

Para ningiin caso es posible el hacer el ajuste de ta dictribueidn de Brody purn gl

valor de d. Es decir, el cambio de dos a una dimensién es discontinuo en .

Sigue entonces quedando una pregunta abierta, ;Qué representa entonees b distri-

bucién de Brady cuando se toma una « 1o entera?
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CONCLUSIONES Y RESULTAROS

La distribucién de Brody es [a funcidn de prababilidad que representa la distaneia
entre un punto y su vecine mas cercano § éstos se distribuyen uniformemente y
el eapacio ex no acotado v din fronters. La funcién depende Gnicanente de un

pardmetro : Ly dimensionalidad del espacio (d).

St ol espacio es acotade, kb distribueidn de Brody sigue siendo efectiva parn
representar la distribucion de vecinos mds cercanos en egpacios cuclidinnos de o
dunenstoned. Sin embargo, ol parametro en cuestidn es Hgeramente menor que la
dimensionalided del espacio en el que se estd trabajundo. Es claro que ol efecto de

borde dizminnye (dem

sal) cuil reapucio al niinero de puntos por

cundrado, es decir, ¢l munero de punfos peligrosos en inversamente proporeional

u la densidad de puntos.

Los resaltados del generador de ndmeres al azar de Ia programoteen del IMSL
son significativamente ruenos buenos que los resalindos obtenidos uiifizamdo of

generador de Brody; conforme anmenta ¢l mimero de casuales utilizado, los re

sultados del IMSL enmipeorasn, siendo gue los reanlindos oltenidos con el generador
de Brody se manticaen relativaments censtant cr Ks decir, desde el punto de vista
del problema tratado en este trabajo, el generador IMSL no produce el resultado
esperado, siondo qwue el generader de Drody =i esto es, el generador IMSL no
cumple con la definicion de un buen gencrador de mimeros al azar, comoe lo

expusimos en un priocipio.

Una buena manera de sminozar las fluctuaciones estadisticns cunndo se liene un
problemn en que el go existe o] problemn de mucstres es, siguicndn el espiritu
de las matrices estocisticas, promediar los histogramas; esto es posible gracias
a que wolo se depende de un generador de ecasuales v de tiempo de procesador
de computadora. Los resultados asi obtenidos son radicalmente mejores que los

resultados obtenidos de ofras maneras. Los valores de la prueba \? de bondad



de njuste son particularmente buenos cuando se huce estn correccion (legando al

extremo de obtener valores menores que 2 para unn Y ° con 31 grados de libertnd).

§i se utiliza como método de ajuste de un parametro o Shmplex, entonces es
necesario tener cuidado con la prueba de bondud de ajuste que se aplique. En
Ia mayoria de Jos casos, I vstimacion por Simplex sobreatima el valor obtenide
por ¢l métoda de minima \7, por lo que s su valor minimo cstd my ceren del
valor critico, el valor obtenide con el Simplex en cuesticn serd rechazudo ante la

prueba 37 de bondad de ajuste.

Pueden hacerse prucbas de hipdtesis paria wiv nfinidad de valores de d eneon-
trando ¢l intervalo para d donde el vidor de la \? es menor que ¢l valor eritico.

o1 et Lo
al vn o du

Esto es posible gracias a Ia continuidad de Ta functin de Brew

mensionalidad y # la continvidad de la funcion y7

Al hacer el cambio de dou dimensiones 2 una dimensién haciendo tender a cero el
lado de un rectingulo y manteniendo ol otre constante (¢ igual a uno), se observi
que mientras la distancia minima promedio sea menor que e} fudo vanable, so ob-
tiene la distribucion de Wigner paru alturas inayores que 0.1, v distribuciones rany
parecidns a In de Wigner con una mayor varianza para alturas menores, Cuando
la digtancia minima promedio estd en la vecindad de lu altura del rectdngulo,
entonces el miximo de la funcion se recorre hacia le derecha, pero la probabili-
dad de que la distancia sea cero sigue siendo cero (e, se mantiene el fendémeno

de repulsién).®). Existe un punto en que los cilenlos dejan de ser afectados por

la altura del rectangido v

wublainos en presencin de una Hnea recta v la

distribucién exponencial.

Sigue quedando abierto el significado del pardmetro d cuando no es un entero.
iRepresentard la distribucion de distancias entre vecinos mas cercanos et un

espacio de dimension no entera?
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TABLA A : 10,000 puntas

Gencrador de Brody

Histogrnmes con 32 clases

d(Smple) Error

2051 887 §27%
1.971 658 13,906
2.008 726 9,210
1.988 962 10,194
2,000 205 8,809
2.030 753 09,851
2.000 100 12,143
2,041 458 14,102
2,006 771 15,103
1.978 296 11420
1.976 962 21,222
2.014 143 12,935
1.992 244 FRIEE
1.992 266 10,198
1.993 212 16,341
1.941 116 15,408
1.997 865 10,137
2.005 179 20,619
1,999 539 21,707
2,019 305 13,356
1.992 083 13,354
2.022 705 20,241
1.966 924 16,075
1.995 277 17,015
1.973 856 11,900
1.996 740 15,889
2.032 428 10,740
1.997 499 18,796
2.006 594 8,880
1,981 851

11,274

r
4
i
!

J

vy |

2614 393
1.979 993
1.950 262
1070 Tt
1.977 433
2.001 158
1.973 011
L2 T
1,986 796
1.075 192
1.958 157
1.997 330
1.991 738
1.0984 448
1.960 374
1.040 134
1,978 592
1987 187
1.995 3486
1.580 017
1.973 606
2011 647
1.965 114
[N
1.957 497
1.967 001
2.011 187
1,037 251
1.094 151
1,982 560

43.25
3040
41.60
50,274
3634
47.28°
Sikal
4807
3271
G1.50%
38.04

ayr

2

42,26
65.76*
40,77
35,40
40,27
54.86
42.11
BN
32.84
52.08*
26.99
531.97¢
2(.G3
3174
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TABLA A : 10,000 puntos
Generador IMSL

Histogramas con 32 clases

d(Smplr) Error diy?) v
1.959 380 10,054 1.975 545 42,74
1.992 266 19,777 1.967 763 0407
1.085 004 8,127 1.986 409 20.13
1.976 672 13,979 1.975 068 11,71 '
1.957 195 18,621 1.959 315 4704
1.924 485 26,663 1.942 535 68.75%
2.003 &6+ 8,211 1.982 566 25.05
1.991 288 12,769 1.967 251 33.22
1.916 215 | 14,884 1,063 G644 41.93 ;
1.933 974 E 15,002 1.948 051 50.19* 1
1.9087 310 12,996 1.98) 207 a1y ;
1.974 845 6,833 1.985 34 26.60 !
1.971 888 17,257 1.965 BT 03.88% ‘
LOTT 863 22,890 1.965 851 47.2 i
2.012 40 19,070 1.962 906 54.63* ;
2.032 662 21,056 1.989 017 62.20*
1087 363 10,016 1.974 118 26.26
1.081 620 13,842 1.068 831 53.01*
1974 697 13,857 1.073 005 46,447
2.023 000 23,608 1934 435 65.67*
2.015 141 10,919 1,983 500 37.06
2,028 320 9,420 2.011 033 25.50
2.014 837 13,020 1.96% 309 58.99¢
2614 655 15,045 2.003 136 45.31*
1.086 616 15,147 1.960 608 47.00*
2.005 481 4,930 1.936 169 37.77
1.964 294 3217 1047 32 23.79
2.022 083 10,684 i2.018 425 32.14
1.964 490 25,393 1990 047 62.88*
1.995 073 13,323 1.987 66O 38.01
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TABLA B : 25,000 puntos
Generador de Brody

Histograias con 32 clases

d(Smple) | Error dry

2001 352 53400 [ 1906108
2,001 076 35008 | 1.500 104
2.031 372 50,150 2,005 286
2.029 397 07,028 1.997 383
2.026 214 63,4406 | 2.002 890
2.006 390 | 26,069 1.O5T 47H
1.997 350 238,854 1.922 (03
1.990 115 4,791 1.970 807 43.23
1.563 250 23,635 1.971 296 20.56

1.992 027
1.990 722

1.082 605 63447
1.U85 030 3554

2.036 768 2.019 020 4(1.38
2.001 903 L5905 005 RRAV
1.964 184 1.062 772 3404
2.006 534 25,081 1.602 679 40.62
1.991 604 3G.752 1.983 308 41.08
1.991 324 35,006 1.901 348 S447Y
1.997 125 47.522 1.901 289 53.66™
2.010 089 30,920 2.003 001 43,45
2,004 933 35,743 2.000 134 49.66*

1.808 569 33,378 1.00% 738 37.91
2.043 728 : 2.026 983 49.55*

1.088 285 G.300 1.036 745 20.60
1.995 744 31075 1994 176 2000
2.016 778 44,480 2011 756 £44.08*
1.966 235 63,653 1.971 328 45.587
2.000 716 28,133 1.089 633 46.43%
2.007 071 44,821 2.007 488 43.64
1,004 580 QU TUZ | 1.8 TO0

2.007 &77 12,293 ! 1.004 643




TABLA B : 25,000 puntos
Generador IMSL

Histogrumas eon 32 elnses

d(Smply) Errar d(\?) x:
2,014 553 62,093 2,012 601 406.24*
1.983 565 18,320 1972 12 22,46
1.905 272 37,21 1.088 403 12.00
1.976 230 46,847 1973 907 32.01*
1.388 443 44,403 1.076 397 50.01*
1.976 515 37,301 1.0585 440 52.11*
2.0.41 401 21,245 2,025 434 25.70
1.995 391 25,524 1.993 037 42.91
1.947 762 23,369 1957 715 36.96

2.016 937 23,402 2.008 (25 32.98
1.980 900 34,341 1.075 449 41.29

2.013 134 28,794 1.990 208 G1.19*
1.973 194 39,736 1.971 065 10.26
2.002 527 42,603 1907 012 +45.94%

1.089 256 26,054 1.950 704 30.86
2.010 843 52,079 1996 589 47.79*
2.001 210 62,504 L974 270 G8.59*
1.087 730 47,958 1.988 665 44.42¢
2,013 574 48,022 1.079 411 56.08*
1.990 829 48,432 1.004 592 47.75%

2,008 551 37867 | 200351 | genes
1.973 231 30,585 | 1973318 | 63.63
1.981 526 36,638 1.987 200 56.05*
2.002 584 26,675 | 2002701 | 36.49
1.991 479 38,362 1.991 962 42,24

1.983 801 58,356 1.983 027 45.55*
1.991 444 33,813 1.986 150 50.51*
1.997 034 25,630 1982 431 34.08
1.999 215 32,508 1.994 272 30.90
1.971 017 31,214 1.987 558 | 39.69




TABLA C: 50,000 puntos
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Generador de Brody

Histogramas con 32 clases

d(Smplx) Error di") \?

2.015 542 35,023 2.006 381 34.41

2.026 897 59,622 2.020 908 3042

2.007 346 61,421 2.400 698 39.52

2.017 146 47,266 2.008 935 3718

2.021 865 52,072 2.014 477 38.35

1.994 568 73,004 1.991 655 43.057
1.990 509 38,004 1.091 303 37.13

1.995 696 72,435 1.084 &0 45,02
1.982 740 39,039 1.988 914 20.47
2.014 6350 108,710 2,002 483 48.977
2.019 913 45,635 2.006 995 39,70
2.013 989 45,304 2.007 878 2im

1.995 207 36,834 1.980 836 39.85
2.003 524 40,834 1.395 835 30.42
1.991 045 35,923 1.990 528 20.63
2.001 992 33187 1.996 685 .67
1.997 351 87,111 1.991 302 52.00*
2.015 472 122,462 2.005 497 57.02¢
2.011 276 67,381 2005 913 51.06*
1.990 199 65,882 1.991 821 35.10
1.997 116 80,159 1.999 143 31.65
2.014 850 64,134 2.007 737 3548
1.983 742 06,652 1.086 310 50.63*
1.995 816 85,131 1.990 106 3.08*
1.999 774 91,826 1.008 541 A7.30%
1.990 446 39,042 1.989 247 23.69
1.992 025 75,526 1.98G 464 55.08*
1.990 458 102,138 1.689 229 57.29*
1.981 150 92,738 1.984 921 53.44*
2.021 33 49 262 2.003 609 3955

sass s T'l: Gt
;:b'i ;-‘ )L&i\'}

g B L

4

i
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TABLA € : 50,000 puntos
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Generador IMSL

Histogramas con 32 elases

d(Smplz) Error dit) Al
1003 051 37930 1084 215 [ 10.69
1.987 €90 31460 | 1901200 | 32.04
2,001 472 35016 | 2001382 | 300
1.065 248 06,064 1 1080601 | 46,07
1.902 477 96,153 1 1e09esn | 5n.50*
1.978 836 SRAES | 1973050 | 46407
2.021 905 5,530 | 2011377 | 4126
2,001 535 TL350 | 1009 156 | 40.37
1.969 830 6,172 | 1072040 | 3871
1.082 053 04 | 1034473 | ogldse
2,018 830 2015210 | 3.3
2001 708 1937 027 | 61607
1.082 035 1982308 | ano3
1.030 552 i 1Lus1 633 50.82¢
1.992 400 1.501 962 | 39.28
2,006 100 1.006 499 | 3713
LOOS 661 | 162000 | 1030676 | 73.07F
1.996 372 55,463 | 1.981 115 | I7.00
1.988 479 55,075 | 1978515 | 46.2¢°
1.081 276 66,560 | 1.980 760 | 3722
1.995 295 | 185,193 | 1.994 5d¢ | 074t
1.975 861 68071 | 10SC 13T | 47.36°
1977561 | 116695 | 1933974 | 4ig0
2.009 309 92206 | 2.010 618 | 4826*
1.087 123 G427 | 1088505 | 4131
1906006 | 150365 | 1.903651 | £4.39°
2,001 547 16,735 | 1.597 790 | 29.93
1.088 280 TTA20 | 1992672 | 52.15*
1.080 388 70,725 | 1991 m2 | s0m
1999 104 30245 | 1900 566 |

30.03

l
j
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TABLA D : 100,000 puntos
Generador de Brody

Histogramas con 32 elases

d(Smplay | Error diyh)

2,009 272 96,818 | 2.0603 §40
2,014 079 100,870 | 2.008 607
2,006 457 111,013 | 2.000 294
2.005 082 01,628 | 2.000 615
2.006 210 75,662 | 2.001 018
1.098 656 157,481 1093 318
1.007 128 111,517 | 1.095 559
1.996 995 102,869 | 2.001 331
1.097 166 79,046 | 2.000 8§73
2014 143 111,835 | 2.009 446
2.005 742 188,040 | 2.006 937
2.003 708 138,880 | 2.001 843
2,006 340 138,780 | 2.004 268
2.026 971 112,177 | 2.013 081
2.000 260 | 235,250 | 1.507 248
1.993 284 154,270 | 1.996 813
2001 443 75,843 | 1.993 869
2011 238 201,789 | 2.004 665
1.990 746 86,542 | 1.589 100
1.992 686 146,234 1.994 535
1.992 044 166,044 | 1.993 075
2.007 007 106,021 | Z40d 1w
1.995 337 125,773 | 1.996 260
2,011 147 74,850 | 2.007 967
2.005 169 178,656 | 2.003 865
1.877 709 126,828 | 1.083 193
1.996 973 97,420 | 1.994 208
1.995 412 131,714 1.092 768
1.996 446 82,874 | 1.093 338
2.005 406 81,112 | 2.000 730
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TABLA D : 100,000 puntos
Generador 1MSL

Histogramas con 32 clases

diSmplr) Error | di\% x!

2.006 093 H43,952 2.0U8 069 100,257
1.090 126 520,058 1,993 664 109.44*
1.998 479 140,051 1.991 935 39.95

.2.000 000 294724 1.997 34 T0.64*
1.995 207 354,280 1.996 083 88.59
1,991 152 192,167 1088 097 47.80*

TO034TL | 191884 | 2000 402 4747
200 171308 | 1094868 | 58.78¢
. 195,117 b 1000042 ¢ 52150
1979 454 | 318618 § 1.081 932 56.08*
2009673 | 482347 | 2003718 | 10467
1993835 | 331,037 | 1.091496 | 6S.00*
1995790 | 279,234 { 1.992 367 59.11%
2003628 | 215153 | 2.002 029 56.30*
1992870 | 187063 | 1.097 005 36.64

1993 803 | 2920950 | 1.995 239 12.82

1.997 483 | 238603 | 1.994 823 48,13
1080 260 | 168,671 | 1000420 | 49.047
2008 252 | 293207 | 2.010 393 T2.57F
1081 665 | 232747 | 1.0%6 047 57.19%
1.003 423 | 315,188 | 1.004 535 66.50%
2014 492 | 178541 | 1.909 994 G3.81*
1534940 | 179871 1 1001 m2 55.0%
2009 543 | 110611 | 2.006 278 46.20
2.000 815 | 137,701 | 1094727 | 47.73%
1.806 206 | 237,663 | 1.003 408 47,25+
2007411 | 241931 | 2.000 047 58.17*
1.991 248 | 623223 | 1.986 995 | 140.13*
1.997 691 | 433205 | 1.995610 $6.93*
1.995 696 | 300°24c | 1.980 459 50.80%
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TABLA E : 50 puntos

Histogramos promedio con 6 clases

d(Smplz) Error d{x®) yio | DLiminf. fim.sup.
1.956 637 17177860577 | 018 | 1187820 | 25354H
2.023 119 2 1.9:44 850 0.40 1.212 328 2573 70
1.951 342 2 1.893 637 $.22 1181119 2534 943
2.054 200 2 1.068 577 0.5 1.245 857 2.580 479
1.951 342 2 1.893 637 0.22 1.181 119 2,534 943
1.951 342 2 1.893 637 0.22 1.181 1190 2.534 943
1.962 201 ] 1.868 333 0.22 1.177 666 2.545 603
2,007 997 3 | 1018925 0.37 1.217 809 2.512 629
1.899 506 3 1.868 353 0.20 1,148 834 2.524 4062
1.956 637 1 1.866 577 0.18 1.187 820 2.535 444
1.989 011 3 1.919 831 0.35 1.205 712 2.5501 936
1.956 011 2 1.806 755 0.20 1.170 633 2.546 003
1.951 342 2 1.803 637 0.22 1.181 119 2.534 943
1.956 637 1 1.806 127 0.18 LIST 82U 2,585 b
1.956 637 1 1.806 137 0.18 1.187 820 1| 2.535 444
TABLA F : 100 puntos
Histogramas promedio con 6 clases
d(Smplz) Error dixh) Yin lim.anf. Lim.sup,
1.930 074 9 1.928 931 0.23 1.381 G41 2433 616
2.002 174 10 1.920 453 0.35 1.435 316 2.473 088
1.951 342 9 1.803 637 0.45 1.377 751 2.370 516
2,017 745 11 1.930 716 0.43 1.452 827 2.477 397
1.947 (22 6 1.941 656 0.15 1.399 166 2.445 940
2.011 465 5 1.919 036 0.17 1.431 161 2.483 936
1.989 356 6 1.018 473 0.58 1.403 988 2.388 151
1.975 224 9 1.916 231 0.59 1.400 348 2 A8A TNY
1.954 519 g 1.017 996 0.45 1.377 751 2.370 516
1.974 360 T 1.017 344 0.59 1403 459 2,386 822
1.985 401 7| 1.869036 1.04 1.379 155 2.315 910
1.922 790 1 1.009 750 0.77 1.345 827 2,291 184
1,978 308 7 1.018 473 0.52 1.394 786 2.303 932
1.962 269 8 1.037 423 (.30 1.405 342 2,460 917
1.970 253 10 1.867 139 110 1.384 4350 2.308 212
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TABLA G : 500 puntos

Histogramas promedio con § chases

d(Smplr) Error dny T . feminf, Hm.sup,
1.977 169 EN IR EERH 269 10705 406 2114 664
1.971 343 b | 1,933 351 253 1.921 206 2137 165
1.980 252 172 | 1976 S00 a1 1.500 563 2135 T34
1.9%4 4069 174 1922 088 245 1.703 052 2,132 743
1.978 791 195 | 1.916 412 907 1706 777 2118 246
1.968 421 186 | 1.919 740 2.04 LD S D 2130 78
1.077 728 101 | 1914 379 2.53 1700 294 2117 36
2,000 550 153 | 1.008 100 2.63 1796 960 2141 070
1.976 379 207 LGs 133 268 1920 998 2141 a67
1.081 004 208 LG 66D 2.0 1700 434 2119 102
1.600 164 101 | 1931943 1716 207 2,137 AT7
1.578 227 173 i R 1 IR 2018”17
1.984 996 | 176 |1 LIS s | 2192 206
1.080 002 209 | 1.093 788 % 1700 853 2,130 223
1.954 231 } 184 | 1.919 008 269 1,500 771 2190 030

TABLA H : 1000 puntes

Histogramas promedio con 12 elases

d(Smplx) Error — d( i lim.inf, lim.sup,
1.0977 599 32 107230 0.42 1.749 104 2.181 166
1.979 333 23 1LO7T 481 0.19 1.752 444 2,188 916
1.985 468 17 1.973 30 0.18 1.754 814 2.190 686
1.086 116 17 1.974 430 0.24 1.751 6062 2.183 074
1.901 734 14 1.970 554 (.28 1,756 817 2,187 088
1.990 250 17 1.978 013 0.29 1.756 076 2,187 348
1.084 361 14 ; L.B78 739 .15 IR0 2,180 574
1.9%5 762 i 1078225 0.27 1752787 2,180 860
1.970 £98 13 1.960 403 0.36 1.738 767 2.168 438
1.967 452 11 1.960 915 0.29 1.738 878 2.160 1490
1.984 112 13 1.970 962 0.46 1.750 125 2177 706
1.981 228 29 1.961 104 0.67 1.742 668 2.165 538
1.081 852 il 1077015 0.10 1.7562 678 2,1£0 350
1.890 587 16 1.085 220 (.29 1.760 383 2.195 855
1.977 904 23 1.978 782 .35 1.753 944 2,189 817




TABLA T : 1500 puntos

35

Histogramas promedio con 12 clases

d(Smplz) Error d(x*) Y
1.984 913 33 1.972 811 0.46
1.977 977 31 1.975 400 (.21
1.981 1907 28 1.088 002 0.13
1.987 117 33 1.973 949 0.51
1.990 356 31 1.981 871 0.51
1.985 132 43 1.973 679 0.53
1974 611 13 1.073 817 6.12
1.985 936 13 1.879 819 04.30
1.989 114 20 1.082 409 .40
1.973 153 18 1.970 841 0.25
1.972 547 32 1.083 372 0.24
1.982 200 a7 1.081 861 0.31
1.980 557 29 1.974 357 0.37
1.985 316 24 1.976 216 0.29
1.989 995 23 1.984 292 0.28

740 187
107 T89
.800 529
788 410
781 942
798 ¢31L
792 326
704 186
B01 461

1T
1.7
1/
1.8
1
1

1

1
1.
1.
1.
1
1.
1

Lim.sup.

2.143 839

2,144 77
2.153 900
2,144 768
2.148 246
2.152 248
2.154 638
2,144 069
2.136 000
2.155 G90
2.146 985
2,148 844

2157721
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