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Introduccion

El sistema nervioso permite que el organismo responda a los cambios de su medio externo e interno,
ademads controla e integra las funciones del organismo.

Desde el punto de vista anatémico, el sistema nervioso se divide en dos: el Sistema Nervioso Central
(abreviado SNC, formado por el encéfalo y la médula espinal) y el Sistema Nervioso Periférico (abre-
viado SNP, compuesto por nervios craneales, espinales y periféricos que conducen los impulsos desde
el SNC y hacia él).

La neurona es la unidad estructural y funcional del tejido nervioso. EI SNC contiene mas de 100000
millones de neuronas (ver el Capitulo 45, en [7], pdgina 543), que se comunican entre si y con células
efectoras por medio de sinapsis. Las sinapsis son relaciones de contigiiidad especializadas entre neuronas
que facilitan la transmisién de los impulsos desde una neurona (presindptica) hacia otra (postsindptica).
Es posible clasificar a las sinapsis en quimicas (donde la conduccién de impulsos se consigue con la
liberacién de sustancias quimicas, llamadas neurotransmisores, desde la neurona presindptica) y en
eléctricas (que se caracterizan por la presencia de canales fluidos abiertos que conducen electricidad
directamente desde una célula a la siguiente). Las sinapsis quimicas poseen una caracteristica que
las convierte en un elemento importante para transmitir informacién: siempre conducen en un sélo
sentido, es decir, desde la neurona presinaptica hasta la neurona postsinaptica. Este es el principio de
la conduccién unidireccional de las sinapsis quimicas y se aleja bastante de la conduccion a través de
las sinapsis eléctricas, que transmiten en ambos sentidos. La importancia del mecanismo de conduccién
unidireccional es que da la oportunidad de enviar senales dirigidas hacia objetivos especificos.

La anatomia béasica de una neurona estd compuesta de tres partes fundamentales: el soma (cuerpo
principal de la neurona), el axén (que en neuronas motoras es unico y se extiende desde el soma hacia
un nervio periférico) y las dendritas, que constituyen una gran cantidad de prolongaciones ramificadas
del soma. La liberacién de neurotransmisores por el componente presindptico pueden causar excitacién
o inhibicién en la membrana postsinaptica; sobre la superficie de las dendritas y del soma de la neurona
se hallan entre 10000 y 200000 terminales presindpticas, estas terminales son excitadas (es decir,
segregan sustancias transmisoras como acetilcolina, glutamina o serotonina, que estimulan a la neurona
postsinaptica) o son inhibidoras (que liberan neurotransmisores como acido y—aminobutirico o glicina,
que inhibe a la neurona postsindptica). Para obtener més informacién sobre el sistema nervioso, puede
consultarse [7] y [18].

Uno de los primeros trabajos de investigacién que tratan de modelar la interaccién entre las neuronas
(tomando en cuenta los datos mencionados anteriormente) es el famoso articulo de J. J. Hopfield (ver
[13]). Para una mejor comprensién del modelo y su origen, presentamos la deduccién del mismo tal
como se muestra en [9] y [13].
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Se describe una red neuronal como una red de amplificadores (neuronas electrénicas) interconectadas a
través de una matriz de resistencias, por lo que la red electrénica consiste en un amplificador no lineal
que transforma la senal de entrada u; en la senal de salida v; y la senial de impedancia de entrada del
amplificador por unidad es descrita por la combinacién de una resistencia p; y un condensador C;.

Se asume que la relacién de entrada-salida estd completamente determinada por una funcién (a menudo
continua, mondtona y creciente) de amplificacién de voltaje v; = f;(u;). Las conexiones sindpticas de la
red estdn representadas por resistores R;; que conectan la terminal de salida del j—ésimo amplificador
con la parte de entrada de la i—ésima neurona.

Para que la red funcione correctamente, las resistencias R;; deben ser capaces de tomar valores negati-
vos. Esto puede hacerse suministrando a cada amplificador una linea de salida inversora que produzca
la senal —v;. El nimero de filas en la matriz de resistencias se duplica y siempre que se necesite un
valor negativo de I;; podremos usar una resistencia ordinaria que esté conectada a la linea de salida
inversora.

La evolucion del tiempo de las sefiales de la red se describen mediante la Primera Ley de Kirchhoff:
en cualquier sistema, la suma de las corrientes que entran en ese sistema es igual o la suma de las
corrientes que salen. Es decir

= ), 1)

dui U;

Ci—
dt — pi

1 1
definiendo — = — + > , entonces (1) se escribe como
i P i R

3

du; (t)
CZ RZ 7 + g

(1) 2)

I
—

J

El modelo asume implicitamente que las neuronas se comunican (y responden) instantdneamente, sin
embargo existen caracteristicas especiales de la transmisién sinaptica que hacen referencia a que la
interaccién no es instantanea, tales como (ver [7]) la fatiga de la transmisién sindptica (las sinapsis
excitadoras reciben estimulos repetidos a un ritmo elevado), los efectos de la acidosis o alcalosis sobre la
transmisién sindptica (debido a que las neuronas son muy sensibles a los cambios del pH en los liquidos
intersticiales que los rodean), los efectos de la hipoxia sobre la transmisién sindptica (la interrupcién,
aun de pocos segundos, de oxigeno puede ocasionar ausencia completa de excitabilidad en algunas
neuronas), los efectos de los farmacos sobre la transmisién sindptica (el uso de sustancias tales como
cafeina, teofilina y teobromina incrementan la excitabilidad en las células) o el retraso sindptico. Esto
ultimo significa que durante la transmisiéon de una senal neuronal desde una neurona presindptica
hasta otra postsinédptica, se consume cierta cantidad de tiempo en el proceso siguiente: 1) emisién de
la sustancia transmisora por la terminal presindptica; 2) difusién del transmisor hacia la membrana
neuronal postsindptica; 3) accién del transmisor sobre el receptor de la membrana, 4) intervencién
del receptor para aumentar la permeabilidad de la membrana y 5) entrada de sodio por difusién para
elevar el potencial postsinaptico excitado hasta un nivel suficientemente alto como para desencadenar
un potencial de accién. El periodo minimo necesario para que tengan lugar todos estos fenénemos,
incluso cuando se estimula simultaneamente un gran nimero de sinapsis excitadoras, es de unos 0.5 ms
(ver [7], pagina 558), esto se denomina retraso sindptico. Los neurofisiélogos pueden medir el tiempo
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de retraso minimo transcurrido entre la llegada de una lluvia de impulsos a un conjunto de neuronas
y la correspondiente lluvia de salida. Una vez recogido este dato, ya se puede calcular el niimero de
neuronas sucesivas que forman el circuito.

Puesto que existen factores que implican el retardo en la transmisién, entonces el modelo (2) se vuelve
maés realista haciendo que la velocidad de entrada-salida de los amplificadores se sustituya por v;(t) =
fi(ui(t —r;)), con r; > 0. Obteniendo el sistema de Ecuaciones Diferenciales con Retardo

dui (t)

C;R; = —u,(t —
dt “(H];Rij

filui(t—rj)), 1<i<n. (3)

Para simplificar (3) asumiremos que C; = C, R; = R, 1 < i < n. Asi, todos los tiempos de relajacién
local C;R; = C'R son iguales. Reescalando el tiempo de retardo respecto al tiempo de relajacion de la

red y reescalando el tiempo de conexién sinaptica z;(t) = u;(CRt), 7; = %, aij = 5 obtenemos
ij
dl‘z(t) n .
o = i)+ Zlaijfj(xj(t —-7)), 1<i<n (4)
j:

Con base en el sistema (4), K. Gopalsamy y I. Leung, en Delay induced periodicity in a neural netlet
of excitation and inhibition, ([8]), estudian la dindmica de dos neuronas que constituyen un sistema
activador-inhibidor, modelado por

{ z(t) = —z(t) + atanh(ciy(t — 7)), (5)
y(t) = —y(t) + atanh(—cox(t — 7)),

con a,c1,Cy y T son constantes positivas y 7 es el tiempo de retardo sindptico; y denota un potencial
activador de x, y x denota un potencial inhibidor, también se puede ver a x como el potencial medio
del soma de las neuronas que inhibe la accién de otro grupo de neuronas, cuyo voltaje estd denotado

por y.

El presente trabajo esta inspirado principalmente en el curso de Ecuaciones Diferenciales con Retardo,
impartido en el Posgrado en Ciencias de la UNAM, por el Dr. Renato Calleja, en cuyo curso se estu-
diaron técnicas modernas en Ecuaciones Diferenciales con Retardo; a partir del trabajo de [13] varias
investigaciones han dado lugar, tales como [1], [3], [8] 6 [9]. En particular, se busca informacién referente
a procesos cognitivos tales como asociacién, memoria y aprendizaje (ver [14]), lo que matemdaticamente
es equivalente a analizar datos sobre puntos de equilibro, estabilidad asintética o cambios topolégicos
en la dindmica del sistema, como bifurcaciones de silla-nodo, Neimark-Sacker o de Hopf (ver [2], [6],
9], [10], [11], [12], [16], [19)]).

Con el fin de mostrar de manera clara y amena los resultados, este trabajo estd dividido en tres
capitulos. En el capitulo 1 se introduce el modelo de tres neuronas con retardo a estudiar, se muestra
un resultado sobre estabilidad de la solucién trivial de dicho modelo y se hace un andlisis del sistema
de tres neuronas con comunicacién instantanea, a fin de mostrar la diferencia topolégica (mediante
bifurcaciones) de la comunicacién con retardo y la comunicacién instantanea.

En el capitulo 2 desarrollamos la herramienta necesaria para estudiar el modelo de tres neuronas con
retardo como una ecuacién diferencial funcional, utilizando [9] y [10] como referencias principales.
Ademaés exponemos la serie de Lindstedt del sistema a estudiar, buscando condiciones para hallar una
solucion periddica mediante este método.
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Finalmente, en el capitulo 3 se calcula la solucién periédica del sistema de tres neuronas con retardo, a
través de una serie de Lindstedt, mostrando también la importancia de satisfacer las condiciones de la
Bifurcacién de Hopf para evitar fenémenos no deseados, tales como la resonancia. Respecto al calculo
de soluciones mediante series de Lindstedt, las Proposiciones (2.2.2) y (2.3.3) son propias del autor.



Capitulo 1

Sistema de Tres Neuronas con Retardo

A partir del modelo estudiado en [8], introducimos un sistema de tres neuronas con retardo 7 > 0,
teniendo por constantes de conexién aquellas definidas de manera analoga como en (4) y (5), anadimos
una constante sy que sélo toma los valores —1 y 1 para mostrar como las neuronas forman un sistema
activador-inhibidor.

El sistema a estudiar es
&(t) = —z(t) + atanh(ciy(t — 7))

y(t) = —y(t) + atanh(spcaz(t — 7")), (1.1)
2(t) = —z(t) + atanh(socsz(t — 1)),

donde a, c1, c2, c3 son positivos y sg € {—1,1}. Claramente 0 € R? es un punto de equilibrio.
Es conveniente hacer un estudio sobre la estabilidad de 0 en (1.1) considerando los pardmetros de
conexién.

1.1. Puntos de equilibrio y su estabilidad

La siguiente proposicién es una adaptacién del Lema 1.1, en [8], pdgina 397 y arroja condiciones
suficientes para que 0 sea asintoticamente estable, independientemente del retardo .
Proposicion 1.1.1. Supongamos que los pardmetros positivos a, c1, co, c3 satisfacen

ac1 <1, aco <1, acz <1, (1.2)
entonces la solucion 0 de (1.1) es asintdticamente estable.

Demostracién. Definamos un funcional de Lyapunov V =V (z,y,z) : R — R* como

t

12(5)] ds+a03/ 2(s)]| ds,

t—T1

t t

()] ds—i—acQ/

t—1

V(1) = 2(8)] + ly(®)] + |2(t)] + acy /

t—1
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De (1.1) y usando la desigualdad del tridngulo se obtiene
—r—a<z<-—r+a,
—y—a<y<-—-y+a,
—z—a<z<—z+a,
mostrando asi que nuestro sistema tiene un conjunto invariante
D={(z,y,2)" €R’:|z| <alyl < a,lz| <a},
que es también un atractor.
Calculando la derivada superior por la derecha DTV de V
DTV < —|z(t)| — ly(t)| — |2(t)| + a| tanh(cyy(t — 7))| + a| tanh(sgc22(t — 7))
+aftanh(soczz(t — 7)) + aci(Jy(4)] — [y(t — 7)]) + aca(|2(t)] = |2(t = 7)]) (1.3)
+acs(|x(t)] — |zt — 7)),
dado que |tanh(t)| < |t| para toda ¢ € R, simplificamos el lado derecho de (1.3) como
D*V < —(1 = aey)ly(t)] — (1 — aca)|=(8)] — (1 — acs) ()], (1.4)

integrando (1.4) sobre [0, ¢]

V(t)+ (1 - (1(:1)/O ly(s)|ds + (1 — aCQ)/O |z(s)|ds + (1 — a03)/0 |z(s)|ds < V(0). (1.5)

Puesto que las soluciones z, y, z de (1.1) estan acotados para todo ¢ > 0, entonces &, 9, Z también estan
acotados para todo t > 0; del Teorema del Valor Medio z, y, z son uniformemente continuas en [0, c0),
de (1.5) se deduce que z,y, z € L(]0,00)). Se sigue del Lema de Barbalat (Lema 8.2, en [15], pagina
323) que

1i = 1i = i =0.

im z(t) =0, Jim y(t) =0, Jim z2(t)=0

t—o00 —00

O]

Por lo tanto, si los pardmetros de conexién satisfacen (1.2) entonces no es posible inducir inestabilidad.
En lo que sigue del trabajo, se buscaran condiciones para hallar inestabilidad y asi obtener periodicidad.

1.2. Ausencia de retardo y sus consecuencias

Fisiolégicamente se observa que la comunicaciéon neuronal no es inmediata, sin embargo, es posible que
la dindmica de (1.1) no cambie si existe o no algin retraso en la transmisién sinaptica. En esta seccién
veremos por qué es importante estudiar el sistema con retardo 7. Para esto, supongamos que en (1.1)
la interaccién es instantdnea, es decir

z(t) = —x(t) + atanh(cyy(t)),
y(t) = —y(t) + atanh(spc22(t)), (1.6)
2(t) = —z(t) + atanh(soczz(t)).
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—z + atanh(c1y)
)T = | —y + atanh(spca2) |, separando a F
—z + atanh(socsz)

Dicho sistema es auténomo. Definamos F' como F(z,y, z

en su parte lineal y no lineal obtenemos

—x + acyy f(ery)
F(z,y,2)" = | —y+ascoz | +a| f(s0e22) |,
—z + aspcax f(soc3z)

donde f : R — R esta definido como
f(s) = tanh(s) — s. (1.7)

La ecuacién lineal asociada a (1.6) es

T -1 ac 0 T
y| = 0 —1 aspc2 yl. (1.8)
z asopcs 0 -1 z

El polinomio caracteristico de (1.8) es

—-1-A acy 0
p(A) = det 0 —1—-X asocy
asocs 0 —1-A (1.9)

—(A+1—c)A+1—ce s )A+1—ce 5),

donde ¢ = a(clcgc;),)%.

El sistema (1.8) tiene por eigenvalores A\; = Ai(c) = ¢ — 1, Ada = Aa(c) = =1+ ce3 y A3 = Ag;
claramente Re(A2) < 0 para todo ¢ € [0, 00).

Un eigenvector correspondiente a A1 es

1
_c
acy 3
asopcs
c

un eigenvector asociado a Ag es

27i
ce 3
acy

9 — 27
c?e” 73
a2sgcica

Se define la matriz

1 0 1
c V3¢ __c
P= act 2acy 2acy y
aspcs _ V3¢2 2

c 2a2sgcica 2a2spcica
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entonces
1 acy a’spcico
1 c C
Pl=C|g ¥Baa _VBaPsocicr
3 c c2
2
2 __ggl _a 320102
Por lo tanto
c—1 0 0
—1 . V3
P DF(0)P = 0 — 3—% < |,
I
T x
Considérese el cambio de variables | 4 | = P~! | y |, permitiendo que el sistema (1.6) se reescriba
z z
como
=M+ Fi(#,9,2),

() - (=500
E e 1-¢)\5) \G3,5.2))

donde
c . V3c. c .
flo | Se+ X285 s
acy 2acy 2acy
acy aspcs .. V32 c -
+ —f | soce T— - e Z
c c 2a°sgcyca 2asgcyco

a2506102

5—f [socs (T + 5)]) ;

Pa(jagag)::

wl e

c

él(i".@,z):a(ﬁ:qf[smz(asg%j V32 ¢ >]

3 2a2spc1co 2a2spc1Co

\/§a23001 C9
2

3
acy 2acy 2acy
acy asocs .. V32 c -
— —f |soce T U= 55 z
c c 2a-sgcico 2a°sgcica

a2806162

5 f [s0c3 (T + 5)])

f[socs (T + 5)]) ,

(;Z(j,gvi)::

w| e

C



CAPITULO 1. SISTEMA DE TRES NEURONAS CON RETARDO 5

y f estd definida en (1.7).

Noétese que para ¢ € [0,1), A\1(¢) < 0y por tanto 0 es asintéticamente estable en (1.10); si ¢ > 1 entonces
A1(c) > 0y en consecuencia 0 es inestable en (1.10). Sin embargo, con ¢ = 1 se tiene A\1(1) = 0, dando
lugar a una bifurcacién de Fold (ver Definicién 3.1, en [16], pagina 78), luego, por el Teorema de la
Variedad Central Local (Teorema 1, en [17], pagina 155), existen 6 > 0y h € C"(Ns(0)), con r > 1,
tales que h(0) =0, Dh(0) =0y

W, = {(az, (5.2)7) € R x B

(i{) — h(z), 7] < 5} . (1.11)

Supongamos que
h(7) hi(2)\ _ [a23? + a33® + O(3*)
T \ha(2)) T \ @+ b33+ 03 )
Para poder calcular h se recurre a la relacién (5) expuesta en el Teorema 1 de [17], pagina 155
0 N G 3 BN\ (3 (%, h (), ha(F
= F1(Z, h1(Z), ha(T)) ,1(~) - \/2 2 1(~) - ~1(~ 1(~) 2(~)) )
0 hg(%‘) 5 _% hQ(JJ) Gg(l‘, hl (.CU), hQ(I))

obteniendo

w

ag = by =0,
_d?A(1+a*c) -2
4= 3\/3(140% ’
CL2C§ —1

b3 = 3@2 )

por lo que

~ - - 1/1 1 - -
Fl(m, hl(x),h2($)) = *g ((12 + W + Cg) $3 + 0(1‘4)
1

En consecuencia, el flujo en la Variedad Central Local estd dada por la ecuacion diferencial ordinaria

: L1 1 3\ =3 ~4
T=—-|—=5+—55+c )2 +0I). 1.12
s (G v ) 0@ (112)
Claramente (1.12) tiene a 0 € R como punto de equilibrio localmente asintéticamente estable. Por
lo tanto, el sistema (1.6) no tiene soluciones periddicas y en consecuencia no modela la interaccién
neuronal relacionada con procesos cognitivos tales como la memorizacién o aprendizaje (ver [14]).
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Busqueda de orbitas inducidas por el
retardo

La herramienta utilizada en este capitulo proviene del Capitulo 2 de [9], pagina 41.

2.1. Sistema de tres neuronas como ecuacion diferencial funcional

Si ¢y = ¢(0) = ¢p(t+6) con ¢ € Cp, 0 € [—7,0] y t € R, entonces para z, vy, z se define F' de la siguiente
manera

—ﬂCt ) + atanh(ciy(—7))
_ _yt ) + atanh(socoze(—7)) |,
—2¢(0) 4+ atanh(sgczzi(—7))

luego (1 adquiere la forma

(1) y
gy&) | =F | w |-
2(t) 2t

Expresemos F¢; = Loy + Ny, ¢ = (x,y,2)T € C3, donde L es lineal. Dado que tanh(t) = t + O(|t|?)
entonces

—24(0) + acyyi(—7)
Lot = | —ye(0) + asoc22e(—7) |,

—2¢(0) + asoezze(—7)

K-

tomando N = N¢y = F¢y — L, se obtiene lo deseado. De esto se sigue que (1.1) es equivalente a
&(t) = Loy + Ny

se observa que

fleiy(=7))
Nor=a | f(socaze(—7)) |,
f(socszi(—7))
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con f dada en (1.7). N6tese ademéds que

Ly = —I30(0) + aBop(—7),

donde
1 0 0
I,=(0 1 0},
0 01
0 C1 0
B(): 0 0 50C2

S0C3 0 0

La linealizacién de (1.1) puede ser escrito como (ver también el Capitulo 3, de [1], pagina 1411)

) 0
b(t) = Loy = / dn(0)64(0), (2.1)

con 1 : [—7,0] = M3yx3(R) dado por
~Iy, 0=0,
n) =4« 0, 0 € (—1,0),
aBy, 0=-7.

El sistema lineal adjunto, asociado a (2.1) es

0

(t) =~ - (=0)dn(0), (2.2)

con ¥ € Cj ., obteniendo la forma bilineal asociada a (2.1) y (2.2)

W) = 50000 = [ [t = 0)ano)e(e)ie (23)
donde ¢ € C5 . vy ¢ € C3+. Por otro lado, el generador infinitesimal se define como

dy

o= 0 T

La matriz caracteristica de (1.1) estd dada por

A() = AT — / " M), (2.4)
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desarrollando (2.4)

A+1 —acre”™ 0
A(N) = 0 A+1  —aspee™ ™| (2.5)
—aspcze” ™ 0 A+1

En consecuencia, A € 0(A) siy solo si H(\) :=det A(X\) =0, lo cual se escribe
H) = A+ 1) = (ceT™)? =0, (2.6)
entonces podemos factorizar de la siguiente manera

H\) = Po(\)P 2 (V)P

ce 3 ce 3

27

donde, para z € C, P,(\) = A+ 1 — ze~™ . Claramente P, ()\), z € {c, ceiT}, tienen ceros distintos

entre si.

Para cada 7 > 0 se define

S(r) = {(Z) € R?

algunas de las caracteristicas de X(7) (muchas otras dadas en la Subseccién 2.2.6.2, de [9], pagina
54) son que u(—w,T) = u(w,7) y v(—w,7) = —v(w, T); se hace notar también que 3(7) es simétrica
respecto al eje u; sea {t, },., la sucesién creciente de ceros no negativos de v(-, 7). Obviamente ¢y = 0.

u =co
v =v(w,T) = wcos(wr) + sin(wT),

(w, T) s(wT) — w cos(wT), W e R} 7 (2.7)

Para cada n € Ny se define

So(7) = {(Zg:‘j:;) ‘ W € [—tni1, —ta] U [tn,tn+1]} .

Ahora se mostrard que si ¢ < 1, entonces no es posible inducir inestabilidad de la solucién trivial de
(1.1).

Si ¢ < 1 entonces c, cet’ € int(3o(7)) y por el Lema 2.1, de [9], pagina 55, se sigue que P,(\) con

z € {c, cets } tiene todos sus ceros con parte real estrictamente negativa, luego la solucién trivial O

es asintéticamente estable para (1.1) (ver [2]).

27

Si ¢ = 1 entonces del Lema 2.1, de [9], pagina 55, A = 0 es un cero de P;()\) y dado que e* s €
int(Xo(7)), se tiene que Pe 125 (M) posee todos sus ceros con parte real estrictamente negativa, luego
todos los ceros de H(A) (excepto A = 0y dicho cero es de multiplicidad 1) tienen parte real estrictamente
negativa. De esta manera 0°(A) = {0} y dim E° = 1.

En la Seccién 2.9, de [9], pagina 59, se demuestra que un eigenvector ¢ asociado a A = 0 satisface
A(0)po = 0, asi

1

_ 1
Yo = act

aspcs
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y por lo tanto E¢ = span (), obteniendo dim E“ = 1. Por lo que ¢ € E°* siy solo si ¢{A(0) = 0,
dando como resultado ¢ = (1, acy, a2800102), logrando E“* = span(yf)). La Subseccién 2.2.5, de[9],
©0
<9087 S00>
existe una matriz B (de tamano 1 x 1) tal que ¢y = Byg. Puesto que ¢( es constante, B = 0. En

consecuencia, el espacio BCs ; se escribe de la siguiente manera

pagina 50, sefiala que (¢, po) es distinto de 0, asi que 1)y = satisface (1o, p9) = 1, entonces

BC3 ; = E° @ ker(n), (2.8)
donde 7 : BC3 » — E° estd dado por

(¢ + Xo&) = wol(¥o, ¢) + 1€, ¢ € Csr, £ € R

Sabemos también que en el espacio BCs ;, el sistema (1.1) se escribe como

&wt = Agot + Xotht. (2.9)

Dada la descomposicién (2.8) de BCs , entonces ¢ = uz +y donde z € Ry y € Q :=ker(m) N C?}?T. Se
sigue de esto que el sistema (2.9) es equivalente a

£ =voN(poz +y),
Y = Aoy + (I3 — m)XoN (o2 +y),
donde Ag es el operador de Q a ker(7), es decir
Agp = p+ Xo(Lp —p(0)), pe Q.

Por el Teorema de la Variedad Central (ver el Teorema 3.2, de [9], pdgina 67) existen W € C"(R, ker (7)),
r>1, con W(0) =0, D,W(z) =0y un abierto V de 0 € C3 , tales que

Mp,.(0) NV = {poz + W(z)|z € R},
de esta manera

2 =doN(poz + W(2)),

%W = AW + (Xo — @ot0)N (voz + W (2)).

(2.10)

Se propone W visto como serie de Taylor alrededor de z = 0
a2 + O(2%)

W(2) = | B22° +O(2°) |,
Y222 + O(23)

con ag, 2,72 € R. Claramente Ag es un operador que tiene todos sus eigenvalores con parte real
estrictamente negativa, por lo que el flujo del sistema (1.1) en la variedad central local estd gobernada
por la ecuacién diferencial ordinaria unidimensional

zZ = oN(poz + W(z)). (2.11)
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Calculando 1y se tiene que

1

Yo = 3¢0- (2.12)

3

Dado que f definido en (1.7) satisface f(s) = —% 4 O(s*), obtenemos

ClYt\—T 3
LTl oy
N )" =a | L0 CE o oy
_W + O(z(—7)h)

De esto se sigue que

a73

Nlgoz+W(z)) = —% a33cd | 22+ 0. (2.13)

Socg

De (2.12) y (2.13), el flujo (2.11) se simplifica como

1

z = -3 <3 +a'eic3el + a201020§> 2+ 0.
a

Es evidente que esta ecuacién tiene a 0 € R como punto de equilibrio localmente asintéticamente

estable. Por lo tanto, con ¢ = 1 el sistema (1.1) no tiene soluciones periddicas. Como resultado se tiene

que si 0 < ¢ < 1, entonces no es posible inducir inestabilidad en (1.1), independientemente de 7.

2.2. Serie de Lindstedt del sistema de tres neuronas

En lo que resta de este trabajo se asumird que ¢ > 1.

Supongamos que existe 79 > 0 satisfaciendo las siguientes condiciones: 1) para 7 € [0,79), H(A\) =0
tiene un par de raices complejas conjugadas con parte real estrictamente negativa; 2) en 7 = 7y,
H(\) = 0 presenta unicamente un par de raices complejas conjugados +iwg, con wy > 0 y 3)
Re (%) } Ao =10 0. Entonces, por el Teorema de la Bifurcacién de Hopf (ver por ejemplo la Seccién
3.2 de [6], pzig’ina 52; el Capitulo 3 de [8], pagina 402; la Subseccién 3.4.1 de [9], pdgina 69. También
puede consultarse ampliamente en [16], asi como el Teorema 6.1 de [19], pagina 90) existen una vecindad
alrededor de 0, ¢ > 0 suficientemente pequefio y una familia uniparamétrica (z(t,€),y(t,€), z(t,€))T

de soluciones periddicas de (1.1), con periodo T'(¢), de manera que lin(l)(x(t,e),y(t,e),z(t, Nl =0,
€E—>

11’1% T(e) = ?TZ y € puede ser elegido tal que (z(t,¢€),y(t, €), z(t,€))T y T(e) sean analiticas.

€E—r

Observacion 2.2.1. Es bien conocido que, como P,(\) es entera, sus ceros son de multiplicidad finita

(ver por ejemplo el Corolario 3.9, en [5], pdgina 79). Veamos que iwy es de multiplicidad 1.

Supongamos lo contrario, es decir (usando el inciso 2)

A1 —ze M0 = (X —iwg) T lg(N)
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con k > 1, g analitica en una vecindad de iwg y g(iwg) # 0, entonces

A1 —ze ,
0= lfm 2017277 gy ppeieom, (2.14)
A—riwg A — wo

Al ser P, (iwg) = 0, ze ™00 = juq + 1, sustituyendo en (2.14) se obtiene 0 = 1+ iwyTo + 0. Separando
en su parte real e imaginaria 1 + 7179 =0 y worg = 0, lo cual es absurdo.

Con el fin de calcular alguna 6rbita de (1.1), reescalamos la variable temporal ¢ como
s = w(e)t, (2.15)

donde € es positivo y suficientemente pequeno de manera que las soluciones que son %“ periddicas en
t correspondan a soluciones que son 27 periédicas en s y que ademads sean analiticas. Con esta idea se
definen

i:i(s,e):ac( i >:x(t),

w(e)

@
0 =2 () =00

a partir de (2.16), el sistema (1.1) se reescribe como

i=its.0 = (75 =) (2.16)

z

wdﬁ:) + Z(s) = atanh(c19(s — wT)),
wdlzlis) + 9(s) = atanh(spc2Z(s — wt)), (2.17)
\ wdil(;) + 2(s) = atanh(sgcs®(s — wT)),

luego la solucién de (2.17) se expresa de la siguiente manera

(s, €)
(s,€) | . (2.18)

(s,€)

Busquemos una solucién periédica para (2.17) en forma de una serie de perturbaciones (ver el Capitulo
3, en [8], pagina 402)

u(s,e) = Z u(s)et =

k=0

ISH
w

u=u(s,e) =

SN

(@k(5), yn(s), 21(s)) " €, (2.19)

e
k=0

notese que todos los xp,yi, 2 son 2w—periddicas en la variable s; las soluciones periddicas tendran
periodo dependiente de los pardmetros w y 7, por lo que también perturbaremos la frecuencia y el
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retardo como sigue (véase la Subseccién 5.3.6 en [4], pdgina 425, asi como el Capitulo 3 de [8], pagina
402)

w=w(e) = Zwkek,
k;o (2.20)
T=1(c) = ZTkek.
k=0
x tanh(z)
Se considera la siguiente notacién: tanh | y | = [ tanh(y) | y se define el funcional F : C3 x R* — C3
z tanh(z)
como
F(u,e) = w(e)u(s,e) + u(s,e) — atanh(Bou(s — w(e)T(e),¢€)), (2.21)

. d . .,
donde u(s,e) = d—u(s, €). Por lo que hallar un cero de F equivale a encontrar una solucién de (2.17).
s
Obsérvese ademas que F es una serie de potencias de ¢, por la Férmula de Taylor, el k—ésimo coeficiente

de F estd dado por
1 d*F(u,e)
k! dek

)

e=0

k

luego, para hallar u a orden €, inicamente se debe resolver

d*F(u,e)
dek

Dado que HH(I) u(s,e) = 0, (que es el punto de equilibrio donde estamos calculando la érbita periddica)
e—

=0¢cR3.
e=0

obtenemos
up(s) =u(s,0) =0
y también se obtienen las siguientes igualdades

dF(we)| wou1 (s) + uy(s) — aBoui(s — woTo),
de =0
L d*F(u,¢)

21 de2

. 2.22
= WOUQ(S) + 112(8) — aB0u2(s — ono) ( )
e=0

+ wlﬁl(s) + a(woﬁ + wlTo)Boﬁl(S - wOTQ).

Con el fin de calcular u a cualquier orden, se deduce la siguiente
Proposiciéon 2.2.2. Para j > 2

1) ldj}"(y, €)

j' de = wO’i,Lj(S) + uj(s) — (IB()’U,J'(S — (.U()’To)

e=0

+ Fj(ul, ey U= 1, W0, - Wi—1,TOy - - - Tj_l),
2) Fj=Aj(wj—1,7j—1) + Fj(w,...,uj_1,wo,...,wj—2,70,...,Tj—2), donde A; depende unicamente
de la variable paramétrica (wj—1,7j—1) y estd dada por

Aj(wj,l, ijl) = ijl’l'l,l(s) + CL(WQT]’,1 + ijl’TQ)Bo’l'Ll (S — ono).
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Demostracion. De la Férmula de Taylor

1 &
j@u(s 6)

e=0

observemos que, por la Regla de Leibniz

o J! Z< > djjzﬁ(s7e)

ZWQilJ()—I—w] 1111 ‘Z<>l']—l'wlu] l()

la
gl del

w(e)u(s,e)

Por otro lado, usando la expansién de Taylor de tanh alrededor del origen

@ @
e tanh(Bou(s — wr,€)) = 9 (Bou(s — wr,€) + O(u ))
o /7 N - (2.23)
_ iNda o ET g &
= BO; (lzg <l> deluk(s wT)dEj_le ) t o —0O(u?),
donde, para l > 1
d a1
JTk(s —wr) = i pg(s — wr) (wr)
-1 dl—l—n )
Z < ) 711]6(8 — WT>W (CUT) s
mas aun, con [ —1—n>1
dlflfn dlflfn
del—1-n (WT)(I) T de—1-n (w(l)T —H’JT(U)
B I—1-n l N 1 —n dm1+1 dl—l—n—m1
B ZO my demi 1" gel—1=n=-mi " (2.24)
mi=
l—1—n
—1—n\ d™ Jl—n—ma
+ ZO < > demgwdel—n—mg T
ma
d7
Notese que W(’)(um) , m > 2, tiene sumandos que involucran términos de la forma uy,...,u;_o,
€ e=0

d7
esto se sigue de expandir a O(u) en serie de potencias de e. Para ver que W(’)(um)
€

no contiene
e=0

términos de la forma w;j_1 o 7j_1, ndtese que

dJ

Jj-1 ,. I —1-1
— j—1\d m—1 : d’ 1
ke =— < ) —[mu™ (s — wr, e)u(s — wr, e)]ﬁ(wT)( )

del

=0 1=0
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de (2.24) se sigue que en [ = 0 encontramos el tinico sumando que contiene los términos w;_1 y 7j—1.
Sin embargo, con I = 0 se tiene que

. l j—1—1
J— 1) d ™! : d (1)
mu™ (s — wT, e)u(s — wr, €) | ———(wT) =0,
< l de! dei—1-1 J
dJ
de esta manera W(’)(um) sélo contiene términos de la forma wo,...,wj—2 y 70,...,Tj—2.
€ e=0

Siguiendo con nuestro andlisis, ya que inicamente nos interesan los valores relacionados con w;_179 +
woTj—1, se consideraran la siguientes ecuaciones
m=l—-1—n
’ (2.25)
mo = O,
con los valores de m; y ma de (2.25) junto con (2.24) se consigue wj_,7o + woTj—n. Para obtener
wj_1To + woTj—1 se debe pedir que

l—m=j-1, (2.26)
para no anular el sumando que contiene el término j;:l, ek en (2.23), asumimos que
j—1l=k, (2.27)

de (2.26) y (2.27) se tiene n = 1 — k. Puesto que n > 0 entonces k =1, asin =0y

I=j—1,
mp =75 — 2.
De (2.23)
& = (&5 o,
2 tanh(Bou(s — w, €)) . = By kZZI (; <l> @uk(s — wT) L ) _
j
+ %(’)(us) _

= —j!Boill(S — wOT())(wj_lT() + worj_l)
+ j!Bguj(S — UJ()T())

J : l i—1
d @’
+ By Z (;) @ul(s - WT)idej—lel

1=0 =0
I#5—1
I/ Al i—1
i\ d &
+BOZZ (z) g W ) g
=1 €=
=1 /g l i—1
d d’
> (Z G) der (s~ er) dej‘lﬁk>
k=2 \1=0 =0
+ @O(u ) E_O.
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Haciendo

j—2
- . 1= (7). . o
Fj = wj,lul(s) + ; (?) l'(] — l)!LUZUj_l(S) — j!Boul(S — wOTo)(wj,1T0 + onjfl)
T=1

~

J . 1 i—1 J . l j—1
j\ d =t J\ d d’ ,
+ By ZZ <l> @ul(s—uﬁ)dd_le EZO—i—BOZZ: <l> @uj(s—cw)dej_lei »
5 -
=1 /3 l i—1
AN &y, &’ 3
+Bo§ <ZZ; <l> Wuig(s wr)dejile ) ‘ ) + @O(u ) i

demostramos el inciso 1), y definiendo

Fj = i —0 LS ) B - (i) 4 P
A (u )6:0 321 (7 —Dwa;i(s) + By ; ) @ul(s_w-)dej—le _
I£j—1
J . I il J J . 1 i1
+BOZ (l) @U](S _wT)dEj_l6 - +BOZ Z I @uk(s —CUT)dej_le i
=1 e= k=2 \1=0 e=
se demuestra el inciso 2). O

2.3. Condiciones sobre la existencia de la serie de Lindstedt

Para poder hallar la solucién de cualquier orden de F, consideremos el sistema no lineal de la forma
o(t) = Ap(t) + Bo(t — 1) + F(t), (2.28)

donde ¢ € R", 7 > 0; A,B € M,xn(R); F : R — C? continua y de periodo a > 0. El sistema lineal
asociado a (2.28) es

d(t) = Ag(t) + Bo(t — 1), (2.29)

el sistema lineal adjunto asociado a (2.29) es

p(t) = —y(t)A —(t+7)B, ¢ € R™. (2.30)
Observemos que el sistema (2.28) es equivalente a
0

p(t) = [ dm(0)p(t+0) + F(t), (2.31)

—T
donde 77 : [-7,0] = R" est4 dado como

B, - —r,
’)71(9) = 0, 0 c (—7‘, O),
A, 6=0.
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El sistema (2.29) es equivalente a

) 0
o(t) = / dn (0)(t + ), (2.32)

—T

y (2.30) es equivalente a

Y(t) = — ’ W(t — 0)dn.(6). (2.33)

Definimos los operadores II : C(R,C3) — C(R,C3) y Q : C(R,C?**) — C(R, C?*) como
0

(TB)(t) = (1) — / dny (0)(t + ),

—T

0
(Q)(t) = 9(t) + 3 ib(t — 0)dn (0).

La forma bilineal asociada a (2.28)

.01 (0 =T - [ / Bt + &~ 0)mi (0)0(t + )de, (234
donde ¢ € C(R,C?), ¢ € C(R,C3>*) y (-,-), satisface

0,00, (1) = B(1) (1) (1) + (W) (D)6(0).

A continuacién se presenta una proposicién que refina los Teoremas 4.22 y 25.2 de [10], pdgina 414
y [11], pagina 130, respectivamente, con la diferencia de que en [10] y [11] Gnicamente se ocupan de
valores reales, mientras que la herramienta proporcionada por [9] permite usar valores complejos.
Proposicién 2.3.1. Si el sistema (2.28) posee una solucion periddica de periodo «, entonces

| wora d -
0
para toda solucion periddica v de periodo «, del sistema (2.30).

Demostmcwn Sean ¢ y 1 soluciones periddicas de periodo «, de (2.28) y (2.30) respectivamente.

Calculando <1/1 ¢), (t) obtenemos

4 0.6), (0 =T(0) (W) (1) + DDt
0
() <sb(t) -

= () F(t).
Es claro que (¢, ¢), (t) es de periodo «. Por lo tanto, integrando (2.35) sobre el intervalo [0, o]

0= (b0, (@) = (w6, 0) = [ 0w ()t = [ TP at

an(©)¢(t+0)) (2:35)

—T
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Observacién 2.3.2. Resulta obvio ver que si ) y 1) son soluciones del sistema lineal adjunto (2.30)
entonces la conclusion de la Proposicion (2.3.1) puede escribirse como

/a@b(t)F(t) dt = 0.
0

La siguiente Proposiciéon permite dar algunas condiciones sobre la existencia de soluciones complejas
periddicas de u a orden €’, con j > 2.
Proposicion 2.3.3. Consideremos j > 2 y uw a orden €,

wottj(s) + uj(s) — aBouj(s —womo) + Aj(s) + Fj(s) = 0. (2.36)

Supongamos que ¢(s) = ek, k€ C3, y1)(s) = e b, b € C3*, son soluciones complejas del sistema
lineal homogéneo y del sistema lineal adjunto homogéneo, asociados a (2.36), respectivamente.

Una condicion suficiente para que (2.36) posea una solucion periddica (de periodo 27) es

Re(bk) Re (e ™™ bByk)
1) C1) det <Im(bk) Im (e"*0™bByk) 70,
2
ademds, si se satisface C1 y Y (s)Fj(s) ds = 0 entonces
0
2) Wj—1 =Tj—-1 = 0,
3) uj(s) = p(s).
2

Demostracion. Sea z = Y(s)Fj(s) ds; de (2.22) se satisface que u;(s) = ¢(s) en su forma compleja,

0
por lo que de la Proposicién (2.3.1)

2w

0= ; P(s)Aj(s) ds + z

= 2mi [wj_lbk + e~ om0 (wj—170 + onj_l)bBok] + z
si y solo si (separando en la parte real e imaginaria)

G [ Re(bk) + amRe(e “0™bBok)  awgRe(e “bBok) ) w;_1
Ri(rz) ~ \UIm(bk) + argIm(e”“°™bBok) awolm(e “bBgk)) \7,_1 )

(2.37)

2

De esta manera, una condicién suficiente para poseer una solucién periddica de (2.36) es que el sistema
(2.37) tenga una tnica solucién, es decir

det Re(bk) + argRe(e“0™bBok) awpRe(e~“*bBgk) ”
e . ,
Im(bk) + argIm(e "°™bBok) awolm(e “™bBgk)

Nétese que el hecho de que el valor del determinante anterior sea distinto de cero equivale a que
et (Re(bk) Re(e~“0™bBk)
e

. también sea distinto de cero, demostrando la condicién C1).
Im(bk) Im(e "™ ™bBgk)
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Continuando con la prueba, supongamos ahora que se satisface la condicion C1 y ademas z = 0,
entonces la tnica solucién del sistema (2.37) es la trivial, es decir wj—1 = 71 = 0, obteniendo 2).
Finalmente, (2.36) se reduce a la siguiente expresién

woﬁj(s) + uj(s) — aBouj(s — wo’i‘o) =0,

que es equivalente a u a orden €' y que es el sistema lineal homogéneo asociado a (2.36), luego
u;(s) = ¢(s), obteniendo 3). O



Capitulo 3

Soluciones periddicas inducidas por el
retardo

3.1. Un caso degenerado

Estamos en condiciones de calcular alguna solucién periddica de (1.1), podriamos basarnos en el ya
citado articulo [8], sin embargo, el método seguido por dicho articulo “realifica” las soluciones y esto
se convierte en un procedimiento bastante tedioso, pues las soluciones se expresan en términos de las
funciones sin y cos. Por lo que la Proposicién (2.3.1) simplificard el cdlculo de érbitas, permitiendo
trabajar incluso con valores complejos.

La siguiente proposicién, emanada del Lema 2.1, en [9], pagina 55, es la punta de lanza de esta parte.
Proposicién 3.1.1. Para ¢ > 1 existen w € R y 7 > 0 tales que u(w,7) = ¢ y v(w,7) = 0.

Demostracion. Sea ¢ > 1 fijo. Haciendo x = wt, entonces u y v de (2.7) se parametrizan como

u(z) = cos(x) — %sin(x),

v(x) = %cos(w) + sin(z),

de esta manera, para x y 7 se resuelve

u(z) =c,

v(x) = 0.

Notemos que v(z) = 0 si y solo si

tan(x) = —;. (3.1)

Sea 13 = ro(7) la solucién positiva mas pequena de (3.1), en consecuencia ra(7) es raiz de v(z) = 0.

Obsérvese que lli)r(l) ro(7) = 32, Tlirrolo ro(T) = 27, ro es estrictamente creciente en (0,00) y la imagen de

ro es el intervalo (37”, 27r). Notemos también que cos es biyectivo en (37“, 27r), luego cos ory es biyectiva
en (0, 00).

19
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Ahora, hallemos 7 > 0 que satisfaga ¢ = u(r2(7)), es decir

¢ =cos(re(1)) — ——=
_ 1
cos(re(7))’

lo cual es equivalente a resolver para T la ecuacién cos(r2(7)) = 1. Dado que 0 < 1 < 1y cosors es
biyectivo, se sigue que existe un tnico 79 € (0,00) de manera que cos(ra(79)) = 1. Observemos que

ro(79) = arc cos (0_1) , (3.2)

de esta manera

¢ = cos(ra(19)) — r2(10) sin(r2(70)),
70
(3.3)
. 7“2(7’0) .
0= . cos(r2(7p)) + sin(r2(719)),
0
elevando las igualdades en (3.3) al cuadrado y sumando miembro a miembro

2
=14 200 34

70

despejando r2(71p) de (3.4)

() = /& 1 (35)

de (3.2) y (3.5) obtenemos

1
T) = ———— arc cos (c_l) . (3.6)
Ve —1
Tomando
T0 = ; arc cos (c_l)
Ve —1 ’ (3.7)
Wy = 2 (TO)a
70
se tiene lo pedido. ]

En consecuencia A = :I:%;O)i cumplen P.(A) = 0. Es facil observar que :I:@i son ceros de H(A) de
multiplicidad 1, y que con 79 fijo entonces w = twp son los tnicos valores que satisfacen u(w,79) =cy
v(w, 1) = 0. De (1.9) se sigue que cuando 7 = 0, H(\) = 0 tiene un par de raices complejas conjugadas
con parte real estrictamente negativa, entonces por la dependencia continua de las raices de H(\) =0
sobre los parametros se tiene que para todo 7 < 7 existe un par de raices conjugadas con parte real

negativa y en 7 = 79 hay un par de raices A = tiwg.
De (2.6) y por la regla de la cadena tenemos que

A AA+1)
dr 1+ A+ 1)1
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Vemos también que

wh
= > 0.
(1 + 7'0)2 + (WOT())Q

T=T0,A=1wq
Procedamos a calcular una 6rbita de (2.17) usando el método de Lindstedt.

A orden €' el sistema estd gobernado por

wouy(s) +ui(s) — aBouy(s —worp) = 0, (3.9)

para hallar una solucién periédica de (3.9) se propone

v1(s) = Mk ke C3 aeC, (3.10)
sustituyendo (3.10) en (3.9) obtenemos

[(Awo + 1)I5 — ae 0™Bylk = 0, (3.11)
nétese que

Q) : = det[(Mwo + 1)I3 — ae *0™0By]

Awg + 1 —acye oo 0
= det 0 Awg + 1 —aspCoe YO0
—aspcge oo 0 Awg + 1

= (\wp + 1) — (ce™00)3
= QC()\)Q 27 ()‘)ch—% ()‘)7

ce 3

donde, para z € C fijo, se define Q.(\) = Mwg + 1 — ze~ 0™ Claramente Q.()\), z € {c, cei%}
tienen raices distintas entre si. Hallemos las raices imaginarias con parte real nula de Q(\) para hacer
de ¢1 una solucién periddica.

Examinando la existencia de valores 6 € R tales que Q.(if) = 0, se obtiene que Q. (i#) = 0 si y solo si
u(fwo, 70) = Re(z) v v(0wo, 70) = Im(z). Puesto que cet 5 ¢ %(719), entonces s6lo resolvemos para 6
las ecuaciones u(Owp, 79) = ¢ y v(Owp, 79) = 0. Luego § = 1. De esta manera A = =+i son los tnicos
eigenvalores con parte real nula del sistema (3.9).

Para A = ¢ hallemos (k1, k2, k3)T € C3 tal que

iwy + 1 —acye”woro 0 k1 0
0 twg + 1 —asgcoe OT0 kel =10],
—asgcze oo 0 twy + 1 ks 0

por lo que un eigenvector asociado a A =i es

1
1 _dwo+l
k — c1 ae_iWOTO , (312)
S0 ( iwg+1 )2
c1c2 \ ge~*070
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recordando los valores de 79 y wg dados en (3.7) obtenemos

1
cos(woTp) = p

. Wo
sin(woTp) = -

de esta manera
two + 1 - wg +1

)

ae~woTo  gc
1
. . . wi+1
simplificando (3.12), se tiene que k = acer . Por lo que
so(w3+1)2
a2c2cico
1
. w241
p1(s) =€ a(i:q )
so(wi+1)?
a2c?cico
Pils) = ek,
son soluciones complejas y periédicas del sistema (3.9). Luego
1
. w241
u;(s) = (ag cos(s) + bosin(s)) ace: ; ap,by € R.
so(w3+1)2
a2c2cico

A orden €2, la solucién periédica u estd gobernada por

wOilg(S) + UQ(S) - aBoug(s — wOT()) + wim (S) + a(won + wlTo)Boill (S — ono) =0,

el sistema lineal homogéneo asociado a (3.14) estd dado por
wop(s) +¢(s) — aBoy(s — woto) = 0,
el sistema lineal adjunto asociado a (3.15) es

wov,b(s) —(s) + ap(s + wo0)Bo =0, ¢ €C3.

22

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Asumamos que la solucién de (3.16) es de la forma 1);1(s) = e**b, donde b € C** y A € C. De esta

manera
b[(Awy — 1)I5 4 ae*°™Bg] = 0;
obsérvese que

R(N) : = det[()\wg — DI+ ae’\WOTOBO]

Awp — 1 acy e Moo 0
= det 0 Awo — 1 asgege®omo
asgczeoo 0 Awg — 1

= (Awp — 1)% + (ce?0™)3
=7r.A)7r 2mi (N)r _2mi (N),

ce 3 ce 3
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donde, para z € C fijo, se define r,()\) = Awg — 1 + 2e“°™_ Con el fin de hallar soluciones periédicas,
examinemos la existencia de valores 6 € R tales que R(if) = 0. Para esto, notemos que r,(if}) = 0 si y

solo si u(fwy, 79) = Re(2) y v(Owg, 70) = —Im(z). Dado que cet s ¢ Y.(79) entonces resolvemos para
0 el siguiente sistema

u(Owo, 10) = ¢,

v(Owo, 79) = 0,
luego, & = +1. Por lo tanto, los eigenvalores con parte real nula del sistema lineal adjunto (3.16) son
A= +i.
Para A = —i hallemos (b1, b, b3) € C3* tal que

—iwg—1  acje”™womo 0
(bl, ba, bg) 0 —iwo — 1  aspcae™ 070 | = (0, 0, 0),
asgcge oo 0 Awp — 1
por lo que un eigenvector asociado a A = —i es
ae—ZWQT() ae-lwo’l’o
b=1{1 ——,  T— , 3.17
( wo + 1 Pol1e2 < wo + 1 ) > ( )

de (3.7) se tiene que

ae o070 ac

iwp+1  wg+1

. . 2. 2 .
simplificando (3.17) obtenemos b = ( 1, 4L 450CC2 | "en consecuencia
wotl? (wg+1)

2 2
. accy a~sopc ci1c2
77/}1(3) =e " 1, ) )
wh+17 (W +1)°

Y1(s) = b,
son soluciones periédicas de la ecuacién (3.16). Puesto que

Re(bk) Re(e”™0™bBgk)\ )
det (Im(bk) [m(e—ionobBOk)> = —(bk)(bBgk) sin(w7o)
= (bk)(bBok)%
#0,

entonces por la Proposicién (2.3.3)

= 07
“ (3.18)

7120
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De esto se sigue que el sistema (3.14) se simplifica como
wOﬁQ(S) + UQ(S) — aBoug(s — (.U()T()> =0,

cuya solucién estd dada, a partir del sistema (3.9), por (3.13), es decir

2+1
uz(s) = (ag cos(s) + bosin(s)) 0;%01 ; ap,bp € R. (3.19)
so(w3+1)2
a2c2cico

Observemos que las soluciones obtenidas son lineas rectas, algo que se esperaba, pues la ecuacién (3.1)
posee una cantidad numerable de soluciones, observando un fenémeno de resonancia.

3.2. Orbitas periodicas

Bifurcarcaremos en un nimero complejo, donde la curva ¥ pasard sélo una vez, obteniendo buenas
aproximaciones a partir del orden e!.

La siguiente proposicién emana del Lema 2.1, en [9], pagina 55.

Proposicién 3.2.1. Para ¢ > 1 existen w € R y 7 > 0 tales que u(w,7) = —§ yv(w,7) = @c.
Demostracion. Resolvemos para w y 7
) c
cos(wT) — wsin(wr) = ~5
| Y4 (3.20)
wcos(wT) — sin(wT) = 5
elevando ambos miembros al cuadrado y sumando miembro a miembro
=1+
Considérese ahora
wo =V -1,
sustituyendo wg en (3.20), hallemos 7 tal que
c
u(wo, T) = —5 (3.21)
3
o) = L (322

multiplicando (3.22) por wy y sumando la igualdad resultante con (3.21) miembro a miembro obtenemos

\/g(.L)Q*l

cos(woT) = 5
c
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VBwo—1
2c

Mostremos que ‘/‘%’73_1 € [—1,1] para toda ¢ > 1. Notemos que es estrictamente creciente, pues

d (V3v/e2—1-1 V3(wyt 4+ 1)
- = > 0,
de 2c 2c2
ademas
V3V —1-1 1
lim —mMmM = ——,
c—1t 2c 2
V3V —-1-1 3
Im — = — <1,
c—00 2c 2

despejando 7

1 3wg — 1
T = — arccos <M> > 0.

wo 2c
Por lo tanto, tomando
wp = wo(c) = Ve —1,

70 = To(€) = o arc cos

(ﬁw—l) (3.23)

2c
se tiene lo pedido ]

En consecuencia Pce% (iwp) = 0 y de las caracteristicas de X (7p) se deduce que Pce* 27 (—iwp) = 0.
Es facil observar que +iwgy son ceros de H de multiplicidad 1 y que con 7y fijo entonces w = wy es el
tinico valor que satisface u(w, ) = —§ y v(w,70) = @ De (1.9) vemos que cuando 7 =0, H(A) =0
tiene un par de raices complejas conjugadas con parte real estrictamente negativa, entonces por la
dependencia continua de las raices de H(A) = 0 sobre los pardmetros se tiene que para todo 7 < 79
existe un par de raices conjugadas con parte real negativa y en 7 = 79 hay un par de raices A = tiwy.

De (3.8) se tiene que

w3
= > 0,
(1 -+ 7'())2 + (ono)Q

T=70,A=iwp
satisfaciendo las condiciones de la bifurcacién de Hopf.
Procederemos a calcular una solucién periddica usando el método de Lindstedst.
A orden €! el sistema estd gobernado por

wot(s) + ui(s) — aBoui(s — worp) = 0. (3.24)
Para hallar una solucién periédica de (3.24) proponemos

$1(s) = ek; ke C? A eC, (3.25)
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sustituyendo (3.25) en (3.24) obtenemos
[(Awo 4 1)I3 — ae ™ Bglk = 0. (3.26)
Observemos que
Q) : = det[(Mwo + 1)I3 — ae *0™0By]
= Qc(NQ_ 25 (N)Q 271 (N),

donde, para z € C fijo, Q.(\) = Mwg + 1 — ze7 0™ Claramente Q,(\) =0, z € {c, cei%}, tienen

raices distintas entre si. Hallemos las raices imaginarias con parte real nula de Q(\) = 0 para hacer de
¢1 una solucion periddica.

Examinando la existencia de valores 6 € R tales que Q,(if) = 0, se obtiene que Q. (i¢) = 0 si y solo si
u(fwo, 70) = Re(z) y v(0wo, 70) = Im(z). Puesto que cet5 € ¥ (7p), entonces resolvemos para 6

u(Bwo, 10) = —g,
v(Owo, 70) = :I:\/;:C,

dando como resultado 8 = +1. De esta manera A = £i son los Unicos eigenvalores con parte real nula
del sistema (3.9).

Para A = i hallemos k € C? que resuelva (3.26), por lo que un eigenvector asociado a A = i es

1
1 _wwo+1
k - c1 ae~"w070 5 (327)
S0 ( iwg+1 )2
c1c2 \ge~*070

recordandando los valores de wy y 79 de (3.23) obtenemos

\/gwo—l

cos(woTp) =
( 0 0) %2 5

sin(woro) = wo+ V3

070 %% )
resultando
2mg
twg + 1 ce s
0L — . (3.28)
ae— o7 a
1
ce% I
Simplificando (3.27), se tiene que k = ac1 , entonces un eigenvector asociado a A= —iesk y
506267%
a’cica
1
ce%
P1(s) =€
(s) ] (3.29)
soc‘e 3
acico
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son soluciones periédicas complejas, del sistema (3.24). Luego

ap cos(s) + b sin(s)

wi(s) = | 3as [(—a0+v/3bo) cos(s) — (V3ao +bo)sin(s)] |, 4,y € R. (3.30)
5285 [—(ao + v/3bo) cos(s) + (v/3ag — bo) sin(s)]

A orden €2, la solucién periédica u estd gobernada por
wolz(s) + ua(s) — aBoua(s — wo7p) + wiui(s) + a(wori + wiT9)Boui(s — womy) = 0, (3.31)

el sistema lineal homogéneo asociado a (3.31) es

wod(s) + d(s) — aBog(s — woro) = 0, (3.32)
el sistema lineal adjunto asociado a (3.32) estd dado por
wot(s) — ¥(s) + arp(s + wor)Bo = 0, ¥ € C3. (3.33)

Asumamos que el sistema (3.33) posee una solucién de la forma 11 (s) = e**b, con b € C*>* y \ € C,
en consecuencia

b[(Awo — 1)I3 + ae’°™Bg] = 0, (3.34)
también se observa que

R(A) : = det[(Awo — 1)I3 + ae)‘wWOBO]
= RUNR_ a5 VR, _as (N,

ce 3

donde, para z € C fijo, R.(\) = A\wo — 1 + ze*07. Con el fin de hallar soluciones periédicas, se analiza
la existencia de valores 6 € R tales que R(if)) = 0. Para esto, nétese que R, (i) = 0 si y solo si
u(fBwo, 70) = Re(2) v v(Owo, 79) = —Im(z). Puesto que cet’3' € ¥ (1p) entonces resolvemos para 6 el

siguiente sistema de ecuaciones

u(awO,To) = —g,
U(9w077—0) = :l:\/fcv

luego 6 = +1. Por lo tanto, los eigenvalores con parte real nula del sistema lineal adjunto (3.33) son
A= +i.

Para A = —i se busca b € C** que resuelva (3.34), por lo que un eigenvector asociado a A = —i es

qe~woTo e~ woTo
b=(1 & @ 3.35
<’¢w0+1’5"6102(m0+1>>’ (3.35)

_2mi 27
con ayuda de (3.28) se puede simplificar (3.35), obteniendo b = (1, ae £l a250c1c<2:26 3 > Asi

_ 27 2 27
ae 3 a~spci1c2€ 3
c c2 ’
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son soluciones complejas periddicas de la ecuacién (3.33). Por otro lado

(Re(bk) Re(e~“0bBk)
det

. = bkIm (e”“*™bBk)
Im(bk) Im(e "™ ™bBgk)

1 211
= bkE (2 + ) sin <7TZ — w070>
a c1 3
£0
3n)

si y solo si wory # ﬂ(%
la Proposicién (2.3.3)

para todo n € Z; suponiendo que la condicién C'1 se satisface, entonces de

w1:0,

71 =0
Asi, el sistema (3.14) se simplifica como
wotz(s) + ua(s) — aBoua(s —wemp) = 0,
cuya solucién esta dada, a partir del sistema (3.24), por (3.30), a saber

ap cos(s) + b sin(s)

ws(s) = | 3as [(—a0 +v/3bo) cos(s) — (V3ao +bo)sin(s)] | 4,y € R. (3.36)
5285 [—(ao + v/3bo) cos(s) + (v/3ag — bo) sin(s)]

Para hallar una solucién periédica de u a orden €/, j > 3, seguimos el método descrito anteriormente
(observando que es de manera recursiva). Por ejemplo, u a orden €3 es

wOﬁg(S) + U3(S) — aBoug(S — ono)

) . a
+ wot1y (8) + a(woTe + wetp)Bouy (s — woTo) + fB(()g)ui{’(s — woTo) = 0,

3
donde
0 c:f 0
BY = 0 0 s,
socs 00
2i(s)
ul(s) = | yi(s)
#3(s)

2w
Claramente P1(s)F3(s) ds = 0; asumiendo la condicién C1 entonces wy =71 =0y
0

ap cos(s) + bo sin(s)
us(s) = 2accl [(_GO + \/gbo) cos(s) — (\/§@0 + bo) sin(s)] ; ap, by € R.
soc? [—(ao + V/3bo) cos(s) + (v3ag — by) sin(s)]

2a2cico
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