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Introducción 

El nii·lntlo de gr;i<\i1·11te conjuga.do h:1. :-iJn utiii7.~\dn .amplianwnl<' en !o" 1i\timo:> 
n.iios. A ¡)('.:-:;,u ch.> q llf' ;;11 form11\,1rió11 origin;t\ Íue hcd1;i <'n l ~lf)'.2 por Hesknf·:.; y 
Sliefd f8), d inll'rt~~. anual ~;p di6 <1 p;ulir tle qw.' Hrirl lo p\;m!.1·;lra corno 1111111t

0

•tndl) 
itPr;1lÍ\·n c·11 1~)-11 !J~J, qnt• t':'. la fornitt t'I! qu~· ~e k· ntili'li'l. co11 ll\;\)'Ut' fr<·uwn<i,1 en 

la ad u,didall 
Ft m/·tud(1 d1· ~r.1dii·uit· n1uju~~;1.du (ce;) ;.,' api;1'h p;na. \;1 ecn<i<"il'1¡¡ {\u ~= .. b 

n11rn1\o A e;:; 1rna matriz po ... ilrn1 d"!i11i(i,1 ~' :.i:n~·tric;1. Sm emhttrgo, ~t· h.u: furnlUl<Hlü 
\'arÍns Illí.,lodos ha~.1•lü;; l'll d dt' J.!,r.ulicntc conju.~vulo pa.rn eli111inar i:·sta rt':,ttícci()ll 
y cxl1·11clcr p\ 11H'·tl1do a IHi1\ri1{'..¡ 11u ;;i1n1'·tric,1...". Dt· ('":.,l.fr, illt:tn 1 \n-.., f'l prÍ!lH'ltt r'n 

apar1•1·c1 1 q11i· f11c1a for11111\i,c\o \Hir 11)', rni:.:mo'l lkstc1ws y Stif'fr\ [S]. ~·(' ha:>a en 
};_¡ ir}:;! d<' ri·~·olnT l;i cu1aciú11 Pu a, dc1ndl' P e:; 110 ~~imt"t.rir.t y 1111 :-inguli1r, 
aplicando ~·J rnt'·tot\o d~· ~.radit•nl<' nJ1ij11g_a.do ~1 i.1 CL\11tt:i<°>11 cq11i·;;:llcnli' f-1 l (:1u:::::: pT a. 
Noti n-fr>rin•rno'.; it P:c:;ir.' nv'·imlo como la c:den~i<iH nalurnl d1·l grúdic11l1· r•111j11ga1ln. 

E11t1~· \n'~ m,·'l(H·\<i:; rn;Í.; n·,·i1·11ll':-, :•t' l;;l tr<ik!j;!do .1.mpliarne11lt~ ~·cm otn 110~.n~(/,·) 
y GCH(h), for111ubdo-. t'I\ l~Jin !HH \'111-,\ill•C t? :;. 

En c.~1 ;1 l<'~i~ SP t'X¡u11w u11 J\\I!'\'() m/·todnl propuc~1o pnr l. (krr1'1<1 ¡io¡, !1<1:-:<Hlo 

en CG. (jll<' ~1· pllf'd!: .-1plir·;:1 ,¡\ r'it~,q 110 ~i111t'·lr-ico. i.n:-: nbj!'li;,os qut· 11ü-., proptH1•'1\JíJ:; 

HOH, por 1111 lado, exp\¡car r\c fn1n1<1 cl.u.-1 y <h·t<~Hadtt d 111/·lodP, y ¡1u1 011"<, 11.1.rPr 
1111 írniÍ\isis {11' \..-! dlt i1•1tci;1 dt· .'·.;t.- \<11\\pit.ro~da u,n la de OIU ll<l.\ll~~(/;J, GCH{I.:) y 
b r·;den~i/i1: 11;1'tir,,\ ,J(·l ~1;1di•:11l<· conjugado en Yario'1 problcn1;\~ p;11tind,1r1•.-, d!· 
tra11·-p1ir\t' • n11 difq'.i1.i!1. 

F.u t•\ 1·,1¡1Íl dio l ~t' p11•:..1·nt;111 ;dµ,11nos ro11n:ptos brisico::; del ;Í\g<•lna y t'\ ;rná\i;;i:; 
q1w r,~, utiliz:ffidi f'll t l 1t':'>:lc1, <1tk111,i:. de lili3 p1c···nt;\ci<l11 dPI CG, si~ui(•n•J,, t•l \(·;du 

de Hr::~kn•.::. 19]. El c;q1Íl1Jlo 2 ¡n1' ... 1_'11ta los. métodos OHTllOMI~.,.(~·). (;c11(J:) y l.i 
cxtcnsÍíÍll na.tura\ del <;C. El capítulo :i ~t~ inicia con una c:xpo...,icié1n dt>\ CG dc•:'di: 1lll."l 
Úpl icn di•,t in~ ;1 a la pb11\e¡1r\;1 pqr l it'SIPllt':Sl síguii:ndo el lllisJT1(1 artículo dt• l krrcra 

\lOL nJIJ h<!~(· !'I\ la. ru;d S(' i11lwd11l't· d mw\·o 1n(•tndo. El capíl11lo ·i pr1-;-;c11l;t 1·~·: 
n·::.ulLHkJ·~ l!t\l1l•:riro.~ y bs conch1.'.Íri1w::, 



Capituio 1 
Método tradicional de gradiente conjugado 

l.! Introducción 

En este capítulo revisaremos el nit~tndo de gradícnfi: conjugado, que c:n s11 fonn;-i, 
origiHal [8], se utih1<1 para f(':-;olver 1.:. ('C\J<\ción 

rlll '~ b, 

donde A. es un:i. tnñlrii', N X N diim:asir"in;d positiva definida y siml·t riuL E;.:pnlldrr· 
mos el método ~ignk11lln a lle;;kn<'~: lDJ (oln:c; pr(_•srnl.:1cioncs dd mt',todu :w pu('den 
cncontrn.r en jl )1 í2L ¡ 1] \' [GJL el en:\ l )o .~,-·-:;1rrolla al 1uinimiZ<-ll 1tt f1111ri1)n cu:Hh::1 i~·H 

F(u)~ !,u•All- Í>•ll·i 

positiva. <lefinidtt. L<l idc<t b1ísic;1 cu11,~;i:-;.tc (:ll r011-:1 rui1 ilpltJ.~.i11itn'¡r,r;c':: ,:) '.•·dr,;· : .. ·1 

luc:il)n u 11 , Lom;i11dnlil:- como el rní11i1nr, dP 1:1 fun•:it''li F :-;o)lr1• f'ieil(J!l hip1·rphno:; 
anid;,dos Je JllN, 

111 en, e ... e 11.,., 

donde d ~mhíndire corn~:;;pond1· <1. lil diuwi1.·;ii1n. 
Pa.ra cxpn·~Br l"" nproxim;t{·iont_•:; e; iwrc:;.trio 0111:,lruir Hn•~ l1<1~1~ A.-orlo.~nn;i.i 

de cada. hipcrpl;1110. El rrn~todo qti{' :,1: 11tiliza n:~u::lmt·11l1: p;lra or~dr.on;1\ir:11· \'Pe" 

tore~ c:s el de Cram·-Sdrntidt. Si11 ('t11L.-1rg(l, <d ~(~krcinn;u· 1111 llliC\'P eknwntri ti,· b 
hase, tic rcquicn~ gn.rn11Liz;n le'\. orl o~;l">11n!id;1d con u·~vt~cto a todú.• !(¡, t p¡¡:;\ i nldP~ 

anteriormente. En ro11lr<tSlt' nrn t•:.;to, !\)s hipcrp!:11tn·, selcu:iun<1tÍo.i ~-n t'l rn,.'·lnrh <),. 

gradiente Conjt1gado1 j>CI"!Ilitcn .:t:-iC'~~!JJ;ll· qw· ;t) r·~(Og1·¡ 11\l lll!PVfJ t:}CUlt'Jl!() ¡j,. l;i k1·.v 

basle con W'rifici'ir !;1 orlogou:!lld;id oi11 rc-.,¡H'f ¡,, ;d ;ílt irnu q\\<' ;,C h,11·01HL111id¡1 p.ir;L 

qlt1..:, ¡.1.ü.~c-::-~.~!_: ...... ,,Pnt.• (''-Li. condir.i.'1!1 :-'e n1rnpl;1 Cl°•!l rcspcc'.u a LPd(1" (,¡s .;:~!Prin

r.,:·s. Es.tn. fon uh dt- ))fl}L;:d1'r pni:iit" c-011,• 1.1111r t;. n;t·.1: ii•·tt1t;,.i1-;-,,· ;:: '.', ,'. .. t ,l f, ·~n1;1 

cpw r:ad;t llllC\'íl. ¡qlfl):-;i111;H __ .¡,;n 1L:p.·;1,\:'-. 1'~:1ir·;11i;,·r1((• r!c la \1fl'ccd1•n1t.'. t·~11 t•'.--1·111l1 1v, 
computndonrtlc::; i;slu t'.', nna _!!.rau vv11L1j'\ 
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1.2 Conceptos Fundamentales 

En <-•sta :-;f'rci<Ín i1J\1rnlucir\'1nu:; ¡¡:;t;-v:1Ü!1 y 1n111i11ul,1;,{a qur- ~~~ utili1;irá t·n 1•l tr<tns· 
cur:fü dr·I 11•:\l(•. 1ulrJt1¿;·: n·\·i:>iH('JTlOS ro11c{'ptm1 h;\sicos solir~~ lo:; qtw :-.e d('.-<arroil.:H~l 
J¡, \corí.1 ult••ri<'r ['•]. [l lj. 

Trah;1jar1·r11os con firnc1t1rw..; \'l't:\ori;d1·~· de valor H~<d 1•11 fl{··;. Las ro1nponcnte.;. 
de lus \'1Ylur1_•..., ::.f' dt.":iit:;n<1r,i.n por medí1) de subíndio.~.!'; cwtndo SC'.1. ncn•sílrio, 1.k 

tal ft1nt1.1 1¡1w 11 1 c..: \,..\ i·/·:~i111a (·ompour~utc <11· u. Cuarnlo st• li~g;rn opcfil\ÍO!w~ 
m:itrici:1h-:-: d \'•·ctor u 'i<.' co11sid1.·r.-u;\ coni11 1111 vcct(.•r f<>lit11m.-i. J)i·!l~)taremo:; (u, v} 
a un produ, t11 t•:,rabr •:u.1lquiC'fil y 

\' 

u 1-\' ~ 2-..:u,t 1·1 

i.:I 

al produr:to inkrior n.sociado it la. 1101"111;\ (~urlidiana dt: u y V l'I\ mN. La norma. 

del \'ecloi- u re:>¡wttn a un producto <'scabr cualqui1~ra. es llu\I ::= (u, u)~. E:-;
pedfic.1111t:1ttc, clcnotaremo~ !\u!\:.! a la norma euclidian,1. <ld vedor u y ser<Í. 

L<t di~\;mri;~ er~lrl' lld~ \'cclorl's u.\' v (·~, 1\u -- v\1. U11;t \·ecíu<l;Hl de u 1 dt~ ra1lio t: es 
el co11jun!o dl.' lodos los punto~; u tale:'i qtw \\u- u 1 \1<b.1J11 ro11juuto S' ('S abirrlo 
sí todo p1111!n t1 1 dl· S' til'lll! IJIL•l \'< 11·i11dad, c-011!(~ttid;1. c11 t~fil.(•~, r11 la que c:;t;\ tt 1. 

i':s ltl'C•·:->ario inl nJdl!cír L-u11lii1"11 .t!guu;1~; 1dacioiw: t•nt r<' m11trin:-:·• y f11ncin111::-; 
cu<Hlr.:í.tir;L<.;. ;11 1 = (n1i) sc·r;Í. b tr;i.sp!!t" .. L·t d1· la matriz/-\ =-~ (o,1). Una matriz 
<.:11itd1.:1d.l •> 11,i .1iug11!;ir :;i ~''! d1•krrni11;111!<' <'~; di:.tinto dt~ Ct'ro. En <'ste Ci\..'IO la 
imTt.'i.i d~· {~ t·:·:i.~k y :w dc11ot ;1 A- 1. 1);1df> tlll prod11rtu i11terior ( , ), la ad.prnt.i. A~ 
(k }:¡ rn<1tri:1 f,l t''; aqn<•lb qiw ::;itbÍí1rP (u,A~v) _'";;;_ (v,Au). Utilizando c:~ta nnci~jn 
d<•cillllr; 1111~~ 111!(\ 111;d riz n (':, .11llo<l.dj1mt;1 si ¡~· =H. Si g 1 ;;: !\ dccimo:• qt1P A 
es ::irn1':t.rkr1. lln;1 m;d,riz anto:vlju11L1 ~ ... .., 110 negnliva :;i la dc!iigualdatl (u.~\u) '2: U 
:-e· •.:Hlllpk ¡1<U<l todo vector u y(',:, po,,[:iv;l clr.tinid,1 si (u., Au) >o ruando ll f n. 
Si tiil:\ rn;tt.riz n e:; í'<J:,it.iva ~le1tnid<t 1 P:. -i lambii·n lo es. L<t parte simétricd. de h 
m~1trr;; 1·1 1•.-..1 ,¡ 1i,uj,l 1n)t .~: ·-· ~(!': ~· !': r~. '! ph;1j:11·1•111t1:; con funcio11cti ddinidil..c: p(1r 

mc.J:J +·i pP 1r!11,.l11 inldt10 ,,~ L1 i.::.;ut!ltbd /·~n t v 11 ,,._ P,,T y :;iemprc ·:t~ C"Umph
y si P, (':: :;.;Íiw~trii::a A.u~ v::;:. 1J. 4 Av. L<L función l¿(u):;.. u•· hu e; \iatn.HL\ kiru.1•~ 

cuad:;ÍLic:~ y(.';; 11o~itiw1 definida '"'ir~ lo e:;, Una funci~)n ¡.· ('Xpresahlt~ ('!l la forma. 

F(u) =o ~u• i'w - b •u-¡ e 

donde H •-:•; ~i111<~I rir·a es l\amr1da f1111ci()H cuadr:itÍ1';t, 
lJtilizilrcmos algunos conceptl°J:;; dd Gí.kulo para 111i11i1niz.:\t <t b función cui\drá-
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tica F. Consideremos Ullít, funcic'm {"OTll 111ua f <!(· ,·alnr r~ 1 ;d ('f1 1111 ('ü11jn1dn ;1.hi1·rto 
S qtw tenga derivadas pni-cialf's conti11ti;L.., de pri11ier y :-;1 1g,11ndo ord1•11 l'll .S'. t:n:t 
íunción tal HC dice que l'S de cla.<;t' cui. La prinwra difc'j't'llCÍéil f'(u, V J y Sll',llOda 

diferencial f'(u 1 v) de J en n c:-;ti\n daditS por la'i fórmub<.. 

y 

respectivamente. El vector 

J'(u) = ( [)f(u!J' 
\ íl11¡ 

(i '~ 1,. .. , N¡ 

es el gra<li<>nlc de J en u y"' tlenolar!t V /(u). L" m~lri,, 

(i.j ,, 1, .. ., N) 

es el hcssiano dC' J en u. 
Un punto u 0 proporciona 1111 millimu }oc;d d·.' I ('n S si uº r!llti C'll ,..,· y };1 

desigualdad /(u)~ J(uº) sr~ cumplt~ p;ir;\ tnrla u en 8 q11P esi.,·~ en una \'Pt:irnlad 'r 
de u0. Si f(u)?:. f(uº) para loda u cu .(: 1 t•ntonci·:~ utl rni11illliza R J glob,:\rncnli~ 
en S. E11 cada caso el rní11imo es cslrido :~i la i~uak\.'ld 1';1 válidit .Síilo si n ~.: u 11 . Si 
fes dos veces <lifcrcnci<J.l>k c11 HII conjnnln ahi;.:rlo S. r·nlonn·s la.<> 1dacione:; 

se cumplcri en 1111 punto mínimo local uº <k f. lin:1'r><'.lllt'J1lf' 1 S! 

J'(u1
') ~O, }"

1
( ;¡ '!, ~,') .> (j 

enloun:.; 11° pr.;¡:nrc:n:1:1 nn mínirnn }n •. :;iJ t•:;t.1id11 d1• f. Un JHll!lü u 0 e11 dundc 

J'(uu) = ü «'"• n11 punto rríticu df~ f y J(u¡l) t'.-; 1•l corrP:~pn1tdi(:ntí~ Y<1h1r rr1\1c1) ric f. 
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1.3 Planteamiento General del Problema 

Supcmµ,amo:-; cp11' qn1·r··111os miniinii;n ur1;1 fnuciú11 f · IR,\' - ·• lTl. Una forma d1• 
11an•rlü l'S minimiz•tt la Pll liipcr¡il.111ü:> a.nielado-:. 

I l 1 e 11, e . . e l! .v. 

du11r.k 1·l ~1d1í11din~ i11dic<1 la di1nensión. Llamil.rf·mos a IL1 n-pl.i.no. Si en cada 11110 
dP 1'..;to~ lii¡1npl;1110.:.: t'\ 111ini111n ll 1 1·11 l l1 t"S único, ktHiremu~; Ull<t succsiún dC' apro
xirnacio1w..; u 1, ... u:; tah~'i qiw 

de Lit! Í<>llllil que, a lo 111;í·;, <·11 S Pª"" PllCO!llrn111ns el puufo u,~ u"' que propor
donrt UH 111íuimo c~.tricto dí' f en Ul'°"', ytt q11P, l\y =----: IHN 

En (•St<' C<l.:'O 'l,UPJ'\:1nos 111i11i111iz;t1· l.i. fmH:i/)n ni;1dr;itic-a 

F( 11) '~ ) u • /\u - b • 11 -1 e 

en IR''', do11d1· Ar;.¡ 11n<1 matriz sirn/·t t ica po:iitivr1 definida (1V x iV)-dinwnsional, b 
es un \'l'<'tnr fijo N-dinwu~ioo;d y e··~; nu n·al. J·:I \·;-dor de la co11stnnte e no jugará 
1111 pnpPl i111porta11\1' c11 lo., alµ.oritu11Js, por lo q1w 110 itparccercí más. 

l\1r;1 rninirnizar ;1 l<t f11t1nú11 F dcht>mos t'IJ(Ol!lrar Jo:-; p11111fi:> en lo~ que el 
.t!,nhlicntc d·.• F ~(· ;\md;i, <':, {kcir. 

V Fí ll \ '. V' ( ll) -"' P. u ... b ·oc U. 

E11tonn:s ll 1:~ l\ll pun!o crí1 ico di' F si y solo si •.~5 soh1cic'm del sistema !íneal dt• 
(•c11;1rior11_·s 

r.u '' b. r1:u\ 

Como ,q 110 es siug11lar (por sPr positiva ddinlda), t?xisl.e c:xactamcntc una. sol11ci611 
n esta 0c11adón 1 (jtl(' e-; 

y por lo 1 a11lo im so\1) pll{lto crítko de F. El hessi~110 f_>:-. f""',,(u) =A, pnr \,1 que 

F"(u.,, v) = v • l\v >O Vv f. o 

y u .• es un 111ínímo estricto de F. 
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En el c.qludio ,¡,. :-ii:;lí_•11·1i\:~ dP. t~rn:trinnp., ii11• n¡ .. .., "<' ;,rcJ;;turnhr.; r!¡•f;,,,r 1•1 rp..;;i.\1111 

del sis lema. ( 1.3. l} en u n}ffH> (•I Vt'd or 

r ,, t. · l\tt. 

o bien, 

r ~· A(11., ··u). 

En nuestro caso, el v1·rl<1r r rs el gradi(·nte 11<:gativo 

de la función cuiidr1ílica F. 
llahlarcn10s de puntos y vC'clon:s l~ll un liipcrplano. Ddinimo:: al hi¡wrplano f1 11 

como l'i conjunto de p11nt.0s u c¡u~ :;;1t h-:f·11·1·11 li!:-· -.:ir-iuirnt.es Cl uacioni:'s 

donde los vecl.or<'s q 1, ••• , qA'- 11 son li11(~¡tJ11w11tP irnlqH'ndicllk-:: y p¡, . .. f'N-11 :.011 

escalares dados. Si u 0 ('S un pu11to c11 1! 11 l':->t.1s rc·!acionc·s 1-le pu('den escribir corno 

( i •. , 1, .... ¡\' ... 11) 

que cxplícitamcnk estahli-n· que llu p;t.~a por uº !)ir•'rno:: q1w mi \·c·dc•r W c-.i.l i-·n 
11,. si y solo si 

ql. w :..:_ {), 1i \, ..... \'-- n). (i.'l.'2) 

La. ecuación (l.~1.2) t.it·m· 11 su\11cio1ws li1t1~;ilml'ntc in1kpcudicul1•s. Por lo que todo 
vector u Pll ll 11 se \Htt'd1: 1·xpresar cn111rJ 11n;1 cornl1inacic'Jn lineal 

de u1, ... , u'1, si '""'lo." .-;on \-ccl1Hf'S lína\11\t'JU«~ i11dcpe11di~11it.: . .;; e!i lln· Sl:an uº:» ü 
dos puntos en lln· El \'('c\or u::-_; u~ u 11 ,,~;t;i 1~11 ll 11 y ü =u+ u0 se pud1_• P!-:prc.~d~ 
en la ÍOrlllít 

·1- lt 11 \l
11 11.:u1 

para algutttt c:lrcción di' los p¡¡r¿Ín1dros • •: .... , f\ 11 • Lil l'cu:n·icÍ¡¡ ( 1.3.:3) 1·u11 o¡, ... o,. 
parámetros arbitrarios se llama rcpn;:.;t_•ulacic.'111 paraml-trica dP lln· 

Conviene <1lior;i. d<w una carackrir.;:1CÍ<Ín de los }>\llllos mínimDs d(' F ~f·Lr\' an 
n·plano Iln, que !'ÍT\'a como guía JHll'il c11contrúrlo.-.:. !Se<t U la 1nat.ri~~ co11 {:ul1111111;1"' 



ul, u~,.,., uº. Entrn1rf·s ( l .:L:i) se pude t!Srr1bir n)mo 

u==uº+Uv 1 

dondl' v es el n~ctor r11y;1-i n1r11tHH1CIÜt':-:i son <1 ¡, ... , '1 11 . 

En d n-plano lln la función Fes una función n1adr;ítira, ya que si G c.'i la 
fu1wi{1n F n·sl1ingida al 11-p!.1110 1111 trnC'mos 

G(v) = F(u" + Uv) º' j(uº + Uv) •/\(u"+ Uv) -- b •(uº+ Uv) 

donde 

ce. ~u 11 Au 11 
- ¡,•u"+ ~v •U 1 !lUv -1 (l\uº -· b) • Uv 

~ tv • llv -g •v+l"(uº) 

ll=UTl\U, 

g -,·_uTF'(uº). 

DcLido a quf· A f'S posíti\'<l definida. y sim<:trica también lo es B. El punto 

es solución ,\¡. la cnrn.cil)Jl Gh· -- g ~~ O y1 por lo tanto, <~ UH mínimo estricto de G. 
Ento11c<·~ 1·! puitlo 

ú = u 0 + Uv 

CH un punto mínimo estricto de F' en Iln- Ademá.-;, <le la rdaci<>n 

O= G'(v) =, U1 F'(uº + Uv) ~,U T F'(ü), 

obLew:mo:; que, el p111Jto 1r,íni1no <le F cu 11 11 1:11! ca.r;ict.cri:r.a. pur las ecuaciones 

u'' F'{ü) =O, (i= J, ... ,n), 

o por la condición de qu<• F'(ü) sea ortogonal a Il,,. 

Los resultados descritos se n:s11mcn ~n la sigui,...nl f' Pr0pn'.:¡,.¡,~!' 

PROPOSICIÓN I.a.1 S1tpnu9cimos IJILC el hcssinrw A. tic una de: urrn fu11cíón cuadrá~ 
tica F C.'> positfro dcfi11ido. Un punto ü en un n-¡>lizno minimiza. a F en íl 0 si el 
gmdientc F'(ü) t'!• nr/09011al a Un, adcuufa eiislc 11n úníco punto mú1ímo de F 
Cfl [ln· 



Capitulo 1: ;\fl{()(fn !mdi<'illnol tú- qmtl:o1tc conjuu<uln 

1 

---·----··---·--·---·-·-·-·----------- - _j 

Ahora veainos como d1.:sarrollttr un ¡Hort·dimi('lllo para encontrar los mínimos 
de F en íl1 1 fh, ... 1 11,'\'. hi¡wrpL'lnos d;vlos. 

PilOI'OSTCIÓN 1.3.2 Ln.r; ¡nmto.1 ridtti11w.~ ,/( F r n li'n<l!S parnlt.!a.'l r.~ft!11 : .. nin"' un 
liiprr¡1la110 fI,11,.'-I r¡iu Jl!l·"ª ]JfJJ' r/ p1111lo 111illimn u, tÍr' F. Fl (¡\' - l)~plano i'l.v. 1 

se df:jint' 1101· mulio di' ia ffl1C1citln 

11 • ( i\11 -· b 1 ,. u. (1.:u1 

donde p c.;;; 1111 1•ctlnr diru:ci1in p11111 r·s/u:: /!¡¡ca.; ¡111nil1 fa..;. Fl 1•t.rfnr /1'<.p i." l!•)rnrnl 
a f¡N-1· 

Dcmoslniri<Ín: 
Senn u 0 y ün p1111io~ 111i11i1110.'; de F sobr<' do ..... !í111'<i.S p;-1rnlc\;1'.-> l. y /; n::;pt'l> 

tiw111wnl": ,·nmo ~l' lllHP~lrn en b Figurn l. !,;\ dirt·cci1'>n de P~t;it-: lírH·a~ sr! pl1r·dl' 

fCprt•~c;t~l1j¡1f' pül' !11Cdio de llll \'('('!O!' P l!ll ll\i\O. l',11 el plilltO nlÍllillIO (it~ ¡: Cll {, 

el gr;ulie11te F'(l/') ....:. Auº - U !._'.i or!ogun:tl <! ! y por lo ta11lo a p. El p1111lu uº 
satis far<', cntouct's, la ccnaci()n ( l.'.lA ). De ;.L',tt<d forma, ü 0 sal isf;1n· \.-1 cc11<1ri•!111, lo 

cual rt•prc.,-;c11la un (.N- l)-pla11q ÍI.\'--l• íl!_\'a nnnual e-; Ap, ya qui· 

O= p <(~u - b) = p '/\(u - n,) 'º f\p •(u - u,). 

además l.1 ccuacitín í11di1:;1. t·xplíciL-n1¡~·rdc qu1~ u .. e.lit c11 1·l ph11•> P 
Como se <lnnosln~ ;mies, l\p e<:. or!0gonal ¡1 Ús-i; cnaml\i cc;t1) ;;11c1'dc S(~ 1li1"-' 

que pes rnnjugndo (A-orlogon<1l)" IÍ.v_ 1 y que Íl,v_. 1 '" conjug.1d0" p. 
La rcpr<'~entacióo part1métriril de 1111a lí1wa /,e:> di> la. fom1r1 u= u 11 +r1p1 dnndc 

uº es un pm1t.o en /,y o es un parcí.1w:tro cpH: tr:1m<1 valores d1~ -:x: a (x., E\ rr:.;id110 



cnto11ccs 

r-apr.!ulo t: .\f,~lt)(lo tmdiciont1l de 9mdin1lt: <"oujugnclo 9 

r 11 = -F'(11 11
) = h - Au0

, 

F(uº + op) 'e ~(uº ·i np) • l\(u0 1 np) ·· b •(u" ·1 np) 

/·'(u 11
) + np • (Au" - h) ·I j n 2p • Ap 

(U.5) 

La funcitJ11 {J.:L.J) d•'fl lii.'llt' un \'a!or mÍ11Í11n) n1,ú1dn n ~ p • r 0/µ+ l\p. T1_•11emo~ 
d signicnfl' rc~ult;1<lo. 

PHOPOSICIÓ:-i 1.3.3 ¡.:¡ J11i.T!fll 11JÍ1lÍ1T10 u 1 ,fr,.. t.11 /u li11rn 11 ::-..: U 11 + np r::;fd da<io 
¡)Or fo ccuaciá11 

ut =uº+ o1P1 

d -:-:· p 1' A.p. r 0 ,, -- F'(11º) = h - JJ.11° 

PBOl'O~ll'.111~~ 1.:~..1 f.os ¡nin/o-. 111/nimos tÍl F f11 (N - l)·µlllnos Iis-1 ¡mm/do." 
1"...,fci1: f'.11 111w h.111 •l /; 1 ror1j11yrtdn a t .i..fo." lii¡1n1'la110." y r¡1u paso ¡101· d prrn/n 111foimri 

11" dr· F. 

!>1•mr1·Jmnrii:· 

Por 111 Pwi1·us1cLÓ~ 1.3.l 1·\ gradit·nt.t> F'(uºJ :.~ J\n° - b del p11!1tO rnínimo 
un cJ, F 1'!i lis .. ¡ e;; nr!Dgonal ;1 1·:-.11' hi¡wrpla.110 y por lo la11to ddw .ser rin'iltiplo 
de la 11orm;d q d(• lfs-1. lJf' Mni·tdo con t~sto t',\i;-;k 1111 11l1111t'Jo o Ld .-¡ni; 

o bic11. 

(U.G) 

La. cc11¡11:ilin ( l .:Líi) reprcsi.~ut ;t parl1.1w'•tricarn1·nk a una líne<t q1w pasa. por el pu u to 
míoirno u.~ íh~ F PU lli..S. Adt•rn,is el vector p :;:;:: l\- 1q li(~IJt• j,1 pl'opiedad Je ser 
<'nnjugad•J it l1s-1 por r,cr q !;1 nflrr11rd de este liipcrpla111J C:J 



PilOl'U:iJCJ()\' l.:L5 f.o,· [!!!!'fo,.,- 111/r11111n ... ,¡, /' r n ,,_¡1!111111~ J,.¡r¡¡fd.i.:. (,:.f,f1• r:: tn1 

(N - 11)-¡>la110 r1111j11y11do 11 t'"/(l, 11-¡ilauos q1u ¡w~<J J!rir· 1! p1111tn nu'111111n u .• d1 F. 
/:.'n vfl"a,~ ¡111/11lin1.•: dudo 1111 1'(1np111fo de.\' - 1l 1·rdor1 . ..; l11111il111t11ff 111d1¡i111dif11/1.~ 

q 1 , ... ,qs-u, ¡mm e1111fr¡ui11· nJt1j1111/o ri~ ri1/11¡¡nF 111dr . ..; f'l·····P.\'·-r1· d ¡11111(0 

11d1ii111n u 0 d1 F n1 rl n-¡1{11110 

La d'·mo:it r<1ci1'111 es muy ¡1;1n·Lida a la dt• Ll PltOl'OSICH):'\ 1.3.3 por lo qw· no 
la tk:-..u1oll.1rd)í11< 

PJtOl'OSJ<'!<)~ 1.~LG /Jru/•J u11 n-¡1/cwo 1J 11 y 1111 rrdr1t' W el co11J1t11fo II 11 + W dt' 
¡iunlo,.:; u 1.rp1YstiM1."' co1110 u~ u ·t w <·on u n1 lf 11 rs u1111-pl<111n 11 11 ¡wrnlilo a 11 11 . 
/ui:u-. .. 11111111f!', .'I 11 11 n. 1111 11-¡1fa110 ¡uimh lo a ll.1 !J w =.:. ú -- u '" 1111 1"11 lur •jiii" Ji/i( 

1rn ¡n11ilo u t 11 11,, 11 irn ¡11111(0u'11 fl 0 , ct1lo11t'1,-. 11,1 =~ IL, ·~ w por lo qr1r rii.-..fc w1 

1·1cf,ir 1í11irn p (·n11Jlff/11d11 n 11 11 fo/ fJ"' 11,, = 11 11 +p. Si uº mrnim::a (j /-' t11 JI 11 , 
cnlPnn' 11° .: 11° -1 p n11rii1111·11 a¡: t11 llw 

/)r 11w,lrnrÍIÍ11. 

St';1 llli 111! p1:1i1tJ f'!! !1 11 y u 1 .... ll 11 
\'1•t·toH."i liiwrd11w11tr· indq1_1·ndw11\I•:-: 1·11 11 11 . 

E11ton11•:, l 111 M' ¡1q¡•d1· 11·pn•-..t'n1 :ir p;1rnmc:1 ric;111w11\!' f'<JlllP 

11 · 11
11 

·t n1u
1 + ... <11111 

Sí ii0 
t'::> tlll puntn \'ll Ull !-it".'g1111d(1 11·pla110 fl,11 1•11tur11 es <'"le hi¡H'rplano es parrtldo 

a 11,, ~i y ~olo :ii ·"'~ p1wde rcptTs1·11liir parnrn/·trica111r·ul<' por TJl('dio rl1· la cct¡¡lci1l11 

El ((J11jt111to lln +\V Si:.'l'<Í 

u -- uº + O.¡UI 1 ¡ 0 1,U 
,; 

\\' ... 

= uº + O¡Ul t ... 1 o,,u". 

dond1: l-IÍJ :::. uiJ + w por lo qur· JI,, ('S pa.r;dPlo ;¡ ll11. Alitir<~ ~í n,~ ,._., p1:tralelo a IIn y 
V{~ Üll - llll donde ÜO ('S llTI pn!llO ('fl Jin )' ll(J Cll Jl 11 , f'OlOllff'S 1in ::-: \V+ UO y un 



punto ü t'n f1 11 :;r puede e~crihir como 

fl = u0 + 11¡11
1 ·~ .. , + n 11 u' 1 

:= w + 11. 

donde u es 1111 ¡i11ntt1 df• f1 11 • Si 11
11 y u0 :.->n!J, rc:-.pt•i.:1iv;1rn<·1Jlt·, lo·: p1111'•¡'- 111Í1JÍ11H1:; di• 

11" y fL,' {'Jlto11n·-; ('' \'1'( lnr p ::.. Ü
11 

-- uº c:.;t ;i f'Jl i·I 1 Is -n pliUHI f/J!lj ll.~~;1do :1 l ¡ r: y <l 

Ün (PHOPOSJClt'i¡.; I.a.5¡ y l"S ronj11g;1dr1 it c:ito« 11·1•1.11111s, Adc111Ús !l~ 1 =--~ 11 11 ·i p. 
lt1\Tf.Sillll<'lll1', :-.t1po11g;1f1JO'i q111• p 1'<.; r·r 1nj11µ;;1do a 11 11 y <¡Uf" JL1 11,, J p Si i{ 
mini111i1:11 ;l /.' 1'11 IL1: 1•11tollit'S F'(u 11

.1 y l\p -:~··n .i!1il1¡¡.., urtogPn.d··- ,¡ 11.., ,¡,. !:d 
forma q1w F 1 

( 11 11 
1- p) .~: I"' ( u 11

} + l\p 1·:-: ort o~~.nna! it 1! 11 y PHI nnn·..; al 11 ! ·Ltftú 
paralelo fI 11 = Hu t- p. Se sigH1' q111· 1 ! ¡11111!11 11

1
' : p 1'~ ,,¡ p1111to n1í11i¡n1) uº d1.· ¡: 1·11 

11 11 • Estoc:;t;:ild('rc L1 últi111;1 p;i¡\(' d1· l;1 Prupu,irÍtJi; ¡r, 

PHOPOS!C'f1'1\' f.;~.7 /1urfo nn 'i-¡Jf1;;"1 !I,. :.i ui, ,¡,{.1, v. fu11u IÍt 1.~:1, ii c1111p11¡tn 

11 11 + /-Jw dt ludo:: !o.' J!llllfri.·; 11 l ,.íw, dtiUlíiii1t1r/,,,., /irJI" lo .... ¡nnllo.~ U en lf 1: y fo ... 
números rf',·i!r .-i .• J', f ·"' IJTI (11 -t 1 )-plr1r10 JI 11 ¡ ¡ r¡111 <-IjJll!ldt a TI 11 lf li 1J 1, ; .. l lr, -! \\'. 
Fri.<:.ft 11111·1f'for1;11ir·r1 p rm1j111¡1rd,·1 n 11,, tu! q1:· Íl.. !l .. ; p ,'1 /l .. ,. l!;, ~ ·;¡, 
el ¡11rnfo 111/11/111011 1 ,¡,, /•' 111 lln+t t.~·/,í •11 111 l/11r1! u - u 0 +np. di111dt 11

1
: r': u 

pur1/o 111i11i11111 dr F en ll,1 • 

Dl..1110.-;l1ucirí11: 

Si u 0 
1"°' ,,¡ punlti rni11i1110 dt' /·'•~ti ll 11 y u 1, .. , u'· :--011 "'(·ct1)n'·' lirw,t!ti11·1itr· i;11k 

penrJit•nlcs l'll J J 11 , e¡¡t lillCI'." J [ 11 ,:;(' p!H·r!;_. l'l"!H 1''-1'\l! rt !" [ 1;1 r;1111/•( rir;t!TH't!I ~' jl~ 1!' t¡¡;•, ii• 1 .j,. 

la 1•cu;1rir"in ll :::: u0 -~ o 111
1 ¡ ... +nn 11". Si W !!!' c:-.t ,; ··:; !1 11 • h,~, \'1:r!u1• '~ 11 1 ,.. 11'1. \"

sor1 linVit!nH·1it<· ind1·ri•'ndic·rtli's .\' /;1 i'cn;1,:i1;n v "'- 11;
1 

t o 1u 1 ·t f, n 11 u 11 f .1'1,,. 111;; 

pa.rauw: fl-"' ,¡¡ ¡,·¡1 r,11 ¡"., • 1 i, .. , n,, . . J d1,1i1w11 1rn t 11 -i l} ¡d;llln l L,; 1 !JI!•· (·i111q>!•· ]; 

condicic11t('~: dt'~nil i1:; <'11 ];, / 1ropo"i(·i,',n. f \1t !a PHr 11'(1'-\lt 'IÓN l .;l..U 1•;.;¡:,k 111; v. i·!, •r 

1111\ro p nrnju1.~;1t\o a II,i 1;d qw• IL1 :· ll,1 ·i p. l·.n <.·ir1:1d d(' lit l'¡¡o¡q¡_o,,;f('IC.l:\ ·¡,;{,,¡ 
con 11 0 . .¡ 1 j11~z;:11d•1 t·l p:1p1·l lil.\'? ,.¡ p1u11o rni11!11111 o 1 t],. F t''Jl 11 1: 1 ! c:.i;i en h li1w;1 
11 .-:::. u 0 + np qnt· p;1;.;1 pin e! p111i10 111í11'1111n (k l [ 11 .\ , ... !"011.i11~;11L1 ai 111i, i!JC1 ¡: 

s(~(t {p 1 l. , ! f> 11 r l!JI ("Ol!jl!tJ(O d,• \T'C1!>1"l'.'l l\(J J!\!)i!" id\lt ll.',l!lf'Jll(' ¡·uJ1j1l~<l!i~1.;_ f'.) dn:ir. 
se ::;ati~f;1cen l;1s r('hf·i1111<": 

p' 'l':p' ~· 11 l. .n). ', L1.l i 

PHOPOSJCIÓN l.·1.1 Sta 



('11piltil11 /: .\fr'tt;.fo tmdfrional df qmdírn(t.' l'OH)ftgndo 12 

d n·plmw que r01:ticn1· o/ ¡¡unto u 0 y c.11/ti dtftT11ánado por un . .:;isttma conju_qddo 
p1 •..• 'pft. r ... ·1 ,n""º 1111'nimo \1

11 1fr F en Illl C,'ifá dado pm· la fc;rmufo 

un·= u 0 + o¡p 1 + ... +n11p", (!Ua) 

(i = l, ... ,n) ( J..t.2h) 

y rº = - F1(u' 1
) .-:: b -Au'1 e" d !'f.~iduo dr F u1 un. ¡.;¡ n·.-.iduo de r 11 = -F1(u") 

de F r,11 un c.o.;l<Í ddrn11h1ado po1' 

(1.4.3) 

y es ortogonal a 11 11 , dr. {11/ ftwr11t1 171u• 

r'. r" ;:::.o (i= 1, ... ,11). (\..!..!} 

El 1·nlrn 111i'ninw de F ftl 1In C.'i 

l·'(u") ~' F(u") ·· J(<>1<:1 + ... + cx,.c,.). (1.-1.5) 

/Jr.mo."( nirián. 

p,,r ia Pno1·0:·-iWlÚ:\ 1.3.11'\ pn11lo rníni1110 u" de F t'n 11 11 !'C raracteriza por 
el ilf'd10 dP r¡1w :::11 n?:;iduo r' 1 

:::: -F1(u 11
) (":> orlogoii.tl i\ lí 11 y p•>r lo tr~11to .tt In:, 

\'Ccit•l'C,..; p 1 
•.. ,, p 11 

1·¡¡ 11 11 • Co111(1 

r" = h ·-Au" = h ··-A(uº + n 1p1 + .. + o.,p"), 

h fúrn111L1 ( 1..1.3) '" s:il isfoce. Co111bina11do ( 1.4.3) y ( 1.-l. 1) con las rclacio11c' ( l.·1.1) 
CIICOIJ{ríllllO" que ptlfít i ~ J 1 ••• 111 

por lo que 

() :::: pi * rn = pi,. rt} - L ªJPI * ApJ = e, - o.¡di 
j=l 

c.¡ 
Ü'i == ;¡;· 

Para obtener (1.4.5) usamos la identidad 

¡;'(u+ p) - F(u} = p • P'(u) + ~P • Ap 



Cap{/u/n J: Al/todo (1y¡dzcio1rnl ili !Jrt!rÍÚ:nh roriji;qruln 1:1 

con u-::::- uu y 

p =uº - u 11 
::= --n¡p 1 

-·- . -- n11t-1P 11 · 

Ya que pes un w•c:tur sobre 11 11 , e~ 1JJ!l)gonal r: F''(u'1) :::. -r", de wl iorma r¡uc 

F(uºJ - F(u") = p + F'(u"¡ I· ~P • lip 

" 
= ~¿º~Pi~ f\p* -:· 

¡~1 

por !.is 1elac.:iom!s de runjugación ( 1.4. l) y (l. l. ~~h) Et 

PUOl'OSICIÓN 1.4.2 Sea {p1, .. 1 p"'} un ;.i,.,fr ma u111j11yr¡do de i:crl-'HYs. JJ11r11 Ull 

punto dado u0 
1 sean u 1

1 , •• , U 111 los ¡nrnfl!s (hfinidu:• rn:!lrsiva11U'rtfr por ti ht~clio de 
que parn cada n + 1, l S 11 + l $ m, r I p1w!n u'1·l·J minirnic1; a F sofm~ la hura 

11 ---· 11 11 + ap''. (J..t.G) 

Rntoncr:.-> u" y d n: . .,irlito r11 = -F'(u") ·'º11 

( l.<l.lo) 
r" = r11-1 - o,J\p111 

1/o11dc 

11 n--1 
c.11 - p ,. r (U.'/b) 

El punto u" mi11ími::-r1 a F en d 11-plfw" 

(.j <TI S m). 
(J. l.S) 

(11+1 :::j Sm). 



/)t'mo5fmcirin: 

Comc1 un miuirnii.ü ¡1,. r cr: d i-p:.1nu ( L LG), ~:f' !'ig111~ dt· la PHOPOSlClÜN 1..1.ll 
(011 un-l tomando rl ptqwl di• u'\ q1w un y r 11 fü• pucdPn f'scrihir corno •~ll ( l.·L'i'J y 

<pw 

(n oc· 1, ... ,ru). 

p", 1.Ji 1:=.": 11 11 • (r1 __ o/\pJ) = p"-.. r'
1 {j / n, j == J, .. .,rn). 

En C<Jlbt~l"\h'IH'ii'I, u~;1ndo j 7~ n, ... '11 - 2 

pu ~ rº :-;:: p" 4 r 1 :.:· . , , ;:: pn • rn~l ;:::= Cn (n ::=m), 

(n::=m). 

Esto den1uf•:.;t i-.t la rt•l:i.ción l i A.6). ( 't1111u c1 ::- p1 • r 11
1 •;e sigue ti,. In PHOPOSIClÓN 

1.4.1 qw· u" minimiza a F Vi\ (•l 11·plann m 

1.5 Método de Gradiente Conjugado 

Co1nn <'•>11'.-1 c1w111·ia tJ,. h1:.; {'t's1iltad<1"; ankrioH·:; 1 par;t 1:1iními~<1r lti.. Íllnl..'il'111 oi.1dr<i· 
Ul¡1 F ."t' jil!•'di' utili1.ar 1111;1 111tit;:1 iter,1li\·1t en J.1. qm· h<lhiPndo <'ncontraclo 1111 
¡nrnto u 11

·-
1 qnc rninit11in~ <t la f1111ci1'it1 F sobn· [1 11 1 y un.:. rlin·c('ilm p" co11j11¡.;arfa 

B 1! 11 .-1 1 <'tinrntr;1n1t1s d !Jlllllo 111ínill10 u'1 e11 lln mi11i111izando la funrfr)n '.iiihrt' h 
!úw:t ll ::: 11 11 ··! -i- npn. 

E: 1 ;• IJlf~l1ido 1 lbmado dt· dirc(cioncs conjugad;\.·~, se p11cdc formalizr1r nimo si-

PASO INJ<'L\L: Sl'lerrio11ar m1<1. es1i11111.ci('.111 i11ki1d uíl dd p1~~1! 1 ) 111í11imo u.~· Calcular 
el rcsid110 

r 0 ~ h - f\u0 

}' seleccinnar l\D;-\ dircc<"i<.Íu iHkia.l p1 f. O. 
PASOS ITI:HATl\'OS: Habiendo ohl('flido la cslirnació11 un--) (k u~ 1 ~~1 residuo rn-l y 

la dir1·cci{)11p" 1 cak11lar una 1111eva aproximaci<'.i11 u» y s11 re:~i<l110 r 11 por medio 



dP \n.s fórm11la.i; 

p" 'rn·-1 
011:::::-----·-, 

pf1.;. Apn 

f.\p" ~-;: h -·· l\u 11
• 

:1.: .. :.:) 

(!Alli) 

Seleccionar cnlonn•s 1111 vector p'1 ·t 1 <·onjugiHlo a p 1, ... , p'1 , el'. dcrir. un vector 
pn+I liil <p1r. SI' Clltlll)lt111 lr1:-l ri·b~:i•1fj('.'i 

p 1 t Ap 1111 O, (.1 = l, .. .,1t). ( ].;¡, \r:) 

J[n:-;ta ahora JH> lw111ns d1'Íinido n1:íl1\i di11•cfiot1l':i conj11g1ttl:1.'i p 1, ... 1 p
11 atili

Zilrcmos, 11i c~Íllil) l.1~ ,,\,t¡~::dn.·!ll1.1 :: • .-\ ,,,nli11u;1ri.;-',n dn·o:ann!li1rr~1no"i 1111 conjunto d1~ 

direrciotws co11j11g;Hli1s par! i('11do de Vt'd<1re;. wíi .... , w 11 lincal11icrd e indl·p1·odic11l1·."i 
11liliztH1do d 1rn'•lndo de Crnrn-Sd1111idt.: 

pi :..--::-w(I (l .. "1.?.o) 

" 
p'H 1 .-.:..: wu + L du !·l,1P1, (l.5.21·) 

)""·¡ 

donde, pn.rn j = l ..... 11, 

( 1.5.c'.) 

El 111úodu de C:r;l;T¡ t~d;::~:l!\ ~<"•·¿~111': 1 1;111, <.,f• :-;;d.i:lfr1ccn bs n~l,tcioni·:-: couj11~;a
d;c, [5] 

p' '/~p" ce O, (j j. n). 

El algoritmo ( 1 ..... 1.::!) r.!1.'ll<' la propi1·d;H\ dt· qt\(' t·l \'t'cf(/] W11 S•' p11e.-l1· -Tkrcii1uar 
t.lespué::; Je que I~).~ •;t·ctorcs p 1, , p 11 ~,, l1;1n n1kulado. Por snp111:stn 1pl!· wn se 
debe f'~('.Ogi>r dt' tal forrn•1 cine \Vo \ ••. , wn o •:q11\\·.-de11\<'1Jlf'lllc p 1,.,., p". v .. ·" sr'i\ll 

linealmente in<kJH'lldii·utes. 



('0111l~do 1: ,\lc"fiido trwhrional de 9ruifi<11tc conjuymfo 16 

En d algoril niu CD ;-;1' han sC'll·cc.ionado lo~ puntos ur• dl· tnl forma 'lllC su 
rcshhtü r" S('ft c1nogon1d <1 p 11

1 
;,Cómo podt·mos utilíz<1r f-slc lwdio para generar la . .:; 

dirrrcinnr>-: p 1 .. . p 11
Tl? Supn1H!i1111os qui~ l1c1t10" csco~~ido el punto u 0 y la dirección 

p 1
1 adt1m~s h~mos (';1\ndadü r 0 , t.:·ntotH'f'S u 1 u 0 +n1p 1 donde n¡ ::t' d1·1lnt· J•\11 

medi(J dC' la f'CHflr:i611 ~J.r¡.ltq. E..-la info1l11.11.i(·,11 ¡n·11tutl' C.'.'.ln1br r 1 -. {, -- Au 1, 

com\·) hahít11110~ sciialado i1Ull'~ r 1 es ortogonal a p 1 r por lo t;rnto estos dos \'t>rtort·~~ 
son liw•alnwnt.í' indt·¡l1~t1dicn\1';:. Es por c"'ltl (jlil' ¡1od<>mos genPr<ir p: ::.--; r 1 - ,'1:_,1p 1, 
dom1" /12,1 t'st<i ddiuidu por la fúnrnil•' (LfL"2c). Así p 2 ser<Í. un \Tclor eo11j11g.1dn ,, 
p 1• Sig11ir·r1dn <1:-:Í podemü:.; (~pncrar la b.i.~;e p 1 •.. _ 1 p'1 * 1. Formalil¡11iclo: 

donrlt~, pn.r;\j ::;. 1, ... :11, 

n 

P11
-i 

1 ~-: r" + 2: //11.11.11>-', 
J'--'I 

(l.fda) 

(1.5.:lb) 

( l.5.3c) 

Es imporl ;mi e 1-i:cnlcar qt1(' t 1l l1i¡H.'fpla110 ! l 11 se pucd•• <'!;r:rihir p;11 ;unl-lric;uncule 
como 

11 11 .-1: u::: u0 +florº+ ... + <1 11 r", 

r:> decir, IIr1-¡ ¡ :._· U
11 + ~~l.'lt {r

11
, _ .• r 11 

}. Estos hipt·rplatit)~ sm1 co11ocido:; nnno ~~;;.¡ia
cio~; :dl11t·:-. dt' I\ryio\". Ptn otro lado ::>fllwmo:. q11<• rn ~ 1 ('S orto!~onal it e~t1~ hi¡)f'rplanu 

ü, lo q1\I' 1•s lo mi.-,11111 1 r~ (Jr!o~otrnl ;\ r 0 •... , r". Co1110 r~sto .sun·dr par;\ n1;ilquier n 
k1wmo;; J;1~; rl'Lwion«:. 

r' t r1 =-- ii. (i ¡ j). 

El •osl 1) comp1!1 a1.·iu11;1J d1,I algoritmo ( 1 . .1.~J) L'!> muy alto porq1H· es 11L'cc;-,<Lrio 

guílrdar la i11forn1acii1I1 d•.' tudo:--; ki.; vectores p 1 , ... , p 11
-.
11 que si: \':t.ll gt'flLTilIHlo. 

V<'alllos :1i ¡rndt'l11t'1s reducir \,1 1•xpn:.,~ió11 gencíal del vector p"--+ 1. 

PllOPOSICJr·,, 1.5.1 [",, d 11/!Jonfow (L5.:l) pl' /lr" =U si j < n). 

Dn110,-,ln1ción. 
Del 1.1.ia) ::;ahc111u:-. qu\· ri - 1·f-·l ü'jJ1.µi

1 
cnlnncT:o: rr)\p1 :::: 1.J-l - rJ y 

tcnern(1:; 

si j < n. Cnrn·.) º.1 110 e-, cero. pi+< A.ru =O~ 



Como ro11se<:11e11(~iil de_ esta l1topo.i.,1ci<l11. II11idifi\ ;,un1:."d -":.t,ll1•.i1L ~\ :·:c:1:._i d('\ 

· I 'l (! "'1)· """ 1 - " t .¡ " 1 1 :¡ . p .A, a gon mo .».~ . p :-__ r · · .· ri+IP • e c11J( f', 11 ¡ l -- - r·;r•;¡-;•t · 
Es importan!.<~ ohf;t'fV<H <111(' d Y<¡h1r de la. f1111t·iú11 ( l .'.1. l) l'll l!ll \'1· 1-\nr u •''.-> i¡!,11<11 

a un medio <fr }(1 11on11;t (a.<,ociada éil p1odu, to int~'rior (v~ w) ·-v .. ¡:-,-·\.,·) df• ~11 
residuo r =-= A(u., -~u) m;i..., nn•t con.:,\a11\1', y<1 q11r' 

F(u) +~u~• h -_~(u .. ·-- u) -- t1..(u~ -- u) 

Entonces, al minimizar la funciú11 (J .:L l} :;obre t'\ H-t":-:i1110 cs11•1cin clÍÍ11 de l\r) lu•;, 
irnplícitamenle estamos mi11imiza11do la uorurn <Í(·\ n•:..iduo. 

El nlg:oritmo dl' gra.dicntc conjug,ado que )'il inr\11ye d c;Í\culo de ltt base cu1iju
ga<la e.: 

Algoritmo ce: 

PASO INICIAL: Selecciou;H un punto u0 y cakul•t.r 

p 1 
"' r 11 = h-·· 1\11º 

PASOS ITCHATIVOS: llabicndo obtenido u 11
-

1 • r 11
-

1 y p 11 cnlcul;\r u'1 , r 11 y. µ 11 ·! 1 por 
medio ele la .. "I fórmulas 

Cu::-.: r11-·l "r" ··l =- p11 +- ru-1 

TERMINACIÓN: T1:rmiuar {•n el m-é:.;im(i p;isü si r"1 :::::O. 



Capítulo 2 
Modificaciones para el caso no simétrico 

2.1 Introducción 

Di~ri1tirr·m11:-. c11.t1 rn nu~lodo-; <kriwulo:. <ld rn{·todo lll' gradiente (·011jnr,a1h1 para 
sisl!'rn:i ~· d!' i't'U.11 ¡, 11\i':-< li1wak~ llO :-im1~I rin1~. q1H· <'!! :-;11 Íin nrn 111íttricia\ P::rrihírt'mos 

como 

(~.l.!) 

dot1d<~ r t•:-. ilú :;i1n.::trii:a y JJO <>ingn\i-ir \•rilll('l"O di-.culin•111os Ulli\ <•Xle11si,\11 0J1yj¡l O 

11at.11r<tl ¡s¡ <1 111;1triccs no sim1..~tric<i". 'Jlll' ..;(' ohtie11P ni aplirar el mdodtJ de gr.ulic¡1t1 

('.Otlju~;LHlo a la cn1<1(\,;u ri:."ttlt anti• d1· ;1plicür pT .1. la 1:cu.ici/H1 {?..1.1 }; Lr. 

en lr1 r¡nc P.. pT¡¡;·. Oli·,..r,·1";1• q\,1· b Iilidriz íl, ;1:.] 1!1'finid;o,~ t~ ¡w.:1'.;,-1ri<11;wntí· 

<11~ di11;1•1i,;i1'i11 .\' :-. .V. p•.1-,it i\,l 1kE11id<l y si1w"t rír;1. \lu; c-:-.ld mic.:11111. d m/·todo dt~ 
~,1-.1di<'nk coH.iH''.i!.do ;·-.. qi\ic;lf,]!- ;! \;\ cr11aciún (2.l.:n. Ya q1tc la C'CllM'Ít)TJ (2.l.2) 
r:s 1;qui\'<1l1·1tf•" .:1 Ll oii~~:n.~l j:?.l.i :. c,-,ta í''> JJilíl fo1rn;t di• ('X\c·JHkr t'l 111:·vnl~1 (h• 

grc1dicH\í' ru11.i11~~<id:J ;1 n111llÍ•'··. Jti· ,¡nw11i\;1;.; 

l, ...... 11~iu: \¡ .1,\'..'b(1f.J'-' :--••11 ,.¡ (;, :1.;iduo ninj11:',<Hl1> g,1•m-ra.\i1,;1do {C('lt), ii'-'H(k) 
y OBTJlC¡~,tJ:<(l,·i, Et1 1~·;tli.\;1d (;¡:Jt 1·-> 1•\ mi'·todo li;Í.'.,ico. n111·n1ras 1pw \;1:1:0-) 
n HT JI()).\ J'., ( I;). ::., 1.:1 .Ju:; .-.í111p\i li• ;1!'Í11t1c> {y 1'11 ri1 Ti.i .-;1·1:\. ido ap1 t1Xillli1Cl"l1i'" d,.: ;~ :n), 
{ple di-·:nitPi:-···;1 d tr.-ti1:~jr1 .11' p!·ui-,·::o,:•11i1·nto y t•l t'-:-p;1cio d·~ llWlil•.:tri:1 t1·r¡t:nidc.~, !'\¡ 

cada p;1:.1/ rl:' i11•¡;11'ii~:). \)1 :-dr.• }1\,'j.:1, i'il i c,lrnpliíi· ,-il"i(l:,~·'.: tif il~:I\ llll ¡111·1~[.-_i- m!1:·:tr.:~;. 

que CHt l:('li, ~.\ Jlu t"\i~.t; 1 'r;,11 c11u;"-' ·h· redo!!d:·r,. h. •Jlt!t·i,~n :,P. r,Ji((:11dri,, 1:1. ¡\ .. 
itcrac¡111w·: t u,u!' L1 q1;!,;, 1T1 1 :\nd1i'1 c.·,11 UilTHOMt~:( /:)o r;t :n(l~L no ii:ty 1iu~1 ga: :in\ Í<t 

birn;i,1,. 

S<:;1 u 11 !.\ ~q>ro:·:i1n•1(i,)11 cn./·silllil ;1 Ja :·,1il1Jt·iúu 1:, .¡,.¡ .-./_..;t\:u1;" de ectt:-tcinr'' :• l\fü'a.lc:s 
(2.1.i). dutn!1: P' , . ..; u11;1 11\illri:.: "\" < !1.: dimf.~nsirn1al 1~1, :-:;im(:trir:~. !)('¡¡ r 11 ;·i residuo 



corrcsponclie11te, dado ¡1or 

Si aplicamos ce a ('2.1.2) ohtem·1110) d algonliw; ·,igni1•nt.-: 

Algoril 1110 EN 

PASOS ITEHATI\'OS: JI;¡J,iPHíki ohknidü u 11
-

1, rn·-l pn calcubn u'', r 11 y p11 +1 por 
rm•dio de las f6r11n1 las 

(L.'..!<1) 

(2.:Uh) 

Este al~oritnio e~ ,1plir;1hlc ;1 un,, ¡¡;;\1 fr.·~~ 110 •,i¡1¡1:1 riG1 y no ;-:ingul;ir 1·ua!qu;1 r;1, 

Sin t'mkugo Lit'lit' l:1 dt><;\'e1l1 ;1jr. dt• 111y la 11 {·-.:i1r .~ <'!;iroxim;_tción nr• mi11in1iz:: ;\ h 
!i::-:'.·:·~:: ~! .. ~.!; :,::!,,, '~ j"' '·' 

Es decir t¡Jlí' r:1rn t.1·T11·1 .lr lo:-. 
en l11¿~ar di· ~~ F..;t ;1 1H1!1 i!)¡¡, 
vcrgcnciil i],.¡ 11¡¡_'·t1H!n. 

.J,,. !J1'¡~;rp!•.'d;1 

! ', 1 r n-~ 1 
1 i' "'' ] , • ;' ' l i '' 1 ' ~ ; !~ • lÍ !. J ;1. •:r: j · • r·; 1 1 ., · ¡ r 1 · 



P,Cll j r 0 
•. (:2.:l.l) 

El algcir it IJJO 11:.r;: ¡' c11i:.~.tr '''"( ;1 ni in i1ni;-.1ci1}n 1-s sirni!~1r .d {'l.:~.1 ), pt~!o mci:-. lahürin.so. 
Supoug;inw:::; ipw h1'fllu': lom:1d•l p 1 :~. rP et-· Puº y lwmus íi\kulado 

donde 

1-·I 

p' "'r•-1 + L ¡i,,p1 
1:.::) 

(1 -~ l, .. ,11) 

P1·1-1 "Ppl 
fl¡1 :=;- -- -p r;1·~ ·¡-;p1 

y r1 }¡;¡sido calcnlado por rnr·dio <k l.i.s fflrn11ila.<; (2.'Lla). (:2.'l.111). El nH;t,Hl11 d(~ 

gp1.Jic111t• conj11,1~ndc• i!~f'.fI!lr,1 1¡1:1• {'! \"(\ 101 pT,. ... (''.~ orlfigonal it p 1 , .... p" )' JH'r lo 
1 a11t1.1 ar¡¡, ... ~ r 11 ·-- 1. Par;i ).';f'rJ~·r;1r 1111 \'n:tor p'¡ • 1 orl ogono! ;1 p 1 , ... , p" rn·rcHit ;m1m1 

qtw r 11 .···t·<t li1walr1H·111,. iJtd1·pe!Hli1·111" <le r 0 
1 • ir'' ·; ,;,l{iH·· C(111dint>r!•'s 11<·c1·:~i!ilrnO:-. 

i111p(~;· ·1 .•.;nL; '' ¡i;¡;·;1 qr11· d '.'c<'lnr r" cumpla ron c.'.ta cnndici('JJI':' 

:-;1.,. -::1 11 1 .~ 1,rH O, :;:t <Jl!f' P rr1 1·s or!oi~onal •~ r 1 :>i 1 (';.; n:<ly11r q11t-} 

~ t:IH'J J 10~ 

,t 11,1 r' 1
)-:: o,1r

11 
.- fTr' 1 

- 0. 

por !o <¡ll'' 01J ~-~ • • • ::~ n 11 _ ¡ ~:_: /) porqn_c r 0
l ••• ,r 11

·-
1 son lirwaluw11t~ índr-:w~:r!i•·;;~.--~. 

Ent<111n·~ hil''ltt cou pc1lir '1'1f' 1.! • :~ 1 u .. ~··l distJJl10 de n~f') p<tra loda. uf O par.1 
q11e r1· ~e;L lirlf'fllr1wntc iudq.1·1idil'11k d<~ rº ..... rª·- 1 . 'ii ~;up1,11ernos qu~· b pMtc 
::;irrH~I rif';i dr• '." !>;; jJ11:-.ili \'ü de11111da l''IJ('/flds 

y la r~'ndki,~;; :-·: t u111p!1·. 

l~n 1'l nir'·tndu 11<• µ.r;idÍt"'HI(· cunjugado inicialmente ;t_p;1rccif'Iu;, !n::; térrl!i11os íJ,
1 

pc;-d t·j) (':,t' l·:·[; .. o :-;:imp!if~r·1~!lJíl'.~ J;¡ r'xrm·sión ( r .::i.·1) porrpw /i,j ·~r;¡ n•fcJ si j < i - l. 
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Ahorn frn('rno:-; 

u -- 1, ... i -· l) 

Sabemos q11c ri ..- P T rl e•:-: n·h-i :-:i j > i 1 pn~i c:~o 110 ;:ucNle c:1 ::slC' r,L"1ü. 

Si Pes una matriz no si111r'·t,ri1·;1 u1n p;u t•· '.~i111t"1 ri1·:~ JH>''iti\·;i d"flJJjd;¡ nhl 1·tJ1•1110:' 

el algoritmo del rt'sid1w conju¡.;ado gcu1~r<tli.ndo (t~<'H) 

Algoritmo GCH 

PASO INICIAL: Esrog1·r llrlil :1proxi111acil.1l\ ul1. Ci!lcn!ar p 0 = r 0 = u -· Pul1
• 

P,\SOS rn;H,\'1 !\'O:-i: ll:~bi 1:ndP uLt!'!lid,.· nl! 1' r" - I y p11 1·,1k1:L~ ;· uu r" y p'1+1 

corno signe 

l?p'1" r11--1 
fin := -·---·-------·, rp11 ,._pp:i 

" p 11 ~ 1 :-:: rn + ) ...... f,~n ¡ f.J pi 
l-::.l 

TEHM1NACIÓN: T('rminar en <'l m-c'·sirno p;i.-.n si r'11 :.:-·:O 

Si no c~xi::;ti1.•riin crrurc:, d(• rt'ck¡nd1·u. C~CH obtcridrí .. la solución C'Xact¡1. ;d i~ual 
que gradicnt(• conjugado: 1_.n a lo m;Í." :V itcrd'·ion<·..;, Si11 embargu ;tl tra\Jajar u111 el 
sis!enm rk vec1011!s (2 .. 1.l) t'. .... n~·ce.c;;iriu tu.d1i••1Jt'r t:I! L.1 11wmoria d .. !d 1i1{·:1¡niii<1 il 

la hasP d<' \'Pdor('s dP\ (':·ijli11·i1, gc1wr11d1) ~1ur t·'.~111s 1 por l.-1 qtH' d lr:i!1aj~) y 1' . ..;p;1ci<i 
de memorh r:'r~m'fi{!.''.' r:: r·~1;:!:~ i11·r::··i,-·:? , ... !!111" :~r.11~··1!' ,,; \' 11• r·<:. 11,._ 1.i,··1,,,i,,_ 1!p 

CCll(k) y OHTH0~11N(/:) son iJ,¡;; rnndjj¡, ri: i\1rn·-; it CCH pMa di·:.n1irrnir 1•! tr,tl1.·:1.> de• 

procesami,·nt.o y d c~p;lc.:in d,· 11w111u1 i:1 1 t •.¡w·1 id1:.:1. 
A dif.-rcno::·ia <h· lo didin ('JI !;1 s.:1·c!t;i1 1.:1. f'n el 01,~todo d1' (--;(;n ~-(~ rni11í111i;'.:·1 

la norma (•;iclidi;111a dr\ r('..;iduo d(: L1 f111wi:j!t (i.'.LJ) S1)bre c;1da !'-'ulw:;!,:•-·i<, :ifín df> 



2.4 Métodos <:<:n(I-) y u11r110.111.':(I:) 

Vin..:i1trlt> !H] prn¡rn'>o :111 111t'·t..ido \l;¡¡¡¡;:ir\,¡ OllTllO~ll~{J;) cpie es si!~Hilit-<ttiva.1I1Pnte 

meno:- Cti:.i(J<:1¡ ]lill itn;1ci1~11. En \'('/. d~· ht\Cí'r p 11 t I r f P-ortogonal a toda:-. li\S cli
p•ccin!lf'O.: ¡•r1·1···· lPflt•';-. \ p 1, .• , p 11 

}. si· p11t•de han·r P TP·tHlug,ontd 1'inil iHllt'nk íl Íc.i::> 

últini(,.., f; \'('( \q!l\~ {p'1 
l·I -I: .... , p11 

}, de L1l forma. q1w 

1) 
11 1 1 

- r
11 + )~~ //:1 ¡ 1 .J P1 

• 

] -·11--k·! l 

COJJ fi 11 .; J.J, j ::: 11 -· k + J, ... , 1! di:Ji:LÍilu . ., C~HllO CTl C:Cll. r\:-.Í. lÍllÍCitlllf'llll' t<'lll'!l\0.:-.' 

q1w ~ut1rd.1r \;t infonrw.ci(Íll df', ;1 ]c.~!!'~"· ¡,. \"e<lon·:-. 

Oir;t po~ti)tiidad l':- r,.·1·11i¡1t·1;11 ,.1 ¡,,, ,1c:.i /,; 1 11, r .• ,.ic:1v.;, U,m;1udt' c•.ntl'' .1:11i·

xi1rn1CÍ!.,Jl\ inici;il al últinw \"("·t111 1'!:' .t:i1;1d.1. l\111",·,11rn·1ik, a lo m.ls k n·ctort'', di 
rrn:i()u tif'll"ll (¡11c SPr soh·r1du', d·· \,¡\ f111m;1 qw· t·l c:;p;:1río d(• t111•mori;\ 11li\i;;;¡du {'S 

el 111i~n10 quí' el rl·' OHTI!• 1\\¡~:( 1:1. :-~i1i rtnhargo t·I ~·os.Lo por itNi1ci<ln PS nwnur y;~ 

que el\ J',cncr.d :1:: 1~1·111wr .. 1111·11ur qiw k v1:rlon-:.; :~e u~a\\ para ('1trontr;u p'' t 1. E...;t<' 
111/·tndo <,1' i·,,;~ ... '.· 1•,i,¡, <;t'!l{l··) 



Capítulo 3 
Nuevo método para el caso no simétrico 

3.1 Introducción 

Hcvisarcmos IJ11~·v1111w11I!• d rnl-rodo dt· .~r ;1dicr1I(· cn¡¡jngadü h.rtjo una ,',pt ka di~tí11f h 1 

que nos {H'rmit ir;t itil ru.!11(\r un<t id1•;1 pr{,p!!f',;ta por L 1lenf'ra [Jüj y cuyn dr·s~1.rrt1llo 1 
análísi:; y pfü':,Lt a pn1cha <"l1flio JJH:flhlo d" sohw1(ltt dt~ .':<}~tcm.1~ un ~imétrin:i~, '''.l 
uno th· lo:~ 0i1ji-l i\·ns ( 1·Hl1;i!¡·s d" <':-t él k.,i\. Sv ( :m:.! n1irá11 ap1oxima1..'ione ... "' J;,.; 

solución de la (•cu;u·itin 

1;,u :-:_: b 

{J\ positiva dl_'fi11íd;1 y ~i1111',tric;t) qu(' rninin1i1·1:il ('! "!t'U! direcl•mwntc .. 1;ill utiti?ú'. 

lo'l ft11u.:icí11 <rnxi!íar (1.'.Ll) 1!cHuid:: 1'rt '.'Í cipÍidu l . .\finimiz;uvmo~ l;~ ('('Ht1r:i1~1,: •.1; 

:;uh~h .. p;\,·im: anid ;,du; 

li¡ ( .... ''- !I;, 
de l.1 :-;igtiit'il!(' :n:1t1•T,i: ~,11punicndci q;w t.'! 1,·ec!1,r u, l'"'.S l"OH0cido. ('11(·07¡!r<1ri:1m1.-, •,: 

vr:ctor 11 11 
1·11 1/ 11 qn=· d1·} 1 ,.l t!IÍl!ill1<> ,,:·r:ir t·~' -:--- 1¡ 1 -- 11;1 1·J1 (';-.(' p,q·¿1 

cslo h<trt:lll\l~ usu d1· 1111 prodnc1(11·;,1·<ti.it n1:dq:1in;! ( . ·¡y al l't1n,¡1tnir i·':r.:·1 ... i1.'i• 
gP1wr;d del algu1it11\•.J dl'!i11iremu'- cn;i! "·" 1·! prridw·i n in1 ('! [or t¡ll!: \qn·.-r·1\dr,i n! ilil::tt, 
¡rn.r;:t <¡t1t', 1 ndm; Ju;-; l t'·rniino;., qn,~ a¡i;tr1'/,,.,Ul .~1' J.>tH:·i:t11 rnkular. 

Eu el r;1:-;n 110 «im1'.·1rku modif!c;11 t'!il('" 1'¡¡¡¡,-;i!li1'til(' ,,¡producto c:'«;-d;1r ;1. utili1.;u, 
es decir, l1g, c~-p;irio" d1• l¡úsq1w1Lt <;•.:r;in Í11', ini~u\,1~.: (1ui:·. ¡¡el 1:a~;(j :>i1JH~i¡iu1, p1:rn 11·11 

drf'BltYi la w·nl11j<i di· qui•,.¡ prodwl•i in~··;i.•t d.'· ¡·;¡-:·1·"l(1 nor h non11:; cudidi::·1H. 
al que bcint"J~; denoltu!o ', ¡wrrnili1·,í • 111-tc•'l inr:;i,- \,::i,, !.'·1inino q11 1"' ¡¡¡·r1:-.iL1\11q., 

p:-¡,ra ínici;1r t'l :tlKorilirl'.¡, 
En (•sic C'<1pi1nlu 1n~idifi1·,1r,'111(l:-: ,:t (\lii' '":¡: h•t ulilí;r;1d1J, p1'<.1píc:, d,·l 

c;;Jcnlo y l<t 1-;»oiiwlria ;n1.dif ¡, <1. puc 1 ·- 1u; !Jítl"tl d t'!rfo•¡iic {!3°(1.lí!;;1lo ulili',~;u 

ahor·;1 d 11 ng11;1jc d··! .:íl,~~1·Lra !in1·;11. 

f.L?i} 
dorn:lc ¡:~ 1·. "1"' ::;:~í1,ir :in:-:ilÍ\';1 ddliiid;; ~· .-.inh'-tri1:; d1· :\ '/ l"/ 

Sea u.~ h :"~!:i ... i1)11 dl' l:i er11<1~ iCn1 1,:i:.~.l ,1 (; 11. •• :..:;. '! 1l1f•1·111n• nn .sn\"·~J1:1ci<: ''·' 
torial IIJ <1<' HlX dP 11n¿( dimen:;11-1n y :.iq)·JJJ.l'..:mn 1¡n•: ( • ) c·f; H!I pn)d11cto e:J;1!:1!· 

que pcrrnítc caknl;lr \11 prrJy<'((·i01; u 1 d" u.~ ~;u~11i; ff l· n 1 e·.; la pii1J1('.\'a ;,;,;'Jxi1¡,;:_¡:i,"n 
a la so!i1ci<)11 uJ. Es irnport,ilnl<~ b:ici 1r r1c¡L1r q1: 1 • u 1 e;('¡ '.ºPr1•lT de TI¡ '~\)(' d:> l.'\ 



C'np(tu{o S: Sun·o mltodo pam 'I rtJSo 110 ,c;imétrfru 2·1 

r---------·- ·---·-·--·----------, 

1:rwr de 1!1ill!.llitud llh~nor r1·~¡i(·ct.o al pro<lucto escalar ( 1 ). E!-l decir~¡ el error que 
correspnt1d(:-:t n 1 es 

e1 :--=u.~-· u 1 

y \' (•;; 1111 c·kincutn de ll 1 con error 

e= u_, - v, (:1.2.2) 

cul.011c"' ie1/ :_::je[, <!onde [/1111' -~ (11, u). 

Ahm'<t qu1~ri·111os t.•nco11trar un w·cl.or u 2 l,11 q111! lü norma ch•l error corn:spon
dil'n!.c e·~ sc<t menor que la d'-' e 1. P•tra esto 11cccsitamos ronsidt>rar un 1'5Jrndo 11'! 
distinto d1• ll1 1 ya que ning1í11 n~ctor e.le (>stc 1'dtirno cumple con ~ta cont!icil'>n. Scu 
lb utt subc~pacio ch• lRN de <limeusión dos qt1e c.:onlr.n~;i: a rt 1 y u2 la proyecd6n 
dr u~ sc1hn· H:i- :\scguramns quP u:! satisface lit rondición pc·dida. Ve.1rnu<;: 

St'ílll a,= {p1
} y· fh, ~ ip1.p2 ) ba."f'S ortogon:dc:,de ll¡.y n.! re:-p 1.::ti·•·\iW:lill>1 

cntmice.-; 

ul (u,.p') ' 
= (¡;i-;-¡;¡)1' ' 

1 



Usando la ecuación (3.2.2) lem'tnO< 

Las norma~ al ntarlrado dr e 1 y e~ sc111 

ct1to11ccs 

Fl.2.3) 

De esta forma pmh-11H1•; co11~lrnir n!ii1 ~uu·::.i~)n df· 11prn:-.:im;1r:in11,.~· u 1 •... , un 
tales que: 

¡; .. '~ !_ .... 11) 

(:!.2A) 

clim(lll.),,k ¡¡ .. = 1, .... 11 ). 

111e11, e .. r 11,,. 

Si construyéramo~ N aproxi111at:ion(·si us :-."rÍi1 la <..:qJ11ción <'Xi1rta. 

Una manerft. <le rr8olv<·r la c>ornci(Jn (:t~~-l) que :-:e basa en la mi:~111.i ídt>;. <'.-5 



Ca¡iilitfo ;t. .\'111TO rw.'iodo J#ffH d rnso 110 ..::iudtrú·o 26 

(1 o e -:;:::: u 1 - u (:l.~.7) 

SaUemn:> 1·11torn:1·s qtli' u~ -:;;.- u0 + e0 , Si <'ncon1r;1mo~ .qnuxí11t<tcio1w~ wJ.: il en 
por nwdio dt~ !?.s proy1·.,·ciu1w~ dt' 1·stc l1lti1110 a lo~. c;-;pacio!~ 11.l. ronw lo hicirno:. 
anterior11w11tc con u .. y Pll 1•.-.te ca.-.o 

(:U.8) 

t•.-;tos vcctün .. ·s :-:on .ipro.-.;im<tl ioiw~ '' u_ •. 
Tt)do ln d''flhhl 1adn para 11l- 1·~ \';ilido p<n:1 wL 1 n saber: 

(3.2.!I} 

(:J.2.10) 

f"w n1rnpi« ia cow1JCJul! f)."L .. l} HllJHh'Sl.a sohn' c>.i. E'il.a última -::.Pr<'1 la forma <J,. 
fll'01Tdi•r l'tl f".;f1• f¡;¡Ji;¡j,·, 

Pla11lt•c1do a:iÍ e! prohk111;-t q1t1~dít11 \'arios punto.': fu11<l<11111·ut.;dp~; por rc·wlv"c 

l) ,;,Qn/• •!:ip;1 e íos \""t"C! oriak:-; n111\·ien1· cscog<'r? 
~)i.~ 'ónw pod1·tno:, cow~truir la~ hasrs de e:c,tv; c:;pacins dt~ forma dic¡n1le'! 
:n;.liw~ prodnct(J', 1•."c;:br1.", JH'r11Jílc11 enc.011trí\I b proycccir_.111 de u, :~ohn· II,~? 
Ln f,nw,1 d1· wi¡Hn11i1·r it e:-la:-. pn'gnnt;!:--; f'S io rpw r:aractniz;.i. :d fl\P!Od11 de 

gradi~·nt·· ninj11;:,:1d••. 

3.3 txplicacivn df..·I método 

Qnt:r(•1m1~: c":ro,L:<·r !();.; c:.;;p;a·:ir)s II 11 de l<1l for111a que cou~trnir la b;~.se ort.ogon.11 
{p 1.,,., p 11

} di' cada 11nn d<' e\!o;; requif"Til poco trabajo cornputacioníll. :\nalin·nln!'J. 



,, . .,. -' 

¡:\,.l.i, 

Pno11os1c16N :L3.1 J.,,,, t·rrfon ~ Ac0
, ..• A'1 pll ,..;1111 li1.CiilrJ1<"uÚ' i11d(¡,1rul1t1·f1." 

¡mr lo fonio, [,¡ 1/imr 11.¡(;,, dd 11-1'.~i1110 1·:,¡H1,·/,'J d1 f\'r1¡ftl1' 1. • 11 si 110 , .... , /¡u 11¡¡ 

la solud1)11. 

/h:mo.-.lrnri1;11: 
Supo11ga1110'; i¡iw f\t•º, J\ 2e 0, .... A'1

('
1
i '-()\\ li1H•<i.lrn1·111 •,; cl\~JH'lldien11·-,. i':11!ont 1•:-; 

cxis\1·11a1,(I,~,. .. 1 (J" l\í1 to,lns n•ro t.1k, t¡d1' 

e1
J ::::: -- ~2-Ae 11 

1!¡ 

11.~ ;;;::_ ul' -- ~:..r{.t•ll 
({\ 

. __ ~-~.'...¡_'\n-1 eº. 
!.'¡ 

:~1.¡~11--l(;(), 
fl¡ 

(:U.2) 

Tl.'llN!los, c1!101Jct•s, ;t n~ en el c~p.:u·io lra~~\;-;.c\;1du de l·~1ylov de orden TI - li 111 c¡nc 

implica qtlt' u"'-• -- ii.11 q<;:..· :·r,:~'··"lirr 111w:.lr;1 Lip•)\t':¡¡~- Pur lo cu;d Acº ..... F~/en 
~nn J]nf•;lltnt'lltP i111k-pP11díenlt•:-> y Lt d;r11•.11·i1.."i: J,, li 11 "'; 11 111'! 

Si las ¡irn~'f'íTinI1c:: w 11 1lP e11 
(';,t(i11 1·11 11 11 \,¡, ,, 1.1 •• :.:.i1~1:1ciont'-" 

Compru!1('!1\0s q1w f'slo;.; t•:;pn.cio:-: :.:.i.ti:.fan·n \;h rondicio11(':-:> {:1.'2A} y (:\.2 .. "i) im· 
puestas sobri· k1~~ 11 11 : 



fí.i 

lJC1nosfrariá11: 

Por (:L:l.I) 

entonces IL1 e 11 11 -.i 1 y por lo t;111to 

111 e: 11, e .. e lis 111 

P:lra demostrar líi'i propil·d;tdes dí' !11~.; espacio~ dt' hryl11v qll(' 11os i11t<'H·3:111 

necesitamos usi\ r \·ariú'.; r<'-.:ultados qnf.' pn·,<·11i amo:~ ;1 1_·1111t inuacicí11. 

PnOPOSICIÓt-.' 3.3.3 /,11 fm11 .... Jm·111(1ci~)11 d1l1_.~¡J11cio11-/.:;irno de Kryf(I!', ln1jo r\., rsfá 

co11fn1ida r.11 f l r-spal'io de !ú·yiol' ruu¡ di111ru.-;ÚÍ11 n1fly•11', 1~·., decir 

Ali., e 11,. 1 1 

Dc11wslrnciú11: 

o, lo qt1e <'S lo 111i~111ú 

cnton<\;¡.¡ 

~ '. . ..... ·• () 

kllu::::: ,n1t11. e ·1 
r1111·l·l .. 1! ;_ ,,- lO ; - 1 ,,1 

·1 ttnr• .._ f ''I '-· _.,,., ' "1 • • ' ) 

PnoPOSIC'IÓS :~.:{.1 Si fi lran..;for11nulo dr c:1 íwjn /.l\ es t:for¡r·nfo de 11 11 c:11n¡¡,·.··: 

la solucir)n u" ~:' dt mr ido dr 1I 1;,f • 

Dcmnslrac.•írí1r: 

Se de¡¡1:w .. \l'<t de fi~rmn <111;~\og:1 a \it í'l\íl!'OSlt'\Ó:'\ 3.3.1. pclu en c ... :1· ,·;1 .. ''·' 



ohtcncn1u~ 

llt o 
·C -- , , _ _?_i:_.f\n--1 eº 

í/ 11 .i! 

-:-- 0 11 1- w 11 
-- ~~~--eº ·

ª•1-11 

o,~ . {\"- 1 "0, 

ª'•11 

('OIJlí> Wn 1•s t'l•'ll\t~llL) tk ll 11 , PHto11ccs H., <'~~LÍ en Jl,1 ,T lli 

Con e::. to pod~·111u:-. ilr•nw·:.t r;1r L1 do" propin\adP:-. i\f: lc1~ ('~;p;trio tlt' l(ry\o,· <rnlt~ 
rnencio11<Hl:1;.;. 

PHOPOSIC'H):.· :L3 • .5. /11"0¡'111 rlnd c/1 or/fl_<JOrllllidud. :·ii V U' m·/,19f>11(Jl H n,; oifoun: ... 

Av tY n1'/r1:1011nl lln- l · 

/)1·111 o.'i/ ra rir;11: 

Sen v.: 11 ·-l un i·h·m<'ni<1 de ll 11 •• ¡ .T1·11l'lllu'>, c11to111·•·.~, 

(l\v,w"' 'i ~' (v,l\w" ' 1
) ce() 

ya que Aw 11 - 1 
(''i elt111e11lo dt· J(ll pur L1 l'HOl'{}S!<'H'JN a . .a.a. Así Av es orlogmwl 

<l 11,1 t"l)lllO q11t:l'Íit!!IOS c\f'lllU::lr;n n 

PHOl'OSIC!<'i:--: a.~.u /i10¡11r.fod 1.•'1 ¡111/tHL/liW .• 5rn f~ 

dc111rnfo dt. lluJ· F11lor:r1 - Ae ¡111:1 ntTC a 11 ... 1.1. 

J), 11<,·1:.-tra1 u:u 
'Ytt q1tl.' 11

11 
(_ ll,i.'f. ll

11 n° ·l v.· 11 
p;lríl al,r/111 w 11 E:. 11.:. 

n.., - u 11
, tloncfr u" f:.'i 

T1·r1Pn 1W nj~·¡ í ll11·t \ por t.J. i l) y Hwº (: lli1+l por h Pl\OJ'O<-;ICI(.).\" :l.~~.;1, ('Slu 

indicri q1w I~(" (':, dernc·t¡lq ele- ll 11 11 r:; 

C'rq110 Ji;1hí,uno·, vi.?l{) a11t1·~., nmstr11irt•mos a.prüxírnacio1w~ u 11 t·1,n 1·l··n11·11tn~~ 

dd 1-~'J1<H í,·J t.r.v,L1(\.1dd ,¡,. E1~;!(.J\' 1"•>1r1·...:pot1dic11k. F! r1rcir di> c:~la~; ;q1H1:>-;im.lcÍr11ws 

P~ t\\1 \'l•i:inr {•Jtugnnal ;i e~t1~ 1·:-;p;1(Íll, qw• p.trl<- dt; /''·1C y \",1 lia~Lt l,1 :-oli.!1·i·»11 

! 11.•c::;, u_ rlh !:1 (\;·11;H·i,'111 í:L'.l.l l. l,;¡<.; ¡1r1)pi<•(Lul<':i de pc1!··nerH:i;1 .\· C1rtOE11I\{tlid;id 
nn:: di.-u1 :¡:te i.'il 1:~;\;., rh~t'. .¡,. 1q»1p;info1:iom·~ (·\ tr:m~:r'm111.1~i11 t~•:;, ¡,,, .·., ;~:·t~1;~_.,,, . .\ 

il lt.':; !'>jl<H.:iu:.: il1· l<ij ]q\· dt· 1.id1,:: r¡¡._ U•l' y jP'!k:P •. 1. ;,1 '.·Í:',lli"ntv' • ··;;l,:1·- >·:-:11::' 1rJ.'l. 

Vi::~n\\1.~ ro1no f.':;;1os ~··~.ull.11.k¡; J'r"fll~l!· :1 nq1·,1tuir /1-:·r;div,1;11•·;!1.t' <-:. \1<1:·:; oílo.H:!i;•.! 

t1'¡" /,i;~.c;U);u1«1.· 

~~.~1:w¡\~ri·. 1 ni"!ll"• ;, q,i:' 

y 



(',,¡•1t'li" :1: \',,,-rn mit<>lo para,/ rasn no simi/rir» :!O 

.S1tJHHr_i!,.11n»-' q1r :p¡ . n''} t.':: una L<1sc ortogun:il de 11,.. (kmdc p''1 µertcn('( e .i 

Hl/I~ J/i ~., ! . ' n {}nvr1'1\\1)~ t'hí"ont r;n un \'t'doT p'H l 1')' n 11 ! l q1w Sl'ii orlo.gon;d 

a p"\ m -:::.. I, .... rt y t ill qnt' Í pi 1 •••• p 11 11 } v íiCi:" a llr¡: ~ 
p 11 t~-.; 1111 cl1'Jllf'lllo d,• ll,..t 1 por :-:Pr lln s11lwsp.1cici dt· 11 11 ¡ 1: At•11 pl'lt1·1,.Jc 

tambit~ll a t'St' ('~pai !1 1 pr:ir (:l 3..1). :\d1•1wí~t tant(J p 11 forrni Al•" S(1fi ortognti.dt'> 

i1 }1 11 _.¡ por (:L:J.:q ~· ·:•1n li1if·al111(·\il1 1 iudepi·ndit'lllt's (~HfH>oieudo q1w tto hcmo.s 
PllU)!Jír;Hlo h1 ''''º' i('ir1l por lit l'l!Ohi:i{!.'.{(

1

}N a.~l.5. EJJtonn·~~ u1alrp1Ícr dt 11l1t'IitO ('IJ 

,,~ l>¡•<1t'io .Hi';wr;¡do píJr ('h!ü:~ d<ls vcrton-·s f':-. <.\rtogon•tl a II 11 ¡y pc1lt'IH'CP ¡1 lL1 1·l· 

Pro¡·~'JH'llt•\-.. p'1
i

1 
\of!UJ 

(:U.:i) 

IJdinido a~í, cl 1íníro r(•qni-;¡¡., <¡iit~ fcilL1 siltisf.tetT t'.'i q1w pn·~l sea wtt1r,11nal a. p". 
Esto lo logra11rns haci1·11do (p'1 11 • p'~} ::; n, '..•t•;llI\I)'.< 

(p"+ 1, p") oc (He", p") + ¡/.,.¡ ¡{p", p"} o~ O 

¡J,,., 1 -. ('.U.ú) 

Pr1d<·mo;; Cd!l:~t rnlt ia ha!-ic d1' Ilu 1\plic;mdo l.-1 0>11!-i.lrnrciú11 anlcrior iter;diva
nwute. Co1nc1 prinu-r 1•krnr11k• !urn;in·mo::; 

Con 1•.;;10 hl'l/ltv·: rt•:-p~mdid~i la."' dos pri1111.·1 ;\.<. pregunl a~ d<· J¡\ ~t>cri/1¡¡ .au!nio1. 
Para l"t':-:pn11dcr h krccr;i. W'<ll1lu~; !'!11U1.1 :>L' t..·xpr('"ill! l.i~• 11proxirnCtrio1w:-. 0 11

-i 1 f'Ji 

esta l1,1;.,1" 

Ya qnc tin·!·! '.'....:: u 11 + w 11 i 1• dund': wrt+ 1 e~ In pro,\'f'Ccit)Jt d<· c0 sohn: Hri-+i, 
tcn·::nim, 

('< 17'1 

(:l.3.8) 



Para 0Ltc11rr J;¡<; apr(Jxini;1cio11c·, ikrali\·anH·nf<' cor:riern• 1'xprr·<.:nr (Pº, p'1t 1 ,! c11 
tt!rmil\OS de (cn 1 p 11 +1), tratrtf('lflOS d{' 1·-,tahlf'o•r 11n.:i n·!.1ri('l11 t•ntrc~ t•.-.to!-= tt'.·nuinos. 
!)., (:l.2.10) o\¡\<'!i<'lllO< 

pnr lanlo 

(eº,¡>1111) ·~ {e11 11 )11+1 ¡ .¡ ~w11.JJ''t1). 

y 

. { t.~ll 1 ¡/ t 1 ) :- , { t•1t 
1 
p" ~· I J. 

ya q11P. (c'1 ,p") -·O pnnp11· e 11 es ort()gon;d a Il,,. La 1111t:\'i\ exprc;.;il111 para {:L:J.8) 
es 

( c 11
, f1t-,_n 

Ou 1 l :::..: (il·, ·¡·T.p't (:U.'I\. 

P;ir;1 o\itt-111•r .1,. 1.1 JH)dria1JH1,., 11t¡li:-'.~r 1tt.i1;¡1JI"!' 1111Hl!!clo 1~.:;cabr. pi;r•..., rnd:1 
tt"nnino l''ll l:t í'Xpn 'ii/¡11 ('.L:Uil ¡•, ( l•!lP\ idi .. \1) i'"- 1·! r·;i.c.,n p;ir,1 q 1, f 1 yi1 <¡ll(' l'll 

(:L'.1.9) apar1·c1• <'I \'1·clor dcscunu;::-idn P1' 

.:.Qu/· prod111 to.-. i·~r;il,Hc; ¡wrmi1 •·11 1, ·!~· .. • .. "t ( ~"', {~(' 11 

Cuando A t'" 1rn;1 111;11ri1 '-i!!ij~11if';1 y ¡iu1,iti·;;t dr·li11id;;,: P. y carla 1111¡¡ de su;; 
[)fJÍC'nci;t.<\ ddi11Pn prudurlo;.: i11:1·11 .. 11··; 1¡n'' \:;·(·t·11 p,,..,¡\¡]~'t'ak11J;1r u 11 .¡.¡. l;ti!iz;,r('llJO~ 

('l 1rní:; ~1·nri!lu di· 1'l!d,'-, d;1rJo p(Ji 

\U, vj .:... \1 ~ ~\ 

dond~·.,,. e~> l'I producto in~cTidr u:-iu;\] t'll h, . .., rcnli· ... 
Con t"dC' b~ cco·1ri1i1w..! i':{.'Ui) .1: C'- :.'.li ·,f' \¡,1p-.fn1111<111 t'll 

r11 ' r1: 

¡;·;:-;:¡- :)~~·t>:»¡.j' 

P~_:_i~r" 
pH • Ap'~. 

don<lc r 11 = Ae". 



('a;dftifn;¡ .•111,,,,.:·1 .. 1.~;-•n¡,J,¡¡50.l41l.'dfli1/r 

Al han•r d plíntfi«uni<•nto ~;-111•rtd d1·l ¡nl)l1}1·in., '1rnc:1nw11t•· 

dición de qw.• rl prodndo ~·~calar ( , ) ¡w1111iti(·r<1(·rill1:\;1¡ ¡,\ 1\t- f~·i .,-.1\1" 

Ios llu. Al twn•r "l dpc;¡¡rrollo dd ¡¡¡/•tod1) lil'll\(i:i f'H':rn¡1!)1 1..:.to <p!•' ~i i;1 !:1.!;_',!1!1 !\~1 •Jt' 
e 11 rh·cn·n• cou r~·sp1•dn a'!a nnrro;1 dt1 1 l.i ¡g¡¡ ( , ). t:~nilii/.i1 d(·cr1·1'.'' · ,,q r•''i"·,_·H• 

il. la d;1<fo por•. F:;:l;i l<'!idí,il)n 110 ~~· 1·\¡i;i·.iJ 1':-:¡ilí{iitt11~··11t(' jl<P.i Jhl · 1;dr.·,,, d 
lexto, si11 embarg1J, e! prudnrlo 1· .... c;d:1r 11 · {\v ¡l('r:nilt· ;1\~~gurttr qii( P-1'.' ;;\1r1·d•·. 

3.4 Construcción p.H;:i !a nutriz no simdric.1 

Ismael llcrrl·r.:1 !1.l. 0!1'>1'1'\'ado <¡i11~ 1·1i .ip{ic:11:in1w..- a 111;i; rk•':-i IJO :-;in1•"11 ¡,_ <i.· t'': ¡J\'·:ii··i.· 
minimiz;1r di red ;l1lJl'!Jk {;¡ flu{ 11/:t i'!l1·JídL\1!il df'! 1'.! 1J'¡¡- \' IH) ::.0J;11!\t'[!!1• el ¡c.-.:,f-t:u 
romo se liizo ('ti d ('.;ipÍ1 ulu 11 {Sn:ci1ín ~~.'.J ). E-..tn tl<1 l;114;1r ;1 <..imp!iíic:1ciu1ws in; 
portantes ('ll los c<ÍkuJo-; r 41cd1:r;1ci1ír1 1k j¿¡ 1 0n\'l'l)',!'l\l i,1, cuyo ,:¡¡¡;\Jj•,¡,, y jl!l('~.i ,f if 

prnch~t 1 ('omr, s'' ha dicho, lia .'-i)do \llt<i ik !o:-; 1,lijl'!i\'\)·. princip;tl('" d1' " .... 1:1 ¡,,~::,. 

Cun:)idcr<'mos íllH'vanu~rtk la cc11,1cit'n1 í ~.t. l ¡, •'p!11J1t't'...; íod11:' }rh d1' ,:1rHJ!tu~ 

anleri<Hi'S ~OH aplirahks it la (·nrnci/ill l~~.l.~i ;1.,\Jti.1rl;, ,-·q¡¡ /·si;1. i11d11y\•t1dn (.J .. ~.:,}, 
(:l.:l.G). (:1.:l.7) y (:!.:J.!l). Si d..fi11i1110,; 

p"+l = Ac'1 + /111 t·I p'1 ·.;:: ~11 T (Pt··· t .. ~1: ! ¡<Jn }; 

En ('.Sic ca~o todos Jo _ _. th·rnino;. qn1.: ,:!Ji'.i"'.'l/'lt ,,; (..,: '.~br ('•1 .:· :L :~:JJ) (.t..>\1··nd·it: 

·por lo qu•· se pu1'1kn ril!rt1br indep•·;idii·n!1'f11,.n1,• ,Je! IJJ f1d11cto inkr11<1 qtw :';r;. nl ilice, 
es por esto que pud1·m•h 11tillí:.ir el 1c, intt·r¡nr ~y mill\rniz;~r dirr:.-raJll('~l!(• J;t 

uorma Mtclidi<1n;1 dd i"Tr<Jl' sn!,w :uL,·.•¡;;\ ·ir·1 .1[Ífl d~: h1yh1', 

Algorit1no ~;~.1 

PASO J:-.:JC'L\L: Sclccci1mar llll puutn ¡¡'í .'-· 1 ~d1·1d:11 



PASOS lTI HATf\'rtc.;: IJ •Li":>~. ,.:!,:._.;¡;Ju un · 1,1 

rrwdin d<• l•i~ f/,rrnnl:•..; 

u'1 ::::.11 11 ·-I + n11PTq"1 

prr" • pTct 
¡l,,+1 =: - -.----------·---¡ 

pfqntPTqu 

T1rnMJN,\ClÓN: 'l'1~rrni11t1r en d 111-/·::.irno paso si rm :::;. O. 
En <•l trnhaju 11umc~·rico de c;.;lil. tc:;is ohle11drc·111ns sul11cim1t!S apro.xi111;id;1.i., <"li111dn 

un rnnrgen máxinm al n:sid110 r". F:sf(I r''i llf'''''"arin porr¡!!(' el crrur 1ni:-.1110 t'.
71 :-.e dc~

C"OllOCt'. !-iin ~mhargo, (':; co1J\"1 1ni1•nk u!,s~·n·ar qtw r•! n-siduo cunstilu)e tm;1 nwdida 

intlir<'.cl a <ld 1·rror, ya qt1t•1 linjo las hipótesi:;. cstablct id<1.0 1•11 esta tc·sis (P 110 sing,ul:ir) 
Hi!'mprf• cxisft~ un núnwro ¡lf t.-d que 



Capítulo 4 
Resultados numéricos y conclusiones 

4.1 Introducción 

Prohnrc!mos el !lllf'\·o rn<~!odo (!':~1) nrn 1111 probl~·rn;1 d,, tr;1nsporkcon d1f•tsi(1n t'l\ f'!'· 

tado estacionario y cornpararc111os n~<inlta.Jt)S n11mi'·ri,.o:-: con <~cu(:~), nHTJIO\rl:\{:J) 
y la f'XÍl'll"i/m 11rtl nrtd 1l1·l mModo di• ~'1 r;11Ji,.11!1• con~w.~:1rlo. 

4.2 Solución numérica de un problema específico 

Trahajan~rnos ron un prohk:111<1 dP ! rn11:-:¡inrtr· con d1hE~úJ11 [lj: 

De 
íii (-!.::.l) 

donde e es la co11cc11!racióui ve:~ J;, vcl111·id;¡d. y ¡\· i·l rcH•íl1 ii·id(• d1'. diíu . ..,i1)11. L1 
concentración 5cr;Í i11dt'fWndic11te dd tit'llljl11) ¡\· '11J:~!;:111tc 1 igu;d it Ullü. c·on !u que 
In ecuación (4.2.1) :-P tr.111.sfom1.i en 

\i · Yr' 

La.s co11di(io11e~ <~11 la fnn1kr•1 {':;!;Íu d,1d;i; <(Jrno se iw¡,_·stran 1~11 b Figu;·a .L 

ll1·solverem1>:; la t•c11ación (.1.2.2) sohr,' 1rna rc.g,ii'111 1·úhira con r:chfa.'- dr !ad~1 h, 
torrn1ndo const<111l1' Ja n·l()cid;1d 1·H L1 dir••(1'i{'i11 (l, i. 1) y con iiv!l 2 ::::· Pt:/h, d(•nde 
Pe es d n(mwrn d(' Pt·d<'L 

Di~1;Jd.i1.dll.:111u.-.. ltt t"• 1J.c11.it~1t t1:u1IJ!;o \:; llJ\ •. \U•_:u 1;,. •.\·idc1.-.. :~l:dl! r 1J( (1.J, ! 
11 ••• , N) 1'.1f: pt111(ü:> en los qill.' qt!f'H'll)(.1-. ·lPfo\i111;~r t:I \·alor de la 1 ;mccn!r.1ci1'.J1J 

cada. uno de los niaks C'S n·ntro d<' it1 ci 1 !1l;1 F 11 ;... l ;, noLtíC'>Jl•1.:: .;· 1 1 :r 1_. J,.J.J.· 

J'r,j+),/~, .1·i.J-tl.:• :r1,jJ ·!-!: y J'i,¡.~·-J. a lo.; Jlllfl\o:, ~ril1:1' [il:::; ].1dn<.. ,¡;-. n'ld:t1-q1w 

í'~t.1i1( f'oior;:d,;s ron1n ~t' ·¡¡ll~ll'i! i'n L: i·!.U1JI,, .¡ 

Por el l.t'O\"l!111¡¡ dv la di\'cJ"gl_'Jwi,;_ 

(, . V· V<" dx _.:. j
1

~ , ( v · n dx, 
... L;}l t>l:,_.i.. 



,---------- -----~--------·-·--------------~ 

t.1, 

¡ 

f-1 

C ·O r 1 

duudf' 11 '"' 11n \'t•dor ¡¡1Jn11.d c•11 c;uia punto <le la fronft'rít {>f~'J_1k· En t'Slc (aso E¡jJ.. 

rs t111 cubo y b illleAr•d .s1Jbn' ( ,',, unü dc· sus c:1rils (1-owo si~ m11r:.;tra <·11 <·1 Figura :i) 
P,-;tá ddcr111i11;1dt1 por el \'C'c!or JI·· ( 1,0,0), por lo 1¡11c~ 

l rv · 11dx:::::: { ri•dx, 
• Ci lci 

dn11dc f'! \·c·rl'l! \! -;:::. t1~, I', 11
}. Si aprqxi111a111os <>1 v;11'1r dr• e :-ol>rl' !01 cara('¡ <"OJJ d 

\·a)o¡ <'ll el ¡10¡¡1,, !!Ji'dio .r1.t ~-J.l of>!P!JCnlOs 

Y~ por lo t:rntn 1 

!( ("\' · ndx+ f C\' · nc/x:::e l'/t 2 {c,¡ 1 ¡k -C¡_I ,;) . 
. r1 .fe·.! ~· , , .. 

Sin ('l!lhare_n "P "':t;: (Cll<10,i1~11 .1parcrC'11 los lt~rrni110~; dc:::(l)!lUcido."' <';+~.d."/ ti-1,J .. l.

por lo 1.¡iw los aproximaremos 1Jlili:~ando el pru111edil) d(' )(J:;, valores c;+J,í.J. y c,.11.; 

o Ci-1,;): y r;1t :-1•g1Ín sea l'I Grso, con esto obtenP1uos {;, .siguifmtc aproximación al 
\·alor de la inll'gral 

(1.2.3) 



- ! 

1 

j 

i 
1 

1 
~----------·---·------·- -- ---··-·---·J 

Por otro lado 1 si i11tcgr;unos Lt ~eg1111da parcial di- Lt c .. J1Kc11\raci1l11 co11 respecto 
a una dí' lw• variahl<'!i, por <•je111plo .r 1. lnw1110.-. 

r ~:~dx ~· (, i~·(J 1' d - ;',J,'.:_1(.r, .. ,,J.tldx 
}¡.:

1
J
1 

O.rj . ¡;J1; r).r¡ 
1 

'1' 1' ,__ -

si aproximamos Ja 'j~~(:r 1 +~.;J) por !lli'dio e!" l;1 fWndit·nt¡• cll' b c11crd<1 qw~ llll<~ bis 

conc~11tra<.:io11t's c>n Ju~ p1m.to:; i·,-11,1,1.. rüu J· 11 1.. y ;111;ílo,1jamenlt'. parn ~¡(1· 1 -~,1 .tJ. 
Si unimos los resultados (•1.:.!.:J) y (·l.~. 1) para cada tJllil dP J;is v:triiibles :r¡ 1 ;r.!.~ y :r.1 
obtenernos la ec11ari<'i11 

1 ( 2.. íPc) \7 · ve - :[ .,..,: 
E¡jk i=I iJ.r; 

dx '°" -h· - + -· e <··I '(" 1) '\ '.~ h 1,), 

-/¡' r~ + 2. ') <'o;··I k ... /¡' (~ ~ /~¡)\ Ci--1,i,k 
\2 h.- ' ' 2 

., (." ¡ ·) ., ( l' 1 )' + t)/1r··k + ¡,~ - ·- - e .¡ · 1· -l 1i~ - - - e 11 J..· 
1) ~~ /¡. 1 t .J. '2 ¡, 1) . 

. , (11 1) + /¡· .,. - - ,.. k+l 
:~ /¡ / 1,J, 



lkn1n,..; forn1ul.1il11 JliH-...;trn proLknlit ("ll tt-.rminos d1• ttn sistema. de cn1acio11c:.; 
li1w<llcs

1 
(¡111· p(1d{·n1os c~nihi1 {HJí 11li'di1; dt' u11•1 matriz l11·11l;tdi.1gonill l\c> {li1n1.•11sl1:tt\ 

N 1 . La matriz P "t>r<; 

¡J 

¡l 

<loude 

/i 

¡J = ~. 
/¡ 

(i 

1 

o 

4 3 Resultados numérit.:.os 

¡l 

o 
{) 

o o 

" 
f3 " o o 

:J o 
11 

Damos In~ y;dÍ)rr..., /1 ::-: 0.1 y uº ::: O para todo'.'i lo . ..: caso~. Vari<llllt.b \;! n'locid;id. 
cemhiauclo ,,\ 11ú11w1\1 ,¡ .. l'<Tl<'I (P•·==J0,100,1000.10000) como se hizo 1•11 •·I •111.Írnl<> 
ck ('e}j¿\ rl lll. [:lj. 1-:1 critc:riCJ po1r<1 tcrlllin;1r lm; algc1ril1rtús <·:-; l!rl!Ji ~ 10- 1. Tí1rlos \11.s 

p~:p••rir1w11h,..; se rcaliznrcm <~ll llllil ~nin•J'·nmpul;ulor;t 'L111rly d1·::.; ~1}1;· .. 11tiliza11clo 
do1-1h· ¡1t1'•:i.,\6n. Lo,;, prngr;1111as c.~\;1 n c:;n ito:-i l'.11 \'~)l~T!~.-.~~. 

La ~ig11ic11l·· T::i.bb f('..:lll!ll' .-·l 1 rnli:1 jo (111it11ero d1· opc•raciouL"· <'ll c;,z\;t itcr.t".i')r1) 

y tlH'lllnriil rccp1cridos por cMb 111<"todq. 



PHIMl:ll,\ 1'11\il:ll,\ 

8H la prinwra pruf'lia :..:.(• varit) la dmJt•nsi\)n d1' l..1 u1,1t.; i.: p;.r·'., ,;,11'11• ¡ 1i; .. ,.::: .:>·:~ 

fl.llt.' llltlt'~t ra romo cn·n· el 111'1mr-10 <\e· iktt1ci()1Jt':.; r'Ctl\ r•'<>¡-wcto a L:1 dtll1"1!:-i\i'1r1 (Fi¡:,· .. !'i 
y G). Por 01.10 bdu, .'->f' 111idi1'1 el li('lllpd q111• 1tiri\;t C<?c.111 al.!~oritrno <'H (·D~·l·ltlfilf la 
<lproxim;Lci1'.1n (Fig.->. T y S). Otra funna de mL'dir cl ti1·111po. i1ukpPn1lif'1!1P d1! J;, :·,1n~
p11tadüra 11t.ilizil<L1, r1111:-:í:,lr 1'11 rn1·dir el 111í111no r\P op•'r<1cio1w., (t\lli\li¡ili,.-1.·iu;:•· .. ) 

para \',1da <d~~orit1no {Fig. !l). 

Sf:Gl'~ll,\ l'll\Tll .. \ 

N =B. />( :::: \0, 100, llHl0.10000. C<1111111Iio,.., ít1'raric1!ll'S y tiempo <1<· CI•\:. 

La :-w~~1111tla ¡111wl1a n111~i,;ti/i 1·11 tralH1j,1r et)!! n1íl.tricc<> de dimcn~it)H lijlt y '..itiitr 
Pl 11l111tt'ro dt· P!'ckt. d,• tal fo1111;t 1¡rw \;t;.: 111.iir¡u'-, (Jbt<'nidao..: t11vi1•..;r11 ;1.1,i1¡h:lri;1s 

distinLt..,.1 1·:..·to cs.(\\\('; -· n tenga di~t.int11'- mn¡tnil 1Jdcs. Nu('\'illl\f'l\li: tlll'ditu•JA ik· 
rnrione;,. li1·111p<i t\1• ('l'U y o¡n·r;1f'i(11\l'.'i (Fig,~. 10 1'2). 

Ti-:itCCIL'. l'Hl.1!'!1,\ 

N =S. ¡i< ~_, 10. i\1t•di111w; !Ir~\!~ 1•11 la ~--c:sima ill~ranon, 

E11 la. lnc·cr;1 pr111•\i;1 ¡\,·j."l.lllll:-' lija 1\' ·=-S. Pe-=- 10 y medirnos la m;11snilml 1lcl 
rc~iduo /jr~H~ a l<t ~·(· ,;1; .. 1 \\1._'r;u·j,'!!!. (;(:if;,·t1111n:; op<•rncin11c>•1 ro11l.r<1 !)r~·n5 (Fig~~. 1:\ 
17) y, calc11la11d1J t•1··11 lir 11\iliz.rndo <tlg1111il ,¡,~la~ apruximacionl'~ nhl.e11id;1s. op('I it· 
ciotw::: t·onlr:t )1<.•I!·~ (Fi,1~. !~ .\' Jq). 

4.4 Discusi(in y conc1us1onts 

La~ Tahl¡i.... ~ 'j p11•.-.1·1d;111 lcJ:-- \';dore...; gr,dii .:n\o-; Cll l:t,c; l:i~11rt1:-i :) l~). 

})p la ~,r;ílic«1 Tj :,1' ú!1tw1w qu1' I ~ -i.'2.\' pn.l«t OHT\IC1\\JN(:l) \' GL'H{:1), mi\111lra_...; 

(jlH' di' \a grtdlc;1 ¡; ,¡\_l\1'!H ll!i1,.; I:::::: /\';\'\..;u\· n111:,1;,¡d(') paíii :\~t y Li\'. El\it)!\(C:-:. 

OllTllOMl~~1 (;\) y l;cn(:t) rt·q11ier1'11 1111·:t1i;.., itn;tcio111·:-; uhk11cr 11n<1 ¡qiroxi111<11 iú11 

cuyo rt•::;idth) !!r11 ]lnt111¡1!a lit c1H1dici,J11 ¡ir''!!:: :.: 10- . qiw :\~t y r.\. '.;in ('tl\llitrgn, d 
tiempo~' lrr\hi\.jo q1w utii!1,1 :--;:-,1 l''.i :-.in1q1r''-!ll!'ll11r d·· !;1 1nitail rp1e 1•\ 11lili:n1dn p:ir 
cualqnina d<' \os otr•.i:-111H:ludo:-: {Fi,!•::. ·¡ ~l}. E·du .·<· ,Jt.Ji,· nl 111i11wl1) il1· OJHT<Hiunc;; 

que H'ídií'i\ nult1 mhor\o r·n 1:11;1 ii1·r:1n1;!; l,'.t'! !';1lil .. 1). 1\l 1;1:dir·;u· t:·l lnt:;~1rit1t1n 

:11: p11uJ·1: ,· 1:¡.j,knr r1 ,·1 i1" ( 011 f1t'll1lit·1¡J,. <'!'··.J ,\i~idtJ,, 1.1, i.í, ¡1:J: :·¡ qi¡•·, ·1· .~: l:.' .\"'·' 
pma ]n; € u:11 rn nu'·1u 0 i,i~. :: 1"] ralor ni;:-, 1 .. q•1!'11r1 h.1 i!lllld ¡\· t'!1 d t1 • .'·(\),;• . .: ;;:: · 

:\\ \'.11iar el nÚ1nc1.; dr• !"i·ckt. L· 1·;11\i1L1d dr· Í1•·1,~,·il11w:; i.'\H' lt'qniv;· ,::d;\ 
mé;tlHl1l pM;. lcrmin;1;- 1,111ilii1'-n \.11 ;,) , 1, .·(1, i1::'.·\ti !'",;; q;11· \ :.; 

ticnt·11 tlI!ti 1.·;1ri1·i~·lí! rn,\\it11;1 d1· a\11.,¡,.,¡ .· .],· qi;iti··i· it1T,i1 lnHt':·. ),¡·. u\1·11J!\n·) { :· -,., 
,·•, 

y otnnu:.H:~(:;¡ J., ti,¡"·;~,:!.: ::)!1·.J •.. l.,1 1>· 1\1!\'1:¡¡;,. it1't<1(illnr·:-, •':-.lo fndi~·.1. l¡.H.' :.:~í 

y E~' Soll J7JC;'-i 1·~!;\Lk.: nn1 w:i~H'C~() (\ ;¡~¡[,:l'l!i,;1:: t¡•w (;cn{.1) OH'l'llll\U.'1!.r). r; .... \U 

se rdlPja t;1.1u\iil·n c11t·l1it~1npo ulil\;;;!d•) :. !'\ tr1d1r1¡·:• ¡•01· 1;~d.1 .«!:.':<-ri1i1;:¡ 
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para l1·rrni11ar (•1 pri1n''.'>U (Fi~;'.• 11, 12). El tiempo 11!1\izado rn l'i •:<1:-.1¡ tli-1 :;::.1 nurK?. 
t·s ma.yor íl \'t•ink 111i11nlo" y <·11 n1:dqt1it·r<l dP los olro;'; 1w'·lndns 1111nl\1 ('.:-> 1m·nor llt~ 
lrf'i111:1 ,. ,·\u,·o 1'.1iHq1q~ (;<'lt(~JJ y O\ITll0~11~(:q ll1·ga11 <l LHdar alrl'tli·dur d1· dtb 

linr:1·, 1·11.rnd» i·l 111Ílll1'fli d1: .\'¡:Cl<'I \':dt· lOOOll. 

Si.'gr;d¡,,.11.n j1mto~ lo:-> c\.1\•1~: 11hktti(lns para-""~\>' OHTl\!1.\\l:-¡(:i) (Fig:;. 1:\ l:'i)i 
CCllt:{) \1() ~1' p;ra!ic1~ p1111¡1w :i!J \;i\1\1! d1· n·sullai\c¡-., t'"' 11111y p.uc·cid;\ .1 Ja fi,. OHTHO
Ml~·(:!). l .. 1 g1:ilic;1 iJ,~ 1::; (Fig'· !{)- 11) '.>('hizo .-q,art1· <h·hido ,t <pw la.'.> 111•\t;,nitudt·:-1 d1• 
la:-> norm;1' di• ~w. tc:-;ic\uo..; ~on u111~· disímilP«;, En la g;r;í.lica 1:i potl1!mos obs('f\'t1r l.1. 
Jil~_'r\·ncia qnt· ¡·xi~11· ('l!I l'i' ¡•] i\1·-.::~·,,11'.--0 dt· In uorrna d1•l n·~id11ú 1•11 l(Js n11'.'todns '~cn(:lj 
y N.\l, y<i t¡\ll~ !~r" Jb d<·"rt'«c tJHJfüÍ\,.¡¡;1111t_'Jllr· en<.·! <·c1:..;<, dC' (:cu(:\). ro . ..:;~ q1w no :;11u·J~· .. 
p11rz1 N:,1. ll)<i.:; .11Í1t. l<t norm:r del J'l'-.ic\110 t'll csle 1rn!todu rL'1. salto:-. <1brnptns. A pesar 
de c:-l'l y tk q11;.- l'll 1111 i11icin \a 11orn1a dd residuo 1_k :~:.t l':, mi¡d:o Jirny•')r qw· la ,Jt: 
GCll(:l). co11fornw c\ 11\ÍnH.·tu dP ºl'l'racioncs anmc•nía, h1 nonna del X~t di:;111irn1y1: 
111;\~ r;ipiil<tlllf't1\c c¡1w la df' OilTllO~tlN(:J) (Figs. H 1 15). E:>lf· com¡mrtami<·nlo tan 
disti1no :~P dc\i(' <1 la tlif1_;n·rwía P.':1tr11cl11ral <le los nH_.·!l)clo,: GCH minimiz<! ;, /lr"H 2. 
por lo rp!C' (•:;;t;i obligada a dccrt'Cl'f mon6lonain<'11lc y :1'~.1 minimiz<1. <t !!Pf1!\:.i por \el 
1111e )!r11 1L1 JHlf'd<· kn('r 1111 C(i111porla111ieuto distinto. L<J 111ismr. se oh~;cn·a en ('I c<t...;;o 
d .. F...,. (Fi~~<;. 1(; 1/), \'.:\ q1w t>Sle m<'·liJdo 1ni11imízc1. t-"l rc'1id11n n•spt~clo a la norma 
!! !Lt-1 y Jirnl) ¡n:l'r\1· l"Tlf'I tr11nhi4'.•n ~altos (a\\n!¡ne t·11 i.. .... :, c.1.;v r~;: '.·~· ¡···.><.;1•n1.111 
tan rn;irc<Hlo~ 1 u\1\\.1 ~·H ~:.'.1). ,\l r;r:iftr;1r opf'racio1h~S coi1tra ¡¡¿."'[!~se <·011fin11.1 qui:: 
ln. 11orw;-1 <.le:\ t•rior c11 '."\t (Fí1~~. 18- l!J) clccn·rc morH.JlOl!1!1n<.·nt(: y :-;icmpre 1~s 111<.Í .• 'í 

peqllrfi<: qu" la d .. \ error de Ol\Tll0~.11.~(:l). 
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FlGt1Iu :>. Gr;ifica de N contra 1 (itcracinnes) para IO'; cuatro métodos, <lon<lc N 3 es la dimensión 
dr: la matriz.(+: ~~I; •: OftTllO~ll~{:j); Q: ccn(3J¡ O: f:N) 



4. 50 ¡·· ··-----···-·· .. 
1 In 1 

'i.:ll'.1 ¡-
4.10 1-

3.901-
3.10 ! 
3.5\i) -

3.30 

[.'. :!,'."¡ 1<, t¡Pn;,"• ¡,", i/ l. t1''' 

:' 

FJG\JtlA fi. Gr;i!ir:~ tk In .V contrn. ln l p:tr<1 !m nrn1ro rw',ln,J<t:;, don<k N:J ('-;;L. dÍ!n\'ll"'-!:,a J<: la 
rnatti». (+: NM; "OllTllO""(:!); º' GCit(:!); []: r,:i) 



FIGUFC'\ 

::::~ r-1:-·---·----- -------- ···- ···----· -------·-- ·1 

! 

·H ~~ ~ 1 

·~2 

•W 

·1-:1 

f.'0 r 
DC ' 1 
3;-: !-

Uráfica de: N rnnlr;11' (IÍ1wpo) para kr.; r.uatro nu:!todor., done;,: ,\'J (_·s Ja dimt:n .. :;ión 
<lo la mal rii. (+: N'1; "nnrno'11~(:JJ; O ncrr(:I); O: EN) 



•l. 00 -------------·--·-·---- --- ··-· ·-- ·-·---· ·-·-··· 

lnT 

In.\' 

FIGllllA 8. UrMica de ln N rontrn lu7' pM!l l<1l rn:1tr1• rn1'.t0dn:., donJe N3 
1·8 !;1 di1wn<~J11 dr: k 

111al.riz. {+: NM; •: ORT!lo~m•(:~); Q: GCH(3); O: E:\) 



2000000 

l.Si1(1:>1!1 

Jl:(¡¡f¡;.;(.: 

1.iCllfi2U 

l '.'02lfi0 

l002700 

>~01~:: 10 

Gl.i'l ~·::fl 

.1ni:r::n 

'.!lJ·;~t.1U 

¡, 

,_ 
i 
!-

~-
L 

r 
i ¡ .... 
¡ ,_ 
' 

L 
1·--

() 

____________________ ,, ____ --- -----· ··1 

..... 

1 

i 

•.li 

FIGttlt,\ D. (;;<Ífk;o. d·~ .V rnntrn O (11ú11v~ro dP opn.lfionr"',) p~r;i. h: CU:.-!.lr" mr~todo~ .. 1.+: N!\!; • 
01:·rnn\t1/\{:{). (): GG'l\:)); O: rs) 



130.00 

J20.0fl 

110.flfJ 

~-----------------. 

~ 
f--

~ 

FlGlJllA 10. {;r:dira dt~ ¡;, (111'1111rro dt• !'('ck! J t<ttitrn l (it,·r;11·i'<1Jí':) p:ir;1 i.·.~ •.li~dtd ¡¡,, !,¡,\:-.:;. 

(+: "l; <: ()l\Tll0'11'(:\): (l· <:CH(:\). fJ: EN) 



¡. 

liíl.CU ~· 
I· 

Il13.C;J I·-

. -···········-···--···--··---··-----------·-1 

,. 
/ 

F1c:u1t,\ 11. G1i,fi,·r1 d~ Pr (n1i111t·ru d1• p,~cl1:t) rcmtrn T (lioupl)_J r,~.r<; ¡, , cuatro 111t!t<Jdo.:¡, (~¡: 
'"'; •: OHTHO'"'·(:J¡; Q. c;nt(3); O: 1;~) 



4GOOOOO 

HOOOOO (J 

4200000 

·!0001100 

JSOOOIJO -

3Gooouo L 
3400000 ti __ 

3200000 

3000000 

2800000 ~ 1/// 
/ , 

2600000 /./ 

2.100000 /- / / 

::::: r /i/ . ·-
.JSOOllOO t " ·" 
. ltlOOUOO ' ..... ~,,."' 
. HOOOOO 1;,~/~ ,,. 1200000 

ll)lll]ilOll 
1 

800000 ¡ .. 

/ 

.. !:~~~~: L ... =L.~ .. :.~:.t~-~-~=L ______ L __ ,, __ ! ___ _J 
0. G3 :¿t};~r:L 00 41800. 00 r;o~o. ari acmo. íl8 18B00. 0:-:-1 12ctH. c0i 

FIGURA 12. Grílfk,i. dl' Pe (1liinwr(! di: Pn-k!) rn111 ra O (11tinino ck or•cr\F"!Ont . ..;j p.-.: .t i~~.~; 1~alro 
rnid.od~. (+< NM; ~: OHTllóMJ~;f;\); \')· (it'í~(:!); o. r~;) 



60000 

5GUIJIJ 

ó'.!UOO 

·lciOOO 

HOOO 

•100011 

:lGOOO 

32000 

28000 

'.!·lll[)IJ 

r-··--···--.-··----~·-

:~ llr¡ ¡¡j 
'11 
ITI 
11· 1. ' 
¡¡1 
H 
lt '. 

1- \ 
t-- + . \ 

'.!OUllll r- 1 

f 
lliOOU h 

i \ 

1\ ··1.w~ 11 

1~000 ' 1 

L-\ 1 

llOOO f- \ i 

:1000 ~ \, 1 

0.00 l ___ __::i~~T*tw. ·~ lf 1, ' •¡ '' • i 1 '--'*_J 
10000.00 228000.00 416000.00 651000.00 BU20B0.011 1100000.013 

o 

F'JGt'llA t:L (;r;ifira de O (11lÍll1Ptn dl' opi:r;H·ionc'!'t· a la k-Csinm iteración) ((Jlltra llr.1:115 (norma 
<kl r.~sid110 :il rnadrado) par:t N\f y OltTllO\tl~(3). {+: NM; •: OHTllO~tl:->{3)) 



1100.00 ~----

llr' lli 

1 
moo-\i 

990.00 

880.00 

660.00 \1 

\ 
330.00 - 1\ 

550.00 

440.00 

220.00 \\ 
\ ":: \_L,, .. ,,l,,,,,,,,I,,,,, 

250000.00 420000.00 590000.00 760000.00 930000.00 ¡ 100000.00 

() 

FIGURA 14. Ac('r(':1mif.•nln <le la Fígurn l:l. 



'·" 1~1.~;;-- - ---------···---·-
.D0 I· 

¡. 
6 .83 --

5.0B 

4. r10 

i 
2.00 H 

i 
·\ 

¡ .0lJ 1 
\ 

\ 
1 

\ 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

\, 1 ",. 
'-

0. 0CJ L.:'._......_ .. 1_. ____ J ... >"::::,..L,~.-· ......... L.....,. ___ ._¡ 
•:i00;m.00 564000. 00 598003.00 832000.30 9Gl;000.00 l l0300i!Ul0 

o 

FIUUllA 1 !i. :\cercami~ntn de la Fig11r;i 1:\. 



15000000 b-J-lr~i1¡--·------··· ... ---- .. ---- -------- -------. 
1'1000000 

¡; 
!r-13000000 

12000000 iL 
í! 
'.f 

1!000000 tt-
J 

10000000 f t· 
0000000 íl 
8000000 f"l 

/·\ 
7000000 r \ 

6000000 /~\ 
__ 5ºººººº r~- \ 
.-'1000000. 1-- 1 

3000000 \ \ ¡ 
2000000 \ i 

\,\ ! 
1000000.. \ ¡ 

1- '-.'--"""'~\.___ 1 
li.0t1 L __ __l__ _____ :-:-::t~.,.., __ L _____ I __ _¡ 

28l-l08.80 <j(.};::400.00 ?7G~m3.00 ilSl2C~.B01525G00.B0l90~0B0.a@ 

o 

F!GIJRA Hi. llr<ifirn. dl' O (mimcro d1· o¡wr;1ciP1w~ a la k-t'.t.in1.1 itcrncitli1) rontrn. JlrJ ¡¡;; ltH-irmn 
dt>I rr>siduo al rnadrado) par:1 f:~~ 



l\r'llj 
·······---·--¡ 

li. se:: ---

;. 

co 

o 

F1m.:a .. , 17 .·\c,~rrnmi1.•nto de la Figur:t lG. 



4 
1 

4 .00 L 

¡j 
3.0[) '-L 

2.00 
-\ 
t 

1 
\ 
1 

\ ,, 

l 
1 

" 

o 

o 



Apéndice: programas 

Los prog:ri\mas -:011 Yt'T.íioflt''-i (Jrip,i11:d1:-,, to1n<tndo \·nmo r«fcn·n, i'1 'i!1 ¡i1t··~r;un,1 

d"sarrollado poi el !Jr. Hoh(·rt Yat1,;¡ ¡1,(r;1 d n111•\'(l 1n¡'>11ido. E<;:;;p ···rni:,,:; 1:n l rrn. 
THAN~ uliliz;indn !a:.: inc;I rucci(l!lf'~· !i~,:i.·;h, ;i :,nf~(:r•.·i•cia d1~l rni~·m•• l 1r. Y 

C• • i. • * ., 1'"" •" • " • • ~ .., ,.. "" • • .. • • .. " ...... • " + .. ~ ._. / " ;, -.. , • - "' r ·' ~ • , ~ ,. ., • .. • ... , , ,. ._ ..... _ , ~ , " ~ ,. ., , .. ,,. ~ 

C(>••t•••••>1r•+•"• •••*•• .,.,..,.,.., .• ,. ~ ,.~ ~"''""""~ l ~"" ~·· ,.,._~,, ... .,~ "• • •,. ., ,,, ~,,._. ~ 

C••••••••"'• ..... ,¡ ................. "f-4 ........... t ~" ~ .¡ ~ ~ ~ ~· ,, ................. + ..... ~ ..... t V~.,..~ 

C•••••••••,..••• + • •• .., ..... >t-•••••••••••• .. '" '~•,.•••• ,,..._• .. ••••••*"'""""•• t• ,.,..., ...... ·~ 

RESUELVE EL PROllLEH/1. Ji.U::B, COfí ¡, U?l1\ KATHI'Z no SlMETRIC.i., 
UTILIZANDO EL HETODO T!tADICIONAL ílF. GRW!F.111'1:-~ CDJIJUGADO i'I..J-t,\ 
EL s1sn:~1t. AT*AU:::AT•D. rr.cw UTll.IZANOO E[. PRODUCTO E5Cti.Udl l.JS!JA:. 
DE LOS ftE:ALES. LA MATRIZ A DF.!IE SER llE?TJiDHCONAL CO!~ r:.r:HEl-iru:; 
IGUALES Ell CADA P.EHGLOl1, 
IHPI.JCJT f•EAL•B (A-l!,íl··Z) 
DIHEllSTO!l Ú (30000) 
OPEN(UUIT<:: l ,F!LE::: 'MATRIZ .DA'r' .!.~T 1\TiJS::: 1 0Ln. 1 FDRM=- 'Ert:f,l'. ':'') 
O?EH(UNI'r::'.J:,FILE= 'VE:CTO~L D.'.l, '" )' 1-:-~·::.. ·u¡_[).' FORM:: 'DINARY') 
OP8H(l1F n- :! ,flI.i:.= 1 p lO!'JL m· l ,ST!.TUS:::' NE.V') 
VRITE(o.,•) 'CUAL ES LA f/!Kf.:!iSHHJ .(,Y,?.' 
Rf.AO(•,*) II,JJ,Xi\ 
IJ::!I-f'JJ 
HP;JJ•X)( 
IULT"l 
IA•!ULT 
lU=IA+!lf'•7 
!B•lUtllP 
Hl=-lti+HP 
IR::HHm' 
lV-==IR.illP 
IP:::lV-tiJP 
IS~IPi llP 
IULT;JSHIP 
IF(TULT.GT.30000) CALL EX!T 
CAt.L GRAL(ll,IJ,11P,A1(IA) ,At(IlJ) ,i<l (IS) ,Al(l11) ,Al(!H) ,At(IV), 

• Al(JP),Al(IS)) 
CLOSE(UUIT;!) 
GLOSE( UlllTo2) 
CLOSL-:(Ulll T:::J'i 
e.un 

C LEE LAS ENTRADA~> Df, Lto l~A~'ilI2 t\ OE.L f1RCHIVO l Y LAS Of. B 
e OEf. AliCl!l vu 2. DEF!liE u~o COHO Pl\lHf;R~ APF.OXIMhC!OY' LLAM• 
e A LA sm.mUT!lii\ 

SUBROUTIUE GRAL(!r, lJ ,!ir' ,A,U,O, iJ ,ít, V ,P ,S) 
IMPLICJT REAL•O (A-l!,U-Z) 



:lpúallrc pm9m111a.'" 59 

OIHEHSlU)" A\.td 1 1),U~H;,ri1.ht'),·w(hr'),h.{iH').;;(1iP).i'(U-P), 
• !;(!iP) 

READ(2) (B(J),I~!,NP) 

READ(l) ((t.(l,J), J 0 1,7),! 0 1,llP) 
DO 200 1"1,NP 

200 U(l) 0 0.DO 
CALL ASYH(HP,IJ,1!,A,U,B,Fl,P,'./,V,5) 
RETUF.!i 
E?lD 

C•-o•••,<t•••9•""'"" ..... ""''"""•"'• "'"''~'"''~ ~ ,) ~t·c'"'' ~"~*•••••• ••.-~•••• l tll••• ,,.~ ... 
lJE3A.H!WU,,\ EL. 'LG0!\1THU or. Gr..rnrrn¡t: CCFiJUGA.DO HOOIFlC/.lJO. 

or.rrnIHOS u CrJHü u. H-r.SIHA .\P?tm:rn:.nou, R su RF-SIDUO, pu. 
DIRECCl0:1 o~: BUSQUEDA y Qt u. NOHMA m: lt. Et. FIH DE u. ~;Ul!RlfT1MA 

SE or. UESllL DE LJ, P!..llTALL/,. 
SUBíl.OUTHt. 1.;.rnu:P. r.1, 11,A ,u ,H. JI.,!-'' V ,V ,S) 
lHl-'LICIT Ti.t::.L•B (A-ftJ1<) 
PlKENSHJli ,\ (!i?, 1} ,JJ( Nf•), !l íl!l') , P.\. f;i'), P(HP), U(HP), ~'(MP) ,S(!iP) 
R1:AO(',•) 

N°0 
10 CALL MUL3H(Si'.IJ,Il,A,ll,~) 

nn 70 r::1, 1H' 

R(lloU(!l ·"(l) 
p(l)oQ .DO 

20 COHTINIJC 
CAL!, H'JtJnA(!IP,IJ,I!,t..,P.,S) 
DETA=o.no 

3o no 110 r-==1, UP 
V(l)o~(1) 

f'(ilc·:;(l)· !.ll1'i'"·P0) 
'ÍO ({l/. fJ !iU'.·'. 

H.f-'H/\·O DO 
D;,O.DC: 

IJO se l:'- l 'NP 
/.LFHf,::- .'.L!'HA•ll(I) •R( 1) 

50 CG!ffHi~!¡: 

ALPl!f..'"M.PUA/D 
DO G(J J;:t, HP 
U( j) :.IJ( I)-+ t.LPUA•P(r) 

GV co::TINUE 
C/,LL l\UUD(l!P,IJ,Il,,\,ll,Y) 
QJ:.O .D0 

DO "11) J-.; i, ¡¡;-· 
rt(I)::.B( !)-~'(!} 
Qt=QHR( r) ~,:z 

70 COilTl ;1UE 

C.U.L JlUL.3DA(llP,IJ,JI,A,P.,::'.) 
!J:::!if1 

í.iRITE(t, ~) 'RESlD' ,1; ,01 
W!l!1'1''.{3,._) }1•2Qt:"lfP,Q1 

H( (N. Gf·'.. '200). GR. (O!. LEO. lOE-00) RETURt 

Dü 80 I::.l 1Ji? 
BtTA-::lJET A +S (!) .:ip ( l) 

so cnirru;m: 
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.·lp(ru/ir.-: ¡m~¡n1111<1s fil 

CALL OP.THOM!H(NP, !J, !i ,Y.,!., U, U,R,P, V, S,LP, VI} 
RETURH 
EHD e··················--"'········· •'-•••••t.•••s•••·························· DEFIHIHOS U COW l.A M-t:S!KA APRDX!HACIOH, R SU RESIDUO, P LA 
MATRIZ QUE GUf..!WA A LA BASE Y 01 U, liDiüU DE R. EL FIH DE LA 
SUBRUTINA SE DA DESDE DE U, PAKTl<Ll.A. LLAHA l. LA SUBRUTINA 
Bl..SE CADA VEZ QllC CONSTRUYE Uta NUEVA. APROXIKACIO!i. 
SUBR.OUTlNE UHTHOKíH(HP, I J, 1I ,K ,J. ,11,B ,R,P, V ,S,AP, Vt) 
IHPL1Cll RE:AL•B (A-H,0-ZJ 
DHff.~¡:;rnu A (!;p. 7). u (l.;r). n UIP J. ROll'). P{K, ltP) 'V(tiP) 1 S(HP). 

• AV(HP), V1(~'Pj 
RF.AD( • ,•) 
H=O 

10 CALL HU!.3D(NP,lJ,ll,A,U,V) 
DO 20 l=I ,NP 
ll(l);:;B(l)-i'(i) 

P(f:,I)"lt(l} 
DO ~5 J=t ,K-l 
P(J,l}=O.DO 

2& CGliTiliUL. 
20 COlíTINUE 
30 DO 40 l=!,NP 

V(!)=P(K, I) 
40 CONT!HUE 

ALPUA=O. DO 
D=O .DO 
CALL HUL3D(NP, IJ, lI ,A, V, AP) 
DO 50 I:::1,1l'P 
Al.PHA =-ALPHA-+ R( I) •A P ( l) 
[J;:;lJtf..p(I, .. Af(I) 

50 CO.'iT!NUE 
Al.PHA =Al.PHA/D 
00 60 !" 1, HP 
U(!l•U(l)+ALPHA•P(Y., l) 

60 CQ/lTll\UE 
Q!=O .DO 
DO 70 1•1,HP 
R(l) •R(l)-ALPHA•AP(I} 
Q1=Q1+R(I}*'2 

70 CONTH:UE 

ll=N•I 
WRITE(3.') ll,Q\ 
UP.JTE(* ,•)'RES ID' ,H ,Qí 
IF( (11. EQ, 200) .OR. (Ql. LE. !OE-04)) RETUP.n 
CALL BASE(l!P,IJ, Il ,Y., A ,R,S,AP ,P, V, VI) 
GOTO 30 
EHD 



C••••••••••••••• •••'"••••••••••••••• ... ,",..ttlt•••• •••••••••••••••••••••••••• .. 
C••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ••••••• ••••••••••••••• • •• •• ••• •••• 

PROGRJ..!"!A GChi"'.. FOH. 

C•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••~~·~••'••••• 

C••~ •••••••• ••• •• •• • • ••••• • ••• ••• •• • • •• •••' • • •• ••••• ... • • • ... ···•·•. •• ••• •• •• 
RESUELVE EL PP.OBLfJl:A AU=II, CON t UNA MATRIZ liO SHfETf\ICA, 
UTllIZA1WO EL HETODO TRADICIONAL DI: RESID1JCJ CDNJIJGA!JD GF./'if:n.\U::t,i,J E 

e (CCR(K))' K f.S EL !llJHt:rto oc I:LEHF:l/TDS Uf, LA B;..'..;!·: J.. oni.u;,¡: u 
e MATRIZ A DF.IlE SER EPTADI.\GOliAL cm; EL!-:fü:!iTlJ:• IGUALES F.li et.DA EE!Hi:J!'í. 

IHPL!C!T REAL•8 (A-ll ,0-Z) 
DIHEMSIOll A 1 (30000) 
OPE!i(UHIT=l, FILE::: 'Kl.TRTZ. DAT', STA~");> 1 CU:' ,rGi\K"- 'bl Ul\Y') 
OPEH(UliIT=2, Fii.[= 'VECTOR. D:.T', STA T'JS:: 'O!.D' , FOitH"·' BUiAfi.Y') 
OPEN(UNIT=3 .nu:= 'Pl OOOOGF, JlAT' 'SlATU::.= 1 SEW') 
IJRITE(•,•) 'CUALES SON LAS onn-:usrnNE:·~ X,Y,Z 7 ' 

READ(<,•) II,JJ,KK 
WRITE(•.•) 'CUAL ES EL VALOR. DE Y.?' 
READ(• .. ) K 
IJ=II•JJ 
JIP=IJ•KK 
IV!.T=t 
IA=Hll.T 
IU=l.A+HP•7 
IB=IU+HP 
IR=IB>NP 
IV=!R+HP 
IP=IV+NP 
IS=IP+NP•K 
IAP=!S+HP 
IVt=UP+HP 
IULT=lVt+NP 
IF(!ULT.LE.30000) GO TO 100 

WRITE(•,•) '!10 CABE' 
CALL EXIT 

100 CALL GRAL(NP, !J, !I, K, At (U) ,Al (!U), A l(IB) ,Al (IR) ,A 1 (IV), 
• Al(!P),At(IS),At(!AP),Al(!Vl)) 

CLOSE(UNIT= 1) 
CLOSE(UH!T=2) 
CLOSE(UHIT=3) 
END 

LEE LAS EllTRADAS DE LJ.. XA1"RJ7. f.. DE'.L !.f!.'.:!Il\l'ü l Y LAS I;t; B 
DEL ARCHIVO 2, DEFINE U=O COJ!O PRIHERA 1\PROXIMf1CIOW. LI.AHA 
f, LA SUBRU'i'INA GCRK. 
SUBROUT!NE GRAL(NP,!J, II ,l(. t.,U, B ,n. r. p .s ,AP. 'll) 
IHPL!C!T REAL•B (A-ff ,0-Z) 
D!KENSIOH A (HP, 7) ,U(l;p), D(llP), F.( ¡;p), V ( SP), P(K, llP), 

• S(NP) ,AP(UP) ,Vl(UP) 
REA0(2) (B(I),I=t,UP) 
HF.1,0(1) ((A(l,J),J=!J),I=t,NP) 
na 200 I=!, NP 

200 U(I)=0.00 
Wfi!TF.(<, •) 'SOi.' 



CALL G\RK(lli', i .i, 14 ,l\, A, U,!3, n, 1', V,!:\, 11.P, V1) 
fl.t:Tl.i:~.:. 

I:"D 
C•••• ••••••~••••••~ ~••"' ......... •••- ~~"' •••"• ,. ... ~,.-> 1 ~ ~~,,: t""' .. ., ................... ., 

CADA K lTE!~AC.::ONE::S (C'.;,.tfADA:O f'!H U VARIABLE IC) TODOS LOS F.LtHEJi:TOS 
DE. LA BASE St HACEN CERO Et.CEP"lU FJ.. K-r.snm QUE: P/..S.A t. SER EL 

e Pl\IHERO. tlf:'.Flllll10S !_\ cmm u ~-[:",IHI. APP.O:CHH1CIO:f' lt Sll F.ES101Jíl, 

P U. Dl!lESClOl! ílF.. EU.iC¡UEDf. Y 01 L.\ HORHA DE. lt. l-:L FI!1 Df. L~ 

Sll13RlJT1!í.\ SE !):., OF.S!IF. DF. Lt. i',\~;-;·.\iJ.h Ll.AHA A U. .SllB!tllTHiA Bf,S~: 

CADt, ve;: QUE CO!ISTH\JYF u~·,:. i;u;.:\'.'. tSF.OllHf.ClOl'I. 

sv1.:nouTJ NE cn.::c11r, u, 11,F ,1,. ,_., :1 ,h. P, v, s. A!' .v 1) 
lttl'LIC:IT llE:.Lf!~ (.'..·li,:J-Z) 
DiliF:NSlG!i ,\ ( HP, 7) , U{!iP), íl(}. t•), lt(!lf') , P(I(, 14P), V(lil'), S( !1P). 

' .Al'{NP), V1 (IJP} 
REJ\DÍ", i) 

11=0 

Ci\LL H\JL30(NP,lJ,li.t •• U,V; 
D020I:.:1,NP 
R(l)~B(l)-V(l) 

P(K,I):R(li 

20 COHT!!IUE 
!C:;.K 

30 lF (IC.HF..I() ca T0 32 
DO 35 J=1,K-·1 
DO 3·¡ lo!, llP 
P(J, 1):0 .DO 

37 CO!itrnnr: 
35 CotiTI tWE 

IC'..""J 
32 rc-1c~: 

['U -10 :·'"' i, ¡;p 
Vll)"\(h,l) 

4J CONTHiU!: 

Q' c. no 
ALPUA:O. DO 

ººº. ºº 
CALL HH1.3D(HP,IJ,II,A,'l,1.P) 
no so 1 00 1,liP 
ALPUA: ALPHA +R( I) • AP ( !) 
O:O+AP(T)•AP(I) 

SO CO!iT HiUE 
ALPHA~ H.PllA/D 
DO GO 1""1,!IP 
U(!) :U(I) + hLPl!A«'(V., I) 

GO Cll!ITlf/Ut: 
Ql•0.00 
lJO 70 J-:::1, liP 
R (.!) cíl ( 1 )- ~LPH f,< AP ( ! ) 

70 COHThUE 
l/":h·+1 

UtllTE:(•,•) 'Rf:SIDi ,11 ,Q1 
llR11'E(3") H,Ql 
IF ( (?¡ .EQ. 200). cm. (Q1 .LE.10E-04)) RI::TUR'f? 
CAL!. BASE(HP, rJ, II,Y. ,.1, R,S, AP, P, V, VI) 



G010 30 
END 

C••.¡..•••~~"'-••••• .. ••,..,. • •t••~ ...... , ... ..-~,~.,.y; .... ,..~., .. ,.~ .. , .. , •io••••• "'• ..... ~ •,. 4 *"'"' 
C•••,,,•••t*•••o1o•••••••á• ........ ., ..... ~'!-+- •• ; .¡" ..-~G., ~<.>..O.i'"'"">I ..... * ......... ~· ~ ~. ~ ... ~ .. ~ 

RESUELVE F.:L Pl:OBLE!l:. ,\l.!=D, 1.:0!t ~ U!i,~ 1lATP.it: l.'0 S~HE1RIC,\, 

UTlLIZAllDO EL HF.Tíl!JO TF.ADICJO~:J.¡, llE GfU.íJl!~liJS C·.i'.>JiJC.~DO h\il;<. 
e EL SISTEHf1 t,T•.n.Jc.\T•B. u t1~:nn:: .t \)(·,l<: S.?.ft FP:'.';¡'¡[J.GDS"AL 

e COI! E.LEHElrro~; IGUALE~; EH CW,\ ::~r.:;(;[_,(¡,; 

1H\'L1CJT REAL•l! (A··ii ,O· Z) 
DIMF.llS!O!I /,1(30000) 

OPEh'(U!IIT'-' 1 'FILE:.: 'Hf,1 Rl7.. Di, r· . sn.TU:;-;: •o:..f/' 'FO!\M=- 'lHli.U.Y 1 ) 

OPE.11 ( UNIT=2 ,nu:.= 'VECTOiL or. T' 1 STATUS~· 1 ut.n' ,FO?.H::: 'DlURY') 
OPEN (U!llT::3, FIL!::= 1 p lOOOOGG. nn 1 1 STATW;~ 1 NEIJ ¡) 

'WlllTE(it,•) 'Ct!f,L E::. Li\ urnr;~;s1cr! '!.,Y,::• 
llEAD(•,t") ll,JJ,KK 
IJ::I l•JJ 
NP:IJ•V.l'. 

lULT" t 
IA::ItJl:r 
IU=I/lH:ri•7 
ID-=lU~llP 

Hl=JB1i;p 

1R,,-:JH~1i'P 

1V=1Rtl1P 
ip.-:;¡y~¡.¡p 

IS;.IPIJiP 
IAP=IS+lH' 
!lJLT:-:JAPqjp 

IF(IUI.T. U:. 30000) GO TO t0:.1 
YRJTE(• ,., ) 11!0 C/,BE' 

CklL EXlT 
100 Cf\LL GRADSG(II, !J ,!IP,Al(HJ ,t.1(!U) ,i\1(1il) ,;\l( U./) ,A.l{IR), 

to /,1(IV),A.1(Tí),:d(t:;),f1Hit.l'J) 
CLOSE (UNlT"i) 

CLOSE (UN1Tc2) 

CLOSC (IJ!íií'=3} 
EllD 

LE.l:: Lh$ ESí!lt,ut.s LJS u. MATi\IZ -~ OEL hi~Cl\tVO 1 '{ LAS DE 3 
Of.J, ARCH1 va ~. D.Sí!NE lJ:::(l COl\li PflI~E[l,, ,'~!'r.JXI l!,i.CION. Lt.i.}{,\ 

{. LA SUBR1iT1 ¡; ,\ S '¡'i\. 

SUBílOUl"lu1~ \JJ·•.i~.:~:::,:!~ 1 11 n.1 1! f •. ~¡ 1~.V,!',S,,\.-:} 

IHPLlClT R"C~L.;2 \,\-H,J-:J 
fJIHCF.SIUN A tl-11-, f J, U{;;;·), L ( •:: '; , \lf'~?) JJlH'), ~'OiP). P(NP), 

+ ~.i(}iP),.\P(!1r) 

RF.t,fJ(?) (V( T.), i~--1,1;1') 
llEirn(l) ((A{l,J), J'-'1. 7 ),J,·t 

CAL!. lilfi..3Df1 (!IP, XJ, T1, t,, V, t:) 
na 200 I=i,lií' 
U(I) 0 0.DO 



CALL ~',YH ( H , \ ~ , T ! , ,~ , H, tt, P., !' , ': • \.'. S, lf J 

hETUh.N 
EHD 

C DESARROLLA E:L ALGOf:.ITKO DE GRADIE!/Tf. COliJUGl..DO. DEFllHMOS U 
C COMO LA !1-ESifH.. APR0XtHACI011, ft SU RESIDUO, P L.~ DIRECCIO!i 

DF. Bll5QUF:í!A Y Ql U. !10R!U DS L. f.L ni: DE L.L SUFlf.UTUL\ SE DA 
DE:rns rn: u. 1'1.·1 rr.E i.., 
SUiJHOlJTIJIE S'{l((h'?, IJ, l l ,A, t:, t:, ~-,:-',U, V ,S, AP) 
U!Pl...ICIT P.Ehi..'";U (t.-ti,íl·'!.) 

DIHENSIO!l A (~:r,?), U ( ¡.¡¡.·), fi ( fOP~ , k(liP), PO.iP), 'r!(llP), V0lP) ,S0ff>), 
• /iP(l!P) 

fl.F.AC• ', ,. , ~} 
H~ü 

CALi. HUL30(/.if,!.J,1I,f.,i.1,V) 

CALL HUL3DA.(Nl'.IJ ,ll,A,V,V) 
DO :!O 1.~1,IH-1 

k(l)=íl(l)-W(l) 
P(J ):::0 .DO 

2ü CONT lllUf: 
DL'TA=0.00 

30 DO 40 1:::1,HP 

V(l)=P{I) 
P(l) =P.( l)-HEH •P( ! ) 

•10 COHTiliUE 

ALPiif,::O.DO 
n:::o. DfJ 
CAL:, !'n:;_:;D(!i/',IJ,lr,:.,P,V) 
c;.u. >IUL~Df,(líl',IJ,í.!,A,V,/.P) 

Dil S\'· J:; ! , 1.t-' 
hLPH/, .,,/,Lf•l\A-+!t( r)•E( T) 
D:.:.I:ip(I)•AP(l) 

HPllá:::-i,LPiiA.íO 
/)(J GJ I-"1, h? 
U(!) ·.UlI) • :..triL\ l P(l) 

GO CONT ItiUí: 
C1iLL HUI.3D(JIP,l.J,IJ ,A,U,~') 
C.\..LL !iUL3DA0:P,IJ,iI,A,V,'.i) 
Q1~0. [10 

lJO 70 J::J ,NP 

R(I)~=B{I)-U(l) 

7 O CUHTl NUE 
CJ..LL MUL:lO(~IP,IJ,I!,A,rl,V) 

CJ,U, Nl!L3Dt,(ll?,IJ,ll,/,,V,S) 

k!;tITt::( •, ") 'ilESlD' ,!. ,Q1 

\lltin:(J,t) U,Qt 

IF( (JI. EQ. 200). DR. (O:. Lf.. lOE-04 )1 RETIIRU 
2LlV DETA::0.00 

DO 80 Tol ,NP 
BE:T,\ ::.BETt.+S (I) 'P( I) 

3C CONTHIU!:: 



BETA o BETA/O 
COTO 30 
ENO 

Subrutinas 

C• 
C• Bi~~T 

C• 

C••••••••••••• ••••••••••o+•••••. -.i- 'I<•• ..... "'•o ,..~e••• .... ,,•••••••••• .... ••••••• ••lil.: • 
CONSTRUYE Ull VECTOf\ P(K,J) rnrrDGUNt.L A P(1,.n, P(2,J), .. ,F'(K-1.J). 

e J=t, ... 'NP. POP. HEDIO DEL i:;:;¡;:;::,o Gí.J..Li <iCilri:i:J.) t. 
SUBROUTINt: BASF:<Uf' ,IJ ,Il ,J<:, ~,, l\,S ,:,p ,r ,'1, V 1) 
IMPLICIT REAl_.8 (A-11,0-Z) 

DIKENSION A(Nl',7) ,P(K,t!P) ,P.(\/;>) ,S(NP),AP(liP),V(llP),Vl(NP) 
DO 10 Je:: 1, ¡.;r, 
DO 20 I:;l ,~'.-·1 
P(I,J),p(I+¡,J) 

20 COlfflliUE 
P(K,J);Q,DD 

10 CONTll/Uf: 
no 3o I=i ,1¡ .. 1 
BETA<O .DO 

D=0.00 
DO 4.0 J= 1 ,liP 
V(J)<P(I, J) 

40 CONTINUE 
CALI. MULJD(NP,IJ,II,,\,\1,1\l') 

CAU. 11UL3C.(NP,IJ,ll,A,R,S) 

DD 50 J=l ,!IP 
BETA=BETA •S(J) • AP( J) 
DoD+AP(J)"'I 

50 COHTil'lllE 
IF (0.E(J.0.00) BET/,:::O.C'.J 
lf (U.NE.O.DO) Bt:TJ.=BETA/D 

DO 60 J=i ,!-H 
P(K. J )=P(K' J)-ur;r:, ~PO' J) 

60 COllT!tWE 
30 CONTHitrr. 

DU 70 J:. t, ¡;p 
P(r:,J):::¡:(Y.,J)-tí:(J) 

70 COllT l!Wí~ 

Dü 75 1"'-1 .~IP 
\'(I):::p(!<:,l) 

7ú Cúl1TIH!.it.: 
CAI.L HtíL3D(J..P ,IJ, J í ,,\,V ,¡~p) 
DO 90 !:1,K-·1 
D{1 lOJ J;:l ,liP 
V(J)oP(I, J) 

100 cm:n1mE 
Bf:rti=<o.no 



CAU. Hut.30( lii' 'r J 'n. '" 'l .'U) 
00 9.5 J=l ,NP 
BET A;;:DETA +\' 1 (J) •AP( J) 

95 COHTitiUE 
90 CDNTltiUE 

RET\JRK 
f'.UD 

C•+•••>I••••• ~",._. • .., ... .t .. t•• • • •• 1 t"• ••+•••••••••••••••• t•••••••t•••••••9'e ••""'" 

Kl)J.JD 

C•••t• t••• .. • ••t•.i.•••••••••••••••••••••••to•*••••••••••••••••••••••••••• .. •••• 
M\;i.:r .:.F-LiCJ.. kH í.J., ~.ATIU1. AH POR X Y tl RESULTADO Sf.RA Y . .UI 
I:S UJIA HATP.!Z líP X 7 - [)JHC:HSICNAI.. l.A DIHEllS!OY F.M X ES 11, 
LA Di!-!F.t:srnN Dt: r POR LJ. Dt: y ES 1 J. 
SUBROUTI h'E H:H.30( liP, IJ, Ir, AH, X, Y) 
!KPL!CIT REAL•ü (A-11,0-Z) 
DIMEHSIO!l A!':(fl!',7),1.(NPJ,Y(Ní') 
SP1::lil1-l I 
~p:>"Il!'-IJ 

Y(l )=Ali( 1,4)•X( 1 )dH(l ,5) •1.(2) •AH(! ,6)•X(II• I )<AM( l, 7) •X(JJ<t) 
Y(h'P)=AH (!i'P ,4) •X (¡¡p) + AK(HP, 7) n ( P.Pt) 'Atl(P,P, 3} •A O:r- l) 

• -tAH( NP, 1) •X0íf'2) 

DO 100 K'"2,NP-1 
Y(Y.) =AH(f; ,<J<X (K) • AM (K ,:l) •l. (K-1) •Ail(K ,S)>X(K• 1) 
!F(K. GT. II) Y(K) =Y(K) • AM(Y., 2 J •X (f.-1 !) 
!F(K. GT. l J) Y(K) =Y(K) <AM(f:, l) •X (K-IJ) 
!F(K. LE. NP2) Y(Y.) ~Y (K) •AH(Y ,'/)•X (KHJ) 
H'(K. LE. NPI) YO:) =Y (K) • AH(Y ,r.) 'X (K• JI) 

l 00 CDNTilitJ[ 
RETUí:1i 
ENi; 

e .. "'• • " "'', • • .... " ~ ~ ... ..,. ...... • ..... • ~ ~ ...... l ..... • •• • (1 , •• , •• "' ....... • •• , ••• • • •., .. • • .,. 

C• 
C• 

C< 
Hl!LJOA 

C••4 •• ,,. .................. u ............... ,' ........ 1' ... •O••••f-••• ...... ,.. ................... .. 
C MULTIPLICA AH LA HATf\IZ AMT POR X )' F.L RESULTADO SERA Y. AM 
C ES Uh'A MATRIZ NP X 7 - OHU:N~l!Dh!.L. LA DIHEHSIOU EPi X ES I1, 

U DH!ENSION DE X POR LA DE Y ES !J. 
::;:¡~:.:;::-¡¡;;(:,; ¡.¡¡;t;1UA(Ni',lJ,!l,AM,.X.,'() 

IHPLICH RE!.L•8 (A-U,0-Z) 
Ditit::fiSHHt AM{?IP,7),X(HP),Y{Jii') 
NP1=F.P-II 

Y(:) '-'/,H{ i . .-tJ• X ( 1)-t-AHCl ,3 J• X ('2J+/.~(II+1, 2) "t(Il ~- l) 
• tAH(JJtt, l)•X(IJtl) 

YO/P):-./,H(NP ,4 ) 4 X(!lP) tAH(!lP! ,C)•X 'iiP1 ) .. J,H(NP-1. ~.J .. r O'f'· _, 
., +t:P.UlP2,7)•X(h'P2) 

rJ() !Ofl K::~. tiP-1 

Y(K):"M!(Y., 'l )•X (K) ~Ml(}\-1, 5) •J'. (!\- 1)+AM(Kt1 .~ )'q; (!\-t 1) 
!F(IC GT. II) Y(K) =Y(I<)< AM( K · !I ,6) •X(K-11) 
IF(K. GT. !J) Y(K)=Y(K)+AM(K- I J, 7) • X(K-JJ) 
If(t:. LE. ~1'2) y(f;) oY(K) •AH(Y.+ l J, l) •X (l[+I J) 
If(l(.LE.t1P1) Y(l{)·.;Y(K)•Jl.K{Y.t!! ,'.l)~xo:+Il) 



100 CONTlNUf: 
RETURN 
EHD 

C•••• • •• • • • • • • • • • •• t • • • •• • • • ••• • • • • •• • ~ t • -or • •·•• • '* .... • •• .. •~ • • • •' .- , 

e••••·••••••••••• ............... ~··~••"• .......... " ..... • .... ~." •. •~•••••*"~ ..... t• ...... ~ 

C DA VALO!lE!5 A LAS f:Wl'HADAS Dr. LA Ht.TfíI7: /.. EN H.',!;f. :.. LA F.C~)AC'HlH 

C DE TRA.tl!)POR.Tf~ COll DIFU.SlOH fJ¡ E:;TA!JO E~;TACIDNAf\l[L 

IHPLICIT RU.I.•ü (A·H,0-ZJ 
DlHfJISIOlil Al(3000D) 

OPEH(UJUT"- 1 ,FlLE:: 'HATilI:'... DAT' ,FURH~ 'ílIN:.Rr') 
OPEll(UNIT ~:: ,nu:- ''/U'.TOfi. .DAT' 1 FDRK' 'HINARY') 
WRITE(•,•) 'CUALE'.l SON LA~ DI!iEt¡sJONE~\ X,Y,Z' 
REAO(•,•) IT,JJ,Kf 

IJ=I!•JJ 
ffP<;-IJ•t:K 
IULTq 

IA=IULT 
1U.:IA•!IP+7 
ID=ItltNP 

IULT=IafNP 
IF(!ULT.GT.30000) CAU. EXJT 
CALL GE~HAT(HP, IJ, 1J,A1(IA),A1( 1 U) ,A1 (rB)) 
CLOSf.(llNIT= 1) 
CLOS!'(llH!T=2) 
ERO 

c., .................. '··········(~· •• ••••• ... t• t• ,,, ~~1'-1< ...... t.,•••·······* 
DA VALORES A L/,S f.hTR/il)AS O~: LA HATHlZ J., DEFI!.i:. tl::AU DONtJE 

e u TINE VALOR l E» TODAS ~;us COHPONF.!fff.S. DEFINE U-=O COHO 
PRIMEf\t, AflllOXIHACHJ?I. LLAMA A L/1 SUS?tUTH~ G".:1'1~. 

SUBROUTINE GEHHAT{NP,l.1,11 ,A,U,!l) 
IMPLICIT Rl:1tt.•8 (A-H,O<~) 

DJHEMS!Oll A(oP,7),1/(Ni'),U(NP) 
WRITE(. 1 ... ) 'CUAL r:.s f.L NIJHEf1.0 t.Jr PEn.Cf?' 
READ(•,') PE 
WRITE( •, •) 'DE O!Jt: T/.l!MIJO SON LOS LADOS Dt: US CELDAS DE LA RED"!' 
READ(• 1•) 11 
T=3. DO•!i 
V•Sl]RT(PE/T) 
o""'-v 12. no 1. co/H 
X!•Q 
x2-q 
X3-=L? 

Q-=\'/?. .D0-1 DO/!! 
XS::-q 
X6•Q 

n-o 
WRilE(*', ~)Xl, 1.2, X3, Y.4 ,X5 ,1.6,Y.7 
DO 100 !•1,NP 
A(I ,1)•11 



A(l ,3)•X3 
A(I,!;)ol!, 
A(J ,2)•X2 
MI,l)•Jt 
A(I ,7)•X"I 
A(I,6):::rn 
B(l)•0,00 
Ir(l.GE.IJ+l) GD TU 10 
D(l) -ll(l )- i. DO•:, (l, l) 
A(I, 1 )"'O. ÍJ(.) 

10 lF(HOll(l-1,!J),GE.lll GO TD 20 
B(l),B(l)-1,DC•t( t ,2) 
.;(I,2)•0.DO 

20 !F(l100{I,II),NE.1) CD TO 30 
H(!\"::B(I)~ 1.Dú,.,Hl ,'.i) 
A(l ,3)•0.D0 

30 ff(HOt1(!-t,TJ),U:.IJ-ll-1) ca TO 4n 
A(!,6)•0.00 

~O IF (MOO(l,Il).NE.O) GO TO 50 
A(!,5)•0.00 

50 IF (l.LC.fiP·lJ) GO TO lQG 
A(!, 7)o0,QO 

100 CONTINU~ 

DO 150 I•l,NP 
WR1Tf(2) C(l) 
DO 200 J=i,7 
~RHE(l) A(T ,J) 

200 COUT!HUé 
l &o cm:T mur 

Rt:Tl1RN 
!:1:0 

C••-"• ••• • ~ ••••(>"'" .,., ... (" ,..., .,..,••t•••••••• ••••••••••-•••••••••••••• •,.••••"-••• •• •.ll 
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