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Introduccion

El mélado de gradicute conjugado ha sido utiiizade ampliamente en fos iltimaos
anos. A pesar de que sa formntacidn original fue hecha en 1952 por Hestenes v
Stiefe! [8], el interds actual se dic a partir de gque Reid 1o planteara como nnmetodo
iterativo e 1971 [12), que es la forma en que se e wtiliva con mayer frecueneta op
L actuahidad

Bl métode de gradieste conjugardo (0G) se aplica para ba canacion A = b
cuanedo A es una nateiz positiva delinida v s trics. Simembargo, se ban formutado
varios mctodos basados eu ¢f de gradicate conjugado para elininar esta restuiccion
y extender el método o matrices no siimftoeas e cslos mdétodos, el primete en
aparccer, que finera formulado por fos misinas Heslenes v Stiefel (8]0 g0 basa en
la tdea de resolver la ccuacién Pu o+ a, donde ¥ es no simdétrica v no sngular,
aplicando ¢l métado de gradiente conjugado a Ja eccnacion equivalente Flin=PTa
Nosg referiternes a oste incéiodo conio e estension natural dol gradicnte conjugada.
Fntre I sjado ampliamente con ORTHOMIN{E)
¥ Ger(k), formulados en 1970 por Vinsome {11

B esla tesis se expone vy nuevo metodo, propuesto por b Herrera {1, basado

netodas mas recientes, se hia traba

en 00, que se puede aplicer al caso no shimdtrico. Los objetivas que vas proponcmos
sor, por un Jado, explicar de foria clara v detaBlada of indtodo, v por otre Liacer
de L oficiencia de Sde comparada con la de orrnosns k), Gow(k) v
vonturad ded gradiente conjugado en varios proablemas partiendares de
transporte con difusiin.

un analis

Iy extens

Farel capitolo 1 se presestan algnnos conceptos basicos del dlgelra v el analisis
ane se utilizaran en el 1exio, adenis de una presentacion del €@, siguiendo ol texio
de Hestenos (9] Bl capitnlo 2 presenta los métodos orrhoMin(t), aen(d) v la
extension natural del Go, Bl eapitulo 3 se inicia con una exposicidn ded €6 desde nna
Spiica distinda ala planteada por Hestenes, siguiondo el mismao articelo de Herrera
110], von base en la coal se introduce o] nueve indtado. Bl capitulo 4 presenta los

resultados nunviicos v as conchision



Capitudo i
Método tradicional de gradiente conjugado

1.1 Introduccion

En este capitulo revisaremos ¢ método de gradiente conjugado, que en sn formas
original [8], se utiliza para resolver la ecuacion

fin = b,

donde A es una matriz N % N duncasional positiva definida y simétrica. Expoadre
mos el métodu signicndo a Hestenes (9] (otras presentaciones del métodu se pucden
encontrar en |1, {2}, {4] o [6]), ¢} enablo desnrrolla al winimizar L funcidn coadidticn

Flu) = },n A - beude

positiva definida. La idea bisica co ol veclor
lucidn u,, tomdndolas eomo et nimime de la funcién £ sobre clertos hiperplanos

anidados de IRV,

SLEEN COLSTTUN aploniliacion

Sl E E G ol Y O

donde ¢} subindice corresponde a la dimensidn,

Para expresar las aproximaciones os necesario coustruir una base Reortogonal
de cada hiperplano. Kl método que se ntiliza wsushnente para ortogonalizar vec.
tores s ¢} de Gram-Schmidt. Sin embargo, al selecelonar un nuevo elemento de ta
hase, se requicre garantizar ko ortogonalidad con especto a todo: loa construfdos
anteriormente. Bn contraste con vslo, los hiporplanas seleccionados en of nuitoda de

gradiente conjugado, permiten asepurar gue ab escoger un nnevo elementao de fa base

baste con verificar ta ortogonalidad con respecto ab iltime que se ha sonstratdo paa

que, automdtizvmentes cada condicidn se cumpla con respecta s todos os srderio

ros. Bsta formg de procader peomits ronstruir 1 base jiecaliian o b bad o

que cada meva aproxtmacidn depe

a tnieaniente de la procedente. Ea Ohvinbies
computacionales esto cs nna grau vental
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1.2 Conceptos Fundamentales

o notacion y terinalogin gue se utilizara en el trans
visaremos conceptos bisicos sobre los que se desarrollard

En esta seecion introduci
curso del texto, ademd:
la teorfa ulterior (5], {114

Trabajarcinos con funciones vectoriates de valor real en Y. Las comnponentes
in por medio de subindices cuando sea necesario, de
fua gne u, es la -dsima compouente de . Cuando se hagan operaciones

de los vectures se designi
tal {o
matr
a un producta ese

ales o] vector 1 se considerard como un vector columna. Denolaremaos (u, v}

alar cualquicra y

al producto interior asociado a la norwa cuclidiana de wy v en mY. La norimi
del vector 1 respecto a un producto escalar cualquiera es fjull = (u, u)l‘ Es-
pecilicanicnte, denotaremos Jlully a da norma euclidiana del vector u y serd

e

e

1=t

L distancia entie dos veetores u y v es lu — vil. Una vecindad de u? de radio & es
¢l conjunto de todes los puntos u tales que ffu— ul]] < 8. Un conjunto & es abierto

si todo punto u! de § ticue uia veeindad, contenida en éste, en la que estid ul.

Es necesario introducie tambicn aliumay relaciones entre matrices ¥ funciones
cuadraticas. ' = (i) sert fa traspuesta de da uatriz A = (a,)). Una matriz
cuadradi oo o singular siosy determinante es distinto de cero. En este caso Ia
inversa do B existe y se denota 871 Dado un producto iotetior (1, ), la adjunta A*
de la matriz A es aquella que satisface (U, A'V) = (v,Au). Utilizando esta nocidn
decites gue una mateiz A o autoadjunta si A° = A Si A = A dectinos que &
indtrica, Una malriz avtoadjunta os no negativa si la designaldad (0, Au) > 0
ce cuinple para lodo vector vy es positiva definida si (u, An) > 0 cuando u £ .
St mstriz B oes positiva \.l(’““\(‘(‘ R D ambicn lo es. La parte simétrica de la
Matrsz 1 estid dada proc A - ’I raly Traha jaremos con funciones definidas por

(&)

medio def producio fnterna =0 La 1"u0klmi Barsv o= us ATy siempre 56 cumple
v si A es stndtrica Aus v = us Av, La funddn Qu) = u v A es aaada fonne
cuadviticn y e positiva definida si 2o es. Una funcion 77 expresable en fa forma

Flu) = z»,u thRu-bsrute

donde A ns simérica es Hamada funcién coadritica.
Utilizaremos algunos conceptos del cdlenlo para minin

zat ala funcion cuadra-
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tica F. Consideremos una funcion continua £ de valor real en nn conjunto abierto
S que tenga derivadas parciales continnas de primer v segundo orden en S0 Una
funcién tal se dice que es de clase V. La primera diferendial f'{u,v) v segunda
diferencial f(u,v) de f en u estan dadas par las Brmalas

N
— {f{u .
f'(av) = N “‘[{l ‘*)“. = flluy. v
ty

y

es el gradiente de [ en u y se denntard ¥V f{u). La matriz

) = (@i(_':l) (=)

(')u,'i)u_,

es ¢l hessiano de [ en u.

Un punto u® proporciona un minimy local do [ en § st u® estd en Sy la
desigualdad f{u) 2 f{u®) se cumple pare toda v en S que estd en una vecindad V
de u®. Si S{u) = f(u’y para toda u en S, entonces u® minimiza a f globalmente
en 8. Fn cada caso el minimo cs estricto si la {gualdad oy vdlida solo si w = u”
1 es dos veces diferenciable en nn conjunte abicrto S, entonces las relaciones

L5

A otts b e
rutr=o G R0 YA
s¢ cumplen en un punto minimo local u” de f. Inversanente, s
LoV L0 N o
Sy =0, Sl vy 8 Vv Q.

W oestricte de £ Un punie u” oy donde
fra Yy e ritico de R LA -arreapundien ol I
e A 3 = B AL B 10010 € - . .

f!(u 0 esun punte erstico de f ¥ f{u"} es of correspondiente valor cottieo de

entonces u® proporciona an minirao I
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1.3 Planteamiento General del Problema

. L .. N X
Supongamos que queremos minimizar una funcion [ 0 IR7Y <o IR Una forma de
hacerlo es minimizarla en hiperplanos amidados

Iiclhoo..c Uy,

donde o} subindice indiea la dinension. Liamaremos a 11, n-plano. Si en cada uno
de estos hiperplanos el minhno u' en T e inico, teadremos una sucesion de apro-
Ximaciones ul, . u” tales que

fu'y z flut)y 22 f®)

de Lal forma que, a o mds, en N pasos encontramos ol punfo u, = u" que propor-
s ) s . A
clona un nutimo estricto de f en IR, ya gue, Ny = W7 .

En este caso queranos minimizar la funcién cwadritica
Iy = byvRu-~biu4c

en 7Y, donde A es una matriz sindtica positiva definida (N x N)-dimensional, b
es un vector fijo N-dimensional y ¢ s nu real. B valor de la constante ¢ no jugara
un papel tmportante o os algoritinegs, por lo que no aparccera mas,

Para wininiz

roa la funcidn Fodebemos encoutrar los puntos en los que el

wradiente do f7 se anufa, es decir,

Vilu) = ) = Bu - b

Entonces 1t es un punto eritico de F siy solo si os solucidn del sistema lineal de
conaciones

LtV I

b, g

Comw A no es singular (por ser positiva definisda), existe éxactamente una solucion
a esta ecuacidn, que es

u, = A7,
¥ por do fanlo ua solo punto cnitico de F. Bl hessiano es F"{(u) = A&, por o que
F'lug,v)=veAv >0 Vv £ O

¥ U, es un minimo estricto de [,
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B el estudio de sistemas de ecnactones Hades se acastumbra defiar ol residue
del sistema (1.3.1) en u como el vector

re= b - Au,

o bien,

A, - u).

En nuestro caso, e} vector ¢ es el gradiente negativo

- Fu)

de Ia funcidn cuadritica .
Hablaremos de puntos y vectores enun hiperplano. Definimos al hiperplano 1,
como ¢l conjunto de puntos u que satisficen las siguientes ccuaciones

qi-u:,)" i=1,...,N-n, 1<n<AN)

donde los vectores ¢, .., g™ son finealmente independiontes § Plye e PN SON
escalares dados. 51 u® s un punte en Hy, estas relaciones se pueden escribic como

drlu—u"y =0 (i=1..

que explicitanente establece que 1, pasa por u”, Diremos que un vector woestd en
11, sty solo si

qfrw =0, (RIS T, N -l (1.3.2)
La cenacidn (1.3.2) ticne o sotuciones lineahmente independientes. Por lo que todo
vector u en Il se puede expresar como una combinacion lineal

= a4 out

u” st estos son veelores linalimente independientes eu i, Sean u® v

1
deu',...,
9

dos puntos en 11,. Bl veclor u = u —u® esti en H, y 0 = u 4 o
en la forma

s pude expresar

g=u" 4 aut el (R

para alguna cleecidn de los pardmetros .

pardmetros arbitrarios se llama representac
Conviene ahora day nna caracte

n-plano 11, que sirva como guia para cncontrarlos. Sea U la matriz con columnas

g baccuacion (1. 3.3 cuti oL Loy
on paramdétrica de g,

zacion de los puntos minimos de F sebve un
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uhul s u Entonces {1.3.8) se pude eseribir como
u=ul Uy,
donde v es ¢l vector cuyas componentes son ap, ..., G,

En el n-plano 11, la fmeidn #' es una funcion cuadedtica, ya que si & es la
fneidn £ restringida al neplane I, tenemos

1
i

Gv) = Fu® 4+ Uv) = $u" 4 Uv) » A" + Uv) ~ b+ (u” + Uv)

WAL~ b fv e UTAUY + (Rn® - b)+ Uy
= 1,\ +By—grv+ (u%)
donde
B=UTAY,
g=-u’ Fu").
Debido a que A es positiva definida y simétrica tambicén lo es B. 11 punto
v = B-‘g

es solucion de ta ecuacion By — g = 0 y, por lo tanto, ¢s un minimo estricto de G
Eatonces of punto

i=u’ + Uy
es un punto minimo estricto de 7 en I1,. Ademnds, de la relacion
0= (V) = VTP (u” 4 Uv) = UT F'(a),
obienemos que, ¢l punto nanime de ' en I, se caracicriza por las ccuaciones
we Ay =0,  {i=1....,n),

o por la condicidn de que ['(i1) sea ortogonal a If,.

Los resultados descritos se resumen en la siguiente Proposicidn

Proposicion 1.3.1 Supengamos que ¢l hessiano A de una de une funcién cuadrd-
tica I cs posilivo definido, Un punto G ¢n un n-plane minimiza.a F en [y si o
gradiente F'(Q1) es orlogonal a 11, ademnds existe un inico punto minimo de F
en {0,
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Fiaura 1. Puntos minimos de F sohre dos ineas paradelas [y L.
Ahora veamos como desarrollar un procedimivntn para encoutrar los minimos
de F*en I1 T, .. Ty, hiperplanos dados.

PROPOSICION 1.3.2 Los puntos minimos de Fen fincas paralelas vstdn seler un
hiperplano y.y que pusa por el punto minime v, de F. (N ~ -plano Ty
se define por medio de o ccuacion

pr{Ru—-b) =0,

donde p cs un veclor diveceion pare estas fincas paalelos. El vector Bp es vornial

a “N—»I-

Demostracién:
Sean u® y G puntos minimes de F sobre dos lincas paralelas Ly L res
tivamente, conio se maestra cn Ja Figura 1 La direceion de estas lineas se pucde

LIy

representiar por medio de un veclor pone pulo, ko el punto muinno de e £
el gradiente F'(u®) = Au® — b os ortogonat 2 1y por o tanto a p. Bl puto u®
satisfuce, entonces, la canacién (1.3.4). De igual forma, 0% sadisface la ecuaciin, la
cual representa un {(V — 1)-plano ]-E‘\v,,l‘ cuva pormal es Ap, ya que

0= pr(fu—by=prifo—uw)=Aps {u—u).

ademds o cenacidn indica explicitaniente quo u, estt en el plans i

Como se damosted antes, Ap es oriogonal a Ha_y; enands esto sucede se dice
que p es conjugado {A-ortogonal) & [Ix_y v que lyo) s conjugado a p.
La represeatacion paramétrica de unadinea L es detaforma u = u”+-ap, donde
es un punto en Ly & es un parimetro que toma valores de —ae a oo, I3 residuo

u®



Caprinlo 17 Mdtodo tradicional de gradirnte conjugado . - 8.
deu? es
= —F ) = b - AL,

entonces

u b ap) AW 1 ap) - be(u” 4 ap)

Fiu® 4 ap) = |

C= Plu') 4 ap e (Ru - B) 4 La'p s Ap
= Fu") - aps "+ kaPp e Ap (1.3.5)
La funcion (1.3.5) de o tiene un valor miimo caatido & = p v e/p « Ap. Tenemos
el siguiente resultado.

Prorosicios 1.3.3 27 punto minimo u' de ] oen lu lince u = w” 4 ap estd dudo
por la ccuacidn
v =0’ 4 arp,

donde

. cu Pt r”| d = p+Ap, s - l;"(n") = b~ Au'

Una Propesizidn relacionada con 1.3.2 o3

Proprosiidy 1.3.4 Los puntos winimos de #en (N = )-planos Ty -y paralelos
estan en una finca L, congugadn o estos hipevplanos y que pasa por el punto minime

u, de .

Demsilraeian

Por In PROFOSICION 1.3.1 ¢l gradicnte l"'(u“) = An’ — b del prnto minimo
U Ao Fen iy es artogonal aeste hiperplano v por Jo tanto debe ser maltiplo
de ta normal o de iy Zp. De acierdo con esto existe un miuero o Lal aiie

u
-b 2 ag,

e

o bicn,
u = AT 4 oA g = u, e (1.3.6}
La eeuacion {1.3.6) representa paraindtricamente a una linea que pasa por ¢} puito

minimo Wy de-fen IRY, Ademis ¢ vector p = A~tq tiene la propiedad de ser
conjugado a 11y _y por ser q fa noruial de este hiperplanse @
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Connn vna estension de la PROPOSICION 1.8.4 tenemos

PROPOSICION 1.3.5 Los purtos mimimos de I eaonoplawos paralcdos cstdn eooun
(& ~ n)plano conjugado a estos n-planos que pasa por o prenfo mininoe u, de F
En otras puladvas dedo wn conjunfo de N — noveetores incahaends ondependicntes
b N pare cralquicr conjunte de wdmerns eales gy px g, o punte

minime u de Foen ol n-plano
Uy v u = py (T T N - 1)

estd sobe (N - nY-plano

1 Nen

v ru=u. 4 A q 4+ 4 ay A7

..- -

que pasa par ol punto minone ue de FoHa o es conjugado a

La demostracion es muy parecida a la de la PROPOSICION 1,8.8 por lo que nio
la desarrollarenioz,

PROVOSICION 1.8.6 Dudo un n-plane U, 3 un veelor w ol conjunto 11, 4+ w de
puntos u crpresebles como u = u-t w con u en tl, es nun-plano {1, paraiclo a 11,
Inversamente, si 1y s wn we-plano paralelo a Hy yw = 0 —-u (s un cvdfor gue wac
un purdo W cn Hy o un punfou en Tn, entonecs W, = 1, b w por lo que exrisle un
veetor duico pocojngude o Yy tal que 1, = 1, + p. Siu® manimaza o 1 oen 1,
entorecs ' out Gop mnimize @ 1oen 1

Demastrgeian:

!

o | ) .
Sea u” un punto en {1, vutooo 0" vectores linealmente independientes en iy,

ntonees Hy se puede sepreseatar parinmétricatmente como
[l
we w4 a4 agn”,

S ) )
Si 6" es un punto en wn segundo n-plano 11, entonees este hiperplano es paralelo
a 1, si v solo si se puede representar paramétricamente por medio de la ecuacion

i=a’ +ae! 4. b

Bl conjunto 11, + w serd

G=u’ ot L et e w
;!
= 0" ko Fo o™

donde 0¥ = u¥ 4 w por lo que [, es paralelo a H,. Ahora si {1, es paralelo a 1, y
w o= 4% — u® donde @® es un punto en 15, y u® en I, entonces ii® = w4 u®y un
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punto 1 en [1, se pucde eseribir como

I T P LN R T
. .

=w4+n" a4 4 g

=W 1
donde u es un prnto de T, Sia® y u? son, respectivamente, los punt

1 " o

H,, v [y, entonees el veetor p o 0"~ u® esti en ol iy o, plane conjugado s H, v a
I, (PROPOSICION 1.8.5) v es conjugado a estos neplanos, Ademas I, = 1, 4 p.
Inversamente, supongsmos gque poes canjugado a Ih voque T = 1, 2 p Siu®

w ninimeg de

minimiza a £ oen [, entonces Fu’y v Ap son ambos artagonades w o, deoral
forma que F'{(u" + p) = P0"T 4 Bp s ortogonal o My y eatonces al noplane
paralelo 1T, = H, + p. Se sigie que of punto u” + 3 es ol punto minime u® de Fen
,,. Esto establece o ilthne parte de i Proposicion &

ProposicrN 13,7 Dade wn oweplase 5w cobosw Jucra docsie, ol conjusito

Hy, -+ Aw de fodos los punlos u | dw, deluadnados por Tos puntos u oen My oy fos

mimeros reales J0esoun (nb V) plano W, 4 que crpande a 11, g a Ve 1l 40w,
4

Existe un veetor inico poconjugado a W, fel e o = 1 4 p o2 1y

el punto mivinw ul de Foen Hypp estd oo o Foea w = ¥ 4oap, donde u® e of

nento mmime de £ ocn 11,
N

Demostracion:

Siu®es el panto miinimo de Fen My yuty .o w™ sen veetures lincalmente fude-

pendientes ea Hy, entonees [y, se prede:

presentat paramolricament o por tiedio de

1 "

la ecuacion u = u4opulh o™ Sw no estd en 1 Jos vectores Lt w

i

fon v ul
paratnetsos arbilvavios vy, ey, 0 definen e v 40 dyplano T que caphb: s

son hinealmente independientes v Ta eeus Faqul a4 S eon

condiciones descritas en la Proposicion. Por la PHOPOSICION (L38.0
tinico p conjugado a 1, tal que Ty = 11,4 po Fao victad de o Droposionns 134
con Nagy jugando ol papel U7, of punto minimo whde #oen 1, 10

u Lap que pusa por el punto pidimo de L, v e conjngada al misnio 2

ste iy vectar

aen b linea

[T S TR e
O T B T T I VR IV

Sea {p',. .., p"} un conjunto devectares no nulos mutanente conjugados, o dedr,
s satisfacen jas relaciones

p' e Bp! = A g =100, (4.0

PRoPOSICION 1.4.1 Sra

.
Mycu=u+op! ... +aup”
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ol n-plano que conticne of punto u' y cstd determinade por un sistema conjugado
plo.., p™ Fpunto mivimo w* de I en 11, cstd dado por la firmula

vt = tapt . 4 a.p” {1.4.2a)
dondc
o, = L;’-v cpm=pter? d; == pi D F\))i, (i=1,...,n) (1.4.28)
i

yrl = o F'u?) = b — Au® es ol residuo de Foen u®. Bl residuo de £ =~ F'(u")
de I' en u” estid determinado por

=1l o Ap! — ..~ alAp", (14.3)
y es ortogonal a 11, de tal forma que
pleri=0 (T=1,...,n). (14.4)

El valor wiinimo de 17oen Hy cs

Flu™) = FY( u’y - :%(01(?1 4 ...+ onen) (1.4.5)

Demostrocian,

Por ia PROPOSICGIGN 1.3.1 of punto minimo u™ de # en 11, se caracteriza por
of hecho de que su residuo ¢ = ——F'(u") es orloponal a T1, v por o tanto a los
vectores plloo L p® an 1. Cona

P = - A = b - A e p! o anp™),

la formula {1.4.3) se satisface. Combinando (1.4.3) y (1.4.4) con tas relaciones (1.4.1)
cncontranos gue para = ,... . n

n
O=ptsr™ =p ! — Xa_,"p' *Ap? = & — agd;
o1

por lo que

o, =

d;’
Para obtener {1.4.) usamos la identidad

Flu+p) - Fu) =p+ #(u)+ p+Ap
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conu=u"y
p=u -~u":= -*n]p[ e g Pt

Ya que p es un vector sobre Iy, es orfogonal 2 F7{u") = —r", de 1al forma que

F®) - Fu™y=ps Flu"+ ip+ Ap

n
L
=4

2 .
. 1
> ajo;p’ ¢ Ap!

por las relaciones de conjugacion (1.4.1) y (1.1.2h) &

PROPOSICION 1.4.2 Sea {p',...,p™} un sisivina conjugado de veelores, Para un
punto dado u®, sean ul|. .. u™ los puntos definidos reeursivamente por el heclo de
que para cadan +1, 1 <n 41 < m, o puplo 0™ widnindce o £ solre la linea

u a4 ap™ (1.4.6)
Entonces u™ y ol residuo £ = ~f7(u") son

u' = u" e a,p”,

(1.4.74)
no__ _t--1

=T~ afpt,

donde

Cp o pt e o, = p" o« Ap". (1.4.70)

El punto n" minimiza ¢ F e o n-plane

Noiu=odapt o panp™
Tenemos las relaciones
pt et =0y () < n<my

piart =0,
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Demosirvacion:

Conio u™ mrinimiza a & cn of Fplano {1.1.6), we sigue de la PROPOSICION 1.4.1,
con u®! tomando el papel de u®, que u® y r* se pueden escribir como en (14.7) y
quie

p" o =g, (n = b, )

Por lax telaciones de conjagacion p"  Apd = 0, (n # j) tenemos
Pl ph e (¥ ApY) = pt e, (j#n, j=1,...,m}

En consecuencia, usando j = 000 -2

p" o ae p" PR p” PRt g o (n < m),
tomando j=n,...,m—1
pn L pn * rm—l P P" - l‘" =0 ('IL S Tl'l),

Esto demuestra la redacion (1.4.8), Cowne ¢ = p? v r", se signe de la PROPOSICION
1.4.1 que u” minimiza a £ en el noplano &

1.5 Métode de Gradiente Conjugado

Conw constoneticia e bos resultados anteriores, para minimizar o funcidn cuadra
tea £ e prede wtilizar una raivs iterativac en Ta que habiendo encontrado un
punto u"! gque minimice ala funcion # sobre 0y y una dirceaidn p® conjugada
g ey cocontramos of punto winine u® en H,; minimizande la funcion sobre ia
finea w = " ap®,

Fete nidtodo, Baomado de direcciones conjugadas, se puede formalizar como si-

LT
Algorimoe O

PASO INICIAL: Seleccionar una estiniacion inicial u® ded punto minimo u.. Ualcular
i ;s
ol tesiduo B

vl = h -l
y seleceionar una direccidn inicial p' # 0.

Pasos ITERATIVOS: Habiendo obtenido Ja estimacidn u"? de ug, st residuo 11y
ta direceion p*, caleular una nievi aproximacion u® y su residuo ©" por medio
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de las férmutlas
SR -1
om s Lt fLad)
P4 Rpn ’
u
rYl
Ap” = b - Au”. (1.5.1)

Seleccionar entonces nn vector p™i! conjugado a pt, ..., p", es decir, un vector
p "t tal que se complan las relaciones

peRp™ w0, (=1, n) {1.5.18)

TERMINACION: Ferminar en ol ne-ésinme paso st

Hasta ahora 5o hemos definido endles direeciones conjugadas ply. 0, p™ wili-
zaremnos, ni conio lus ublendremor. A confinuacidn desarrollaremos un conjunto de
direcciones conjugadas partiendo de vectores w?. L w" linealmente independicntes
utilizaudo el método de Gram-Schmidt:

pl — (1.5.9a)
n
pu»l..l =W L A !-i,)l)]‘ (1.5.26)
=

donde, para j = 1., n,

/in-H.) ==

El méiodu de Gram-Sclun
das 5]

p! s Ap" =), {1+ ).

El algoritmo (1.5.2) tiene la propiadad de que el vector w” se puede selecciogar
después de gue lus vectores ptooo o ptose B calealado. Por supresto que w® ge
debe escoger de al forma que w?, ., w" o cquivalewtomente ptl oL ptl W
lincalmente independicntes.
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En el algoritmo. €D se ?mn seleccionado los puntas u” de tal forma que su
residuo " sm artogonal a p®, :Cdmo podemos utilizar este heeho para generar las

direcciones pt, o ptti? Snpom:umua que hemas escogido el punto u' y la diveccion
P!, ademids hemos caleulado 1% entonees u! = 0¥ + arp? donde ay w0 detine por
medio de la ecuacion (1.5, 14y Esta infonnadian lullldil caleular o = b - F.n

como habiamos seiialado antes 1! es ortogonal a p! y por lo tanto estos dos vectores

son lincalmente independientes. Es por esto que podemos generar p¥ = '~ 3,,p'.

donde 7 esti delinido por la [Orimula (1.5.2¢). Asi p~ serd un vector conjugado a

U Siguiendo asi podemos generar la base p'o..., p" L Formalicando:
S ! £ ¥ + ]
pl =" (1.5.3a)
n
. S .
P =S e (1530

donde, para j = 1,....n,

Buatj = — - (1.5.3¢)

i+ Ap

Bs importante recalear que el hiperplane H, se puede escribir paiamdéiricamente
como

Hypp u o= u? - agr L a,

o5 deekr, gy = u" 4 gen {0
clos alines de Krvlov. Por otro lada sabemes que v

.r"}. Estos hiperplanos sou conocidos como espa-
"1 es ortogonal a este hiperplano

o, lo que e lo misimo, es ortogonal a ¥%, . e Como e

to sucede para cualquier n
tenemos los relaciones

Perd =0, (i #5)

- . . - a3 :
£l costo computacionat del algoritmo (1.5.3) es muy alto porque es jecesario
guardar la informacion de todos los vectores p’,...,p™! que se van generando.
#t )

Veutnos si podemas veduir la expresion general del vector p
ProrosiaoN 1.5.1 Bn el algoritme (1.5.3) pf + Rr® =0 s § < n).

Demuostiacion:
L

De (1.4 7a) sibetus que vf = 170 o GGfpT| entonens ajRp? = el iy

tenemes
aspl ¢ Bet = agApT #x™ = (11T = YAt a2y,

sig <. Como ajnoes cero, p? ¢ Ar = 0w
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Como consecnencia de esta Proposieion, modificatu ¢l siguiide termms det
A
prept

%s importante observar que el valor de fa funcidn (1.3.1) en wn vestor w oy ipguat

a un medio de la norma (asociada al produsta interior (v, w) = v - A7 w) de sn

residuo r = Af{u, — u) mds una constante, va que

algoritmo (1.5.3): p"*! = ™t Bupp”, donde g,y =

Fluy -+ lue o b= L, - )« Aju. )

o ,},f‘m AT e

i l[ 12
Al
Fal :1p. i
Entonces, al minimizar la funcion (1.3.1) sobre ol n-¢shino espacio afiu de Krylov,
implicitamente estamos minimizando la norma del residuo.
El algoritine de gradiente conjugado que ya inclnye ol calenlo de la base conju-
gada es:
Algoritmo ¢
PASO INICIAL: Seleccionar un punto u" y caleulier

pte=rt= b anl

PASOS ITERATIVOS: Habicudo obtenido u™~1, v~y p* caleular u™, v ¥ p™*! por
medio de las formmlas

Cn

.
n

d, =p" « Rp",

e = r"“‘l el no, o=l

::.[)

-1 t
Tw=utTh 4 ap”,

=
il

r* o= b fut,

pu « ApY
ﬁn-o-] = ————--A[-——n’
« "

at]

P =l /“in—Hi)”'

TERMINACIGN: Terminar en ¢l m-ésimo paso si 19 = 1,
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Modificaciones para el caso no simétrico

2.1 Introduceidn

Dizentiremos cuatra mélodos derivados del métoda de gradiente conjngado para
cmas de eevaciones ineales no simétricos, que on st forma matricial escribiremos
coma

Pu == a, {2.1.1)

donde I s no simélrica y no singalae Mrimero discatirernos una extension obwia o
a1

natural (8] & matiices no simdétricas, qie se o‘)twn(- al aplicar el m¢todo de gradicats

B

conjugada a la cenacion resulfante de aplicar P da ccuacidn {(2.0.1) Qe

- Pl - by,

R

S Obsfevese e
Copositiva definiday stimdclrica, Por esto mistno, ol método de
aplicable a la ecuacion (212} Ya que Ya couacion (2.1.2)
es equivalonte’ o otiginal $R1LE esta es nna forma de extender ol métoda de
pradiente coi)

L mataiz B ool dolindda, ov neccsanianente

pradiente conp

sado o matrives o simctricas,

Loss olias tres mdttodos

=on ol de residuo conjngado generalizado (Ge, Ge
GRT vr».;n\(l. P ealilad o es ol método basico, mientras que ol
QITHOMI SESN
qie diviohie
cada paso e

'-llnl)hlu acviones {yen cierto sentida aproxlimacioenes de oo

rid g ol cozemiento y ok espacio de memoria nequ (m{w iy

Cshiophiftcacionss tienen nn pecio

AUCH, s1ono existioran criores de redomdea, dn ,-Jix:ri\';n seoblendrie on ¥
eracione: cuatcdo s, en canibio con GRETHOMIN{E) o GUR{L), no bay una garantia

Sl

2.2 Extensidn natural a matrices no simelricas

Sen Wy, b aprosinyaeddn on

lincales
21 residuo

Lo e ceunciones
Sea

solucion 1 Jded
dimeasional v sindtries,

30 HE P it

(21,1}, domde ¥ o mna matr

HitEY

< ollas, vs tambign

soluzisu dr la aeen
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correspondiente, dado por
e Pt
Si aplicamos G 4 (2.1.2} obtencmos of algoritnio siguiente:
Algoritmo EN
PASO NicIAL: Escoger una aproximaciin 1 y calealar
= a - B pl =BT o Pla - Py

PASOS ITERATIVOS: [abiendo oblenido w*~! 5"=1 v p® calevdar u™, 2" v p**! por

medio de las Brimlas

Pt -t U

- Enpﬂ P

u' o=

no_
Bugr = 21}
ptF =Bty (2014

MINACION Terminae al rn-dsinto paso & 2™ = G

te algoritomo ex aplicable o v wieivis 8 ne stind lllm v o stngul
Sin vmh.nbu tene 1n desven pracldn u minioiy

cualguivra.
w la

adeguelan &

apr

!1,<

oo -1l1|m|' aeidn par B ml-

cn lny.n— de B
vergencia del nittode,
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2.3 Método de residuo ennjon s

Giiciaicauo {GLR)

El midtodo GOl minintza a by faneidn £1.37) sobre tos espacios

~1 = - b gl
gen (1% T e e [Pt P e pen [P B

laborioso,

B algoritno para seadizer esta minimizacion es sienilar al {2,2.0), pero mas
i

» N 0
Supongamos que lemos twmado pbo= e o 2 - Pu® y hemos caleulada

P' = r.~l + }.4 l'fu;l’l (' =
121

donde

o= s Tepr

y ' ha sido ealenlado por medio de las furmui.m (2.2.0a), (2.2.08). Kl métodn de

br.uhvnh\ mnjmwh» ASCEITA (i el vedlol r' e mtu;_,nn:»! a p' e ‘p" ¥ por fa
tantoa ¥, ..., Pars generar un vector ptt ortogenal a pl, L, p” necesitamos
que ' osen lixiv;nhlmﬂw independiente de r% T Qnd condiciones necesttamos

nnpes e sob 12

, ; , 1 T
Sea a4 0 ar™ s Uy v que Pt

LeHeTHOS

JrETI e o} veetor ¢ r:umpl;z con estiv condicidn?

ortogonal a s es payor que J

" ; i . Ton
1 (et tagrt ) =a,rt o Bt -,

. T . N "
s B r" es distinito de corn, oy, = 0. Entonces

apr? bk “n-)?"hl = U,

por o que oy = s ayog = 0 porgue e son linealinente indores
Entonees basta con pedir ane w81y ea distinte de coro pera toda v # 0 para
gue r* sea hinealmente udependiente de e, . rT S suponenos que la parte
sinétrica de P eg positiva detinnda tenernos

T,.v .
. v . I -
O (P 4 Pu= lusB uturPm)=usbPlu

vl eondiciin s cunple.
Er el método de gradiente conjugado imcialmente aparecieros fos térninos iy
pura en ese caso simplificamos Jaexpresion (1.5.4) porque Pijera cerosi j <2 -1
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Ahora tenemas

Pri- 1

2 Modificactones para o case no siadirics

+ P’

= i=1

21

L Y

desarrollando ef término Pri=! v ®pd ntilizands (12,16}, obtenemos

Frlwl LN |

e

Sabemos que r* + P v corasi joi-1 pito es0 1o sucede en este ras
Si P cs una malriz no siniétrica con parte siméirica positiva definida ableneros

el algoritmo del residuo conjugade generadizado (Gen)

Algoritmo Gei

PASO INICIAL: Fscoger una aproximacion u'. Calenfar p¥ =19 =

Pasos rreraiivos: Habiendo ob eyt ealend y ¥l
camo sighe
(y =
l.]" .
rﬂ _:
,Hn-b-l,J =
val -

TERMINACION: Terminar ey of m-¢

St no existicran ercores de redondeo, GER obtendria la solueidn exacta. al igual
que gradiente conjugado, en a lo mas N iteraciones, Sin embarge al trabajar con el
sistema de vectores (2.3.1) «
Ja base de veclores del espacio gvlu*rmiu sar Cstus, por ln que el teabajo ¥ espacio
de memorin recuertdon en e i : TV e e

GR{k) ¥y ORFIIOMIN{ L) son ‘lub wnll leaviones a GCR para disminmie of triha

procesamisnto y el espacio de memoria vogueridos.

SO piso s = 8

es necesario biaiiener o la wemoria el maqnisg o

g 1
Tes riacri

by e

A diferencia de 1o dicho en 1 Seccicn 1A, en ol mdtodo de GOER e minimiza
la norma cuclidiana del residuo de fa feidn (1.3.1) sobre cada subespa:

q0 afin o
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Krylov ey cada oo LD algonitine, va qua enoeste case

eleePle = Hirli

Fiudbd du,ebe

2.4 Métodos cun(b)y GrRINOMINGE)

Vincame {14 propuso an mdtado Hamado OlL'I'Il()'\H\'(}'] que es significativariente

menos costosn por itesscion. B ver de acer ptt Py F’—ur((;gmnl a todas las di-
T
p' 1 ose puede hacer PP -ortogonal dnicamente alos

Lapt), de tal forma que

recciones precedentes {pt
el

Gltimos & vectares {p

"
Wil g . i 7
P T v Lo Payg1,,D7
pen-ki b

con f,; l.J, Jomono=kob b n definddos conio en GERC AsE, dnieamente tenemas

que pardar lainfornacion deoale nds, I ovectores.

o curne B

Otra postbilidad vs toempezie o0 i cada b 41 16
xitmacion inicial al dlthime vector ensantrado, Noevamne ulv‘ a lo mas L vectores i
reccion tonen que ser salvados, de tal forma gue of espacio de memoria wilizido og
el mismo que o de arTioasE
que en feneral o pimers menor gue & vectore

Lo embarge of costo por iteracidn es menor ya
susan para cireontrar ptt Pt

rdlado se voie e corgn GORERY.
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Nuevo método para el caso no simétrico

3.1 Introduccin

istinta,
rrotla,

Revisaremos nucvamente el méiodo de gradiente eonjngada bajo una dptica i
que nos permitica bileeodndr une dea propuesta por L Herrera {10}y cuyo de

andlisis y puesta a pracha como método de solicoa de sistarme no simétric

uno de los objetivas coutrales de esta fesin, Se construirdn aproximciones » |
solucion de la ecuacion

Bu=h

{R pesitiva definida y simdétrica) que miuboicen o coror divectamente, sin utitizar
ta funcidu anxibiar (1.32) definida en of capindo 1. Minimizaeernos ja coracion on

subs

spacion anidadus

oo

de la siguiente manerar supostiondn gae v, a8 conocido, cnconlrarernos «f
veetor u” en Hy, gue depr ol mfninn o " . Pers
esto harentos uso de un produclo cseadar cuadouiers £ 3y al encantear la cxpresidn
geneval delalgoriting definiremos cual s ol praoducteinterior que convended atilizar,

onese sube

para que, fodos los 1érminos gque aparcaean s puedan calendar,

Fu el caso no siméirico modificareios duicamente of producto cecalar o wiilizar,
€8 d(‘ur lta\ e cins de hll'\(]l.!‘!in serdan fos misioes <,U"v 3w el caso »-m‘(‘hu O, pero bin-
sando por Is novius endidisi,

'

dremos la ventaja de que of producto inte
al que bemos denotado o permitird conocer bedon los fromines qae nenesitag o,
para iniciiv el Jgoritme,

T este “:zphulu traodifi
calento y la prometein analific a, puea o nas caredo para ol enfops; es

B

! ded

i ubiibdo, prop

ey el mhv.-ny que

rido ulilizay

ahora o b ngnaje def dgebira tinead

3.2 Planteamiunia senc

1’(!(3“,’]“0.‘3 7":-‘7‘\1“" ,ix EA
(3200

donde A cxuni by positiva delinida

Sea uy Ia m,I acivn de la ecnacias

;,iim"’-ri\":; de 8 N

Py (Ve 20 Trseios nn subiespaeio >

torial iy de 127 de an dimensicn ¥ snpngamns I;Wt (. ) esun prodicto
h PUBOYR aproxing

que permite caleular b proveccidn ut de w, sobre !i
a la solncion u,. Bs importante hacer notac que uboes o vector de Tl goe deli el
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Ficuita 20 ul y u?) proyecciones de u, sabre Wy v Tly, respeclivamente,
3 ' Y s 1Y My i

error de magnitud menor respecto @l producto escalar (1, ). Bis decir si el error que
corresponde a ul es

¥ v oesan elenento de Iy con ervor
€= Uy~ V, {4.2.2)

entonces je!)

lel, donde full? = {u,u).

\lmm quereinos encontrar un vector u? fal que la norma del error carrespon-
diente e sea menor gue la de e, Para esto necesitamos considerar un espacio o
distinto de Iy, i que nmbuu vector de éste dltimo cumple con esta condicion, Sea
112 un subespacio de IRY de ditnension dos que contenga a Tl y u® la proyeccidn
de u. sobre Tlp. Aseguramos que u? satisface la condicién pedida. Veamos:

Sean iy = {p') v Fy = (plp? ) bases ortogonates de 11y v Tl resy
enlonces

cetiviainent &y

1
uy.p
u}=( wpY)

p1)!

1

2z .. _(.‘_‘mpl) 1 (unpz)

+ 7
whp)” T LY

0




3

Caupitido %2 Nurro msinde pere o1 easa po st tnen s

Usando la ecuacion ('}..,...} tenemos

=

fie!

1
a2 (U« D ‘
fle”ll” = (ug,u,) - f}l p‘)
entonces
el = flety* {3.23)
Como %i;;’): > 0 se desprende de {(3.2.3) que

fle*ll < le .

De esta forma podemos conslruir nna sucesidn de aprosimaciencs w!. ., u®

tales ques
‘(:UL (h=1...n}
y cuyos errores corresponclientes cumplan con la signiente refacion
et 2 et = > el (3.2.4)

Ademas

dim(11) = & (h=1,....n}

hctc oo .

s . . . N . .
Si construyéramos N aproximaciones, 0" seria la solucién exacta.

Upa manera de resolver la ccuacion (3.2.1) que se basa en la misimw ides oz
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tomar una primiera aproximacion 1% a la solucion y caleular su ecror

e =, - ub (3.2.7)

: : 3 0
= u¥ + eﬁ, S1 encontramos aproxiaciones W}' a e
por medio do Tas proyecciunes de este dltimo a low espacios Hy. eomo lo hicimeos
anteriormente eon U,y en este caso

Sabemos entonees gne u
wtaapwh o whely {3.2.8)

estos veclotes son aproximaciones a Uy,
Todo o desnstiado para 08 es vilido para w, a saber:

SO
es degcir,
IAN = Uy,
fie® - vt 2 e — Wi, (3.29)

Pero, jqué pasa con ef = u, - ub? Por (3.2.8)

- (3.2.10)

9}, satisface

—wh ]

ey
i

L‘“ _ ‘JI‘;H” = ”CbHH.

Se cvmpie fa condicion (.24 ) mnpuesta sobre e bista dltima sera lu Torma de
praceder en este frahajo

Planteado asi el problema quedan varios puntos fundamentales por resolver:

1);Qné aspacios vectoriales conviene escoger”?

.

Como podemas construie las bases de estos espacios de forma oficiente?
3 Que productos es

lares perrniten encontrar la proy

cion de u; zobee 117
Lo forine de pesponder a estas pregnntas es lo que caracteriza ab meétode de

gradiente conjugadea,

3.3 Fxplicacion del método

Querennoy escoger ks espacios 1, de tal forma que construir Ja base ortogonal

{p'.... p"} de cada una de ellos requiera poco trabajo computacional. Analicemos
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los espacios de Krylov definidos coma «igne

I, = gen {Re AY

PROVOSICION 3.3.1 Los veetores Ae® o A% son lincalniente Dule prndiente
por o tando, la dimenddu delneCsimo eapavia de Keylow v sineg se la encont

la solueidn.

Demostraciin:
. { 2 i . . .
Supongamos que Re A2l A son dineatment e dependientes. Fatonves
existen @y, ao, ..., 6y 1o todos cero tales que

afe b ahte b b u R = 0

Alme" + afe! + .. aA% ") = 0 {(3.3.2)
Debido a que A os una matriz no singuias {jpor ser positive definida)
ape® b asfe” b b a AT = 0.
Siay 5 0 (s fuera coro hariamaos of paso (3.4.3) nuevamente hasta eneontrar ag  0)

U] @y 4 U et 4
o= e’ - - R e
@y @

Tomando en cuenta by cenacidn (3271 teuemos

o [ by -
e =ut - e Y
ay at

adado de lrylov de orden n—~1, 1o que
. ) M

imphica que u™ 7 =y Gue conteadien nue Por to cual Aet. .., AYel
son linealinente independicuies v la diveas e de 1f, 0 8

Tenemos, entonces, ity on el espacio tra

Ara bapdtes

51 las proyecciones w' de e’ estan en Ty, das opiuitacione:

lado (espacio afind do Ky

purlenecs o

L1l
4o

14, 4 = o'

Comprobemos que estos espacios satisflacen las condiciones (3.24) v (3.2.5) im-

puestas sobr fos 11,
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PrOVOSICION 3.3.2 Los espacins de [Kmdor sshin anulaidias, €5 deeig

Hy oo ol
Demostracion:
Por (1.3.1)
Ty = gen {/k‘n‘ﬂ"v”. . ‘ﬂ“(‘“},
Hypr = pen {Ae A" A" A" ")
entonces Thy <y ¥ por lo tanto

ol oo

Para demostrar las propiedades de los espacios de Krylov que nes interesan
necesitamos usar varios resultados e prosenfamos a continuacion.

PROPOSICION 3.8.8 Lu transforuracign 4o cspaciv n-ésimo de Krylov, bajo i, cstd

confenida en ol cspucio de Krylov una dimensidn mayor. Ls decir

R”n < ”n+]

Demostracion:

Il = gen {Ae, ... A%
0, lo quees lo mismo
Hy = {agAc 4 b o A% o, e R, 7 =1,...,n)

enfonces

o . ~ou . bl 0 3 ;
Fliy = japAai e v AT L Tt ]

C AR 4 AR e e R, =, n) s gy 8

PROPOSICION 3.3.4 51 ¢l {ransfornado de o bujo B es elaprnto de 1, catoneas
| j
la solucivn 1, es elementa de ”»,;_1.

Demastracin:
Se dermisiva de forms andloge a la PROPOSEAON 8.8.1, pero cu e ean
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obtenens

a a -
ug = u" - -~—~1—-u(‘“ e S

Mppy LOTE S
ot ™ B L VR P
Anyy Ay

commo wt es elements de 1y, entonces vy esta en I pm
Con esto podemos demostrar la dos propiedades de tos cspacio de Krylov antes
menciopad s,

Prorosicidy 3.8.5. Projuedad de ortogonalidad. Si v cs ortoyonal a L, cntonces
By ov m'(n‘qnnm' 1, 1-
Demostracion:

Sea w' ! un elemienio de 1, Tenemos, entonces,

(Av, W™ Vo= (v, Aw" =0
va que Awt Y os clemento de F, por fa PROPOSICION 3.3.8, Asi Av cs oriogonal
a [, como gqueristnos demostrar i

PROVOSICION 3.3.6 ropicdad de pertencacia. Sea e = u, — u®, dondc u" s
elementy de W, po Enlapecs Be poioneee a gy
Demastracain:

- ]

Vi goe ut ety u™ s n® e wt para algis wt € 1,

; it n
v fjug - 0t =W A, - 0"} AW = Ae® - Aw",

Tenemnos Ge' o gy pur (341) ¥y Aw® & i por b PROPOSICION 3.3.5, tstu
mdica que fe s clemesto de 1 B
Come habiarmos visto antes, constoniremss aproximaciones u

*oeon elementos

del cepacio trasladada de Krvlov eerspondiente. Bl error de estas aproximaciones
es wy cector wtoponal o cste espacio, gue parte de dsteovova basta a solucion

conalidndd

caiitico ty de Ty eeuncidn (3201 Las propiedicdes de pertenencia voorte

[ clase de aproximaciones el transiorado Gt i

yiov de ardon men

Veamiar como esios resultados pormd
Gre isedbanios,

Sabemos, suinpecs, qie

EVOAN 1 S {3.3.3)

Ae €,

(3.3.4)
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Supotgaos gue ip! cp"} e una base ortogonal de H,, donde p™ pertenece a
H 5 i "
gy = 1w ()m ETOS vm antrar un vedtor p™tTen T,y que sea orfogonal
ap™om= 1,y talgee {pt L Y penere a My

p" ex un elemento de W,y por ser I, subespacio de M0 Ae™ pade
Lamnhitn a ese espacys por (334} Ademas, tanto p" como Ae” son artogotiale:
i Hyoq por (3 v =on Hneahneute independientes (suponiendn que ua hemos
encontrado by olscidnd por la PROPUSTIOR 3.3.5. Fatonces cualquicr cemento en

o generado pos estos dos vectores es ortogonal a 51, . v petteneee a T, 4.

Proponemss p**1 conwo

ol ¢

P s R Bagap® (4.3.5)
Definido asi, o tinico rerpiisita que falta satisfocer es que p?* sew ortnganal a p®.
Bsto fu lograums haciendo (p” 1Y, p®) = 8, veamos:
1 Lp ;
(p"Mp") = (Ae p") 4 By (0%, p7) = 0
de o que resulta

) Aot p
Pagy =~ LR (3:3.6)

Podemos comstraiv fa base de i aplicando la constraccidu anterior iterativa-
mente. Como priner vlepiento totaremos

pl=b - A

Con esta hemos respondido tas dos primeras preguntas de la seceion anterior,
Para responder le tereers, veamos cao se cxprosatt bas aproximaciones g™t oy

esta hase,

Ya que 0™ = g? gow™ dopde wrtt es s proveccion de e® sobre 1,4,
tenamos
\ "‘“((’(' ),) .
Wty paRE N
(p,
l") 'y
(LA
) " k
o (e",p') ) e pty
= L o p?) iy T 'ml;”‘—’T) p* = u" b agap”
rnnde
G niiy
(=", p!) .
Ay g} = (3.3.8)

v, 5
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ura oblener s aproximaciones terativamente conviene expresar (o7 p" iy en

Lérminos de {e", p"*h), tratarcinos de ostablecor una sefacion entre estos Wnuinos.
De (3.2.10) obtenemos

por tanto

U 4 ] i3]
(O'J)n t I) . (en‘l)n r]) 4 ‘\W”,py H;‘

w" s clemento de Hy, y p"* b es odozonal a este espacio por lo cual (w”, p®ty =0
y
PO T o mbty
e, pt e {ep }.

Substitsyendo (3.3.9) enesta ecnacion ablenvines
(e p" Ty e (" e A e ptY = (e, Re™)

ya que (e, p") = 0 porque e es ortoponal 2 11, La nueva expresion para {3.3.8)
<S5

Oyl == 5 {3.3.9).

Pata obtener o,y podeiames utilivar caalipner prodacto eseakar, pres cada

términe en ki expresion (3367 o8 conocida, No os ef caso pars a4y yoogue en
(3.3.9) aparcce of vector descunocide o,

1Qué productos escadares permiten conorer (e Rey?
Cuando A ex una it riz siméiries v positiva delinida, A y cada nna deosus
potencias delinen productos intenores o heen pesitide calentar oy, 4. Unl

el mas sencitlo de elfos, dado por

Zaremos

Fi

U, v) = u Ay

donde = ex el producto interior usual e dos reabie.

iy

S0 trapsfaraan en

Con esto fs connciones (33.6) v {

donde v" = Re¥.
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Al hacer el planteamiento generst del probdema uenneate iy
dicién de que of producto esealar {1, ) pevmiticra calonlat fn progees
fog 1T, Al hacer o desarrollo debmétodo Breimos presnpansto quo s

b decrece con respecto o la nortus dada por { L ) también decpese o copaecra
& da dada por . Fata condicion no se expien meplicitanwile pars no
T Ay permile asagurar gre s

sohiger

st do

texto, sin embargo, o] producto excal

3.4 Construccidn para fa matriz no simeatrica

Ismact Herrera ha ohiservado que vl aplicaciones a mairives no simdtricas es p

.

minimizar directamente lu norma esclidiana del crror ¥ no solamente e res

como se hizo en ¢ Capitulo H {Seccidn 23). Bsto da tagar a simphificacioues b

portantes en los caleulos y aceleracion de Ja convergenia, cuyo andliss v pic

prucha, come se ha dicho, ba sido uno de fos objetives principales de esta tosis,
Counsideremos puevinnente la ecnacidn (2,011 emonees (odos lox desarrolios

anteriores son aplicables o la cotacion 021,27 asodiada con fstadncluvends (304

(3.4.6). (3.8.7) ¥ (3.3.9). Si definimos

uyl,_p

" o= oa - Put = Pet, ' iy

q

b "(\h‘((‘i()ll"," L0510

entonces p*t! =PI Uy podewos reescribir es

ol = H;Tq!‘

pn+l - A()" .

(Ae”, )

3. = -
a4l (P N ])"J

un+1 = u" - C‘” ()’H 1y

Ty

B B +
AR D G

ere del pm«ln(hwni« rno que sewiilice,

En este caso todos los términas que
por lo que se pueden caladar indepradiont
chor sy minimizar directamento b

es por esta que podemos atilizar o] producto it

norma enclidiana def error sobre cadie salic o afite de Reylov,

Algoriting ny

PAso 1510 AL: Seleccionar un punto i’
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1

. ot
bt Yy gt calendar ot et v gt

vttt par

PASOS 1TERATIVOS; Tt oua et

medio de Tas Frnptas

"=yttt n“i‘Tq",
r¥ = b - Pu”,
pT LI P' q
Augr = - [—)—T q"':?’*fa:‘
(1|K+] ] + ﬁ" Hq"‘

TERMINACION: Tenninar en el m-ésimo paso s r™ = 0.
Fn el trabajo munérico de esta tests obtendrenios soluciones aproximadas dando

un margen maxime al residuo 1. Fsto es necesario porgue el error niismo ¢ se des-
conoce. Sin embargo, es conventente observar que ol residue constituye una medida
indirecta del error, ya que, bajo las hipatesis establecidis en esta tesis (P no singular)
siempre existe un namero A/ Lal que

el

Miief

Asi, al dar nia cota a ety ella conlleva otra de fle™]s.




, Capitulo 4
- Resultados numéricos y conclusionas

4.1 Introduccidn

Probaremos el mievo método (8M) con un probioma de transporte con difusidn on es.
tado cstacionario v compararemos resultados numéricos con GER{3), ORTHOMIN(D)
y la extensidn natural del método de gradiente conineade.

4.2 Solucién numérica de un problema especifico

Trabajaremos con un problema de transporte con difusion [1:

3. oo
; 3 ;oo
dr PV e A .rl {5 .()r,, 0 e
at {;T Ay \ dr, '

donde ¢ es la concentracion, v oz 1 velovidad, vy A el coclivienfe de difusidu, La
concentracién serd independiente def tiempo v & vonstante, igual a ung, con lo que
la ecuacion (4.2.1) se transforma en

Vove - =0, (Ll

Las condiciones en la froutera estin diadas como se mnestran en la Figura 3.

Resolveremos la canaeion (1.2.2) sobre una region clibica con coldas de fado &,
tomando constante la velocidad e Lo direceién (1,17 v con [vllz = Pofk, donde
Pees el niimero de Peclet,

Disciedizatcinus la cououint usaido cionttodo de ceidas. Sean Loyl \'.
1oL, N) dos puntos en tos que quereines aprosinmir o valor de la concentracidn
cada uno de los cuales cs contro de laerldi 225 Deanaremos oy e 2y e
de b coldn, que

v, e dos puntos sabre dos ladog

Figepk Fij-dk Tt
exd ‘H'I ('UEU(‘H(I&)S COMO se Hnstrio en

b
fa Py

Por ol tearema de T divergencie

;
/ Voevedx = / ovondx,
I B [0



X

Prsura 3. Condiciones a fa frontera para ol problenia de teansporte con difusion.
donde noes un vector normal en cada punto de la frontera 81 1. Bn oste caso Eyjp

esun cubo v laintegral sobre (), uno de sus cavas (como se muestra cn el Figura 3)
estd determinada por el vector no= {1,0,0), por lo que

/ v - ardx :./ crdx,
e «

doude el veetor v o= (e, ) SEaproximames el vidor de e sobre la cara Cp ron o

valor en el puanto medio r,, yok abtenemos

/ ‘ndx = vh? iy}
fey

¥, por lo tanto,

I
/ evondx + / evondx vk ey Sk TGl )
Je, \ b

Sin embargn on stz cou

Ol apareeein los términes desconecidos <. ” k¥

Cim gk
por. o gue los apro\mnrcmos wilizando ¢l promedio de los valores Cisdik ¥ Copk
O Cin1jk ¥ €ijr segin sea of caso, con esto obtenemos la siguiente aproximacién al
valor de Ja integral

b
vondx v PORThY o e ; 10
/le dx -/C.l(, ndxx=uv ) {eigipn = cmryal. (1.2.3)
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o
Cs

FIGURA 4. Notacion utilizada para ] inétodis de celdas.

Por otro lado, si infegramos i segnunda parcial de la concentracion con respecto
a una de las variables, por ejemiplo 2y, fenemos

i
P Farl el =
RN

22 ) (“H-l,].& + gk ?AIJA) '

s, " Do 3 . H N iente de i cnerda o ng
si aproximamos la TrrlTiny it por medio de la pendiente de L cuerda que une las

concentraciones en Jos punt 41k on Tk v andlogamente para F,(li%)vk)‘

Si unimos los resultados (1.2.3) y (42,1} para cada una de las variables 2y, 12 ¥ a3
ablenemos la ccuacion

3. e vl
(¢ y
/ V-ve— — L dx = —h" (,— + =) ek
Eijk — ()r; Tk '

- (§ + 71) iy (% + %\) Cit,jk

[ AT
AN A h ,2—7;) Tk

2 1 .
4-"2(3*7)"-},’“; {fa k=1 N (4
e l,

4 Bhei -+ I* ( .
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Hemos formulado nestro problemia en términos de un sistema de ccuaciones
ineales, que podemos eseribiv por medio de una matriz heptadiagonal de dimensidn
A3 La matriz B oeerd

d a0 3 a ] 0 a O
T d  au 4] 1] a 0 0 o 0
0 7 4 o U ¢ o 0 0 a B
0 v 4 A a 0 9 o 0 9 a 0
#g=] ¢ 0 v 4 a 0 e 0 ¢ a O
0 9 1] 0 7 g o« 0 0 o U 0 o O
0 6 4 0 0 v 4 a 0 4 a 0 8 a0
v 0 0 ~y 0 6 v B o0 0 a 0 0 a
g
donde
6 vl v
1=~ a= - = AT = v
=7 2 h Ty TR

4 3 Resultados numérices

Damos los valores o = 0.0 y ¢ = 0 para todos los casos. Variamos b velocidad,
caitbianda el mimero de Peclet (Pe=10,100,1000.10000) como se hizo en o} artionlo
de Celia o wl (3. B eriterio para tarminar Jos algoritios es [r* 17 < 1071 Todes s
cxperimentos se realizaron en wna rictocomputadora Tandy de s Milz utilizando

doble previzidn Los prograimas estan cseritos v FORTIAN
La

y memoria requeridos por cada método.

signicnte Tabla resume o traliajo (nitnero de operaciones en cada iteraciin)

AETGLO

- |
RAM (bytes) | 120 A0
New Tt i 26 A 69 ¢
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PRIMERA PRULDA

Pe =10, N =3,-4,5,6,7,% Comamos feracons S v e cpr

Eit fa primera prueba se vario fa dimension de o viebine paecodbrenes i

que muestra como crece ol wimero de itegaciones cot respecto a o dnonension {171

y ), Por otio lado, se wmidis of Hempa que tarda cada algoritme en aovontrar la
aproximacion (Figs. 7y 8). Otra forma d
putadaora utili ste on medie el iidmero de operaciones (nltipicacic
9).

nedir el tiempo, n\drpvmlu nte da s o

i, o

para vada algoritmo {

SEGUNDA PRULBA
N = 8, Pe = 10,100, 1060, 10000, Contanios iteraciones y tiempo de ¢y

La seguwnda prachia consistio en trabajar con matrices de dimension fija y variar
el niero de Peclet, de tal forima qoe das smatrices obtenidas tuviesen ashoet rias
stintas magnitndes. Nuevamente medinos ite
raciones, Liewipo de CPU y opoeraciones {(Figs. 10-12).

distintas, esto s, que v = a tenga di

TERCERA PRUTHA
N =8, Pe =10, Medimos JJet 12 e ta ke

sima ileracon,

En atercera pnu I xlqnmm fija N =8, Pe =10y medimos fa nmgnnud del
resichuo frt iy ade keCsinna iteracicn, Cealicamos operaciones contea f{rf13 (Figs, 13
17) y, caleulando ol error ntilizando alguna de las aproximaciones ohtenidas, opera-
ciones vontra flefs (Fig. 18 v 19},

4.4 Discusion y conclusiones

Las Tablos 2-7 presentan los valores griticados en las Viguras 5 19,

sobtiene que oz 82N para owrnosa {4} v Gen(d), miestras
gue de la gratica 6 obtenciios Ta KN (N constante) para My EN. Erionces
OREBOMIN} v GURED) reguieron inenos iteraciones ]mm Lblener wa aproxinmeion
cuyo residuo e foumpla s condicion Jrifd < 107 gue NMy BN sin embarge, ol
tiempo v trabajo gne atilize NM es stempre menor de omitad que ol utilivado poar
cualquiera de los otros inétodos (Figs, 705 Fsto so dohie al mdniero de gperaciones
aue realiza cada mdtoda en una iteraciin (ver bie 1) Al
natural de lag feraciones contra el dud o S obienens

De la gritica 5

I;l{;f'?\[’ l"] lt'l[;;:'\'-‘i““(!

¢ };l‘,z;d\‘r carsgderar ree Gis con petidivnte BDroin ado e

para los cuatro méodo I yalor mas pegnein o toma A en ol nddode

Al variar ol wliners de Peclet. o cantidadd de dten
método pari terminar Yanbivn varis o B sin enh

ONes gue ren

80000

tILH!'“ una ‘-dllk l’hl 'lld\'“!lii 1.‘.1‘ El‘ll‘. B
¥ ORLVHOMING) Ja ti Leopovenia letacionogs, o
y EXN son ables con tespeeto a asinwclie: que GEREE) ¥ ORTROM:

se refleja tamhicn ou el tempo wilizads 3 el trabige ves

Cde quinee teraciones. oz weodos ¢

hredod fddicn

Hzada por cada oy
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NN ORTHOMIN(3) GoR(3) EN
N ! i H
3 0 8 T 10
4 16 13 13 14
5 24 17 17 28
[3} 33 N 22 40
1 44 20 20 ik}
8 54 30 RiY 64

TanLs 2. Valores de N ocontra iteraciones para cada nwtodo. Ver Figura §.
i 3

Nt ORTHOMIN(S) GCR{3) EN

N nl i ! It
1.0966 2.3006 207494 18159 2.3026
1.3RGH 277 2.5049 2.5049 29444
1.6001 2.8332 2.8332 1.4322
1.7917 30445 30010 31.6889
1.9450% 3.2581 32581 3.9700
20704 $.4012 41846

Tapla 3. Valoges de In N contra In 7§ para cada une de fos métodos. Ver Figura 6.

para teruinar ¢l proceso (Figs 11, 12), Bl tiempo utilizado en e caso del 3031 nunez
es mayor a veinte inmtos y en enalquiera de los otros métodos nunes es menor de
trobta v clueo minnios. GER(Z) v ORTHOMINCH Hegan a tardar alrededar de dos
Troras enando el mimern de Peclet vade 10000,

Se gridicaron juntos los datos abtenidos para 830y orTiosN(d) (Figs. 13 15),
GERESY no e gralicd porque su tabla de resultados es amy parecidaa la de onrio-
MINGS). Lagrabica do ks {Figs, 117} se hizo aparte debido a gue las magnitudes de
tas normas de sus residuos son mny disimiles. B da grafica 13 podemos observar la
diferencia que exisre entve ol deseensa de Ja normia del residizo en os métodos con(3)
v NaE va que e e decrece imondtomamente en el case de GOR{I), cosa que no sucede
para 8L mds aie la nozmia del residuo en este método da saltos abruptos. A pesar
de esto v de que en un inicio Ta norma del residuo de 88 cs micho mayor que la de
Ger(3). canforme el mimero de operaciones aumenta, la norma del SMC disniimye
mds rapidamcute que la de orrnosin(d) (Figs. 14, 15). Este comporlamicato tan
distinio se debe ala diferopeia estructural de los métodos: GOR minimiza a ey,
por lo que esta obligada a decrecer mondtonamente v N3 minimiza a Jje"fl; por lo
que el puede tener un comportamiento distinto. Lo inising se observa en ol caso
de BN (Fies. 1617, va que este método minhnizs o residoo respecto a Ta norma
I lia-y s il
tan marcados comoe en ¥4} Al grafiear operaciones contra fie"|
la norta del error en 3w (Figs. 18-19) decrece mondlonamente y
pequeiis gue la del error de ORTHOMINGG).

Los resultados obtenidos muestran al nuevo método corne un método compe
titive ¢ inclusive superior a ORTHOMIN(K), GCRIE) v por supuesto 4 la extension

puede tener también saltos (anngue v b ¢

50 RO £o presentan

se confirma que

siempre es mas




[ RN R

16:45

Tahta 4. Valores de N contra ticmpo pari cads unc de los wiétades, Ver Figonma 7.

NM ORTHOMINGG) GOR(SY
In N W 1 In7
1.0986 =171 —1.2730
1.3803 ~0.5108 0.3221
1.6094 0.5481 1,2865
1.7%17 14183 2,169 YRYYHS
1.9450 21747 PRIN 27614
20T 28184 thl a.3220

Tanta 5. Valores de In N contra In 7' puca cada ano de los ictodos. Ver Figura $.

natural del geadiente conjugado. Ademas, comio scncucions anterionmente, NM os
mas adectado para problemas no simétricos debido a su estabilidad ante canbios en

la asimietria de las matrices. Sin enshargo no se puede ain establecer una conclusiha

definitiva al respecto porgue es necesario analizar un niimero mas amplio de casos
y también introducir precondicionadores, ya que esta ex la forma que con mayor
frecuencia se uliliza los mmélodos comparados en esta tesis. Por otro lado, falte
incluir comparaciones con el método GMRES de Saad y Schultz [13]. Sin embarzo,
como se muestra en el trabajo de Susana Gémezr v José Luis Morales {7], tiene
eficiencia muy cereana » ORTHOMIN{E) v aon(l).
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I NM ORTHOMIN{D) con(l) EN
3 40727 0738801800000 11305 20081 3y Ty IERLE N LEINE PR AUr 1iETI Y Brssaeaneanm
3 80374.22242374000000 5739388 (94TAOBOGN: ATHG.S1A424TEORONND SIRTARD ANTITT IO
3 50816 LODIATRBO0000D A4B4TRINGEBLE 2000 MELTANIRARTETO AN T LAY BHATYS 30000000
. 5109389571974 400007 2380 3138237329000 Y380 3TE6I1TRIN 3G ERIREEE BRAIAGIOO000G0
s 48124.50819 191400000 1725419443568 40000 ITIIASEIITIO AL ALIINDD 4 1446002000
. 4417130787 R 3m0D000 PEITRTRCITINAS SO VR SADTREGITIO N FULBHIRA S T HRORANNO0
1 30404, AUIBEAIRAONNGD U86 1T0ARIISA RN DAK.RAALONTE LTGRO HITLRG 1R LEHUTNONOGAN
. €3541.851 12097308000 TIA OB Rene T 713 S14TETIE) 3000 2234455 BLALTLRIENGAT0
° 3432894 (neA1ATONNG0 520.8313T451 48050 290 393558406 Tu60 ESELLIL HISINE 4L AD000
wn 0TI 3610K8 440000 365 PAO4EN L0 Toprn 286 2n¢TII900T QY 1TeA01E 8] 9601 Thona0ng
i 3038783431 153300000 PYERTRLICIR SRRV D4) 109IVITIIN 000 I FEPRTTATA VIR
13 4299137082795 c08000 143 8604071 § Rt 147 casanIIIIOAEn TOTTERL Bt S MG
1) IA3RO.04119432400000 TO.TIORGTIR LN 100 T 17TI438TNTE A0 BLERSL LAAIEGALGGEN I
" 34840804444 43300000 R RYTIFLETE LN AT SUanERRCRTUY T LPTEAY R FIIN A pEATY
1" AT784.44084889000000 1384421878 30000 [ENEUITEISPIE VN A8504A ATTATULILOMNY
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Apéndice: programas

Los programas san versiones originales, tomando como reforvnein gn programa
desarrollado por el Dy, Hobert Yates para of mievo método, Fatin o

TRAN, utilizando las instrucciones bdsicus, o sugerercia del wismo e

CHPpavtavyeasne et dutbaRysdrrtmbrbrrypcsivni

IR R T R N

L N R Y R R P e R T

Cex .
Cxe PROGRAKA FRDPGLHS.VOR ar
Cxw .

[ L R P e e AR )
[y Y L D N R R Ty L R R L P ]
[ RESUELVE EL PROBLEMA AU=B, COK A& UNA RATRIZ HO SIMETRICH,

< UTILIZANDD E{ NETODO TRADICIONAL DE GRADIENTE CONJUGADD PAXA

c EL SISTERA AT=AU=AT+B, PERQ UTILIZANDQ EIL PRODUCTO ESCALAR UsSUAl

c DE LOS REALES, LA RATRTIZ A DEBL SER REPTADTACONAL CO¥

c JGUALES EY CADA RERGLOX.
IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-Z)
DIMENSTON 41(30000)
OPEK(UNIT=1,FILE="MATRIZ.DAT? 8T
OPEN (UK JFILE=’VECTOR .DAT UL FOR¥="BINARY’
QPER(URIT-2 FILEs'PLOPR.OP! STATT EW}

WRITE(+,*) ‘CUAL ES LA DIMEESYON X,Y,27

READ(®, %) II,3J.KK

IJ=11+02

KP=1J3#KK

TULT=1

IA=IULT

LTUsTA+RP7

IB=fus+ip

IN=TH+HP

IR=THND

IV=1R4npP

IP=IV4nP

IS=TIp4np

TULT=15+KP

IF(IULT.GT.30000) CALL EXIT

CALL GRAL{IY, XTI, NP, AL(TA), A0{T0), A3 {I8), A0(TW), AL(IR), AL(TIY),
& A1(IP},A1(18))

CLOSE(UBLT=1)

CLOSE(UNIT=2)

CLOSE{UNIT=3)

BHD

Ly R R L S T P A A S AR R L R L e N
LEE LAS ENTRADAS DE L& BKATRIZ A DEL ARCHIVO 3 ¥ LAS DE B

DEL ARCHIVO 2. DEFINE U=0 COHO PRINERA APROXTHACION, LLAHA

A LA SUBRUTIKA

SUBROUTINE ORAL{II,IJ,57,A,U,B,¥,R,V,P,3)

IMPLICIT REAL#8 (a-H,0-Z)

ATUSE 0L FORN=BINANY:

el

aaGan



ot
[$n3

Apcndice: programas

DIMENSIUN AUNP, ) ULKE), BuhP), winr) , w(uir), v(&p) PLED),
* 5{KP}
READ(2) (B(I},I=t,NP)
READC1Y {CaCh, 33, 3=1,7),I=1,KP}
DB 200 I=1,NP
200 U(1)=0.DO
CALL ASYM{HP,1J,T1,4,U,B,K,P,V,¥,5)

RETURH

EiD
[ R N R L R T L N E L TR A 2
4 DESARRILLA EL ALGORITHG DI SRADIENTU COWIUGADD HODIFLCLLO.

DEFININOS U COMD LA H-CSINA APROXIHACION, R SU RESIDUD, P LA
DIRECCION DE BUSGUEDA Y Qi LA EORMA DE X. EL FIN DE L& SURRUTIHA
SE DA LESDE DE L4 PARTALLA.
SUBROUTIKE ASYN(EP,TD,11,4,U,B, 1,0 ¥ ¥ 8
IHPLICIT REALeE (A-H,G-7)
DIMENSION ACHP,7),UINP), BORRY, R(NP) P(HP),W(NDP) VEUP),S(RP)
READ(v,=)
H=0
10 CALL HUL3L{HP,1J,TI,A,4,4)
DO 20 121,NF
RCD=B{1)-ULL)
#(I)=0.D0
20 COMTINUE
CALL MUL2DACHS T1,TI
BETAZ0.D0
30 DO 40 T=1,%P
v{n=n{1)

[zl v I el

NP
THAYRCI) #R(L)
BEIIG RIS B
50 CONTTH
ALPHA=ALFHA/D
DO 65 I=1,HP
UL =y () aLPHASE{L)
60 CONTINUE
CALL WULSD(HP,TJ,IL,4,U,W)
010,00
B0 70 Tai,K7
RCI)=B(~HLT)
O1=01+R(Is02
70 CORTINVE
CALL HUL3DA(XP,IJ,7I,4,0,%)
takts
WRITE(e,*)*RESID’ K, 0L
HRITE(3,%) He206+¥P,01

TF{(¥.GE.200) 0%, (01.LEC. 108-04)) RETURE

LU 80 I=1,KP
BETE=BETA+S(1)=p (1)
80 COETIRUE
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CALL ORTHOMINNP,IJ,11,K,4,U,B,R,P,V,5,4P,V1)

RETURK

END
Cravhthortdosbntsanacotvorrevisitosvocasreiertonoritanstasodiscetncrnscs
C DEFININOS U COHU LA K-ESIKA APROXIKACION, R SU RESIDUO, P LA

c MATRIZ QUE GUARDA A LA BASE ¥ Q1 LA KORMA DE R. EL FIN DE L4
[ SUBRUTINA 3E DA DESDE DE LA PANTALLA. LLAMA & LA SUBRUTINA
[ BASE CADA VEZ QUE CONSTRUYE UNA MUEVA APROXIMACION.
SUBROUTLHE ORTHOMTH (WP, 1J,11,K,4,U,B,R,P,V,5,4P,V1)
IMPLICIT REAL*B (A-§,0-2)
DINENSTON ACHP,7),UCHP)  BOHP),ROEPY, POX, NP, V(¥P) , S(NPY,
« AP(XP),VI(NP)
READ(s,#)
N=0
10 CALL NUL3D(NP,1J,11,A,U,V)
D0 20 1=1,¥7
RELI=B(I)~V{E)
PLK,TY=1(1)
DB 25 J=1,k-1
P(J,1)=0.D0
25 CGRTIRVE
20 CONTINUE
30 DO 40 I=1,NP
V(1)=pK, 1)
40 CONTINUE
ALPEA=0.DO
D=0.D0
CALL HUL3D(KP,IJ, IT,H,V, 4P
DD 59 I={,Ep
ALPHA=ALPHASRCI)$AP(1)
D= AP (1 4AF(1)
50 CONTINUE
ALPEA=ALPHA/D
Do 60 I=4, NP
U(I)=U(1)+ALPHACP(K 1)
60 CONTINUE
Q1=0.D0
50 70 Is1,NP
R(1)=R{1)-ALPHA*AP(I)
Q1=Q1+R(1)we2
70 CONTIKUE -
Bzl +t :
WRITE(3,#) K,Qt
WRITE(+,)'RESID’ N Qi
IF((¥.EQ.200).0R.(Q1.LE. 10E-04)) RETURN
CALL BASE(KP,IJ,II,¥,A,R,S,AP,P,V,V1)
GOTO 30
END



Andndice:s progreen.

[T R R R LR L N L Y Y R LYY g
[ Y Y Yy R Ty T Y N PY YR TS
Cae

Cxs PROGRAMRA GCRE FOR

Cat

[ T N IR T T R R Ty ey T ]

[ T R R R T Ea]

o

e

£33

¢ RESUELVE EL PROBLEMA AU=B, CON & UNA MATRIZ KO SIMETRICA,

c UTILIZANDO EL KETODO TRADICIONAL DE RESIDUO CONJUGADG CENLK

¢ (GCR(K)). K ES EL WUMERO DE ELEMENTOS DF LA BASE A UTILIZAR. L4

4 MATRIZ A DERE SER EPTADIAGUKAL CON LLEMEUTDS IGUALES EX CADA RENGLOY.

IMPLICIT REAL+S (i-H,0-Z)

DIMENSION A1(30000)
OPEN(UNIT=1,FILE='HATRIZ . DAT" STATUS= ' OLD ), FORM='BIKARY® )
OPEN(URIT=2,FILE="VECTOR.DAT', STATUS='0LD ", FORK="BINARY")
OPEN(UNIT=3,FILE='P1O00OGH DAT ', STATUS = KEW!)
WRITE{»,+) *CUALES SUK LAS DIMENSIONED X,Y,27

READ(*,%) II,JJ KK

WRITE(s,+) *CUAL ES EL VALOR DE k2’

READ(»,*) K

11=11+1]

NP=1J+KK

1ULT=1

IA=TULT

IU=IA+NPT

1B8=IU+NP

IR=IB+NP

IV=IR+NP

IP=IV4NP

IS=IP+NPeK

TAP=IS+NP

IVI=IAP+NP

IULT=IV1+NP

IF(IULT.LE.30000) €0 TO 100

WRITE(+,*) 'NO CABE’

CALL EXIT

100 CALL GRAL(NP,IJ,II K,A1{IA),A1(IU),A1(IB) A1(IR) AL(IV)

* AL(IPY,AL(IS), AL(TAPY, AL(IVL))

CLDSE(UNIT=1)

CLOSE(UNIT=2)

CLOSE(UNIT=3)

ERB
[ R R T Ll L Lt T N T L N R S
¢ LEE LAS ENTRADAS DE LA KATRIZ & DEL ARCHIVO I ¥ LAS LE B
[ DEL ARCHIVQO 2. DEFINE U=0Q COMO PRIMERA APROXIMACION. LILANA

c 4 LA SUBRUTINA GCRK.

SUBROUTINE GRAL(NP,IJ,II,K,AU,B,B.Y,P,5,AP,Y1)

IHPLICIT REAL*RB {A-H,0~Z)

DIKENSIOK A(NP,7),U(KP) B(NP),RCHP),V(EP),P(K,NP)

« S(KP),AP(HP),V1(HP)

READ(2) (B(X),I=1,4P)

READ(1) (CACI,S),J0=1,0),0=1,42)

DO 200 I=t, WP
200 U(I)=0.D0

VRITE(¥,+) *SOL’
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CALL GOREQNY, TJ,T1,K,A U8, 1, P,V,5,4P, V1)
RETWriA
L¥D

Ctaru b tadbr et d 3 b tbat it attdctntsodnsdlbatidddoidiptannmdmivaissancty

CADA X ITEMACIDNES (CONTADAS POR LA VARIABLE 1C) TODUS LOS FLEMEKTOS

DE LA BASE SE HACEN CERD EXCE EL K-ESTHD QUE PASA & SER EL

PRIMERO. DEFININDS ¥ CONO & IKA APROXTHACION, % SU RESIDMO,

P LA DIRECCION DE BUSGUEDS ¥ 0F LA HORNA DE R, Bl FI¥ DE LA

SUBRUTINA SE ha DY T LA PANTALLA. LLAHA A LA SUBRUTIKA BASE

CADA VEL QUE CONSTRUYE UNA NUEVA APROXIMACION

SUBRCUTIKE GOREQEP, T3, 11,K 4,101,580, BV, S AR V1)

INPLICIT REALs8 (A-¥,0-2}

DIMENSION ACHP,7) U(HPY,B(KEY , R(HPY , PENP) V(EP) ,S(HP),

« AP(NP), Vi{nP)

READ{ =, ¢}

N=0

CALE MULID(HP ,X1J,11,A.U,V)

DO 20 I=i, NP

R(I}=B(1)-¥(I)

P(X,I)=R(1)

20 CONTINUE
1C=K

30 IF (IC.HE.K) CO TN 32
DD 35 3=1,K-1
DO 37 1s1,NP
P(1,1)=9.D0

37 CONTTHUF,

35 CORTIRVE

QoGO0 n

£U 40 I
V{LT=F (R, 1Y
CORTTHUE
7:6.00
ALPHA=0.DO
0-0.D0
CALL HUL3D(HP,13,11,4,V,4P)
N0 6G 11, NP
ALPHA=ALPHA+R(ID«4P(I)
D=DeAP{I)AP(1)
50 CONTINUE
ALPHA= LLPHA/D
bo 60 1=1,%p
U{I)=U(I)+ALPEACH (K, 1)
60 CONTINUE
Q1=0.00
DO 70 I=1,Np
R{I)=R(I)-ALPHA=APR(T)
01=Q14R{I32e2
70 COHTINUE
Hakivt
VRITE(#,$)'RESID’ ¥, Q1
MRITE(3,#) N, 0t
IF ({¥.EQ.200).0K.(41.LE.10E-04)) RETURY
CALL BASE(NP,I3,II,K,4,R,5,AP,P .V, V1)

-
©
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GO0 3o
END
[ Y L R L L L E I R T PP T T P S LI LR T

Codotvaaotabarensnentunidtdtnhisnbuesanoutyssanitrbesrr bodbesabanrrdntsrne

Cow .
Cre PROGEAY. TEADRG Fon P
Cos

Churarhedibtddarsidsabntintrtysssdonisoargidnlenrr il ltshbesusreuinitudy
Coateddbtintdovoatnbodaidwdrndmtsdirnilberéotcidbntbidivwtbenisbbbvisadnay

c KESUELVE EL PROBLEHA AU=B, £O¥ & UKL MATRIZ VO SIHEIRICH,
€ UTILIZARDG EL HETODO TRADIC ycano ¢
c EL SISTEHA AT#A . LA HeaTR AGONAL
C COH ELEHENTOS YGUALES EX CADS

THPLICIT REALett {A-3,0-7)
DIKENSTON A41(30000)
OPEK(UNIT=1, FILE="HATRIZ.DAT | STATU LI, FORK="B1IKARY )
OPEN(UNIT=2,F1LE="VECTOR. DAY, STATUS=OLD' ,FORM= "BINARY ')
OPEX(UNIT=3,FILE='P10G00GG . DAT!, STATUS =/ NEW ')
WRITE(«,%) 'CUAL LS LA DINENGIOA 1,Y
READ{*,¢} II,J3 KX
TI=11+3]
RP=IJeKL
IULT=1
TA=TULT
IU=1h+EPST
IB=TUAKP
IN=1B4KP
IRTIHIRP
IV=TRIKR
IP=IV4RP
IS=IPLP
IAP=ISHUP
IULT=TAP P
TF(IULT.LE. 30000} GO TO 100
WRITE(*,*) ‘HO CABE
ChLL EXIT
100 CALL GRADSG(TY,TJ NP, A1{T&),A2(T0), 28CT8Y,A3{0%)  AT(IR),
F ATV, A (TP A (IS, AL (T AYY )
CLOSE (UNIT=1)
CLOSE {UNIT-2)
CLOSE (UNIT=3)
END
(o T R Yy R N Y L Y T Yy Y E LTy
4 LEE LAS ENTRADAS DE LA MATHIZ A DEL ARCHIVO 1 ¥ LAS DE 3
¢ DEL ARCHIVO 2. IEE U=0 CONG PRIZ APROYIMACION. LLAMA
c E LA SUSRUTTUA
SUBRCUL L8 Linid
THPLICIT REAL:2
DIMERSYION AChv, 73, UY
+ S{EP), AP (WD)
READ(2) (V{I),L=v, NP
READCYY ((ACL,3), 3=1,7) 0%
CALL HULIDACHD, XJ,T4,45,V,B)
DO 200 I=1,%p
u(1)=0.00

(1,1 0 0RO RL YL LS, AF)

1Py RONP UCNPY, B{NP),
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CONTINGE

CALL SYNENP Y TI AW BB 8 v W S P}
KETUKY
END

[ N L R Y A A P

c

a oo

o
<

DESARROLLA EL ALGORITHO DE GRADIENTE CONJUGADD. DEFINIMIS U

COMO LA H-ESINA APROXIKACIOH, R SU RESIDUD, P L& DIRECCIOH

SOQUEDA Y Q1 Lt %ORMA DE R, EL Fi¥ DE LA SUBRUTIKA SE DA
PE L
SUBRQUTIRE
INPLICIT R
DIKENSIOR

MNP, I3, 1T,4,U. 8,8,
3 04-1,0-0)
JRORPY  RQHPY, PEPY W QUP) ,V(RP) ,S(NP),

READ <~}

N=0

ChLi HUL3D(NF, 13,311,430
CALL HUL3DA(NP,1J,11,4,V,\)
DO 20 1=1,KP
R{D)=B(1I-W(D)

P(1)=0.00

CONTINUE

BETA=0.00

no 40 Ist,nP

VLD =P(1)
PCIY=R(I)-BETAP(T
CONTIHUE

ALPiEA=0.D0

n=0.09

(41, 13,11,4,P.¥)
L MBLADACHI, 1T, 70,4,V 4P}

P{IYeARIL}

CONTINYE

ALPIA=ALPHA /G

DO OBY I=1,KP

UL =U(I)saLPild+P(L)
CONTINUE

CALL HUL3D(NE,1J,11,4,U,Y)
CALL HUL3DA(KP,Z1,I1,4,V,%)
Qi=0.p0

Lo 70 1=1,%P
R{I)=B{I)-4(T}
Ga-Gith(ijeny

COHTINUE

CALL MULAD(NP,IJ,II,8,R,Y
CALL MUL3BA(NP,13,11,4,V,5
M

01

at
HALTE( s, ) PHRESID? K, D1

VRITE(3,¢} 1,01
IF((3i.EQ.200) .0R. (0:.LE. 10E~04)) RETURY
BETA=0.00

DO 80 I=1,KP

BETA=BETA+5(1)+P(1)

CORTINVE

6
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BETASBETA/D
GOTO 30
END

Subrutinas

T R N L L L R R L L L LT R T Y T Ul O DU

Ce o
C» BASE v
Cs &
(oL TN Y R N Y LYY T TN Y Y N e L T R Y N L Y-y

C CONSTRUYE U¥ VECTOR P{K,J) OURTOGURAL A P(1,13, P(2,3),... ,F{K~1,1),

c J=t, ... NP, POR MEDIO DEL HETCLC GRAN-GCHEIDY.

SUBRODUTINE BASE{NF,IJ,IL,E,4,R,5,40,P,9,51)
IMPLICIT REAL*B (A-11,0-2)
DIKENSTION A(HP,7),P(K,HP} R{HPY,S(HP),APCHPY,V(HP),VI(NP)
Do 10 J=1 kD
DD 20 I=1 K-t
P(Y,7)=P(T+1,])
20 CONTINUE
P(K,J)=0.00
10 CONTINUF
DO 30 I=1,k-!
BETA=0.D0
D=0.D0
DO 40 J=1,kp
V() =P(1,
40 CORTINUR
CALL NUL3D(KP I3, 10,4,V 400}
CALL MUL3L(KP,TJ,11,4,R,%)
DO 50 J=1,4p
BETA=BETA+S{I)4AP(])
D=DH+AP(I)s+2
50 CONTINUE
IF (D.EQ.0.UQ) BETA=0.DT
IF (D.NE.0.DO) BETA=BET
D0 60 J=1,MF
P, 1Y=PLH, D) ~BETAP(I, 1)
€0 CONTIKUE
30 COKTIKNE
DU TO J=1
(K, 1)
70 CONTIRUE
nd 75

S
Ly

(N7, 30, 71,4,9,40)

B0 80 [=1,K-1
DG 100 J=1,%F
V{3}=P(1,])

100 CONTINUE
BETA=0.DO
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CALL WUL3D(K?,11,TI,4,9,V1)
DG 95 J=1,KP
BETA=BETA+V1(1)#AP(])

85 CONTINUE

90 CONTINUE

RETURN

ERD
Ch‘ba'itt;Aacmt:.é‘vtl'c£llttibt'o.»"'&"“.v.t""t.tﬁ.l""tttbttsarbu&’
Ce »
ce HUL3D >
C# .
[ R N e Ty R LY P Y
¢ RULTIFLICA AN LA MATRIZ AM POR X ¥ EL RESULTADO SERA Y. AM
€+ ES UNA MATRIZ NP X 7 - DIMENSIGNAL. LA DIMEERSION EX X ES 11,
c LA DIMEKSIOK DE X POR LA DE Y ES 1J.

SUBROUTINE NULID(KP 1], IT,AH,X,Y)
INPLICIT REAL#B (A-H,0-7)
DIMENSION AM{NP,7),X(NP),Y(NF)
NP1=NP-11
KP2=Np-11
Y(3)=ANM{L, 43X (1) AM(1,B) eXC2)+ AM{T , 6)¢R(TL+T ) +aN{ 2, T)oX(1J41}
Y(NP)=AK (P, 4) ¢XTHP )4 AMINP 2) oY (EP1) 4 ANCEP 2+ X (KP-1)
« FAM(HP, 1)*R(%P2)
DD 100 K=2,NP-1
Y(E)=AR(K 42 eX(K)+AH (K, 3) e X (K1) «AH(K ,SY e X(K+ 1)
IF(K.GT. II) Y(K)=Y(K)+AM(K 2)eX(K-T1)
IF(K.GT. 1) Y(K)=Y{K)+am(K 1)eX(K-1])
IF(K.LE NP2) Y(K)=Y(K)+AK(K,T)eX(K+1S)
(K. LE KP1) ¥ (K)=Y{K)+AN(K 6)eX(K+1T)
106 CONTIKUE

RETURK

ERi
[ T R T L T T
Cx .
Ce KUL3DA .
Cx @

Cbitiv'lt'tll‘Pi'l‘n“tutts‘aul'lrtl'vta'cl."c‘tl"ebtvl'l"".'l!'.'i“!t
c MULTIPLICA AM LA MATKIZ ANT POK X Y EL RESULTADO SERA Y. AN

c ES UNA KATRIZ EP X 7 - DIMENSIOKAL. LA DIMENSION EW X ES II,

c LA DIMENSIOX DE X POR LA DE Y ES I1J.

RE HULSDACHP , 1J,11,AH,X,Y)

i ARLHP 7Y R(HP) Y (RP)

P-T1

iP-1J

YOI =AML 4o X () wANC2, 300 X(R) AR (ILe 1, 2)« X (TTv 1)

* FAH(TJ+1, 1)%X(1I+1)

YONP)=AM(ND 4) « X (UP) ¢ AM(RPL G)+XOEP1Y4QH{RP=1 S eaX (P01}
® PAM(HPZ,T)AX(NP2)

K=2 HP-t

=AMOK, Q)X CK)IAN(R=3,8) e X (K- 1) +AM(K+1,3)9X(K+1)
IF(R.OT.IY) Y(R)Y=Y(K)+AM(K-1X 6} o X{K-11)
IF(K.GT.IJ) Y(K)=Y(K)+AM(K-1J,7)2X(K-11)
IF(K.LE.BP2) Y(R)=T(K)+*AN(K+1J,1)8K(I5+73)
IF(K.LE.BPL) Y(KI=<Y(K)*AM(K4IL,2)oX(K+1I)
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100 CONTINUE

RETURN

END
CHtvhatdosiibbottborhmeviibeatditddudsibesndhnbiadbtdarasbdoctionst o L,

Cotesssustuivsssnsotninsaaddsvicrsdttrpfbvisdrdxeiotriodadedisacivgetsinvre

Co»
Ces
Cos

[ R Y R R S s L LR L R AT AT

[ R R S T T T T S Y

c
c

DA VALORES A LAT ERTRADAS DE LA HATRIZ A EN BASE A& LA FRUATICK
DE TRANGPORTE CON DIFUSION EN ADD ESTACTONARIU.

IHPLICIT REALSS (A-H,0-7)

DIKENSION A1(300¢0)
OPER(UNIT=1,FILE= RATRIZ.DATY FURM- 'BINAEY?)
OPEN(UNIT:2,FILE: ' VECTOR.DAT  FURH: *BINARY')

WRITE(s,*) 'CUALES SOK LAS DINEWSIONES X,Y,Z°

READ(#,«) II, JJ,K¥
1321143}

HP=LJ*EK

IULT=1

IA=IULT

IUTA+NPST
IB=IU+KP
IULT=I8: NP
IF(IULT.GT.30000) CALL EXIT

CALL GEKMATCHP T2, IT,A1(TA),A1CIU),A1(IR))
CLOSE(UNIT=1)

CLOSE(UXIT=2}

EWD

(ol T R R R R L RPN E Y LT I PR T

c

DA VALORES A LAS ERTRADAS DE LA KATHIZ &, DEFIRE B=AU DONDE
U TINE VALOR { EN TODAS SUS COMPOKEHTES. DEFINE Us0 COHO
PRIKEKA APROXIMACLOY. LLANA R LA SUBRUTIER GCRE.

SUBROUTINE GENMAT(NP,IJ,11,4,U,8)

IKPLICIT REAL4E (A-H,0-2)

DIHENSIGN ACHP,7),U{NF),B(NP)

WRITE(s,*) ‘CUAL ES EL NUKFRQ DL PECIET?®

READ(*, ) PE

VRITE(#,¢) *DE QUE TAMANID SON LO3 LADOS DE LAS CELDAS DE LA REGY?
READ(* ,») H

T=3.D0*H

V=SQRT(PE/T}

Q=-V/2.10-3.00/8

X1=0
X2:3
X3:=i

Az NOAN
0=¥/2.D0~1.D0/Y
x5=U

X8=f

X7=g

WRITE(*, #)X1,%2,X3,74 15,16 %7
DO 100 T=1,KP
A(T,4)=X4
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A{1,3)=X3
R(I,E)=2Y
A(I,2)=X2
AT
KT, 7)=X7

A(I,6)=X6

8{1)=0.00

IF(I.GE.TJ+8) GU TU 10
B{I)-B(1)-1.00a(1 1)

ACT,1)=0.00

IF(HOD(I-1,10).GE.T1) GO TD 20
B{I}=B{I}-1,D0*2(1,2)

A(1,2320.00

TF{HOD(I, TX) KK 1) GD TQ 30
B(IY=R{I)-1.D0ea(l,3)

£(1,3)=0.D0
IF{MOD(1-{,T3) . LE.TI-T1-2) GO TO 40
A(1,6)=0.D0

IF (MOD(I,I1).NE.0} GO TU 50
A(L,8)=0.00

IF (1.LE.BP-11) GO T0 106
A(1,7)=0.00

COHTINUE

DG 150 I=f,KP

WRITE(2) (X}

00 200 1=1,7

HRITECL) a(r, 13

CORTINVE

CONTINUE

RETURN

ERD

69
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