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Capitulo 1

Introduccion

Los fenémenos naturales han fascinado a la humanidad desde la antigiiedad. La obser-
vacién y el registro han sido, en principio, medios para abordarlos. Al paso del tiempo,
la sofisticacién del entendimiento humano exigié herramientas mas rigurosas para ob-
servar y conocer su entorno. Lo anterior permitié que algunos siglos antes de nuestra
era, este conocimiento comenzara a sintetizarse en postulados, leyes, reglas y teorias.
Este avance de la humanidad se fortalecié de manera notable con el trabajo de Leibniz
y Newton, en el siglo XVII, por la aparicién de una de las herramientas mas poderosas
para observar y analizar los fendmenos naturales: las ecuaciones diferenciales.

En el presente trabajo se introducirdn desarrollos recientes de la teoria de ecuacio-
nes diferenciales para el estudio de fenémenos naturales que muestran comportamientos
con multiples escalas temporales. Con ello se hace referencia a la teoria de bifurcacio-
nes abordada por la teoria de singularidades y la teoria geométrica de perturbaciones
singulares.

En el capitulo 5 presentamos una de las aportaciones mas importantes de este tra-
bajo, mostraremos cierto tipo diagramas de fase de sistemas de ecuaciones diferenciales
a distintas escalas temporales, que se utilizan como modelo para describir el comporta-
miento de distintos fendmenos naturales y teéricos; tales diagramas son una herramienta
geométrica con la cual podemos realizar un anélisis global de la dindmica descrita por
los mencionados sistemas. Los modelos presentados fueron tomados de [6], para los cua-
les realizamos algunas comprobaciones predichas por el mismo articulo, tomando este
hecho como uno de los objetivos del trabajo. Otra aportacion la tenemos en la argu-
mentacion realizada en los otros capitulos, que es de hecho una sintesis de una parte
las teorias mencionadas en el parrafo anterior.
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1.1. Una motivacion: modelado de las oscilaciones
de relajacién

Un comportamiento universal donde se observa la presencia de multiples escalas
temporales son las oscilaciones de relajacion. A lo largo de un ciclo de relajacion, la
variable medida muestra dos comportamientos distintos: lento y rapido. El comporta-
miento lento se desarrolla a lo largo de intervalos de tiempo del orden del periodo de
oscilacion, mientras que el comportamiento rapido se desarrolla a lo largo de intervalos
de tiempo mucho mas cortos que el periodo de oscilacién. Por ello, la razén entre la
velocidad durante las fases lentas y rdapidas se acerca a cero. Se pueden observar oscila-
ciones de relajacién en numerosas areas del conocimiento humano, tales como mecéanica,
bioquimica, sistemas bioldgicos y electronica. En los siguientes apartados se describen
tres ejemplos experimentales de oscilaciones de relajacion, dos tomados de la biologia
y uno de la electrénica.

1.1.1. Oscilaciones neuronales

Las células presentes en los érganos y estructuras que forman el sistema nervioso de
los seres vivos son llamadas neuronas.

Este tipo de célula tiene la pro-
piedad de cambiar su potencial eléctri-
co y transmitir las variaciones a otras
neuronas a través de extremidades es-
pecializadas llamadas axones. Los pun-
tos de contacto entre axones y neu-
ronas se llaman sinapsis. En las si- 50 mV
napsis, la senal eléctrica proveniente J 53 nA
de una neurona se traduce en men- 50 ms
sajes electro-quimicos que son per-
cibidos por la neurona receptora y
a su vez, propagados a otras neu-
ronas. La comunicacién electro-quimi-
ca neuronal permite a estas célu-
las controlar diversos procesos fisiol6gi- 50 mV
cos y subyace de manera fundamen- - —I"“;I 3 nA
tal a nuestra experiencia conscien- 25 ms
te.

A Regular-spiking

B Fast-spiking

Figura 1.1: Dos patrones de disparos de di-
En presencia de estimulos suficiente- versas neuronas neocorticales: A) Impulsos
mente grandes, las variaciones en el po- regulares, B) Impulsos rapidos.
tencial eléctrico neuronal muestran las
caracteristicas de oscilaciones de relajacién. En la figura 1.1 (tomada de [4], pagina
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100) se observan fases muy rapidas, en las cuales el potencial eléctrico sube y baja en
un lapso de pocos milisegundos.

Este comportamiento define los picos neuronales. En alternancia con los picos hay
fases relativamente muchos mas largas donde el potencial varia poco, y permanece cerca
de un valor de reposo.

1.1.2. Diodo laser auto pulsante (DLAP)

Un DLAP es un dispositivo 6ptico activo capaz de producir un tren continuo de
impulsos luminosos cuya frecuencia de repeticién depende de la corriente suministrada.
En la figura 1.2 se observa la densidad de fotones emitida S(t) con respecto al tiempo
para distintos valores de corriente suministrada Ip;,s.

1 ]
6 3 10 =
(107/m’) Tyia=19.75 ma o Self pulsating regime ||
- =l
(©) 2
Lenta J
%9 55 1 165 2 275 33 385 44 405
TL
Tbias=20 mA t (ns)
s s Self pulsating
(10%m®)
. 1
0y 5 10 15 20 25 30 35 0 45 50
o
Ipiz=34 mA t (ns)
4
5, 3
(10%/m’) Self pulsating regime
Sy 2 i i
0 I I .
0 15 3 45 6 735 9 105 12 135 15

Figura 1.2: Dinamicas temporales de un DLAP para tres valores de la corriente Ip;q;.

La figura de este ejemplo fue tomada de [19]. Este tipo de ldser puede emplearse como
codificador /transmisor de informacién cadtica: la transmisién de informacién puede ser
enmascarada por una senal cadtica. En la figura 1.2 se observa con claridad la presencia
de dos escalas temporales en la alternancia entre picos luminosos (répidos) y fases
silentes (lentas).
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1.1.3. Actividad eléctrica del corazdn

El corazén posee células capaces de generar pulsos eléctricos (similares a los pulsos
neuronales pero mas lentos) de manera periédica. La células cardiacas se acoplan de
forma eléctrica y sincronizan sus pulsos para generar las contracciones responsables de
bombear la sangre a través del cuerpo. Existen dos estructuras que organizan grupos de
células cardiacas cuando funcionan como marcapasos eléctricos: el ndédulo sinoauricular
(SA, principal generador del ritmo cardiaco) y el nédulo atrioventricular (AV). EI SA
envia senales eléctricas al AV, nédulo donde se amplifican y envian a otras partes del
corazén, propagando asi la actividad eléctrica del SA.

La actividad eléctrica de las células cardiacas puede medirse de forma no invasiva
a través del electrocardiograma que registra de manera indirecta la actividad eléctrica
colectiva de grupos de células cardiacas. La figura 1.3 (tomada de [22]) muestra un
ejemplo de electrocardiograma clinico. La presencia de dos escalas temporales es evi-
dente en la rapidez de los pulsos colectivos (rdpidos) y las fases silentes entre dos pulsos
(lentas).

Name: 12-Lead 2 HR 62 bpm | * Normal ECG *'Unconfirmed™
10: ] 14:37:18| = Hormal sinus rhythm
Patient ID: P13 Wsa. 1128
Imn‘ﬂlt /e 0.3985/0. 395
Set: | P-ORS-Thoes il L
| II ah 1] 1v4

/\—’\ ML/L—V“J\/‘__"lr“\/‘—‘“W’u\‘v*-"HlW’—J Ve /\“—m'\/k-u—dl/

. me f
] 11" Bl JQL’M.__@J\___N‘M‘M A /\ o
5 |
|—|||§! ‘ L 1 ( mi Lenta | 18 f ! il ’ f

MMMM/M—WFL._NHMV\—%,A__MMV/

w18 85-156Hz 25mm/sec

Figura 1.3: Electrocardiograma.

1.1.4. Conclusion acerca de los ejemplos

Los ejemplos citados provienen de areas de conocimiento aparentemente ajenas. Sin
embargo, las variables medidas, ya sea el potencial eléctrico neuronal, la intensidad
luminosa emitida por un DLAP, o bien, la actividad eléctrica colectiva de grupos de
células cardiacas, tienen en comin un comportamiento: la presencia de distintas escalas
temporales. Cada ejemplo puede ser descrito matematicamente a través de modelos
detallados especificados en [10], [4], [6], [16], [12], [1], [24], [19], [3], [21]. Estos modelos
son definidos por ecuaciones diferenciales que, como los datos experimentales, muestran
distintas escalas temporales. Estos ejemplos y observaciones motivan el objetivo del
presente trabajo: introducir una herramienta matemaética para la caracterizacion de los
posibles comportamientos observados mediante ecuaciones diferenciales con multiples
escalas temporales.



10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Sintesis del contenido de los capitulos

Sintetizamos en los siguientes parrafos el contenido de cada uno de los capitulos.

En la seccién 2.1 introducimos una técnica bésica de la dinamica, nos referimos
a la interpretacion de una ecuacion diferencial como un campo vectorial. Esta técni-
ca es grafica y cualitativa, nos permitird identificar elementos dinamicos en el campo
vectorial, tales como puntos fijos atractores o repulsores del flujo [9]. El andlisis de la
estabilidad lineal es otra técnica, se aborda de manera analitica para determinar los
elementos dinamicos en el campo vectorial.

En la seccién 2.2 introducimos las ecuaciones diferenciales ordinarias parametrizadas
(EDOP) de primer orden, una extensiéon del caso anterior. Exploramos en las EDOP
algunas bifurcaciones y explicaremos los cambios en su interpretacién como un campo
vectorial dependiente de un parametro. Presentamos una lista de las bifurcaciones ele-
mentales y algunas propiedades inherentes.

Finalizamos el capitulo 2 con la seccién 2.3 formulando una par de preguntas que
nos introducen a las ideas desplegadas en el capitulo 3.

(i) ;Cémo demostrar que una ecuacién genérica g(z,A) = 0 posee una bifurcacién
dada?

(ii) ;Cémo predecir cuél es el diagrama de bifurcacién en presencia de perturbaciones
de la forma g(z, \) + ep(xz, A) = 07

Hemos dividido en tres secciones el capitulo 3 donde introducimos la teoria de bifur-
cacion y la teoria de despliegue con el enfoque de la teoria de las singularidades tomado
de [17].

En la seccién 3.1 formalizamos un tipo de equivalencia entre problemas de bifur-
cacién que nos permitird reconocer semejanzas cualitativas (una de ellas es el lugar
geométrico que los representa). Exponemos el problema de reconocimiento, que consiste
en determinar las condiciones necesarias para afirmar que dos problemas de bifurcacion
son equivalentes en el sentido mencionado. Daremos solucién a esta cuestién a través
de criterios matematicos.

En la seccion 3.2 presentamos la teoria de despliegue. Formalizamos la idea de
perturbacion usando el concepto de equivalencia entre problemas de bifurcacion men-
cionado en la seccién anterior. Aprenderemos a reconocer aquellas funciones que tengan
la cualidad de generar a todas las pequenas perturbaciones de una bifurcacion elemen-
tal dada a partir de un espacio de parametros. Definimos el concepto de desplieque
universal. El tamano del espacio de parametros es la codimension de la bifurcacion, un
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concepto pilar de la teoria.

Establecida matematicamente la idea de perturbacién, definiremos los diagramas
persistentes de una bifurcacién; estos son caracterizados por conservar su forma bajo
infimas perturbaciones. Sera la variedad de transicion, un subconjunto del espacio de
parametros que lo organizara completamente en distintas clases que poseeran respecti-
vamente representantes de los distintos diagramas persistentes de una bifurcacion dada.

Seremos capaces de establecer un camino formal para construir a todos los dia-
gramas persistentes de algunas bifurcaciones. Esta habilidad serda determinante en la
justificacién de posteriores contenidos en los capitulos 4 y 5.

En la seccion 3.3 citamos el teorema de clasificacion que establece que las bifurca-
ciones de codimensién < 3 son 11. Resumimos informacién en algunas tablas de estas
11 bifurcaciones relacionadas con la teoria de despliegue.

En el capitulo 4 introducimos la teoria geométrica de las perturbaciones singula-
res [13]. En la seccién 4.1 presentamos algunas generalidades del objeto matematico
mas importante de este trabajo, nos referimos a los sistemas rapido-lento. Son siste-
mas de ecuaciones diferenciales ordinarias de dimension 2 o mas, sujetos a dos escalas
temporales, una rapida y una lenta. Las dos escalas temporales inherentes al sistema
rapido-lento dan lugar a la dindmica rapida y la dinamica lenta, respectivamente.

Los sistemas réapido-lento modelan sistemas con multiples escalas temporales. Nos
serviran para introducir la modelacion de algunos fenémenos naturales y tedricos que
poseen distintas escalas temporales.

Las soluciones en el tiempo de los sistemas rapido-lento, exhiben trayectorias que a
su vez muestran los objetos dinamicos que el sistema posea, tales como: puntos atracto-
res, puntos repulsores, ciclos limite atractores, biestabilidad, dindmica rapida, dindmica
lenta, ceroclinas, etcétera.

Damos dos ejemplos de sistemas rapido-lento, uno que muestra una dinamica sen-
cilla y el otro que muestra una dinamica mas elaborada. El diagrama de fase singular
aparece por primera vez en nuestro trabajo; es una herramienta grafica que muestra los
objetos dindmicos globales del sistema, su argumentacion matematica la presentamos
en la siguiente seccién y fue tomada de [13].

En la seccién 4.2 justificamos a través de los teoremas de Fenichel la existencia
de un flujo muy parecido al que describe la dinamica singular. Este flujo es aplastado
exponencialmente hacia la variedad critica, y al estar lo suficientemente cerca, hace la
transicion de escalas temporales al seguir su curso sobre el lugar geométrico que Feni-
chel llama la variedad lenta; el curso de las trayectorias de este flujo es muy parecido
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al descrito por la dinamica lenta. Otro resultado relevante en esta teoria, es la existen-
cia de la variedad estable e inestable, de las ramas normal hiperbdlicas de la variedad
critica en los sistemas rapido-lento. Son subconjuntos del espacio donde estan definidas
las soluciones del sistema, con la cualidad de ser una familia de condiciones iniciales del
sistema que resultan ser atraidas o rechazadas por una rama normal hiperbdlica de la
variedad critica.

En el capitulo 5 conjuntamos la teoria de singularidades establecida en el capitulo
3 y la teoria geométrica de perturbaciones singulares del capitulo 4, para construir sis-
temas rapido-lento organizados por una singularidad.

Explotamos la teoria de despliegue que nos aporta el despliegue universal de una
singularidad y su capacidad de organizador en clases, a las bifurcaciones persistentes
de la singularidad dada. Tomamos a estos despliegues universales para definir a la ce-
roclina de la variable rdpida en el sistema rapido-lento. Con esto creamos un mapeo
entre los diagramas persistentes y las dinamicas del sistema rdpido-lento. Asi, por cada
diagrama persistente de una singularidad dada, podemos obtener los objetos dindmicos
globales del sistema al variar los pardmetros de despliegue y bifurcacion.

En las secciones 5.2 y 5.3 presentamos un par de sistemas rapido-lento propues-
tos en [6], determinamos las distintas dindmicas globales en funcién de los distintos
parametros tomados del espacio de despliegue y de los distintos valores del pardmetro
de bifurcacién. Hacemos una lista de los objetos dindmicos que pueden crear estos mo-
delos.

En el capitulo 6 presentamos las conclusiones de nuestro trabajo. Agregamos un
apéndice, relacionado con generalidades de la teoria de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, que se utilizaran a lo largo de los capitulos.

Finalmente, las graficas y simulaciones presentes en esta tesis, fueron realizados en
Matlab.



Capitulo 2

Bifurcaciones escalares

Este capitulo esta formado por tres secciones, las cuales tienen la intencion de presen-
tar nuestros primeros objetos de estudio mas simples con el enfoque requerido; estamos
hablando de las ecuaciones diferenciables ordinarias (EDO) de primer orden. A lo largo
de los capitulos estaremos manejando conceptos generales asociados a las EDO y ana-
lizados en el Apéndice A.

Presentamos, en la primera seccién, las ecuaciones diferenciales ordinarias unidimen-
sionales, y utilizamos una técnica grafica para determinar el comportamiento global de
las soluciones. En la segunda seccién presentamos (EDO) sujetas a un pardametro, y la
influencia del mismo sobre el espacio fase. Finalizamos el capitulo en la tercera seccion
con un par de preguntas que motivan los conceptos que veremos en el siguiente capitulo.

2.1. Dinamica de EDO de la forma = = f(z), z € R

Los casos mas sencillos de EDO escalares son las ecuaciones diferenciales ordi-
narias lineales de primer orden con condicién inicial:

donde z,a € R. Cualquier sistema (2.1) tiene una tnica solucién en el espacio fase para
todas las condiciones iniciales 29 € R. Esta solucién estd dada por x(t) = zge™.

Sin embargo, estamos mas interesados en los sistemas no lineales de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden con condicién inicial, cuya forma es:

13
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z(0) = zo (2.4)

donde f: E — R es una funcién C! y E es una conjunto abierto de R.. Vea las forma-
lidades en el Apéndice A.

A continuacion presentaremos una técnica basica para el andlisis de la dindmica
de los sistemas unidimensionales no-lineales (2.3) para € R. Nos referimos a la in-
terpretacion de una ecuacion diferencial de primer orden como un campo
vectorial sobre la recta real [9].

Utilizaremos un andlisis grafico de la funcién f(x) para determinar el flujo global
de un sistema de la forma & = f(z). Vamos a considerar al plano cartesiano X — X,
donde X funge como el cominmente utilizado eje vertical Y. Para ello consideremos la
figura 2.1. Imaginemos que un flujo se mueve a lo largo del eje X con una velocidad
local f(z), donde este supuesto flujo es llamado fluido fase, y el eje X es el espacio
fase. El flujo se desplaza a la derecha cuando f(z) > 0 y hacia la izquierda cuando
f(z) < 0. Los puntos donde la gréfica de f cruza el eje X corresponde a los puntos fijos
del sistema (2.3).

Xo Yo

Figura 2.1: Diagrama de fase de una ecuacion diferencial ordinaria no lineal.

Establecida esta regla grafica observamos que se deriva una naturaleza para el flujo
y para los puntos fijos, que podemos observar en la figura 2.1. El punto fijo negro que
estd a la izquierda posee una naturaleza atractora en cuanto al flujo, por otra parte, el
punto fijo blanco que esta a la derecha tiene una naturaleza repulsora.

Para observar la dindmica del sistema (2.3), comenzamos incluyendo en el sistema
una condicién inicial arbitraria x(, ubicamos una particula imaginaria en tal punto y
observamos cémo es llevada por el flujo.
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Conforme el tiempo avanza, el punto fase se mueve a lo largo del eje X de acuerdo
con alguna funcién z(t), que representa la solucién de la ecuacién diferencial sujeta a
la condicién inicial xy. Una grafica como en la figura 2.1 que muestra las cualidades de
las distintas trayectorias en el sistema, es conocida como diagrama de fase, asi que
el punto x( tiene una trayectoria que converge al punto atractor de la izquierda (punto
negro) al paso del tiempo, mientras que el punto y diverge del punto repulsor (punto
blanco).

Un complemento, més cuantitativo del criterio de analisis grafico de los campos vec-
toriales es el analisis de la estabilidad lineal, el cual tiene que ver con la obtencién
de informacién sobre el comportamiento de las trayectorias cerca de los puntos fijos del
sistema usando la linealizacién [9].

Para un sistema de tipo (2.3) la linealizacién en un punto fijo z* esta dada simple-
mente por 7 = f'(z*)n, donde n = x — z*.

Esto muestra que la perturbacién 7(t) crece exponencialmente si f/'(z*) > 0y de-
crece exponencialmente si f'(z*) < 0. Si f'(2*) = 0, los términos de orden mayor a
la potencia 2 en la expansion de Taylor no son despreciables y un andlisis no lineal se
necesita para determinar la estabilidad. En sintesis, la pendiente f'(z*) en los puntos
fijos determina su estabilidad lineal. Si f/(z*) = 0, entonces es necesario un andlisis no
lineal.

Este andlisis nos trae la siguiente definicién [9)].

Definicién 2.1 Sea z* un punto fijo del sistema & = f(z) y sea f'(x) la derivada de f
con respecto de x; decimos que x* es atractor exponencialmente estable si f'(z*) < 0,
por otra parte decimos que x* es repulsor exponencialmente inestable si f'(x*) > 0.

Para el caso en que f'(z*) = 0, necesitamos més informacién para decir algo acerca
de ese punto fijo.
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Veamos un ejemplo en el que aterrizamos las ideas anteriormente citadas.

Ejemplo 2.1 Consideremos la siguiente ecuacion diferencial no-lineal.

& = sen(x) (2.5)
. dx , o
Al separar las variables obtenemos dt = T, que al integrar implica que t =
en(x

—log |(csc(z) 4 cot(x)| + C.

Para evaluar el valor de C, supongamos que x = xo cuando t = 0, de manera que
la solucion bajo condiciones iniciales nos queda

. | ese(zg) + cot(xg)|
| esc(z(t)) + cot(z(t))|

t=1o (2.6)

A partir de este resultado podemos formular la siguiente pregunta:

En el supuesto de que xy = 7/4, ;jqué pasa con z(t) cuando ¢ — o007

Esta pregunta se responde de forma mas sencilla construyendo el diagrama de fase
del sistema (2.5), que a su vez analiza la més elaborada relacién implicita (2.6), ya que

son equivalentes.

La figura 2.2 muestra el diagrama de fase del sistema (2.5).

0.8 [~ X

-

Figura 2.2: Diagrama de fase del sistema (2.5).
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De este diagrama concluimos directamente que los puntos fijos de la forma z* =
2km, k € Z, son repulsores, mientras que los puntos de la forma z* = (2k+1)7, k € Z,
son atractores. Ademds, si zo € (2k7, (2k + 1)7), entonces lim;_,o. ¢(z9) = p, para
algin k € Z y para un punto atractor p del sistema (2.5), es decir, si 2 no es un punto
fijo repulsor en el espacio fase, entonces el flujo, cuya condicién inicial es precisamente
xo, converge a algin punto fijo atractor.

En resumen, observamos que en un sistema de primer orden, resulta que los puntos
fijos del mismo caracterizan completamente su comportamiento, ya que junto con al-
gunos criterios sencillos podemos realizar un analisis global de su espacio fase.

Con el trabajo hecho en esta seccién nos hemos preparado para introducir un nuevo
objeto matemaético, una extensién de las ecuaciones & = f(z) que hemos repasado. En
la siguiente seccion comenzaremos a estudiar a las EDO que dependen de un parametro.

2.2. EDO de la forma & = g(x,\), z,A € R

2.2.1. El Problema de Bifurcacion

En la seccién anterior nos dimos cuenta de que la dinamica de campos vectoriales
en R puede ser obtenida de manera simple, ya que es suficiente con caracterizar sus
puntos fijos.

Dada la aparente trivialidad de tal dindmica nos preguntamos, ;qué mas hay de
interesante en los sistemas de dimensién uno?, y la respuesta la encontramos en la de-
pendencia sobre un pardmetro.

Estudiemos ecuaciones diferenciales unidimensionales de la forma

T =g(x,\) (2.7)

donde g : R x R — R, una funcién C*° y A es una variable que podemos controlar,
es decir es independiente, y se le suele conocer como parametro de bifurcacion,
contrario a x que es una variable que depende necesariamente de A, la cual se conoce
como estado. Los puntos fijos de este sistema estan dados por los pares ordenados en
el plano que satisfacen la ecuacion escalar

g(x,A) =0 (2.8)
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Las definiciones que a continuacién mencionamos provienen de la teoria de bifurca-
ciones en [17].

Definicién 2.2 El nimero entero no negativo n(\) es el nimero de soluciones de la
ecuacion (2.8).

Definicién 2.3 Liamamos a (xq, A\o) un punto de bifurcacién, si n(A) cambia al variar
a A en una vecindad de \g.

Definicién 2.4 Liamaremos al conjunto de pares ordenados (x,\) que satisfacen la
ecuacion (2.8), el diagrama de bifurcacién o conjunto solucién de g.

Las bifurcaciones son importantes para la ciencia, pues proveen modelos de transi-
cién entres distintos estados. Por ejemplo, consideremos el pandeo de una viga.

Dada una viga dispuesta verticalmente de tal
manera (ue pongamos un peso pequeno en la
parte de arriba, ésta podra soportar el peso y

Peso

permenecera vertical, por otra parte si ponemos -
un peso grande, la viga se tornarad inestable y -
quiza se pandee, como se observa en la figura

2.3. Viga

Mé—f Viga

I pandeada
Aqui el peso juega el rol de parametro de con-

trol, y el pandeo de la viga el rol de la variable

dindmica x. ' )
Figura 2.3: Ejemplo de un problema

de bifurcacion, donde el parametro
A representa al peso, y el estado z
representa el pandeo de la viga.

Nuestro estudio sera local por lo que supone-
mos que la ecuacién (2.8) sélo estd definida en
alguna vecindad de un punto (zg, A\g) y que n(A)
solo cuenta las soluciones en esta vecindad. El
teorema de la funcién implicita da una condicién necesaria para que (zg, Ag) sea un
punto de bifurcacién, a saber la ecuacion:

9z (20, Ao) =0 (2.9)

donde hemos usado la convencién g, = %.
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Sin embargo, si

entonces la ecuacion (2.9) puede ser tinicamente resuelta en una vecindad para x como
funcién de A, i.e., para cada A cerca de \g existe exactamente una solucién de g(x, \) = 0
cerca de xg.

Un posible método para analizar el caso en que tengamos g, (g, Ag) = 0 es | expan-
sién de Taylor; para ello consideramos a g como una funcién de (xg, Ag) y examinamos
el comportamiento del sistema & = g(x, \) cerca de la bifurcacién x = zg y A = A.

En la siguiente definicion formalizamos a aquellos puntos del diagrama de birfurca-
cion, que son de nuestro interés, ya que poder distinguirlos de los restantes puntos del
diagrama nos permitira establecer parte de una teoria tomando a este concepto como
base.

Definicién 2.5 Liamaremos a un punto (xo, Ng) para el cual

9(0, Xo) = gu(20, Ao) =0 (2.11)

una singularidad.

Veremos singularidades para las cuales n(\) no cambia cerca de (z¢,yp). Con un
pequeno abuso de terminologia hablaremos de las bifurcaciones o singularidades de ma-
nera intercambiable.

A continuacién presentamos a través de distintas subsecciones algunos ejemplos de
bifurcaciones utilizadas para definir sistemas de la forma & = g(x, \).

2.2.2. Bifurcacion Punto Limite

También conocida como nodo-silla o pliegue, esta bifurcacion caracteriza los puntos
fijos del sistema de primer orden.

T=A+22=0 (2.12)

donde A es un parametro que puede adquirir un valor negativo, cero o positivo.

Si A < 0, el sistema posee dos puntos fijos, uno estable y el otro inestable respecti-
vamente. Como en el caso del lado izquierdo de la figura 2.4.
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Cuando A tiende a 0, ambos puntos fijos se acercan entre si, y cuando A = 0 ambos
puntos se acercaron lo suficiente, para convertirse en un solo punto fijo que resulta ser
medio-estable, es decir, es atractor de un lado y del otro repulsor, como observamos en
el caso del centro en la figura 2.4.

Finalmente para cuando A > 0 los puntos fijos desaparecen del sistema, como en el
lado derecho de la figura 2.4.

Bifurcacion
40 T T T T 40

il

30+

2B

it

it
I
=]

diddt

Figura 2.4: Diagramas de fase de la bifurcacion punto limite para A < 0, A\=0y A > 0,
respectivamente.

El diagrama de bifurcacién esta representado en la figura 2.5. La seccion de curva

punteada representa a los valores de x que resultan ser puntos fijos inestables, y la linea
solida representa los valores de x que son puntos fijos estables.

—. ___ Inestable

estable

Figura 2.5: Diagrama de bifurcaciéon punto limite.
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La bifurcacion nodo-silla también es conocida como bifurcacion plieque, punto limi-
te o bien bifurcacion punto de retorno, puesto que en el punto (z,A) = (0,0), hay un
cambio en el sentido de la curva.

Otra bifurcacién parecida a la nodo-silla es la bifurcacion cielo azul inventada por
Abraham y Shaw (1988), y cuyo modelo es & = A\ — 2%, cuyo diagrama de bifurcacién
es el simétrico respecto al eje X de la figura 2.5.

Los modelos presentados como & = A\+a? y & = A—a? son representativos, prototipos
de la bifurcacion nodo-silla.

2.2.3. Bifurcacion Transcritica

Hay situaciones en la ciencia en donde el punto fijo debe de existir para todo valor
del parametro y nunca pueda ser destruido, un ejemplo de esto lo vemos en la ecuacion
logistica N =rN (1 — %), donde N representa la poblacién en el tiempo ¢, r la tasa de
crecimiento de tal poblacién y K la capacidad de carga del ambiente en el que vive esa
poblacién. Este modelo esta asociado al crecimiento de una sola especie, para el cual la
poblacién cero representa un punto fijo para todos los casos del pardmetro asociado.

Sin embargo, el punto fijo cero si puede cambiar su estabilidad, conforme se varie el
valor del pardmetro.

La forma de la bifurcacion transcritica es:

i= M\t —2*=0. (2.13)

Considere esta ecuacién para valores positivos y negativos para x y A, observe el
campo vectorial que genera la ecuacién (2.13) para los casos A <0, A =0y A > 0.

Observe que z* = 0 es un punto fijo para todo valor de .
Para A < 0, hay un punto inestable en x* = A, y un punto estable en z* = 0.

Conforme A crece hasta llegar a cero, obtenemos un punto medio-estable (repulsor
de lado izquierdo, y atractor de lado derecho) en z* = 0.

Finalmente cuando A > 0, 2* = 0 se convierte en punto inestable y x* = X es ahora
estable.
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Figura 2.6: Diagramas de fase de la bifurcacién transcritica para A < 0, A=0y A > 0,
respectivamente.

El cambio en la estabilidad sucede en A = 0, ya que las estabilidades para A < 0y
A > 0 son distintas por el cambio de estabilidad entre los puntos fijos, como observamos
en la figura 2.6.

Con cambio de variables z = # — A y A = —2), podemos reescribir la bifurcacién
transcritica (2.13) en la forma

=\ — 2 (2.14)

A continuacion presentamos el diagrama para la bifurcacion transcritica en la figura
2.7.

Figura 2.7: Diagrama de bifurcacion transcritica.
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2.2.4. Bifurcacion Tridente

Ahora veamos la ampliamente mencionada bifurcaciéon tridente. Esta es comtn
en problemas en fisica que tienen simetria, por ejemplo, aquellos que tienen simetria
espacial entre la derecha y la izquierda, tal como en el ejemplo mostrado en la figura
2.3. En tales casos, los puntos fijos tienden a aparecer y desaparecer por parejas simétri-
cas. En la figura 2.3, la viga es estable en la posicion vertical si la carga es pequena.
En este caso hay un punto fijo estable correspondiente a la deflexion cero, pero si la
carga excede el umbral de pandeo, la viga puede pandearse hacia la derecha o hacia la
izquierda. La posicion vertical se ha convertido en inestable.

La forma de la bifurcaciéon tridente es

&= M\x—a2°=0. (2.15)

Note que esta ecuacion es invariante bajo el cambio de variable z — —x. Esto es que
si reemplazamos = por —z y simplificamos, se obtiene exactamente la misma ecuacién.
Lo anterior equivale a decir que la ecuacién (2.15) es impar.

Esta invarianza es la expresion matematica de la simetria izquierdo-derecha men-
cionada arriba.

Veamos el campo vectorial para los distintos valores de .

150

Xa

100

50

-50

-100

-150

Figura 2.8: Diagramas de fase la bifurcacién tridente para A < 0, A = 0y A > 0,
respectivamente.

Cuando A < 0, el origen es el tinico punto fijo y éste es estable, como observamos
en el lado izquierdo de la figura 2.8.
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Para el caso de que A = 0, el origen continta siendo un punto fijo estable, pero
mucho méas débilmente, puesto que la linealizacién es cero.

Finalmente, cuando A > 0, el origen se ha convertido en inestable y dos nue-
vos puntos estables aparecen en ambos lados del origen simétricamente localizados en
2* = £\, como podemos observar al lado derecho de la figura 2.8 .

La figura 2.9 muestra el diagrama de la bifurcacion tridente.
X estable

T

estable

Figura 2.9: Diagrama de bifurcaciéon tridente.

2.2.5. Bifurcacion Histéresis

La forma de la bifurcaciéon histéresis es:

t=2"-A=0 (2.16)

En esta bifurcacién no hay cambio en el nimero de puntos fijos. Sin embargo el
punto fijo en (xz,\) = (0,0) no es linealmente estable, la menor perturbacién ya sea a
la derecha o a la izquierda nos conduce a un estado positivo o negativo respecticamente.

El diagrama de bifurcacién histéresis se muestra en la figura 2.10.
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Figura 2.10: Diagrama de bifurcacién histéresis.

El andlisis de espacio vectorial para el sistema (2.16) serd mayormente estudiado en
el capitulo 5.

2.2.6. Bifurcacién cuspide alada

Encontramos la bifurcacion cispide alada en una ecuacién diferencial unidimensional
de la forma:

&= h(x,\) =2+ =0 (2.17)

Presentamos en la figura 2.11 el diagrama de bifurcacion para este modelo.

X

Figura 2.11: Diagrama de bifurcacién cispide alada.

Como en la histéresis, no hay cambio en el nimero de puntos fijos. Sin embargo la
cuspide alada representa también una situacion ”fragil”, en un sentido que aclararemos
méas adelante. El andlisis de espacio vectorial para el sistema (2.17) serd mayormente
estudiado en el capitulo 5.
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Concluimos esta seccion planteando las siguientes preguntas:

2.3. Preguntas Abiertas

(i) (Cémo demostrar que una ecuacién genérica g(x, \) = 0 posee una bifurcacién
dada?

(ii) ¢(Como predecir cudl es el diagrama de bifurcacién en presencia de perturbaciones
de la forma g(z, \) + ep(z, A) = 07

Responderemos a estas preguntas en el siguiente capitulo y cerramos el presente
dando un ejemplo para el cual una perturbacion infinitesimal cambia el diagrama de
bifurcacion en forma cualitativa.

Perturbacion de una bifurcacion

Ejemplo 2.2 Consideremos a la bifurcacion tridente h(x,\) = —a3 + Az = 0, sean

_ _ 1 S .
plx,\) = 1, y e = 1555 de manera que la perturbacion asociada a esos valores es

g(z,\) = h(z,\) +ep(x,\) = —2° + A + 55 = 0.

Veamos los diagramas de bifurcacion de h y g respectivamente

h(x)=x3+H% " g)Ex3+x+0.001
T .-./J,/
\\\ \\\

Figura 2.12: La bifurcacién tridente al lado izquierdo, perturbacion de la bifurcacion
tridente al lado derecho.

Cerca del origen h y g resultan distintas cualitativamente; hemos preparado el te-
rreno para comenzar en el siguiente capitulo con el concepto de perturbacion de singu-
laridades, que estd estrechamente ligado al trabajo realizado.



Capitulo 3

Singularidades en Problemas de
Bifurcacién

En este capitulo hablaremos de las EDO sujetas a un parametro, que tienen cualida-
des semejantes (cerca de los puntos singulares del sistema) a un grupo de bifurcaciones
que enlistaremos. Entre éstas se encuentran las bifurcaciones mencionadas en el capitulo
anterior. Esta semejanza se formalizara a lo largo del capitulo.

Formalizaremos las perturbaciones de una bifurcacién dada. Abordaremos los efectos
de las perturbaciones en los diagramas de bifurcacion; se vera como identificar aquellas
funciones con la cualidad de construir a las posibles perturbaciones a través de meca-
nismos que estableceremos. Esto nos permitird clasificar a todas las perturbaciones en
clases y asi obtener los distintos diagramas de bifurcacion persistentes provenientes de
una bifurcacién dada.

3.1. El Problema de Reconocimiento

En esta seccion responderemos a la primera pregunta realizada al final del capitulo
anterior.

s Como demostrar que una ecuacion genérica g(x,\) = 0 posee una bi-
furcacion dada en la lista del capitulo anterior?

La respuesta que presentaremos estard justificada a lo largo de tres subsecciones.
En la primera de ellas formalizaremos la equivalencia fuerte entre dos problemas de
bifurcacién dados, en la siguiente formulamos el problema de reconocimiento y en la
ultima la resolvemos.

27



28 CAPITULO 3. SINGULARIDADES EN PROBLEMAS DE BIFURCACION

3.1.1. Equivalencia Fuerte

Aqui presentamos la definicion de fuertemente equivalente entre dos problemas de
bifurcacién [17].

Definicién 3.1 Diremos que dos problemas de bifurcacion g,h : R x R — R definidos
cerca del origen son fuertemente equivalentes, si existen funciones suaves X (x, \)
y S(z, \) tales que la relacion

g(x,\) = S(z, V(X (z,\), \) (3.1)

se sostiene cerca del origen. En esta definicion requerimos que

X(0,0) =0, Xy(z,A\) >0y Sz, ) >0.

De aqui en adelante trabajamos con la vecindad del origen de R?; esto es meramente
por conveniencia, ya que también se podria trabajar cerca de cualquier punto dado a
través de un cambio de coordenadas.

La consecuencia mas importante de la equivalencia es que el nimero de soluciones
del problema de bifurcacién g es igual al nimero de soluciones del problema de bifur-
cacién h, para cada A, es decir:

ny(A) = nu(A) (3.2)

Por otra parte A no debe depender de z, porque A es un parametro de control.
Motivamos esta restricciéon por la observacién de que tipicamente en las aplicaciones,
A esta asociado con un conjunto de parametros externos que el experimentador puede
controlar, mientras que x esta asociado con un estado del sistema, resultado de la elec-
ciéon de A. En otras palabras A influye a x, pero x no influye a A\. Veamos una somera
explicacion de la manera en que debemos de concebir esta definicion.
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Concepcién intuitiva de la definicién

En esencia, la definicién 3.1 pide que el problema de bifurcacion g resulte cualitati-
vamente semejante a h en una vencindad cerca del origen.

No tenemos intencion de probar formalmente esta afirmacion, ya que el objetivo de
esta parte es obtener una interpretaciéon intuitiva de la misma. Para ello presentamos
un ejemplo en el que veremos un par de problemas de bifurcacién que son fuertemente
equivalentes y observaremos que sus respectivos diagramas de bifurcacién resultan ser
cualitativamente semejantes en una vecindad con centro en el origen. Este ejemplo nos
da una idea de los rasgos que deberian de tener dos problemas de bifurcaciéon que cum-
plen con la definicién.

Ejemplo de dos problemas de bifurcacion fuertemente equivalentes

Ejemplo 3.1 Sean h y g dos problemas de bifurcacion definidos como h(z, ) = —z3+ )
yg(z, ) = (22 + 222 + 1)2(—(x + X)3 + N).

Por otra parte sean las funciones X(z,\) = x + X y S(z,\) = (2% + 22\ + 1)%
Observe que estas funciones cumplen con las condiciones requeridas por la definicion
3.1; éstas son: X(0,0) =0, X,(z,\) >0 y finalmente S(z,\) > 0. Ademds g y h estin
relacionadas por la ecuacion (3.1). Por tanto resultan ser fuertemente equivalentes.

La figura 3.1 muestra los respectivos diagramas de bifurcaciéon para h y g. Observa-
mos semejanzas cualitativas cerca del origen.

=(-(xH B+ (N2425% 1+ 1)12

Figura 3.1: Equivalencia fuerte entre dos problemas de bifurcacion.
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3.1.2. Formulacién del Problema de Reconocimiento

Dado un problema de bifurcacién genérico g(z, A) = 0, deseamos reconocer a qué
problema de bifurcacion enlistado en el capitulo 2 resulta ser fuertemente equivalente;
esto en esencia es la formulacion del problema de reconocimiento. Demostrar la equiva-
lencia entre g y alguna de las bifurcaciones enlistadas puede tornarse elaborado, pues
la definicién 3.1 requiere exhibir algunas funciones y probar la igualdad (3.1). En la
siguiente subseccién presentamos condiciones necesarias y suficientes para la existencia
de dichas funciones.

3.1.3. Soluciéon al Problema de Reconocimiento para Varios
Problemas de Bifurcacién

En esta subseccién ilustramos el uso de algunas proposiciones para la soluciéon del
problema de reconocimiento para las siguientes formas normales:

exk + 6N, k>2

(a
(

b) ex® + oAz, k> 3

)
)
(c) 8( +0)?)
(d)

Aqui € y § toman los valores +1; es decir, consideramos todos los signos para las
formas normales arriba mencionadas. Note que las formas normales (a) y (b) son de

hecho sucesiones infinitas de formas normales indexadas por k. En particular, si &k = 3
en (b), construimos la bifurcacién tridente.

A continuacion presentamos cuatro proposiciones, cada una de ellas relacionada res-
pectivamente con cada una de las formas normales arriba, tienen la cualidad de resolver
el problema de reconocimiento entre una funcién dada y las formas normales mencio-
nadas.

Proposicion 3.1 Una funcion g definida en alguna vecindad del origen y ademds C*
es fuertemente equivalente a ex* + 9\, si y sélo si en x = X =0

9= :.--:(%) g=0, (3.3a)

a\" )
£ = sgn (%) g, 0 =sgn Y (3.3b)

donde sgn significa el signo.
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Proposicion 3.2 Una funcion g definida en alguna vecindad del origen y ademds C*
es fuertemente equivalente a ex* + 6z, si y solo si en x =\ =0

G, o\ 9
y k
0 0 0
e = sgn (a—x) 9: 0= 59" 53 527 (340)

Proposicion 3.3 Una funcion g definida en alguna vecindad del origen y ademds C*
es fuertemente equivalente a e(x? + 6)\?), si y sélo si en x =\ =0

gz = g = Oa (35&)

€ = SGN Guw, 0 = sgn det d?g. (3.5Db)

Proposicién 3.4 Una funcion g definida en alguna vecindad del origen y ademdas C'™°
es fuertemente equivalente a la cispide alada ex® + 6)N%, si y sélo si en x = X\ =0

9 =0r = gx = Gzz = Gz = 07 (36&)

€ = SN Gupzz, 0 = SGN Grx- (3.6Db)

Veamos un ejemplo del uso de estas poderosas herramientas, para uno de los infini-
tos casos de la proposicion 3.1.

Ejemplo de la solucién en el problema de reconocimiento

Ejemplo 3.2 Sea g(x,\) = 2° — X\ + 22, Comprobaremos que g resulta fuertemente
equivalente a ex® + 0\, sequn la Proposicion 3.1, para el caso k =5,e = +1 y 6 = —1.

Enz=X=0, 9(07 0) = 936(07 O) = gm<07 0) = gmw<07 0) = gmm(oa 0) =0,

5
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0\’ 0
y por tanto sgn | — | g= +1 =¢, y también sgn ({ =— | g= —1 =4.
Ox O\

Ast que por la proposicion 3.1, podemos concluir que g que es fuertemente equivalente

ax®— N\

3.2. Teoria del Despliegue

La teoria del despliegue estudia cémo cambia un diagrama de bifurcacién bajo el
efecto de perturbaciones.

Retomemos la segunda pregunta realizada al final del capitulo 2.

s Como predecir cudl es el diagrama de bifurcacion en presencia de
perturbaciones g(x,\) +ep(z,\) =07

En esta seccion se responde estableciendo las formalidades necesarias. Para ello,
en la primera subseccién formalizamos el concepto de despliegue, seguido del concepto
despliegue universal, el problema de reconocimiento para un despliegue universal, los
diagramas de bifurcacién no persistentes y cerramos con el teorema de clasificacién.

3.2.1. Definiciéon de Despliegue

Nuestro objeto de estudio ha sido principalmente los problemas de bifurcacién; aho-
ra presentamos un objeto de estudio estrechamente relacionado con el mismo.

Definicién 3.2 Un k-despliegue de g(x,\) es una funcion G(z,\,«) donde o =

(a1, ,ap) € REF, tal que si o = 0, entonces
G(x,),0) = gz, \). (3.7)
Aqui G es una funcion de todas las variables: x, X\, v, -+, ay. Asi que G estd defi-

nida sobre una vecindad de cero en R¥*? y estd en C™.
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Ejemplo de un k-despliegue de la bifurcacion tridente

Ejemplo 3.3 Sea g(x,\) = —x® + z, la funcion G(z,\, a1, a0, 3) = —23 + 2\ +
a? — xad + ajas, resulta ser un 3-desplieque de g segin la definicion 3.2, ya que para

a = (ag,a9,a3) = (0,0,0), tenemos que la ecuacion (3.7) se sostiene.

Estamos interesados en los k-despliegues GG del problema de bifurcacién g con la
propiedad de que cualquier perturbacién de g resulte ser fuertemente equivalente a
G(-,-, ) para alguna o € R¥ cerca del origen. En otras palabras, dado cualquier término
ep(z, A, €) que perturba a g, existen valores de los pardmetros ay(g), -, ax(e), tal que
para un valor pequeno de €

g+ep~G(, - ale)), donde ~ significa fuertemente equivalente.

Los k-despliegues con esta destacada cualidad nos interesan, ya que permitiran hacer
una clasificacién de todas las perturbaciones, agrupandolas en clases. Estos despliegues
reciben el nombre de versales.

3.2.2. Despliegue Universal

Hemos visto que pequenas perturbaciones pueden producir cambios dramaticos en
los diagramas de bifurcacion, tal como en el ejemplo 2.1, al final del capitulo 2.

Intuitivamente un despliegue universal de g es un despliegue versal G(z, A, a) que
depende del minimo numero de parametros «. Pasemos ahora a dar una definiciéon
formal de despliegue versal y universal, los cuales requieren de algunas definiciones
preliminares.

Factorizacion de k-despliegues

Definicién 3.3 Sean G(x,\,a) y H(z,\,3), donde o € R¥ y 8 € R!, dos desplieques
de una funcion g. Decimos que H se factoriza a través de G, si existen funciones suaves
S, X, A y A tal que

H(z, A, B) = S(x, A, B)G(X (x, A, B), AN, B), A(B))) (3-8)

donde para B = 0 lo siguiente ocurre:

S(z,A,0) =1, X(z,1,0) =2z, A(X\,0) =X y A(0) = 0.
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En otras palabras, H se factoriza a través de G, si para toda a € R, existe € R!
tal que H(-, -, a) ~ G(-,-, ).

Ejemplo de factorizacion entre k-despliegues de g

Ejemplo 3.4 Consideremos las siguientes funciones escalares

H(z,\ B) =2 — 2\ + pa? — % (3.9a)
Yy
G(z,\ ) =2° — 2\ — 32a” — 202°. (3.9b)

Estas dos funciones de hecho son 1-despliegue de g(x,\) = 2 — a2\ =0 (la bifurca-
cion tridente), puesto que para o = 3 = 0 tenemos que

H(z,),0)=G(z,)0) =2° — X = g(z,\). (3.10)

Una vez que estda claro tanto que H como G son desplieques de g, ahora comproba-
remos que G se factoriza a través de H, segun la definicion 3.3.

Sean X (z, N\, B) =x+ 5, S(x,\,B) =1, A\, B) = A\ y finalmente A(B) = —30.

Observe que son vdlidas las siguientes condiciones de la definicion 3.3.
X(z,\,0) =z, S(xz,\,0) =1, A(N\,0) = X y finalmente A(0) = 0.

Ahora comprobaremos que H y G se relacionan a través de la ecuacion (3.8). Te-
nemos que V3, Ja = =30, tal que la ecuacion (3.8) se cumple.

Como H(z,\,8) = 2% — 2\ + Ba? — %, tenemos
Sz, A\, B)H (X (x, A, B), AN, B8), A(B))

= (1)H(z+ B, )\, —30) \
=(x+8)* = (z+ BA+ (=38)(z + B)* — (_?)
=2 + 320 + 30p% + 7 — w) — X — 3270 — 6a 3 — 34° + pX

=3 — o)+ 326% — 626% + 32 — 33
=3 — )\ — 3zp% — 233
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=Gz, \ pB).

Y con estas ecuaciones comprobamos que G se factoriza a través de H.

Formalizacién del Despliegue Universal

Definicién 3.4 Un despliegue H de g es versal, si cualquier otro desplieque G de
g se factoriza a través de H. Un desplieque versal que depende del menor nimero de
pardametros auziliares posibles es llamado universal. Este nimero menor es llamado
codimension de g, y aumentamos la definicion con la siguiente convencion: si g no
posee un desplieque versal, diremos que g tiene codimension infinita.

Podemos preguntarnos si el despliegue universal es inico. La respuesta es no, el des-
pliegue universal no es tinico. Sin profundizar en la argumentacion, citamos un ejemplo
de una bifurcacién que posee dos despliegues universales distintos.

Consideremos la forma normal de la bifurcacién tridente h(z,\) = 23 — Az y dos
2-despliegues de la misma. Estos son, de hecho, despliegues universales.

Gz, \ o, 3) =2° — Az +a+ B2% cona,feER (3.11a)

H(z,\, o, ) =2° — M\ +a+ B\ cona,B<R. (3.11b)

No hemos establecido las herramientas que nos permitiran justificar esta afirmacién,
serd en la siguiente subseccién en la que estableceremos los métodos matematicos para
comprobar tal hecho.

Codimension de una singularidad

El menor nimero de parametros de un despliegue versal construye el despliegue
universal de g, y define la codimension de g. Este niimero se relaciona con el niimero
de condiciones que definen alguna bifurcacion g en el sentido del problema de bifurca-
cién, que podemos ver en la segunda columna del cuadro 3.2 al final del capitulo. La
relaciéon es:

codim g = (el nimero de condiciones que definen a g) — 2. (3.12)

Todas las singularidades del cuadro 3.2 tienen dos condiciones inherentes que la
definen, a saber g = g, = 0. Con respecto a la minimalidad restamos 2 al niimero total
de condiciones que definen a g.
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La relacién (3.12) se sostiene para cada una de las formas normales de bifurcaciones
que estan presentes en el cuadro 3.2.

El caso de la bifurcacion cuspide alada no es la excepcién, ya que del cuadro 3.2,
las condiciones que definen a esta bifurcacién son:

es decir, el nimero de condiciones que definen a g son 5, y en efecto 5—2 = 3 = codim g,
va que el despliegue universal G de la ctspide alada es G(x, A, a, 8,7) = 23 = 2+ 9 \x+
fx 4+ «, con parametros de despliegue «, § y = (esto lo probaremos en la siguiente
subseccién). El menor nimero de parametros de despliegue es 3, cantidad igual a la
codimensién de g.

3.2.3. El Problema de Reconocimiento del Despliegue Univer-
sal

Queremos responder a la siguiente pregunta fundamental.
s Como reconocer un Despliegue Universal?

Las proposiciones que a continuacion presentamos forman parte de un tema impor-
tante en la Teoria de Despliegue, conocido como El problema de reconocimiento
del despliegue universal, las cuales tienen por objetivo establecer un criterio formal,
pero pragmatico, para determinar cuando un despliegue GG de algin problema de bifur-
cacion g dado, resulta ser un despliegue universal.

Presentamos la soluciéon para el problema de reconocimiento del despliegue universal
para las bifurcaciones: histéresis (codimensién 1), tridente (codimensién 2) y cuspide
alada (codimensién 3).

Proposicion 3.5 Sea g(x, \) fuertemente equivalente a h(x, \) = 23+ )\ y sea G(z, \, a)
un I1-desplieque de g. Entonces G es un desplieque universal de g, si y solo si

ax Gz
det(Ga G ) #0

enxr=A=aoa=0.

Proposicién 3.6 Sea g(z,\) fuertemente equivalente a h(z,\) = 423 + \v y sea
G(z, N\, a0, B) un 2-desplieque de g. Entonces G es un desplieque universal de g, si y
solo st
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0 0 LAY Jrzx

0 G 9w Graz
det Ga Gaz Ga)\ Gazx 7é 0
Gﬂ Ggw Gﬁ)\ Gg_fm

enr=A=a=0p=

Proposicién 3.7 Sea g(x,\) fuertemente equivalente a h(z,\) = +2® £ \? y sea
G(z, N\, a0, B,7) un 3-despliegue de g. Entonces G es un desplieque universal de g, si
y solo si

0 0 9w Dar

det Ga Gaz Gou\ Gaxx Goz:r:/\ 7é 0
Gg Gpy Gpn Gpew Ggaga
G’Y GWJ ny,\ G«/zm G’yIB}\

enr=A=a=0=v=0.

Veamos un ejemplo del uso de estas herramientas.

Ejemplo 3.5 Sea H(x, )\, v, 3,7) = 2%+ A2 + vz + Sz + o un 3-desplieque de la bifur-
cacion cuspide alada h(z,\) = 23 + \2.

Ahora calculemos el determinante de matriz propuesta en la proposicion 3.7.

0 0 9 9ur GDax 0 0 200 1 00 0
det Ga Goc;v Ga)\ Goczz Gaa:)\ =1 0 0 0 0] = <—6) r 1.0 0
G’y G'ya: G’y)\ G‘yx]; G-yx)\ A A x 01

| = Comm = 1220

0
0 = 00} I

De la proposicion 3.7 se sigue que H es un desplieque universal de la bifurcacion
cuspide alada h.
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3.2.4. Diagramas de Bifurcacién no Persistentes

Un despliegue universal G de g nos permite formular y responder a la siguiente
pregunta.

¢ Como predecir cudl es el diagrama de bifurcacion en presencia de
perturbaciones g(x,\) +ep(z,\) =079

Vinculamos la forma de perturbacién formulada en esta pregunta con lo visto en las
subsecciones anteriores, a través del hecho de que el 1-despliegue H(x, A\, ¢) = g(x, \) +
ep(x, \) se factoriza a través de G, es decir, existe o € R* tal que g +ep ~ G(-, -, a).

Podemos entonces explorar el espacio (de dimensién finita) de despliegue, para cla-
sificar todos los posibles diagramas de bifurcacién perturbados. Para llevar a cabo tal
enumeracién enfoquemos nuestra atencion en los diagramas de bifurcacién de un des-
pliegue universal, que permanecen sin cambios (en el sentido cualitativo de equivalencia)
bajo pequenas perturbaciones; y los llamamos, diagramas de bifurcacién persisten-
tes. Para obtener los distintos tipos de bifurcaciones persistentes de una bifurcacion
dada, consideremos en primer instancia a las bifurcaciones no persistentes las cuales
nos permitirdan separar en clases de equivalencias a todas las restantes perturbaciones.

Presentamos a las bifurcaciones de codimensién 1 [17], (véase la figura 3.2).

(i) Bifurcacion centro aislado/transcritica.
(i) Bifurcacién histéresis.

(iii) Doble nodo-silla.

Figura 3.2: Bifurcaciones de codimesion 1 y alguna de sus perturbaciones.
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Formalicemos la persistencia; para ello presentamos la variedad de transicion que es
un subconjunto del espacio de despliegue, la cual nos permitira obtener los diagramas
persistentes.

Definicién 3.5 Sea G : R x R x R¥ — R el desplieque universal de algin problema
de bifurcacion g : R x R — R. Considere los siguientes conjuntos que construirdn a la
variedad de transicion.

(a) B={a e R":3(z,\) e R xR, tal que G =G, =G\=0en (z,\a)}.

(b)) H={a € R*: 3(z,)) e R x R, tal que G = G, = Gy =0 en(z, A\, ) } .

(C)D:{aGRk:EI(xl,xg,)\)ERXRXR, 1 # 2o tal que G =G, =0 en
(i, Ny a), 1=1,2}.

(d) S = BU HU D=EI conjunto o variedad de transicién.

El conjunto de transicién es un subconjunto del espacio de despliegue R*.

En los siguientes ejemplos se mostraran como se obtienen las variedades de transi-
cién para problemas con bifurcaciones transcritica y tridente. Posterior a ello se exhinen
los diagramas de bifurcacién persistentes de la bifurcacion cispide alada.

Antes de comenzar introducimos un concepto afin a nuestra intencién de clasificar
a las distintas perturbaciones persistentes.

Llamaremos centro organizador a la singularidad ¢, ya que a través de su des-
pliegue universal y usando a la variedad de transicién como separador, organiza el
espacio de despliegue clasificando a todas sus perturbaciones persistentes en clases. El
centro del espacio de despliegue, es decir, cuando o = 0 es el parametro de despliegue

que al ser sustituido en el despliegue universal G' genera precisamente a g, por tanto
G(z,\,0) = g(z, A).

Exhibiremos la importancia de las singularidades como centro organizador en los
siguientes ejemplos.

Ejemplo de un conjunto de transicién (bifurcacién simple)
Consideraremos la forma normal del problema de bifurcacién simple, g(z,\) =

22 — \? y su respectivo despliegue universal G(x, \, o) = 22 — \? + a.

Nos reduciremos literalmente a calcular cada uno de los conjuntos mencionados en
la definicién 3.5.

Primero obtendremos al conjunto B, calculando directamente las condiciones G =
G, =Gy =0en (z,\ a), de las cuales obtenemos las siguientes ecuaciones:
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Ge(x,\,a)=2x=0 & =0 (3.14a)
Gz, \a)==2A=0 & A=0 (3.14b)
Gon(, N ) =2#0, V(z,\,a) € R? (3.14c)
por tanto, al considerar las condiciones de (3.14a) y (3.14b), concluimos que
B={a=0}. (3.14d)

Ahora calculemos el conjunto H, la ecuacién (3.14c) nos dice que para todas las
ternas ordenadas, GG, sera distinto de cero, una manera equivalente de entenderlo es
afirmando que no existe terna ordenada que produzca G, = 0. Por tanto no existe «
que pertenezca a H, y asi H = ().

Para el caso de D, toda terna (x,75,\) € R3, con la restriccién z; # 3 no

podra satisfacer las ecuaciones G = G, = 0, ya que la tnica terna que lo hace es
(x, A\, @) =(0,0,0), por tanto D = ().

En suma, la variedad de transicion S = BUH UD = {0} U@ U@ = {0}. Asf el
eje a, es decir, el espacio de despliegue es dividido en dos semirrectas, una para el caso
a < 0y la otra para o > 0 correspondientes a dos diagramas de bifurcacion persistentes
distintos. La figura 3.3 ilustra este resultado.

xA2-172-0.01 xA2-102 x*2 - 1"2+0.01

Figura 3.3: Diagramas persistentes de la bifurcacién transcritica; lado izquierdo av < 0,
y al lado derecho a > 0; al centro la forma normal de la bifurcaciéon transcritica o bien
el centro organizador.
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Ejemplo de Variedad de Transicién (bifurcacién tridente)

Consideraremos la forma normal del problema de bifurcacién tridente, g(z,\) =
23 — z) con su respectivo despliegue universal G(z, A, ay, as) = 2% — 2\ + oy + aoz?.

Obtendremos primero al conjunto B, calculando directamente G = G, = G en
(x, A\, «), de las cuales obtenemos las siguientes ecuaciones

Ga(z, N, o, a0) = 322 + 2090 — A (3.15a)
Gz, N\, a1,00) = —x (3.15Db)
Geo(T, N, a1, a0) = 62 + 2009; (3.15¢)

tenemos que si G, = G, =0 entonces z =A=0y
si G(x, A\, a1,a9) = 0, entonces a; =0 (3.15d)
por tanto

B = {(v,) eR*: oy =0}. (3.16)

Ahora calculemos el conjunto H. Al considerar las ecuaciones G = G, = G, = 0,
se generan las ecuaciones

r=—az/3 (3.17a)
A= —a3/3 (3.17b)
ay = i /27, (3.17¢)
y asi obtenemos
H = {(a1,a0) € R* : ay = a3/27}. (3.18)

Por un argumento andlogo al ejemplo anterior, se sigue que D = ().
Finalmente la variedad de transicién para este caso esta dada por

S={(,m) ER* 1oy =000a; =0a3/27}. (3.19)

La figura 3.4 ilustra la variedad de transicion S, los diagramas persistentes asociados
y la bifurcacion tridente como centro organizador de este despliegue.
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Figura 3.4: Diagramas de bifurcacién persistentes para la singularidad tridente, aso-
ciadas respectivamente a las regiones descritas por la variedad de transicién. El centro
organizador en la forma normal de la bifurcaciéon tridente sombreada en gris.

Diagramas de bifurcacién persistentes de la Singularidad cispide alada

Consideraremos la forma normal del problema de bifurcacién cispide alada, g(z, ) =
23 + \? con su respectivo despliegue universal.

Gz, \, a1, ap, a3) = 2% + A% + oy + apw + aza . (3.20)

En este caso la variedad de transicién vive en el espacio de despliegue R3. No
graficaremos a la misma y nos limitaremos a listar en la figura 3.5 todas sus perturba-
ciones persistentes. Cada terna ordenada contigua al diagrama representa el valor de
los pardmetros auxiliares (o, g, arg) con el que fue obtenido en la simulacién, esto para
fines didacticos.
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e (F10,-5,-2) (/I,A__&—s,—lo) K/—i_liﬁ\(,w,,&z)
e — J - )\
S S . ~ \
— e ) . —
— / k\ - —
- -
(-2,-5,-2) (0,-5,0) (2,-5,2)
—
el < —
.- T -
— T /,———1 _
e — T —— o
— o — — o

Figura 3.5: La parte superior representa al diagrama de bifurcacién de la ctuspide alada,
y las restantes son representantes de las distintas perturbaciones persistentes de la
misma.

3.3. Teorema de Clasificacion

El siguiente teorema asegura que las singularidades de codimension < 3 son de he-
cho 11.

Teorema 3.1 Sea g(x,\) una funcién definida en una vecindad del origen y ademds
C*> que satisfaga las ecuaciones g = g, = 0. Si la codimension de g es menor o igual
que 3, entonces g es equivalente a alguno de los problemas de bifurcacion enlistados en
el cuadro 3.1.

Presentamos en el cuadro 3.1 la lista de problemas de bifurcacion mencionadas en
el teorema 3.1.

El cuadro 3.2 presenta una recopilacion de la solucién al problema de reconocimien-
to de las 11 singularidades mencionadas en el cuadro 3.1.

El cuadro 3.3 compila los despliegues universales de las 11 singularidades citadas en
el cuadro 3.1.
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Cuadro 3.1: Formas Normales para Singularidades de codim < 3.

Forma Normal

Codimension

Nomenclatura

W W WNONNN - == O

3

Punto Limite
Bifurcacion Simple
Centro Aislado
Histéresis
Cusp Asimétrica
tridente
Pliegue a la cuarta

cuspide alada

Nota: € y 9, son +1 o —1.

Finalmente el cuadro 3.4 da las respectivas soluciones al problema de reconocimiento

para despliegues universales de las 11 singularidades.

Cuadro 3.2: Solucién al problema de reconocimiento para singularidades de codimensién

< 3.

Forma Normal

Condiciones que lo definen*®

Condiciones no singulares

ex® + A (k > 2)

ex® + S x(k > 3)

e(z? 4+ 61?)
ex? +o6)\3

ex? 4+ oM4
ex® 4+ 6\?

A

:g)\:O

Tgx = det(d?g) = 0 se elige
v # 0 tal que g,, =0
Tgy = det(d?g) = Guwo = 0 elija
v # 0 tal que g, =0
g)\:g:cm:ga:/\zo

8k
= 59”<3_Z> , 0 = sgn(gx)
0
€= sgn(a—xi), § = sgn(ger)
e = sgn(gzz), 0 = sgn(det
d*g)
€= Sgn(gmz)a 0= Sgn(gvvv)

g = Sgn(gmt)a 0= Sgﬂ(Q)
donde qd = Quoov * Gzz — 3912;1)90
e = 5gn(Graz), 0 = sgn(ga)

* Las condiciones que lo definen siempre incluyen g = g, = 0.
T Tomamos la convencién de que en la expresién § = sgn(gy) con gy # 0, § es igual al

signo de g,.

I El subindice v indica una derivada direccional en la direcciéon v.
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Cuadro 3.3: Despliegues Universales para Bifurcaciones Elementales.

Despliegue Universal

Diagramas de Bifurcacién No Perturbados (¢ = 1)

§=—1

§=+1

(1) ex? + oA

(2,3) e(z? + A% + @)

(4) ex® + 6\ + ax

(5) ex? + X3 + a + BA

(6) ex® + 0Aw + o + Ba?

(7) ex* + 0X + ax + Ba?

(8) ex? + AT + o+ BA + yA?

(9) ex3 + X2 + a + Bz + YA\

(10) ez + 6z + o + BA +ya?

(11) ex® + 0+ ax + Ba? +~ya?
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Cuadro 3.4: El Problema de Reconocimiento para Despliegues Universales de Singula-
rides con Codimensién menor o igual que 3.

Forma Normal Matriz
(1) ex?® + X -
(2,3) e(z® +6)\?) G
4) ez + 6\ 9r Gz
(@) ez (Ga G
. 0 Jza G
(5) 81’2 + 6A3 Ga Gaz G(X/\
G Gpe Gpy

0 0 G Jrzx

(6) ex® + 6\ 0 9¢ A Dae
Ga Gax Ga)\ Gazz

Gﬂ Gﬁz Gg)\ G@zz

9x Iz [y
(7) ex® +3A (Ga G G)
G Gpr Ggaggy
0 0 0 Gz G [759)
0 Gzz  Gzx  YGzzz  Gzazx Gz
(8) ex? 4+ oMt 0 0 0 0 Iz 20zx
Ga Ga:c Ga)\ Grm'ar, Grm'/\ Gu/\/\
Gﬁ Gﬂz Gﬁ)\ G/Szz G/Sz)\ Gﬁ)\)\
Gw G’yz Gw\ G'yzz G'yz)\ G’yz\)\

(9) exd -+ Y 0 D X Dazx
Ga Gaz Gou\ GQI.’E
GB Gﬂw G,@z\ G/ﬁxac

0 Gz 0 Jrazx
Iz 9 ez ez
Gax Ga)\ Gamz Gamzz
G@z Gﬁ)\ Gﬂzz Gﬂzzz
G'yz G'yA G’wz G’wzz

o o

(10) ex* + Az

QDDA
=79

2

9 9z Graz  azx
Ga Gaz Gazz Gazzz
Gﬁ Gﬁft Gﬁ:l::): Gﬁ:l::):;l;
G'y G’yz G'yanz G'yzzz

(11) ex® + oA




Capitulo 4

Teoria Geométrica de las
Perturbaciones Singulares

Introducimos en este capitulo la teoria geométrica de las perturbaciones singulares.
Presentamos uno de los objetos de estudio de esta teoria, nos referimos a los sistemas
de ecuaciones diferenciales (SEDO) en los cuales hay una separacion grande de escalas
temporales entre las distintas variables dindmicas. En otras palabras, sistemas en los
cuales algunas variables evolucionan mas rapidamente que otras. Estos sistemas reciben
el nombre de sistemas rapido-lento.

En relacion a la perturbacion de sistemas, consideramos dos tipos:

- Se llaman perturbaciones singulares porque cuando ¢ = 0, obtenemos un sis-
tema muy distinto al original. En particular, el espacio fase del sistema con ¢ = 0
es de dimensién mas baja que para € > 0.

- Las perturbaciones regulares son aquellas que poseen términos con factor e
que perturban el campo vectorial, pero cuando € = 0 la estructura del sistema
queda igual.

Durante este capitulo presentaremos algunas generalidades de los sistemas rapido-
lento, un par de ejemplos que mostraran su caracteristica primordial, las dos escalas
temporales y sus consecuencias. Veremos algunos teoremas de Fenichel que nos hablaran
de la variedades lenta, estable e inestable, asociadas con el flujo del sistema.

47
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4.1. Sistemas Rapido-Lento

Comencemos con la formalizacién de un sistema rapido-lento [13].

(H1) Sean f : R"xR!'xR — R"y g : R"xR'xR — R! dos funciones C*° sobre un
conjunto U x I, donde U C RN, N = n+1[, e I € R un intervalo abierto que contiene a 0.

Un sistema rapido-lento o bien (n, )-sistema rapido-lento es un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias que toma la forma

z' = f('ra y,€) (41)
y, = 89(1', Y, 5) (42)

donde la derivada es %, r € R", y € Rl y € es un pardmetro real, tal que 0 < € < 1.
Sea 7 = et. El pardmetro ¢ puede ser considerando como separacion de escalas de

tiempo. Llamaremos a t la escala de tiempo répida, y 7 la escala de tiempo lenta. El

sistema formado por las ecuaciones (4.1)-(4.2) evoluciona en la escala temporal rapida

t. El cambio de escala temporal 7 = et transforma (4.1)-(4.2) en el sistema

ci = f(z,y,¢) (4.3)
y=g(z,y,¢e) (4.4)
donde la derivada es %, que evoluciona en la escala de tiempo lenta.

Es importante tener presente que los sistemas (4.1), (4.2) y (4.3), (4.4) son equiva-
lentes. Sin embargo para el caso € = 0, estos sistemas no son equivalentes y este limite
da origen a dos dinamicas distintas.

El sistema (4.1)-(4.2) para ¢ = 0 define la dindmica rdpida.

v = f(ZL’, Y, 0) (45)
y =0 (4.6)

El sistema (4.5)-(4.6) también es conocido como las ecuaciones de estrato. Puesto
que 3y’ = 0 implica y = k, un estrato, asi que, la variable y puede ser considerada como
un parametro en 2’ = f(z,y,0) = f(x,k,0).

La ecuacion diferencial-algebraica obtenida al establecer ¢ = 0, en el sistema for-
mulado en la escala de tiempo lenta, formado por las ecuaciones (4.3)-(4.4), define la
dindmica lenta
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0= f(x,y,0) (4.7)
y=g(z,y,0)

que evoluciona sobre la variedad critica

Co={(z,y) e R" xR': f(z,y,0) =0} (4.9)

Introducimos un nuevo concepto, el diagrama de fase singular. Es un diagrama
de fase donde estan presentes las ceroclinas del sistema y donde dibujamos las trayec-
torias del sistema rapido y del sistema lento de un sistema rapido-lento. Es llamada asi,
ya que dibujamos el limite singular de cada uno de los sistemas. Un sistema vive fuera
de la variedad critica y el otro sistema sobre la misma.

A continuacién presentamos un par de ejemplos de sistema rapido-lento.
Estos dos ejemplos tienen el objetivo de resaltar una cualidad global en cada caso;
para el primero un punto atractor global, el segundo un ciclo limite atractor en su

cuenca de atraccion (region del plano fase que cada condicidén inicial de la solucién del
sistema rapido-lento es llevada hacia Co).

Un ejemplo sencillo de sistema rapido-lento

Consideramos el siguiente sistema rapido-lento

1

x’:f(x,y,a) = _x+1_0y (410)
1
y =eg(r,y,e)=¢ (—y + 1—O$> (4.11)
La dindmica rapida esta dada por
¥ =—x+ ! (4.12)
- 10Y '
y =0 (4.13)

Por otra parte la dinamica lenta estd dada por las ecuaciones
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0= —g 4~ (4.14)
BT '
1
S =y — 4.1
§=—y+ gt (4.15)

Esta evoluciona sobre la variedad critica Co, es decir, la region del espacio fase que
satisfacen la ecuacién (4.14). Podemos dibujar el flujo répido y el flujo lento en un
mismo plano fase que define el diagrama de fase singular.

La figura 4.1, lado izquierdo, reproduce el diagrama de fase singular asociado al
sistema (4.10)-(4.11), donde las flechas azules representan la dindmica rapida y el flujo
sobre C'o la dindmica lenta.

La construccién de este plano fase singular es sencilla. Es suficiente observar que la
dindmica réapida estd exponencialmente atraida hacia C'o, mientras que el flujo sobre
Co satisface y < 0 para y > 1—10x yy > 0 para y < %x. De un anélisis del plano
de fase singular se sigue que dada cualquier condiciéon inicial, la trayectoria converge
rapidamente a C'o segin la dindmica rapida. Una vez en Co la trayectoria converge

lentamente al origen segun la dinamica lenta.

Figura 4.1: Lado izquierdo el diagrama de fase singular del sistema (4.10)-(4.11), lado
derecho una simulacién para algunas condiciones iniciales.

Del lado derecho de la figura 4.1 tenemos una simulacion para la cual consideramos
las condiciones iniciales de la solucién (xq,y0) = (2,4) en amarillo, (—2,2) en azul,
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1
(—2,—4) en verde y (2,—3) en rojo, y € = 0 Observamos que todas las condiciones

iniciales son atraidas al punto fijo del sistema (z,y;) = (0,0), verificando las predic-
ciones del plano de fase singular.

El plano de fase singular nos da una aproximaciéon muy fiel de la dinamica del siste-
ma original (4.10)-(4.11). La formalizacién de esta observacion es una de las principales
contribuciones de este capitulo sustentada por los teoremas de Fenichel.

Un ejemplo elaborado de Sistema Rapido-Lento

Consideremos el siguiente sistema rapido-lento

' = f(r,y,e) =y —a' — 2 + 252° — x — 50 (4.16)
1
v =eg(z.ye) =e(-z+3) (4.17)

La dindmica rapida esta dada por

v =y — a2t — 2%+ 2527 — 2 — 50 (4.18)
y =0 (4.19)

Por otra parte, la dinamica lenta esta dada por

0=y—a*—2®+ 2522 — v — 50 (4.20)
) 1
y=—x+ 5 (4.21)

La variedad critica es

Co={(z,y) €R? 1y = 2" +2° — 250% + x + 50} (4.22)

Construimos el plano de fase singular al lado izquierdo de la figura 4.2; las flechas
dobles representan la dindmica rapida y las flechas sobre Co la dinamica lenta. Observa-
mos la presencia de un ciclo limite singular, dibujado en azul. Del lado derecho tenemos
la simulacién de las condiciones iniciales (xg, yo) = (=5, —80), (=5, 300), (—4, 25), (0, 0),
(1,28), (2,0) y (5, —150). Veamos una breve explicacién sobre las mismas.

Comenzamos hablando sobre las condiciones iniciales (—5, —80) y (1, 28), que viven
sobre C'o y que desenvuelven una dindmica lenta. Los puntos (—5,300) y (5, —150) se
mueven en una dinamica rapida y se dirigen exponencialmente a una rama atractora
de Co, moviéndose lentamente sobre Co.
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Figura 4.2: Lado izquierdo diagrama de fase singular. Lado derecho simulacién para
algunas condiciones iniciales.

Los puntos (0,0) y (2,0) se mueven en primera instancia sobre la dinamica rapida
saliendo expulsadas de una rama repulsora y dirigiéndose hacia ramas atractoras. La
condicién inicial (-4,25) es atraida hacia una rama atractora de C'o y sigue su evolucién
en una orbita periddica cerca del ciclo limite singular que aparece en el plano fase sin-
gular. Véase el lado izquierdo de la figura 4.2.

Observamos otra vez que el plano de fase singular prevee de forma precisa el com-
portamiento del sistema original (4.16)-(4.17).
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4.2. Teoremas de Fenichel

En esta seccién presentamos los Teoremas de Fenichel [13], que formalizan algunos
conceptos citados en los ultimos dos ejemplos.

Considere las funciones f que satisfacen (H1) en la seccién 4.1. Supondremos que
tenemos dada una variedad Co, posiblemente acotada, la cual esta contenida en el con-
junto {f(z,y,0) = 0}. La hipdtesis fundamental de Co, es que como conjunto de puntos
criticos de la dindamica rapida, las direcciones normales a la variedad corresponderan
a la que poseen todos sus valores propios no neutrales. Esto lo formalizamos con la
siguiente definicion.

Definicién 4.1 Un subconjunto S C Co se dice que es normalmente hiperbdlico si
para todo p € S, la matrizn xn (D, f)(p), no tiene valores propios con parte real cero.

La expresion (D, f)(p) denota el jacobiano de f con respecto a x evaluado en p.

Definicién 4.2 Un conjunto C' es localmente invariante bajo el flujo del sistema
formado por las ecuaciones (4.5) y (4.6), si tiene una vecindad V', tal que ninguna
trayectoria puede dejar C' sin dejar V. En otras palabras, es localmente invariante si
Ve e Cyt >0, el flujo p(x,t) C V = ¢(x,t) C C, (similarmente esto es vdlido si
reeplazamos a [0,t], t > 0 por [t,0], t <0).

Ejemplo 4.1 Aterricemos la definicion 4.1 a nuestro primer ejemplo donde

Co = {(z,y) v= 10z}
- {(967@/) = Toy} ={(z,y) rx=1"(y)}.

Al calcular el jacobiano

1
(fx fy) I T
9z Gy i -1
10
obtenemos que f, = —1, V(z,y) € R?, en particular en cualquier subconjunto S C Co.

Asi que por la definicion 4.1, Co es normal hiperbdlico.

El primer teorema de Fenichel asegura la existencia de una variedad invariante que
es una perturbaciéon de Co.
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Antes de enunciar tal teorema, citemos la segunda hipdtesis importante que supone
Fenichel.

(H2) El conjunto Co es una variedad compacta, posiblemente acotada y normal-
mente hiperbdlica relativa al sistema (4.5) y (4.6).

Estamos en posicion de establecer el primer teorema de Fenichel, bajo las hipotesis
(H1) y (H2).

Teorema 4.1 (Teorema 1 de Fenichel, sobre la Variedad Invariante) Sie >0,
pero suficientemente pequeno, existe una variedad C. que se encuentra en O(e) de Co
y es difeomorfo a Co. Ademds es localmente invariante bajo el flujo del sistema (4.5) y
(4.6) y es C", para € y para cualquier r < 0.

La variedad C. sera llamada variedad lenta.

La figura 4.3 ilustra la variedad lenta en el primer ejemplo de sistema rapido-lento

citado arriba, cuando € = %.

0.6 =g

0.47

0.2

024

0.4 %

- e

e Distancia de orden O(e)

1 il 1 1 | 1 1 1

-0.6 y
-0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 01

Figura 4.3: Flujos que se mueven inicialmente con una dindmica rapida, pero que al
acercarse a (y, se mueven sobre la variedad lenta C..

Consideremos las condiciones iniciales que estan en el semiplano superior, nos re-
ferimos a las que producen los flujos azules y amarillos simulados en la figura 4.3, los
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flujos azules atraviesan la variedad critica C'o, para posteriormente alinear su avance a
la variedad lenta C. hasta dirigirse al punto atractor (0, 0) del sistema (4.10)-(4.11). Los
flujos amarillos nunca cruzan Co, sélo se acerca exponencialmente al mismo a través
de la variedad lenta también para llegar a (0,0).

Cada punto sobre C. contenido en una vecindad V' exhibe la propiedad localmente
invariante, como observamos en los puntos de C. cercanos al origen en la figura 4.3.

Retomando la teoria limitaremos nuestra atencién al caso donde Co esté dado como
la gréfica de una funcién de z en términos de y. Es decir que hay una funcién h°(y),
definida para y € K, con K siendo un dominio compacto en R/, asi que

Co={(z,y):z=01"y)}. (4.23)

Esta suposicion se puede sostener al menos localmente para Co, ya que al suponer
que es normal hiperbdlico, la matriz D, f(x,y,0) es invertible para cualquier (z,y) € Co,
y, por tanto, x puede ser escrito en términos de y segin el Teorema de la Funcién Implici-
ta.

Asi, consideremos z = h°(y) donde y € K para realizar la siguiente suposicion.
(H3) El conjunto Co estd dado como la grafica de la funcién h°(y) que es C™ para
y € K. El conjunto K es un dominio compacto y simplemente conexo, cuya frontera

estd en un subvariedad (l-1)-dimensional.

Bajo las hipétesis (H1), (H2) y (H3), podemos restablecer el primer Teorema de
Fenichel en términos de la grafica de una funcion.

Teorema 4.2 Para todo € > 0 suficientemente pequeno, hay una funcién x = h*(y),
definida sobre K, tal que

Ce={(z,y) :w =N (y)} (4.24)

es localmente invariante bajo la dindmica rdpida (4.5), (4.6). Ademds h® es C", para
cualquier r < oo conjuntamente en y y €.
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Al sustituir la funcién x = h*(y) de la variedad 4.24 en la ecuacién y' = eg(x,y, )
del sistema (4.2) asociada a la variable lenta en el sistema rapido-lento, obtenemos
la ecuacién (4.25) que representa la variacion de la variable lenta y constrenida a la
variedad C. en la escala de tiempo réapida. Y puesto que y parametriza a C;, esta
ecuacion serd suficiente para describir la dindmica sobre C.:

Y =¢eg(h*(y),y,¢). (4.25)

en la escala lenta de tiempo tenemos

y=g(h*(y),v,e). (4.26)

esta escala tiene la ventaja de que el limite existe cuando € — 0, y esta dado por

y=g(h’(y),y,0) (4.27)
que describe la dindmica lenta sobre C'o. La dindmica lenta sobre C. es una perturba-

cién regular de la dindmica lenta sobre Co.

El segundo Teorema de Fenichel habla de las variedades estables e inestables de una
variedad lenta. Estas son perturbaciones de las variedades estables e inestables de Clo.

Sea d(, ) la distancia euclidiana.

Teorema 4.3 (Teorema 2 de Fenichel, sobre una Variedad Invariante)

Si e > 0 es suficientemente pequeno, existen las variedades W*(C.) y W*(C:) a
una distancia de orden O(g), que son difeomorfos a W*(Cy) y W*(Cy) respectivamen-
te. Ademds son localmente invariantes bajo el sistema (4.1)-(4.2), y son C", para € y
cualquier r < oo.

Teorema 4.4 Euxisten ks > 0 y as < 0 tales que si v € W¥(C.) y ¢(v,t) C D, con
t >0y D una vecindad, entonces

d(op(v,t),C.) < ksexp{ast}. (4.28)

Ademds existen k, > 0 y a,, > 0 tales que si v € W*(C.) y ¢(v,t) C D, cont <0,
entonces

d(p(v,t),C.) < kyexp{ay,t}. (4.29)

Veamos un ejemplo donde podemos apreciar la variedad estable e inestable de alguna
variedad critica Co.
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Ejemplo de variedad estable e inestable

Consideremos la figura 4.4 para mostrar la existencia de las variedades estables e
inestables de algunos subconjuntos normales hiperbdlicos de una variedad critica Co.
Nos basaremos en las definiciones (A.6a) y (A.6b) (véase el Apéndice A), y en el se-
gundo ejemplo de sistema réapido-lento presentado en la seccion 4.1.

Sean (4, Ya), (Tv,ys) ¥ (T¢,ye) los tres puntos singulares asociados a la variedad
critica Co del sistema répido-lento 4.16-4.17. (Véase la figura 4.4).

Figura 4.4: Variedades estables e inestables de algunas ramas de la variedad critica C'o
del sistema rapido-lento 4.16-4.17.

Es evidente que z, < z, < x.. Este hecho induce una particiéon del eje X con
la que podemos construir los siguientes subconjuntos disjuntos de la variedad critica
Co={(z,y): f(z,y,0) =y — 2t — 2% + 252? — 2 — 50 = 0} = {2/ = 0}.

Ci={(z,y) € Co:x <.} (4.30)
Cy={(z,y) € Co:a, <z <1} (4.31)
Cs={(zx,y) € Co:ap <x <z} (4.32)

Cy=A{(z,y) € Co:zx. <z} (4.33)

Ningin punto singular esta en C;, i = 1,...,4. Por tanto f, # 0 para cada uno de
estos conjuntos y asi cada uno de ellos es normal hiperbdlico.
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Consideramos el lado izquierdo de la figura 4.2, el diagrama de fase singular del
sistema rapido-lento 4.16-4.17, para tener ubicados los flujos rapidos y lentos, ya que
exploraremos la trayectoria con algunas condiciones iniciales con el objetivo de ubicar
a las variedades estables e inestables de los subconjuntos C;, i = 1,...,4 de Co.

Aplicando la definicién (A.6a) al conjunto C tenemos
W (Cy)={(z,y) € N : d(¢y(x),C;) — 0, cuando t - —c0 y ¢(z) € N para t < 0}.

es decir, el conjunto de condiciones iniciales que convergen a C; cuando recorremos el
tiempo en sentido inverso. Los puntos (za,ya), (Ze, Ye), (xr, yp) € W*(C1); observe la
figura 4.4 y aplique la dindmica rapida a estas condiciones iniciales apoyandose en la
figura 4.2.

En efecto, estos puntos convergen hacia C'; en tiempo inverso o bien son expulsados
de ('} en tiempo directo. Note que de hecho cada punto de C; cumple con la condiciéon
que define a W*(C).

Por otra parte W#*(C}), la variedad estable de C1, es la misma C, ya que:

si Py = (zo,y0) € Cy entonces d(¢:(F),Cy) = 0, para cualquier ¢, y por tanto
im0 (6 (Py), C1) = 0.

Las intersecciones de las variedades estables e inestables no son vacias, de hecho es
la variedad que los genera. Como observamos en el caso de la rama normal hiperbdlica
Cl de C().

Ahora exploremos una rama atractora de C'o. De manera andloga W?*(Cs) es el
conjunto de condiciones iniciales que convergen a (5 cuando recorremos el tiempo en
sentido directo y W*(Cy) = Cy. De la figura 4.4, los puntos (z¢, ye), (zn, yn) € W9(Cs).

En breve, las ramas C3 y Cy son expulsora y atractora respectivamente.

A continuacién explicamos el significado de los colores en la figura 4.4:

(i) El color amarillo para la variedad inestable de las ramas C} o Cs.

)
(ii) El color azul para la variedad estable de las ramas Cy o Cy.
(iii) El color verde para la interseccién de las regiones amarilla y azul.
(iv) El color blanco para el subconjunto del plano fase para el cual las condiciones
iniciales divergen.
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La regién verde posee dos significados: W*(Cy) U W*(C3) y W#(Cy) U W*5(CYy).

En los puntos (4, ¥a), (5, Ys) ¥ (Z¢, ye) no se puede aplicar la teoria de Fenichel ya
que f, = 0 en los mismos. Sin embargo, la teoria de Fenichel si se puede aplicar en las
subvariedades C;, 1 = 1, ..., 4.

Con este ejemplo terminamos el capitulo 4. En el siguiente capitulo presentaremos
una clase de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias sujetas a dos escalas tem-
porales, que nos servird para poder dilucidar algunos modelos citados en [6], en los que
veremos distintas dindamicas involucradas en dichos sistemas.



Capitulo 5

Sistemas Rapido-Lento Organizados
por una Singularidad

En este capitulo exploraremos la posibilidad de extender el concepto de centro or-
ganizador a sistemas con multiples escalas temporales. Estudiaremos en particular una
clase de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con dos escalas temporales de
la forma

' = Ggng(z,y+ A\ ) (5.1)
= e(z—vy)

donde Gipg es el despliegue universal de una singularidad g.

Juntamos la teoria de singularidades y la teoria geométrica de perturbaciones sin-
gulares para estudiar el comportamiento global de esta clase de sistemas tanto en el
espacio de estado como en el espacio de los pardmetros.

En la primera seccién se discute una posible extension del concepto de centro or-
ganizador introducido en el capitulo 3 a sistemas de la forma (5.1)-(5.2). Las ideas
presentadas en esta seccién son tomadas de [6]. En las siguientes dos secciones se ilus-
tran estas ideas sobre dos ejemplos organizados por dos singularidades distintas.

5.1. Centros organizadores: generalizacién a siste-
mas con multiples escalas temporales

En la seccién 3.2.4 se introdujo el concepto de centro organizador para problemas
de bifurcacion escalares. Un centro organizador determina a través de su despliegue

60
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universal los posibles diagramas de bifurcaciéon de una ecuacién diferencial escalar que
depende de parametros. De esta forma, un centro organizador da todos los posibles
comportamientos dinamicos de este tipo de ecuaciones.

En la teoria geométrica de perturbaciones singulares, la variable lenta juega el pa-
pel de un parametro de bifurcacion que varia lentamente en el tiempo. La variedad
critica es exactamente el diagrama de bifurcacién de la dindmica rapida con respecto
a este parametro. Cuando la dindmica répida es escalar, como en (5.1), podemos en-
tonces predecir todas las posibles formas de la variedad critica a partir del despliegue
universal de la singularidad organizadora. Por otro lado, en presencia de una dinamica
lenta lineal y no parametrizada como (5.2), la forma cualitativa de la variedad critica y
sus intersecciones con la ceroclina lenta determinan completamente el comportamiento
global del sistema.

En este capitulo se juntaran estas dos observaciones para construir un mapeo senci-
llo entre el espacio de despliegue de la singularidad organizadora y los comportamientos
dindmicos del sistema lento répido (5.1)-(5.2). Se ilustrara esta construccién de manera
no rigurosa basandose en dos ejemplos tomados de [6]. El primer ejemplo esté organiza-
do por la singularidad histéresis. El segundo ejemplo por la singularidad cispide alada.

5.2. Singularidad Histéresis en Sistemas Rapido-Lento

Del cuadro 3.1 del capitulo 2, sabemos que la forma normal de la singularidad
histéresis esta dada por:

Ghy(T,A) = —z® — \. (5.3)

Del cuadro 3.3 del capitulo 2, sabemos que esta singularidad posee codimensién 1,
y que su despliegue universal esta dado por:

(T X a) = —2" = A+ ax (5.4)

Utilicemos el despliegue universal (5.4) de la singularidad histéresis para construir
el siguiente sistema rapido-lento:

T = Zy(m,k+y;a):—x3—()\+y)+ax (5.5)
y = el@—y)

donde y es la variable lenta y = es la variable rapida.
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La dindmica rapida estd dada por:

T = Zy(x, Ay;a)=—2°— (N +y)+ax (5.7)

= 0.

La dindmica lenta estd dada por:

0 = Gh(r, A +tya)= —2* — (A +y)+ax (5.9)

/

Yy = (z—y)

d

donde la derivada es —.

dr

La variedad critica es el conjunto de pares orde-

nados (z,y) del plano fase que satisfacen la ecuacién
(5.9).

Deseamos determinar el comportamiento global del sistema
(5.5)-(5.6) a través de la construccion de distintos diagramas
de fase singulares, para distintos parametros de despliegue « y
de bifurcacion .

La figura 5.2 muestra varios diagramas de fase sin-
gulares definidos por (5.7) y (5.10), donde el pardametro
de bifurcacion A\ varfa a lo largo de cada renglén, mien-
tras que el pardametro de despliegue « lo hace a lo lar-
go de cada columna. En la primera columna a < 0, en
la segunda columna 0 < «o < 1. En el primer renglén
A > 0, en el segundo rengléon A = 0 y en el terce-
ro A < 0. Observamos que las cualidades de los diagra-
mas de fase singular estan determinadas completamente por
la forma de la ceroclina rapida y por la intersecciones de
ésta con la ceroclina lenta. Para el caso a > 1 exhibe
3 intersecciones, y pueden ser estudiado de manera analo-

ga.

(5.10)

Figura 5.1: Variedad
critica del sistema

(5.5)-(5.6), para el
caso0<a<1,A=0.

Expliquemos cémo se construyen los distintos retratos fase singulares de la figura
5.1. Nos apoyamos también en la figura 5.2, en esta ultima nos basamos en la justifi-
cacién de por qué la variedad critica C'o (columna derecha) posee tres ramas normales
hiperbdlicas, las dos ramas exteriores son atractoras, mientras que la rama central es

repulsora.
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Figura 5.2: Diagrama de fase singular del sistema formado por las ecuaciones (5.5)-(5.6).
Dindmica rapida flechas dobles y dindamica lenta flechas sobre la variedad critica Co.
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Sea Co la variedad critica del sistema (5.5)-(5.6) para el caso 0 < a < 1, es decir,
como en la figura 5.1. Definamos los siguientes conjuntos:

Cr={(z,y) € Co:x < x,} (5.11)
Cy={(z,y) € Co:z, <z <1} (5.12)
Cs={(z,y) € Co:x > xp}. (5.13)

Los puntos singulares de C'o son (24, 4,) v (zp, yp). Asi que C; donde i = 1,2, 3, son
ramas normalmente hiperbdlicas, ya que ninguna posee puntos singulares. Las ramas
C1 y (5 son atractoras, mientras que C5 es repulsora.

La figura 5.2 muestra una familia de dindamicas singulares que caracterizamos a
continuacion:

(i) En la primera columna, es decir, para o < 0, la variedad critica es globalmente
normal hiperbdlica y atractiva. Por otro lado, la dindmica lenta satisface y < 0
arriba de la diagonal y > 0 abajo de la diagonal. Concluimos que para toda A,
el plano fase singular posee un punto fijo globalmente atractor.

(ii) En la segunda columna, donde 0 < av < 1, aparecen dos puntos singulares (4, y,)
y (xp,yp) que dividen a Co en tres ramas disjuntas: C; y C5 atractoras y Cs
repulsora. Hay una sola interseccion entre Co y la ceroclina lenta.

-Si A<z (N> x) , entonces la ceroclina lenta corta a Co en la rama
Cy (C3) y el diagrama de fase singular posee un punto fijo globalmente
atractor.

- Siz, < A < xyp, la ceroclina lenta corta a la rama Cs, aparecen un punto
fijo repulsor y un ciclo limite alrededor del mismo. El diagrama de fase
singular posee un ciclo limite (casi) globalmente atractor, ya que no atrae al
punto fijo.

Invocando la teoria geométrica de perturbaciones singulares, podemos predecir que
el sistema (5.5)-(5.6) puede mostrar, en funcién de los pardmetros de despliegue y
bifurcacion del despliegue universal de la singularidad organizadora, los siguientes com-
portamientos:

(i) Punto fijo atractor global.

(ii) Ciclo limite atractor (casi) global

La figura 5.3 verifica estas predicciones.
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Figura 5.3: Simulacién de algunas condiciones iniciales del sistema (5.5)-(5.6), para
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5.3. Singularidad Cuspide Alada en Sistemas Rapido-
Lento

En esta seccién se analiza la dindmica global de un sistema rapido-lento organizado
por la singularidad ctspide alada. Limitamos nuestro analisis a los casos en los cuales
la variedad critica estd dada por uno de los diagramas de bifurcacién persistentes de
las figuras 5.4 y 5.5.

Los valores de los parametros de des-
pliegue y bifurcacion que dan las for-

mas observadas en estas figuras pueden <Xaxa>,//_\<mb>

. ’ . N
ser determinados a través de la varie- ~. 7
- .
. . /7 7/ . ~ /‘/
dad de transicion. Véase por ejemplo [6, L v - g
17].

Llamaremos diagrama de bifurcacién
histéresis reflejada al diagrama en la figu- Figura 5.4: Diagrama de bifurcacién
ra 5.4, [6]. Observe que posee cuatro puntos histéresis reflejada, perturbacién de la
singulares que dividen a la gréfica en ramas singularidad cispide alada.
disjuntas. Tener presente esto nos ayudara con
las justificaciones posteriores. El segundo diagrama persistente que usaremos para cons-
truir el diagrama de fase singular, también posee simetria y difiere del primero en como
se conectan las distintas ramas (véase la figura 5.5).

Del cuadro 3.1 del capitulo 3, sabemos
que la singularidad cuspide alada estd dada
por

glsucusp(I’ >‘) = —(L’3 - )\2 (514) /\

Figura 5.5: Perturbacion simétrica de

y del cuadro 3.3 del capitulo 3, sabemos que la singularidad ctspide alada.

esta singularidad posee codimensién 3, y que
su despliegue universal estd dado por

GS (T N, B, 7y) = —2° — N2+ Br — v — a. (5.15)

weusp

Utilicemos el despliegue universal (5.15) para construir el sistema répido-lento
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i = G (@ AtyiaB,9) = -1 —A+y)P+Br—yA+y)r—a (5.16)

weusp

= gz —vy) (5.17)

La dindmica rapida esta dada por

To= Ghan®Atyiaf,9)=—2"—(A+y)*+ Bz —y(A+y)z—a (518)

weusp

= 0 (5.19)

La dinamica lenta estda dada por

0 = G o(m Aty a,B,7)=—2"—-AN+y)?+B8r—yA+y)r—a (5.20)

weusp

y = z—vy (5.21)

donde la derivada es —.
dr

En la figura 5.6 construimos varios diagramas de fase singulares definidos por (5.18)-
(5.21), donde los pardmetros de despliegue «, § y = varfan en cada columna, mientras
que el parametro de bifurcacion A lo hace a lo largo de cada renglén. Las variedades
criticas son obtenidas numéricamente por valores de los pardmetros de bifurcacion A
y de despliegue «, 5y v especificados en [6]. Los mismos valores son usados en las
simulaciones presentadas en la figura 5.7.

Expliquemos cémo se construyen los distintos retratos fase singular en la figura 5.6.

(i) En la primera columna, la variedad critica C'o posee 4 puntos singulares (x4, y,),
(Tas Up), (Tp,Ye) ¥ (%p,y4) que dividen a la misma en 5 ramas disjuntas (véase
figura 5.4). Definimos estas ramas:

Cr={(z,y) € Co:x<uxp, y >y} ( )
Co={(z,y) €Co:ap << Zgy, Ye <Y < Ya} ( )
Cs={(x,y) €Co:x> 24, Yp <Y < Ya} (5.24)
Co={(z,y) € Co:ap <x<To, Yo <Yy <Ya} ( )
Cs={(z,y) € Co:x <z, y<uya}. (5.26)
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Figura 5.6: Diagrama de fase del sistema formado por las ecuaciones (5.16)-(5.17). Las
flechas dobles verticales representan la dinamica rapida, la dinamica lenta sobre la
variedad critica Co.
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Cada una de estas ramas es normalmente hiperbédlica ya que ningin punto sin-
gular de C'o pertenece a C;, con i = 1,...,5, y por tanto, f, # 0 para todos los
puntos en C}, con ¢ = 1, ..., 5. Para los casos donde i es impar, la rama es atractora
(f: < 0), mientras que si i es par la rama es repulsora (f, > 0).

Para terminar la construccion del retrato de fase singular es suficiente estudiar las
intersecciones entre la variedad critica y la ceroclina lenta (la diagonal del plano)
en el sistema (5.16)-(5.17).

1) En la primera columna y primer renglén, la diagonal corta a la variedad
critica en la rama Cy. El punto fijo (z,,y,) correspondiente a esta intersec-
cion es repulsor y estd rodeado por un ciclo limite singular atractor.
La dindamica lenta satisface ¢y < 0 en las ramas C7, Cy, C3, y en la porcion
de la rama Cj tal que y < y,. Por otra parte y > 0 en la rama C5 y en la
porcion de la rama Cy tal que y > v,

2) En la primera columna y segundo renglén, la diagonal corta a la variedad
critica Co en tres puntos: un punto fijo atractor (z,,y,) en la rama C,
un punto silla (z,,ys) en la rama Cy y un punto fijo repulsor (z,,y,) en
la rama (. Existe también un ciclo limite atractor alrededor de la rama
C}. Por lo tanto, observamos biestabilidad entre un punto fijo atractor y
un ciclo limite atractor. La dindmica lenta satisface y < 0 en la porcion de
la rama C donde y > y,, la porcién de la rama C5 donde y > y,, en la rama
C3 y en la porcién de la rama Cy donde y < y,. La dindamica lenta satisface
y > 0 en la porcién de la rama C; donde y < y,, la porcién de la rama C,
donde y > y,, y la rama Cs.

3) En la primera columna y tercer renglén, la diagonal corta a la variedad critica
en tres puntos: un punto fijo atractor (z,1,y.1) en la rama C}, un punto
silla (x5, ys) en la rama Cy y un punto fijo atractor (2,2, y.2) en la rama Cj.
Observamos por lo tanto biestabilidad entre dos puntos fijos atractores. La
dindmica lenta satisface y < 0 en la porcién de la rama C; donde y > y,1,
la porcién de la rama C5 donde y > y, y la porciéon de la rama C3 donde
Y > Yqo. La dindmica lenta satisface ¢y > 0 en la porcién de la rama C; donde
Y < Ya1, la porcion de la rama Cs donde y < y,, la porcién de la rama Cj
donde y < y,2, las ramas Cy y Cs.

(ii) A través de un andlisis semejante a la primera columna se puede concluir que
la dindmica singular del sistema (5.16)-(5.17) con parametros de bifurcacién y
despliegue como en la segunda columna puede exhibir: un punto fijo atractor
global, como en el renglén uno; un punto fijo atractor (casi) global, cémo en el
segundo renglén; biestabilidad entre dos puntos fijos atractores como en el tercer
renglon.
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Por la teoria geométrica de perturbaciones singulares, podemos finalmente predecir
que el sistema (5.16)-(5.17) puede mostrar las siguientes dindmicas, en funcién de los
parametros de despliegue y bifurcacién:

(i) Punto fijo atractor global.

(ii) Punto fijo atractor (casi) global.

)

)
(iii) Ciclo limite atractor (casi) global.
(iv) Biestabilidad (por coexistencia de dos puntos fijos atractores).
)

(v) Biestabilidad (por coexistencia de un punto fijo atractor y un ciclo limite atractor).

La figura 5.7 verifica las predicciones de la figura 5.6 .
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Capitulo 6

Conclusiones

Motivados por el modelado de sistemas bioldgicos y artificiales, este trabajo introdu-
jo dos herramientas matematicas para el analisis global del comportamiento dinamico
de ecuaciones diferenciales con multiples escalas temporales: la teoria de singularidades
aplicada a los problemas de bifurcacion y la teoria geométrica de perturbaciones singu-
lares.

En el primer capitulo presentamos algunos ejemplos tomados de la biologia, la neuro-
ciencia y la electronica los cuales pueden ser modelados con variables a distintas escalas
temporales. En el segundo capitulo introducimos un analisis grafico para determinar
el flujo global de un sistema de la forma & = f(z). De mayor riqueza dindmica son
los sistemas parametrizados de la forma & = g(z, \), ya que muestran distintos flujos
globales al variar el valor del pardmetro A. Presentamos algunas generalidades sobre la
teorfa de bifurcaciones y de las ecuaciones de la forma @ = g(z, A), donde g estd dada
por la forma normal de una bifurcaciéon. En el tercer capitulo enunciamos el teorema
de clasificacion de bifurcaciones elementales, que permite reconocer bifurcaciones ele-
mentales y enlistamos todas sus posibles perturbaciones de algunas de ellas.

Los sistemas rapido-lento aparecen por primera vez en el capitulo cuatro. Citamos
algunos conceptos inherentes a estos sistemas, tales como variedad critica, dindmica
rapida y lenta, variedad estable e inestable, y el diagrama de fase singular. Finalmente,
en el capitulo cinco, exploramos un subconjunto de la familia de sistemas rapido-lento
cuya dinamica rapida estd organizada por una bifurcacién elemental y cuya dinamica
lenta es lineal. En estos sistemas, a través de los diagramas de fase singular, estudiamos
el comportamiento dinamico global, tanto en el espacio de estado, como en el espacio
de parametros.
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Apéndice A

Generalidades sobre Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias

En este apéndice introducimos algunos conceptos y definiciones generales sobre Sis-
temas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (SEDQO). Nuestra exposicién se basa en
(13,9, 17].

Los sistemas no lineales de ecuaciones diferenciales ordinarias tienen la
forma

i = f(x) (A1)

donde f: E — R" es un funcién C!, E es un conjunto abierto de R", y & = ‘fi—f.

El sistema (A.1) se dice auténomo, ya que no depende explicitamente del tiempo.
En contraste el sistema

@ = f(a,1) (A.2)

donde el lado derecho depende explicitamente de la variable t € R, se dice no auténo-
mo.

Podemos transformar un sistema no auténomo en un sistema auténomo a través de
las ecuaciones x, 11 =ty T, = 1.

Se dice que z(t) es solucién del sistema de ecuaciones diferenciales (A.1)
sobre un intervalo I, si x(t) es diferenciable en I para cualquier t € I C R, z(t) € E'y

@(t) = f(x(t)).
Para cualquier g en E, x(t) es solucién del problema con condicién inicial,
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&= f(x) (A-3)
z(0) = xg (A.4)

sobre el intervalo I, si 0 € I, x(0) = zo y x(¢) es una solucién de (A.3) en I.

Los sistemas tanto auténomos como no auténomos poseen solucién tnica siempre y
cuando f sea C', sin embargo la solucién podria ser no acotada para algin ¢t = 3, es
decir, la solucién sélo existe en algun intervalo apropiado (a, 8) C R.

El siguiente teorema establece las condiciones necesarias para que un problema con
condicién inicial (A.3)-(A.4) tenga solucién unica en algin intervalo en el que esta de-
finido su parametro.

Teorema A.1 (El teorema Fundamental de Existencia y Unicidad) Sea E un
conjunto abierto de R" y xg € E y suponemos que f € CY(E). Entonces existe una
a > 0 tal que el problema con condicion inicial (A.3)-(A.4) tiene unica solucion x(t)
sobre el intervalo (—a, a).

Un caso sencillo son los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales ordina-
rias

T = Ax (A.5)

donde z € R" y A € R™". Cualquier sistema lineal (A.5) tiene una tnica solucién
para todas las condiciones iniciales 7o en R". Esta solucién estd dada por z(t) = ez,

donde e?* es la exponencial de la matriz At, para toda t € R.

Introducimos ahora los conceptos de flujo y trayectoria.

Definicién A.1 (El Flujo de una Ecuacién Diferencial) Sea E un conjunto abier-
to de R" y f € CY(E). Para xg € E, sea z(t) la solucion del sistema con condicion
inicial (A.3)-(A.4), definido sobre su intervalo mazimal de existencia (—a, a), para algin
a € R. Entonces para t € (—a,a), el conjunto de mapeos definidos por ¢i(xo) = z(t) es
llamado el flujo de la ecuacion diferencial (A.3), o bien el flujo definido por la
ecuacion diferencial (A.3); ¢, es también referido como el flujo del campo vectorial

de f(x).

La trayectoria del sistema con condicién inicial (A.3)-(A.4), es el conjunto definido
por {¢i(xo) : t €1 C (—a,a)} CR™

A continuacion, enunciamos algunas propiedades del flujo de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias.
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(i) ¢o(z) = 2.
(i) ¢s(Pe(x)) = psye(x), para cualquier s,t para los cuales exista la solucién.

(iii) ¢_i(Pi(x)) = ¢(d—i(x)) = x, para cualquier ¢, —t para los cuales exista la solu-
cién.

Ahora consideremos aquellos soluciones x(t) para las cuales se satisface la ecuacién
t(t) = f(x(t)) = 0 para todo t € R. Tales soluciones son constantes y definen los
puntos fijos del sistema.

Definicién A.2 (Punto Fijo) Un punto o € R" es llamado punto de equilibrio o
critico o bien fijo de la ecuacion (A.3), si f(xg) = 0. Un punto fijo xy es llamado un
punto fijo hiperbdlico de la ecuacion (A.3), si ninguno de los valores propios de la
matriz D f(zo) (el jacobiano de la funcion) tiene parte real cero. El sistema lineal (A.5)
con la matriz A = D f(z) es llamada la linealizacion de (A.3) en xg.

Los puntos fijos pueden tener naturalezas muy distintas.

Definicién A.3 (Clasificacién de los Puntos Fijos) Un punto fijo x¢ de la ecua-
cion (A.3) es llamado sumidero o atractor, si todos los valores propios de la matriz
D f(xo) tiene parte real negativa; es llamado fuente o repulsor, si todos los valores
propios de la matriz D f(xq) tiene parte real positiva; es llamado silla si es un punto
fijo hiperbolico y D f(xy) tiene al menos un valor propio con parte real negativa y tiene
al menos un valor propio con parte real positiva.

Un concepto importante para el estudio cualitativo de las SEDO, es el concepto de
ceroclina.

Definicién A.4 (ceroclina) Dado un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

x/1:f1<x17x27"' 71:%)
$I2:f2<$1’$2,--- 71'71)
$;1:fn<'rlax27"' 7In)

La j-ésima ceroclina es el lugar geométrico para el cual a:; = 0. Los puntos fijos
del sistema estan localizados donde todas las ceroclinas se intersectan.

El siguiente teorema es un resultado fundamental de la teoria de las EDO. Nos dice
que cerca de un punto fijo hiperbdlico zg, el sistema (A.1) tiene la misma estructura
cualitativa que el sistema lineal (A.5), con A = D f(xy). Suponemos sin pérdida de
generalidad que el punto fijo del sistema (A.1) ha sido trasladado al origen.
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Teorema A.2 (Teorema de Hartman-Grobman) Sea E un subconjunto abierto
de R™ que contiene al origen, sea f € CYE), y sea ¢; el flujo del sistema no li-
neal (A.1). Suponga que f(0) =0 y que la matriz A = D f(0) no tiene valores propios
con parte real cero. Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U
que contiene al origen, y un conjunto abierto V- que también contiene al origen, tal que
para cada xg € U, existe un intervalo abierto Iy C R que contiene a cero tal que para
toda xg € U y t € I

H o ¢(z0) = e H(z0)

es decir, H mapea trayectorias de (A.1) cerca del origen, en trayectorias de (A.5) y
preserva la parametrizacion dada por el tiempo.

Otra nocién fundamental de la teoria es el concepto de ciclo limite.

Definicién A.5 (Ciclo u Orbita Periédica) Un ciclo u érbita periédica de la ecua-
cion (A.3) es una curva cerrada que es solucion del sistema (A.3)-(A.4), y que no es
punto fijo de la ecuacion (A.3). Una drbita periddica T' es llamada estable, si para
cualquier € > 0, existe una vecindad U de I', tal que, para cualquier x € U yt > 0,
tenemos que d(¢(t,x),T") < e. Una drbita T es llamada inestable si no es estable.

Una orbita periddica aislada también se llama ciclo
limite.

Dado un punto fijo o una Orbita peridédica, po-
demos preguntarnos para cudles condiciones inicia-
les la trayectoria del sistema converge a dicho pun-
to fijo u orbita. Por el contrario, podemos pregun-
tarnos para cudles condiciones iniciales la trayec-
toria diverge de dicho punto fijo u érbita periédi- Figura A.1: Ciclo limite, la cur-
ca. va cerrada.

Esto nos lleva a los conceptos de variedad estable e inestable.

Sea I' una oOrbita periddica y sea N una vecindad de I'. La variedad estable local
y la variedad inestable local de I' estan dadas respectivamente por
S(I') ={z e N :d(¢(z),I') = 0, cuando t — 0o y ¢(z) € N para t >0} (A.6a)

y
Ul) ={z € N:d(¢s(z),T') = 0, cuando t - —oco y ¢(z) € N para t <0} (A.6b)
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Las variedades estables e inestables globales de I' estan T
definidas respectivamente por
Wi(T') = Uiz (S(I)) (A.7a) |
| p
Wu(r) = UthCbt(U(F)) (A.7b)
Finalizamos esta seccién con un par de dltimos conceptos ligados Figura A2
a los puntos fijos de un sistema (A.1) y sus trayectorias: Orbita homocli-
na.

- Las 4érbitas homoclinas

- Las érbitas heteroclinas

Una orbita homoclina es una trayectoria I' tal que, para
toda xg € T, resulta que : =

lim ¢ (z0) =p (A.8)
t—=+o0
donde p es un punto fijo del problema con condicién inicial

A.3)-(A.4) (véase la figura A.2). ,
(A3)-AD & ) Figura A.3: Orbita he-

teroclina.

Una orbita heteroclina es una trayectoria I' tal que, para toda zy € I', resulta

A ¢(xo) = p1 7 p2 = lim ¢4(x0) (A.9)

donde p; y py son dos puntos fijos del problema con condicién inicial (véase la figura
A.3).



Indice de figuras

1.1.

1.2.
1.3.

2.1.
2.2.
2.3.

2.4.

2.5.
2.6.

2.7.
2.8.

2.9.

2.10.
2.11.
2.12.

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.

Dos patrones de disparos de diversas neuronas neocorticales: A) Impulsos
regulares, B) Impulsos rdpidos. . . . . . .. ...
Dinamicas temporales de un DLAP para tres valores de la corriente Ip;,;.
Electrocardiograma. . . . . . . .. ... L o

Diagrama de fase de una ecuacién diferencial ordinaria no lineal. . . . .
Diagrama de fase del sistema (2.5). . . . .. ... ... ... ...

Ejemplo de un problema de bifurcacién, donde el pardmetro A representa
al peso, y el estado x representa el pandeo de la viga. . . . . . . .. ..

Diagramas de fase de la bifurcacién punto limite para A < 0, A =0y
A >0, respectivamente. . . . . . .. ..o

Diagrama de bifurcacién punto limite. . . . . . . . ... .. ... ...

Diagramas de fase de la bifurcaciéon transcritica para A < 0, A =0y
A >0, respectivamente. . . . . . .. ..o

Diagrama de bifurcacién transcritica. . . . . . . .. ... ...

Diagramas de fase la bifurcacion tridente para A < 0, A =0y A > 0,
respectivamente. . . . . .. L L Lo

Diagrama de bifurcacién tridente. . . . . . . . ... ... 0L
Diagrama de bifurcacién histéresis. . . . . . . ... ... L.
Diagrama de bifurcacién cuspide alada. . . . . . .. . ... ... .. ..
La bifurcacion tridente al lado izquierdo, perturbacion de la bifurcacién
tridente al lado derecho. . . . . . . . ... oo

Equivalencia fuerte entre dos problemas de bifurcacién. . . . . . . . ..
Bifurcaciones de codimesién 1 y alguna de sus perturbaciones. . . . . .
Diagramas persistentes de la bifurcaciéon transcritica; lado izquierdo av <
0, y al lado derecho o > 0; al centro la forma normal de la bifurcacién
transcritica o bien el centro organizador. . . . . . .. ... ...
Diagramas de bifurcacion persistentes para la singularidad tridente, aso-
ciadas respectivamente a las regiones descritas por la variedad de transi-
cién. El centro organizador en la forma normal de la bifurcacién tridente
sombreada en gris. . . . . ... L L

14
16

18

20
20

22
22

23
24
25
25

26

29
38

40



INDICE DE FIGURAS 79

3.5. La parte superior representa al diagrama de bifurcacion de la cuspide
alada, y las restantes son representantes de las distintas perturbaciones
persistentes de la misma. . . . . . . ... ... L. 43

4.1. Lado izquierdo el diagrama de fase singular del sistema (4.10)-(4.11),

lado derecho una simulacién para algunas condiciones iniciales. . . . . . 50
4.2. Lado izquierdo diagrama de fase singular. Lado derecho simulacién para

algunas condiciones iniciales. . . . . . ... ..o 52
4.3. Flujos que se mueven inicialmente con una dindmica rapida, pero que al

acercarse a (Y, se mueven sobre la variedad lenta C.. . . . . . . .. .. 54
4.4. Variedades estables e inestables de algunas ramas de la variedad critica

Co del sistema rapido-lento 4.16-4.17. . . . . . . . . . . . . . ... ... 57

5.1. Variedad critica del sistema (5.5)-(5.6), parael caso 0 <a <1, A=0. . 62
5.2. Diagrama de fase singular del sistema formado por las ecuaciones (5.5)-
(5.6). Dindmica répida flechas dobles y dindmica lenta flechas sobre la

variedad critica Co. . . . . . . . . ... 63
5.3. Simulacién de algunas condiciones iniciales del sistema (5.5)-(5.6), para

E = Jo - e e 65
5.4. Diagrama de bifurcacién histéresis reflejada, perturbacién de la singula-

ridad cuspide alada. . . . . . . . ... oo 66
5.5. Perturbacién simétrica de la singularidad cuspide alada. . . . . . . . .. 66

5.6. Diagrama de fase del sistema formado por las ecuaciones (5.16)-(5.17).
Las flechas dobles verticales representan la dinamica rapida, la dinamica

lenta sobre la variedad critica Co. . . . . . . . . . ... ... ... .. 68
5.7. Simulacién con algunas condiciones iniciales de la solucion del sistema

(5.16)-(5.17) cuando € = g5 - - -« ..o 71
Al Qiclo limite, la curva cerrada. . . . . . .. . ... L. 76
A.2. Orbita homoclina. . . . . .. .. ... .. ... .. 7

A.3. Orbita heteroclina. . . . . . . o o oo 77



Indice de cuadros

3.1.
3.2.

3.3.
3.4.

Formas Normales para Singularidades de codim <3. . . ... ... .. 44
Solucién al problema de reconocimiento para singularidades de codimen-
Sion < 3. . . L 44
Despliegues Universales para Bifurcaciones Elementales. . . . . . . . . . 45
El Problema de Reconocimiento para Despliegues Universales de Singu-
larides con Codimensién menor o igual que 3. . . . . . . .. .. .. .. 46

80



Bibliografia

[1]

Fuentes Pardo Beatriz Barriga Montoya Carolina, Lara Aparicio Miguel and Padi-
lla Longoria Pablo. Modeling some properties of circadian rhythms. MATHEMA-
TICAL BIOSCIENCES AND ENGINEERING, 2014.

U. Fory B.Zduniak, M.Bodnar. A modified Van der Pol equation with delay in a
description of the heart action. Int. J. Appl. Math. Comput. Sci. 24(4): 853-863,
2014.

P. Colet and R. Roy. Digital communication with synchronized chaotic lasers. Opt.
Lett. 19, no. 24, pp. 2056-2058, 1994.

Barry W. Connors and Michael J. Gutnick. Intrinsic firing patterns of diverse
neocortical neurons. Trends in Neuroscience (TINS), VoL 13, No. 3, 1990.

H. Kook D. Postnov, S.K. Han. Synchronization of diffusively coupled oscillators
near the homoclinic bifurcation. Physical Review E 60(3), 1999.

Alessio Franci, Guillaume Drion, and Rodolphe Sepulchre. Modeling the modu-
lation of neuronal bursting: A singularity theory approach. SIAM J. APPLIED
DYNAMICAL SYSTEMS Vol. 13, No. 2, pp. 798-829, 2014.

C. M. Gray and D. A. McCormick. Chattering cells: superficial pyramidal neurons
contributing to the generation of synchronous oscillations in the visual cortex.
Science, vol. 274, no. 5284, pp. 109-113, 1996.

K. Grudzinski. Modelowanie czynnosci elektrycznej ukladu przewodzenia serca,
rozprawa doktorska. Wydzial Fizyki Politechniki Warszawskiej, 2007.

Strogatz Steven H. Nonlinear Dynamics and Chaos with Applications to Physics,
Biology, Chemustry, and Engineering. Perseus Books Publishing, 1994.

Eugene M. Izhikevich. Simple model of spiking neurons. IEFEE TRANSACTIONS
ON NEURAL NETWORKS, VOL. 14, NOVEMBER 2003.

M. Belerlein J. R. Gibson and B. W. Connors. Two networks of electrically coupled
inhibitory neurons in neocortex. Nature, vol. 402, pp. 75-79, 1999.

81



82

[12]

[13]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

BIBLIOGRAFIA

Beata Jackowska-Zduniak. Synchronization problem of the coupled modified Van
der Pol equations in a model of the heart action. Centrum Zastosowan Matematyki,
2015.

Jones Christopher K.R.T. Geometric Singular Perturbation Theory. Division of
Applied Mathematics Brown University Providence.

F.J.L. Van Capelle L. Henk Van der Tweel, F.L.. Meijler. Synchronization of the
heart. Journal of Applied Physiology 34(2), 1973.

Pecora .. M and T. L. Caroll. Driving systems with chaotic signals. Phys. Rev. A
44, no. 4, pp. 2374-2383, 1991.

Erin C. McKiernan y Sandra D. Berger Marco A. Herrera Valdez. Relating ion
channel expression, bifurcation structure, and diverse firing patterns in a model of
an identified motor neuron. Journal of Computational Neuroscience, 2013.

Golubitsky Martin. Singularities and Groups in Bifurcation Theory Volumen II.
Springer Science+Business Media New York, 1985.

T. Kapitaniak P. Perlikowski, A. Stefanski. Discontinuous synchrony in an array
of Van der Pol oscillators. International Journal of Non-Linear Mechanics 45:
895-901, 2010.

Andreea-Rodica STERIAN Paul STERIAN, Valerica NINULESCU and Bogdan
LAZAR. Optical communication methods based on chaotic laser signals. U.P.B.
Sci. Bull, Series A, Vol. 72, Iss. 1, 2010.

P. E. Sterian. Transmisia optica a informatiei. vol. I, II, Editura Tehnica, Bucu-
resti, 1983.

Giuseppe Aromataris Valerio Annovazzi Lodi, Senior Member. Secure chaotic
transmission on a free-space optics data link. IEEE JOURNAL OF QUANTUM
ELECTRONICS, 2008.

Dr. Alberto Estevez De Vidts. Manual en trazados de ECG. Facultad de Medicina,
Chile. Banco de imagenes de electrocardiogramas.

Hurewicz Witold. Lectures on Ordinary Differential Equations. Instituto Tecnolo-
gico de Massachuset, 1958.

Lega Joceline y Herrera Valdez Marco Arieli. Reduced models for the pacemaker
dynamics of cardiac cells. Journal of Theoretical Biology, 2010.

Y. Nishio Y. Uwate. Synchronization phenomena in Van der Pol oscillators coupled
by a time-varying resistor. International Journal of Bifurcation and Chaos 17(10):
3565-3569, 2007.



	Portada
	Índice General
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Bifurcaciones Escalares
	Capítulo 3. Singularidades en Problemas de Bifurcación
	Capítulo 4. Teoría Geométrica de las Perturbaciones Singulares
	Capítulo 5. Sistemas Rápido-Lento Organizados por una Singularidad
	Capítulo 6. Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

