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Resumen

En este trabajo, se analiza la topologia de un haz de luz estructurado, llamado Airy simétrico,
utilizando teoria electromagnética y analisis de Fourier. Los haces de luz estructurada han sido,
recientemente, objeto de amplio estudio debido a sus diversas aplicaciones en la manipulacidn
optica de objetos microscdpicos, con repercusiones en areas importantes de la Fisica, la Biologia
y la Medicina. En el analisis se trabaja tanto la aproximacion paraxial como la no paraxial; lo
que permite comparar los resultados obtenidos en todos los regimenes.

En el primer capitulo, se introducen las ecuaciones de Maxwell, sus expresiones en ausencia
de fuentes de cargas y corrientes externas, y las ecuaciones de ondas electromagnéticas. Ademas,
se analiza la solucidén de onda plana y su extensién a superposiciones lineales de éstas. Pos-
terlormente, se presenta la simplificacién de las ondas vectoriales a ondas escalares, v el uso
de la. aproximacién paraxial para haces altamente dirigidos. La interaccion de las ondas electro-
magnéticas con medios materiales, se describe en forma conveniente en términocs de las cantidades
conservadas, tradicionalmente: energia, momento lineal y momento angular.

En el segundo capitulo, se introducen conceptos basicos de la llamada Optica Singular y se
estudian en mayor detalle los vortices opticos, como ejemplos de singularidades en los campos
Opticos escalares. Se resefa brevemente su historia y su importancia, asi como sus propiedades,
sus métodos de creacidn y deteccion. La Importancia de los vortices opticos no se limita sdlo
a su produccidén controlada, sino a su aparicién tipica en la naturaleza, donde no hacen falta
condiciones especiales para su realizacién. Esto requirié para su analisis la creacion de nuevas
herramientas matematicas desarrolladas en la segunda mitad del siglo pasado y sintetizadas en
la teoria de catdstrofes.

En el capitulo 3, se estudian las dos primeras catasirofes en la jerarquia matematica propuesta
por Thom en 1975: el doblez y la cuspide, representados por las funciones Airy y Pearcey,
respectivamente. Ambas catastrofes tienen su correspondencia con haces de luz en Optica, donde
es posible visualizar sus propiedades.

Finalmente, en el capitulo 4, se presenta el haz Airy simétrico, el cual consiste de la superpo-
sicion de haces Airy, v produce una catastrofe similar al tipo cispide, que se realiza por el haz
Pearcey. En este capitulo, se estudian en detalle por primera vez las singularidades de fase del
haz, con v sin la aproximacion paraxial. Para complementar el analisis topoldgico se caracterizan
las variables dinamicas del sistema.
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Capitulo 1

Ondas electromagnéticas

La. unificacién de las ecuaciones que rigen a los fendmenos eléctricos y magnéticos, a comienzos
de la segunda mitad del siglo XIX, fue realizada por el fisico escocés James Clerk Maxwell; la
empresa, requirid la recopilacion de los trabajos experimentales realizados por Michael Faraday
[1]. Uno de los resultados mas notables de estas ecuaciones es la obtencidn de soluciones que
representan ondas electromagnéticas que se propagan en vacio a la velocidad de la luz, soluciones
encontradas por el propio J. C. Maxwell. Mas tarde, en 1890, el fisico alemén Heinrich Hertz
confirmé experimentalmente las predicciones de Maxwell al producir ondas electromagnéticas
y observar sus propledades. Desde entonces, el estudio de los fenomenos opticos clasicos puede
realizarse al considerar a la luz como onda electromagnética, [2].

1.1. Ecuaciones de Maxwell

En el sistema gaussiano, las ecuaciones de Maxwell en un medic material en la forma de
ecuaciones diferenciales parciales estan dadas por [3]:

V. D(r, 1) = drp(r, 1), (1.1)

¥« H(r, 1) = %J(r, B+ %%, (1.2)
V % E(r,t) + %w —o0, (1.3)
VB, 1) =0, (1.4)

donde el campo eléctrico E(r, t), el desplazamiento eléctrico D{r, #), el campo magnético H(r,#) y
la induccion magnética B(r,?) estan relacionados con la polarizacion P(r,t) y la magnetizacion
M(r,t) del medic por D(r,t) = E(r,t) +47P(r,t) vy H(r,#) = B(r,¢) — 47 M(r,t). p(r,t) ¥
J{r,t) representan la densidad de carga eléctrica y de corriente eléctrica externa, respectivamente,
mientras que ¢ es la velocidad de la luz en vacio.

1.1.1. Ecuacién de onda electromagnética

En un medio homogéneo, lineal, local e isotrépico, cuandoe la dependencia temporal es arméni-
ca, se tienen las siguientes relaciones constitutivas D({r,t) = eE{r,¢) y H{r,t) = B(r, ¢}/, donde
¢ es la permitividad eléctrica, ¥ v es la permeabilidad magnética del medio. En estas ecuaciones
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2 CAPITULO 1. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

€ y i son, en general, funciones complejas de la frecuencia de oscilacién (w) del campo elec-
tromagnético. S1 el medio esta libre de fuentes de carga eléctrica y corriente eléctrica externa,
p(r,t) =0y J(r,t) = 0, entonces las ecuaciones de Maxwell adquieren la siguiente forma:

V. E(r,¢) =0, (1.5)
VxB(r,t)—%% —0, (1.6)
V < B(r, ¢)+ %LBC,(;’ B _o, (1.7)

V. B(r,i) = 0, (1.8)

Las ecuaciones anteriores dan lugar a dos ecuaciones vectoriales de onda, una para E(r,?) v
otra. para B(r,#). Al aplicar el operador rotacional a la ecuacidn (1.6), se obtiene:

at

Usando la siguiente identidad para un campo vectorial F, V x (V x F) = V(V - F) — V°F, e
intercambiande el orden de los operadores en el miembro derecho de la ecuacién (1.9), se obtiene:

V< (V5 B(r1) = L7« (BE("’ ”) . (1.9)

V(V - B(x, ) - V’B(r,t) = %% (V x E(r, 1)) . (1.10)

Sustituyendo las ecuaciones (1.7) y (1.8) en la ecuacion anterior, y recrdenando los términos,
se obtiene:

2 92
5 18 B(r,t) B
VB, - 5 oo <. (1.11)
Analogamente para E(r,t), se tiene:
2 o0
2 n_a E(r,?) _
V() - 5 = = 0, (1.12)

En las ecuaciones anteriores, se sustituyo el término . /e por el indice de refraccidn () del
medic, por lo que el término ¢/n es la velocidad (v) de la onda en el medio. Por construccidén el
indice de refraccion depende de la frecuencia, w.

1.1.2. La onda plana como solucién

Las ecuaciones de onda (1.11) y (1.12), admiten soluciones separables y armdnicas en el
tiempo, i.e. en términos de cos (wt) o sen{wt), donde w es independiente del tiempo, dando lugar
a ondas monocromaticas. Las soluciones pueden representarse, por facilidad, como Bir,#) =
B(r)et®? y B(r,t) = E(r)et™?, por lo que es posible escribir a las ecuaciones vectoriales de
onda, como ecuaciones vectoriales de Helmholtz:

V2B(r) + (%)QB(r) —0, (1.13)

V2E(r) + (%)QE(r) —0. (1.14)
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En coordenadas cartesianas, las ecuaciones (1.13) v (1.14) tienen como soluciones a las ondas
planas monocromaticas, cuya dependencia espacial también es oscilatorla, dando lugar a los
sigulentes campos complejos:

B(r,i) = Eyeltnr—«tpy (1.15)
B(r,t) = nEye!®™ 40 (n x m), (1.16)

donde fy es la amplitud v corresponde por lo general a una funcién compleja, k = kn es el
vector de onda o de propagacién, r es el vector de posicidn, w es la frecuencia de cscilacién y m
es el vector que define la polarizacidén del campo electromagnético. Tanto m como n son vectores
constantes en el espacio v el tiempo. La magnitud del vector de onda satisface la relacién de
dispersién & = nw/csin-n = 1. De (1.5) y (1.8) =e tiene que m - n = 0, a esto se le interpreta
que el campo electromagnético es vectorial transversal. Las ecuaciones (1.6) y (1.7) implican que
los campos elécirico y magnético son mutuamente ortogonales.

Hay que resaltar que los campos fisicos corresponden a la parte real de las expresiones que
ge escriban, en particular (1.15) v (1.16), deben leerse como:

E(r,¢) = Fycos (kn - r —wt + é)m, (1.17)
B(r,t) = nfkycos{kn-r —wit + §)(n x m), (1.18)

para Fg, m y n reales; J representa un desfasamiento de la onda. El argumento de la funcidn
coseno corresponde a la fase de la onda. En este caso, las equifases o frentes de onda forman
superficies planas, paralelas entre si, que se desplazan en la direccion n con velocidad ». Si las
equiamplitudes son paralelas a las equifases, entonces se tiene una onda plana homogénea.

Para el caso en que n es un vector complejo constante dado por n = ng +iny, donde ng y
n; son vectores reales. En general, n ya no sera un vector unitario, e introduce un términoc expo-
nencial creciente o decreciente en algunas direcciones, dependiendo del signo de nj, se obtiene:

ei(k‘n-r—wt) _ ei(k‘nR‘f‘—Wt)e—an‘r’ (119)

que corresponde a una onda plana inhomogénea, ya que las equifases siguen siendo planos para-
lelos entre si, aunque no necesariamente seran paralelas a las equiamplitudes [4].

Debido a la linealidad de los operadores en la ecuacidn de onda, ¥ por ende de esta misma,
es posible obtener otras soluciones de la ecuacién de onda a partir de combinaciones lineales de
soluciones conocidas (principio de superposicidn) [5]. De hecho, esta idea permite identificar con-
juntos de soluciones que hacen posible expresar cualquier onda en términos de una combinacion
lineal de elementos de estos conjuntos. En espacio libre las ondas sinusoidales son un conjunto
completo, haciendo posible la representacion de espectro angular de un campo ondulaterio [6, 7],
que en este caso solo consiste de ondas planas homogéneas:
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du A( w)/d k6 <— _ |k|2> b (K, ()il o) (1.20)

Ok_\ﬁﬁ»

a
. R

+ e’:‘:(kJ_~I‘J_7Ldt) "y

_ fde w)/dk f Iy [ (L R 6o (e R (1.21)
o m :

T o (ko k) ep (kL —k e } (1.22)

donde A(w) es la amplitud, & estd asociada a la polarizacién del campo electromagnético, k), =

—|ki[? bk =nw/c, ki = (ku, ky) ¥ &5 es el espectro angular. En el desarrollo anterior se
utilizaron las propiedades de la delta de Dirac [8], cuyo argumento en la ecuacidn (1.20) es una
funcidn real de la variable de integracién, que en este caso es k.

1.1.3. Aproximacion paraxial

En situaciones donde los valores de ¢, {k |, k) (¢,(k,,—k.)) son significativos sdlo en una
region de las componentes transversales, |k | << &, tal que ¢,-(k,kz") ~ 0 (¢5(k, ,kz') = 0) se
tiene que &, 5 & por lo que es posible reescribir &, como & = k+/1 — |k |?/k2, v considerar sdlo
hasta el término lineal en la serie de Taylor de la raiz cuadrada. Resulta entonces la siguiente
aproximacién conocida como aproximacién paraxial o de Fresnel [9]:

k,|?
K, r k—‘
# 2k

Debido al comportamiente de ¢, (ki , &) es posible sustituir la aproximacién (1.23) en (1.21),
obteniéndose:

(1.23)

+k +k
E(, )~ ) /de (w)eitkz—wt) / dk, /dk b (k1) &k )eilkrri—Frlkif) (1.24)
—kK, —k!
+k +k
+Zf durAw) "“““”)f Ay / Ak (k1) &, (ke et ielie ) - (1.95)
—k

donde k; v k; corresponden a los nuevoes limites de integracion de k5 vy ky que pueden extenderse
fuera de la regidn fisica gin afectar significativamente el valor de E(r,t). En particular los limites
de Integracion son independientes uno de otro, siempre ¥ cuando la region de integracion contenga,
a la region relevante en el espacio (ks ky).

Partiendo de la ecuacion de Helmholtz para el campo eléctrico, ¢f. (1.14), ¥ considerando un
haz que viaja principalmente en la direccién z, tal que sdlo tiene componentes en el plano x,
entonces el campoe estd dado por E(r) = EqlU(r), donde Eg es un vector constante, en general
complejo, ¥ U(r) es un campo escalar complejo [10]. Entonces la ecuacion de Helmholtz escalar
para este campo es:
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VAU (r) + kU () = 0. (1.26)

Ya que el campo se propaga muy cerca de la direccién z, es posible aproximar la funcién U/ (r)
por:

U(r) = u(r)e, (1.27)

con u(r) una funcién que varia lentamente en la variable z, conocida como la amplitud compleja.
Al sustituir la expresion de U(r) en {1.26), se obtiene:

V2u(r) + Qikazg) —0. (1.28)

Al considerar la variacién lenta de u(r) en z en el orden de una longitud de onda (A), tal que
AlGzu| € |u| y Adyzu| < |0,ul, se obtiene (en coordenadas cartesianas):

Fu(r)  Hu(r) . Oulr)
Jx2 + 2 + 2k Az

Aplicando los cambios de variable s1 = z/2q, 82 = y/70 ¥ ¢ = 2/kz? a la ecuacién anterior,
ésta se reduce a:

— 0. (1.29)

3w F%u 2_3u

a7 e
a esta ecuacién se le conoce como la ecuacidén paraxial de onda o de Helmholtz en coordenadas
cartesianas. Es importante mencionar que la parte transversal del laplaciano en la ecuacidn
(1.28) puede considerarse en coordenadas cilindricas. Si en vez de tomar €% se toma e~ %% en
la ecuacidn (1.27), i.e. se invierte el sentido en la direccién de propagacién del campo, sdlo se
cambia ¢ por —¢ en las tres ecuaciones subsecuentes.

=0, (1.30)

1.1.4. Haz Gaussiano

HEsta subseccion esta basada principalmente en [11]. La solucién mas simple a la ecuacion
paraxial de Helmholtz es la onda paraboleidal, cuya amplitud compleja es:

ulr) = " exp St pP=a (1.31)
z 2z )’ ’ :

donde uy es una constante. La onda paraboleidal es la aproximacion paraxial de la onda. esférica
U(r) = (u1/r) exp {—ikr) en regiones cercanas al eje z. Al considerar la onda paraboloidal con
un desplazamiento dado por z — z — iz, donde zy es una constante real conocida como rango

de Rayleigh, se obtiene la siguiente amplitud compleja:

(1) = T (1.3)
u(t)= ———exp | —th———|. .
z+ izg P 2(z +izo)

Al reexpresar el namero complejo 1/(z+i20) de forma explicita en su parte real e imaginaria,
identificar estos valores con clertas cantidades fisicas, y sustituirlos en la ecuacién (1.32), se
obtiene el siguiente campo complejo paraxial (al usar la ecuacién (1.27) para un campo que se
propaga principalmente en —2):

U(r) = uo% exp (W’;—Q(Z)> exp {z (kz n 2’;9(; - g(z)ﬂ, (1.33)
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donde se redefinio la constante u; por wy = uy /izg,

Z0

W(z) = Woi/1+ <Z>2 (1.34)
R(z) =2 {1 + (%)T , (1.35)
¢(z) = arctan <Z> , (1.36)

Z0

Wy — /%, (1.37)

L.og parametros independientes up v zp en U/{r) estdn determinados por las condiciones de
frontera. Los otros parametros W(z), R(z), ({z) ¥ Wy estan en términos de zg y A (longitud de
onda). El significado de estas cantidades se menciona en el transcurso.

La intensidad de un haz esta dada por I(r) = U(r}U(r)*, que en este haz resulta:

o) = Io (%)Xp (‘%) (139)

donde Iy = |up|?. Para cualquier plano transversal z, el patrén de intensidad es una funcién
gaussiana dependiente de la coordenada radial p, de aqui que este haz tome el nombre de haz
Gaussiano, v en cada plano el valor méximo en intensidad estd en p = 0. Al hacer p = 0,
se encuentra de (1.38) que la intensidad del haz tiene su valor maximo en z = 0, y decae
gradualmente en z, siendo z = 42z, donde el maximo de intensidad se reduce a la mitad. En
consecuencia, el punto (p = 0, 2 = 0) es el punto de intensidad maxima, i.e. [{p =0,z = 0) = .
Para valores grandes de z, e |z| 3 %, la intenzidad decrece con la distancia por una ley de
cuadrado inverso dada por T(0,z) ~ Inz3 /2%

La potencia total transportada por un haz es la integral de la intensidad sobre cualquier planc
transversal, que para un haz con simetria circular en tales planos se tiene:

o0
P= / I(p, )27 pdp. (1.39)

0

Para el haz Gaussiano, la potencia total resulta:

P = %I@?TWOQ, (1.40)

donde se deduce claramente que la potencia total de este haz, para cualquier valor de z, esta dada
por un medio del producto de la intensidad maxima y del drea del haz en su cintura. Usando la
ecuacion anterior es posible expresar la intensidad del haz en términos de la potencia total:

I{p,z) = %f(z)exp (—%) . (1.41)

Para el haz Gaussiano, la razdn de la potencia transportada dentro de un circulo de radio gy
centrado en el gje z (F,,) y la potencia total es:

oo )
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W(2) A

1 1 1 i Pt 8 —//GOY 1 1 1 1

329 279 -2 0 2 229 329 <

Figura 1.1: Radio o ancho del haz, W (z), en funcién de la distancia de propagacién. El valor
minimo del ancho es Wy, llamado la cintura del haz. 8y representa el angulo de divergencia del
haz. Imagen tomada de [11].

para un circulo de radio pg = W (z), la potencia transportada es aproximadamente 86 % de la
potencia total, mientras que un circulo con radio py = 1.5 W(2) transporta cerca del 99 %.

De la ecuacién (1.38), se obtiene que la intensidad del haz disminuye por el factor e=2 a una
distancia radial po = W(z). Se considera a W(z) como el radio o ancho del haz (ver Figura 1.1),
el cual presenta su valor minimo Wy en z = 0 y aumenta simétricamente con el valor de |z|; el
aumento es tal que para valores grandes de z la relacién es aproximadamente lineal. Al didmetro
de la cintura del haz, 2Wj, se le conoce como el tamano de la mancha. También es posible definir
el ancho del haz por el ancho RMS, el cual estd dado por o = W (z)/2.

Para z > zg, la ecuacién (1.34) puede aproximarse por W (z) ~ Wyz/z9 = 6pz, donde 8y es el
angulo de divergencia del haz y representa un medio del dngulo formado por un cono recto que
confina aproximadamente el 86 % de la potencia total del haz.

La distancia axial entre los puntos donde el drea del haz duplica su drea minima (ubicada
en la cintura del haz), se conoce como profundidad de enfocamiento o pardmetro confocal. De
la ecuacién (1.34), se obtiene que el pardmetro confocal es 2z, mientras que la ecuacién (1.37)
permite obtener la relacién 2z = 27 W3 /.

R(z) es el radio de curvatura del frente de onda en z (ver Figura 1.2). En z = 0 el radio de
curvatura es infinito, R(0) = oo, lo que corresponde a un frente de onda plano. En z = z; el
radio de curvatura alcanza su valor minimo, R(zy) = 2zp. Para valores de z tales que z > zg
R(z) = z, por lo que los frentes de onda seran aproximadamente esféricos.

Figura 1.2: Radio de curvatura de los frentes de onda del haz en funcién de z. En z = 0 el
frente de onda es plano, en zy el radio de curvatura alcanza su valor minimo, y R(z) aumenta
linealmente para valores muy grandes de z. Imagen tomada de [11].
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Figura 1.3: Retraso en la fase del haz Gaussiano en funcién de la distancia de propagacién debido
al efecto Gouy. Imagen tomada de [11].

De la ecuacién (1.33) la fase del haz Gaussiano estd dada por ¢(p, z) = kz—((2) +kp?/2R(2),
que en el eje del haz resulta (0, z) = kz — {(z). {(2) es un retraso en la fase del haz Gaussiano
relativo a una onda plana o una onda esférica (ver Figura 1.3). El retraso total en la fase al pasar
de z = —0c0 a z = 400 es 7 rad, el cual es un fenémeno conocido como efecto Gouy.

1.2. Variables dinamicas de las ondas electromagnéticas

Las ondas electromagnéticas transportan energia y momento, lineal y angular. Las cantidades
anteriores dan lugar a interacciones entre las ondas electromagnéticas con los materiales. Esta
seccién estd basada en [3], [12] y [13].

1.2.1. Densidad de energia y vector de Poynting

La densidad de energia se obtiene del trabajo realizado por unidad de tiempo debido a campos
electromagnéticos sobre una distribuciéon volumétrica continua de cargas. Usando la fuerza de
Lorentz sobre una regién de carga eléctrica Ag, se obtiene el trabajo realizado sobre ésta, el cual
esta dado por:

F.-dl=Aq <E + %v X B> -vdt = AgE - vdt. (1.43)

Al usar Aq = pATy pv = J, e integrar sobre todo el volumen V), se obtiene la tasa de cambio
del trabajo realizado sobre todas las cargas:

% = [(B-J)dr. (1.44)
4

Reescribiendo el integrando anterior, al usar la expresiéon de J en la ecuacién de Ampere-
Maxwell (1.2), se obtiene:

c 1 oD
E-J=—E - (VxH) -—E-— 1.45
A (v ) 47 ot’ (1-45)
al reexpresar el primer producto en el miembro derecho usando la divergencia del producto
vectorial entre dos vectores F1 y Fo, i.e. V- (F1 X Fo) = Fo - (V xF1) —Fy - (V x Fa), sustituir
la ecuacién de Faraday (1.3) en éste y reordenar los términos, se encuentra que (1.44) estd dado
por:
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dw 1 JB aD c
v S

donde se uso el teorema de la divergencia en el segundo términe del miembro derecho, siendo S
la superficie que encierra al volumen V. El primer términc del miembro derecho de la ecuacion
anterior corresponde a la tasa de la energia total almacenada en los campos electromagnéticos,
mientras que la segunda Integral representa la tasa de la energia que atraviesa la superficie &.
Por lo que la energia por unidad de area por unidad de tiempo transportada por los campos esta
dada. por:

SziﬂExH) (1.47)

y se le conoce como vector de Poynting. De la ecuacién (1.46), se obtiene para un medic lineal
la siguiente expresion para la densidad de energia total:

1

—(E-D+B-H). (1.48)
™

La ecuacién (1.46) expresa el teorema de Poynting o la conservacién de energia: el trabajo

Uem =

realizado sobre las cargas por la fuerza electromagnética dentro de un volumen es igual al de-
crecimiento en la energla almacenada en los campos en el volumen, menos la energia que fluye a
través de la superficie que limita al volumen.

1.2.2. Densidad de momento lineal

La densidad de momento lineal aparece al analizar la fuerza electromagnética sobre un volu-
men V de cargas, dada por:

1 1
F= f (E—i— -V X B) pdT = f (,oE—i— —J x B) dr, (1.49)
c c
v v

donde el integrando representa la fuerza por unidad de volumen (f}:

f—yBE+11.B. (1.50)
c
Expresando p ¥ J al usar las ecuaciones (1.1) y (1.2), se ohtiene:
1 1 1 dD

reexpresando el tercer elemento del segundo miembro v usando la ley de Faraday (1.3), se obtiene:

1 4
dre Ot
Suponiendo que F es la tasa de cambio del momento mecanico, y al sutituir la expresion

f= 2 [(V-D)B-D x (V< B) B x (¥ « H) - (D x B). (1.52)

anterior de f en la ecuacion {1.49), es posible identificar al dltimo elemento en el miembro
derecho de la ecuacion (1.52) con la denzidad de momento lineal electromagnético:

o— (D=« B), (1.53)

dre
mientras que el primer elemento del miembro derecho conduce a la definicién del tensor de
esfuerzos de Maxwell, con lo cual es posible establecer una ley de conservacion para momento
lineal, al convertir la integral de volumen en integral de superficie.
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1.2.3. Densidad de momento angular

La densidad de momento angular electromagnética esta dada por:

E:rxp:ﬁ[rx(DXB)] (1.54)

Considerando que el material es lineal e Isotropico, ID = €E, y escriblendo la induccion
magnética en términos del potencial vectorial magnético A en la norma de Coulomb, i.e. E =
—8;A/cy B =V x A, se obtiene la siguiente densidad de momento lineal:

- ﬁm < (V x A)]. (1.55)

Utilizando notacidn indicial para desarrollar la expresidn anterior, donde E = Erep, VX A =
emgidi jem ¥ €; X €5 = €gper, la componente n del producto vectorial esta dada por:

£

[E % (V% Ay = eynn Bremgi Ay ; (1.56)
= (601 — Opidiy) Fp Ay 5 (1.57)
= Eidin — By, (1.58)
= EiAin — (B An) 5 (1.59)

donde se ust la identidad €;pcimn = djmin — jndim, y en la dltima igualdad se usd Ey;; =
V - E = 0. Al sustituir el resultado anterior en la expresién de la densidad de momento angular,
se obtiene que la componente [ del producto vectorial esta dada por:

{rx [Ex (VX A} = emniTm|[Eids n — (E5A45) 5] (1.60)
= EmﬂleEiAi,ﬂ - Emﬂi(TmEjAn),j + EmniTm,jEjAn (]—61)
= Ez(]ﬁ‘ X V)g/-lz — [Ej(]ﬁ‘ X A)l}’j + (E X A)l (162)

Finalmente, la densidad de moment.o angular resulta:
£= 4L{Ei(r % V)4 — V- [BE(r x A)] + (E x A)}. (1.63)
TC

Es posible obtener el momento angular total al integrar en el espacio la densidad de momento
angular:

€

L(r) = /[Ez-(r % V) Ag]d®r — ﬁj{E(r X A)-ds+ ﬁ f(E x A)dr. (1.64)

dme
3
La segunda integral en la expresion anterior se desprecia cuando L es muy grande, por lo que
el momento angular consiste sdlo de los siguientes términos:

- . Jd3
Lo= - / [E(r  V)Adr, (1.65)
s

€
L.=— | (Ex A)d® 1.66
Lo | B A, (1.66)
73
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donde L, representa el momento angular de espin o intrinseco, vy L, el momento angular orbital
del campo electromagnético. Las expresiones anteriores permiten expresar a las densidades de
momento angular orbital y de espin como:

€
€
£, = —FE x A. 1.68
dre 8 ( )

1.3. Fuerzas de radiacidén

Los efectos de la presién de radiacion de luz laser visible sobre particulas esféricas, micrometri-
cas, dieléctricas y neutras inmersas en fluidos al variar los indices de refraccion relativos (cociente
entre el indice de refraccion de la particula y el medio), fueron descritos y estudiados experimen-
talmente por A. Ashkin, y reportados en 1970 [14]. Entre los efectos producidos por las fuerzas
de radiacion, aquellas asocladas con la presion de radiacion, se encuentran la aceleracion y el
atrapamiento de las particulas. Las fuerzas de gradiente resultan de la distribucién inhomogénea,
de la intensidad del haz.

En todos los casos estudiados por Ashkin la fuerza neta sobre las particulas fue tal que poseian
una componente en la direccién de propagacién del haz Gaussiane utilizado. Cuando el indice de
refraccion relativo es mayor que la unidad, la particula tiende a acercarse al eje de propagacion
del haz (zona de mayor intensidad), mientras que en el caso contrario las particulas se alejan del
eje de propagacion.

El atrapamiento ¥ la manipulacién dptica de particulas dieléctricas pequehas (desde decenas
de nm hasta decenas de pm) esta descrita por teorias que dependen del tamafio relativo de la
particula con la longitud de onda. del haz de luz que se utiliza. Cuando el tamafo de la particula
es mucho mas grande que la longitud de onda del hag, la descripcion puede hacerse usando éptica
de rayos; mientras que en el caso opuesto, i.e. cuando el tamaho de la particula es mucho menor
que la longitud de onda del haz, la descripcidén se realiza reemplazande a la particula por un
objeto puntual con un momento multipolar adecuado. Los casos intermedios requleren emplear
una descripcién mas completa de los efectos del campo electromagnético sobre la particula. En
esta seccion unicamente analizaremos el caso de una particula con dimensiones mucho menocres
que la longitud de onda del haz.

1.3.1. Fuerza de gradiente: aproximacion dipolar eléctrica

Cuando una particula neutra se encuentra inmersa en un campo electromagnético tal que
su radio es mucho menor que la longitud de onda del haz de luz, se induce un dipelo eléctrico
sobre la particula. Para conocer la fuerza ejercida sobre el dipolo eléctrico debido al campo
electromagnético se suman las fuerzas sobre las cargas que componen al dipolo, el cual puede
expresarse con respecto a las coordenadas de su centro de masa al usar una aproximacion lineal
en los campos. Sobre la particula de masa m v carga eléctrica —g localizada en 17 v moviéndose
con una velocidad v1 actua la sigulente fuerza:

d*r v q°
mlﬁ = —g|E(ry,t) + ?1 % B(ry, )

Anilogamente se puede encontrar la expresion de la fuerza sobre la particula de masa ms ¥
carga +¢ localizada en ro y con velocidad vs, al cambiar el subindice 1 por 2 y la carga —g por
+4-g en la expresion anterior. Al sumar ambas fuerzas se obtiene la fuerza sobre el dipolo:

m(rl — I'Q). (169)
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d2r1 erQ Vo Vi
mly + mQW = g E(I‘Q,t) — E(I‘l,t) + ? X B(I‘Q, t) — ? X B(I’l,t) . (170)
Al aproximar los campos anteriores con su serle de Taylor hasta primer orden alrededor del
centro de masa R = (meqry + maors) /M, donde M = my + mg es la masa total del dipolo, se

obtiene para E v B:

B(r,t) =B(R,t)+ {(r— R) - V)B(R, ). (1.72)
Al sustituir en las expresiones anteriores los valores de ry v ro, usar r1 = R — pd/my v

re = R + pd/ms, donde it = meyms /M es la masa reducida y d = ry — r; es el vector posicién
de +q con respecto a —g, se obtiene:

£R 1dR 1dp
1 my — Mo dp

donde p = gd es el momento dipolar eléctrico. Si se supone que la rapidez de las componentes
de R son pequenas comparadas con ¢ y que my = g, entonces la ecuacidén anterior se reduce a:
&R 1dp

M= = (p- VIE(R, 1) + 52 % B(R, ). (1.75)

Supeoniendo que p = aE, donde o es una polarizabilidad constante, v usandoe la siguiente
identidad para el campo vectorial Fy, (Fy - V)F; = V (%\Fl\Q) —F; x (V x Fy) junto con la
ecuacién de Faraday, ¢f. ecuacidn (1.3), se chtiene:

4*R. 1 1a
M—F=a |-VIEf +-=(ExB) . 1.76
o 5 VIE + -2 ( ) (L.76)

El segundo términc del miembro derecho de la ecuacion anterior es despreciable cuando
la. potencia. del haz puede considerarse constante en el tiempo, entonces el Unico término que
compone a esta fuerza es proporcional al gradiente de la intensidad del campo eléctrico, el cual
resulta en una fuerza dirigida hacia las regiones de mayor intensidad, y esta dada por:

&R

87
= §V\E|2. (1.77)

1.3.2. Fuerza de dispersion

En la practica ademas de la fuerza de gradiente es necesario tomar en cuenta la fuerza de
dispersién, también conocida como fuerza de presion de radiacion. La fuerza de dispersién para
una particula inmersa en un medio con Indice de refraccién ny esta dada por [15]:

Fdisp =% (%) C])TI(F)y (178)

donde Cy, es la seccidn transversal para la presién de radiacion de las particulas, Z es el vector
unitario en la direccién principal de propagacién del haz e I(r) es la intensidad del haz. Para
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articulas esféricas pequehas C,, es igual a la seccidn transversal de dispersidn Cyy,, que estd
pr dis»
dada por:

8 e /mr—1\?
Cpr = Catep = gwk @ | s T (1.79)

donde & = 27/ es el nimero de onda en el medio, A es la longitud de onda en el medio, o es el
radio de la particula, m = nq/ns es el inidice de refraccidén relativo y ny es el indice de refraccion
de la particula. Al sustituir la ecuacidon anterior en la ecuacion (1.78), se obtiene:

4 6 2 2
Fuey — 50 0102 (m 1> I(r). (1.80)

3c m2 + 2
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Capitulo 2
()ptica singular: vortices Opticos

Este capitulo estd basado principalmente en el reporte de Mark R. Dennis, Kevin O’Holleran
v Miles J. Padgett sobre Optica Singular [16].

2.1. Introduccién

La primera teoria exitosa en la descripcion de los fenomenos dpticos es la Optica de rayos, que
posteriormente adquirid su cardcter geométrico, conocida por los grieges antiguocs (e.g. Euclides
en el siglo [1] antes de nuestra era). En el siglo 11, Tolomeo intentd encontrar la relacién entre los
angulos de los rayos de luz incidente y refractado, que forman con la perpendicular a la interfaz
aire-agua [17]. La propagacién rectilinea de la luz permitié a [bn-Sahl en el siglo X explicar el
comportamiento de ésta al reflejarse v al atravesar materiales transparentes con diferente indice
de refraccidn, dando lugar a las leyes de reflexién y de refraccidn (también conocida como ley de
Snell). La dltima de estas leyes fue deducida ¥ enunciada por Snell a comienzos del siglo XVII,
en un trabajo no publicado, v por Descartes en el siglo XVII.

En Optica es muy comun encontrar fenémenos asociados con enfocamiento de luz, ya sea
de forma artificial o natural. En los fenémenos anteriores, a un nivel macroscépico, la dptica de
rayos permite obtener una descripcion aceptable de la ubicacién de las regiones brillantes, no es
asl con la intensidad de éstas. El problema con la intensidad es que la convergencia de muchos
rayos conduce a una intensidad infinita, la cual se asocia con singularidades llamadas causticas.

Usando éptica ondulatoria, el analisis de las cdusticas a nivel microscépico, donde la longitud
de onda de la luz es comparable con la regién de observacion, las singularidades infinitas de
intensidad son suavizadas por la difraccién, la cual introduce nuevas estructuras de intensidad
[18, 19]. Aunque es posible observar un nueve tipo de singularidades, que estan asociadas a la
indeterminacion de la fase del campo dptico escalar (en general es una funcion compleja). Las
singularidades de fase forman parte de los fenomenocs ondulatorios, como lo describen John Nye
v Michael Berry en su articulo de 1974, Dislocations in wave trains [20]. Actualmente, a las
singularidades de fase también se les conoce como dislocaciones de onda.

El términe dislocacion se tomo en analogia con las estructuras de las imperfecciones en crista-
les. Las dislocaciones pueden ser de borde, de hélice (conocidas también como vértices) o mezclas
de éstas. Las dislocaciones pueden evolucionar en diferentes direcciones, independientemente del
movimiento de los frentes de onda, por deslizamiento o escalamiento. Ademas, las dislocaciones
pueden Intersectarse, colisionarse, renacer o aniquilarse entre ellas, o ser creados como lazos o
pares [20].

15
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El interés en los vortices Opticos reside en que pueden producirse en campos opticos en la
naturaleza y en el laboratorio, ademas de su relacién con los haces que transportan momento
angular orbital [21].

Las singularidades de fase son caracteristicas de la dptica escalar, ¥ ocurren naturalmente sélo
en las componentes escalares complejas de campos vectoriales. En los campos donde el estado
de polarizacion cambia con la posicion, se pueden presentar singularidades de polarizacion, las
cuales se presentan donde alguna. cantidad que describe a la polarizacidn, como el angulo azimutal
de polarizacion, no esta definida.

El estudic de vdrtices opticos, solitones dpticos, polarizacion, refraccidn conica, campos con
pelarizacién variable en el espacio y su manipulacién, dptica de catastrofes, entre otros, se conoce
Como “Optica Singular”.

2.2. La propiedad matematica fundamental de una dislo-
cacion

Los campos opticos escalares pueden representarse en el planc de Argand de los nameros
complejos. La cantidad que se representa es la amplitud compleja, cuye module es la amplitud
real vy su argumento es la fase. Estos campos se escriben en funcidén del vector de posicion r v
del tlempo t como:

Dlr, ) = £, 1) +in(r, t) = y(r, e, (2.1)

donde £ y n son la parte real e imaginaria del campo, v vy x representan la amplitud y la fase
real del campo, tales que:

Vg(rrt) = gg(rrt) + 772 (I‘,t) (’y(I‘, t) > 0)7 (2'2)
tan(x(r, t)) = n(r,¢)/§(x, 1). (2.3)

De las expresiones anteriores, se observa, que ambas componentes del campo son importantes
en la definicién de su amplitud ¥ su fage. Cuando el dominio de la funcién x(r,t) se encuentra
en (—mw, 7}, a x se le conoce como la fase reducida y se denota por xg.

Una disglocacidn se encuentra en donde la amplitud de la onda se anula, i.e. v(r,?) =0, lo que
Implica que la fase y esta indeterminada. La propledad fundamental de una dislocacion es que
cambia por un multiple de 27 en un circuite cerrado alrededor de ella. La aseveracién anterior
se Incluye en la sigulente expresion:

1 1
§= 5 dr~VX:ﬂ?gdx, 2.4)
C &)

donde ' es un circuito cerrado, y s representa la intensidad total (total strength) de las lineas
de dislocacion encerradas por C, tambien se utiliza el término carga topoldgica de las lineas de
dislocacion. El valor de s puede ser entero, ya sea positivo o negativo, al igual que 0. La expresion
anterior proviene del teorema para las dislocaciones en cristales, el cual establece que el vector
de Burgers se conserva a lo largo de una dislocacion. En ondas monocromaticas, el vector de
Burgers de cada. dislocacién es Afi, donde A es la longitud de onda y 1 es un vector unitario a
lo largo de la normal a una onda no dislocada de referencia, aunque las componentes del vector
paralelas al frente de onda de referencia no son significativas. Por lo que solo la magnitud y el
sentido del vector son necesarios, los cuales estan dados por sA. La definicién de una. dislocacién
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mediante un circuito de Burgers es lo que permite concluir que la ubicacion precisa de la linea
de dislocacién es donde v(r,¢) = (.

Las singularidades de fase de @ se encuentran donde ¢(r,t) =0, i.e. £(r,t) =0y n(r,t) = 0.
En 3 dimensiones, cada una de las condiciones anteriores sobre las componentes del campo repre-
sentan superficies, mientras que ambas condiciones pueden representar curvas. Cualitativamente,
se tienen dos ecuaciones homogéneas con tres grados de libertad debido a las coordenadas, lo
que se reduce a un grado de libertad representado por las lineas de ceros [22]. En 2 dimensiones,
las superficies forman lineas, por lo que las singularidades de fase corresponden a puntos.

2.2.1. Experimento de Young

El experimento de Young de la doble rendija, que demostrd la naturaleza ondulatoria de la
luz al propagarse, ¥ su extensién a tres rendijas servird de ejemplo para ilustrar las propiedades
de las singularidades de fase. El experimento de Young se analiza sdlo en el campo cercano.
Suponiendo que cada una de las fuentes es puntual, que se encuentran en fase y que estan
ubicadas simétricamente respecto al eje s1, la funcidon que describe la interferencia esta dada por:

ik-(r—ry) ik-(r—r3)
s = U (e + 5 ) : (2.5)

|r — 1| |r — rg

donde U7y es la amplitud compleja, k es el vector de onda, 1 es el vector de posicién del punto de
ohservacion, y T1 ¥ I's son los vectores de posicion de cada una de las fuentes. En la Figura 2.1, se
ilustran los patrones de intensidad (se redujo a la unidad el valor maxime en la escala de colores
para observar las franjas oscuras) y de fase reducida producidos por la interferencia entre estas
dos fuentes, en una regién cercana a estas (los ejes coordenados estan escalados con respecto a
la longitud de onda del haz, s; = z;/20 = x;/A con § = 1,2). En los patrones de intensidad y
de fase reducida, se observa cerca de las fuentes el comportamiento propio de una onda. esférica,
mientras que al alejarse de las fuentes, la interferencia de las ondas produce franjas oscuras e
“lluminadas”. En la Figura 2.2 se llustran los ceros de la parte real e imaginaria, y el logaritmo
natural del médulo del campo escalar complejo.

o B N W h 1 @ N @ w o

Figura 2.1: Patrén de intensidad (a) y de fase reducida (b) de la interferencia producida por 9
conUp/A=1,zp=Ayn=1
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Figura 2.2: {a) Curvas de ceros de la parte real e imaginaria del campo escalar complejo o (B
— R{ts), B— (1)), v (b) logaritmo natural del mddulo de 99, con Ug/A =1,z =Ayn =1

Una variante del experimento de Young, al introducir una nueva fuente situada en el origen
(¢ = Upe®™ " /r) entre las dos fuentes del caso anterior tales que 3 = 4o+, muestra patrones de
intensidad y de fase reducida totalmente diferentes a las anteriores. En la Figura 2.3 se ilustran
los patrones obtenidos. En el patron de intensidad, se observan zonas oscuras e “iluminadas” dis-
tribuldas simétricamente con respecto al gje 51, que ya no corresponden a las franjas encontradas
en el caso anterior. En el patréon de fase reducida, se distinguen singularidades de fase con carga
topolégica +1 v -1, las cuales estan asociadas a puntos de intensidad nula (como se observa en
los ceros de 3 en la Figura 2.4), i.e. interferencia totalmente destructiva.

Figura 2.3: Patrén de intensidad (a) v de fase reducida (b) de #5. Las constantes son iguales a
las del caso anterior.
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Figura 2.4: {a) Curvas de ceros de la parte real e imaginaria de s (8 — R{is), B — S(s)) v
sus intersecciones encerradas por circulos negros, y (b) logaritmo natural del mdédulo de 43. Las
constantes usadas son iguales a las del caso con s6lo dos fuentes.

2.3. Revision histérica de los vortices en 6ptica

Las singularidades de fase, ya sean puntos o lineas donde una variable ciclica esta indefinida,
ocurren en diversos sistemas fisicos. En 1836 Whewell propuso la existencia de puntos anfidréomi-
cos en el mar del norte de Europa, estos estan localizados en zonas donde las lineas cotidales
(lineas que representan la misma altura de la marea) convergen [18, 23], ver Figura 2.5. Los
puntos anfidromicos son las primeras estructuras con singularidad de fase reportadas.

Las ideas principales sobre los vortices dpticos se apreciaron en trabajos publicados entre 1940
y 1950. Los vértices fueron observados en circunstancias diferentes por Pearcey (1946), Wolter
(19503, Findlay (1951), Sommerfeld (1954, aunque pudo haber sido antes) y Stratton (1941) [25].

El primer reporte de un vortice optico se debe a Wolter en 1950, al analizar el problema de
la estructura de la interferencia espacial en el problema del desplazamiento de Goos-Hanchen. El
fendmeno anterior, se presenta cuando luz linealmente polarizada asociada a un hag, presenta un
desplazamiento lateral debide al fenémeno de reflexién total interna. El problema lo analizd al
representar el haz incidente como la superposicion de dos ondas planas con direcciones de pro-
pagacion muy cercanas al angulo critico. El haz al interactuar con la interfaz vidrio-aire produce
dos ondas reflejadas, las cuales al interferir con las dos ondas incidentes produce singularidades
de fase ubicadas sobre la normal a la interfaz. El analisis anterior lo hizo usando los coeficientes
de Fresnel de reflexion y transmisién. Wolter observé que en los vortices, las lineas de fase con-
vergen en un cero de intensidad en el vidrio, ademas noto la presencia de un punto silla de la fase
v del flujo de energia en la regién de aire (debido a las ondas refractadas). Como él establecid,
este par de caracteristicas es necesario para tener la topologia global correcta de las lineas de
flujo de energia.

Aunque Wolter senala que el fendmeno de circulacién de energia puede ser muy general en
log campos 6pticos, su trabajo no es tan conocido a pesar de haber sido retomado por Rosu [26].
Boivin, Dow y Wolf (1967} observaron un patron de flujo de energia, muy similar al encontrado
por Wolter, en un campo escalar de difraccion cercano a un foco en el espacio libre.

En 1951 Braunbeck sehala que las lineas de gradiente de fase y las lineas de flujo de energia
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AMPLITUDE UNDER 30 cms.

Figura 2.5: Lineas cotidales del mar del norte representadas por lineas continuas, las cuales
convergen en los puntos anfidrémicos. Imagen tomada de [24].

siempre tienen la misma direccion, y que solo se necesitan tres ondas planas para producir
singularidades de fase, nodos o vortices de energia.

En 1954 A. Sommerfeld dibuja en su libro “Optics” el patréon de interferencia producido por
seis ondas planas con direcciones y nimeros de onda similares. En su figura se observa la aparicién
de tres singularidades de fase, aunque Sommerfeld no les da importancia argumentando que la
intensidad en esos puntos es tan baja que sus efectos no serian detectables en comparacién con
zonas de intensidad variable [27].

La solucién encontrada por A. Sommerfeld de una onda plana difractada por una placa semi-
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infinita presenta estructuras irregulares de vortices en la zona de incidencia y reflexién. El patron
de vértices esta producido por la onda incidente, la onda reflejante y la onda producida en el
borde de la placa, sin la onda de borde, el patrén de interferencia en la zona iluminada serfa una
simple onda estacionaria. En 1952, Braunbek y Laukien calcularon y graficaron esta solucion,
cuyas graficas fueron retomadas en el libro de Born y Wolf [28].

2.3.1. CAusticas

Esta subseccién estd basada principalmente en [19] y [29]. Las cdusticas, en la éptica geométri-
ca, son singularidades infinitas de intensidad, cuyo estudio mas detallado en términos de ondas
estd acompaiiado de singularidades de fase. Especificando un punto () sobre el frente de onda
inicial de una onda monocromatica paraxial como (z,y, f(x,¥)), la distancia desde @ a un punto
de observacién P = (X,Y, Z) por encima del frente de onda (ver Figura 2.6), en la aproximacién
paraxial, esta dada por:

Figura 2.6: Frente de onda inicial especificada por f(x,y), y punto de observacién P. Imagen
tomada de [19].

. (X —zP+ (¥ —9)P° X Y
(Q,P)~ Z — f(x, ;] =<1, =<« 1 2.6
(Q.P)~ 2~ flay) + — 2L < (2.6
Para calcular los rayos a través de P, la condicién es 9l/0x = 0l/0y = 0 con X, Y y Z
constantes. De la funcion [ es posible construir una funcién potencial tipo Fermat, ¢ = —I, en la

que se pueden omitir los términos que no dependen explicitamente de x y ¥, ya que son constantes
bajo la diferenciacion, tal que:

22 +y2 X +yY
Ly X, Y, Z) = fla,y) — :
P(z,y )= f(z,y) 57 t—%

La forma del frente de onda inicial, también puede obtenerse con ayuda de un paraboloide
de revolucion, tal que:

(2.7)

X% 1 ¥
220

donde Zj es la altura de un origen conveniente sobre la caustica. Por lo que la funcion potencial
resulta:

g(x,y) = f(x,y) — (2.8)

oz, y;:6,n.0) = glz,y) + (2 +y°) + &x +ny, (2.9)
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donde x ¥ v son las variables del espacio del frente de onda, conocido como espacio de estado, v
£, 7y ¢ son las variables del espacio de observacidn, conocido como espacio de control, que estan
dadas por:

- (2.10)
Y
- (211)
1/1 1
=1 (ZOZ> (2.12)

El germen de la funcién potencial se obtiene al hacer cero las variables de control en ésta,
te Gr,y) = &(z,y;0,0,0). Los rayos se obtienen al condicionar que la funcién potencial deba
ser estacionaria (principio de Fermat):

P =Py =0, (2.13)

el punto estacionaric de ¢ puede ser, en general, un maximo, un minimo o un punto silla. Las
condiciones de rayos proveen un mapeo de gradiente entre el espacio de estado y el espacio de
control. Para cada punto en el espacio de estado, se encuentra un punte en el espacio de control,
mientras que en la relacion inversa, a un punto del espacio de control le pueden corresponder
varios puntos del espacio de estado o ninguno.

Una cdustica se obtiene al variar (£,7) hasta encontrar una envolvente de la familia de rayos
encontrados anteriormente. Por lo que ¢ tendra que ser estacionaria a orden mayor a uno. Al
diferenciar las condiciones de rayos (2.13), en una caustica se busca que los desplazamientos
diferenciales dx y dy para los que d€ = dn = d{ = 0, obteniéndose un sistema de dos ecuaciones
con dos incégnitas (dr y dy), cuya solucién existe si el determinante de los coeficientes es cero,
ie.,

Qsasxﬁbyy - iy = 0. (214)

El teorema de Thom, de la teoria de catastrofes, clasifica e indica el numero de causticas es-
tables estructuralmente (diferentes entre ellas) dada la dimensidn del espacio de control, llamada
la. codimensién C, y provee las formas estandar de las funciones potenciales. Si ¢ < 4 entonces
existen 7 catastrofes, conocidas como elementales por la dimensionalidad del espacio-tiempo. Los
casos con C > 4 fueron estudiados por el matematico ruso V. L. Arnold (1975) [30, 31]. En la
Tabla 2.1 se muestran las formas de logs gérmenes de las siete catastrofes elementales.

Tabla 2.1: Catastrofes elementales.

Nombre Codimensién | Germen
Daoblez 1 % 4 42
Cuspide 2 +t 442

Cola de golondrina 3 % 4 42
Mariposa. 4 +a8 4+ 42
Umbilico hiperbdlice 3 % 4 29?
Umbilico eliptico 3 % — zy?
Umbilico parabdlico 4 4+ zy?
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Para un frente de onda unidimensional, la distancia de un punto de observacién P = (X, Z)
a un punto del frente de onda, ¢f. ecuacion (2.6), esta dada por:

I(z;£,{) =R —g(z) — ¢z — £z = R~ ¢(5;£,0), (2.15)
donde R =27+ X2/27.

La aproximacién semiclasica para el estudio de la difraccion en términos de rayos, al proveerlos
de amplitud y fase, permite la interferencia entre ellos. Aungque su prediccién de la amplitud de
la onda en la caustica es infinita, ademas de presentarse una discontinuidad de la zona brillante
a la oscura, donde predice una amplitud cero.

Considerando un frente de onda inicial con amplitud uniforme v unitario, es posible expresar
la perturbacién ondulatoria, v, en un punto P = (X, 4} como la contribucién de ondas cilindricas
provenientes de elementos diferenciales dax:

oo
w(i,C):KfFlfge““l(z;f’@dz, (2.16)

donde K es una constante. Al sustituir en la ecuacidén anterior la aproximacién I ~ R en la
amplitud del integrando, y el valor de K al calcular +:(0,0) para un frente de onda inicial plano,
ge obliene:

B A12
#EO =R (1) IO, 2.17)
2
donde J(£,¢) es la integral de difraccién y estd dada por:
+oo
J(E, () = f e~ @80 gy (2.18)

El resultado anterior indica que a cada caustica producida por una funcion potencial ¢(z; £, ¢)
le corresponde un patrén de difraccion caracteristico. En la lista de Thom, la primera catastrofe
es el doblez (fold) y su patrén de difraccién corresponde a la funcién Airy, mientras que la
gegunda catdstrofe es la cispide (cusp) y su patrén de difraccién es la funcién Pearcey, la cual
presenta singularidades de fase.

En 3 dimensiones las catastrofes de difraccion presentan singularidades de fase con forma de
lineas infinitas, lineas rizadas y lazos cerrados: el umbilico eliptico fue estudiade matematica,
numérica ¥ experimentalmente por M. V. Berry, J. F. Nye y F. J. Wright en 1978 [32]; el
umbilico hiperbolico y la cola de golondrina fueron estudiados por J. F. Nye en 2006 y 2007,
respectivamente [33, 34].

2.4. Tipos de vértices opticos: borde, hélice y borde-hélice

Mucha de la terminologia usada para describir a los fendmenos que se presentan en la dptica
singular, como genericidad, estabilidad estructural y despliegue, provienen de la teoria matemati-
ca de catastrofes y la teoria de singularidades [35]. Los vértices épticos son estructuralmente
estables ya que su topologia no cambia bajo perturbaciones pequehas (aunque su posicidén puede
cambiar) [22, 36]. Los vdrtices con carga topoldgica mayor a la unidad son inestables y bajo
perturbacion se despliegan a vortices mas estables, con carga topeldgica uno.
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El estudio de los vortices opticos comenzd con la publicacion en 1974 del articulo de J. F. Nye
v M. V. Berry Dislocations in wave trains [19]. El trabajo anterior establecid a las singularidades
de [ase como estructuras generales y ubicuas de la interferencia en la fisica ondulatoria. El término
dislocacién de onda se tomé por las similitudes entre las estructuras en las singularidades de fase
v las dislocaciones en redes cristalinas. La sigulente funcion de onda contiene una dislocacion de
borde-hélice [19], que esta ubicada en el plano 3z a un angulo d con respecto al eje ¥, que pasa
a través del origen en ¢t = 0 y se mueve paralela al eje z con velocidad «

¥ = Aglkz 4 i8] (kz — wt) — Bsky] fexp [i(ke — wi)], (2.19)

donde Ag, 8% v 85 son constantes (8% = fcos(8) v A, = fsen(d)), k = 27/A es el nimero de
onda, A es la longitud de onda, w es la frecuencia angular, r y z son las coordenadas espaciales
v t es el tiempo. De (2.19) se obtiene la fase como:

Bilkz — wt) — Baky
kx

Sid = /2 entonces 8% = 0 corresponde a una dislocacién de hélice, mientras que ¢ = 0 esta
asociada con una dislocacién de borde. En la Figura 2.7 se ilustran los patrones de fase reducida
asociados a estas dislocaciones en ¢ = 0 con las coordenadas espaciales escaladas por A, s; = /A
con 7 = 1,2. De (2.20), se observa que el patrén transversal de fase de la dislocacién de hélice
describe frentes de onda helicoldales con periodicidad A debido al término £z, mientras que en
la dislocacion de borde el patron de fase es el misme para cualquier valor de s, 810 < d < 7/2
entonces se tlene una dislocacién de borde-hélice, y los frentes de onda alrededor de éste son, en
general, helicoidales.

+ kz — wt. (2.20)

y = arctan

205 15-10-05 0.0 05 1.0 15 2.0
851

(b)

Figura 2.7: Patrén de fase reducida en ¢ = 0 de una dislocacién de (a) hélice en s3 = 0 con
3 =1, v de (b) borde en 82 = 0 con 8 = 1. En ambos casos se utilizd 4o =1y 5 =1.

La configuracion de vortices épticos en campos monocromaticos es estatica, aunque en ondas
pulsadas o cuasi monocromaticas pueden moverse. En general, los campos pueden ser mas com-
plicados que (2.19), por lo que la distincidén entre dislocaciones de borde y de hélice es menos
evidente. La aparicion de vortices opticos en los ejes de los modos transversales de un laser v su
relacion con el momento angular orbital es lo que ha dado lugar al interés en los vértices dpticos.
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2.5. Creacién de un vértice optico

El primer estudio tedrico y experimental de haces que contienen vortices se hizo en los 70%
por Nye, Berry y Walford, al estudiar ondas ultrasénicas dispersadas por una superficie rugosa.
La produccién controlada de campos opticos con vortices opticos se hizo posiblemente en 1979
por Vaughan y Willets, quienes estudiaron las propledades de los haces de luz con una estructura
helicoidal en la fase y su interferencia. a lo largo del eje del haz.

En 1989, Coullet, Gil v Rocca usaron el término “vértice dptice” para describir un posible
modo de ldser que podia ocurrir en cavidades con nimerc de Fresnel grande. El modo laser
natural que contiene un vértice éptico es uno de la familia Laguerre-Gauss (LG 5, donde |I] ¥

p son los Indices del polinomio asociado de Laguerre LE'). El conjunto de los modos LG es una
opcion de base ortogonal completa para representar haces de luz arbitrarios. El modo Laguerre-
Gauss mas simple (LG o) es un anillo circular en intensidad con una singularidad a lo largo del
eje de propagacion.

En los 90°s comenzd la investigacion del uso de elementos opticos difractivos para la produc-
cién de haces con vortices usando haces espacialmente coherentes con frentes de onda casi planos.
En 1990, Soskin y sus colaboradores sefialaron que si un haz de luz se hacia pasar por una rejilla
de difraccion, que incluye una dislocacion de borde en su centro, entonces el primer orden del
haz difractado contenia una singularidad éptica [37]. El disefio holografico de “tenedor” es usado
en la generacion de vortices, y puede ser implementado como una rejilla de amplitud o de fase.
Para la rejilla de tenedor, cada orden se difracta a angulos diferentes, por lo que s6lo se necesita
un filtro espacial para seleccionar el primer orden.

El primer estudio tedrico del momento angular en vértices dpticos fue realizado por J. C.
Maxwell, ¥ posteriormente fue retomado por L. De Broglie. El estudio experimental del momento
angular en haces de luz fue relizado por L. Allen et al. [21] y M. Beijershergen et al. [38] en los
90’s. Su estudio estuvoe basado en haces producidos por lentes cilindricas para convertir los modos
transversales HG {Hermite-Gauss) en LG. Cada modo HG con indices m y n es transformado
en un modo LG con indice azimutal { = (i —n) e indice radial p =min{m, n). Aunque las lentes
cilindricas ofrecen una transformacion sin pérdidas entre los modos HG y LG, se requiere la
generacion de un haz HG de orden alto como entrada, y puede presentarse astigmatismo residual
en el modo LG por imperfecciones o mala alineacién de las lentes. Lo anterior resulta en una
secclon transversal no circular y en la separacion de los vortices con carga topologica mayor en
otros con carga topoldgica menor durante la propagacién [39].

En 1993, Woerdman, Beijersbergen, et al. construyeron componentes Opticos, para generar
haces con vértices épticos, conocidos como placas espirales de fase, que se implementaron como
alternativa al método anterior que produce astigmatismo. Las placas espirales de fase estan
basadas en el retraso producido en un frente de onda al atravesar un material con indice de
refraccion n y un grosor determinado. Bajo transmision una onda plana puede adquirir un vortice
optico con carga topoldgica s a lo largo de su eje de propagacion usando una placa espiral de
fase con grosor At = ¢{n — 1)sA/2r, donde ¢ es el Angulo azimutal, v A es la longitud de onda
del haz. La elaboracidén de placas de fase con indice de refraccion constante en el espectro optico
requiere una elaboracién precisa en ¢ = 0, donde la altura del paso es (r — 1})sA.

Uno de los métodos para generar vortices Opticos con mayor facilidad y flexibilidad esta
basado en los hologramas generados por computadora. Los componentes 6pticos difractives han
sido ampliamente mejorados por la disponibilidad comercial de los moduladores espaciales de luz
(SLM por sus siglas en inglés). Los SLM de reflexién estan formados por un arreglo rectangular
de dispogitivos pixelados (e.g. 1024x760), que se alinean con voltajes, lo cual le imprime a la luz
reflejada una variacion espacial de fase mediante un holograma formado en una computadora.
Los SLM son ampliamente usados para la. generacién de haces arbitrarios, que se usan en pinzas
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Spticas [40], en Optica atémica [41] o en enredamiento cudntico [42].

La coherencla espacial y temporal de los haces de luz no es necesaria en la produccion de haces
de luz que contienen vortices épticos. Hasta aqui, los vértices opticos que han sido analizados se
han pensado con luz monocromatica. Si salimos de este esquema cada una de las componentes
espectrales genera su propia red de singularidades de fase, en general éstas no se traslapan, por
lo que &l resultado es una distorsion espectral variable en el tiempo en vez de puntos alslados de
oscuridad [43, 44].

La generacidn experimental de vértices épticos con luz blanca no es tan sencilla. No es posible
usar una placa espiral de fase estandar, ya que sdle funciona para una longitud de onda. Un
holograma de tenedor introduce una fase helicoidal en cada componente espectral de la luz
blanca, pero también introduce dispersion angular, lo que resulta en una separacién entre los
vortices de cada longitud de onda.

2.6. La estructura de singularidades de fase épticas

El estudio de las singularidades en los campos épticos, como las de fase, es porque ellas orga-
nizan la estructura espacial global del campo dptico, 7.e. las singularidades forman un “esqueleto”
para las estructuras de intensidad y fase [19, 45]. La informacién sobre el resto del campo debe
estar en su configuracion espacial, y en la estructura local de fase e intensidad cerca de los puntos
o lineas de vortice.

En los campos bidimensionales complgjos, la representacion de £ v 77 en el plano complejo
conlleva a que en los puntos de vortice las cuatro regiones del planc se encuentren. Lo anterior
conduce al principio de signo, que fue establecido y estudiado en el contexto de los campos
aleatorios por Freund y sus colaboradores , el cual establece que los puntos de vortice adjuntos
gobre un contorno nulo de £ y 7 (o en forma més general, cualquier contorno de fage constante)
deben tener signos opuestos. Una excepcion a este principio ocurre cuando hay un punto s=illa
gobre la linea de contorno de fase entre dos vortices: en este caso los vértices tienen la misma
carga. topolégica.

Los vdrtices pueden ser isotrépicos o anisotrépicos. Los vértices anisotrépicos pueden formarse
facilmente al superponer dos haces con vortices con carga topoldgica +1, e.g. una combinacion
lineal de los modos Laguerre-Gauss atray1,0+b¢¥ra_1.0. Cerca del origen, la superposicién tiene
la. siguiente forma.

alz +iy) + bz — iy) = (a+ b)z + {a — by, (2.21)

el cual es anisotrépico si ambos coeficientes a,b # 0, y el signo del vértice depende en cual
de log valores |a| y |b| es mas grande. En términos de conservacién de momento angular, esta
superposicion es la generacion de movimiento eliptico por dos movimientos circulares de signo
opuesto. La forma mas general de describir la anisotropia eliptica local de un vortice es con los
parametros de Stokes, que se usan para describir la polarizacion eliptica.

Los vértices con carga topoldgica alta, ¢.e. aquellos en los que la fase cambia por multiplos
enteros (mayores a 1) de 2w, también ocurren aunque son inestables. La forma permitida de tal
vortice esta determinada por la ecuacion de onda que el campo satisface. En particular, cualquier
golucién local a la ecuacién de Helmholtz o ecuacién de onda paraxial en el plano zy satisface
localmente la ecuacién de Laplace V24 = 0, ya que cerca del cero, cualquier término proporcional
a 1 desaparece a un orden mayor. La solucién més general, proporcional a, plfl | es (con el vértice
en el origen)

P alr + iy)‘sl + bz — iy)‘sl para un vértice con carga topolégica s, (2.22)
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donde a y b son nimeros complejos, con |a| > (<)[b] sl s > (<)0 [45]. Con esto, los vortices
anlsotropicos de mayor carga topologica pueden ser descritos por la misma parametrizacion que
los vértices con carga topologica 1. También para satisfacer la ecuacion (2.22) en el vortice, o
debe satisfacer |s|(|s| + 1) ecuaciones. En términos de la expangién en serie de Taylor alrededor
del vértice, no pueden haber términos de orden menor que |s|, ¥ todos los términos de orden |s|
deben aparecer. Por lo que los vértices con carga topoldgica alta son inestables bajo perturbacion.
Ninguna sclucién para |s| > 1 es posible: los vértices de orden alto perpendiculares a la direccién
paraxial de propagacion estan prohibidos [45].

Los vortices con carga. unitaria son estructuralmente estables y, generalmente, bajo pertur-
bacién sélo cambian de posicidén y su estructura eliptica local. Un vdrtice con carga topolégica. s
mayor a la unidad, es inestable y tipicamente se separa en |s| vdrtices con carga topoldgica igual
al signo de s.

Dos vdrtices puntuales de signo contrario también pueden aproximarse y aniquilarse, o nu-
clearse como un par. Un ejemplo simple perc general es

P~ ax? — o+ iby, (2.23)

donde a, b v ¢ son nimeros reales. Cuando ¢ es positivo, esto representa un par de vértices con
carga topoldgica 1 en x = :i:-\/c/_a, 7y = 0. La anisotropia de estos vortices es proporcional a
c. Cuando ¢ se aproxima a cero los vértices se aproximan, aniquilandose cuande ¢ = 0. Cuando
e < 0, la ecuacidn (2.23) no tiene ceros, por lo que el par de virtices se aniquild.

En 3 dimensiones los vértices dpticos son lineas, ya que los contornos de ceros de los campos
escalares complejos son unidimensionales, las cuales ocurren a lo largo de las intersecciones entre
las superficies de ceros de las partes real e imaginaria, que pueden tener una topologia muy
complicada. La direccion de la linea de vértice, que se encuentra en las dos superficies, es normal
a las perpendiculares de ambos planos. Por lo tanto, la configuracion de vortice esta determinada,
por la geometria de la interseccién entre las superficies nodales £ =0, n = 0.

La geometria y topoelogia de la interseccion puede ser muy complicada, abarcando vértices
de lazo, enlace, punto, etc.. En el contexto de ondas lineales, la ecuacion de onda puede imponer
restricciones en la topologia de las superficies nodales. Cuando se varfa un parametro en una
superposicion tridimensional de ondas, en general, las lineas de vortice se mueven [20] ¥ pueden
interactuar topeldgicamente. Aunque es posible obtener construcciones de ondas, cuyas lineas de
vértice pasan una sobre otra sin provocarle cambios.

A lo largo de una linea de vértice, tipicamente las superficies de fase son giros helicoidales
(como en una dislocacién de hélice). En general, este giro no es uniforme v estd relacionado con
la elipse de anisotropia a lo largo de la linea.

No parece haber restricciones fuertes en las topologias de las lineas de vortice en tres di-
mensiones. Las topologias de vortice complicadas no pueden ser estables, bajo perturbaciones
grandes, los nudos ¥ log enlaces podrian disolverse por reconexién [46]. En general, encontrar
una superposicion de ondas que implemente épticamente clerta topologia de vértice puede ser
dificil, a pesar de no estar prohibida.

2.7. Deteccion de vértices opticos

Esta seccién estd basada principalmente en [47]. Debido a la naturaleza de un vértice dptico,
el cual produce regiones oscuras, resulta dificil detectarlo en un patrén transversal estacionario de
intensidad, y mas ain conocer su carga topoldgica. Aunque se ha reportado un método indirecto
para la deteccion de vortices dpticos, la técnica de imagenes astigmaticas, las limitaciones de este
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método a patrones con simetria cilindrica y la imposibilidad de ubicar a los vortices no permiten
extender su uso a patrones mas generales.

La técnica interferométrica para la deteccidon de vortices dpticos, permite la identificacidn
directa de los vortices. La técnica consiste en la observacion del patron de interferencia producido
por un haz con vdrtice éptico y una onda plana, cuya direccién de propagacion es muy cercana,
a la linea de vdrtice dptico. Considerando un patrén con una singularidad de fase con carga
topolégica unitaria, compuesta por los modos TEMy, y TEM1y propagandose en la direccion z
con una diferencia de fase mutua de 7/2. El campo eléctrico escalar de este patron sobre el plano
perpendicular al eje z esta dado por:

g e ko®
Py = ?’DOW exp (tice) exp (W) exp (22R> + c.c., (2.24)
donde k representa el nimero de onda, p la coordenada radial, W el tamafo del haz en la
pantalla, R el radio de curvatura del frente de onda vy o la coordenada azimutal. El signo £
indica la quiralidad de los frentes de onda helicoidales. W vy A estan dados como en el haz
Gaussiano (subseccién 1.1.4). Suponiendo que el radio de curvatura es muy grande (R 3 p), se
obtlene la sigulente aproximacion a 4 :

Py = d)o%[cos (@) + isen(a)] exp (—;;2) . (2.25)

En la Figura 2.8 se ilustran los patrones de intensidad y de fase reducida de ¢4, en las figuras
ge usaron coordenadas adimensicnales s; = z/A ¥ 85 = y/A, donde A es la longitud de onda. del
haz. El patrén de intensidad es el mismo para t_, mientras que el de fase es similar, s6lo que
las fases se recorren en sentido opuesto.

3 x1¢°

Figura 2.8: Patrén de (a) intensidad y de (b) fase reducida de ¢y con ¥y = 1, Wy = 100 um,
A=1pmy z=230cm.

Haciendo interferir /4 con una onda plana uniforme viajando en una direccién k = k,x + k.2
muy cercana a la direccidn de propagacion de oy, i.e. k; > ke y b 3 ky, dada por

u=ugexp|[—i(kx + kyy + k:2)], (2.26)
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se obtiene (en coordenadas cartesianas)

Ty =y +u (2.27)
2 .2
_l’_
= d)o% axp (W) + ug cos (ke + kyy + ko2) (2.28)
_ 22 4 o
+1 {:ﬁ:@bogf exp (_vay> — ugsen(kx + kyy + kzz)} . (2.29)

Definiendo las componentes del vector de onda usando coordenadas esféricas con el angulo
polar € v el dngule azimutal ¢, ¥ escalando las coordenadas espaciales como en el caso anterior,
ge obtiene para ¥4 con ¢ = 0O:

+ ug cos {271' (s1sen(f) + s3 cos (6)] } (2.30)

A ANE L,
llfi:wowslexp 3 (81+82)

. A AT o o
+4 j:d)oWSQexp —w (57 +s3)

En la Figura 2.9 se ilustra el patrén de intensidad de ¥_ y ¥, . Se observan franjas brillantes

_ uosen{ 27 [s1sen(8) + s3 cos (6] } } . (2.31)

y oscuras en todo el planoc, aunque en el ceniro, donde esta ubicada la singularidad de fase,
se encuentra que una franja brillante se separd en dos, v que los patrones estan invertidos.
La observacion de los defectos anteriores permite detectar y ubicar experimentalmente a las
singularidades, ¥ distinguir los signos de éstas. Los vortices de mayor carga topoldgica producen
un mayor numero de franjas separadas.

3 »10° *10°

Figura 2.9: Patrén de intensidad de (a) W_ y (b) ¥ conefg =1, up = 0.2, # = 0.15°, Wy =
100 pm y A = 1 um. Los planos de observacién estdn en s3 = 3 x 10°,

Es importante mencionar que el plano transversal de observacién tiene que ser lo mas per-
pendicular posible a la linea de vdrtice, para garantizar el patrén de tenedor obtenido en la
interferencia con la onda plana. De otra forma no sera posible distinguir y ubicar al vdrtice
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optico. En la Figura 2.10 se ilustran los patrones de intensidad de las interferencias entre la onda
plana % y un campo con una linea de vértice dptico, ¢f. (2.19), el cual forma un angulo § con
respecto al eje y en el plano yz, para valores diferentes de 4. El campo de interferencia es:

Ur = 27 Ag[s1 + (8L ss — Besa)] exp (i2ms3) (2.32)
+ ug exp{—i2m[s1 sen (#) cos (¢) + s sen (F) sen (¢) + s3co2 (P)]}, (2.33)

donde 8} = fcos (§) v 8; = Bsen(d), y se hizo ¢ = 0. Los ejes estan escalados con la longitud de
onda del haz (s; = 2;/A, j = 1,2) v el plano transversal de observacion es s3 = 0 en todos los
casos, ya que para cualquier valor de ¢ el vértice se encuentra en el plano s1s5. En el caso extremo
en el que la linea de vdrtice se encuentra en el plano de observacion, se obtiene un conjunto de
lineas discontinuas, que no se pueden asoclar con un tenedor.

81

(d)

Figura 2.10: Patrones de intensidad producidos por W. (a) 6§ = 7/2rad, (b) § = w/16rad, (c)
& =7/32rad, (d) 4 = Orad. En todos log planos se tomé Ap =1, f =1 v 83 = 0, mientras que
para cada plano se tomd uwg = +/max |32,



Capitulo 3

Catastrofes de difraccion: el
doblez y la cuspide

3.1. La funcién Airy

A Sir George Biddell Airy (1801-1892) se relacionan muchos fendmenos como la espiral de
Alry, que es un fenomeno oOptico observable en cristales de cuarzo, el punto de Airy que se
encuentra en el patron de difraccién producido por una abertura circular, donde se encuentra
una funcién Airy diferente a la que se menciona aqui, o la funcién de esfuerzo de Airy que él
introdujo en sus trabajos sobre elasticidad [48]. Ademas, él introdujo en 1838 una funcidn para
estudiar la intensidad de la luz en la vecindad de una caustica, que se conoce como funcion Airy
[49].

Actualmente, se utiliza la notacion Introducida en 1928 por Jeflreys para representar a la
funcién Airy. Las funciones Airy homogéneas Ai{z) y Bi{z) en su forma integral para variable

real [48, 50, 51]:

17 e
Ai(z) = — / cos (3 + .’L‘t) dt, (3.1)
T

0]

Bi(z) — % 70 {exp (—’i + a:t) + sen (’i + ztﬂ i, (3.2)

son soluciones de la ecuacién diferencial homogénea de segunde orden

v —zy =0, (3.3)

conocida como la ecuacion de Alry, la cual es una aproximacion de la ecuacién diferencial de
segundo orden v + F(z)y = 0, donde £ es una funcién de z. La aproximacién consiste en
considerar el desarrollo a primer orden en la serie de Taylor de F(z) alrededor de un punto de
retorno zq, F(xg) =0, con F'(zq) # 0.

En la Figura 3.1 se ilustran las graficas de Ai(z) y Bi(z), se observa un comportamiento
oscilatoric ¥ decreciente en z < 0 conforme z decrece para ambas funciones. En z > 0, Ai(z)
(Bi(z)) decrece (crece) rapidamente al aumentar z. Las observaciones anteriores pueden verificar-
se analiticamente al analizar las expansiones asintdticas de cada funcién en los semiejes positivo y

31
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Figura 3.1: Gréficas de las funciones Ai(x), Bi(x), Gi(z) y Hi(z) en (—14,4).

negativo [50, 51]. Las funciones Ai(z) y Bi(z) pueden representarse como combinaciones lineales
de las funciones Bessel de orden 1/3.
La ecuacién diferencial inhomogénea de segundo orden:

1
Yy —zy=+—, (3.4)
m

tiene como soluciones a las funciones Airy inhomogéneas Gi(z) y Hi(x), también conocidas como
funciones Scorer, para el signo 4+ y — respectivamente. Sus expresiones integrales estdn dadas
por [48, 50, 51]:

+oo
G'()—l/ o (2 at)at (3.5)
i(2)=— [ sen{ 5 +z ! :
0
+oo
, 1 ¢3
Hi(zx) == [ exp —g—l—xt dt. (3.6)
7
0

En la Figura 3.1 se muestran las gréficas de Gi(z) y Hi(x). Las funciones Gi(z) y Hi(z) se
relacionan con Bi(z), ¢f. ecuacién (3.2), por:

Bi(z) = Gi(z) + Hi(x), (3.7)

de donde Gi(z) resulta ser una funcién que decrece a cero en el semieje positivo, en términos de
dos funciones que divergen.

La funcién Ai(x) es solucién a la ecuacién de Schrodinger de una particula que se mueve en
un campo externo uniforme en el espacio [52], e.g. un campo gravitacional o un campo eléctrico.
En 1979 M. V. Berry y N. L. Balazs muestran que la funcién Ai(z) es solucién de particula libre
en la ecuacién de Schrodinger, y que presenta una densidad de probabilidad que se propaga en
el espacio libre sin modificacién y describe un perfil parabélico [53].
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3.2. Haz Airy

Debide a la similitud entre la ecuacion de Schrédinger v la ecuacidn paraxial de difraccion, es
posible asociar una funcién de onda con un haz. En (jptica, el estudio de los haces adifraccionales
(aquellos cuyos patrones transversales de intensidad no se modifican durante la propagacidn),
como el haz Bessel bidimensional (2I}), ha dado lugar al descubrimiento de otros haces adifrac-
cionales en 2D y 3D, los cuales pueden representarse como una superposicion de ondas planas.
Una consecuencia de la adifraccion de los haces es que poseen una potencia infinita, por lo que
no son realizables. En la practica, estos haces son truncados por una abertura, lo que resulta en
una ligera difraccion en ellos durante la propagacion.

La ecuacién paraxial de difraccion, ¢f. ecuacién (1.30), admite la solucidn adifraccional Airy

53):
o (gﬂ exp (zs% _ %) (3.9)

donde s = x/x¢ v ¢ = z/ka? son coordenadas adimensionales escaladas por zp v kx3 (rango
de Rayleigh), respectivamente, zg es el factor de escala, & = 27n/A es el nimero de onda, n
es el indice de refraccién del medic y A ez la longitud de onda del haz. De (3.8) se obtiene la
intensidad del haz como |¢(s,{)|* = |Ai[s — (¢ /2)?]|?, cuyos patrones transversales a la direccién
de propagacion estén caracterizados por describir un perfil parabdlico {2 = 4s (ver Figura 3.2),
que en { = 0 estd dado por |#(s,0)[? = |Ai(s)|>. Debido a que Ai(z) no es una funcién de
cuadrado integrable, ya que diverge a +cc, por lo que ¢(s, {} posee energia infinita.

a(s,{) = Al

Figura 3.2: Patrén de intensidad del haz Airy, se observa, el perfil parabdlico y la adifraccién del
haz.

En 2007, G. A. Siviloglou y D). N. Christodoulides describieron un haz de luz Airy al modular
a la funcién Airy con una funcién exponencial de apertura [54], tal que en la entrada del sistema
#(s,0) = Ai(s)exp (as), donde a > 0 es el factor de decaimiento. Con lo anterior, la parte
oscilante de la funcién Airy en s < 0 queda contenida por la exponencial, mientras que para
s > 0 no hay cambios relevantes debido a que la funcién Airy decrece mas rapidamente que la
exponencial de apertura. Usando la condicion anterior y la ecuacion paraxial de difraccion, se
obtiene la siguiente solucidn:
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2 3 2
exp (as _a z% + é%g + z%) . (3.9)

. NV
d(5,{) = Al {s— (§> +2al 5

Lo anterior se hizo con el fin de garantizar la convergencia de la potencia del haz y hacerla
realizable. Cuando a = 0, (3.9) se reduce a (3.8). El haz Airy paraxial bidimensional como
superposicién de ondas planas [55] estd dado por:

+oo 3
1 {hk%g .
qsgl)(s’g) — 5 / dks&gl)(ks)e . {ngl)(ks) — pla—iks) /3’ (3_10)
m

— XD

donde k; = kxzg v el espectro angular del haz, &(31) {(ke), posee un términe gaussiano que modula
y limita la amplitud de los términos &; que contribuyen a la Integral, esto forzosamente esta
relacionado con la validez de la aproximacion paraxial utilizada en (3.10). En la Figura 3.2
se ilustra el patron de intensidad y de fase reducida de un haz Airy con a = 0.03, se observa
claramente el perfll parabolico y la simelria con respecto al eje s del haz. A pesar de la modulacion
del haz debido al factor de decaimiento, es posible observar que el haz se vuelve cuasiadifraccional.

Figura 3.3: Patrén de intensidad (a) v de fase reducida (b) de un haz Airy bidimensional de
energia finita, con a = 0.03.

De la integral de difraccidn (3.10), se obtiene la siguiente funcién potencial:

3 2
dlksy 5,8) = kss—angJr};—sf kac, (3.11)
cuyo germen, ¢(ke;0,0) = —a?k, + k3/3, corresponde al doblez, la primera catdstrofe en la lista

de Thom (Tabla 2.1). Usando las condiciones generales para obtener la caustica, of. ecuaciones
(2.13) v (2.14), para una funcion potencial con una variable de estado (k.) v dos parametros de
control {s,¢), se obtiene:
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dp. =85 —a® + k2 — k< =0,
r .k, = 2ks — ¢ =0.

Los rayos tangenciales a la cdustica se obtienen de (3.12), mientras que la ecuacidén de la
caustica se obtiene al sustituir el valor de k; hallado en (3.13) en la ecuacion (3.12), resultando:

(s —a?) — S (3.14)

La cdustica corresponde a una parabola que abre hacia la derecha, con valores s > 2. En la
Figura 3.4 se ilustran algunos rayos que producen la caustica asociada al haz Airy, en una regidn
del espacio (s,¢), con & = 0. La seccién a la izquierda de la cdustica que involucra dos rayos es
de enfocamiento, mientras que la seccion a la derecha de la caustica que no presenta rayos es
oscura, es esta discontinuidad en el nimero de rayos lo que da lugar a la caustica. De (3.12) y
(3.14), e ohserva que si @ > 0 entonces los rayos v la caustica obtenidos con o = 0 se desplazan

a? hacia la derecha.
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Figura 3.4: Rayos (lineas negras) y caustica {linea roja) asociadas a un haz Airy bidimensional
con a = 0. La caustica corresponde a un doblez.

La generalizacién del haz a tres dimensiones se obtiene directamente de la solucidén anterior,
va que es posible resolver la ecuacion paraxial de difraccion tridimensional por separacion de

varliables, obteniendo:
Hhr ey (51,52, C) = B (51, Q)@ (32, ). (3.15)

En la abertura se tiens qzﬁggl),az(sl,SQ,O) = Ai(s1)Ai(s2) exp (z/w1) exp (y/wa), donde wy =
xo/a1 v we = xg/ag representan los anchos de la apertura rectangular. En la Figura 3.5 se ilustra
la isointensidad de un haz Airy tridimensional en perspectivas diferentes con a1 = as = 0.03,
zg = 100 pm y w1 = we = 3.33mm. Se observa que el haz Airy tridimensional de energia finita
es cuasiadifraccional y se desplaza en la direccidn (81,82) del plano transversal. El haz Airy
tridimensional fue realizado experimentalmente por primera vez por I). N. Christodoulides, et
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-5
-10

(c)

Figura 3.5: Isointensidades (0.01) de un haz Airy paraxial tridimensional con a; = az = 0.03.

al., en 2008, quienes estudiaron tedrica y experimentalmente la propiedad de autoreconstruccion
del haz y observaron el perfil parabdlico que éste describe [56]. La autoreconstruccion de un haz
consiste en que éste tiende a reformarse durante la propagacion a pesar de haber sido bloqueada

una parte de él.
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3.3. La funcién Pearcey

La integral de Pearcey esta dada por:

oo
[ xt?
Pe(z,y):fexp i Z+7+yt dt, (3.16)

donde x v y son variables de posicién adimensionales y escaladas. La funcién Pe(z, v/) fue utilizada
por T. Pearcey en 1946 para estudiar la estructura de un campo electromagnético en la vecindad
de la cuspide de una caustica, al dibujar contornos del médulo y la fase de la funcién [57].

3.4. Haz Pearcey

Andlogamente al haz Airy, se introduce el factor de decaimiento (a) en el haz Pearcey [55],
que estd dado por:

17 (k) T
507(0.0 = o [ argOr) ) g =eF )
yig

En la Figura 3.6 se ilustra el patrén de intensidad y de fase reducida de este haz con a = 0.03,
donde se observa la simetria del haz con respecto al eje {. El patron de intensidad muestra
maximos locales, de los cuales el maximo conocido como cispide, esta localizado en (0,2). Asi
mismo, el patron de intensidad permite ubicar zonas oscuras, que en el patrén de fase reducida
corresponden a singularidades, las cuales aparecen por pares dentro del haz vy solas fuera de éste.
Las singularidades de fase asociadas a esta integral de cusplde fueron analizadas y reportadas
por M. V. Berry, . F. Nye y F. J. Wright en 1978 [32]. El haz Pearcey posee las propiedades de
autoenfocamiento y autoreconstruccién [58].

(a)

Figura 3.6: Patrén de intensidad (a) y de fase (b) de un haz Pearcey bidimensional de energia
finita con a = 0.03.
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De (3.17), se obtiene la siguiente funcién potencial para el haz Pearcey:

ke k¢
QIS(;CS,S,C) - Z Jr kssf 2 ]

cuyo germen, ¢(k,;0,0) = k}/4, correspode a la ctspide en la clasificacién de Thom. Las condi-
ciones de rayos y de caustica resultan en:

(3.18)

b = kS + s — ko =0, (3.19)
brok. = 3ky — =0. (3.20)

De las expresiones anteriores, la ecuacion de la caustica esta dada por:

4
2 %3
& - 50 =0, (3.21)

donde se observa que cada valor de ¢ tiene que ser mayor o igual a cero, debido al cuadrado en
la. coordenada. s. En la Figura 3.7 se ilustra la caustica asociada al haz Pearcey v algunos rayos
que la producen. En la seccion por encima de la caustica cada punto consiste de la interseccion
de tres rayos diferentes, mientras que la seccion por debajo de la caustica esta formada sélo por
un rayo. Nuevamente la caustica se forma debido a la discontinuidad en el nimerc de rayos en
cada punto del plano (s,¢). También debe notarse que la ecuacidn de la cdustica no depende del
factor de decaimiento.

Wk
‘ W
i
i
w0
-2
-4
=10 -5 4] 5 10

Figura 3.7: Rayos (lineas negras) y caustica (linea roja) asociadas al haz Pearcey bidimensional,
notar que la ecuacién de la ciustica no depende de a. La cdustica corresponde a una. cuspide.

El haz Pearcey en tres dimensiones esta dado por el producto de dos haces Pearcey bidimien-
sionales, tales que:

825, (51,52,C) = B0 (51,807 (52, 0). (322)

En la Figura 3.8 se llustran tres perspectivas diferentes de la isointensidad cobtenida para una
geccldn con 0 < 51 < 10, 0 < 80 < 10y 0 < ¢ << 9 del haz Pearcey tridimensional.
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Figura 3.8: Isointensidades (0.01) de un haz Pearcey tridimensional con a; = as = 0.03. Ademds
se incluyen las intensidades de las regiones de interseccién del haz con los planos s1( y s2(, siendo
la regién mas intensa el centro del 16bulo central.
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Capitulo 4

Haz Airy simétrico y su topologia

4.1. Haz Airy simétrico paraxial

El haz Alry simétrico paraxial, se obtiene matematicamente al simetrizar el haz Airy en las
coordenadas transversales [33], s; — —s;, siendo el haz bidimensional:

oo
i3 _ dk Sk (k’%{) D gy — Gla—ilk])*/3
a(8,$) = o S (ke o SM(k) =€ . (4.1)

En la Figura 4.1 se ilustra el patrén de intensidad y de fase reducida de un haz Airy simétri-
co bidimensional. Genéricamente todos los haces Alry simétricos muestran maximos locales de
intensidad localizados en el semiplano ¢ > 0, para la estructura de fases en (4.1). Hay ademss un
maximo global ubicado sobre el eje de simetria, ¥ que en la mayoria de los casos no se encuentra,
en el origen (como ocurre en el haz Airy). También en la Figura 4.1 se ilustra el patron de fase
reducida, donde se observan singularidades de fase con carga topolégica +1 ¥y —1. .

De (4.1} se obtiene la siguiente funcién potencial:

ke* k3
Blks; 8,8) = kys — a®|ks| + % _ ;C’

(4.2)

cuyo germen, ¢{ks;0,0) = —a?|ks|+|ks|>/3, no pertenece a ninguna de las catdstrofes elementales
en la lista, de Thom. Esto se debe a que tal lista sélo considera polinomiocs v no admite funciones
cuya derivada en k; no esté definida en algun punto. Aplicando las condiciones de rayos y de
caustica al potencial, se obtiene:

b, =8 —a’sgn(ks) + sgn{ks)k* — ks¢ =0, (4.3)
du.k, = 2sgn(ks ks — ¢ =0, (4.4)
donde sgn(') es la funcién signo. Esta expresién hace evidente la dizcontinuidad de la derivada

en ks = 0. De las condicilones anteriores, se obtiene la ecuacion de la caustica para los sigulentes
dos casos:

41
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(a) (b)

Figura 4.1: Patrén de intensidad (a) y de fase reducida (b) de un haz Airy simétrico paraxial
bidimensional. Las figuras corresponden a a = 0.03. Se observa un maximo de intensidad en (0,2)
para (a), v la presencia de vértices dpticos en (b).

2
s+&+%zosim<a (4.5)
CQ
sfakmzzo si ke >0, (4.6)
los cuales se resumen a la sigulente condicidn:
CQ
M—f—Z:OSih#Q (4.7)

En la Figura 4.2 (a) se muestran los rayos que forman la ciustica del haz Airy simétrico con
a = 0. La forma de la caustica es similar a la cuspide encontrada en el haz Pearcey del capitulo
anterior, aunque cada uno de sus brazos esta formado por segmentos de dos haces Airy. En cada
punte de la zona exterior a la caustica sélo se tiene un rayo, mientras que en su interior, cada
cruce consiste de la Interseccion de sdlo dos rayos. Obsérvese que a = 0 conduce a un haz que
no esta regularizado en energia y por lo tanto la aproximacion paraxial para su realizacion se
tomaria de un corte en los limites de integracién. Para a > 0, se tiene una discontinuidad en
¢ =0, ya que cada brazo de la caustica se desplaza alejandose o (brazo derecho) o —a? (brazo
izquierdo) del origen en la direccion s. Lo anterior hace que para cada valor pesitivo de ¢, la
separacién entre los puntos correspondientes schre la cdustica aumente en 2¢2. Un ejemplo del
cago anterior ge ilustra en la Figura 4.2 (b).

La expresion tridimensional del haz Alry simétrico paraxial se obtiene del producto de dos
haces Airy simétricos bidimensionales para las coordenadas (s1,¢) v (s2,¢),

ét(xgl),ag (813 $2, C) - @g,]i) (811 C)@g,]é) (823 C)’ (48)

donde las coordenadas transversales s1 y s3, ¥y la coordenada de propagacion ¢ se han escalado
de igual forma para los dos haces bidimensionales, i.e. 3y = zg. En la Figura 4.3 se ilustra
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Figura 4.2: Rayos (lineas negras) y cdustica (linea roja) asociadas al haz Airy simétrico paraxial
bidimensional con {a} a =0, y {(b) a = 0.5.

la isointensidad de un haz Airy simétrico tridimensional con a1 = as = 0.03 en perspectivas
diferentes, se observa la formacion de lobulos de luz en un arreglo piramidal con base cuadrada.
El tamaho de los 1ébulos es diferente, ¥ su distribucion en el espacio es tal que la mayor cantidad
de lébulos esta cerca de las aristas de la piramide, que en este caso se encuentran sobre los
planos definidos por |s1| = |32| ya que el factor de escala es el mismo. El cazo anterior también
permite que el haz sea invariante ante el intercambio de coordenadas transversales. En el apice o
vértice de la piramide se encuentra el lobulo central, que es el de mayor intensidad. Lo anterior
es congruente con la estructura de los haces bidimensionales, ya que los maximos locales en el
haz tridimensional estan ubicados donde ambos haces bidimensionales son maximos.

Los vértices opticos se localizan en los ceros del haz, a continuacion se estudia la estructura
de éstos en un haz Airy simétrico tridimensional. Debido a la forma de la expresion del haz
tridimensional, los ceros de cada haz bidimensional seran proyectados en la coordenada restante,
dando lugar a lineas infinitas (ver Figura 4.4). Estas lineas forman un enrejade que da lugar
al cruce de dos lineas de ceros, los cuales producen vortices puntuales con carga topoldgica
42 y -2, nuevamente este resultado esta relacionado con que la coordenada de propagacion se
escald igual en ambos haces bidimensionales. La deteccion de estas lineas de ceros por el método
interferométrico en los planos transversales no sera sencilla. La generacién de estructuras de
tenedor como las que se obtienen en la seccidn 2.6 se ve obstaculizada por la direccion de estas
lineas v el plano de observacidn.

En la Figura 4.5 se ilustran, solo para el semiplano con s; = s en la secclén positiva de las
coordenadas transversales, algunos de los vortices puntuales con carga topoldgica de magnitud
dos obtenidos por la interseccion de las lineas de vdrtices con carga topoldgica unitaria, a través
de las curvas de ceros del haz, ¥ de la fase reducida de ésta. En esta figura se encuentran todos
los vértices puntuales con carga topeldgica 42 v —2 que se ubican fuera del haz, mientras que
los vértices puntuales que se localizan en el interior no aparecen en su totalidad, va que éstos se
formaron por pares de lineas que dan lugar a cuatro vortices puntuales por cada par (excepto
aquellog que se encuentran més cerca del eje de simetria). Por lo que en el haz Airy simétrico
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Figura 4.3: Isointensidades (0.04) del haz Airy simétrico paraxial con a1 = as = 0.03. En (a) se
observa la proyeccion del haz Airy simétrico bidimensional, en (b) se observa que la distribucién
de las gotas de luz es predominante en |s;| = |sa|, v en (c¢) se distingue parte de la estructura
piramidal del haz.

tridimensional existen planos transversales con 4 o 16 vértices puntuales con carga topologica
+2 0 —2. Ya que este haz Airy simétrico es de energia finita, el nimero de lineas de vortices
detectables se espera que sea finito, para cualquier carga topoldgica. En la Figura 4.5 es posible
observar como los pares de vortices se acercan conforme ( crece, dando lugar a la nucleaciéon de
estos pares y su desaparicion. Este comportamiento también es visible en el patron de fase del
haz bidimensional mostrado en la Figura 4.1.

La generacion y el estudio de la estabilidad estructural del haz Airy simétrico en tres dimen-
siones, asf como su propiedad de autoreconstruccién han sido mostradas experimentalmente [55],
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4.5+

3.5

Figura 4.4: Isointensidades (0.04) del haz Airy simétrico paraxial y sus lineas de ceros para
a1 = az = 0.03 en la seccién positiva del plano transversal. En (a) se incluyen las intensidades
de las intersecciones del haz con los planos s1( y s2(, donde el color rojo indica el valor méximo,
el cual estd dentro del 16bulo central. En (b) se muestra la parte posterior de la figura (a).
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Figura 4.5: (a) Curvas de ceros de la parte real e imaginaria de un haz Airy simétrico tridimen-
sional (® — §R(<D((121)7a2), - %((D((fl),ag)), y (b) su patrén de fase reducida con 0 < 51 =83 <6y
a1 = az = 0.03. En ambas figuras se utiliz6 la coordenada s; como referencia.
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al igual que su uso en el atrapamiento y manipulacion de muchas particulas ligeras de silicio en
agua destilada [59].

4.1.1. Haz Airy simétrico bidimensional como superposicién de fun-
ciones incompletas de Airy

En esta seccion se desarrollan las expresiones del haz Airy simétrico bidimensional para valores
a =0y ¢ =0, y cuando sdlo a = 0. Estos casos son ldeales, ya que o = 0 corresponde a una
apertura con ancho infinito. En este caso la aproximacién paraxial no es valida.

411.1. a=0y¢=0

De (4.1) se chtiene en este caso:

oo
1 : (1|8
@ (s,0) = f Ay S (ke ye®es . & (k) = et (4.9)
Sustituyendo la expresion de 681)(ks) en (1)81) (s,0) y desarrollando la integral:
+oo 2
if el k.s
cﬁgl)(s,o)—i/dkse( o ) (4.10)
2
0 3 +oo 3
1 il k= k.5 i 2= k.5
S /dkse( o )+fdkse(3+ ) (4.11)
2m
—o0 0
0 ax: +oo ey
i S= ks i SEtkos
_ 1 fdkse(g )+/dkse(” ) (4.12)
2
+oo 0
i 3 ké— 5 iy Z k—g §
—1{/4@92(? ) +/dkse(3+ks )} (013)
2m
0 i)
1
=5 {[Ai(—s) + iGi(—s)] + [Ai{s) + iGi(s)]}, (4.14)

donde las funciones Ai(s) v Gi(s) son las funciones Airy v Scorer, respectivamente, introducidas
en la seccion 3.1. La expresién (4.14) se interpreta como la superposicién de haces Airy que
viajan en direcciones opuestas y que dan lugar al haz Airy simétrico bidimensional en ¢ = 0.

41.1.2, =0
De (4.1) se obtiene:

1 1 Vi 1 t(f“*kiﬂ 1 lEsl®
@g>(s,g):§fdkseg>(k5)e 7 e ) = (4.15)

Sustituyendo 681)(k5) en (1)81) (8,¢) v desarrollando las integrales, se obtiene:
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+oo 3 2
1 i 1Es® E. _Es¢
@81)(874‘)—%[%55( e 2) (4.16)
—o0
0 3 2 +oo 3 2
1 i _ke kssfiﬁ i te k:‘ssfis—g
- /dkse( o 2)+/dkse(” ) (4.17)
yig
S S A S A £ S
o By E %] BT
iy
+o0 0
+oo 3 3 +oo 3 2
1 i &7&557}655 H k—5~|».fﬂ§sfM
=5 /dkse(s 2)+fdk5e(3 2) : (4.19)
iy
o] 0

Debido a que se desea expresar a las integrales anteriores en términos de funciones tales que
sea posible observar un comportamiento similar al caso anterior, donde se puede ver que el haz
corresponde al choque de otros dos que viajan de tal forma que se intersectan, serd necesario
expresar el argumento de la exponencial en el integrando sin términos cuadraticos en kg. Por lo
que se hace un cambio de variable que cumpla con ello. Una forma. es completar el binomio al
cuadrado de la expresién k2/3 — k2¢/2:

3 2 3

ke kg 1( (4.20)

<>3ksc2 ¢

ks*i 4 24"

De la expresidén anterior, se obtiene para los integrandos al hacer el cambio de variable k; =

k. + ¢/

B3 k2 1 N2 8
=2 kes=—|ky—2) — = Fk 4.21
3 g T 3(32> g Ty TR (4.21)
Jo!3 k! 2 (:3 3 (:8
=5 s 2 > 2 4.22
5 4 8 2Ty (4.22)
3 2 3 <
:?_9_};; <¢s—%>—§—2¢%. (4.23)
Al sustituir lo anterior en {4.19), se obtiene:
e oo B2 2 oo 3 2
o i Se ke, (—s— 5 s i Se4k, (s—4
3§ (s,¢) = eg: e f dhise (e (o= +e / dhse (e (e-5)) (4.24)
—{/2 —¢/2

e [ e ¢ ¢ enf € ¢
=5 {e 5<_§’_S_I>+e 3<_§’S_I>} (4.25)

R YRS 2 =/ < -
=5 {3 (578 Z) +3J (5,8 Z) } , (4.26)
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donde se usé la funcion incompleta de Airy J(m1, 72) [60], cuya expresion integral es:

¥

+oce .
Mt
J(m,me) = / st gy, (4.27)
m
mientras que J(1,72) esta dada por:
= -1 ﬁ+n n
I, ) = e (3 1 2)3(?71,?72)- (4.28)

Las dos funciones anteriores son soluciones al sigulente sistema de dos ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales:

8%y O

% — 2 — %577?513 =0, (4.29)
823 aF 2K ]
A i A P R ) 4.30
g (Bm n 3?72) (4.30)

4.2. Haz Airy simétrico no paraxial

A continuacidén se muestra el desarrollo hecho para estudiar al haz Airy simétrico sin con-
siderar la aproximacién en la que la componente del vector de onda del haz en la direccién de
propagacion, es comparable al nimero de onda de la luz. En este caso se necesita aclarar que el
haz sera generado Unicamente por las componentes del vector de onda que cumplen con la rela-
cién de dispersion, ¢.e. la magnitud del vector de onda es & = 27n/A, por lo que las componentes
del vector de onda estaran sujetas a esta condicién.

4.2.1. 2D

El haz bidimensional esta dado por:

ke

1 )
&0 (s1,50) = oo [ dhey 80 (ke (4.31)
e
—k,

donde,
S0 (k) = elomilba )/, (4.32)
k., = ksl 8 + ]\’233@3, (433)
koy = koo, ke, =4 k2— K2, (4.34)
8 = 81%1 + 83%3, (435)
81 = z y sz = l (4.36)

ro ity

Eg pogible reducir los limites de integracién de la integral en (4.31) al analizar la paridad del

integrando. Las expresiones de 6((11)(}931) y ks, g0n pares en kg, , mientras que en el exponente
del integrando hay un término lineal en k;,, por lo que se obtiene:
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Figura 4.6: Patrén de (a) intensidad, y (b) fase reducida de un haz Airy simétrico bidimensional
no paraxial con a = 0.05 y 9 = 1 pm.

3

k,
1 )
®M (s, 83) = —/d 5 (ks, ) cos (ks, 51)eFes2 (4.37)
0

En la Figura 4.6 se ilustran los patrones de intensidad y de fase reducida de un haz Airy
simétrico no paraxial con @ = 0.05 y o = 1 um. En el patrén de intensidad es posible distinguir
una distribucién de maximos locales de intensidad dispuestos dentro de una pirdmide invertida
simétrica con respecto al eje ss, siendo aquel situado sobre la cispide de la piramide la de mayor
intensidad. En el patron de fase reducida se observa una distribucién simétrica con respecto al
eje s3 de singularidades de fase con carga topoldgica +1 y —1. En la regién interior del haz, las
singularidades aparecen por pares, mientras que en la regién exterior aparecen solas. También
se puede observar que a los costados del haz en la regién 25 < s3 < 35 aparece una secuencia de
singularidades, algo que no se observa en el patrén de fase reducida del haz paraxial (ver Figura
4.1).
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4,2,2, 3D
Fl haz tridimensional esta dado por:
1 k.5
i0s(s1:52,59) = vy f ks, s, &, (ks s sy )™, (4.38)
A
donde,
60, (s o) = el lesmii) s, (139
k., = ksisl + k}SZSQ + k3383, (440)
nwrg s 2
[ P Y R \/( ) 0) — k2 — k2, (4.41)
8= 81@‘:1 + 82%2 + 83%3, (442)
slzi, ngi ¥ ngi. (4.43)
Lo Lo Lo

En el calculo numeérico s6lo se toman las raices reales de ks, por lo que los valores de k&, y
ks, se restringen a la regién circular 4 dada por

2
9 5 nwrg
B+ RE < ()
Si se introdujeran las raices imaginarias, éstas se interpretan como la absorcién de la luz por
el medio. La condicion (4.44) permite considerar sélo aquellas ondas planas, con numero de onda
k, que contribuyen a la realizacion del haz. Es posible reducir los limites de integracion en (4.38)

(4.44)

&

al analizar la paridad del integrando. Ya que 6321),@(&31, ks,) v ks, son funciones con paridad

51+k5252)

par en kg, ¥ ks,, ¥ al desarrollar eilka , los limites de integracion se reducen a la regién

positiva Ay de la regicn A:

1 .
(bggi),az (81’ 523 83) - ; / dksidké’zeg),az (ksl s ksz) cos (k3181) cos (k3252)82k5383‘ (4‘4’5)
Ap

Desarrollando la expresidn (4.39) (se omiten log valores absolutos ya que &y, v &, son posi-
tivos), se obtiene:

(a%
82 (k) =€

a1,82

(4.48)

1f.5, 8y s pe i L4 alk. —a2k5>
:eg(a1+a9)e aike, agksze( B B R (4.47)

?

que al sustituirse en (4.45), resulta:

2 2
k e—alk51—agk
1

f *2 cos (kg 81) cos (ky,s0)  (4.48)
0

% 1+“2
(2)
éal a2(81,82,83 /dk
0
S

g
i =4 —afks —a%i% +ks 33)
e ( : ' BT (4.49)
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(a) (b)

Figura 4.7: Isointensidades (0.03) y curvas de ceros del haz Airy simétrico tridimensional no
paraxial con @ = 0.05 y 2o = 1 um. En (a) se incluyen las intensidades de los cortes del haz con
los planos s1¢ y s2(, donde el color rojo indica el valor méaximo de intensidad. (b) corresponde
a la vista posterior de (a).

donde k., = kxq es el nimero de onda escalado por zg.

En la Figura 4.7 se ilustra una superficie de isointensidad, ademas de los ceros del haz Airy
simétrico tridimensional no paraxial en una regién positiva del espacio (s1, s2,s3) con a = 0.05
v 29 = lum. Se observa que las lineas de ceros de este haz tienen la opcién de curvarse o
formar lazos (loops), en contraste con las lineas rectas obtenidas en el caso paraxial. A veces se
relacionan los circuitos con la teoria de nudos, aunque en este caso los nudos presentan estructuras
de circuitos cerrados muy simples. A pesar de las diferencias en las formas de las curvas de ceros
entre este caso y el paraxial, es posible notar un comportamiento similar en ambos casos: en
la region cercana a la cispide del haz, se tienen lineas de ceros que se aproximan a esta en la
direccién paralela al eje s; y s2. En la Figura 4.8 se ilustran los ceros del haz en perspectivas
diferentes, donde es posible distinguir singularidades de lazo alrededor del eje s3.

En la Figura 4.9 se ilustra una singularidad de lazo aislada del resto de singularidades, que
se usard para observar el comportamiento de las variables dinamicas cerca de la singularidad.
Notese que los lazos pueden tener dimensiones comparables y atin menores a la longitud de onda
del haz, lo que lo hace interesante desde el punto de vista fisico o topoldgico. La deteccion de estas
estructuras mediante los mecanismos descritos en capitulos anteriores es muy complicada. Una
pregunta interesante es: jes posible detectar las singularidades con la dinamica de nanoparticulas
en este sistema?. En este contexto, se analizan en mayor detalle las propiedades del campo
electromagnético cerca de los ceros del haz Airy simétrico no paraxial.
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Figura 4.8: Ceros del haz Airy simétrico tridimensional no paraxial en perspectivas diferentes,
con a = 0.05 y 2o = 1 um. En todas las figuras se incluye en color naranja la singularidad de
lazo que se estudia en la siguiente seccién.
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Figura 4.9: Singularidad de lazo en el interior del haz. Ademads, se incluye la regién ctibica donde
se estudian las variables dindmicas.

4.3. Ondas electromagnéticas Airy simétricas

4.3.1. Campo eléctrico

Hasta el momento el andlisis del haz Airy simétrico se ha hecho como si la luz correspondiese a
un campo escalar. Sin embargo, la luz son ondas electromagnéticas asociadas a campos eléctricos
y campos magnéticos con mas de una componente. Una forma de construir estos campos eléctricos
a partir de los campos escalares se describe a continuacion: si @flz,) as (81, 82, 83) corresponde a la
direccion del campo eléctrico en una direccién s, existe un campo complementario en la direccién
s3, y ambos campos estdn relacionados por la ley de Gauss en ausencia de cargas eléctricas en
el haz:

V-E=0, (4.50)

la cual se reescribe como:

831E$1 = —083E53' (451)
Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién anterior y haciendo el despeje necesario,
se obtiene:

%2 (ksl’ls:w):—le(Q) (ksyr kes ), (4.52)

aiy,an k a1,az
83

donde 35,23(,1 (ks,, ks,) es semejante a la transformada de Fourier de E,,. De la ecuacién (4.38)
se obtiene F, como:

Bt @), (ay  hisy ). (4.53)

1
Buy(on,52,80) = ~ gy [ bl 7260,
A v
Obsérvese que en el caso en que el soporte involucre valores con ks, < ks,, entonces |Es,| <
|Es, |. Debido a la presencia de kg, en el integrando de la ecuacién anterior y la paridad de ks,
en kg, v ks,, la expresion de Ej, se reduce a la siguiente:
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Es(s1,82,83) = —— /dksidk” ksi 6221)(12(&31, ks, etRs e sen (Ko, 51) cos (key82), (4.54)

donde Ap representa la regién positiva de la superficie A. Al sustituir (4.47) en la ecuacién
anterior, se obtiene:

ESS (81, 82,83) _ 718% a1+az) fdk51 dk52 . —aikfl —azkgg sen (kslsl) COs (kSQSQ) (455)
w2 83
&3 I
el (—LJr—?“ G1k51*a2 52+k5353) (456)

Otras opciones de polarizacion, por ejemplo polarizacion circular, se pueden generalizar de
manera semejante mediante la aplicacion de la ley de Gauss, donde ahora habria que tomar las
componentes del campo E,, v E., .

En el cago bidimensional L, esta dado por:

3
2 —62k51+k5383)

k.
Lo (e’ (157)
=_——¢3 k21 sen(ks, s .
T 81 ksg &9 1
0
En La Figura 4.10 se ilusira el patrén de intensidad y de fase reducida asociada a la com-
ponente E.. del campo eléctrico con a = 0.05. Al comparar las intensidades de E, y E,,, se
observa que | E;, |2 > |Es,|?, lo que no produce cambios mayores en las zonas de mayor intensidad
del haz vectorial, mientras que las zonas oscuras de Fy, va no lo seran en el haz vectorial, debido
a la presencia de componentes de F,,

4.3.2. Campo magnético

Para haces monocromaticos, el campo magnético se obtiene usando la ecuacién de Faraday,
¢f. ecuacidén (1.3},

16B
R (4.58)
—i“B s B~e ™t (4.50)
[#

De la ecuacidn anterior se obtlene que el campo magnético B esta dado por:

B- i VxE (4.60)
[’s;

Para el rotacicnal de E, se obtiene:

VxE= él(é’ngsg] — 8 (BSIEM — 853E51) + 83 ( — 852E51)1 (4.61)
donde,

Bay By = 00, R(Eey) + 05,5 (B ),
sy Bey — 8y, Byy = 0, R(By,) — 00, R(Eyy) + 1[0, (Fy, ) — 05,5 (B, )],
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Figura 4.10: Patrén de (a) intensidad, y (b) fase reducida de E, asociado al haz Airy simétrico
bidimensional no paraxial, con a = 0.05 y 9 = 1 um.

DerEay = 00, R(Eey) +i00, (B, ).

Por lo que las componentes de B estan dadas por:

R(Bs,) = =053 (Bey), (4.62)
S(By,) = —58828%(&3), (4.63)
R(B,,) = 5[833%(&1) - 04,5(E.,)], (4.64)
(Ban) = —= [0 R(Eey) — 0, R(Es,)] (4.65)
R(Bs,) = —53823(&1), (4.66)
3(Bs) = 0, R(E.,). (4.67)

De las expresiones anteriores, se observa que es necesario encontrar los gradientes de E, los
cuales se muestran en la seccién A del Apéndice.
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4.3.3. Variables dinamicas

El analisis de las variables dindmicas del haz permitira conocer el comportamiento de particu-
las cerca de las singularidades, lo que podria posibilitar la deteccién de estas. De aqui en adelante,
se estudia una regién cubica de la singularidad de lazo ilustrada en la Figura 4.9,

4.3.3.1. Vector de Poynting
Retomando la ecuacidén (1.38), se tiene la siguiente expresién del vector de Poynting:

&

s
4

(E x Hy, (4.68)
la. cual se obtiene con las componentes reales del campo electromagnético, por lo que recibe el

nombre de vector de Poynting fisico. Suponiendo que el material tiene respuesta magnética no
observable, entonces H == B va que ¢ =2 1. Por lo que el vector de Poynting fisico estd dado por:

S = i (E % B). (1.69)

Tomando E = E; 8 + E.83 v B = By, 81 + B;, 8 + B,.8;, donde cada componente es
compleja, se obtiene el siguiente vector de Poynting fisico:

S = LR, )81+ R(B 8] * (B, )81+ R(BL,)ss + R(B,)Ss) | (4.70)
— = REBIR(Bo)S1 + R(ER(Ba) — R(Ee JR(Boy o2 + R(E)R(B,)ss . (471)

Estas expresiones tienen una dependencia temporal dada. por la frecuencia, que en el espectro
visible corresponden a w = 1012 =1, por eso las variables dindmicae se calculan con promedios.
El vector de Poynting promediade temporalmente estd dado por:

c *
5= ¢ RExB). (4.72)

Considerando el campo electromagnético complejo, se obtienen las sigulentes componentes
del vector de Poynting promediado temporalmente:

So = 5o [~ R(EL)R(BL,) —9(E,)%(B,,)], (1.73)
Sos = 5 [R(Ea)R(Boy) + 9(Be,)¥(B,.) — R(E.,)R(By,) —%(By)%(B,)],  (474)
Sio = 5= [R(E R (B.,) + S(By )3(Bu)]- (4.75)

En la Figura 4.11 se ilustran los vectores de Poynting fisicos y promediados en el tiempo para
la. region de interés.

4.3.3.2. Densidad de momento angular

De las ecuaciones (1.58) v (1.59), se tienen las siguientes densidades de momento angular
orbital (£,) y de espin (£,):
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(a) (b)

Figura 4.11: Vector de Poynting (a) fisico, y (b) promedio temporal en la seccién de interés. Se

incluyen los isoceros del haz Airy simétrico no paraxial en esa regién (B — :*R((I)Ef?,a? (s1,82,83)),
u— S(@ﬁ{ag(sl, $9,83))). Se us6 a1 = az = 0.05 y g =1 ym.

£, = —Ei(r x V)A;, (4.76)
4dme
€
s=—ExA. 4.
b= —Bx (4.77)

Suponiendo que el potencial vectorial magnético (A) es arménico y usando la norma de
Coulomb, se tiene que el campo eléctrico y el potencial vectorial magnético estan relacionados
por cE = iwA, que al sustituirlo en las expresiones anteriores, y tomar el promedio temporal de
estas, se obtiene:

€

= 82,7er;‘(1- x V)E;, (4.78)
€
g = 5= i E‘ 4.
Simw % 6.78]

Usando las ecuaciones anteriores para el campo eléctrico E = E;, 81 + E,,83, que Unicamente
tiene componentes en s; y s3, se obtiene:

R(E5') = 5o { R(Buy) [32000 (B, ) — 5300, S(B,)] (4.80)
— S(By,) [5206 R(Ey, ) — 530, R(E,,)] (4.81)
+R(Euy) 5206 3(Euy) — 5304,3(Esy)] (4.82)
— S(Bay) 5200, R(Esy) — 5500, R(Ew)] | (4.83)
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() = oo R 550 S(Eyy) — 105, H(E,) (4.84)
— (s, ) (5305, R(Es,) — 510, R(Ey,)] (4.85)
(B, ) 530y, () — 5100, (B, )] (4.86)
— (Eey) 3305, R(Esy) — 5100, R(Eyy )] } (4.87)

R(EE) = oo (e, )[100, S (Bey ) = 5200, 5By (4.88)
— H(E,) (5105, R(Ey, ) — 5205, R(E,, )] (4.89)
- R(Ey ) 510, S(EL) — 5204, S(E, )] (4.90)
— (B 5100, R(Esy) — 5280, R(Es, )] } (4.91)

ety — %{{R(Eﬂ (5080, R(E,) — 5385, R(E,,)] (4.92)
F(Bs,) [5206,5( By, ) — 5385, 5(Ey,) | (4.93)

R(By,) [5200, R(Eay) — 5305, R(Es, )] (4.94)

(B, ) [5200,3(Eey) — 5304, (B, )]}, (4.95)

FE) = = | RBey) [3300, (B — 180, BBy )] (4.96)
+ (B, ) [5500. S(Es.) — 5105, 5(Ey,)] (4.97)

+ R(Ey) [5500. R(EL,) — 10, R(E,,)] (4.98)

+ (B 350, H(Ey,) — 510, 3By, | (4.99)
HP) = g | BB [510,R(EL) — 520, R(E,,)] (4.100)
+ (B, ) [5100, (. ) — 5205, F(Ey,)] (4.101)

+ R(Es,) [510:,R(Es,) — s285, R(Es,)] (4.102)

+ H(Eay) [5100,5(Fay) — 5205, S(Fyy)] } (4.103)

En la Figura 4.12 se ilustra la densidad de momento angular orbital en la regién de interés.
Debide a que en el ejemplo que se esta trabajando sdlo hay dos componentes del campo eléctrico,
80lo se obtiene una componente no nula de la densidad de momento angular de espin:

£ =10, (4.104)

s €
e = e, %(ESQ)Q(EM) - S(Esa)%(Eﬁ) ’ (4‘105)
) (4.108)

En la Figura 4.13 se ilustra la componente real de la densidad de momento angular de espin
en la regidén de interés.
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Figura 4.12: (a) Parte real y (b) parte imaginaria de la densidad de momento angular orbital, y
equiceros de E,, (W — %(@&?%(sl, 82, 83)), B — %(@&21),,12(31, 82, 83))). Se us6é a1 = az = 0.05 y
zo =1 pm.

Figura 4.13: Densidad de momento angular de espin y equiceros de E;, (H — §R(<I>1(121),a2 (s1,82,83)),
[ %(fbg)m(sl, 59, 83))). Se us6é a1 = az = 0.05 y x9 = 1 pm.

4.3.3.3. Fuerzas de Gradiente

La deteccién de vértices opticos podria no ser trivial para un haz Airy simétrico mediante
procedimientos meramente 6pticos, como se mencioné en la seccion anterior. Una opcion seria
analizar el comportamiento de particulas pequenas, con respecto a la longitud de onda del haz
(e.¢g. nanoparticulas), inmersas en un haz Airy simétrico. Aunque no es la finalidad principal
de esta tesis, a continuacién se describe el comportamiento esperado de la fuerza de cardcter
conservativo que experimenta una particula con momento dipolar al interactuar con un haz Airy
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simétrico. Esta se calcula en términos de la llamada fuerza de gradiente, cf. ecuacién (1.77), que
en notacién indicial se reescribe como:

De la ecuacién anterior, se obtiene para el campo eléctrico en consideracion las siguientes
componentes de la fuerza de gradiente escaladas por la polarizabilidad isotrépica a:

Fyy = R(Es, )05, R(Es,) + S(Es, )05, S(Es, ) + R(Es; )05, R(Esy) + S(E;)05, S (Es, ), (4.109)
Fyy = R(Es, )05, R(Es, ) + S(Es, )05, S(Es, ) + R(Es; )05, R(Esy) + S(Ei3 )05, (Es, ), (4.110)
Fss = éR(ESl)ass%(ESl) + S(ES1)8S3%(ESL) + §R(‘E'Ss)ass,‘s]%'(Ejss) + 3(E33)833%(E53). (4111)

En la Figura 4.14 se ilustran las fuerzas de gradiente escaladas por « en la region de interés
de la singularidad de lazo.

\{
R

=
N
3
g o

b

Figura 4.14: Fuerzas de gradiente escaladas por a y equiceros de E, (B — ?R(q)((ﬁ),ag (s1,82,83)),

" S(Q)(azl),az(sl, 82, 83))). Se usé a3 = az = 0.05 y zo =1 pm.



Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo mostramos parte de la riqueza geomeétrica y dinamica de los haces de luz
estructurados. Nos concentramos en los haces Airy simétricos debide a su reciente realizacidn
experimental ¥ a su simple realizacién matematica. Vimos que estos haces poseen singularidades
opticas con una configuracion muy diferente a la ya estudiada para los haces mas cercanos, i.e.
los haces Airy vy los haces Pearcey. Entre otras cosas, mostramos que el caracter vectorial del
campo electromagnético permite observar efectos para haces de luz no paraxiales, que difieren
enormemente de los que se obtienen en el limite paraxial unido a la descripcién escalar. Resalta
en este contexto la presencia de circultos asoclados a las lineas de vorticidad, v que pueden
configurarse a una escala menor que la de la longitud de onda de la luz. Estos circuitos son
simples lazos. Cabe la pregunta de sl es posible generar haces de luz donde los circuitos posean
una riquegza. estructural ain mayor, y describible por tecrias matemadticas como la de nudos.

La riqueza topoldgica va unida a distribuciones no triviales del campo electromagnético.
Dada la complejidad en la deteccién mediante técnicas puramente Opticas de circultos o lineas
con cambios bruscos de direccién, como en el capitulo 2, consideramos que seria muy importante
analizar ésta deteccion al observar la dinamica de nanoparticulas Interactuando con haces de
luz simétricos. Hemos iniciado estudios tedrico-experimentales en esta direccion con el Dr. Pedro
Quinto Su vy esperamos poder obtener resultados concluyentes pronto.
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Apéndice A
Gradientes del campo eléctrico

A continuacién se muestran las expresiones de los gradientes de E, que en total son 12. El
tratamiento se da por separado para cada componente, la cual consta de una parte real y una
Imaginaria. Se Introducen los sigulentes valores para reducir la expresion de los gradientes.

ot (af+al)

oo ) (A1)
o = alkfi + a2k327 (AQ)
K2k
B = 51 + §2 - &gkm - a%ksz + kg 83, (A.3)
Y1 = ks, S1, (A4
Yo = ksys0. (A5)
A.o 1 0 881 Esl
k, Fo ke
alem (31, 52, 33) = - C/ dkﬁ / dksg km eiaeiﬁ SEI (r}’l) cos (72) (A6)
i) 0

A2, 8,F,

ko 2% kg_kgi
s, Blg) (81, 82,83) = — Cf dks, / dkﬁksge_o‘eiﬁ cos (1) sen (v2) (A.T)
0

[=)
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A3. 0.E,

k. kI-kZ
Qe Fs (81,82,83) = in dks, / dkmksse_o‘eiﬁ cos (1) cos (va) (A.8)
0 0
Ad. O,
k. kI-kZ
k2 )
s, B (51,82,83) = —iC | dkg, f dks, !:1 e %" cos (v1) cos (2) (A.9)
0 0 °s
A5, O, F,,
k. kI-kZ
e, Fisy (31, 82, 83) = iC f dks, / dks, ks,l;ﬁe_o‘ei’S gen (y1) sen (y2) (A.10)
0 0 o
A6, O, E.
k. WO
s By, (51,52,83) = Cf dkg, / dhs, ks, € %€ sen (1) cos (12) (A11)
0 0

Se observa que las derivadas parciales en sy de E;, son iguales al negativo de las derivadas
parciales en s3 de E,_, lo que se esperaba por la deduccién de esta dltima. Lo anterior se toma
en cuenta en el calculo numeérico, para no repetir calculos.
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