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INTUODUCC:!ON 

La motivación original de nuestro trabajo era presentar en térmi11os físicos Utl modelo parn 

la ecuación llnnrndn osr:il::idor de Dime. Plimtca<lo en c.stos términos, f'! prohlen_1a se prbcntnha 

como una oportunidad q11c permitía enfocar la atcnci6n hacia algunas arcas <ld couocimiento 

en Física, desde siempre muy atractivas para mi, y rp1c en este siglo han coustit.uido un pilar 

fundamental pnrn n.ktu1zn.r un profundo conocimiento dr• la unturalcza; 111i:: rcfkro l'Ii partii..:ttlar 

a lns tcorín..c; cm\nti~a 1 relativista y cuántica~relativista. 

Nuestro prinwr intPuto CV!lbi:>ti1'1 t:Il la lrnsr!ueda de mm formulacirln cm·ariantc~ parad 05-

cilador ele Dirnc. Esta formulaci1..J11 co11dujo u unn interpretación física de la 1.·cu;11'.·ián en la qw: 

se hizo chU'n la ncci:sidn.d de conor1~r <'l comportn.miento diuúrnico eu términos cl1í.skos d~ un di

polo mngnético en movimiento iru11erso en un campo clcdrostMico. Asímismo, la fornmladún 

permitía considcrnr la iuterncción cmí.utico-relati\•ista de dipolos cléetricos y mag11i'·ricus cou 

cnmpos clcctromngnéticos externos (E-!vf e.). De este modo, el estudio d·· !ns interncci/i11c;-; 

desde el punto de vista <le la electrodinámica clásica y <le las tPorín.s cuántica y \-:uántica

rclati\•ista, de los dipolos con campos E-1'.1 e. se convirtió en pnrte csc:encial del trnhnjo y su 

estructura final refleja este hcchc:.1. 

En el primer capítulo, se analiza cI comportamiento dá.sico de los momentos dipnlarps 

eléctrico y m11guútico cuando estos infrra,.tun.n con cmnpos E-i\f c. Comcnznrno.s mostrando 

romo In fuerza de Lorentz puede deducirse n partir de In fuerza eléctrica sobre una cnrga 

en reposo y de las transformaciones <le LorC>ntz para esta fuerza y utiliznmos t'sta f.'Xprcsión 

para encontrar las que resultan n primer orden pnrll la fuerza y la torca cjcrcida.s sobre dipolos 

magnéticos y eléctricos por campos E-~'f f!. Tamhi~u dcriv<unos la fuerza <le Lort'utz a pnrtir de 

una expresión cm•,adantc y mnstrnmos con10 el procc·dimit:nto puede utilizars(._.,, para <'uconfrnr 

una expresión, análoga n la fuerza de Lorcntz, para lu fuerza que campos E-Z...I e. cj1::rccn sobre 

dipolos en mm·imiento. En esta parte del trnbajo mn::itramos como un dipolo magn~tico en 

movimiento genera la apr..rición de un dipolo t•léctrico. 
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En el segundo capítulo, nnaliznmos el trntnmicuto (l\lt~ lns teorías cuántica y cuántica

rclntivistn dan para considerar lL lo~ dipolos eléctrico y rnngm~tico. En primer lugar, de<lucirnos 

la ecuación de Pnuli n partir de la ecuación de Schr6dingcr y post1.•1"Íor11wntl', como limite nn 

relativista de la ('CUación de Dirn.c. :t<..fostrnmos líunhi,~n el trat<unÍt'ntu fcnunwuológicu que dn 

la teon'o. rlc Dirac pn.rn consiclerru· la interacción de ltn dipolo mttgnl~ticcJ o un posible clipolo 

eléctrico, a..-;ociados n las p;:u·tírulas <le Dirhc, con campos E*?-.í P., introduciendo términos 

npropinclos en lrt ecuación de Dirac. C<Jnduimo<.. el c;1pílulo nnalizando P} co111portn1uicnto 

operacional de estos términos frente a tn111sformncio1LCs e, p y T. 

En el tercer capítulo, mostramos como d oscilndor de Dirac pue¡k t~scribin•f: t'.ll fortnn 

manificstruncnt,. covarhrntc y juntamos todos lo.5 ch~uw11t():.; ch:sri.rro1lnflo:- p:tra propow.T 11n 

modelo físico cualitativo para el oscilndor d<' Dime, Dejamos p;lr<t lo.~ apérn.lic.:c~ tanlo 1111 

resumen de la leoría de Di1íu:. como un 11m\li:>i" d<· lit «on:o:cn·11rii'n1 d<' la proha.hilidn.d <lcfini~la, 

la covn.riancin y ln hcrmitiddnd <lel hamillnnia1w en fo ccu1lri1'i11 de Di rae, aut e la inc1usii'in d1: 

los términos que describen iut,•n\c:CÍone;.; <lipohtre~ mn¡~nóticas y ('\<'·et ricas 110 miuimaks. 

La rcali;..,ación de estt> trnln1jo no corrc;;pomk 1~n mn<lo alguno a Hh e.sLl<.'r;:o individual. 

En este sentido quiero (k'stncar hntc t()do. el hpoyo inL0111 liciol1<il q\J~ mi:'> padre!:i nw han 

brin<lndo a lo largo de tod!l mi pn:paiacié.n. Sobr<t <h·~·ir qnc siu este npoyo hubiera ~ido 

imposible pretender siquira participar de csl!t uvl'nlura intelecbrnl y cmocionu.l que 1c:mlt•l ser 

la carrera de Físico, A ellos, va todn mi grntib1d y cnriiío. ¡Gracias Jdef-1! 

A mis asesores, los doctores lvfo.tíns I\lorcno y ~Ianuel Torrcs1 mi reconocimiento a su 

calidad iutclcdw.J y hurnn.na y tni grntitnrl por el tiempo y recurso:; <lcc.licados pnra In. culmi· 

nación <le este trabnjo 1 pero nrnR que por eso, por su nn1ista<l y estimulo nunca cscatimndoic; 

y que resultaron tan valiosos en todo momento. Grncias Mntías 1 disfruté hasta lM lágrimas 

todas mis discusiones contigo. Gracias l\lnnucl, espero poder llf'gar y permanecer siempre n 

tu altura. 

A mis sinodales, la Dra. Rocío Jaurcglli y los Doctores Luis df': ln Peña. Rodolfo ?vln.rtÍnC'Z 

y Snhcn Hncyan mi agra<lccimicnto por su inteté::i y valiosos com1~ntario.i en In revisión del 

trabajo. 
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También quiero agradecer In hospitnlidnd del departamento de Física Teoricn del Instituto 

de Física y de su personal (ucndémico y aclministrntivo) con el que he tenido contacto durante 

estos meses. Este hn rf!sultado nnn rxp1•riencin muy formath·a que sicmµrc haLré de rel'ordar. 

Por último pero no mc11os importante, quiero agradecer n los cuates y cuatns, presentes y 

ausentes, con los rpu.• he mmitenido \'Í\'o y cngrnndcdJo el espíritu prirnor<li11l, d auh1 .. :lo jóveu 

y creativo que compartirnos :- hemos aprendido a cultivar juntos, rn inumt•rablcs discusiotH:.'i, 

chnrlus, akgrias y hasta crisis. No me concibo como soy ni con10 prett!tHlo ser sin su JlI'(•scncia 

por mi vida. A todos ellos mi cnritlo ¡Grncii:LS cha\·os! 
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CAPITULO l 

Dipolos Clásicos 

1.1 Introducción. Los 111on1Cntos dipolarcs magnético y eMctrico. 

En el electromagnetismo chi.sico, el dcsanollo en ténuinos de mo11teutos multipolarc.5 de 

los potencial(•s clcctrostrítico y magnetostútico presenta ln ventujn de p<'nnitir t'ufotizar las 

diferentes propiedades de las distribuciones <le cmgtts o corrir>nt+>s (}11(' gl'rwrn111.•stos pot!'nrial<'s 

[l). Dentro de c·stos dcsa11'ollos, los términos que represcutan n lns momentos di polares de las 

distribudoucs mr.rcccn especial nlf'11cic.)n en algunns ~ituacioIH!::i que :.-e Jlft'.'><'ntnn comunmcntc 

en ln nnturnlczn 1 ya que se pueden asociar a propiedades iutdus1'C'ét.<; <le la~ ¡mrtículas. 

Pn.rn el caso clcctrost;ítico, si la carga neta t~s cero, el primer término del drsarrnllo 

distinto ele cero pueJc ser d momento dipolar. Este Sí' convierte en el t~rmiuo <lominautc <lel 

dcsarro1lo cuando se considera el potencial producido por la distrihueión n grn.ndt~s cfü.tanci;1s, 

compnradas con la.s dimf'nsicmcs de In mi1:ima. Tnl situnción ~e presenta por C'jemplu para el 

poteucinl produciclo por al~1mns molécull.ls o por nlgunos matcrial<•s 1m prcf'('llCia <le campo:5 

clcctrostúticos externos. 

Pura el ca~o mngnclostático, la ley de Gnuss para el campo magn(•tico fl implfrn que <'l 

primer término <lcl desarrollo multipolnr del potencial mrtgnético es c·l término <lipolar. 

El adjetivo dipo}ar asociado a estos segundos momentos <le lns distribuciones, tiene su 

orígen <'n la imrígf'n a qnc remite su ddinki0u ell el r1L<;o ekctrostútico f21. En c'fecto, pnrn 

una disttibución discreta <le carga.'\, el momento dipolnr se define como 
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Si suponemos que la cnrga neta de la distribución es cf'ro dislinguicndo ln sumn sobre los 

ténninos con ca.rgn positi\'a y negativa, e introduciendo los centros de cnrRli. de l'nda tipo 

definidos por lns ecuncionc.s 

,~ - -L..,. c¡r¡ = -1· 0 t 

en las que los vectores desde ulgún origen a estos centros están rcprcscntndos por 1~ y i10 

rcspcctivamcntc1 y hl cnrgn po8itiv<l totnl <·~ e, t•ntonccs el momento clípulnr de la distrihución 

se escribe como 

que representa dos ca.rgns o polos eléctricos scpitra<los por nna di~ln.ucia li·j, - ¡:11 ¡. 
+e 

Figura 1.1 La <lifcrcndn ~1 -r11 es igual a la diforcncin vectorial entre los centros 

de CW'ga representados por el \'CCtOl' f apuntando de la cnr~a. ncg1\livn <l }:1 posilÍ\'f\. 

Pnrn el caso mo.gnctostttlico, el adjetivo dipolar se a.soda al momento de la 1.listribución 

cuyo campo tiene ln forma <ld corrcspondit'~nte campo dipolar eli~drico. 

En d prescute capítulo nnali:mmos desde el punto de vista d<isico 1 y l'dalivista la in

teracción de estos momentrn; di polares con carnpüs cl('ctro y magnetostáticos c:xtf•nw.:-.. N ucstra 

intensión final es presentar tmn expresión para la fucrzn subrc un dipolo en movimiento. 

1 clásico en el srntido de 110 cuántico 
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1.2 Fuet·zn de Lorentz. 

Con el objeto de preparar el tcrrc110 para introducir nuestra cxpre:;.i1)n covnriant<: para 

In fuerza electromagnética t¡uc actua sobre ttn dipolo en movimiento (secc. 1.4), \'Amos n 

comenzar presentnndo la.-; cxprcsimir:s que n~sullnn 1.le la trorín clcctrn11rngnética para lns 

fucrzns que actuan !'obre particnlas carga.da:;. c11 mo\·imicnto. 

En su tcodít del electrón, lI.A. Loreutz 121 t'1v·ont1ó que la fuerza snlJrt' parr k1das punttmlcs 

·sin estnictura interna.- l'll nun-i111i1·11to1 cousta dellos parti~s; la t'li·ctrica, c¡u(' es independiente 

de la vcloci<lnd de la pnrtícula, y la mn.g:nc:t.ica. que si depende de esta velocidad. Esta fo1.•rzn 1 

conocida cornn f1wrza <le Lor1·ntz, :-;e· 1'srrihr i1c;un.lmrntf> 

F=c(E+ ".X ll). 
e 

(1.1) 

Desde el punto ele vista de ln rC'lativi<lnd cspt'cial, esta l~Xpn•siún se pn<•(lc dedudr il pnrtir 

del las trnnsformnciones de Lort .. 'ntz 1 suponiendo ttt1e la fnr~rza ~obre nna pnrtír.11l•1 carg:idn 1•11 

reposo es f:::; cE. Vamos a drclucir la cxprC'sión (l.1) a p:irtir <lf' ('~tn-; f'lP!llf'IÜn'l. 

Sen O' uu sistema de referencia en el que la partícula cargada c~t;Í. iustantán('aIJJellff' en 

reposo. En prcscw:ia de un rnmpo electro'.'t<Í..tico E1 la. fw•1"1.n f 1 :::.obre lt\ partie11la en este 

sistema es 

f.' = d¡1 = q.E' 
dr 

(1.2) 

donde q es la cnrgn de la partícula 1 y r e~ <'l ti('mpo en el ::iistcmn primado. Nos fll"l'gnntmnos 

por la fuerza que se observa en un sistema O ¡nu·n el cual 0 1 se rnucn: con velu1_·idad ¡] n lo 

largo dt: la direrrión positint del eje :r. 

Queremos encontrar la relación entre f y f' 1!s Jecir, la n.:la('ÍÜn entre ~
1 

y ~r 

Corno dr ~ ~di, ( "r = /1 - /3', iJ = ~), 
d di d 

-;¡;;:=-;¡;Ji 
d 

="fJi 
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fi son las componentes cspacinlcs del cundrivcctor de momento p111 d~ modo que iwtc una. 

transfonnnción de Lorcntz1 cstafi compoucntcs se transformé\Il como (1] 

p, =-¡(p~ + {it) 

p, =p~ 

' p, =p, 

donde e es ln energía de In. partícula en el sistcm.rt O. Como resulta. que 

dp~ =~, clp~ 
dr clt 

y además 

podemos escribir <le nrn.ncrn general 

=.., L~J-1 

=-r [,;::Jl [~;:Jl 
dp~ clp, [dp,l-l 
Tr =-rdt clp~ 

=~ (el:;; l 
dpx 

=Tt· 

donde 11 y .1 1 denotan lns componC'nlcs parnlda y ¡)('rpt•ndicn1nr al movimiento. 

Con la notación nntcrior ln transforma.ción de los campos E y jj se escribe [lj 

E!1=E11 

E~ =·,(El.+ ff X B) 

B[¡=B11 

B~ =-¡(fl l. - ff X É). 

- !) •. 

(1.3) 

(1.4) 



Tomando en cuenta las exprcsioues (1.2), (1.3) y (1.4), las compoUC'IJtrs paralrla y pcr~ 

pendicular de In fucr7.n sohr<~ la partícula en los sistema.-; O y O' cstAn relacionad:ts de la 

manera siguiente 
, dpl1 , dpu 

FJ1 =-;¡;:- = qEll =qE11 =q-¡¡¡ = FJ¡, 

Fl = dp'J_ = qE~ = q¡(E.L + li X B) = q-¡ dp.L = ·¡Fj_, 
dr dt 

(J.5) 

es decir, en el sistema O In fucn:n ~obre In partícula r.stá dndn en c.omponC'ntcs por 

F11 =•¡E¡¡ 

F~ = q(E.L + /f X fl) 

que es la exprt!sión pnra In fuerza. de Lorcntz. 

1.3 Fuerza dipolnr n1ngnéticn y eléctrica. 

Vamos a presentar ahorn las expresiones pnra la fuerza y la. torca ejercida~ sobre un dipolo 

magnético inmerso en un campo magnctost<Í.tko que varía suavemente con la posicibn. 

Para. representar al dipolo, consideremos un rizo de corriente de forma. <1rbitrnria y 

situado en un plano. El campo magnético producido por cst.r rí7n rl.P rnrri·~ntc re cnmporl<:t1 

n distancias grtmrk·s comparadas con sus <limcnsiones 1 como el campo producido pnr un di

polo mngnético. De este modo si consideramos un rizo suficientemente localizndo podremos 

dcsctibir In interncción entre su monwnto maguétiro y el campo magnético externo como la 

interacción entre un dipolo y un campo magnéticos. 

El momento mngnétiro del rizo estlÍ. dado por l•I 

- i j · el" m == - < r x r, 
2c 

(l.6) 
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Figura 1.2 Un rizo <.le corricllte localiwdo y plano inmerso en un campo magnético 

que varía suavenwntc con la posiciÓJJ. 

donde i es la corriente ('.'itndonarin Pll el dzo. 

Cuaudo la densidad 1lt• c:u·g:t P.e, nnla, la fof'rZa sohr~ un clcmcuto de c01Tientc es -.seg1ín 

la. expresión pnrn. la Í\icrza de Lorent zM 

Expnndiendo ñ en serie dP Taylor nln•(h•dor de nn oríg,en com·enit~nt e y consid1.~rando términos 

hasta primer ordcu pod{'111os escribir 

de modo que 

- (i f ) - i f -F' = ~ d1~ x D(O) + ~ dr x (,~. \?)Dlr=•• 

y como la integral .f df se anula, tendremos que 

En adelante se cntcndC'r:.Í. que la cxprcsi1'.m ( j:' • ~)É está cvalun.dn en f' ~O. 

Utilizando la expresión para el triple producto vectorial C!::i\ribimos 

(r· \?)B = \'(r· ñ¡- f x (V x ñ). 
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Como pm·a el campo magnético externo, V X ÍÍ = O 

dr7 x (r· '1)B = df'x '1n(r· B) 

('Vu, signifirn \7 actuando solo sobre B). 

Ahora, dado que pnrn una función escalar u y un vccl!.ir Á, 

'1 x (uX) = (\7u) x A+ u(\7 x A), 

entonces, tomando u =: r. fj' A'= dF' tc11drcmo.s 

'VnW·B) x cli'+(•7 ·B)(V 0 x dT)= 'V¡¡(r·B) x dr7 

de donde 

y entonces 

- i f -F = -~Vu x dif.r· D) 

o bien 

- i { 1 (f - -) l (f - -) } F=-~V8 x :Í di'{r·D)+i'\clr7 ·D) +:¡ di\r·B)-i'{<h7·D) . 

La primcrn integral se nnnla.. En efecto, en componcnte:J 

[j di'(r · B) + i(clr· ñ)]. = [fc1x,(x;D,) + x;(dx1 B;)] 

= [n; f x,,;x,+x;dx;] 

= [n; J d(x;,,,)J ~o 

puesto que se trata de la integral (.le una difcrenl'ial cxuct a t~vnliwda <1 lo la.r~o de uun tra~ 

y1·dorin cerrada. Además, utiliznndo la expresión ¡rnra el triple pro1lucto nctorinl, podl'mos 

escribir 

dr(r· B) + i·1di'· ñ) = (i'x di') x ñ 
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con lo que 

que podemos escribir como 

F='Vn x (~jtdrx 0) xñ 

='Va x1ñ x ñ 

F= (1ñ·'Vu)ñ- 1ñ(V'n .ñ¡ 

= (1ii· \'¡¡)ñ, 

(puesto que '\! n · jj =O ) y como ad('más tcm.·mns que 

\10(1ñ · ñ) = (ÍÍ · 'V¡¡)ñi +(ni· \ln)D + ii x ('Vn x 1ii) + 1ii x (\'u x ñ) 

p = \'(1ii. ÍÍ). 

La torca sobre un clcmcutn de corrie11t1• t>ll f'] rizo es, l.! p1;mcr orden 

- i -dN = ~rº'x (1/i''x li(O)) 

entonces 

- j 1 -N = ~ r i"x (cli'x D(O)) 

que podemos rscrihir como 

La primcríl integral se anula pues podemos escribir 

i" x (dr7 x ñ) = dr7(r. ñ) - B(i'. dr) 

dr7 x (i'x ñ) = r(dr7 · É)- /J(dr7 · 1l 

y como hemos visto,§ di''(t· B) + i'(.li'· D) =O. Ahe>ra, 

[f 2ñv. drl], = n, f 2.,.,<1,, = n, f c!(i-jl =o 

(J.7) 

por ser la integral en una trayectoria ccrrndn- de unn diferencial exacta. Utilízru1do la identidad 

x x (ñ x ci + t x (ex xi+ ex (Ax ni= o 
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podemos escribir el segundo integrando como 

rX (drx ll) +d1~X (ll Xi·)= ll X (clrx 11 

de donde la torca ejercida por el campo cxlcrno sobre el rizo es 

Ñ = .!__f ii x(drx r¡ = !_f(rx clf) x ñ 
2c 2c 

Ñ=n1xIJ. {1.8) 

Procederemos nhoru a derivar las expresiones pa.rn la fuerza y la torca cj C'rdrlns sohre un 

dipolo eléctrico inmerso en un campo eléctrico que varía suavC'menlc con lll posición. 

La fuerza del cumpo eléctrico sobre un elemento de unn. distribución locnlizn<la de cmg~ 

es 

clF = Eclq = E(rJp(r¡rW 

de donde 

Desarrollando E( f} en serie de Tn.ylor alrededor de un origen apropiado, tendremos que 

Ln pritrn~ra integral se am1ln f;j la. carga neta en la disttihucióu es cero. La .scg11ndu int<~grnl 

puede escribirse como (fi · VJE!r=oO <lowk ¡; := j i"p(f)dV, es el monwnt.n (lipnlar <'l0f't.rico <le 

In distribución de cargas. La. fuc1z¡1.- ~obre un dipolo eléctrir-o p11ede P!=cribirsc cntow~c~ como 

¡;.<:JE= 'V(p· E). 

La torca sobre el dipolo puede cscribirnc, a primer orden en E, como 

Ñ= jtxdF(O) 
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Ñ = <f i'p(f') X dV)E(O) 

,v =¡;xi. 

1.4 Fuerza Covnriantc de Lorcntz. 

(1.10) 

El objrtivo el.e c.stn !-iccci(~>n f'S mostr:1r corno pueden <lcduc:irsc, a partir d1~ una C'XfHf':·,ir'111 

relativista, lns ecuaciones cli\~icas de 1110\·imii:-ntn, en este caso, parn una pn.rtknla cargada 

i11111cr5:n en nn campo dc·ctnlini.ll~n·~tico. En la :.;jg11icntc st•i:ciún, habremos de adopl.ar csfr 

proccdimicuto pnra deducir las <.'Cuacionc:; ele mo\'Ímicnto para un dipolo n1ngrn'·tico iumcr.':-o 

en un cmnpo elcclrotnngnét.ico externo. 

En lcnp;unjc covnri1tntc, hnccmos concspoudcr con los \·cctoH'~ de campo clf>ctrko y 

magnétito, un tensor anlisim~trico <le segundo rango r:uya cxpre;,ióu explícita f's;l 5l 

( o 
E, E, E.) -EJ. o n, -·D, [F,..,J = -E,, -IJ, o n . 

' -E, IJ, -D, o 

Sea. u" el crn:1<lrivcclor dP n:-locidncld para 11nn pi1rtk11la carp;nda cpw se lllU<!\·1; cou vdü: 

ciclad iJ con respecto n. nlgt'm sistema. de referencia. u" cstlÍ. <la<lo por 

u"=1(l,1i). 

Vnmos a valernos de cslc cundrivcctor para escribir la fuerza de Lou!utz onno la. parle 

espacial <le una relación cm·ariante, chidn por 

donde como es usual 

dp'' = cF11 u · 
dr 1' v· 
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g''" = Yµv = { _ 

En efecto, puesto que dt = -ydi, 

1, si z, =µ~O, 
1, Si 11 = JL := J'. 

dp¡ . 
i dr =1cF~u" 

F¡ =cFiu" 

El procedimiento adoptado ha cousbti<lo en propUllL'f uua relación cn,·ariantc qur: n> 

produzca. las ecuaciones de movimiento, cu este ca.so, para urw part ir11lh cargada. inmersa 

en un campo dcct.romagnf.lii:o. Sln embargo esta relación covarianlc puede :·J~r a su vez oh

lcni<l:i. mcdiant(> 1111 principio variacional, propnni1·n<lo 11rnt den!';ida<l La~~raugiaua ª'lt'ruada. 

En la !'iÍgnicntc sección v;u11os h coutimuu- con d punto <le vista origin<tl y a propow·r una 

ccuacic'1n C<ffnl'Íantc ¡wr;l. f·w·orltr:1r 1:1~ 1•t:1tacioncs df• 111nvin:it·1:t1i par'1 el ra~o (lt· 11n dipolo 

clcctroma9nético en internccilm r.ou nn campo clectromagm~tico rxll'ruo. 

1.5 Fuerza tipo Lorcutz sobre un dipolo magnético en movimiento. 

Considt•rnnrlo lo:; res11ltados precedente·», vamos a propmwr uua 1d:u:ic'.i11 cm·arinntr. para 

describir la inlcrnccióu de un dipolo magnético en movimiento, con un campo ('lcct1omngn(~Lico 

externo. En mwstra derivación hcmog dt• tomar en cuenta el hecho couocido 1 aunr1uc no 

siempre trntndo ron suflcil'nlc <!11fosis en la lit1·rat nra 1 {f>] de qw~ un dipolo mnp;nético (e!Vctrico) 

en movimiento, induce la nparicióu de m1 dipolo eléctrico (mngnf~ticu) trnnsn.!rsal tanto i\ la 

dirección ch· movimiento como a la oricntacióu del clipolo. 

Estn propiedad de lo~ dipolos en movimiento f'!s <le~crita di_• mnncrn di~tinta por algunos 

nntorcs: 

G.P. Fishcr lüJ considera nn dipolo magnético ¡71 rcpn'SC'Jltado por un ri20 de corriente J. 
y aplica una trnnsfnrm<H·i/rn <11~ Lorrntz sohre ln.s cantida(les p y J (p la densidad de <'nrga, 

(¡uc considera. igunl n cero C'll el sistf'urn. en el que el dipolo est <Í. en reposo) para mostrar que 
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en el sistema en el que d c.lipolo mugnélku tiene nna vclocicl(\d fi, se observa la aparición de 

un dipolo eléctrico jJ cuya. expresión es 

(1.11) 

A.J.D. Jucksou l-'1 ~ugicre obtener la cctmcic'.m (1.11) lt partir dCJ unn tran.5forma.rión <le 

Lorentz sobre el cun<lri\'cctor de ctunpos clectronrngm!ticos A1" cuyn expresión r·xplícitn es la 

de un potencial clipolar nuig;nt'~tico 

R. Decker l7l ohticllt.' unn expresión si1nilar a (1.11). nplica111lo unh tnm~for11iaci/111 d1: 

Lorentz n los cnmpos producido!i l'll medios m11h·riaks por un ten~or e.le mnmcntos dipoh1r<:::; 

que se mezclm1 bajo la transformnci/Jll ti\l romo lo hnct..>n los ca111pns fj r 11. 

tensor de momentos <lipolnrci;. Sin e111hnr~n. hnlc~ de Pntrnr CH mnll'ri<t, c~s com·enk·nte n .. •:-;;1ltm 

los elementos involucrado~ t'll la dt:snipri{in. 

En el ca.so antes trn.tn(lo (~cc.1.3) pnra dc!:>~:ril1ir la i11t1•rnrcic'm, ht ¡11·<,pieclncl ele Ja piU"tículH 

que ~e ticopln nl r.ampo extf•rno 1..:s ln c;1r>.;n y. como lc:t fuerza de.: Lorentz l':-i dqJt•wlil·nk de b 

velocidad, huUimus de lm·-rnr 1ma t'Xprec.ión qn.-? 1ducion<lrtl la~ ra11tidetclc.,, <, F 1ll', ul'. 

Ln. expresión que al1ora husctnnos dt"hc :-icr tnmhit:'·n dcpcnili1·nte dt: la \'elnddacl si (!\H' 

remos utiliimrln pitra mo<l1~lar ni o<;cilador tlt• Dirn" (cap 3). Nu1:,;lr(I objdiuo e.~ r.ncontmr u.1ui 

cxpre3ÍÓn del ti¡w fttr~r=a clt~ Lorr:ntz pani d 1li¡iolo r.n intrrncción con d c:1w1¡io c.dano. 

y clc!ctrico de la partícula, Lle tal modo cp1i- In interncic'm !iea dependiPntc de la vclfJLida~, es 

ckcir buscamos una expresión cornrimllt' que im·olucr~ las c::mtidadcs p1', ml1. piiv y u", tlondc 

lo. parte espílcial de los cundrivcctores ii 11
• m'1 representan los vectores clipolare~ dfrtrico ji y 

magnético nl. En 1'st1:l clirecrión se prr.sC'nta más de una nlternaliva pero nos limitaremos a 

discutir una que t{'sulta ~nfid(•ntl' a nul'slros fines. 

- 17 -



SuLemos [ll:J que a pal'tir de uu tensor nntisitm~trico dr. !'t•gundo nmgo (con seis componen· 

tes indepcn<lienles} 1 podemos construir <los co11jnnto:o> de tres eru1tidades que se comportan, 

uno como un vector axial y otro como un vcclot· polar. Ahora bien, ¡mesto que¡} es un vector 

polar y 1ñ es un \'cctor axial, nl conjunto cfr seis c:mtidndes 

[¡~ lii] = [(p,, p,, p, ), (m,, rn,, rnz)] 

podemos lwccrlc corresponder el trnsor definido por 

( o 
p, ,,, 

p, ) -JJr o 111: -m 
[M,,.] = 

-111: o ,,~,' . -p, 
-p, 111.y --m, 

Con esta definición, propo1wmos <lll<' la fm.·rza ejercida por un c:nmpo dcclromag;uétiro rxtcrno 

sobre los momentos dipol:irc~ clt~ ln partkula puede cscrilJinm como 

Esta expresión es Co\'arirmtc y se reducen p.7) y (1.9) e11 el sisteuia propio. La <lepen· 

dencin. con In velocidad <le e:; ta expresión csl{l implicitn í'H las propi~dn<lcs ele trnnsformnción 

de los tensores 1'1'1 " 1 F11 v. En efPclo, supongamos que í'll al¡~/111 sistema <le reÍcrl'ucia p] tensor 

~'J'H' rolo presenta componentes mngnéticns 

-~;) 
m~ . 

o 

Dcs<lc un sistemn de rcforc11cin pnra el que el dipolo t;e m11eve con velocidad /Í, las com

ponentes dipolnrcs eléctrica y uwg11ética. se mczrlrm de rnodn <}\ti:' 

Pll =O 

JJ.i.=·M·x,iiº\ 
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donde como antes, 11 y :.L, representan lns direcciouos pnralela y perpendicular respecto ni 

vector de velocidad íi, es' decir 

ni.=m11tmL 

Podemos escdbir entonces 

==Cfi · •ñºlíi + 1!•ilº - ffi. rñºJ;3¡ 

==(l -1Jfi<fi. mº) + 1•iiº 

== _ ·/(il .• r.·iL + ')lñº. 
1 + -, 

(1.12) 

donde f y ñ son los campos externos cU·ctrico y magnético en l'l sistema. respecto rld cunl, 

el dipolo cstú cu movimiento. La fncrz<t ~mLre d dipolo In obteni:rnos como lu pa.rt(' t•sp1ui:11 

de In relación rovnria.ntí' 

y como sabemos c¡ue 

tendremos 

0 1 finalmente 

F. - dp,, ,, - -;¡; 

dji "'( ºIJ º IJ ( :; - º E-) "IJt = \' 17111 11 +·¡mJ. _e+'¡/; X 111 )· 

d¡i' v-· 1 ºD +m~!!_c-'-(;1xúíº)·E) -;¡¡ = ·1:; 1"11 11 ~ 

='V( :_mil¡¡+ 1.m_cl]_c + (¡J X rñº) ·E) 
-¡ •¡ 

i= ~(>ii·D+fi·EJ -, (1.13) 

{con p =¡)_e = 1(P X rñº)). La cxprcsiún (1.13) signifiC"et que el dipolo. otiginnlmcnfr 

magnético en s11 sistema propio, induce la npnrición de un dipolo elt.'•ctrico en un sistema Pn 
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el que esté en movimiento, y que la aparición de este dipolo eléctrico contribuye tt la fuerza 

ejercida por un campo clcctromat.rnético externo. 

Pnrn tcrn1inar el capítulo vamos fl escribir la cxprcsion que resulta de (1.13) para el limite 

ultrnrclotivista. Utilizundo (1.!2) tomemos el límite de ~ cuando·¡_, ooJj -• 1 

con lo que 

(1.14) 

Finahnentc1 notamos que mín si el cnmpo externo e:> purnmeutc f'lértrico 1 /~si.e se acopla 

nl dipolo eléctrico inducido y habremos de observar una intcrl\cción. 
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CAPITULO 2 

Dipolos Cuánticos 

2.1 Introducción 

Además de la masa, una de lns propicdudc!i curactcríslicas ele lns partículas clemen· 

tafos es su momento nngul;1r intrínseco o esp{u. Esta es una propi<~dnrl de naturaleza es~ 

trictnmente cuántica y los intentos por modclarln como una rotación clil.'lica r:on<lurtm n 

iuconsistencins fll. Cualquier pnrtír:ula cLLrgü<ltt cuyo momento iutrínr,;''co sea di!;iiuto ele 

cero tiene n.socíndo un momento magnético y es de Ucclw gradas a é;.;tl' c¡uc> el espín d<~ 

las partículas puede medirse. Estos momentos mngnético:i ~,on tUl<L dt: lnli manifrstacicincs de 

las propiedades cll'dtomagnéticas de las partículas. Valores cxperimcntnks rh.• los momen

tos magnéticos parn n1gunas partfruln.-, se listan en la signicnte tahln. 

Pnrtículn 

electrón 

muón 

protón 

neutrón 

!Y101nento nrngr11Hico cu 

unidades d" c/2m 

1.00115VG2 ± 3 X 10-a 

1.001162 ± 5 X 10-a 

2.7D27G ± 3 X 10-s 

-1.91315 ± 7 X 10-s 

Tnbla 2.1 hrJomcntos magnéticos experimentales de algunas partícula..<; dementa· 

/c.1111. 

En principio podría esperarse que c-stos \'alores se obtuvicrnn a parlir In ecuación de Dirac 1 

que conjuga las propiccla<lcs cuánticas y rclativistns propias de estas parlícula.'1. Sin emlmrgo 

ésto no sucede así. Por ('j~rnplo la diferencin experimental encontrada entre d momC'nto 

magnético int.rínscco del clcdón y el magnetón de Dohr ~que es el valor prcdid10 por la 
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ecuación de Dirac-- es muy pequeña y puede ser explicada mediante la Electrodinámica 

Cuántica, nl considerar las correcciones rudiativas ftJ. Lo mismo es cierto para el lcptón ¡1. Es 

decir, para estas partículas tenemos que 

/ _ { 1 + fK - 0.328~, electrón , 
1
' /ln - 1+fi+0.76~, muón. 

Estos valores corregidos están de !\cuerdo con el <·xperimcnlo; provienen de considerar lns 

contribuciones de In c1nisión y ab:;ordón de fotmws virtuales por la partícula en movimiento. 

El acuerdo entre tcorín. y experimento es una buena prueba de la validez de ln. Elcctro<litHímica 

Cuántica hasli.l dishu1cias clcl orden de 10- 14 cm.1 11 Sin cmbaq~o, lns valorcr-; p<tra los momcn-

to& magnéticos <lcl proLÓn y del ncutn:m dificn·u t.'OU~idcrnLlcmcntc del magnctc'm Bohr, lo que 

llc\·a a pensar en éstas partícula.-,, de alguna mruwrn, como compuestas. 

El concepto de momento <lipolo.r c\Pctrico t.n.1nhién jner;n un papel impnrü1.11te dentro de 

lo. teoría. cuántica-rcliLtivistiL de la.<> partículas cle1ncnt.ale~. E~ f:ihbido {:lj que ltL t•xist(~ncia (k 

dipolos eléctrico~ nsociados n partíc1tln.'1 clcmcntal<·s produciría In violación dt: las i11va1 ia.w.:ia.3 

P y T en la interacr.ic'.m de estas p;u·tícul:t.<i <'t.lfl crunpos dectrost<Í.t.icus cxtc1nw ... Por otra 

parte, In violación experimrntal de lo. in\'illÍaucia. ante p;1riclad en el decaimiento Leta. y <le 

la invariancia temporal en el dcca.imícnto <le J\·o l3l permite la posibilidad de considerar en 

la teoría n.lgím térmi110 qne describa la interacciún dt~ un momento dipolar eléctrico c:nH un 

campo clcctromap;ndico externo. Aunque estos monwnto.'i dipolares 110 ha11 sido <letect.ados, 

los límilcs cxpcrimcnt alcs C'ncontrados para. el ca.so de alguuas p;utícnlas se muestran e11 la 

tnbla (2.2). 

Como vemos, los momentos <lipolarcfi tiOil propiedades c¡ue deben co11sidcrarsc dentro de 

ln.s teoríns que describen el comportamiento de ln.s pnrlículns elementales, en particular en las 

teorías cuántica y cmí.nticn-rclativistn. Es el objetivo de C!-lte capítulo prcBentnr el lratim1icnto 

que dan ambas teorías pam consi<lcrnr la interacción de estos momentos dipolnrcs de ln.s 

pn.rtícu]as con crunpos electromagnéticos externos. 

2.2 La ecuación de Pauli 

La ecuación de Pauli se origina en el intento de describir el comportrunicnto del electrón 
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Pnrtículn 

protón 

neutrón 

muón 

elcctró11 

Lirnitc superior en 

unidades de P- x cm 

< 1.3 X 10- 13 

< 2 X J0- 16 

< 3 X JO-IS 

Tabla 2.2 Límites superiores cxp,·ri11wntalcs pnra los momentos dipolarcs cléc~ 

tricos de algunas pn.rtículw_; dcmenilllc,q[l)_ 

en presencia de un cnmpo magnético cx!.crnu. El t,'Tndo (1)-;tra <le libertad <¡ll<"' supo11f' la 

introducción del cspÍll ( cou valor t) s.-~ refleja en que ahora. la función de onda del electrón es 

un cspinor de dos cumpuw:11tcs y la l'.cuaril'111 11ue Jt'~cribc su comportamiento es una ccuaci/111 

matriciu.l que inrolucrn u. las mritriccs a dC' Panli. En estn sccción 1 \'Umos a obtener In t'ClllH"ÍÓn 

de Puuli n partir de In. teoría cw.í.nticn no reb1tivistn. 

Consideremos la ccunci<ln de SchrOJingl'r, g1~ncrnlizm.la para el cn:;.o f>ll c¡uc uu c;uupo 

electromagnético externo l'sté presente. Siguif·mlo la regln. que courlucc en el caso chísico a la. 

fuerza de Lorcntz, lHlCl'lllüs la sur-;litm:i(Jll 11iinÍ111i1l 

y In ccunción es 

i 
8~' = .!.___(¡;- eA)21f1 +e</!~· 
Dt 2m 

donde J es el polcnciul \'Cdorial y ~) L'~ <•1 potencial eléctrico. Para. introducir en esta ecuación 

ni espín !•11•1, remplazamos el térutlno (¡} - cA)2 por el término [ cr • (ji- cX))2. La ecuación de 

Pnu1i se escribe entonces como 

;
8
8

.¡' = i-w · (¡;- cAJJ'.P + «M 
t -m 

(2.1). 

Podemos trnnsfonnar esta ccunción y P~cribirla en formn nuí.s simplr. utilizando In siguiente 

propiedad de las matrices a 

( ¡¡ · ii)( ¡¡ · b) = ii • b + iil( ii X b) (2.2) 
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con la que pÓdcmos e8cribir 

y como además 

tendremos que 

[ü · (p - eX))' =[Ü · (p - eA)] · [ü · (p - eA)J 

=(p- eX)' + iü · (P- el) x (p - cX) 

(p - eA) X (p - eA),P = - e(p X A+ A X ¡)Ji¡\ 

= - e( -i\1 X l)t/' 

(p- e.4') X(¡)- el)= ie\' X ..f ~ icB (2.3). 

Por otra parte sí consideramos un campo magnétko unifo11nc y !.mfidcnlcmentt• débil 

como para conservar t'inicnmcntc tfrminus de primer ort.lcn 1 podemos escribir (puesto que 

jj ='V X J) 
~ 1 ~ 
A= ZB x r, 

y trabajando en la nonnn de Coulomb, el término (¡l- eÁ)2 sr. C'scribc> como 

ndcm{i.'í, puesto que 

el término (ji - eA)' se escribe 

con lo que 

(ji- e.4)2 =p2 
- 2cp · l 

=¡i2 - ep· (B x •l 

=p2 
- ciJ · (rx ¡)¡ 

=p' - eL. jJ 

[ü· (p- cA)j2 = ,,, - ,[,. iJ- cü. jJ 

Con§:;:= ~ü, In. ecuación de Pnuli (ce. 2.1) se escribe finalmente como 
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El término -2;/;¡S · ñ representa la energía de interacción entre el momento mngnético 

asociado nl espín del electrón ¡1s y el cnmpo magnético externo, donde ¡1s = 2¡1.nS, (¡iu = fr;¡
es el mngnctón de Bohr) es el momento ma&rr1ético intrínseco del electrón. Vemos que el factor 

que relaciona este momento magnético con el espín del electrón es 9 = 2. Este rei;ultado 

reproduce e} \•alar observado -·-·}H\.Stfl la epoca en que }a ecuación fué ¡'~ropuesta-· de Ja raZÓll 

giromngnét.icn g para el cledn'.m, !,in Pmlmrgn <~s con~ccucn<:Ín de In illtroclncción d1• nn término 

nd hoc, cnpaz de rcpro<luciilo. 

Este mismo resultado p11crle <l<~Jucir:_.:;~ n partir d1:- la teorín parad electrón rdnti\·ista 

ele Dirac que induyC" ni espín de numera nnt nrn.1. En la siguiente sf'cci6n \'tlmns a cif'rivnrlo 

y generalizarlo para el caso <lt~ otras partículas como el protón y el ucutrún a pmtir ele la 

ccuadón de Dirnc:. 

2.3 La ecuación de Pauli como litnitc no relativista de la ecuación de Dirac. 

La. ecuación de Dirac fué propuc:;ta t'n lD~S por P.A.).!. Diruc. Su oLjctivo era enrontrar 

una ecuación cuánticn relati\·istn, de primer ordt~n en las derivadas temporal y cspacinlt•s q11e 

permitiera definir una densidad <le probabilidad JEJsitiva definida, La ecuación de Dirur p11edc 

escribirse como 1 

(¡1'p,, - m)i/' o= o (2.G) 

donde las ¡ 1' son lns mntrices de Dirnc, p1, es d cuadrivcctor de momcuto~ mes lí1. mnsa <le 1<.l 

pnrtículn y,¡, e~ un C"c:pinor d1• f'1rntro romponP11l('1'!. 

La ecuación (2.6) describe el comportamiento de partícula'> con espín i· Para describir la 

interacción minimn.l <le estas partículas --con cargn- con w1 campo clcctromagnétko exkn101 

hacemos la sustitución p11 _. p,1 -cA 1, donde e es In carga de la pnrtículn y A¡1 es el cuudrivcctor 

clectromngnético 

h''(p1, - cA,,) - m]~' = O. (2.7) 

La ecuación (2.7) predice una razón giromagnética g=2 pnrn la expresión ¡t~ = 9/lD, Esta 

ecuación predice además que el momento dipolar eléctrico asociado ;i ln partícula es JIE = O. 

1 ver Apéndice A 
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Para tomar en cuento. dentro de la leoría los valores correctos <le los momentos magnético_:; 

e incluir posibles momentos eléctricos, agregamos n. la ecuación (2.7) los términos 

K¡e J."''1'"' 
4tn Gµt> y 

,,.;'e 
4TIH i·rsa,11,F'''"' (2 8) 

rcspectivn.mcnte, Estos tt·rminos ndicionrdcs lw.o~n <le}!\ teoría una teoría fenomcnoMgicn t~n 

la que n.¡ y K: se deben delermiunr c·mpirica1w:nlc pn..rn reprodncir lo:'> Vl\.lorcs ob~crYados de los 

momentos <lipolu.rcs magnéticos y lo~ po:iil>kc. 1nmnr:ntm: <lipolan:s cleclricos dt· l;i.:; ¡Htrlícula .... 

en con~idcru.ción. El rcqui~ito gcrwral que <l1•l1{:1\ cumplir estos térmi11os e~ que su im:lusi(ni 

mnntcngn ttmto la. curnrirmcia de ln 1·r1rnci<'ill como la hermitici<lfül rld opera(lor Ilamiltoninnn 

y la conscrvnci/m de ll\ proLubilidad. :.i 

Considcrem.us en primer lugar l1L ~·1·uaciún d1· l.Jir.u.· par~i. 1rn<l partfr11ln con carg:a y mo-

mento <lipolítr magn<'.-tico en 1nternccitln con un campo ckctrornngw~tico cXh'rno. 

donde c:omo es usual F 1111 = .j.L,-l11 
- -:-º-1P'. 

OI, íJII' 

.Multiplicando ln ecuación por /] y r1:n6rrupnn<lo po<lcmo:~ escribir 

Ahorn1 puesto que u11 v = }h111 ¡"J' el término t'll a11 " F' 111
J !:iC escribe comr> 

con lo que la ecuación resulta. 

·º,r¡-(- ¡')/J . K¡c/J_IJ-.K;C/J_E-)' 1-v'= a· p-c¡:1. + m.1+c¡rp-- a· +t- o·• 1!.1. al 2rn; 2m, 

ver Apéndice D 
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Consideremos .1/J de. la Í()i"ma\I> = (~-)'donde t y .~.s011bicspinorcs; En la representación 

de Dirac-Pauli 3 ñ = ü ( ~ ~). f3 = { ~ • ~¡) y la ccuaci6n puede escribirse como 

;!._ (~) =u·rr(~)+••<P(~) +m;( 'P_)- "'"u·il( <P_) _¡5.!:...¡;.¿(-5) 
éJI X 'P X -x 2m; -x 2m¡ 'P 

con ií = jj - e¡J. 

Busquemos soluciones de la forma ( ~) = c,;p(-im,t) (;) con <p y X funciones relati

vamente suaves <le! tiempo. La ecuación n resolver es por coru;igiente 

·ª("') --(") .i.(1') n (º) "•"-n-("') ·"•"-E-•(-') i- , =a·;;- ' +c¡y -:!m 1 . -~cr· _, -z9·-~a·' · . 
éJt X 'P .\ \ _m, X -"'• I' 

Ahora, pnra cncrgÍiL'i cinéticas e int('nsidr1<lcs de ca111po per¡ueñ;1~ cornpa.radas con mc2 

podcmo:> aproximar la soluciún del segundo reuglc'in de In Pctrnci1~in por 

¡;.;. 
y= --1' 

2m¡ 

con lo que la. e<:uadón para r.p (Ja.s gnm<leB componentes) es 

. {) [ ) - - _ - . K¡C - - . K;e - - - ·• ] •-<p = ,---.(a· ;r)(a · rr) +e;<;> - 0 -a · B + 1-2(a · E)(a. ;;) 'P 
Dt _m, _m 1 <lm¡ 

y como (O'· il)(ii · ii) = rr2 - e,O' · fj (ces (2.2), (2.3) ), la ccuaci.\n se csc1ibe 

.a [(p-c;X)2 (c,+",c)_, - ·"•• -· _ i _, ~ -] 
1-<p= --,-- - -----a·B+c,<f;+i~E·;;+-. a·(Ex rr) \'· 

Dt 2111 1 2m¡ 4mf 4rnf 

Si nhoru dentro de ln misnrn aproximación, trabaja.udo <:n Ia. uorrna de Coulomb, d('.sprc~ 

ci~unos términos de orden l/m? y consickrnmos un campo magnético w1iformc suficientemente 

débil (aproximación lincítl en el campo) podernos escribir ( cctwción (2A) ) 

(il- e;AJ' p' e - .• 
---=---L·B 

2m¡ 2m; 2m¡ 

y r.on § = 10, lu ccuacibI1 :;e c!lt:ribc finalmente como 

(2.9) 

3 ver Apéndice A 
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Así, en el límite de bajas cncrgía ... <; 1 el lérmino f;f¡uµvFµ'' contribuye co11 nn factor íl<li

cionnl a la interacción df'l espín con d campo magnético externo B, lo que da cuent n de los 

momentos magnéticos anómalo,, tlc partír.uln.s como d protón y f•l neutrón. En cfcctn, si para 

el protón Kp == 1.70 y para el ncut.r6n f\. 11 ~ -1.01 1 tim<lrf'mo:. que los rnomcntos maguéricos 

de estas partícuhts so11, rPspecti\'alJJcJitc ¡t1, ::.:: 2.79 y /t,1 :::: -1.!Jl en unid;Hl(·~ de ¡1n. 

Para considernr unn iuterncción dipolnr r·l/:ctri('n dr b:s partículas con un nnnpo rli·c· 

tromngnético externo, induimos e:1 !a ccunción de Dir:lc el térrnÍit0 i i-;~,7 ~fr./JJl~·F'' i- con 

75 ::: i¡º-¡ 11 2 .. , 3 • Como 

i l\~r:: ¡~a,1 vFµv = i t\:~C rl · iJ - ....:~e¡:;· ff 
4m¡ 2m¡ 2rn¡ 

la inclusión de ést<" rénni110 en ln ecuación (2.7) pmducirá, con el tratamien1 o previo y rlcntro 

de las suposiciones lJC'chns, un acopl1tmicnto dípolar cli~drico de la partícula rnn d campo 

cléclrico externo de intensidad 2(t.:~). 

2.4 Transformaciones C, P y T. 

Hemos mr•ndonndo la violación de la.a in\<1rianci<L'l P y Ta que conduce la e:dstc11cia de 

dipolos eléctricos asociados a partículas elementalc.•. Vamos a ihrntrar '~stn viula.dc'in UH'dinnte 

un C!lquema .sencillo. Eu la siguiente figura se ilustra un dipolo eléctrico que rota f.'ll el cmnpo 

electrostático producido por uua carga puntual Q. 

Suponga1nos que esta es mm situación físicamente renJizabh't cntoncc.5 ~j llcvamós a rabo 

ya sen una inversión ('Spacínl o mm temporal, PstnB transformacionc.<; no ílltcrnr<Í.n la direcci6n 

del campo elcct.ro.<:t<Ítiro producido JA1r lu curga Q pero ambn..."i producir<in q1H~ la dirección 

<le la rotación del dipolo cnmbic y por cousiguicntP que la situación física (jtJC ft'SUlta G-::a 

jncompalible con la :mpue;~ta. originttlment.e. Por otra part{·, e~ claro de la figura que para est r. 

cnso, la tra.nsfonnncibn de conjugación de carga --C-- es una transformación de im·uri1111L~ia, 

lo que es cierto para el ca!:o gcnern.1. 

Analicemos el compurtnmicnto operacional frente a transfornrnciones C 1 P y T de los 

térn1inos (2.S), que describen respectivamente las interacciones di polares eléctrica y mngnética. 

ele la partícula <le Dirac con tUl cnmpo cll'ctomngnético externo. 
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* 
Figura 2.1 Un dipolo eléctrico rotando en el campo elcctrost<itko producido por 

una ca.r~n puntual Q. 

En ht rcprescntnción <le Din1c~Pnllli, lo. trnnsfornmción de Pn.rjda<l P es tal que t/.' y fJ 

-un opcrndor que actuc sobre ~1~- 1 cnmbinn a 

cuando X y t cambian a X':= -X, t' ==t. 

Puesto que 

cntonccst la transfor11rnciÓH actunn<lo sobre estos ti_.rmínos rl'sulUt en 

(iü. 8)' ~ ;¡º,>. i'hº = i'Yº'"(<;¡ka;Aj) 

(Ü. E)'= -t°B' E-/= 'Yºanº(-D;A; - a:.;,'). 

(2.lO<l) 

(2.JOb) 

Puesto que u1; :::::: Í')i/j y a·1:. ::= ~,0 ,./· entonces-/ conm11ta con 01; y anticonmuta con ot; 

por otro lado, cuando X cambia a E' = -.i, D; cambia a a: = -81 y A; camhiil n. A~ :::::: -A.1, 
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pues A está generado por corrientes que cmnbinn <le dirección al invertirse el c~pario. De este 

modo 

pero 

-r° iJ · ñ-¡° = "<'óJ<(-&;)(-Aj) = ii · ñ' 

i-/ñ. t 1° = i(-<>•l( o;,i: + 0:<?' J = i(-ñ). (-E' J = ¡,¡. 1~' 

i1ºñ · ñ1º = -irrkf;¡<( -&;)(-Aj)= -iii · ñ' 

-t°iJ ·E-¡°= <T;)(&;,i¡ +0;9') =a· (-E')= ... ;; · Í'' 

En consecuencia, el ténnino (2.10 a) C'S Ín\·nrinnte bajo In trnnsformaci6n de paridnd, pero 

el término (2.10 h) no lo es. 

La trru1sformnción inversión en el tiempo T, nctua d(' taJ modo que 

cuando t --. t' = -t y X -+ X' = J. De este modo 

TiJº'I'-' = -iJ. 

Además, cuando t cambia a -t, A, cambian -.-1¡ 1 puc!'l las corrientes que generan a .T 
cambian de signo si el tiempo se invierte, mientra<; que ~'(t) == iP(t) pues ln. carga no cambia 

de signo¡ como tarnhi(~n O¡ -~ a: :::: 01 entonces 

y así 

TE'I'_, =E', 

T(iJ. B)"T-' = (-iJ). (-ñ') = iJ. B' 

T(ia. E)"T- 1 = -i(-ñJ. t' = iñ. E' 
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T(io. ñrT-1 = -i(-o). (-B'J = -io. ñ' 

T(a. E)'T- 1 = (-aJ. (-E')= -if. E' 

y de este modo, (2.10 a) es invuriantc a11te T pero (2.10 b) no lo es. 

Finnlmcntc, Ja conjugación de curga C es tn.l qut> 

cnlonccs 

o-• fJ' = h'(ó·¡;¡' 

(iif. n)' = h'(a · IÍJ'h' =i·/aii1' n¡ 

=i-/(-h";1·•i;-,' n: 
= - i(i·r2·r";i¡')(i·,'1"i1')n; 

y recordando que h·21*l1i¡'2 = -¡ 11 rc:mltn 

i/( ¿;. E)'i/ = -iii. i..'' 

h 2(i(l • Üfi¡'.! = -iá. ti' 

h'(a · f¡·;, 2 = -ii. E'. 

Si ahora comp1etruno~ la tra.nsformacic!in hílcien<lo el· cmulJio 

A 1j -t A;i = -A,11 

debido ul cambio en el signo de ln.s cargns y el<> las corrientes, la conjugación d<.• cfü·ga es tnl 

que 

a . ñ -~ a . ñ' 

iii. E-.. fr'i. E' 

iit. ñ --+ iá. ñ' 

a.E-+ a.E' 
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y la transformación es de simetría al actuar tanto sobre (2.10 a) como ~obre (2.10 b). 

Notamos que pese a que las trnnsfurmacioncs de paridlld (' inversión cu l'l tiempo no son 

operaciones <le simetría nl aci11w· i11dividualm1~ntc sobre (2.10), ln !->irw·trín. bajo li:1 operaci6u 

CPT sí se conserva. 

Concluimos el capítulo mencionando r¡uc unte In inclusión de los t./·rrninos (2.8) la co1·a~ 

rinncia e.le Ja cc.m1.ción <le Dirnc nsí como la liermiticjdnd dd lhuniltonit1t10 y la couscn·adón 

de ln probabilid;1d, no se alteran. Estas propiedades ~e urnestri1u en el npéndicc TJ. 
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CAPITULO 3 

El Oscilador de Dime 

3.1 Introducción. La ecuación oscilndor de Dirac. 

En un lrabnjo recientemente publicado 1111\1. 1\loR}Ün5ky y A. Szczcpnniak lmn propuesto 

ln. ecuación [Z) 

(3.1) 

que lrn.n llrunado el oscilador Je Dirnc. Esta es unn. ccunción <lP- Dime con el término 11diriom1l 

imwit · P/3 en el Hnmiltoniano, que representa un pntcncin.l de iutcrncción lineal en r y en d 

que w es una frccucncin de oscil_n.ción. 

Al proponer esta crunción 1 unn <le ln..s motivaciones de los autorcl'.l crn conseguir un<t 

gcncraliznción rcla.tivi~tn pam el o~cilador anw'mii.:o que pcrmitie1a modehU' la intcrncri{in 

entre quarks en los hadronesl31. 

Como estos nut.ores han moslradolll, pi.u-a d ca.so estncionario y en el límite de bajn.s 

energías, In. ecunción para las grm1dcs componentes ~e escribe como 

'I" = Ii<p = i(p2 + m 2 w2 r 2 )-3"1rn - 4mwL · S]I' (3.2) 

en ln que e, las energías dd proUlcmn. tc:mltnn ser los cigenYalorrs del opcn1dor ll que a su 

\'CZ es el Hamiltoniano <le un oscil.:1.<lor mmónico de frccuencin w junto con un término de 

interacción spin-órbi tn de inlcn~illad -( ~ ). 

Una de las propi1:dn<les irnport.antcs <le In ccuacil)n ( 3.1) ('5 que por su cst rud11ra 1 pos<'c 

soluciones e:rnctns[lll ti. 
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Notnmos sin embargo qiic (3.1) también prescutu. una desventaja ~n el hcfho_ de que su 

formulación no es explícitamente covnriantc. En efecto, nnte una transforma.ción S del grupo 

propio <le Lorcutz, el término a · T/1 se transforma según {4] 

Scr,r'fJS- 1 "'S/J·/r1/}S- 1 

= - S·/r1s-1 

= - s~/s- 1 r1 ; 

donde la sumn implkita sobre Jl y v corre de O a. 3, míentrn_'i que la suma sobre i corre de 1 n 

31 lo que nmcstra rp.lc la regla de transfonnación no conducen. una exprt'sión covariautc. 

La co\'nriautía explícitn. en la fonnulacic'm de una. cctHH.'ic)n rdn! h'i<:>tn es uu requisito de 

principio que a(lem1ís cobra mnyor impclt'tnncia. (:uaudo i\ p<·.rtír dr Jr1 (·~u:-.cit'm ~e: procc&· 11 

construir unn teoría de cmiipo rov11rím1ff.• U·l. 

Nos propow·rnos rcest·ribir la t.:ctutdón (3.1) llcvandola a unn. for1rn1 mauificstamr~ntc co

variantc a partir de su fonnulací<}n original (sc:r, 3.2). Al con~cgnir!o1 e:::tnrcmos "H posibilidnd 

de proponer un modelo físit:o q11c ('Orre:-;ponda a !;1 cr.ttadón (sec. 3.3}. 

3.2 Covadancin explícita de la ecuaclóu de Dirnc 

El objclÍ'\\J final <le estu :;cccióu es escribir la ccnacióu (3.1) ,:n fo:-ma mnnificGtamcntl! 

covn.rianll!. Es ~in Pmban~o conveniente llustr1tr el proeedímiento a utilizar, \•ulicndo11os en 

primer lugar de mm. ecuación <1uc t1pan:cc con frecueuci<i t:n ln. Htnat.\U'a, ln ecundón de Dirac 

con un término que representa la intcrni:rh)n minimal de una p11rtín1la de Di rae ClJil un cnmpo 

electromagnético externo. Estn e:s ln siguiente ecuación 

(3.3) 

Supongamos que el potcncinl cledromngnético A1, ~s, en uJgún sistcmn de referencia, d 

producido por una cargn puntual en reposo, es decir, In. parte espacial del cuadrivcctor Aii! X 
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es cero, y In parte temporal, </>, se escribe como <P = !.[:. De éste modo, la ~r,u;H·.ión (3 .3) tomfl 

la siguiente formn 
·e' (i·/"v,, - P7- m)if• =o {3.·l) 

Olvi<lf.'mos por Jo pronto el orígcn de (3.4) y supongnmo~ que 8e uos prcticnta como 

la. ecuación de Dirnc que describe la interacción de 11na partícula dr Dirnc con el cnmpo 

electrostático externo dehido n una ra.rgn ¡nu1tunl 1 en reposo en nlg/m sistema de refon:ncia. 

Nos preguntamos entonces por el problema im·cr~o; ;. C'óruo llcvamoc; ('sta 1'1ltim11 ccu;1rió11 a 

la formn (3.3) que es manifle!;ta.mcnte covari1~ntc ? 

Sen u 11 el cuadri\·ector de \'Ciocida<l de la pru-tícula qw· product~ <'} potencial externo. En 

l'l sistema en que la pnrtículn eslli rn reposo, este cuadrivcrtor ticnL' la forma 

11,,={l,iiJ. 

Vamos a valernos de este cuadrivrctor pílrn expresar e11 thminos de escalares de Lorcntz 

las cnntidndcs que npareccn c11 l'l ténnino de interaccic)u <le la ecuación (3.4). Podemos escribir 

r = (x' + y2 + z')l = [-:r1,x1' + (11.x'')'Jl 

(.r,,=(t,i'Ji 

con lo que rcsultn clnro que In cantidad 

·,¡,-:.".- ze 
- r - [-xµz•' + {u1,:r•')2 ]1 

es un escalar de Lorentz que puede entonces escribirse como el producto de dos cuadrivcctores 

A<lemñs como A1,, el cua.drivcctor de potencial clcctromngnético, es puramente tcrnpo

rnloide, en el sistema de referencia en el que estamos trabajando Aµ y u 11 son proporcionales, 

y el factor de proporcionalidad es precisamente • </>, entonces podemos escribir 
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es decir 

o finr.Jmcnte 

13::':.,o = f3Aº = ")'o.4° = -,.0 .-1° +")';.4; 
r 

(")',A;= O puesto que Á =O) 

de mnncrn que In. ecuación (3.4) pUcde escribirse como 

(h"'V,, -q1'A,, - m)o? =O 

que es ln ccuacit)n (3.3) y que es mnnifitstamcnte coYarinnte. 

Apliqm•mos el proccdimfrnto al ca.so <lt:l o~;cilndor de Dime, que c5críbimos como 

~,fulliplicnndo la ccuaci/Ja por .a = "tll y n:-agr11pr1.ndo tendremos 

o bien como i"'t'-;·0 = r:r'0 = -a0i, podremos t·scrihir (3.5) como 

una partícula de Dime. visto desde nn sist('Jnfl de reforencia particular. 

(3..'\) 

(3.6) 

Nucvnuumte nos prc~111itamos ('01110 poner tm forma mnniHestnmentc covnriante cstn. 

ccunción. La rc:;;pucsta consiste en escribir d término a 0 i r¡ en forma covariantc vnlicndo

nos del cuaclrin~dor de vdm:i<lad uµ = (1 1 Ü), que <lcfine al .i;i::;tem;l de referencia t~n el que el 

oscilador está en reposo. Con este cuadrivedor podemo:i escribir 
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(puesto que o'"' es antisimétrico) 

Si finalmente hacemos que el tensor u 1,rv sen. cxplícitn.mcnlc antisimétrico1 podemos 1:s~ 

cribir 

(3.7) 

de modo que ta ecuación (3.ú) puede escribirse como 

(3.S) 

la cun} es mn.nificstnmeme coviuir1nle puesto que Fpv <'S un ktt~r)r (anti~i1nét.rico) de segundo 

rimgo. 

Hemos por lo tanto alcanzado nne~tro propósito. En la signienle 5ecdóu, vam.o~ n utiliz;lr 

cslc resultado para. dar uu significado físico a la ecuación (3.8) en términos de la interacción 

de unn partícula. de Dirac con un potencial específico externo. 

3.3 Modelo físico para el oscilndor de Dime. 

Hemos mencionado, en :urnlogía. con la ecuación {3.4), que el término a 01r 1 t~n {3.U) puede 

reprcscntnr la interacción Je •~lgün poknci!\1 rxt.cmo con una partícula de Dirac, desc:ritn desde 

el sistema. de rcfcrcnci<1. particular f'Il el qllc el oscila<lor cst;:í en reposo: y hem.os mustrndo 

también que este término ptit .. •de <'scribirse como ta11v pµv el cual es nrn.nifit:>stmnentc c0Yaria11t e 

clndo que p1w es un tcn~:or (nntisimétrico) de fwgun<lo rango. 

Juntnudo todos los elementos hasta ahora <li~cutidos, estamos í!n posibilidad de dar mm. 

intcrprctnción cualitativa y cuantitativa. del tipo de pot<.!ncial de interacción que en (3.8) 

representa el término 1a'w Fl1v. 
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Como hemos \'isto en el capítulo 1tnle1ior (scc. 2.3) 1 pttra d(·scribir la interacci1)n clipo

lar magnética nnórrwfa de unn partícula <le Dime con tin campo clcctromngnCtico c:di·rno, 

ngregamo!:> a la cclmción <le Dirnc el tfamino 

(3.D) 

donde F11v es d len.sor de campo clcdron111guético en iutcrncri(H1 con el spin a'111 de ln. 

¡1artícula. El término (3.0) ccmtrlhnyP con el factor ndiciorml 2~¡ a la intensidad de la iu

tera.cciém del spin de la partícula. cuu el cnm¡io magrn!tico externo. De este moclo, si i<lc11tifi

camos u. (3.9) coa el término ele interncdón en (3.8), é~Jte 1me(lc cnlcnc\er,<;e culonccs como la 

interacción <lrl rnomC'nto dipolar magnl·lir:o de una partícula d<' Dirn1· con un catupo <:lcdro

mngnéticn externo (•n ln c¡w~ además K 1 ::.::: ~~. 

Como F'1v ::::::: (u 11 r 11 - u 11 r,l), en el si . .,lcma. de rcfcrcncin. en el que el osdlndor (~stií PH 

reposo u,J = (l,Ü), y por lo tanto Fµv tiene la forma 

( 
o .r !I =) -x o o o 

Fµv = -u O O O 

-= o o o 

es decir Fl 111 tiene snlo componentes cléctricns. Se trntn entonces (eu este sistema) de uu 

cn.mpo electrostático CU)'ll expresión explícita es 

E=r. 

Por la ley de Gnuss, sabemos que este campo es producido por una distribución uniforme <le 

carga. En efecto, puesto que 

de donde 

". f = 4rrp, 

E== r, 

". r= 3, 

P= ~=cte. 
4rr 
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Vemos que bnjo esta interpretación surg(;' de inmediato ln siguiente pregunta. ¿ Cmi.l es. 

el proceso que permite entender en t1~rminos clásicos la interacción de un dipolo mng11ético 

con un campo pura.mente clectrost<itico '! 

Podemos esbozar mm rctipuesta ctrnlitntini en los siguientr·s ténninos: De acucdo con In 

teoría de Dime, Iris partículas de Dir:ic 1·st!Ín sujdn.s a nn movimiento d(' oscilación nznrosa 

alrededor de su trayectoria clásica. Est1· movimiento es conocido como Zittt>rbcrreg1mg y ~u 

frccw!ncia curadt'rÍstka es del orde-n de {ú] 

2poc 2mc2 

-/¡-2-/¡-. 

Esta pccufüi.ri<lnt"l de lü.S soluciones de In ecmH.:ión de Dirac se entiende si Re rec111.·rda quf' 

en la tf'oría el op('l'ndor de Vf'iocidad f'.S cñ y que los eign1valorcs de O ~011 :i: 1 y por lo tanto, 

si se mide la velocidad de las part.ícula.s de Dirar:, ésta rrsultn. ser, aun f'll s11 sist<•m11 propio, 

±e, la velocidad de la luz. Por supuesto la velocidad promedio alrededor de su trnyccti_1ria 

cliisica rcsult n fif'l' cero. 

Si ndcm<ls tomnmos en cuenta que según los n·sult.ados del capílulo 1 (sccci{m lA), un 

<lipolo magnético en movimiento in<.htrc la aparición de un momento dipolar eltktrico trnus

versal, estamos t•n condkiom·s d(' dnr un.u. posible rc:')¡rncstn a la pwp;untu. nut1·rior. Es d 

movimiento azaroso o Zittcrbcwegung al que está ~ujcto la ¡mrtíc11la de Diral', el re::;ponsahl<~ 

de que junto con el momento di polar magnético asociado n la p1lrtícula, aptirt'.ZCa un momento 

dipolar cléctiico trnnsvcrsn.1 1 el cual puede interactuar, en tt':rminos cl:lsicos, <:on el cnmpo 

electrostático externo. y corno la velocidad de la partícula sujeta a este movimiento es ±e, In 

fuerza sobre la partícula vendrá dada por 

Fun = \7(¡1· EJ.). 

La energía correspondiente a. la frecuencia <lcl Zíttl'rLcwcguug e:, 

E= wh = 2po 2 2mc2
. 

Estn energía es suficiente para permitir la creación y aniquilación de pares. Si pensamos 

qu<' este proceso se lleva a cabo r.onstantcmente en la partícula dt~ Dirac, e imaginamos que 
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al crearse y hasta aniquilnrsc, cada partícula sigue una trayectoria scmidrculnr confinad;~ n. 

la. patículu. d(! Dirnc entmH'''·"' la trayectoria de nmbns partí~ulas cargad1Vi produce un rizo 

de corriente y por lo tanto un momento dipolo..r mngnético perpcndiculor al plan6 <le eslns 

trayectorins y de intcnsidn<l (ce.LO) 

I' = _1_2evr 
2c 

donde v y r son ln rapidez de lns partículas y el radio de sus trnyectorin.<J respfctivnmcnte. Si 

idcntificnmos a w0 , la frecuencia de revolución ele las partículn.s con In frecuencia w u.socinda 

a la energía del zittcrwcbcgung, <lada por 

entonce~ 

y en consecuencia 

Figura 3.1 

2mc2 

w~ -;-,-, 

2mc2 

v = wo1· = -,
1
-r 

2mce 2 µ.= -,-,-r. 

(
~;\ 

~ . ) 
' / --·--',,. 

(3.10) 

El momento <lipolnr 1nr1gnét.ico producido por las traycctorif\s fle las 

partículas creadas es perpendicular nl plano de la hoja y apunta hacia afur:rn.. 

Este modelo, simple como es1 nos permite calcular un \·alor aproximarlo para rl radio 

cl{lsico de las partículas <le Di rae, si conocemos :;u mamen lo dipolnr mngnético. Por ejemplo, 

comu licrnus \'i.sto, la nrnt;nitnd drl mnmf'nto dipolar map;nético <ld 1wutrón f'S Jln = 1.Dl1t11; 

igualm1do este momento nl ílndo por la cxpresi{'.111 (3.10) r~sulta 

r.- /¡ 
r 11 =v 1.91 2mc 

-0.2fm. 
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CONCLUSION 

Resumiendo, hemos interprctndo el tfrmino de interncción en el osdhidor de Dirnc como 

el ncophunicnto entre el monwnto <lipolnr mngn(~tico <le la partículCl tl1! Dirac y un campo 

clcdromagnético externo y hemn:; hccl10 \'1..'f que en el sistt>ma en el que d oscilador est/1 l.!11 

reposo, el campo externo es ptirhmi·ute dect rnst íÍ.lico y la interacción pl\(~de CillC'H<h·rsc en 

ténninos del movitnit?nto nz1tr<iso 1J que e;-;tií. sujHa ln purlfrula, el c:unl induce la nparición clr· 

un momento dipol:lr t•léctricr) tran~wersnl al rnonH'nto map;néticn, qtil.' se acopla c11n d C'ampo 

cxten10. 

C<ibe mcucionar que ('Sta int1>qm•tnciún parad nscila<lnr de Dime presenta dos dificulta

des que debPn ~icfialar:;e. 

Pri11wro. Nuest10 modelo prc.<;Uponc la clcfiuición tk· un si:-l(~nrn propio pa:-t1 ln pnrtkula d·~ 

Dirac, esto 8igy¡ifica que en un <liagramti. cspacio·ti('mpn ptwdc 11ihujar:,1: uua linea <le u11iv1T'iCl 

que rcpn::.t·11lc la trnyec:toiin de la parlÍl'ula como fuu•:i1~m de la con1dru<l<\a t<.·mpora1. SiH 

cmb<trgo puesto que cslamo::. lrn.tn.11do cnn un prohlem:\ <le natnralezn cm:riiica, no poll1·mos 

en principio hi\blar de la trn.ycctoria <le ln p;u-tícula, p1:es tanto 1 cntno t son vai-iablc~ dr.· 

campo que permiten definir1 cuando mi1s1 \'a.lores c,-pcrado:i d(', por <·jcmplo, la poskic'm Cl la 

trn.yectorin de ht ¡mrtícula. 

Segundo. Para explicar la aphrición del dipolo eléctrico que <la cuenta ele la interHcCil)u dL~ 

In. partícula de Dime con el cnmpo externo, hemos recurrido nl movimiento de Zit tcJ'\\'t,'/H:>t.¡111ig 

propio de las p<lftículas de Dirac. No oh:-;tn11tc para In aparición de este dip()lo f'léctric:o, es 

suficiente cou llUC las condieinn"c; inicinlcs de la partícula no scnn de rl~poso. Nuevruncntc 

tenemo!;; que, puesto que !':C Clitmlill un problem;.1. cw~ntieo, y mús al'm 1 en prc~:wnr:ia de unn 

interncción1 es de esperarse que no pue<la cstabkccrst? con certeza un instante de n~poso pnrn. ln 

partícula y en consecuencia que el movimiento que ge11f'ra. la npnrición del dipolo eléctrico sea 

unn combinación de efectos cuánticos (zittcrwcbegung) y de interacción con el campo externo. 
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En respuesth n cstiLS ohjccioncs1 baste decir que nuestro objcth·o se limita a proponer 

un modelo culitrüh·o que permita oLtcner una inuigen física d(• un problcmrt. originnlmmlte 

matemático y que no se hll prctcudido abordar el problema desde el punto ele vbla ele los 

problemas señalados que qlw<lan lejos del n1cance ele este tmbnjo. 

- 45 -



APENDICE A 

La ecuaci6n de Dirac 

La ecuación <le Dirac fué propucstn origimJmcnte como una r.olucióu a los problema.Y qttc 

In sustitución cwí.nticn E-+ E= ihi~, P-~ f> = -ih\1 introducía cn ln rclnci6n E 2 = p2 c2 -

m2c4 , n.l rcsultiu en una ecuación de ~cgundo ord1~n Pn lé\S c.fr.ri\'ndas tempornl y cspnc:ialcs, quf' 

además impide definir una dPnsidad <it:• probabilidad positiva definida y permili' la po~ibili<lad 

de un espectro con energías ncgntivns. 

La. ccuacicJn de Dime nu climi1lil d esp1·clro ch~ f'l1f'rgín~ n~:;ath·:.L5, ~>in cmLurgo su iu!l'r

pretación en el contexto de la teoría de Dime, permitió la cxploracic'in de nuevns y míÍ.<> ricns 

propicdaJcs de la.'i pnrticullL'., di:mr·11ta],._,,. que han contribuido de manern cs<·ncial a uu mPjor 

entendimiento dt~ su naturnlC'za. 

Nos prt'guntamos si es posible respctnr la;-; reglaH dí~ cuai1lizar:i<)n y a la ve; ('scribir una 

ccuacit)n con la eslructurn 

fl = (cii' · 1'+ mc2¡3) (..!.!) 

de primer orden, con ¡; y ¡J cantidades a<linv~nsioualcs. Tomar1do el cuadrado del operador 

Hnmiltoninno e imponiendo la condición 

tendrc111os entonces uua. ecuación cu1inticn y relativista. La condición se salisfnce si las canti

dades a¡, p satisfacen a su vez las condiciones 

{<>¡,<>;} =21i;; 

{a;,,8} =Ü 

/32 = (n;)2 =1 
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lo que significa que las a¡, ¡3 son oprrndores que podemos representar como nmtrkt?s nnmí:ricas. 

Entonces, el problema se lrnm;fonna t\l ele encontrar cuantro umtriceH con las propiedades (A.2) 

para introducirlas en ln ecuación (A.l), en la que tJ1 es ahora una rnntriz columna con tmitas 

componentes como l:i dir111msión de las matrices anteriores lo n~quiera. Dt~ cst as compouentc::., 

necesitarnos dos pn.rll nsocinrlns con los estados de polarización del spin. Sin embargo, comu 

no existen cuatro matrices de 2 X 2 que nnliconmutcn entre si, fl('Cf~sitnrnos b11s·~nr mntricc::.: 

<le mayor dimensión. Este hecho es reflejo de que la ecuación <~s rclati\'istn y permite lu 

posibilidad de dos cstndos de energía. asociados con cada est<i.<lo de polariznci,Jn. Así pues1 el 

número de compow!ntes de 1Ji tiC'r<Í. 2(2.o; + 1 )1 que para s = t se reduce n. 4. 

Como hny una grnu vnricdnd de matrices de 4 X 4 que tuiticonmutnn, hahr<·mo::.; ele c:;coger 

una rcprC!'ff'tttación y, tener en mente la equivalencia entre rcpn~senh\cÍon(·s para la <kscripci<ln. 

Unn rcprcscntnción explícita de mil.trices con las propicdndes buscadas CH la represe11tndón 

de Dirac-Puuli 

"=(~ n./l=U -º1) 
donde U es el \'Cctor cuyas componentes son laq matrices <le 2 x 2 de Pauli e I es la matriz 

unidad de 2 X 2. 

Multiplicando In ecuación (A.1) por la izquicrdh por ~ y con las definiciones 

podemos escribirle como 

. ( 0 a , a , él , él 
,¡, I élxº + I Dx' + 1· é)x> + 1 Dx' )t/¡ - mc1/1 = O. (.4.3) 

De su definición, pod('mos ver que ¡' son matrices antihcrmitca.nlli> y que (-/)'2 = -1, 

("'!º)' = 1 y también que en la representación escogida se cumple que 

(.4.4) 

Lo. propiedad (A.2) puede escribirse ahora como 

( • .\.5) 
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donde giw es ·el tensor métrico que tomnrcmos como 

g''" = 9 ''" = { - 11 si 11=1' =O, 
11 si V=µ= i. 

La ecuación (A.3) es covarinntc en el sentido de que, bajo una. transfomrnci6n de coordc-

(A.6) 

la ecuación, en el sistema primado se escribe como 

(il1S(a)¡ 1'S- 1(n)-DQ__ - mc)•l•'(r') =O 
.r11 , 

y puesto que r/f¡; = ~~ = <I~ u:¡.~, la t'cnación 

(il1S(a)-r''S- 1(a)n"
1
,..j- - mc),,.,'(x') =O 
·o:r'" 

es invariante si cxigimo5 que S{u) se tnl que 

o cquíva.lenlcmcntc que 

(A.7) 

Finalmente, introducimos la matriz /r, defiuidn por 
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APf.'.\DICE B 

Covn.riancin, hcrmitici<lad y conservación 

de la p~obabilidad en la ccuacic>n de Dirac 

Los términos a 1111 F'111 , i"'(5G 1, 11 F 1111 muntir.uen In covariru1cin d(· la. ecunrióu de Dirnc nl ser 

agregados a éstn.; en cfedo, ante el C<lmbio de coordcwuln..<> 

pero 
i 

Su,,..s- 1 =:ÍS(')',,-y., - 'fv/µ)S- 1 

i =2(s·;,,s-1s, .. s-1 - s-r .. s-1s,1,s- 1) 

y de (A.7) 

s s-1 - ; ( " P P ªl Gµv -2 'Yoíl 11 i/Jªv - ¡pa11/i)CL11 

¡( ) "ff ==2 '"fn1/J - ¡p"'{r;r 0µ0 11 

==Ga¡JO~(I~ 
es decir 

(B.l) 

De igunl manera, los términos f3a f' 11 F111
', iiY;bcr µ 11 F>H' incluidos en el hamiltoniano de 

Dirac, preservan In hcrmitiddn<l del mismo¡ para el primer término 

y utilizando (A.4) 

(/3oµv) 1 =oi,..P 

=(i¡''¡")l¡J = -h"l¡••t13 

= - i/3/J-¡"I ¡JfJ-¡1'1 {3 
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Para el segundo térnúuo 

(iJJ·w11,v)1 = -i111
1ov'"t>fl 

= - i(i-r'''"t")1'"t>P = -i(-ir"11 1'
1 hs/1 

= - JJrh"1 Pflr''1 fJfJ-y,/I 

y utilizando nucwunente (AA) junto con P1sfJ = -1s 

Finalmente, la inclusión de éstos t(~rminns en In ecuaci<}n <le Dirac1 no nltera la conscr· 

vnción de la prolmbilidad; en efecto, por (ll.2) y (D.3), 

<le modo que el procedimicntn usuJal 1 cou<lucc a la. ectrn.dón de <:onti1rni<lnd 

!!_p+'V·J°=O 
i)f 

(DA) 

con la idcntificncióu p = ,¡,t,p, J = .¡,tz;.¡,. Integrando la ecuación (B.4) sobre todo el espacio, 

utilizando el teorema de Grccu 1 establecemos la conccrvación de lit probabilidad 

1 ver por ejemplo Bjorken and Drell, op. c. 
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