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INTRODUCCION

La motivacién origina! de nuestro trabajo era presentar en términos fisicos un modelo para
la ecuacién llamanda oscilador de Dirac. Planteado en estos términos, el problenia s presentaba
como una oportunidad que permitia enfocar la atencién hacia algunas areas del conocimiento
en Fisica, desde stempre muy atractivas para mi, y que en este siglo han constituido un pilar
fundamental para alcanzar un profundo conocimiento de Ia naturaleza; me reficro en particular

a las teorfns cudntica, relativista y cudntica-relativista.

Nuestro primer infento consistis en [a busqueda de una formulacidn covariante para el os-
cilador de Dirac. Esta formulacion condujo a una interpretucidn fisica de la ecuacién en In que
se hizo clara la necesidad de conocer el comportamiento dindmico en términos clisicos de un di-
polo magnético en movimiento inimerso en un campo electrostitico, Asitnismo, la formulacion
permitia considerar la interaccion cudntico-relativista de dipoles eléctricos ¥ maguéticos con
campos clectromagnéticos externos (E-M e.). De este modo, el estudio de las interaceidnes
desde ¢l punto de vista de la electrodindmica clisicn y de las teorias cudntica y cudntica-
relativista, de los dipolos con campos E-M e. se convirtié en parte escencial del trabajo y su

estructura final refleja este heeho.

En el primer capitule, se analiza el comportamiento cldsico de los momentos dipolares
eléctrico y magnético cuando estos interactunn con campos E-M e, Comicnzamos mostrando
como la fuerza de Lorentz puede deducirse a partir de la fuerza cléctrica sobre una carga
en reposo ¥ de las transformaciones de Lorentz para esta fuerza y utilizamos esta expresion
para encontrar las que resultan a primer orden para ta fuerza y la torca ejercidas sobre dipolos
magnéticos y eléctricos por campos E-M . También derivamos la fueraa de Lorentz a partir de
una expresién covariante y mostramos cotmo el procedimiento puede utilizarse para encontrar
una expresion, andloga a la fuerza de Lorentz, para la fuerza que campos E-M ¢. ejercen sobre
dipolos en movimiento. En esta parte del tinbajo mostranios como un dipolo magnético en

movimiento gencra la aparicién de un dipolo eléctrico.
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En ¢l segundo capitulo, analizamos ] tratamiento que las teorias cudntica y cudntica-
relativista dan para considerar u los dipolos eléctrico y magnético. En primer lugar, deducimos
In ecuacién de Pauli a partir de la ecuacién de Schrédinger y posteriormente, como limite no
relativista de la ecuacién de Dirac. Mostramos también el tratamicnto fenonienolégico que da
la teorfa de Dirac para considerar lu interaccién de un dipolo magnético o un pusible dipolo
eléctrico, asociados a las particulas de Dirae, con campos E-A el introduciendo ténminos
apropiados en la ecuacion de Dirac. Conclubmos ol eapitulo analizando el comportamiento

operacional de estos términos frente a trnnsformaciones C, Py T

En €l tercer capitulo, mostramos como ¢l escilador de Dirae puede esceibirse en formn
manifiestamente covariante y juntamos todos los elementos desarrollados para proponer un

modelo fisico cualitutivo para el oscilador de Dirac, Dejaumos para los apéndices tanto un

resumen de la teoria de Divie comno un and el ronservacion de la probabilidad definida,

la covariancia ¥ la hermiticidad del hamiltoniano en la ccuncidn de Dirae, ante la inclusion de

los términos que deseriben interacciones dipolures magndticas y cléctricas no mimmales,

La realizacion de este trabajo no corresponde en modo slguno a un esfuerzo individual,
En este sentido quiero destacar ante todo, el apoyo incondicinual que mis padres me han
brindado a lo largo de todn mi preparacidn. Sobra decir que sin este apoyo hublera sido
imposible pretender siquira participar de esta aventura intelectual y emocional que tesulta ser

la carrera de Fisico. A ellos, va toda mi gratitud vy carifio. jGracias Jefes!
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A mis asesores, los doctores Matias Moreno y Manuel Torres, mi reconocimiento a su
colidad ntelectual y humana y i gratitud por el tiempo y recursos dedicados pars la culmi-
nacién de este trabujo, pero mas que por eso, por su amistad y estimulo nunca cscatimados
¥ que resultaron tan valicsos en todo momento. Gracias Matias, disfruté hasta las ligrimas
todas mis discusiones contigo. Gracias Manuel, espero poder legar y permanecer siempre a

tu altura.

A mis sinodales, la Dra. Rocio Jauregui v los Doctores Luis de ln Peiia, Rodolfo Martinez
y Sahen Hacyan mi agradecimiento por su interés y valiosos comentarios en la revisién del

trabaje.



También quiero agradecer la hospitalidad del departamento de Fisica Tedrica del Instituto
de Fisica y de su personal (académico ¥ administrative) con el que he tenido contacto durante

cstos meses. Este ha resultado nna experiencin muy formativa que siemipre habré de recordar.

Por iltimo pero no menos importante, quicro agradecer a los cuates y cuatas, presentes y
ausentes, con los que he mantenido vivo y engrandecido el espiritu primordial, el anhelo joven
y creativo que compartimos y hemos aprendido a cultivar juntos, en inumerables discusiones,
charlas, alegrias y hasta crists. No me concibo como soy ni como pretendo ser sin su presencia

por mi vida. A todos ellos i cariiio {Gracias chivos!



CAPITULO 1

Dipolos Clisicos

1.1 Introduccién. Los momentos dipolares magnético y eléctrico.

En el electromagnetismo clisico, el desarrollo en téminos de momentos multipolares de
los potenciales clectrostitico y magnetostatico presenta ln ventaja de permitir enfatizar lag
difercntes propicdades de lus distribuciones de cargas o corrientes que generan estos potenciales
1, Dentro de estos desarrollos, los términos que representan a los momentos dipolares de las
distribuciones merecen especial atencidn en algunas situaciones que se presentan comuninente

en la naturaleza, ya que se pueden asociar a propiedades intrinsceas de las particulas.

Para ¢l caso clectrostitico, si la earga neta es cero, el primer término del desarrollo
distinto de cero puede ser ¢l momento dipolur. Este se convierte en el término dominante del
desarrollo cuando se considern el potencial producide por la distribucién a grandes distancias,
comparadas con las dimensiones de la misma. Tal situacidn se presenta por ejemplo pura el
potencial producido por algunas moléculas o por algunos materiales en presencia de campos

electrostaticos externos,

Para el caso magnetostatico, lu ley de Gauss para et eampo magnético B impliea que ol

primer término del desarrollo multipolar del potencial magnético es el términe dipolar,

El adjetivo dipolar asociado a estos segundos momentos de las distribuciones, tiene su
v s . . fnicid ) ) it 12) . :
origen en la imdgen a que remite su deflnicida eu o caso electrostitico ¥, En cfecto, para

una distribucion discreta de cargas, el momento dipolar se define como

[‘)‘2 Z ﬁ,‘f“’,’.
i
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Si suponemos que la carga neta de la distribucidn es cero distinguiendo In suma sobre los
términos con cargn positiva y negativa, e introduciendo los centros de carga de cada tipo

definidos por las ecuaciones

Z e, = e
e
™ — -
Y e = e

en las que los vectores desde algin origen a estos centros estdn representados por 7, y 7,
respectivamente, y lo carga positiva total es ¢, entonees el inomento dipolar de la distribucién
se cscribe como

F= (Fp ~Fnje

que representa dos cargas o polos eléctricos separacos por una distancia |7y — i
te

gy

3

n

Figura 1.1 La diferencia 7, — 7, es igual a la diferencia vectorinl entre los centros

de carga representados por el vector I apuntando de la carga negativa a la positiva,

Para cl caso magnetostdtico, el adjetivo dipolar se asocia al momento de la distribucién

cuyo campo tiene la forma del correspondiente campo dipolar eléetrico,

En ¢l presente capitulo analizamos desde ¢f punto de vista clasico ' y relativista la in-
teraceidn de cstos momentos dipolaves con campos electro y magnetostdticos externos, Nuestira

intensién final es presentar una expresién para la fuerza sobre un dipolo en movimiento.

* clisico en el sentido de no cudntico



1.2 Fuerza de Lorentz.

Con el objcto de preparar ¢l terreno para introducir nuestra expresidn covariante para
Ia fuerza electromagnética que actua sobre un dipolo en movimiento {sece. 14), vamas n
comenzar presentando las expresiones que resultan de la teorin clectromagnética para las

fuerzas que actuan sobre particulas cargadas cu movimiento.

En su teorda del electron, H.A. Lorentz 12 encontid que 1a fuerza sobre particntas puntuales
-sin estructura interna- en novimiento, consta de dos partes; la eléctrica, que es independiente
de In velocidad de la particuly, y In magnética que si depende de esta velocidad. Esta fuerza,

conocida como fuerza de Lorentyz, se eseribe nsualmente

f:c(E%xﬁ)A (1.1)

Desde el punto de vista de la relatividad especial, esta expresion se puede deduciv a partir
del las transformaciones de Lorentz, suponiendo que la furrza sobre una particuls cargada en

reposo ¢s F = ¢£. Vamos a dediucir Ja expresion (1.1) a partic de estos elementos.

Sea O un sistema de referenein en el que la particula eargada esta instantaneamente en
reposo. En presencia de un eampo clectrostatico £ la fuerza F? sobre o particula en este

sistema es

- 15 - .
= ‘(—,’;— = qE' (1.2)

donde q es la carga de la particula, y 7 es el tiempo en el sistema primado. Nos preguntamos
por la fuerza que se abserva en un sistema O para el cual 0" se mueve con velocidad 3 alo

largo de la direccidn positiva del eje z.

. = =1 . .. it i
Queremos encontrar la relacion entre F y F' es decir, la relacion entre 22 y 42,
' dr < dr

Como dr = }’(It, {7 = +/1- 32, i= o,

4 _did
dr drdt
d
—’rdl



p son las componentes espaciales del cuadrivector de momento p,, de modo que ante una
transformacién de Lorentz, estas componentes se transforman come

pe =7(pe + fe)

U
Pv =py
s :P':
donde € cs la energin de la particula en el sistema O. Como resulta que
dpl, __dpl,
dr ~ dt

]
=T,

_ bde - dp. -t
=7 dp. ;I_;E
dpl, __dp, [dp]™
dr ) dt dpt.

1 [dps
v | dt
d

&
dt '

I}

il

y ademis
W, __d,
o STd
dpl. _dp:
T
podemos escribir de manera gencral
dy _ don

dr dt
dp',  ydpy
dr T dt (1.3)

donde || ¥ L, denotan las componentes paralela y perpendicular al movimiento.

Con la notacidén anterior la transformacion de los campos E y B se cscribe (1

By =Ey
B =4(EL+Fx B) (14)
Ef‘ =B

B =y(B, - § x E).

.



Tomando en cuenta las expresiones (1.2), (1.3) y (1.4), lus componentes parulela y per-
pendicular de la fuerza sobre la particula en los sistemas O y O' estin relacionadas de la
manera siguiente

dp] d)
ot I @ 2o
Fi= =By = 9By =g = F

i - dp . .
Fi = #=7E'L=q*r(&+ﬂxﬂ)=q7-{lj—f=‘:FJ., (1.5)

es decir, en el sistema O la fuerea sobre la particula estd dada en componentes por

By =qIy

Fy = g(E, + fx D)

que ¢s la expresién para la fuerza de Lorentz,

1.3 Fuerza dipolar magnética y eléctrica.

Vamos a presentar ahora las expresiones para la fuerza y la torca ¢jercidas sobre un dipolo

magnético inmerso en un campo magnetostitico que varfa suavemente con la posicion.

Para representar al dipolo, consideremos un rizo de corriente de forma arbitraria y
situado en un plano. El campo magnético producido por este vizo de corriente se comporta,
a distancias grandes comparadas con sus dimensiones, como el campo producido por un di-
polo magnético. De este modo si consideramos un rizo suficientemente loealizado podremos
describir la interaccién entre su momento maguético y ¢l campo magnético externo como la

interaccion entre un dipolo y un camnpo magnéticos.
El momento magnético del rizo estd dado por ]

m:Lj(rxdF, (16)
2
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7 / > X
Figura 1.2 Unrizo de corricute localizade y plano inmerse en un cainpo magnético
que varia suavemente con la posicion,

dondle { es la corriente estacionaria en el vizo,

Cuando Ia densidad e cargi es nula, la fueras sobre un clemento de corriente es -segin

la expresién para la fuerza de Lorentz-

AF = ldgpx = 200 B = Larx .
c cdt ¢

Expandiendo B en serie de Taylor alrededor de un origen conveniente y considerando términos

hasta primer orden podemos eseribir
By = F(0) + (F- 1B rep

de modo que

dF = ~di' x B(O) -+ idi x {7+ V) ], =g

3
[

= i = i o

F= (- fdﬁ) x Boy+ fdr“x (7 ) ema,

C [
y como la integral § i se anula, tendremos que
F= 1f(dm {7 F) Blreq.
[
En adelante se entendera que la expresion (7 V)5 estd evaluada en 7= 0.
Utilizando la expresion para el triple producto vectorial escribimos

(F-V)B = V(- By - Fx(V x B).

-1 -



Como para el campo magnético externo, ¥V x =0
dFx (F- V)8 = di'); ValF- B)
(Vp, significa ¥V actuando solo sobre B.
Abora, dado que parn una funcién escalar w y un vector A,
V x (4A) = (Vu) x A+ u(V x A},
entonces, tomando u = 7+ I, A = dF tendremos
Vu(F By x di + (7 BY(Vp x di) = V(7 B) x dF

de donde
di x (7 B) = =V p % df(F- )
y entonces
F= —’Evg x fdr*(w i)

o bien

F= ﬁévﬁ x {% (](df'(r"- By + - E)) +% (]((mr‘. By - #dr- ﬁ))} .

La primera integral se anula. En efecto, en componentes
V di(F - By + F(dF- ﬁ)] = [f(lr,-(;n,'l?,) +x,'(da:,B,-)}

= [B,-frjtlx; -+ :r;(lrj}
= [B,'j{d(l'jr,)] =0

puesto que se trata de la integral de una diferencial exacta evalnada a lo largo de una tra-
yectoria cerrada. Ademds, utilizando la expresién para el triple producto vectorial, podemos
escribir

di(i- B) + Rl - B) = (F % dy x B

-12-



con lo que . : .

CF=vyx (%f(d%x ﬂ) x

=Vp xm ;)
que pademos escribir como
F =R -V} -~ m(Vy B)

= (1t - V)3,

{puesto que Vp - B=0 ) ¥y como ademas tenemos que
VaGii B)= (B Vit +(m - V)l + B x (Vg x i) + 17 x (Vg x 5)

F =Y - )., (1.7)

La torea sobre un clemento de corriente en e} rizo ¢s, a prinier orden

o i

dN = -7 x (dF x T{0))

c
entonces
N = ’Ejfﬁx (a7 x B(oy)
que podemos escribir como
N = 51; {fﬁx (dF % By +di % (Fx B) + j[f’x (di e Ty~ dF % (F % ﬁ)}.
La primera integral se amtla pues podenios escribir
7% (dF x B) = dF(F - B) — BlF- dF)
dF % (F % B) = F(dF - B) — B(d7- )
y como hemos visto, § di(i- By + F(di- By = 0. Ahors,
[ Jr[ 2 (m] - B, f %z, = D f d(z?) = 0
por ser la integral en una trayectoria cerrada de una diferencial exacta, Utilizando la identidad
Ax@xO+B5x(ExDN+Cx(IxH=0

~13 -



podemos escribir el segundo integrando como
Fx(dix BY 4 dr e (B x #) = B x (dF x 7)
de donde la torca ejercida por el campo externo sobre el rizo es

i i3 St - i
_‘-z—c-fo(:hxr)»_-é;f(rxdf')xB

N=mxD (1.8)

Procederemos ahora a derivar las expresiones para la fuerza y In torca cjercidas sobre wn

dipolo eléctrico inmerso en un campo eléetrico que varfa suavemente con la posicidn,

La fuerza del campo eléetrico sobre un elemento de una distribucién localizada de cargas
es

dF = Bdy = E(F)p(F)dV

de donde
F= / B(#)p(#)dv.

Desarrollando E(7) en scric de Taylor alrededor de un origen apropindo, tendremos que

F= / E(0)p(F)dV + / (F+ V) Elr=op(F)dV.

La primera integral sc annla si la carga neta en la distribucién cs cero. L segunda integral
- =3 - - . . .
puede escribirse como (- V) Elrmp donde j = §7p(F)dV, es el momento dipolar eléetrico de

la distribucidn de cargas. La fuerza sobre un dipolo eléctrico puede escribirse entonees como

L

7 VE =V E). (L9

La torca sobre el dipolo puede eseribirse, n primer orden en E, como
#= [7xafo)

- 14 ~



#(F) x dV) E(0)

—

N=px

13

(1.10)

1.4 Fuerza Covariante de Lorentz.

El objetivo de csta seceidn es mostrar como pueden deducirse, a partir de una expresidn
relativista, las ecnaciones clisicas de movimiento, en este caso, para una particula cargada
inmersa en un campo clectromagnético. En la signiente seccidn, habremas de adoptar este
procedimiento para dedueir las ecuaciones de moviiniento para un dipole magnético inmerso

en un campo clectromagnético externo.

En lengunje covariante, hacomos corresponder con los vectores de campo eléctrico v

magnético, un tensor antisimétrico de segundo rango cuya expresion explivita st

0 E. £, E.
-E, 0 B, -B,
-E, -B. 0 B
-E, B, -B, 0

[Fl =

Sen u” ¢l cuadrivector de velocidadd para una particula cargada que se mueve con velo,

stema de referencia, u” esta dado por

cidad f con respecto a algin s

u¥ = (1, 5).

Vamos a valernos de este cuadrivector para escribir la fuerza de Loventz como la parte

espacial de una relacidn covariante, dada por

dp"

= eFllu,: (1.11)

donde como es usunl
Ff =¢" Fa,

wy =gt

15—



Lsiv=yps-
Yo e )
g *g“"”{— Lsiv=gp

En cfecto, puesto: que dt = ydr,
dp;

=

P

F.‘Z[(E‘i‘ﬁ)(ﬁ]_
t

El procedimiento adoptado ha consistido en proponer una relacion covariante que re-
produzea las ecunciones de movimiento, en este caso, para una particula cargada inmersa
en un campo clectromagnético. Sin cmbargo esta relacidn covariante puede ser nsu vez oh-
tenida mediante un principio variacional, proponiendo una densidad Lagrangiana adecuada,
En Ia signiente seceidon vanos 1 continuar con ¢l punto de vista original v a proponer unz
ccuacion covariante para encontrar las cenaciones de movindeuto para el caso de un dipolo

electramagnétice en interaceidn con un campo electromagnetico externo.

1.5 Fuerza tipe Lorentz sobre un dipolo inagnétice en movimicnto.

Considerando los resultados precedentes, vamos a proponer una relacidn covariante para
deseribir Ja intecaceion de un dipolo magnético en movimiento, can un campo electromagnético

externo. En nuestra derivacion hemos de tomar en cuenta el hecho conoeido, sunque no

siempre tratado con suficicnte énfasis en la literatura, % de que un dipolo magnético {eléutrico)
cn movimicito, induce la aparicion de un dipolo eléctrico (magnético) transversal tanto a la

direccién de movimiento como a la orientacion del dipolo.

Esta propiedad de los dipolos en movimiento es descrita de manera distinta por algunos
prop I 1 4

antores:

G.P. Fisher [% considera un dipole magnético f7, representado por un tizo de corriente J,
y aplica una transformacidn de Lorentz sohre las cantidades p y J (p la densidad de carga,

que considera igual a cero cn el sistema en el que el dipolo estd en reposo) parn mostrar que

- 16 -



en el sistema en el que el dipolo magnético tiene unin velocidad 3, se observa la aparicién de

un dipolo eléctrico p' cuya expresion es

F=gxk o fl;ll),

A.J.D. Inckson M sugiere obtener la ccuacién (1.11) & partir de una’ transformacién de,
Lorentz sobre ¢} cundrivector de campos clectromagnéticos A, cuya expresion explicita es 1a

de un potencial dipolar magnético

R. Becker Il obtiene una expresion simitar a (1.11), aplicandoe uns transfortacion de
Lorentz a los campos producidos en medios muterinles por un tensor de momentos dipolures

que se mezelan bujo la transformacién tal como lo hacen los campos ) y H.

Pura nucstra descripeién wamos o adoptar este Wlthmo punto de vista, proponicnso un
tensor de momentos dipolares. Sin etnbaryo, antes deentrar en materia, es conveniente resaltar

los elementos involuerados en la deseripeion.

En el caso antes tratado (sec.1.3) para describir ln interaceidn, la propiedad de Ja particula
que se acopla al campo externo es In carga v, como la fuerza de Lorentz es dependiente de la

velocidad, hubimos de buscar nna expresidn que relacionara las cantidades ¢, F#Y

La expresion que ahora buscomos debe ser también dependiente de la velocidad si que
remos utilizarla pura modelar ol oscilador de Dirae (cap 3). Nuestra objutivo ex enconlrar una

czpresidn del tipo fuerza de Lorentz pare ol dipelo cn fnteraccidn con el campo erterno,

Para nuestro proposito, ¢s neeesidiv acoplar al campo evterno los momentos magnético
i

y eléctrico de la particuly, de tal modo que la interncidn sea dependiente de a velocidad, cs

decir buscamos una expresion covariante que involuere las cantidades p* m/. F' v u", donde

la parte espacial de los cuadrivectores p i representan los vectores dipolares eléetrico py

magnético i, En esta diveccion se presenta mas de una alternativa pero nos limitaremos a

discutir una que resulta suficiente a nuestros fines.

17 -



Sabemos ) que a pactic de un tensor antisimétrico de segundo rango {con seis componen-
tes independientes), podemos construir dos conjuntos de tres cantidades que se comportan,
uno como un vector axial y otro como un vector polar, Ahora bien, puesto que fesun vector

olar y 9 es un vector axial, al conjunto de seis enntidades
¥ 3

[ITv ’ﬁ] = [(P:.Pw p:), (m,, My, rn:‘)]

podemos hacerle corresponder el tensor definido por

0 p.opy ps

- 0 my; —m
A — Pr : v
(Mo -py —m. 0 m;
—p: My Ty 0

Con esta definicién, proponemos que la fuerza ejercida por un campo electromaguético externo
proj | 5

sobre los momentos dipolares de la particula puede escribirse como
; 1 1
Fu= gV MapFe).

Esta expresion es covariaute y se reduce a (1.7) y (1.9) en el sistema propio. La depen-
dencia con la velocidad de esta expresion esta implicita en las propiedades de transformacién
de los tensores M#Y, F#¢, En efecto, supongmnos que en algin sistema de referencia el tensor

MP¥ golo presenta componentes magnéticas

[V} 0 0 *
oy 10 0 m  —my
[Mas)= 0 -m¢ 0 m?
0 my -m; 0

Desde un sistema de referencia para ¢} que el dipolo se mucve con velocidad 3, las com-
ponentes dipolares eléctrica y magnética s¢ mezclan de modo que
my =my
e agyn @
my =ymY
py =0
e
po =718 X 9R°|
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donde como antcs, ]l y ,L rcprcsent(m las: dl!‘eCClOllC: pnra]clts Y perpendxculn: rospecto ul

“vector de vclocldnd ﬂ, cs dccxr :

=y o+ "—i.l_r ‘
’.~(ﬁ rﬁ”)ﬁ-t-v{""-(ﬂ m)]
=(1- BB ) o e

:=~,v (ﬂ-m")1+

(l.lﬁ_)

4 2.
b

Podembs escribir entonces
Fu = V(0 By + h By + 1 x @y - B,

I
donde E y I son los campos externos eléctrico y magnético en el sistema respecto del cual,
el dipolo esta en movindento, La fuerzi sobre ef dipolo la obtenecmos como la parte espacial

de Tla relacidn covariante
_ dpy
dr

y como sabemos gue
dp; dps -
Fi= =g =k
tendremos

s

dy s o ol —o
7:& = VmpBy +yml B+ (8 » m°) . E)

i 1
:[P *V\—m“D“ +mo By +{d x ey - L)
b
1 - o
V(B4 SmiBy + (Fx ) B
k4 v
o, finalmente
| .. o
Fo=n- B4 £ {1.13)
I
(con 7 = 7({1 x 1i°}). La expresion {1.13) significa que ¢l dipolo, originslinente

magnético en su sistema propio, induce la aparicién de un dipolo eléctrico en un sisterma en
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el que esté en movimiento, y que Ia sparicién de este dipolo eléetrico contribuye o la fudrin

cjercida por un campo electromagnético externo,

Para terminar el capitulo vainos o escribir la expresion que resulta de (1.13) para el imite
ultrarelativista. Utilizando (1.12) tomemos el limite de —'-_?— cuando 7 — 0o, f —~ 1

LW
Hm — =ity
Yoo g

con Jo que

Fyn = V(R B+5-EL) (1.19)

Finalmente, notamos que aiin si el campo externo es puramente eléctrico, éste se acopla

al dipolo cléctrico inducido y habremos de observar una interaccién.
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-CAPITULO 2--

" Dipolos Cuénticos

2.1 Introduccién

Ademis de la mwosa, una de las propiedades caracteristicas de las particulas clemen-
tales es su momento angular intrinseco o espin. Esta es una propicdad de naturaleza es-
{rictamente cudntica y los intentos por modelarla como una rotacién clisice conducen a
inconsistencins [, Cualquier particuls curgada cuyo momemto intrinseco sea distinto de
cero tiene asociado un momento magnético y s de becho gracias a éste que el espin de
las particulas puede medirse. Estos momentos magnéticos son una de las manifestaciones de
las propiedades eleetromagnéticns de las particulns. Valores experimentales de Jos momen-

tos magnéticos para algunas particules se listan en la siguiente tabla.

Particula Momento magnético en

unidades de ¢/2m

electrén 1.00115962 4 3 x 14-8
mudn 1.001162 £5 x 10™¢
protéon 2.79276 £ 3 x 107%

neutrén —1.01315 4 7 x 1079

Tabla 2.1 Momentos magnéticos experimentales de algunas particulas elementa.
{estt],

En principio podria esperarse que estos valores se obtuvicran a pactir la ecuacién de Dirac,
que conjuga las propiedades cudnticas y relativistas propias de estas particulas. Sin embargo
ésto no sucede asi. Por cjemplo la diferencia experimental encontrada entre ¢l momento

magnético intrinseco del clectén y el magnetdon de Bohr —que es el valor predicho por la
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ecuacién de Dirac— es muy pequefia y puede ser explicada mediante la Electrodindmica
Cudntica, al considerar las correcciones radiatives [, Lo mismo es cierto parn el leptén . Es
decir, para estas particulas tenemos que i

Win = 1+{; - 0.328:’72, clcc‘trén )

14 9= +0.76%, mudn.

Estos valores corregidos estdn de acuerdo con el experimento; provienen de considerar las
contribuciones de la emisién y absorcién de fotones virtuales por la particula en movimiento.
El acuerdo entre teorfa y experimento es una buena prueba de In validez de la Electrodindmica
Cudntica hasta distancias del orden de 10724 e ! Sin embargo, los valores para los momes-
tos magnéticos del protdn y del neutrdn difieren considerablemente del magnetdn Bolir, lo que

Hleva a pensar en éstas particulas, de alguna manera, como compuestas.

El concepto de momento dipolar eléctrico también juega un papel importante dentro de
la teorin cudntica-relativista de las particulas elementales. Es sabido 12 que la existencia de
dipolos eléctricos asociados a particulas clementales produciria la violacién de las nvariancias
P y T en s internceién de estas particulas con eampos electrostaticos externos, Por otra
parte, la violacidn experimental de lo invariancia ante paridad cn el deeaimiento beta v de
la invariancia temporal en e decaimiento de K Bl permite la posibilidad de considerar en
la teorin algiin términe que describa la interaccidn de un momento dipolar eléetrico con un
campo clectromagndtico externo. Aungue estos momentos dipolares no han sido detectados,
los limites experimentales encontrados para ¢l caso de algunas particulas sc muestran en la

tabla (2.2).

Como vemos, los momentos dipolares son propiedades que deben considerarse dentro de
las teorins que describen el comportamiento de las particulas elementales, en particular en las
teorfas cudntica y cudntica-relativista. Es el objetivo de este capitulo presentar el tratamiento
que dan ambas tcorias para considerar la interaccién de estos momentos dipolares de las

pn.rﬁcu]as COn CAmMpos clectromagndéticos externos.

2.2 La ecuacién de Pauli

La ecuacién de Pauli se origina en el intento de describir el comportamiento del electrén
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Particula Limite superior en

unidades de e x cm

protdn < 5x10%%

neutrén < 13x 10"
mudn <2x 1071
electron < 3x10"13

Tabla 2.2 Limites superiores experimentales para los momentos dipolares elée-

tricos de algunas particulus elementales!’).

en presencia de un campo magnético externo.  El grado extra de libertad que supone la
introduccién del espin (con valor 1) se refleja en que ahora la funcidn de onda del cleetron es
un espinor de dos componentes y la ecuacion que describe su comportamiento es una ecuacion
matricial que involuera a las matrices ¢ de Pauli. En esta seceidn, vamos a obtener In ecuacion

de Puuli a partir de la teorin cudntica no relativista.

Consideremos la ecuncidn de Schrédinger, generalizada para el cuso en que un cunpo
electromagnético externo esté presente. Siguiendo 1a regla que conduce en ¢l caso clisico a la

fuerza de Lorentz, hacenos la sustitucion winunal

-

Fod=jf-ed

v la ecuacidn es
i 1 .
i— = ——(f— cAY' + egtp
dt ‘Zm(p Yt egy
donde A cs ¢l potencial vectorial y ¢ es el potencial eléetrico. Para introducir en esta ccuacién
al espin 8181 remplazamos el término (5 - ed)? por el término o (7~ czT)]’. La ecuacién de

Pauli se escribe entonces como

Oy 1L

i = —[F-(f-eA 4 2.1).
o = 55 (- e ANt et 21)
Podemos transformar esta ecuacidn y escribirla en forma mds simple utilizando la siguiente

propiedad de las matrices o

(@ -h=a F+id@xi) (22)

~ 924



con la que podemos escribir | . © ) 7
G e AN =[F (T~ e )] [5- (5 - ed)]
=(p= eAP 415 (7= ed) x (F~ ed)
y como ademds = : .
(F-ed) x (F-—cdlp =—e(fx A+ Ax )Y
= e~V x A
tendremos que
(~eAd)x (F~eA) =ieV x d = iel (2.3).
Por otra parte si consideramos un campo magnético uniforme y suficientemente déhil

como para conservar finicamente términos de primer orden, podemos cscribir (puesto que
B=VxA)
A= lﬁ X F,
2
y trabajando en la norma de Coulomb, el término (7~ e A)? se escribe como

(F—eM=p* —cf A—ci j

ademds, puesto que
P A=A -pp—i(v- D

el término (5 — eA)? se oscribe

(7 —ed)? =p* — 2¢ji- A

=p —ep (B x7)

3 (2.4)
=p* —eB-(Fx f)
=p*-el. B
con lo que
[F(F-cA)f=p?—el - B—e7- 8
Con § = 3, la ecuacién de Pauli (ec. 2.1) se escribe finalmente como
Oy — P2 /, ear 3. By 9 r
= 2md) + g — Yo L+ 28] - By (2.5).
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El término —Qﬁ.—,g« B representa la energia de interaccién entre el momento magnético
asociado al espin del electrdn fis y el compo magnético externo, donde jis = 2up 5, (up = s
es el magnetdn de Bohr) es el momento magnético intrinseco del electrdn. Vemos que el factor
que relaciona este momento magnético con el espin del electrén es g = 2. Este resultado
reproduce el valor observado -—hasta la epoca en que la ecuacién fué propuesta— de la razén

giromegnética ¢ para ¢l electron, sin embnrgo es conseenencia de ln introduecion de nn términe

ad hoc, capaz de reproducitlo.

Este mismo resultado puede deducirse a partiv de la teorfa para ol electrdn relativista

de Dirae que incluye al espin de manera natural. En la siguiente seccidn vames a dertvarlo
¥ generalizarlo para el caso de otras particulas como ¢l protén y el neutrdn a partir de la

ecuacion de Dirac,

2.3 La ecuacidn de Pauli como limite no relativista de la ecuacién de Divac,

La ccuaecion de Dirac fué propuesta en 1928 por P.A AL Dirac. Su objetivo era encontrar
una ecuacidn cudntica relativista, de primer orden en las derivadas temporal y espaciales que
penniticra definir una densidad de probabilidad positiva definida. La ecuacion de Dirae puede
escribirse como !

(7" py —mp = (2.6)
donde los 4* son las matrices de Dirac, p, es ¢l cuadrivector de momento, m es la masa de Ia

particula y tr es un espinor de cuatro component es.

Lz ccuacion (2.6) describe el comportumiento de particulas con espin £, Para desaribir la
interaccién minimal de estas particulas —con carga— con un campo clectromagnético externo,
hacemos la sustitucién py; —+ p, —cA, donde ¢ es la carga de la particula y A, es el cuadrivector
clectromagnético

[7“(1);1 - cAu) = mlyh = 0. (2.7)

La ecuacién (2.7) predice una razén giromagnética g=2 para la expresion s, = gjip. Este

ecuacion predice ademas que el momento dipolar eléctrico asociado a la particula es pp = 0.

! ver Apéndice A
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" Para tomar en cuenta dentro de la teoria los valores correctos de los momentos magnéticos

e incluir posibles momentos eléctricos, agregamos a la ecuacién (2.7) los términos

!
Kie " Kle .
4m ol ¥ 4:111"‘5”4'”1"“" (28)

respectivamente. Estos términos adicionnles hucen de la teorfa una teorfn fenomenologicn en
la que K, ¥ K} se deben determinar empiricamente para reprodneir los valores observados de los
momentos dipolates magnéticos y los posibles tomentos dipolares electricos de Jas particulas
en consideracion, El requisito general que deben cumpliv estos términos es que su inclusion
mantenga tanto {a covariancia de la eenacidn como In hermiticidad del operador Hamiltoninno

y Ia conservacidn de la probabilidad. ?

idn de Dirac para una partfeuln con carga y mo-

Consideremos en primer lugar lu ccnac

mento dipolar magnético et internccion con un campo electromagnético externo.

Nt ,
g B p(z) = 0
i

[V ety )+ 1

donde como ¢s usual F4Y = ﬁl—slf‘ - 5%:.4".
Multiplicando Ia ccuacién por 4 y reagrupando podemo eseribir
2]
i1t =
) .!L v

O - ki€ ,
H o= & (F—-c;A) + My + e — 1;:—1—_,30,“,2""’" .

Ahora, pucsto que o, = ¥ ¢l término en oy, Y se escribe como
) ny Yo Tuds e

e Ri€ L= e L
e By B = - 35 B A 4io——f& - E
am; o Qm.ﬂ im,

con lo que la ccuacion resulta

.0 I L AP L e
15?/1_[a~(p-—c.,4)+ﬁm,+c,g9——2—7n—iﬂo'-4‘3+12m‘ﬁa Eyp.

? ver Apéndice B
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de Dirécﬁ’auli F=7 (0 (I)
"‘,‘t' 2m; ¥

& (2)rn(X)was(2) o, (_X)—o,,,,

E

=
¥

con F=p~e;
) = cap(—im,t) (ﬁ) con @ y x funciones relati-

Busquemos soluciones de la forma (
vamente suaves del tiempo. La ecuacidn a resolver es por consigiente
0 LR -
e B — ity F 7Y
‘lm. ,\ 2my @

'\') e (t) e (x'

.0
iy L
X @ ]
Ahora, para energias cinéticas ¢ intensidades de campo pequedins comparadas con md

"o
K , pe
podemos aproximar la solucion del segundo renglén de la ecuacién por
— E ' 7?4,‘
X= 7):;‘1:»—'

con lo que lu ecuacion para ¢ (lns grandes componentes) es
UT)FL’,O—-—;--H E+x (a By r’)]p

ia' = (&1
3° 7 |3m
y como (& F)G - 7) = a® ~ e, - [ (ecs (2.2), (2.3} ), la ecuacisn se escribe
LEE. 4”20 (bxn)]t,:-

J et c)
o LN g B
ot 2m, 2m; o l f
Si ahora dentro de la misma aproximacidn, trabajando en la norma de Coulomb, despre-

(F-eid)
3 2 1D .-- o
ciamos términos de orden 1/m? y consideranios un campo magnético uniforme suficientemente

débil (aproximacidn lineal en ¢l campo) podemas escribir ( ecuncidn (2.4)

Goadf _ 5 c
2my 2m;  2m;
veon § = Lg % la ecuacidn se escribe finalmente como
»
L+ 2(— +x0)8) Blp + o(m™, B%)p. (2.9)

.0 -
l(')1,‘[':‘_ 2m; 2m

¥ ver Apéndice A
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Asi, en el limite de bajas cnergius, el témine {0, P contribuye con un factor adi-
cional a la interaccidn del espin con ol campo magnético externo &, lo que di cuenta de los
momentos magnéticos andmalos de particulas como el proton y el neutrén. En efecto, si para
el protén &, = 1.70 y para el neutrén sy, = —1.01, tendremos que los momentos magnéticos

de cstas particulus son, respectivanente gty = 2,79 y g1y, = —~1.81 en unidades de .

Para considerar una internccién dipolar eléctrien de las particulas con un campo elec-

tromagnético externo, incluimos cu ta ecuacion de Dirac el términn ¢ s FMY con

Sang

s = iy0 519248 Como

' ! L}
LK\ LK L KN, =
{tmryyar,  FHY = ;)-l—-}'B—-——'—ﬂ'E
4m; 2y 2rn;

1a inclusién de éste término en la ecuacion (2.7) producird, con el tratamieni o previo - dentro
de las suposiciones Lechas, un acoplumicnto dipolar eléctrico de la particula con o} campo

eléetrico externo de intensidad 2(~}).

2.4 Transformaciones C, P y T.

Hemos mencionado la violueidn de lag invariancias P y T a que conduce la existencia de
dipoelos eléctricos asociados a particulas elementales. Vamos a ilustrar esta violacidn mediante
un esquema senciflo. En la siguiente figura se ifustra un dipolo cléctrico que rota en el campo

electrostitico producido por una carga puntual Q.

Supongamos que esta es una situacion fisicamente realizable, entonces si Hevamos a cabo

ya sen una inversién espacial o una temporal, estas transformaciones no alterardn la direccion

del campo electrostiticn producido por la carga § pero ambas producirin que la direccion
de la rotacién del dipolo cambie y por cousiguiente que la situacion fisica que resulta ssa
incompatible con la supuesta originalinente. Por otra parte, es claro de la figura que para este
¢ns0, la transformnacidn de conjugacion de carga —C— es una transformacion de invarinncia,

lo que es cierto para ¢l caco general.

Analicemos el comportamiento operacional frente a transformaciones C, P y T de los
términos (2.8}, que describen respectivamente las interacciones dipolares eléctricn y magnética

de la particula de Dirac con un campo electomagnético externo.
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Figura 2.1 Un dipole eléctrico rotande en el campa electrostatico praducido por

una carga puncual Q.

En la representacién de Dirac-Pauli, la transformacién de Paridad P es tal que ¢ y § -

—un operador que actue sobre yi—, cambian a

P ="

gv = ,rog_fo
cuando Iy t eambian a 7' = =7, t/ =1,
Puesto que
é—cr,“,F’“’ =¢-B~ia- B (2.10a)
%W_n. W =i B -7 E {2.108)

cntonces, la transforiacién actuando sobre estos términos resultu en
(7 BY =" - D" = oy (668 4))
(i@ BV = %G Ey® = inPeur (- 04" — Olg')
(iG- By = i1"5 - By = ix%ailesju45)
(6 E) =45 By® = 10aiy* (-0} - 9id").

2

Puesto que o = i7;y; y ax = 7%5* entonces 4 conmuta con oy y anticonmuta con ay;

por otro lado, cuando 7 cambia a ' = ~F, J; cambia 2 8 = ~8; y 4; cambin a .4; = ~4;,
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pues A cstd generado por corrientes que cambian de direccién al invertirse ¢l espacio. De este

modo
16 By = oneiju(~0))(—A}) = & - B
8 By’ = (=)0 4} + OF') = i(=8) - (—B') = i B
pero

6 - Oy° = —imerju(~8)(—A)) = —ia - B’
76 B = o0 +0l) = & (~B) = - F'

En consecuencia, el términe (2.10 1) es invariante bajo la transformacién de paridad, pero

el término (2.10 b) no lo es.

La transformacién inversion en el tiempo T, actua de tal modo que

tho- i = i'yl Yt = —dagaa”

§ — ' = (~ia,a3)8*(~iay ay)
cuando f = ' == ~t y £ — 3" = 7. De cste modo
T&I™ = -a

T T = -3.

Ademds, cuando ¢ cambia n —t, A; cambia a —A;, pues las corrientes que generan a
cambian de signo si el tiempo se invierte, micntras que ¢'(#) = ¢(¢) pucs lu carga no cambia

de signo; como también 9; -+ 8! = @i entonces
TBT™! = -5

TET™! = B,
y asi

TG By = (~) (~B) =5 F
T(id - B)*T = —i(-d) - E' = iG- E'
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T(& - By T = —i(-&) - (- F') = —ia - §'
T(F- BT = (~5) (~EYy= =3 B
y de este modo, (2.10 a) es invariante ante T pero (2,10 b) no lo es.
Finalmente, la conjugacién de carga C es tal que
th— b = it
§8 = :",'2(9-')1’7"7
entonces ,. Y - .
(id + BY = i4*(& - BY'iy® =ity B
=iyt {~iy™ ")y B
== i(ef T )iy R i) B
% =~ resulta

1y” =

y recordando que {77y
(& B)'iv® = =i(=97)(=")B) = -5 - [
i@ By = —ia E
R )it = —ia - B
iy (G By = -5 B
Si ahora completamos la transformacion haciendo el camibio
Ay Al = Ay,

debido al cambio en el signo de las cargas y de Ias correntes, la conjugacion de carga es tal

que



y la transformacidn es de simetria al actuar tanto sabre (2,10 a) coma sobre (2,10 b).

Notamos que pese a que las transformaciones de paridad e inversién en el tietmpo no son
operaciones de simetria al actuar individualmente sobre (210}, la simetria bajo la operacién

CPT si se conserva.

Concluimos el ecapitulo mencionando que ante la inclusion de fos términos (2.8) la cova-
riancia de Ia ecuacién de Dirac asi como la hermiticidad del Hamiltonizuo v la conservacion

de Ia probabilidad, no se ateran, Estas propiedades se muestran en el apéndice I3,
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CAPITULO 3

El Oscilader de Dirac

3.1 Introduccién, La ecuacién oscilador de Dirac.

En un trabnjo recientemente publicado ' M., Moshinsky y A. Szczepaniak han propuesto
la ecuacién {1

.8 T ‘
x—(,ﬁw,b =& - (- twiP ) + mihb (3.1

que han llamado el oscilador de Dirac. Esta es una ecuncidn de Dirac con ¢l término adicional
imw® - 7B en el Hamiltoniano, que representa un potencinl de interaccién lincal en 7 y cn ¢l

que w cs una frecuencia de oscilacion.

Al proponer esta eruacién, una de les motivaciones de los autores era conseguir una
generalizacidn relativista para el oscilador armdnico que permitiers medelar la interaceion

entre quarks en los hadronest?l,

Como estos autores han mostradol!l, para ¢l caso estacionario y en el limite de bajns

energias, Ia ccuncidn para las grandes componentes se eseribe como
= Ho = [(n* 2,12 ) I3 9
e = Ho = [(p” + m*w?r®) ~ 3um — dmwl - Slp (3.2}

en la que ¢, las energias del problema, resultan ser los cigenvalores del operador H que a su
vez es el Hamiltoniano de un oscilador ayndnico de frecuencia w junto con un término de

interaccién spin-érbita de intensidad —(32).

Una de las propiedades irnportantes de la ecuacidn (3.1) es que por su estructura, posee

soluciones exactas!!111],



Notamos sin embarga que (3.1) también presenta una dc‘.‘svcnta}j;t en el hechgrde q’ue s
formulacidn no es explicitamente covariante. En efecto, ante una ;r.ansfdnna'cién s dei grupo
propio de Lorentz, el término & - 79 se transforma segin 4 s K

Sur'fS™! =Sﬁ~[iriﬁs‘l
== Syiris=)

- S_,isnl rJi

il

ORI I O 1 |
== qta,r

=—ytaa
donde In suma implicita sobre 2 y v corre de 0 « 3, mientras que In suma sobre { corre de 1 o

3, lo gue muestra que la regla de transformacién no conduce n una exprosion covariante,

La covariaucia explicita en la forinulacidn de una ecuaeidn relativista o5 un requisito de
principio gue ademds cobra mayor importancia cuaudo a prrtiv de 3 ecuacion se proceds x

construir una teorfa de campo covariante B

Nos proponemos reescribir la ceuacién (3.1) Hevandola a una formas manificstamente co-
variante a partiv de su formulacién original (see 3.2). Al conscguirlo, estarcmos eu posibilidad

de proponer un modelo fisico gue corresponda a la couacion (sec. 3.3).

3.2 Covariancia explicita de [a ecuacién de Dirae

El objetivo final de esta seccidn es cacribir la ccuacion (3.1) en forma manifiestamente
covariante, Es sin embargo conveniente itustrar ol procedimiento a utilizar, valiendouos en
primer lugar de una ccuacidn que aparece con frecuencis en 1o literatura, la ccuaeidn de Dirac
con un término que representa la interaccion minimal de una particula de Dirac con un campo

electromagnético externo. Esta es Ia siguiente ccuacin
(i'V, — ey’ A, —mhh =0 (3.3)

Supongamas que ¢l potencial electromagnético A, es, en almin sistemna de referencia, el

producido por una carga puntual en reposo, es decir, la parte espacial del cuadrivector 4, A
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es cero, y la parte temporal, ¢, sc escribe come ¢ = £, Dc éste modo, la ecuacion (3.3) tomn
1a siguiente forma
2
o ze
(iy'Vy~f— —m)th =0 (3.1)
r

Olvidemos por lo pronto el origen de (3.4) y supongamos que se nos presenta como
la ecuacién de Dirac que describe la interaccidén de una particula de Dirac con ¢l campo
electrostatico externo debido & una carga puntual, en reposo en algiin sistemna de referencia.
Nos preguntamos entonces por ¢} problema inverso; ¢ Como llevamos esta dltima ecuacion a

la forma (3.3) que es manifiestamente covariente ?

Sea u, el cuadrivector de velocidad de la partivula que produce el potencial externo. En
i I 1 [

el sistema en que la particula estd en reposo, este cuadrivector tiene la forma
u, = (1,0).

Vamos u valernos de este cuadrivector para expresar en términos de escalares de Lorentz

las cantidades que aparecen en el término de interaccion de la ecuncidn (3.4}, Podemos escribir
Y CLN VP G R L (u,.z:“)?ﬁ

(2= (4,
con lo que resulta claro que la cantidad

_¢=£ ze

T a4 (e
es un escalar de Lorentz que puede entonces escribirse como el producto de dos cuadrivectores
.55 = U‘JA"

Ademds como A, el cuadrivector de potencial electromagnético, es puramente tempo-
raloide, en el sistema de referencia en el que estamos trabajando A, ¥ u, son proporcionales,
y ¢l factor de proporcionalidad es precisamente * ¢, entonces podemos escribir

Tout = A*
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es decir
ﬁ-z;guo = B’ = A = A 4 AT
(1A =0 puesto que A=10)

P "
Tn A

o finalmente

de manera que ln ccuacién (3.4) puede eseribirse coma
("W, —er* A, —-mlip =0

(3.5)

que es la ecuncidn {3.3) ¥ que es manifiestarmente covariante.

Apliquemos ¢l proceditmiento al caso del oscilador de Dirue, que escribimos come

Pt @ (P - 107+ inde.

Multiplicando Ia ccuncidén por 4 = g ¥ reagrupando tendremos
(4°po +1'pi— i Cri ~ ) = 0

(3.6)

9 podremos escribir (3.5) como

o bien como iv'+y? = ¢ =
u s ‘
{7 Pptalri— mly = 0

ecuacion en la que el término a%'r; puede ropresentar un potencial externo en interaceidn eon

una particula de Dirac, visto desde nn sistemn de reforencia particular.
NUCVHXH(‘?IHC nos prlrguntnmns coImnoe [)()Hlff en [Ql'lﬂll mnniﬁes(nm(rnte COVFll'iilIltC csta
i en forma covariante valiendo-

(1,0, que define al sistema de referencia en o que ¢l

ccuacién. La respuesta consiste en escribir el término o
nos del cuadrivector de velocidad uy,
oscilador estd en reposo. Con este cuadrivector podemos eseribic
o= o"r,,
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{puesto que g*” es antisiméirico)
a%ry = o™ugr, = a'u,r,.

Si finalmente hacemos que ol tensor u,r, sea explicitamente antisimétrico, podemos es-
cribir
01 1 wy i [N~ 1Y%
oV = sa ¥ (uury —upry) = 3¢ F (3.7)

=

Fuy = {uury —uyry)

de modo que la ecuaucidn (3.6) puede escribirse como
o ,
(‘(»Pu + 36 an —mhh =1 {3.8)

1a cual es manifiestamente covariante puesto que I, es un tensor (antisimétrico) de segundo

rango.

Hemos por lo tanto aleanzado nuestro propdsito. En la siguiente seceidn, vamos a utilizar
este resultado para dar un significado fisico a [ ecuacion (3.8) en términos de la interaccion

de una particula de Dirac con un potencial especifico externo,

3.3 Modelo fisico para el oscilador de Dirac.

Hemos mencionado, en analogfa con la ecuacidn {3.4), que ¢l término a%r' en (3.6) puede
representar la interaccidn de alglin potencial externo con una particala de Dirac, descrita desde
el sistema de referencia particular en el que el oscilador estéh en reposo, y hemos mostrado
también que este término pude escribirse como %a“”F‘”’ ¢} cual es manifiestamente coviriunte
dado que F*¥ es un tensor (antisimétrico) de segundo rango.

Juntando todos los elementos hasta abora discutides, cstamos en posibilidad de dar nna
interpretacién cualitativa y cuantitative del tipo de potenciel de interaccidn gue en (3.8)

representa cl término o/ FIY.
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Como hemos visto en ¢l capitulo anterior {sec. 2.3), para describir la interaccidn dipo-
lar magnética andmala de una particula de Dirac con un campo electromagnético externo,
agregamos a la ccuncidn de Dirac el término

g (3.9)

donde F# es ¢l tensor de campo clectromuguético en interaceién con el spin o#¥ de ln
particula. Ll término {3.9) contribuye con el factor adicional 2x; a la intensidad de la in-
teraccidn del spin de la particula con el campo magnético externo. De este modo, si identifi-
camos u (3.9) cou el término de interaccidn en (3.8), éste puede entenderse entonces como la

interaccion del momento dipolar magnético de una particuls de Dirae con un catnpo electro-

J . o
magnético externo en In que ndemds x’ = 22,
l 3

Como F* = (u,r, — u,r,), eu ol sistema de referencin en el que el ascilador estd en

reposo u, = (1,0), y por lo tanto Fy,, tiene la forma

0 = y =
-z 0 0 0
Fur = -y 0 0 ©
- 0 0 0

es decir F tiene solo componentes cléctricas. Se trata entonces (en este sistema) de un
campo electrostdtico cuya expresién explicita es

E=r
Por la ley de Gauss, subemos que este campo es producido por una distribucién uniforme de

carga. En efecto, puesto que
V.E= dnp,

de donde



Vemos que bajo esta interpretacion surge de inmediato la siguiente pregunta. j Cual es
el proceso que permite entender en términos clasicos la interaccidn de un dipolo magnético

con un campo puramente electrostatico 7

Podemos eshozar una respuesta cualitativa en los siguientes términos: De acuedo con la
teorfa de Dirac, las particulas de Dirac estén sujetas a un movimiento de oscilacién azarosa
alrededor de su trayectoria clisica. Este movimiento es conucido como Zitterbewegung y su
frocuencia caracteristicn es del orden de 18]

2poc > 2711(:24
kT h

Esta peculiaridad de lus soluciones de la ecnacidn de Dirac se entiende si se recuerda que
en la teoria el operndor de velocidad es ¢d y que los eigenvalores de & son 1 y por lo tanto,

si se mide la velocidad de las particulas de Dirae, ésta resulta ser, aun en su sistemn propio,

+e, la velocidad de la luz, Por supuesto la velocidad promedio alrededor de su trayec

cldsica resulta ser cera.

S5i ademis tomamos en cuenta que segin los resultados del capitulo 1 (seccién 1.4), un
dipolo magnético en movimicento induce la aparicién de un momento dipolar eléctrico trans-
versal, estamos en condiciones de dar una posible pespuesta a la preguntn anterior, s el
movimicnto azaroso o Zitterbewegung al que estd sujeto ln particula de Dirac, el responsable
de que junto con el momento dipolar magnético asociada a la particuli, aparezca un momento
dipolar cléctrico transversal, el cual puede interactuar, en términos clisicos, con el eampo
electrostitico externo, y como la velocidad de Ja particula sujeta a este movimiento es ke, ln

fuerza sobre la particula vendrd dada por

Fup = V(p- El).

La energfa correspondiente a In frecuencia del Zitterbewegung es
E =wh = 2py 2 2mc.

Esta energin es suficiente para permitir la creacién y aniquilacion de pares. 5i pensamos

que cste proceso se lleva a caho constantemente en la particula de Dirac, e imaginamos que
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al crearse y hasta aniquilarse, cada thrh‘cu\d sigue una trayectoria ‘sémicirculor ‘confinada o
la paticula de Dirac entonces la travectoria de ambas pArLﬂ:ulas ;.nrgﬁduii produce un rizo
de corricnte y por lo tauto un memento dipolar magnético perpendiculor al plano de estns
trayectorias y de intensidad (cc.i.ﬁ) : :

1t = =—2eur

i)

donde v ¥ r son la rapidez de las particulas y el radio de sus trayectorias respectivamente. $i
identificamos a wy, la frecuencia de revolucién de las particulas con la-frecuencia w asociada,

a la energia del zitterwebegung, dada por

2me?
w o~
[
entonces
2mc?
U= Wt = r
h
y en counsecuencia
2mee
p=— (3.10)
h
.
\\ .
’1\
i
-]
B
\‘.k vl"/
y
N S
- -

Figura 3.1  El momnento dipolar magnético producido por las trayectorias de s

particulas creadas es perpendicular sl plano de a hoja y apunta hacia afucra.

Este modelo, simple como es, nos permite caleular un valor aproximado para cl radio
clésico de las particulas de Dirac, si conocemos su momento dipelar magnético. Por cjemplo,
como hemnos visto, la magnitud del momento dipolar magnético del neutrén sy, = 1.91pup;
igualando este momento al dado por la expresion (3.10) resulta

o =VIBT 5
2mec

~0.2fm.
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CONCLUSION

Resumiendo, hemos interpretedo ef término de interaccidn en el oscilador de Dirac como
cl acoplamicnto entre ¢l momento dipolar magnético de la particula de Dirac y un campo
electromagnético externo y hemos hechio ver que en el sistema en el que el oscilador esta en
reposo, ¢l campo externo es puramente ceetrostitico y la interaceidn puede entenderse en
términos del movimiento azarose ol que estd sujeta In particula, el cual induce la aparicion de
un mommento dipolar eléctrien transversal al inomento magnético, que se acopla eon ¢l campo

externo.

Cabe mencionar que esta interpretacion para ol oscilador de Dirae presenta dos dificulta-

des que deben sefinlarse.

Primero. Nuestio modelo presupone la definicidn de un sistema propio para la particula de
Dirnc; esto sighifica que en un diagrama espacio-tiempo puede dibujarse vua Hinea de universo
que represente ln trayectoria de la particula como Tuncién de la coordenada temporal, Sin
embargo puesto que estamos tratando con un problema de naturaleza cudntica, no podemos
en principio hablar de la trayectoria de la particula, pues tante I como ¢ son variables de

can:po que permiten definir, cunndo mis, valores esperados de, por cjemplo, lu posividn o Ta

trayectoria de la purticula,

Segundo, Para explicar la aparicidn del dipolo eléctrico que da cuenta de la interaceidn de
la particula de Dirac con el campo externo, hemos recurrido al movimiento de Zitterwebegung
propio de las particulas de Dirac. No obstante para la aparicion de cste dipolo eléctrico, es
suficiente con que las condicinnes inicinles de la particula no sean de reposo. Nuewvnrnente
tenemnos que, pucsto que se estudia un problema cudntico, y mas win, en presencia de una
interaccidn, es de esperarse que no pueda establecerse con certeza un instante de reposo parala
particula y en conseeuencia que el movimiento que genera la aparicién del dipolo dléctrico sea

una combinacion de efectos cudnticos (zitterwebegung) y de interaccién con el campo externo.
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En respuests a estas objeciones, baste decir que nuestro objetivo se limita a proponer
un modelo culitative que permita obtener una hmagen fisica de un problema originalmente
matemdtico y que no sec ha pretendido abordar el problema desde el punto de vista de los

problemas sefialados que quedan lejos del alcance de este trubajo.
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APENDICE. A

La ecuacién de Dirac

La ecuacién de Dirac fué propuesta originalmente como una solucidn a los problemas que
la sustitucién cudnticn E - E = ih, f— p= —ihV introducia en la relacion B2 = p*c* -
m?c?, al resultar en una ecuacidn de segundo orden en las derivadas temporal v espaciales, que
ademas impide definir una densidad de probubilidad positiva definida y permite la posibilidad

de un espectro con energlas negativns.

La ecuacidn de Dirac no climina el espectro de energias n-vativas, sin emburgo su inter-
pretacién en el contexto de la teorda de Dirac, permitio la exploracion de nuevas y mads ricas
propiedades de las particulas elementales que han contribuido de ruanera esencial a un mejor

entendimiento de su naturaleza.

Nos preguntamos si es posible respetar las reglas de cuantizacién y a la vez escribir una
ecuacién con la estructura
Ey)y == )
H = (ca j+ mc*3) (A1)
de primer orden, con & y § cantidades adimensionales. Tomando el cuadrado del operador

Hamiltoniano ¢ imponiendo la condicion
(c@ -+ mc*B)? = p*c® + m3ct
tendremos entonces una ecuacién cudntica y relativiste. La condicidn se satisface si las canti-
dades oy, f satisfacen a su vez las condiciones
{aia;) =26
{a;, B} =0 (A.2)
2 2
ﬁ = (ﬂ;) =1
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lo que significa que las a;, B son eperadores que podemos representar como matrices numéricas.
Entonces, cl problema se transforma al de encontrar cuantro matrices con las propiedades (A .2)
para introducirias en la ecuacién (A.1), en la que ¢ es ahora una matriz colunna con tantas
componentes como la dimension de las matrices anteriores lo requiera. De estas compoucentus,
necesitamos dos para asocinrlas con los cstados de polarizacion del spin, Sin embargo, como
no existen cuatro matrices de 2 x 2 que anticonmuten entre si, necesitninos busear matrices
de mayor dimensién. Este hecho es reflejo de que la ecuncidn es relativista y permite la
posibilidad de dos estados de cnergia asociados con cadu estado de polarizacién. Asf pues, ¢l

nimero de componentes de 3 serd 2(2s + 1), que para s = § se reduce n 4.

Cormo hay una gran variedad de matrices de 4 x 4 que anticonmutan, habremos de escoger

una representacion y, tener en mente la equivalencia entre representaciones para lu deseripeidn.,

Una representacién explicita de matrices con las propiedades buscadas es 1a representacion

de Dirac-Pauli
i= 0 & §= I o
TA\F 07T -1

donde & es el vector cuyas componentes son lns matrices de 2 % 2 de Pauli ¢ [ es la matriz

unidad de 2 x 2,

8

Multiplicando In ccuncién {A.1) por Ia fzquierda por £ y con las definiciones

1 =By = o, 2® = et
podemos escribirle como
d a 7}
4 (w0 1 2
ih(y 5;5+'y '3—174-‘, e '{"‘/ . 3)¢ metp = 0. ('4'3)
De su definicién, podemos ver que 4* son matrices antihermiteanas y que (7%)? = -1,

(4°)% = 1 y también que en la representacion escogida se cumple que

Pty =4 (A4)

Lo propiedad (A.2) puede escribirse ahora como
Yy iyt = 2t (4.5)
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donde g"¥ es el tensor métrico que tomaremos cotno

1,8t v=p =0
B o g e )8l 0,
g s {— Listv=p=1i

La ecuacidn {A.3) es covariante cn ¢l sentido de que, bajo una transformacion de coorde-

nadas z'¥ = a;z#, con la que 3 cambia a
W(a") = Sa)i(z). (A6)
la ecuacion, en el sistema primado se cseribe eomo
J .
. TN .
{ihS(a)y*S (“J?’)}T —mey' (") =0
or'"

5 .
y pucsto que g = 3—-3—1—,—; = ¥ 587, la eonacidn

(ihS(a)" S~ (a)a”, ~me)y'(z') =0

a
l ’) i
g invariante si exigimos que S{a) se tal que

S(ayy" S~ a)al =

o equivalentemente que
ap® = 5(a)3"5 " (a). 47

Finalmente, introducimos la matriz v+ definida por

e A
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APENDICE B

Covariancia, hermiticidad y conservacién

de la probabilidad en la ecuncién de Dirae

Los términos o, 'Y, iy50,,, F*¥ mantienen la covariancia de Ja ecuacion de Dirac al ser

agregados a ésta; en efecto, ante el cambio de coordenadas

o o
T =a,r

U“yFJW—“?SU‘WFJWS_X

S0, F**S5) = Sa,,, ST

pero
i .
50,87 =S (et — 1) !
i - - - -
=§( 7):5 lS'Tu-S ' 57,,3 lS’I/AS l)
y de (A7) )
1
Sauvs ! =§(7ﬂ“§h’l’a€ - 7[3“37()“;‘7)
t
=5(Tap — 1¥a)ajay
=0 g0, a4,
es decir
S0, P57 = gogalal K0 = g g 0P (B.1)

De igual manera, los términos fo,,, F*, $¥7,0,,F* incluidos en el hamiltoniano de

Dirac, preservan la hermiticidad del mismo; para el primer término
{Bo)t =al,8
={iyt g W § = iy Iy
=~ iy Bpy
y utilizando (A 4)

(ﬁa‘w)‘ = "iﬁ"lv"f" = '£ﬂ7v7u = iﬂ'fu'Yv = ﬁa;w- (-32)
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Para el segundo término

(Brsou)! = —iol,1sh
= - ,'(iArlr,YV)t,nﬁ = _{(_i,yyi,’pnt),rsg
=~ B5y"168y* Afxs 8

y utilizando nuevamente (A.4) junto con By f = -7
(iBrso)t = By 7 s = =By s = ~Brstute = ~(=001E) %y = iB7500.  (B.3)

Finalmente, la inclusién de éstos términns en la ecuacién de Dirac, no altera la conset-

vacién de la probabilidad; en efecto, por (3.2} y (B.3),
P Ba PP 4 pliByno PP 0 — w30, FP )Y = 0M(ifns0, F#P = 0
de modo que ¢l procedimicnto usnlal ! conduce a lx ecuacidn de continuidad
049 .j=0 (D4
a’ 7= ‘

con la identificncién p = ply, J = p1&h. Integrands la councidn (B.4) sobre tado el espacio,

utilizando ¢l teorema de Green, establecemos la concervacidn de In probabilidad

g;/d‘mp'gh =0,

} ver por cjemplo Bjorken and Dreli, op. c.
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