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CAPITULO I. IllTllODUCCIO•. 

E&ta te•i• trata •obre la •oluci6n de un probleaa que ha &ido 

de inter6• para vario• cient1f ico• a trav6• de lo• tiempo&. 

El probleaa con•i•te en reaolver (encontrar la ecuaci6n del 

aoviaiento) y •iaular el aoviaiento de una part1cula 

aovi6ndo•• dentro de un tunel excavado a trav6a de la Tierra. 

La part1cula r••bala •in fricci6n a lo lar90 de una 

trayectoria predeterminada, y •e pretende ao•trar que ·de 

entre varias trayectoria•, aquella que conauae el menor 

tieapo (braqui•t6crona) ea la hipocicloide. 

E•t• trabajo coaienza (Capitulo II) con una breve expo•ici6n 

de la hi•toria de la f 1•ica que exi•te detrla del problaaa de 

la• trayectoria• de tieapo 6ptiao. Aprovecho este aoaento 

para incluir un breve anlliai• de lo que Newton dice (en 

•PRINCIPIA•) acerca de la hipocicloide dentro de la Tierra. 

Para coaprender aejor el anlli•i• de Newton incluyo adeal• un 

anlli•i• de las primera• parte• de •PRINCIPIA•. 

En el capitulo III •• pr•••nta una introducci6n al cllculo de 

variacion•• con la finalidad • coaprendar 116• claraunt• la 

herraaienta aateaAtica requerida para loa principio• de 

aaxiaizaci6n y ainiaizaci6n. 
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Dado que en ••te trabajo •• pr•••ntar6 una aiaulaci6n para el 

movimiento de una particula dentro de la Tierra, en el 

capitulo IV •• preaentan alguno• concepto• iaportantea aobre 

el anAli•i• nua6rico y la aiaulaci6n, incluyendo la raz6n por 

la que deben utilizar•• a6todo• nua6rcio• en la aoluci6n de 

aucho• probleaaa tiaicoa. 

coao la aoluci6n que •• encontrara en •l capitulo VI al 

probleaa principal de ••ta teaia •• una ecuaci6n diferencial 

de ••CJUlldO orden, el capitulo V pr•••nta un a6todo nua6rico 

que puede aer utilizado para reaolver dicha ecuaci6n. En ••t• 

capitulo •• plantea uno d• lo• .. todo• de Runge-Kutta de 

cuarto orden y ae aueatra au aplicaci6n a alguno• ejeaplo• 

aencillo• coao el caao de un reaorte y un p6ndulo con y •in 

aaortiguaaiento, aaiaiaao •• explica brev•Mnte la tona en 

que ••t• a6todo puede utilizarH para reaolver aiateaaa de 

cuacione• diferencial•• o ecuacion•• diferencial•• de orden 

auperior. 

En el capitulo VI •• preaenta la aoluci6n del probleaa 

principal d• ••ta teaia que collO ya •• babia aencionado 

conaiate en encontrar la ecuaci6n del aoviaiento para una 

particula aovi6ndoae dentro de una eatera con denaidad 

conatant• y reatringida a una trayectoria dada. Para 

encontrar la ecuaci6n del aoviaiento •• hace uao d• la 
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ecuaci6n de Laqranqe en donde la trayectoria •e considerara 

co•o funci6n de x. 

Dado que la •i•ulaci6n del •ovi•iento •e harA para varia• 

trayectoria• dada•: recta, parAbola, circulo e hipocicloide, 

el capitulo VII pre•enta alquna• con•ideracione• •atemAticae 

eobre eeta• trayectoria• que van a permitir eu i•pleaentaci6n 

en loe proqra ... que •• preeentan en el apAndice A. 

Hewton aenciona en •PRIHCIPIA• que la conetituci6n verdadera 

de la Tierra e• la de una ••fera con densidad constante. 

Ahora •abe•o• que no e• aei, y que 114• acertada-nte puede 

con•ideraree a la Tierra coao una eefera con deneidad 

conetante por capee. En el caitulo VIII preHnto una breve 

plAtica eobre loe argumentos •odernoe que eoportan la teoria 

de la Tierra con deneidad conetante por capa•. 

En la Qltiaa parte de eete capitulo ee reeuelve la ecuaci6n 

del aovi•iento del capitulo VI pero en el caso de una eefera 

con densidad variable por capee. 

Para loqrar una eiaulaci6n del •oviaiento de una particula en 

una trayectoria dada dentro de una esfera con deneidad 

conetante por capae ee necesita conocer la atracci6n 

qravitacional q co•o funci6n del radio, aei coao de la •••a 
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total contenida dentro de una eafera de radio dado. El 

capitulo IX aueatra ••toa valor•• aal coao el procediaiento 

para el proqraaa de aiaulaci6n. 

El capitulo X presenta loa reaultado• y concluaionea de eata 

teaia y aueatra la tabla coaparativa de tieapoa de recorrido 

para do• arco• dado• aobre la auperficie terreatre y cuatro 

trayectoria• diferente•. 

El ap6ndice A preaenta loa proqraaa• fuente en TUrbo Paacal 

para toda• la• aiaulacionea hecha• en eate trabajo. El 

ap6ndice B preeenta la• 9r6ficaa del espacio de la• faaea, 

la• trayectoria• coao funci6n del tieapo y la aiaulaci6n de 

todo• lo• caaoa preaentadoa en la tabla del capitulo x. 
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CAPITULO II. BREVE RESEllA HISTORICA. 

1. Introducci6n a lo• principio• variacional••· 

Durante aucho tiempo, •• ha bu•cado encontrar principio• en 

los cual•• fundamentar lo• re•ultado• experiaentale• b4•ico• 

de la flaica, ••toa principio• han resultado tener que ver 

con la ainiaizaci6n y aaxiaizaci6n de cantidad••· Tal parece 

que la naturaleza •i••pre actda de foraa tal que cierta. 

cantidades son minimizada• cuando un proce•o f 1•ico •• lleva 

a cabo. E•to• principio• en f1•ica tienen una larga e 

interesante historia y han con•uaido el tieapo de auchos 

cient1tico• a travt• d• lo• tie•po•. 

Uno d• lo• primeros hombree de que tengaaoa noticia que 

postul6 un prinicipio de ainiaizaci6n tut "Her6n de 

Al•jandr1a", aateaAtico • ingeniero que •• dedic6 a construir 

aAquinaa hidrAulicaa adeaAa de inventar el di6ptrico, que tut 

el priaer inatruaento univereal de aedida que durante aucho• 

aftos tut el aparato de nivelaci6n •A• preci•o. 

En su obra "Cat6ptrica" que data del siglo II antes d• 

nue•tra era atiraa que: "Un rayo de luz viajando de un punto 

a otro por una retlexi6n en un ••pejo plano, •i••Pr• toaa la 

trayectoria m6s corta po•ibl•"· 
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El principio de Hcr6n, sin eabarqo, no funcionaba para el 

caso de la refracci6n. Fué Feraat (1601-1665) quien encontr6 

la ley que la riqe a partir del principio de tieapo a1niao: 

"La luz se propaqa de un punto a otro a través de la 

trayectoria que toae el aenor tieapo, aQn si tiene que 

abandonar la trayectoria •6• corta para loqrarlo". 

l.oc!• principio• de ainiaizaci6n continuaron busc6ndoae y en la 

sequnda aitad del aiqlo XVII, lo• fundamentos del c6lculo de 

variaciones fueron desarrollados por Newton, Leibnitz y lo• 

Bernoulli, cuando probleaas como el de la braquist6crona y la 

catenaria fueron re•uletos. 

La priaera aplicaci6n de lo• principios anteriores a la 

-canica la hizo Maupertui•, con su principio de "M1niaa 

acci6n", a pesar de que su concepto de "Acci6n" era bastante 

vaqo. 

Finalaente, Haailton plante6 un principio bastante qeneral, 

del cual, incluso el de alniaa acci6n puede deducirse 

f6cilaente. El principio de Haailton af ir11a: 

"De entre todas la• trayectoria• por la• cual•• un •i•teaa 

din6aico puede aovarse de un punto a otro en un tieapo dado, 

•e Hcoqer6 aquella que ainiaice la inteqral de la dif'erencia 

entre la enerqla cinética y la potencial coao funci6n del 

tiempo. 
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2. Foraulaci6n Newtoniena de loa proble•aa. 

En esta secci6n se har6 un an6liais de la formulaci6n 

Newtoniana de los problema•, partiendo desde las definiciones 

y las leyes y llegando hasta el plantea•iento y soluci6n de 

proble•as del •ovi•iento de part1cula• aujetas a campos de 

fuerza centrales y en trayectorias fijas. 

"PRINCIPIA", cuyo titulo original es: "PHILOSOPHIAE NATURALIS 

PRINCIPIA MATHEMATICA", fu6 publicado por pri•era vez en 

Londres en el al\o de 1687 y se encuentra dividido en trea 

libros, siendo el pri•ero "El •ovi•iento de loa cuerpos", el 

segundo, •el •ovi•iento de los cuerpos (en ••dios 

resistivos)" y el tercero "El sistema del mundo". 

Al leer por pri•era vez este libro, se encuentra uno con la 

sorpresa de que el lenguaje, la terainologla e incluso loa 

•6todoa para hacer las demostraciones son •uy diferentes a 

loa que ae utilizan actual•ente y a los que eatamoa 

acostumbrados. En general todas las demostraciones de 

teoremas se hacen en foraa geo•ttrica, en t6rainos de 

seqmentos entra puntos, arcos pasando por varios puntos, 

etc., y ea a1nima el 6l9ebra que se utiliza, siendo coaún 

encontrar proporciones entre lados de trlan9'1loa y relaciones 
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con alqunaa funciones triqono•Atricas no auy usualea como el 

••no y coaeno verao de un angulo. 

En la actualidad, en caabio, la• deaoatraciones tienden a ser 

•6• anallticas, aenoa geoa6tricaa y utilizando el cUculo 

diferencial e integral y las ecuacionea diferenciales. 

Sin ellbarqo, •l libro es •UY interesante y parece increible 

que una persona haya sido capaz de sintetizar qran parta del 

conociaento sobre la •ec6ncia existente hasta sus d1as y haya 

podido deaoatrar tantos teorema• ain la ayuda de las 

herraaientas •atem6tica11 de que disponemos hoy en d1a. El 

libro co•ienza con una colecci6n de definiciones sequida por 

una aerie de axiomas o leyes del •ovi•iento. 

Para ilustrar parte de este libro presentar6 a continuaci6n 

varias definiciones iaportantea. 

Definici6n I. 

La cantidad de materia ea una aedida de la misma obtenida de 

au densidad y au voluaen conjunta•ente. "E•ta ea la cantidad 

a la que llamare•o• •asa. Y la •isaa e• conocida por el peso 

de cada cuerpo, dado que ea proporcional a •u peso, co•o fu6 
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encontrado por experiaento• con p6ndulo• fabricado• con 

preci•i6n. 

Definici6n II. 

La cantidad de aoviaiento e• una aedida de la ai•aa 

obteni6ndo•e de la velocidad y cantidad de aateria 

conjuntaaente. 

Definici6n III. 

La fuerza innata de la aateria (inercia•fuerza de la 

inactividad) e• un poder de re•i•tencia, por el cual, cada 

cuerpo contin6a en •u pre•ente e•tado, ya •ea en repo•o o en 

aoviaiento rectillneo uniforae. 

Definici6n IV. 

una fuerza iapre•a e• una acci6n ejecutada •obre un cuerpo, 

con la finalidad de callbiar •u e•tado, ya •ea de repo•o o de 

aoviaiento rectil1neo uniforae. 

Definici6n v. 

una fuerza centr1peta e• aquella por la que lo• cuerpo• •on 

atra1do• o empujado•, o en cualquier foraa tienden hacia un 
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punto coao centro. De Hte tipo e• la gravedad, por lo que 

lo• cuerpo• tienden hacia el centro de la Tierra. 

Pr•••nto a continuaci6n lo• axioaa• o leye• del aovimiento: 

LEY I. 

Todo cuerpo peraanec• en •U ••tado de repo•o o aoviaiento 

rectiUneo unitorae a no Hr que Ha obligado a caabiar ••• 

••tado por fuerza• impre•a• •obre 61. 

LEY II. 

El caabio en el moviaiento e• proporcional a la fuerza 

iapre•a; y.•• hace en la direcci6n de la llnea recta en la 

que la fuerza •• impre•a. 

LEY III. 

A cada acci6n corr••ponde •i•apre una reacci6n igual y 

opue•ta; o, la• accione• autua• entre do• objeto• •on •iempre 

iguale•, y dirigidas hacia parte• opue•tas. 

E•ta• •on las tre• leyes de la aecAnica Newtoniana tal y coao 

fueron planteada• por su autor en el afto de 1687. 
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A continuaci6n presento una colecci6n de corolarios que aon 

intereaantea. Por eje•plo, el corolario I afirma que ai sobre 

un cuerpo actOan do• fuerzas aimult6neaMnte, deacribira un 

•ovi•iento sobre la diaqonal del paral•loqra•o en el •i••o 

tiempo que eaaa fuerzas por separado hubieran descrito loa 

lados. 

Sin duda alquna eata fu6 una de laa priHraa veces en la 

historia de la ciencia en que •• enunci6 la ley del 

paraleloqramo para la adici6n de vectores. En el corolario 2 

plantea la deacoapoaici6n en co•ponentea de una cierta fuerza 

y afirma: "El uao de eate corolario •• extiende lejos y 

ampliamente, y por eaa extenai6n en au difuai6n au veracidad 

•• confirmada. Por lo que •• ha dicho depende la doctrina 

coapleta de la ••c6ncia de•oatrada de diversa• foniaa por 

difierentea autores. De aqu1 son tacilaente deducidas las 

fuerzas de laa •6quinaa que contienen ruedas, poleas, 

enqranea, cuerdas y peaoa, ascendiendo directa u 

oblicuaaente, y otro• poderes Mc6nicoa; coao taabi6n la 

fuerza de loa tendones para •ovar loa hueaoa de lo• 

aniaale•"· 

Ea iaportante hacer notar que no todo lo que Newton afirma 

fué desarrollado por 61, sino que "PRINCIPIA" ea una a1nteaia 

orqanizada de loa conociaientoa que ya •• tenlan en aquella 

6poca. 
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Exiaten taabi6n controveraiae en alguno• detalles como ea el 

ca.o d• la ley de la Gravitaci6n Universal, que al9unos 

autor•• han atribuido a Hooke. sin eabar90, Newton hace 

referencia a alguno• escrito• auyoa en 1665 donde parece ya 

tener idea de aeta ley, aunque fu6 dejada 20 al\os porque 

alguno• reaultado• no le fueron del todo aatisfactorioe. Fu6 

retoaada en 1685 al disponer de dato• a6s precisos aobre la 

distancia a loa planeta•, al Sol y el di6 .. tro de la Tierra, 

proporcionado• por algunas expedicion•• cient1ficas que se 

hicieron en la 6poca. 

La secci6n X Uaaada: •El aoviaiento de los cuerpos en 

superficies dadas; y el aoviaiento oscilatorio d• los 

p6nduloa• preeenta un especial inter6s para nosotros. 

Har6 una breve descripci6n de las proposiciones principales 

que Newton hace en esta aecci6n, reescribi6ndolaa, coso las 

anteriore•, en el lenguaje moderno para hacer a6s f6cil au 

lectura. 

Propoaici6n XLVI (Probleaa XXXII). 

se desea encontrar el aoviaiento de un cuerpo que se desplaza 

a partir de una cierta posici6n inicial, con una velocidad 
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inicial dada, conociendo el caapo de tuerza• centrale• y el 

plano •obre el que el objeto •e aueve. 

Propoeici6n XLVII (Teoreaa XV). 

Todo• loe cuerpo• aovi6ndoee en plano•, con una fuerza d• 

tendencia central proporcional a la dietancia al centro, 

deecribir6n elipeee y coapletar6n cada vuelta en tieapo• 

iguale•, como aquello• aovi6ndoee en 11neae rectae. 

Propoeici6n XLVIII (Teoreaa XVI). 

Se plantea aqu1 la conetrucci6n 9eo .. trica de una epicicloide 

y •e encuentra la f6raula para calcular eu longitud. 

Propoeici6n XLIX (Teorema XVII). 

Se plantea aqu1 la construcci6n 9eoa6trica de una 

hipocicloide y ee encuentra eu loncJitud. 

Propoeici6n L (Probleaa XXXIII). 

C6mo hacer que un p6ndulo oecile en una hipocicloide. Ya que 

••ta propoeici6n e• intereeante, explicar• en lo que con•iete 

el a6todo de Newton. 
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Dado un circulo interior d• radio r y con centro en el punto 

e, exi•te una hipocicloide sobre la que •e desea hacer •over 

a un objeto. La hipocicloide corta al radio r en un punto tal 

que •u di•tancia al centro ea d. se construirl ahora un 

circulo exterior conc6ntrico al interior tal que •u radio R 

•ea 
rª 

R •a 
•e con•truirl a continuaci6n una epicicloide que ••rl formada 

por el aovi•iento de un di•co d• radio R-r, y que tocara al 

cirulo interior en lo• •i••o• punto• en lo• que lo hace la 

hipocicloide. se •uapenderl luego, un objeto T de un •hilo• 

atado al punto A y, auponiendo que la epicicloide formara 

pared•• ri9ida•, •e harA oscilar de•d• el punto s haata el 

punto T. La trayectoria deacrita por el objeto aerl una 

hipocicloide. 

Propoaici6n LI (Teore•a XVIII). 

Si una fuerza de tendencia central, proporcional a la 

diatancia al centro actQa •obre un objeto •ovi6ndo•e en 

una hipocicloide, tate co•pletarl cada oacilaci6n en ti••po• 

igualH. 

Se sabe que Newton ais•o resolvi6 el problema de la 
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braqui8t6crona planteado por Barnoulli alrededor da 1695 

(Ruth), daagraciada•anta no .. fu6 poaibla localizar la 

rafarancia exacta dal lugar donde Havton public6 au aoluci6n. 

Sin allbargo, Hawton •• praocup6 por •l probla.. da la• 

trayactoriaa en tQnel•• tarraatraa, tanto aa1 qau calcul6 al 

potencial para una aaf ara con danaidad conatanta. 

Probabla .. nta aupon1a qua aa1 ara la Tierra, ya qua an 

"PRINCIPIA" aanciona taxtualaanta: •aato •• adapta a la 

verdadera conatituci6n da la Tierra COllO an ainaa profunda• y 

caverna•"· 

Ahora aabe•o• que la danddad da la Tierra no •• conatanta, 

al anA•ia da aate caao H hara en el capitulo VIII da esta 

taaia. 
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CAPITULO III, IllTJIODUCCIOM AL CALCULO VAllIACIOMAL. 

Gran parte de lo• probleaaa Uaicoa pueden describir•• a 

trav6a . de la maxi111izaci6n o minimizaci6n de cantidades que 

dependen de alguna funci6n como el principio de Hamilton, 

principio de Feraat, Ley de conaervaci6n de la energ1a, etc. 

ea aqu1 donde el c6lculo variacional ea de gran utilidad. 

El concepto de funcional ea parecido al de funci6n, con la 

diferencia de que la veriable independiente en vez de aer un 

na.ero es una funci6n. Ejemplo de funcionales pueden aer la 

longitud de arco de una funci6n continua con sus extremos 

fijoa. 

(3.0) 

Podeaoa afiraar que la longitud depende de la funci6n y(x) 

que •• elija, por lo que se utiliza noraalaente la notaci6n 

L[y(x)] para representar una funcional L que depende de la 

funci6n y(x). 

Vario• de loa conceptos b6aicoa del c6lculo diferencial 

tienen an6logo en el caao de funcionales, por ejemplo, 

deciaos que una funcional u[y(x)] ea continua para y• y
0

(X) 

en el aentido de proxiaidad de k-6aiao orden 
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.,. para todo c>O exiate d>O tal que IU[Y) - u[y
0
]I <e ai 

1 y(x) - y
0
(x) < a 

IY' (x) - y: (x) < a 

Dada la ecuaci6n (3.0) •• buaca encontrar la funci6n "Y" para 

la cual la funcional L(y) adquiere au valor •lni•o (o 

•6xi•o). En flaica exiaten varioa proble•a• ai•ilares, uno de 

ello• •• el de la braquiat6crona que, co•o aabe•o•, conai•t• 

en encontrar la trayectoria que podr6 recorrer•• en un ti••po 

•lni•o. 

Pode110• panaar entone•• en •l proble.. .aa concreto de tener 

una funcional definida por: 

L[Y) - J F(y,y',x) dx (3.1) 

y tratar de encontrar la funci6n y(x) que hace que L[y(x)) 

alcance un •1ni•o o un •6xi•o, que en general •• deno•inan 

•extre•o•"· 
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To•e•o• la funci6n yCx,a) • yCx) +a Cy
0

Cx) - yCx)) donde 

Y
0

Ca) • yCa) Y y
0

Cb)•yCb) 

Pode•o• eecribir ycx,a) • YCX) + a &y donde &y ee la 

variaci6n de la funci6n y. Suponga•o• que yCx) e• la funci6n 

en la que ee alcanza el extre•o de la funcional, entonces 

ycx,a) • yCx) + a ay repreeenta a dicha funci6n ei a•O, y a 

una funci6n de prueba y
0

Cx) ei a•l. En Qltiu inetancia la 

funcional 3,1 •era una funci6n que dependa exclueiva•ente del 

par6•etro a: 

b 

•Ca)• J FCy(x,a),y'Cx,a),x) dx . Cl.2) 

Para que la funcional L[y] alcance un extremo se requiere que 

•Ca) tenga un punto critico en a•O, •• decir: 

Pero 

pero~• &y 

.. 

C3.3) 

:. J :a FCy,y• ,x) dx • o 

8 , 8F~ BF~ BFBX 
8ci F(y,y ,x) • ay ea + ay•aa + 8x 8ci 

• ~ ~ + BF ~ 
By Ba ayr Ba 

~'.&y' • CY'CX) - Y'Cx)) 8« o 
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Por lo que debe pedirH que 

b 

dS~ª> - J <"yªY + "Y'ªY'> dx - o 
• 

(3.4) 

Donde FY y FY, eon funcione• de y(x,u), y'(x,u), x. 

Co•o el extre•o H alcanza en u•o, entonce• ;•(u) debe eer 

cero para a•O. 

:. de la ecuaci6n (3.4) ee obtiene: 

J Fyay dx + J "y•ªY' dx •O (3.5) 

Reeolviendo por partee el eequndo t6rmino de (3.5) y dado que 

la• funcione• y(x) y y
0
(x) deben coincidir en loa extre•o• (a 

y b) entonces el valor del incre•ento de la funci6n ay debe 

aer cero en x•a y en x•b. 

;•(o)• J (FY - ~ FY,)ay dx •o (3 .6) 

Eeta ecuaci6n recibe el nombre de •ecuaci6n de Euler•. 

19 



RESUKIEHDO: 

La funcional (3.1) alcanza un extreao para la funci6n y(x) 

que aatiefaga la ecuaci6n de Euler. 

La ecuaci6n de Eul•r ea diferencial, de eegundo orden, por lo 

que al integrarla obtendreaoa doa conatantea, que ae 

deterainan a partir de loa extreaoe de la funci6n y(a) y y(b) 

que deben eer conocido•. 

En aucho• caaoe ocurre que la funci6n aubint99ral F, depende 

de una funci6n paraa6trica F(x(t),y(t),y'(t),X'(t),t) o 

denotado de otra foraa F(x,y,x•,y•), en este caso la ecuaci6n 

de Euler queda como: 

y 

F - g.,_ F• • O 
X '"" X 

F - g.,_ F• • O 
y "'" y 

En general ei P(x
1
,x

2
, ••• ,xn) entonce• la funcional 

hl 

u[i(t)} • J F~t 
l•l 

1 

alcanza un extreao en x(t) .tal que 

BF d BP ax
1
- at ax,· 0 

para toda 1•1,2, ••• ,n. 

donde i: 11 -~ 11" y 
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IY. AJIALISIS llUlllEltICO Y SIMULACIOM, 

Uno de lo• aspecto• al• iaportantea que han hecho que la 

ciencia ae coloque coao la f oraa de conociaiento que •A• ha 

aportado a la civilizaci6n •• au capacidad para hacer 

prediccionea sobre hecho• que no han aucedido adn. E• claro 

que para poder hacer una predicci6n debe uaar•• alqdn 

elemento ajeno al fen6aeno que •• eatudia. A 6ste •alqo• 

ajeno a la realidad bajo Htudio y que Hrl utilizado para 

hacer prediccione• •• le da el noabre de •aodelo•. Si 

quisi6raao• predecir el coaportaaiento de un avi6n, debeaoa 

primero construir un "aodelo• a ••cala y probar au 

funcionaaiento en un tunal de aire. De la aiaaa foras, si 

deseaao• saber qu6 va a ocurrir en alqdn experiaento en donde 

•e encuentren involucrado• fen6aeno• f1aicoa, debeao• priaero 

plantear un •aodelo aatealtico• que deacriba eate fen6aeno. 

Para fines de predicci6n H considera que el •aodelo debe 

comportarse de foras aiailar a la realidad, coaa que puede 

verificarse cotejando lo• resultados que arroja •l aodelo y 

los de un experimento. Si un aodelo dado resulta no predecir 

adecuadaaente el coaportaaiento de la realidad, debereaoa 

desechar el aodelo y buscar uno que H adapte Hjor a loa 

resultados experiaentales. 
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Podeao• pen•ar entonces que· la fl•ica tiene coao una de sus 

ai•ione• principal•• la b6•queda de •modelos aatem&ticoa" que 

dHcriban adecuadamente aquello• fen6menos en loa que 

intervengan ente• •fl•ico••. Coao priaer ejemplo podemo• 

con•iderar la ecuaci6n: 

(4.1) 

que e• un •aodelo matem&tico• que de•cribe adecuadamente la 

trayectoria coao funci6n del tiempo de una partlcula •ujeta a 

un campo gravitacional con•tante y vertical en el ca•o en que 

no haya fricci6n o esta •ea de•preciable. 

Si •• realiza un experi .. nto y •e de•cubre que lo• re•ultado• 

experi .. ntale• •• aproximan a lo• de la curva te6rica podemo• 

ac1tptar el modelo como representativo de la calda libre de 

lo• cuerpo• a altura• pequel\as sobre la Tierra en donde la 

gravedad permanece aceptablemente con•tante. Sin Bllbargo, si 

•uponemo• que este modelo •• v&lido para cualquier cuerpo en 

pre•encia de otro objeto como la Tierra y a cualquier 

di•tancia, deberla arrojar re•ultado• v&lidos para un objeto 

cayendo hacia la auperf icie terrestre desde una distancia de 

385,000 Ka. Evidentemente este modelo no describe el fen6meno 

adecuadamente. Podrlamo• entonce• plantear un modelo m4• 

general como: 
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~-G 1111 r 
dt rª 

(4.2) 

que de•criba c6ao •• aover6n lo• cuerpo• •n pr•••ncia de un 

caapo qravitacional central (ley de la 9ravitaci6n 

univer•al). Para el ca•o en qu• la aa•a del a6vil •ea 

constante, r ••a con•tante y i•-,, entone•• la ecuaci6n 

(4.2) puede eacribirae coao 

H • -9, (4.3) 

donde 9~. De la ecuaci6n (4.3) puede deducir•• t6cilaente 
r 

la ecuaci6n (4.1). 

LH ecuacion•• (4.2) y (4.1) aon •aodelo• aatea6tico•" da 

la realidad a trav6• de lo• cual•• podeaoa predecir 

adecuada .. nte lo que le ocurrir6 a ••ta. Por ejemplo, para la 

planeaci6n de viaj•• ••pacialea, en la actualidad ae utiliza 

la ecuaci6n (4.2). 

Debe quedar claro entone•• que un aodelo •• coaporta de 

aanera parecida a coao la realidad lo hace, pero la realidad 

penaanece deaconocida. Me refiero con eato a que la 

exi•tencia de lo• •aodelo• aatea6tico•• peraite de•cribir en 

tonaa cuantitativa c6ao •• que l•• co•a• ocurren aa• no 
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perait• r••ponder a pregunta• tale• coao "Qu6 e•" y "Porqu6 

ocurre". 

Analizare•o• ahora la relaci6n de lo• "•odelo• aatea6tico•" 

con el anUieie nua6rico y la daulaci6n. Dado un cierto 

"llOdelo aatea6tico" •• n•c••ario "r••olverlo" para poder 

h•c•r prediccione•, por ejeaplo, toaando el aodelo d••crito 

por la ecuaci6n (4.2) podr1a Hr de inter .. encontrar la 

trayectoria d••crita por un cierto aat6lite artificial de la 

Tierra. coao la ecuaci6n (4. 2) •• diferencial de •equndo 

orden deber6 priaero re•olverae para encontrar la ecuaci6n de 

la trayectoria. En este caso la soluci6n resulta •er 

relativaunte •encilla pero en la aayor1a da loa CHO• de 

"llOd•lo• aatea6tico•" no ••r6 posible encontrar la •oluci6n 

anal1tica de la• ecuacione• por lo que •e recurre 

inevitableaente a la •oluci6n nua6rica aunque no exacta de 

la• ai••a•, que compete al An6li•i• Nua6rico. 

una gran parte de lo• "•odelo• aatea6tico•" involucrado• en 

la Uaica de•criben el coaportaaiento de un cierto •ieteaa 

coao funci6n del tieapo. E• de utilidad, deede el punto de 

viata d• la• prediccion••• encontrar la• •olucionH de un 

aodelo dado para diferente• tieapo•. A ••te procedi•i•nto •• 

l• llaaa •i•ulaci6n. 

• 
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Dado que la t6cnica de •imulaci6n no pretende r••olver 

anal1ticaaente la• ecuacion•• del •aodelo aat••ltico•, por lo 

qeneral un •od•lo para fin•• de •i•ulaci6n puede con•truir•• 

con •ayor libertad que uno deatinado a aoluci6n anal1tica ya 

que en ••t• deben hacer•• •ucha• •upo•icion•• para que la• 

ecuacion•• queden •uficiente .. nte •i•pl••· 

Noraal .. nt• un ••od•lo aatellAtico• para •i•ulaci6n de un 

•i•t••• dinl•ico y continuo ••tara baHdo en conjunto• de 

ecuacion•• diferencial•• que ••rln re•u•lta• por alquno ·d• 

lo• •6todo• nua6rico• dieeftado• ••pcialaante para H• fin, 

uno de lo• cual•• ••rl tratado en el capitulo •iqui•nte. 
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V, SOLVCIOW llVMIClllCA DE ECVACIOllES DIFICllEllCIALES, 

coao el aodelo que deacribe aatea6ticaaente el problema eat6 

dado por una ecuaci6n diferencial ordinaria de 2° orden, 

deber6 uaarae alq(ln a6todo nua6rico para reaolver ecuacione• 

diferencialea, coao •• uno de loa a6todoa de Run9e-Kutta de 

4° orden. 

Podeaoa conaiderar que, en t6raino• 9enerale•, una ecuaci6n 

diferencial de priaer orden •e puede eacribir de la foraa: 

1 • f(x,y) 

Donde debe encontrar•• la funci6n y(x) tal que •• aatiafa9a 

la iqualdad anterior. 

Uno de loa a6todo• de Run9e-Kutta de cuarto orden puede 

definir•• mediante el conjutno de ecuacionea aiquientea: 

donde: 
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hit 
k. • f(x + h y + 1¡ • • 2, • 2 

h hit 
k3 • f(x. + I , Y.+ r> 

En apariencia el a6todo anterior airve aolaaente para 

reaolver ecuacionea diferencial•• de priaer orden, •in 

eabarqo, toda ecuaci6n diferencial de orden n puede 

deacoaponer•• en un conjunto de n ecuacionea dif erenciale• de 

priaer orden y por lo tanto, puede aer Qtil taabi6n en la 

aoluci6n de sisteaaa de ecuacionH diferencial•• de orden 

auperior al priaero con la aodificaci6n que •• aueatra a 

continuaci6n, en la que la• con•tant•• k que aparec1an coao 

eacalarea son ahora vectorea, y dado que un aiateaa de 

ecuaciones diferencial•• puede eacribir•• de la toraa 

aiquiente: 

Y' • ?<x,y¡ 

Entonce• el a6todo de runqe-Kutta quedar& reducido a un 
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••todo para reeolver cada una da laa coaponentea de la 

ecuaci6n anterior coao ai •• tratara de una ecuaci6n 

de priaer orden. 

un ejeaplo de ecuaci6n diferencial da aequndo orden lo 

teneaoa en la acuaci6n de la aequnda ley de Newton: 

Donde la fuerza ea una funci6n que dependa de la poeici6n, ·de 

la velocidad (X) y del tieapo, ee decir 

aX • f'(X ,X ,t) 

Si introduciaoa una nueva variable v • x, el probleaa de la 

acuaci6n diferencial de •99\lndO orden queda reducido al 

problaaa anUogo de doe ecuacion•• diferencial•• de priaer 

orden: 

av • f'(X , V 1 t) 

V. X 

en el ap6ndice A ee preaenta un pr09rua que •• capaz de 

reaolver una ecuaci6n diferencial ordinaria de priaer orden, 

con el cual ee pueda eiaular en pantalla al llOViaiento de un 
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re•orte con y •in aaortiCJUa•iento, y un p6ndulo con y •in 

aaortiCJUa•iento. 

La ecuaci6n diferencial que de•cribe a un re•orte con 

aaortiC)Uaaiento e•: 

•dªx + f dx + kx •. o 
dt2 ilt 

donde f e• la fricci6n, • ee la aa•a del objeto y k e• la 

con•tante del re•orte, x e• el de•plazaaiento respecto a la 

po•ici6n de equilibrio. 

Para el ca•o del p6ndulo plano: 

La ecuaci6n diferencial que representa el problema e•: 

9 + ~ p + ! •en ' • o 

donde k e• la fricci6n, • e• la aa•a del p6ndulo, ' es el 

&llCJUlo que foraa la cuerda con la vertical, 9 e• la 

aceleraci6n d~ la gravedad y l e• la longitud de la cuerda. 
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VI. LA SOLVCIOll TEORICA DIEL PROBI.IMA. 

El probleaa fundaaental con•i•te •n encontrar la ecuaci6n del 

aovlaiento para una part1cula aovi6ndo•• dentro de la Tierra 

y restrin9ida a una trayectoria dada. 

I. Sobre la ecuaci6n del aoviaiento. 

fi9. 1. 

La ecuaci6n del aoviaiento podeao• encontrarla a partir de la 

ecuaci6n de La9ran9e: 

!!_~-~-o 
dt ax ax 

Donde el La9ran9iano L • T - V y donde la energ1a cin6tica 

··= 
T • i a (x2+ y2) 

Suponderao• que la trayectoria ae encuentra restringida a la

•iguient• reatricci6n: 

y• y(x) 

Entonce• tendreaoa que ae cllllple: 
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~-~!!!-~ic 
dt dX dt dX 

E• decir, tendreao• que: 

y • Y' ic 

Si denotaao• por V(r) un potencial que •olaaente depende de 

la di•tancia a un centro, entonce• podr1aao• ••cribir la 

expre•i6n coapleta del Lagrangiano coao: 

L • ~ aX2
( 1 + (Y') 2

) • V(r) 

Dado que 

r • r(x,y) • {x2+ y2
)

112 

y donde y• y(x) •e tiene: r(x) • (x2+ y2 (x)) 112 

dV - dV dr - X + yy' V' (r) 
dx dr dx (x 2+ y 2 (X)) 112 

Podeaoa ahora calcular la• derivada• nece•aria• para la 

ecuaci6n de Lagrange: 

~ • aX2y'y" • X + YY' V' (r) 
ax (x2 + yª (x)) 112 
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Por Qlti•o, la ecuaci6n del •ovi•iento queda coao eigue: 

.iiy•y• + •x (1 + (Y' ) 2) - X + yy• . V' (r) - o 
(xª+ y2 (X) ) 1/2 

2. Sobre el Potencial. 

conaiderare•o• aqul le obtenci6n de la funci6n de potencial 

V(r) para el interior de una eafera de denaidad p. 

Si denota•o• por G(r) al campo gravitacional a dilltancia r 

del centro de la esfera, entonce• ae cumple la relaci6n 

•iCJUiente: 

f G·A d• - kM 
s 

donde M es la •asa total encerrada por la superficie S y k es 

una constante: k • 4nG, donde G ea la constante gravitacional 

univeraal. 

M • J p(r) dv 
V 

V •• el volumen encerrado por la auperficie s. 

la fuerza ejercida por un ca•po qravitacional G sobre una 

part1cula de masa • en un punto eat& dada por: 

r1r> - .G<r> 

Si G(r)e• un ca•po no rotacional que aatiaface VxF• o, 

entonce• exiate una funci6n eacalar V(r) tal que: 
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F(rl • - vv (6.1) 

To .. aoa por principio de cuente• el ceao úa •i11Ple, p e• 

constante dentro de una eatera, entonce• podeaoa eacribir: 

f G•ñ da • IGIA 

con 

da aqu1 pod••o• obtener tinal .. nte: 

G(r) • G !!... ~ 
rª 

donde M •• la aaaa total contenida dentro da la ••fara d• 

radio r. 

tendr1aaos por lo tanto: 

! irpr3 

3 

~ •V' (r) ~ 

si definiaoa una conatanta 

entonce• 

V' (r) • -apr • -•p (x2+ y2 (x)) "ª 
auatituyendo (6.2) en (6.2) obtaneaoa: 

X2Y'Y" + x (1 + (Y') 2) + P (X+ yy') •O 

. (6.2) 

(6.3) 

qua ea la acuaci6n del aoviaiento que debeao• reaolver. 
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CollO e• una ecuaci6n diferencial d• •e<Jundo orden, pode•o• 

de•co•ponerla en un •iete•a de do• ecuacione• diferencial•• 

de pri .. r orden que Hr6n re•uletaa •6• adelante por el 

••todo de Runge-Kutta de cuarto orden. 

De la ecuaci6n (6.3) obtene•o•: 
x __ ic2r•r + P <x + u'> 

1 + (y'>ª 

introduciendo una nueva variable x-v pode•o• e•cribir el 

ai9uiente •i•te•a de ecuacione•: 
v._ vªr'Y" + p (x+ YY'l 

1 + (Y'!ª . 
X• V 
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VII. SINVLACION DE TRAYECTOaIAS TEJUtESTaES IElf UNA ESFEJIA 
DE DENSIDAD CONSTAllTJ:. 

El pre•ente capitulo trata de la aplicaci6n de la herra•ienta 

fl•ica de•crita en el capitulo anterior al proble•a de la 

•i•ulaci6n en co•putadora de la• trayectoria• terrestre• en 

••fera• de den•idad con•tante. 

Para que el pr09ra•a pueda •er dtil •• preci•o que •ea capaz 

d• •i•ular diver•o• tipo• de treyectori••· co•o podrlan ••r: 

a) Recta•. 

b) Par6bola•. 

c) Clrculoa. 

d) Hipocicloide. 

En todo• lo• caso•, el dato b6•ico de entrada e• la lonqitud 

de arco de ••fera que va a recorrer•• (•)· El par6aetro que 

••pacifica la di•tancia a que pa•ar6 el tunel del centro de 

la Tierra (d) •• nece•ario •olo para el ca•o de trayectoria• 

circular•• y parab6lica•. 

Para el caso de recta• y par6bola•, la ecuaci6n utilizada 

fue: 

y • axª + bx + c 
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donde para el caao de la recta: 

a• o 

b - o 

e• r co•<-!r> 

donde r ea el radio de la Tierra. 

Para el caao de la parAbola: 

r coa c;r> 
a • x2 

• 
b - o 

c • d 

donde 

x. • -r aen(;r> 

Para el caao de un clrculo, la for11a de la ecuaci6n es: 

donde 

x1 • r sen(;r> 

x2 • r coa(;r> 

X~ + y~ - d
2 

• - 2 (y.- d) 
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A continuaci6n •• expone el a6todo utilizado para pr09raaar 

la trayectoria braquiet6crona que ee una hipocicloide. 

Para fine• del pr09raaa, la hipocicloide debe colocaree en la 

poeici6n aoetrada en la fiqura 7 .1, al deducir la ecuaci6n 

paraa6trica •• obtiene lo eiquiente: 

Y<•> - (R-b) ••n • + b een<Rib•> 

Y(•) • (R-b) coe • + b coe(Rbb-) 

(7.1) 

(7.2) 

Sin eabar90, la ecuaci6n del aoviaiento requiere que H 

conozca la funci6n y•f (X) , que aqu1 eolaaente conoceaoe en 

foraa paraa6trica, y taabi6n requeriaoe la priaera y eeCJUnda 

derivada de y reepecto a x. 

Para obtener el valor de y dado un cierto valor de x
0 

puede 

utilizar•• el a6todo •iCJUiente: 

a) Toaar la ecuaci6n y(•> • (R-b) een f + b een(Rbb•> • o. 

b) Deepejar • por algQn a6todo nua6rico. 

e) Encontrar y(f) • (R-b) coe f + b coe(Rsb•>· 

Para el c6lculo de lae derivada• podeaoe hacer: 
PIG 7,1 
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1) pri•era derivada: 

2) ae9unda derivada: 

Deaarrollando y aplicando regla de la cadena varias veces, ae 

obtiene: 

ó . ~ ( !!.! ]ª + !_ ( ~ ) ~ ~ 
dx2 d;ª dx df dx dx d; 

Para obtener loa valorea necesarios, primero derivaremos 

i•pl1cita•ente la ecuaci6n (7.1) reapecto ax. 

1 • (R-b) coa ; ~ + (R-b) coa(Rbb;) ~ 

de donde: 

~ • (R-b) (coa;~ coa(~)) 
(7. 3) 

al derivar la ecuaci6n (7.2) respecto a ; ae obtiene 

~ • (R-b) (-•en;+ aen(~ •>) 
derivando (7.4) respecto a ; 
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b ( ~ ) • (R-b) ( -co• • + ~ co•<Rt•>) 
(7.5) 

Derivando la ecuaci6n (7.3) con reepecto a • •• obtiene 

R-b R-b -CR-b) -•en • - -¡- ••n(~) 

(R-b) 2 co• • + coec::¡=.i 2 

Si defini•o•: 

d4 • (R-b) (~ ••n<R6b•> - ••n • ) 

Entonce• podemoa eacribir: 

~ • d1d3 + d2d4 

dx2 d: 
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Que •• la foraa utilizada en el proqraaa para la• derivad••· 

El .. todo nW16rico utilizado para obtener el valor d• ; para 

una x
0 

dada de ant••ano •• el ••todo de la ••cante que 

con•i•te en la f6raula •iquiente: 

t<•.> <•,- •.> •a • •. - -""""----=--~ 
f(;,) - t<•.> 

donde f(;) • (R-b) ••n ; + b •en(Rbb;) - x
0

• 

El proqra•a calcula ade•As el periodo de cada una de las 

o•cilacion•• dentro del tunel terre•tre. 

El ap6ndice A •ue•tra el pr09raaa para •i•ular trayectoria• 

dentro de la Tierra, en el ca•o de que •e conaidere co•o una 

e•fera de d•n•idad con•tante. El caao de la ••fera de 

den•idad variable ••r6 tratado en el capitulo eiguiente. 

No •e incluyen rHultado• en ••t• capitulo ya que aer6n 

•o•trado• en el capitulo X, dedicado exclusivamente a la 

pr•••ntaci6n y an6li•i• de re•ultado•. 
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VIII. EL PROBLDIA DI: LA DDSIDAD VllIABU. 

En el capltulo VI aa ra•olvi6 al probleaa del •ovi•iento de 

una partlcula dentro de un tunal tarre•tre, en el caao de que 

la Tierra fuera una e•fera de d•n•idad con•tante, •in 

••barqo, ••to di•ta •ucho de ••r cierto. En ••t• capltulo 

•• pre•entarA un •odelo .. temAtico para la trayectoria de una 

partlcula dentro de una ••fera con d•n•idad variable, en la 

que la dan•idad •e aantiena con•tante a tra•o•, ,qua •• lo que 

•upue•taaenta ocurra dentro de la ••fera terre•tre. 

Exi•ten vario• par6aatro• que dHcriban el interior de la 

Tierra, y •u ••tudio, coao en la .. yorla da la• ciencia• 

natural•• •• bA•ica•ente ob•ervacional, con ••todo• 

aate•Atico• ayudando a la• ob••rvacion••· Una parte a•cencial 

de ••t• procedi•iento •• al de elaborar •od•lo• •ataaAtico• 

de la Tierra, en al qua propiedad•• particular•• coao la 

denmidad p y la prad6n p, la intenddad qravitacional q, 

etc. ••an expra•ado• co•o funciona• da r. Otro• parA••tro• 

6tilea pueden aer la inco•prHibilidad (IC), qua •ida la 

reaiatancia da un •aterial a laa preaionaa que •on 

equivalentes a presione• hidroat6ticaa, y la riqidez (~) que 

aide la re•iatencia de un •aterial a laa fuerza• tendiendo a 

cambiar la forma ain alterar el volumen. 
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La fiC)Ura 8.1 auaatra laa diferente• capaa da la Tierra, La 

r89i6n A •• la lla•ada corteza, axtandi6ndoaa daade la 

auparficia haata la diacontinuidad da Mohorovicic a una 

profundiad da aproxinda-nta 35 Kll. bajo laa 6reaa de la 

plataforma continental; la profundidad •• aayor bajo alCJUnaa 

aontaftaa y aucho aenor bajo loa ocaanoa. La corteza, a pasar 

da au coaplajidad puada aer tratada coao una unidad debido a 

au paquafto 9roaor. El aiaa6l090 A. Mohorovicic fu6 al priaaro 

en encontrar evidencia, a partir da un teablor en 1909, de la 

exiatencia da aata iaportanta diacontinuidad. 

Entre la corteza y la capa central, ae encuentra al aanto 

terreatre que •• a6lido. La exiatancia da asta capa fu6 

daacubierta en el curao de loa eatudioa da loa tarra•otoa por 

R. D. Olhaa en 1906 y la profundidad de la frontera entre al 

aanto y la capa central parece aatar cera da loa 2900 Kll, 

a99Qn Gutanber9 en 1914. el aanto •• encuentra dividido en 

r89ionaa: B) con frontera inferior a una profundidad 

aproxiaada da 350 Kll, C) entra 350 y 1000 Kll y D) bajo 1000 

Kll. La capa D •• aubdivide a au vez en D' entra 1000 y 2700 

Kll y o• entre 2100 y 2900 ICll. 

42 



m
 

>-<
 

u 
o 

o 
... 

"" 
" 

<
 

<
 

e 
e 

<
 

<
 

e 
IL

 
IL

 
IL

 
IL

 
IL

 
IL

 
IL

 
<

 
e 

<
 

e 
<

 
<

 
e 

u 
u 

u 
u 

u 
o 

u 

.e ..J 
e u 

e 
111 

..J ... 
... 

e 
cu 

Q
 

e 
z 

<
 

o: 
o 

o: 
::> -

o: 

" 
o 

w
 

::> 
IL

 
111 ... 
o: 

<
 

... 
..J 

111 

-
w

 
o 

o 

4
2

' 



.. 
"' 

FIGURA 8.1 

DISTRIBUCION DE LA 

DE LA TIERRA, A ESCALA. 
A Y B 

e 



La capa central incluya la lla .. da capa interior o ra9i6n E y 

axtandi6ndoaa da 2900 Kll a por lo aanoa 4500 Kll da 

profundidad, y la capa interior o raqi6n G axtandi6ndoaa da 

5100 Kll en profundidad haata al centro a 6370 Kll. entre E y G 

,PU•d• haber una o a6a capaa da tranaici6n, qua conatituyan la 

ra9i6n r. La axiatancia da una capa interior fu6 indicada en 

al trabajo del aiaa6loqo Inqa Lahmann en 1936, G. Gutanberq y 

C.P. Richtar en 1938 y H. Jeffraya en 1939. Exiata al90 da 

evidencia da qua la capa exterior •• liquida y fuerte 

evidencia da qua la capa interior •• a6lida. 

Inferencia• aobra la conatituci6n interna da la Tierra fueron 

poaiblea daapu6a da 1798, cuando al voluaan V (1.083x1027ca3
) 

y la aaaa da la Tierra M (5.977x1027q) •• detarainaron. 

Eatoa valorea proporcioaron una priaera reatricci6n que 

cualquier aodelo aceptable de la Tierra debe aatiafacer, 

Teor1aa aateaAticaa da la conf iquraci6n da la Tierra, junto 

con una 9ran cantidad de evidencia aatron6aica en aapactoa 

tal•• coao la preceai6n de loa equinoccio• y evidencia 

9eof1aica aobre la rotaci6n de la Tierra, etc., llevaron a 

43 



••ti .. r, a fin•• del ai9lo XIX •l coeficint• y •l •o•ento de 

inercia terrestre y•MR2
, donde R •• el radio de la Tierra. El 

valor de "Y" obtenido ante• de 1963 era de 0.334, •in ••bar90 

en 1963 haciendo un an6liei• d• la• 6rbitaa de •at6litea 

artificiale•, •• redujo el valor de •y• a 0.331. el valor de 

"Y" proporciona la aequnda reatricci6n i•portante que lo• 

aodeloa de la eatructura terreetre deben aatiafacer. 

Con •l conoci•iento diaponibl• •ola .. nte de V, .M y y, era 

apropiado con•iderar loa •odeloa d• la den•idad terr••tr• con 

do• par6 .. tro• coao e• el CHO de lo• modelo• de 

Legendre-Laplace: 

y el •odelo de Roche: 

que fueron utilizado• co•o pri .. ra• repre•entacion•• de la 

di•tribuci6n de la den•idad, y continuaron en u•o ha•ta cerca 

de 1930. cuando A y B fueron deteninado• utilizando lo• 

valor•• nu•6rico• de V y M, ••to• aod•lo• proporcionan un 

valor para p variando entre 2 a 3 9/ca3 cera de la auperf ici• 

hasta 10 a 12 q/c•3 en el centro. 



Un gran pa•o adelante fut po•ible de•pu6• de que la 

•i••oloq1a llev6, en el cur•o del presente •iqlo, a 

Htiaacione• aA• preciH• •obre r</p y ll/P a profundidades 

e•pec1fica• dentro de la aayor parte del interior de la 

Tierra. 

Un probleaa central al construir un aodelo Qtil de la Tierra 

ea encontrar aedio• para deterainar valorea individuales de 

p,r< y ll dado• lo• valor•• de tr./p y ll/P a travta de lo• 

e•tudioa aiaaol6qicoa. El proce•o involucra una qran cantidad 

de evidencia adicional, incluyendo experiaentoa de 

laboratorio en roca• y otros aaterialea a altas presione• y 

teaperaturaa. A travta de ••toa experimentos y loa datos 

alaaicoa, alqunoa materiales bajo la superficie terrestre son 

proviaionalaent• identif icadoa y varios ranqoa de densidad•• 

po•ible• •on calculado• en diver•a• partea de la Tierra. La• 

inveatiqacione• llevan con•iqo alqunaa con•ideracione• 

qeoqu1aicaa. 

Otra evidencia aparece de la aplicaci6n de alqunaa teorlaa 

sobre loa efectos de altas preaionH en el interior de la 

Tierra. De ••ta foraa, Francia Birch ha proporcionado 

evidencia iaportante, independiente de la aiaaoloq1a, da la 

dependencia entre r< y p en la Tierra, y eapecial .. nte en el 
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qradiente dK/dp. Una qran variedad de otro tipo de 

con•ideracione• involucrando detall•• an nllllaro• at6aico• 

repre•entativo, an particular an rec¡iona• interna• taabi6n 

han •ido utilizad••· 

A partir da la HCJUnda quarra aundial, •• han dado taabi6n 

qranda• avance• contribuyendo no •olaaante a aejorar la• 

aHveracion•• •obre K/P y IJ./P •ino taabi6n •obre p, K y 1J. 

•aparadaaante. Lo• avance• incluyen al u•o da ·explo•iona• 

nuclear•• para prop6•ito• •imaol6qico•, la in•talaci6n 'de 

•aatrica• da eatacione•• que •on qranda• reda• de e•taciona• 

con equipo e•tandarizado qrabando inforaaci6n de la Tierra 

durante la• explo•ione• nuclear•• y lo• taablor••· 

A continuaci6n aa aue•tra una tabla qua contiana lo• valor•• 

da la dan•idad da la Tierra por rec¡iona• y coao funci6n da la 

profundidad deada la •uperf icia: 

REGION PROPUNDIDAD DBNSID~ 
(bl ta/ca 1 

A o-1!) ~.8 

B 350 3.3 
e 1000 4,5 
D' 2700 5,6 

º" 2900 9,9 
E 4700 12.2 
F 5200 12.7 
G 6371 13.0 
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Utilizare•o• ahora la informaci6n de la tabla anterior para 

encontrar el potencial qravitacional para el interior de la 

Tierra co•o fucni6n del radio. 

Conaidere•o• nueva•ente la ecuaci6n (6.2), donde: 

v• (r) - • p (X
2 + y2

(X) ) 
112 

donde 

p e• la denaidad de la Tierra, y ae conaider6 como constante. 

Pode•os ahora calcular la •a•a total contenida en una esfera 

de radio r<R dentro de la Tierra y quedar1a como sique: 

M(r) • f p(r) dv 
·v 

Sine e•barqo si se conoce una funci6n p(r) definida de la 

forma siquiente: 

pi si r< r1 

P2 ai rs 1 r< r2 
p(r) • 

pn si rs r < R n 
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entonce•, la tunci6n M(r) qudari definida co•o: 

donde • • .. x { j • R 1 rJ • r } 

r •o 
o 

La ecuaci6n (8.1} puede reeecribir•e como: 

• 
M(r) • ! n { LP1 (r: - r:_,> + p .. 1 (r

3 
- r!> } .. , 

donde el ca•po 9ravitacional 

a<r> - G !!itl r 
rª 

por lo que la tuerza •• 

P<r> - - v•(r) r - • ~<r> 
De aqul •• obtiene que 

V'(r) • -mG !í.!:l. r • -• p(r) r 
rª 

(8.1) 

(8.3) 

p(r) • .!!!... G M(r) 
3r

3 
(8.4) 
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Por lo que la• ecuacionea que deacriben el aoviaiento aon: 

_ V
2Y'X- + p(r) (X + YY') 

1 + (Y')
2 

(8,6) 

(8.5) 

Eataa ecuacione• aon an6l09aa a (6.4) y (6.5), con la 

diferencia de que p ya no ea una conatante sino que ea 

tunci6n de r de acuerdo a la ecuaci6n (8.3). 
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IX, SIMULACIOX DEL llOYilllDTO COK DDSIDAD VAltl.ULE. 

De loe datoe de deneidad interna de la Tierra que •• 

preeentaron en el capitulo a.nterior ea toll6 el proaedio en 

cada intervalo quedando de la foraa eiguiente: 

12.85 ei o s r < 1171 

12.45 ei 1171 s r < 1671 

11.05 si 1671 s r < 3471 

7.75 ei 3471 s r < 3671 
p(r) • 

5.00 ei 3671 s r < 5371 

3.90 •i 5371 s r < 6021 

3.05 ei 6021 s r < 6356 

2.ao ei 6356 s r < 6371 

Donde la densidad eet6 en 9/c.3 y el radio en Ka., eetos 

valoree eet6n 9raficadoe en la 9r6fica 9.1. 

Co•pleaentaria•ente al proqraaa de eiaulaci6n de aeta caeo •• 

eecribieron do• eubrutinae: 

a) C6lculo de la aaea de la Tierra coao funci6n del radio, •• 

decir, la aasa terreetre contenida en una ••fara de radio r. 
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FIGURA 9.1 

DENSIDAD DE LA TIERRA 

14..-------------~ 

12 

10 

4 ------

2 ------·-----·--· -------------

R#CD [[ LA 6ERA (!0.1) 



La tabla de eatoa resultados ae aueatra en la tabla 9.1 y su 

repraentaci6n en la qr6fica 9.2. 

b) C6lculo de la atracci6n qravitacional (q) coao funci6n del 

radio (tabla 9,2 y qr6fica 9.J). 

Dado que la ecuaci6n diferencial que describe el aoviaiento 

(8.5) tiene la aia•a foraa que aquella para la densidad 

constante, salvo que el par6aetro p ya no •• constante, sino 

que varia como funci6n da r, para el proqrama da simulaci6n 

solaaente •• escribi6 una tunci6n p que dependiera de r y ful 

llaaada desde el proqra1111 original. 

En el aplndice A •• encuentra el listado del proqraaa 

utilizado para el c6lculo de p(r) y M(r) y en el aplndice B 

•• sncuentran alqunos ejemplos de el espacio de las fases y, 

x, vx, t para alqunos casos interesantes de trayectorias 

internas en tGnelea terrestre• para la Tierra con densidad 

variable. 

A continuaci6n •• presentan la• tablas de la• qr6ficaa. 
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aaaa en 102
• 9 

rtbl aaaa ,,., 

500 6.72 

1000 53.80 

1500 178.00 

2000 400.00 

2500 753.00 

3000 1280.00 

3500 2000.00 

4000 2520.00 

4500 3090.00 

5000 3800.00 

5500 4610.00 

6000 5420.00 

6371 5970.00 

TABLA 9.1 

Ma•a total da la Tierra contenida dentro 

da una aafara da radio r con centro en al 

centro de la Tierra.· 

(Nota: El ne.aro da daci .. lea no rapreaanta una ••dida 

de la incertidUllbra da lo• valorea) 
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FIGURA 9.2 

MASA DE lA TIERRA EN ESFERA RADIO R 
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r llCJI\ al•I•"> 
o o.o 

500 1.10 

1000 3.59 

1500 5.30 

2000 6.61 

2500 1.04 

3000 9.41 

3500 10.89 

4000 10.50 

4500 10.17 

5000 10.13 

5500 10.16 

6000 10.04 

6371 11.11 

TABLA 9.2 

Valor de la aceleraci6n 9 debida a la 9ravedad 

para diferente• di•tancia• medida• de•de el cen

tro de la Tierra. 
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FIGURA 9.3 

ACELERACION G DENTRO DE LA TIERRA 
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Creo iaportante Hncionar en e•te capitulo que el probleaa 

aqul tratado ha aerecido la atenci6n de diver•o• cientlf ico• 

durante la hiatoria de la ciencia. Haceao• referencia en eate 

trabajo al trataaiento que de 61 hace Newton, en au 

•PRINCIPIA•, y aencionaaoa que adellA• r••olvi6 el probleaa da 

la braqui•t6crona. se dice que en el afto de 1695, Bernoulli 

plante6 el probleaa de la braquiat6crona, que no habla aido 

alln reauleto y 24 hora• daaput• da haber caldo en -no• de 

Newton, fut reauelto, •in eabar90 no ha aido poaible 

localizar la referencia de la publicaci6n en la que lo 

rHolvi6. 

En eata te•i• ae 9eneraliz6 y •e aiaul6 un probleaa tratado 

con anterioridad, En el preaent• trabajo •e deaarrolla adellAa 

el probleaa de la densidad variable de la Tierra que aer6 

analizado en lo• p6rrafoa ai9uientaa. 

La tabla 10.1 contiene lo• tiempo• de recorrido para 

dif erentea trayectoria• en una eafera con denaidad variable y 

con denaidad con•tante, de donde podeao• concluir: 
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a) El tie•po de recorrido para el caao de la Tierra con 

densidad variable ea .. nor que para el caso de densidad 

conatante. 

b) En todo• lo• caaoa la hipocicloide ea la trayectoria de 

tie•po •lni•o de entre la• que ae tabularon. 

Sobre el inci•o a) podemo• co .. ntar que la conatate 9, en el 

ca•o de la denaidad variable co•ienza a aumentar a partir de 

la superficie hacia el centro, alcanzando un •lxi•o a una 

r•3500 ic.. (ver tabla 9.2). Esto ocaaiona qua al principio la 

patlcula aea atralda con aayor fuerza, ocaaionando que 

alcance una •ayor velocidad en un .. nor tie•po, por lo que en 

11lti .. inatancia recorrerl todo el arco en un tie•po •enor 

que en el caao de la Tierra con denaidad constante. Donde la 

constante 9 dia•inuye hasta llegar a cero desde la auperf icie 

terreatre hasta el centro de la Tierra. 

La figura 10.l da una idea de la diatribllci6n de la densidad 

terrestre. 

El proqra•a para la ai•ulaci6n de trayectoria• en tdnele• 

terrestre• en una eafera con densidad conatante y variable, 

58 



eatar6 a diapoaici6n de cualquier peraona intereaada en el 

Departa .. nto de F1aica de la Fcultad de Ciencias de la UNAM. 

Lo• proqra•a• aqu1 deaarrolladoa, adeús de .tener utilidad 

para conocer y entender la• trayectoria• en tdnelea 

terrestres pueden aervir para fines did6cticos en varia• 

uteriaa que •• imparten en poagrado en la facultad, no 

sola .. nte para aquella• que te119an que ver con ••c6nica, sino 

tallbi6n para aquellas que tengan que ver con i•ple•entaci6n 

de •6todos nu•6ricoa en la soluci6n de ecuaion•• o aiateua 

de ecuacionea difierenciales. 

La presente teais no• ha aervido para conocer algo acerca del 

c6lculo variacional, la fonaa en que aquellos probl• .. • que 

preaentan dificultad•• para su aoluci6n algebraica pueden 

re•olverse numtrica•ente, para conocer algo aobre la 

i•portancia de Newton y la fonaa de pen•a•iento d• au '6poca y 

para entender la eatructura que ae cree que tiene la Tierra 

bajo su superficie. 

En los ap6ndic•• •• incluyen loa proqra••• utilizados para 

qu• alumnos de Flaica que eat6n intereaadoa puedan 

conaultarlo• y co•pr•nd•r ••jor la forma en que pueden 

utilizar•• loa .. todo• nu.6ricoa en la aoluci6n de proble•a• 

Uaicoa. 
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En cualquier trabajo que •e realice e• i•portante con•iderar 

no aol•••nte lo que •e h• re•uelto •ino tallbitn lo que puede 

quedar pendiente para que otra• per•ona• puedan continuar 

inve•tig•ndo. Dentro de e•te trabajo queda pendiente 

encontrar una trayectoria de tie•po •1nill0 para el c••o de l• 

e•fera con denaidad con•t•nte • tra110a. Creo que la aoluci6n 

debe aer una colecc16n de hipocicloide• diferente• dentro de 

cada capa de l• Tierra. 
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A) ARCO RECORRIDO • 10000.00 Kll. 

TRAYECTORIA 
,. , ... , '1'.LIU'U (Un) 'UUll'U (aln) 

AL CENTRO o CONSTANTE o VARIABLE 
RECTA 4507.664 42.14966 40. 32484 

CIRCULO 3187.901 42.14774 39.05789 

PAIWIOLA 3187.901. 36.65739 34.12959 

HIPOCICLOIDE 3187.901 36.49755 33.93804 

B) ARCO RECORRIDO • 15000.00 Jea. 

TRAYECTORIA 
. , ... , nl'U'U (a1n1 .,...,......., (•ln) 

AL CENTRO o CONSTANTE /J VARIABLE 

RECTA 2443.302 42.14966 38.68751 

CIRCULO 1596.352 42.14952 38.25478 

PARABOLA 1596.352 40.83692 47.11516 

HIPOCICLOIDE 1596.352 40.80504 37.07492 

TABLA 10.1 

AnAliaia coaparativo de loa tiupoa para diterentH 

trayectoria• en loa ca•o• de densidad variable y densidad 

conatante para trayectoria• en tGnelea terreatrH que 

recorren arco• de 10000 y 15000 Kll. 
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procr11 tcuaclon_dlftrenclal; SIMULACION DE UN RESORTE 

VII 10, vO, U, h, klt, k12, k2l ,k22,k31,k32, ktl, ki2, ti, 111 VI, 
1111, 11ln, '¡111, v1tn, lO;rtal; 
retudo 1 tonto,T'l, I; lnt11tr; 
opclon;char ¡ 
11l1:l11t; 
noe_1rch11trln1120J; 
1l11c1n,1l11conmrr1yll .. S.OJ ol 1111; 

var k,11b:r11I ¡ 

l············---·--··------·-··-··-···---·-·-------------------------1 

luactlon llltl,1l,vl:rt1ll111al; 

ltcuaclon dlltrtnclal ~ut rtprmn\1 d1/d\ • v 1 

bt¡ln 
ll:•vl 
tnd; 

1--·--·--·------·-----·-··---·--------------·-'----------------------1 
lunctlon 121tl,1l,vl :rt1l l:rt1I; 

(1cuacton dlftrtftclal qut upr111nt1 dv/llt • rtt,1,v) t 

bt¡lri 
12:•·k•1l/1·b1Vl/1 
tnd; 

l···--------------·-·--·--··--------------··-·------------·--·------·I 
1 l1ctu11 dt da\01 l•lcl1l11 l 
1--------·--··-·---·---·--·--·-·-·--···----··----·-·---------------··l 

prDC1du11 Inicio; 

bt¡ln 
ctucr; 
wrlttl'Dlll pollcton Inicial 
rtadlnh11; 
wrlt•ln; 
wrlttl'D111 vtlocldad lnlcl1l 
u1dlntv1l; 
wrlt•ln; 
•rlttl'DaH tt11po Inicial 
111dlnlt1l; 
•rlttln; 

1lto) • '); 

y(\O) ' '); 

to 1 ')¡ 

•rlttl'Dlll tl valor dtl tlttpo llMI ti• 'l; 
rtadlnltll; 
•rl\tln; 
wrlttl'W..ro dt 1ubdlvl1lonu <111 1640) n 1 'J; 
uadlntnl; 

63 



tO:=ta; 
1111::11; 
11hu21111; 
vuu=vt¡ 
v1lnzsV111; 
h:rtf/n; 
clucr; 
1oto11llO,SI :wrl ltl ni '(1) l1pr l1lr labia 'I¡ 
1oto1yll0,7l;nlt1lnt'<2> Gr1fic1r rtsullJdo'J¡ 
1oto1yll5,91;1ult1t 'Qijt opcion tsco&ts ··-> _, I¡ 
1oto1yl40,91; 
11p11t 

11p11t untl 1 ktyp11md: 
mdllbd,opclonl 

untll (opcion1 'l'1 or lopcton='2'J; 
wr lttlop<lonl 
11141 

l····································································I 

proctduro Inicio; 

11111• 
el raer; 
wrlttl'llolll11 del archivo dt llllda llpll•l1p111011l lcon•p1nl1ll•l ··-> 'I; 
rll4lalno1_11Chl: 
11111n11111,M1_1rch); 
rnrlt1l11l11; 
•rlttl'Dalt 11: l con1tlnt1 del r11orh 1 = '>; 
r11dlnlil; 
•rlttl'Dut "1 u11 d1l obJ1to 1 2 'I; 
rt1dlnl1>: 
•rlttl'Dllt b lcotftcltnll dt hlcclonl : '>: 
111dlnlb>: 
clucr 
tnd; 

l····································································I 
1 1lto1lt10 d1 Run11·~ul11 do CUlllo orden 1 
l····································································I 

proc1dur1 lttraclon; 

111&1• 
kll ;rf ll ll, 111VI) 
i21: • r 11t1•h12,11•h•kl 112, vo•h•i 1212>: 
k31: •! 11 t1•h12,11•h•t2112 .... h•k22/21: 
UI: •! 11t1•hl2,11•h•k31, vo•h•k321 

11:=11•h•lkl1 •2•k21 •2•k31•k411/6; 
vo: •vo•h• lil2•2•i22• 21k32'kt2116; 
if opclon: '1' th1n 

kl2::f 2l ll,111 VI); 
i22: •121lo•h/2,11• h•kl 112, vo•h•kl2121: 
i32: •12l11•hl2, 11•h•i2112, vo•h•k22121; 
U2: '121tlth/Z,11•h•k31, VI• htk321; 

ult1lnl11l1,•: ',t1•h:l6:8,' : 1 ,11116:8,' : ',v1:l6:8,' :•1 
tl1t 

111&1• 
&ol01yl37, 131 :wr l ltll :ti¡ 
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1oto1yll,1l 
tnd; 

t11•t1•h; 
alucanlt) ::i:11; 

1lucenv( i 1 :sv1; 
U 11hu1 thln 1u1::11; 
11 11<11ln thtn 11ln:•11¡ 
lf v1h111 then v1111•vt¡ 

lf w1<v1ln thtn v1in11v1 
1nd; 

l····································································I 

procedure ¡uf lea; 

var cordl ,cordJ,cordl1,cordJ11 tnt11er; 
1111:11111 
nad1:chlr; 

con1t 1ncho=S89; 
11\o•lllO¡ 

bt&ln 
HllHI 
llHl'n•htlO¡ 
d!IOl50,0,50,lll0,111 
dll0150, lll0,639, lllO, ll; 
drnc&39, 190,639,0111; 
dra"l639,0,SO,O, 11; 
GOTOlfl7,Z511WRITEl'GRIFICI l Y1 T'l; 
for l;•I ton do 

bt&ln 
cord 1: •truncl1ncho• l l •h· 101/I1111· 1011 •50; 
cordJ: •truncl1l toll1111·1l1mnl l l l/l 1111·11lnl 1 ¡ 
11 101 thtn 

drHlcordl ,cordJ,cordl1,cordJ1, l > ¡ 

cordla:•cordl¡ 
cordJ1:•cordJ 
11M11 

rtptll untl 1 hyprtmd; 
mdfüd,111dil; 
hl111; 
drHISO,O,S0, 180,11; 
dravlSO, lll0,6J9, 110, 11; 
dr1vl6J9, lll0,639,0, 11; 
dravl639,0,SO,O, l 1; 
GOTOlfl7,251;WRITEl'GRIFICI OEL ESPACIO OE LIS FISES: V VI l'I; 
lor 1:•1 lo n do 

b11ln 
cor di:• truncl1ncho• l1l11ctnl l l • 111ni/l1111·111 ni l •50¡ 
cordJ:•truncl11to•lv111 ·1l11etnvl l l l/lvu1·v1lnl 1; 
11 101 thtn 

dr1"lcordl,cordj,cordl1,cordJ1, 1 l; 
cordla:•cordi; 
cordJ1,.cordJ 
tnd; 
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rtptat untl 1 koyp1111td; 
mdlkbd,nadal; 
rtptat 

hlrt1; 
t1rlt1l'Da11 ti valar dtl rtlardo ---> '>; 
mdlnl11t11dol; 
hlrt1; 
dr111lS.O,O,S0, 180, 1 J; 
drulSO, lll0,639, lllO, l 1; 
dra•l639, lll0,639,0, l I; 
dra•1639,0, SO, 0, 11; 
GOTOITCl,2Sl;VRITEl'SlllULACION. tia llOV1"1EllTO' I; 
lor l:'I ton do 

bt1ln 
cor di:' trunclancllo• la l11ctnl 1 l ·111ni/l1111 ·11lnl l •S01 
11 WI tlltn 

11t1ln 
plotlcordl1, 100,01; 
plotlcordl, 100, ll 
1nd¡ 

lor tonto:•! to 11t11do do 
tonto:=tonto; 

cordl1:•co1dl 
1nd; 

llptlt unll 1 koyp1111td; 
hlrt1; 
•rlt1l'Op1l1lr 11 l1ha 'E' p111 t111lnar otra l1tr1101lcll11 otro retardo 'I; 
111dlkbd,nadll 

untl 1 ln1daa'E') or lnadaa 111 I; 
T11tftod1 
1nd: 

l····································································I 
1 pro111U principal 1 
¡ ..........................................................•......... , 

b11ln 
Inicio; 
lnlcl1; 
clrm; 
11 opclon•'I' thln 

bt1ln 
•rlttlnl11l1,'V1lo111 d1 11 po1lclon y volocldld di un 111ort1'l; 
'" l lt I nl 1111,' ---- --------- ---·· ---·-------· -----·· ............................. ------·' l J 
rinlt1lnh1l1,': t111po poalclon vtloci•d :' l; 
vr l t1Intu11, • ---- .......... ·-· · ---- ---- · --------·-···-··· --- -•• ......................... • 1 
1nd 

1111 
bt1ln 
1oto1y 130, 1211•r l t11'tAl.CU1.lllllll U GbFICA' I; 
1ol01Yl33,131;•rll11'n • punl01'l 
1nd1 

for li•I to n do l1111clon; 
11 opclon•'I' thln 

11t1ln 
rinlt1lnt11J1, '····-··-----------·········------···························' 1; 
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i:Jo11l11l1J 
tnd: 

11 opclo•"2' thon crallca 
tnd. 

¡ .................................................................... , 
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pro1r11 1cuaclon_dlhrtncltl; SIMULACION DE UN PENDULO 

vu 10, vO, U ,h,kll,kl2,k21,k22, k31,k32,Ul,k42, 11, 11, vo, 
1111,11Jn,v111,v1ln,t01rHI; 
rttardo, tonto,n, 1: lnt111r; 
opclon:char; 
no1_11ch11trln11201; 
11l1;t11t; 
1l11c1n,1luc1nv:11r11ll •• 20001 ol 11111 

var l,k,1:ual; 
const 1'9.81¡ 

i····································································I 

lunctlon llltl,li,vhmll:111l1 

ltc111clon dll1rtncl1I qut 11p111onh d1/dt • v J 

bt1ln 
ll:•vl 
1nd1 

l····································································I 

lunctlon l21tl,11,vl:r11ll:real: 

l1c111clon dll111ncl1I q111 11pr111nta dv/dt • 1<1,1,vl 1 

bt1ln 
121•·k•vl11·1•1lnl1l l/I 
1nd1 

¡ .................................................................... ] 
1 ltctur1 dt d1to1 lnlcl1l11 1 , .................................................................... ] 
proe1du11 lnlcl11 

btll• 
clucr¡ 
wrll1l'llolb11 dtl orchlvo dt 11lld1 lcon•p1ntoll1I llptl•l1p111or11 ··> 'l; 
11adlnln01_1rchl; 
1utan11111,naa_arch>; 
rm1t11111111 
•rlttl'D111 ancuto Inicial 81tol • '11 
rt1dlnh111 
•rlltln¡ 
wilttl'Dau vtlocldad ancular Inicial •ltol • 'J¡ 
mdlnlvol; 
•rll1ln1 
••lltl'Dau tlupo Inicia! to • 'J; 
nadlnlt1J; 
wrlttln; 
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•rlt1l'Dut 11 valar del tlnpa final ti• 'l; 
mdlaltll; 
•rlt1la; 
•rlt1l'H,.11a dt 1ubdlvhlonu l111'2000l n • 'l; 
r11dlnln1; 
t0: 1 t1¡ 
IUIPll; 
11tn::1111¡ 

v11u•v1; 
v1ln::v111; 
h1•tl/n; 
clr1c11 
101a11llO,Sl;•rll1lal'<I> l1prl1lr labia 'l; 
cata11110,7l;•rlltlnl'<2> Grallctr mullada'l; 
1ata1111S,9l;•rl111'Gua apelan 11cac11 ···> _'l; 
ca1011l•0,9l; ,.,..1 

11p11t 1111111 ktypr111td; 
mdlkbd,apclaal 

unll I topetan•' I') or lopcton='2' l; 
•rlt1lapclanl 
111d; 

,1-···································································l 
proctdurt !alelo; 

bt¡ln 
clrtcr; 
•rlttl'DIH K lco1flcl1nlt dt lrlcclonl • 'l; 
111dlalkl1 
•rlt1l'DIH ft l 1111 del obJt\o l • 'l; 
111dlal1l¡ 
•rl\tl'D•H ~ llaacltud dt la cuarda 1 • 'l; 
mdlall l; 
clrscr 
1nd1 

l····································································I 
1 altorl\la di Runce·Kut\a dt cuarta ardta 1 
1····································································1 

procedurt lttr1clon; 

bt¡ln 
kll:1fltl1,11,v11 ; 
k211 •I l l \llh/2, llthtkl 1/2, Vllh1kl2/2) ¡ 
kll 1 •I l l \1•h/2, 11 •h•k2112, Vl•hlk22/2l; 
kU :•l l l ll•h/2, 11•h•kll, ve•h•k321 

'" •11•h• lkl l •2•k21 •2•k31•kU1 /6¡ 
m•ve•h•<kl2•2•k22•2•k32•km1s; 
11 apcloa • 'I' \han 

kl2:=f2.<t1,11, w11: 
1122: •121t1•h/2,11•h•kl 1/2, ve•h•k 12121: 
k32: •12 l ll•h/2, 11•h•k2112, ... hlk22/21; 
U2: •121\1th/2,11•h•kll, ve• h•k321: 

'1rl\1lnl11l1,'I ',t1•h;l6;8,' : 1 ,11:16:81
1 

: ',v1:l6:8,' :1 1 
1111 

bici• 
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1ot01ylJ7, 131 ;wr lttl J :41; 
coto1yl1,1l 
tlldl 

l1:zt1•h; 
tlMctnlJ):'lll 
1IMctnvtil:'V1; 
1t 11>1u1 tf'len 1111:=11; 
lf 11<11ln thtn 11tn::11; 
U v1>vu1 thtn v1u:1v1; 

JI v1<v1Jn.tlltn "'"''" 
tnd; 

1---------------------------·········································J 

proctdurt craflca; 

v1r cordl ,cardJ,cordl1,cordj1:lnt111r; 
tuure1J; 
naduchlri 

con1t 1t<:ho-:S89; 
altozJ80; 

btjln 
Hlltt: 
tu1:=n1htlO; 
dravf50,0,SO,J90, IJ; 
drawl50, 180,639,180,J I; 
dra•l639, J80,6J9,0, 11; 
dra•l639,0, 50,0,ll; 
GOTOlYC6,2Sl;WlllEl'GRAFICA e vt t'I; 
lor 1>'1 ton do 

bt1Jn 
cordl 1•truncC1ncbo•I Jth·IOl/lt111·lOI J •SO; 
cordf: 'trunclal to•ltMl"llMctn[ 1 JI /l1•1·11Jnll; 
U l<>l tl11n 

dr••lcordl ,cordf ,cordla, cordft, 1 J; 
cordl•"cordl; 
cordJ•: •cord l 
tlld; 

rtpoat untl J ktyprtutd; 
mdlkbd,nadll; 
hir11; 
draw<SO,O,SO, 180,1 J: 
dra•l50, 180,639, 180, 11; 
dml639, 180,6J9,0, 1 I; 
dt1•1639,0,S0,0, 11; 
GOTOlll6,251;WRITEl'WftCA ot:L ESPACIO DE LAS fASE5: V VI t'I; 
lor 1•'1 ton do 

11t11n 
cordl: •\runcl1nchot l1lue1nl J l ·11ln l/(1•1·11lnl l •50; 
cordf:'\runcl1Jto•IV11l"llMctnvllll/l,..rv1lnJJ; 
11 101 thtn 

dr .. ccordl,cordf,cordl1,cordf1, JI; 
cordla:•cordl; 
cordjal'cotdf 
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tnd¡ 
11pe1t untl 1 ktypr1111d; 
rudlibd,ftidol; 
llpH\ 

hlr11; 
vrlttl'Dut ti valor dtl retardo-··>'); 
r11dlnl11lardol; 
hlr11; 
dr1111IO,O,O, t80 1 l I; 
dr11l0, IB0,639, IBO, ll; 
dr11l639, IB0,639,0, ll; 
dr11l639,0,0,0, l I; 
GOTOJTll,2Sl;YllTEl'SllllJLAClllN DEL llOVlftlENTO'I; 
lor l:•I to n do 

bt&i• 
cor di :•IJO•trunel3M•l1lnlal11conl 111 •11/21; 
cordj:•IO•lrunel160• lcosl1J11c1nl i JI •i 1121; 
ll l<>I \hin 

bt&ln 
dra•lcordia,cordja, 320, 90, 01; 
dr11lco1di,cordJ,320,90, ll 
tnch 

lor tontoi•I to 11\ardo do 
tonlo:stonto¡ 

cordl1: 1cordl: 
cordJa:•cordJ 
1nd1 

11peat untl 1 11rr11111d 1 
hlr11¡ 
vrlltl'Oprl1lr 11 lttra 'E- pan t111inar otra ltlra 101icltar otro retardo 'I; 
IHdlkllcl,nadol 

u1ttll lnad•*'E'J or lnadl1'1'I¡ 
T11tllod1 
tndi 

i-------------------------------·------------------------------------1 
t pro11111 principal 1 
i--------------------------------------------------------------------1 

ba&ln 
inicio; 
Inicia; 
clncr; 
11 opclon" I' thln 

ba&I• 
•rittlnllllt, 'TAILA PW LA lllGULO Y VELOCIOID DE IJtl PE!IDULO '1; 
vrlt1lntn11, • ------------------·······-----------------------------------•); 
vrlt1h1lul1,•: tlHpo 1n1ulo nlocld1d :•i: 
111rtt1lnlnl1, 1--·---------------------------------------------------------'1 
tnd 

tlll 
b•&i• 
1oto1yl30,l21.;•ri\tl'CILClll.Altli0 LA GRIFICA'I; 
1otoayl33,131;writ1l'n • puntos'I 
tM; 

lor i:•I ton do ltaracion; 
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lt opclon•'l' then 
bici• 
•rlt1lnl1al1, 1 ···················-············-······-------···········--·' J¡ 
clOHIHltJ 
1nd; 

JI opclon•'2' tlltn 1r11le1 
tnd. 

{····································································l 

pro1r11 1cuacl on_dll trtncl1 J: 

var 10, vO, U, h,kll ,k12, i21,i22, k31,i32,k•I, U2, t1,11, v1, 
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pro1r11 luntl_ltrrHlrt; SIMULACION DE UNA PARTICULA EN UN TUNEL 
TERRESTRE CON DENSIDAD CONSTANTE O VARIABLE 

vu 10, vO, tt ,h,UI, U2, k21, k22,k31,k32,Ut,U2, l1, 11, v1,orc, 101, 
f1 11u1 111ln1vu1 1 Vlln, t0,11b1c,uc 11n¡,dl1 1 t1 ,yl, fll:rHI; 
retardo, tonto, n, I : 1 nt11u; 
opclon,op, nad, car :char; 
11l11l11t; 
11<111_1rch:str ln1!20J; 
1l•ctn,1111c1nv,1l11ctny:uuyl1 .. 2000) ot rta 1; 

Vlf p:rtal; 

CDftlt r•6370; 

l···-··········-········-···········--···········-·-··-···--·---·---·I 

functlon 1h1111l l:111I; 

bt1ln 
CIH op of 
'3' :1:•1·1qrll1qr !bl ·1qr 1111 ¡ 
'•' :y1i1luttnyll J; 
1111 

y:i11111•b•1•c 
tnd ldtl Clltl 

tnd; 

l·-·-·····-·········-···--···········-·---·-·----·-·--·-·····--···-··I 

lunctlon ip!m11ll:ro1I; 

bt1ln 
cllt op of 
'3' :1w1111qr!b1-tqr!1ll 1 
1111 

yp:•2•1•1•b 
Hd ldll Cllll 

11\d; 

l·.·-·············-···-·-··························-·---·····-········I 

functlon 1pp!m11l I :rul; 

bt1ln 
Clll op of 
'3' :1pp1•1qr!bl/ll1qrlbl-1qrhl 111qrtl1qrlbl ·1qr!1l l I; 
1111 

ipp:•2•t 
1nd ldtl CISt) 

tnd; 

(··-················--------········----·······---·········-·-·······) 

procedurt celcul1!rn11l; vtr y1,yp1,1pp1:r111l; 

vtr fl_lnll, f l_lnl2,f l_lnl, ll,dl,d2,d3,d4:ro1l; 
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functJon 1lfo:r11ll:r11I¡ 

bt1Jn 
1:,lr·bl•1inl Jo> •b•1Jnl lr·bl•f olbl-I 
1nd1 

bt1Jn 
11 op<l'I' Ilion 

bt1i• 
y1::s1(1J; 
rpa::srphl; 
yppa:•yppl1l 
tnd ,, .. 
b11Jn 
11 Joll:•l•lla/5; 
f l)n12:•0.00l•f l_lnl 1: 
11rlttln: 

•rlttlnl 1110:3>; 
orlt1lnl1D1:10:3>; 
orltaln;I 
JI 1b1lll>1b1<1D1l tlien 

bt1ln 
y1:•1b1(lfcosl1rcll2•r l l lsJnlarcf(2•r JJ J; 
ypa:•ab1lco11arell2•r l l/1lnlare/12•r l l l; 
yppal'O; 
11 1<0 \hin 

ypa:•·ypa 
tnd 

tllt 

bt1l• 
VRITWll'I" ,1:10:3l;l 

rtpoa\ 
f t_f ni''' l_lnl 1 ·1<f J_lnll l• 1 f l_Jnll ·f l_lni2l/lllf J_lnl 1 >·111l_lnl2ll1 
•rlttlnlfl_lnl l: l 

11 lnll:•ll lol2; 
1i)n12:•11)ni 

un\111b11fl Jnl2·11 lnllJ<0.0000001: 
11 :•fi_lnl2;- -
flutfh 
•rlttlnl' 11•', 11:8:51:1 

fl:'lr·bl•ll/b; 
ra:• lr·bl•coslf IJ·b•coslfal; 
•rlttln:I 
di :'lr·bl•leosl 11 l•co11f1l l; 

d2:•<r·bl•l1Jnll1>·1!n<ll l l; 
d3:' 1r·bl111 r ·bl •coi 11al1b·eo1111 l l; 
di:• lr·bl 111 r ·bl •1ln< f al /b•ll•I 11 l l; 
rpa:•d2/dl; 
yppa:•<dl•d3•d2•dll/ldll1qrldlJ l ;l 
di ,,.(r·bl•l1Jnlfl l·llnlfal l; 
d2:,lr·bl•lco1ll I l•co1llal l; 
d3: •· lr·bl •leos 111l·1 r ·bl •eosl la l/bl; 

• dl:,-<r·bl•l1!nlf 1 Jtlr·bl•1lnll1l/bl; 
ypa:•dl/d2; 
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yppwld2•d3·dhdl llld2•d2•d21; 
11 ab11,,,..no.01 thl• Yff""O.Ol;l 
VilTWU'J:', IA:IO:l,' T01

', fPA:IO:l,' 1•1•, TfPA:20: 10,' f t:•, f 1•180/3.141592:20:101: f 

'"' tnd 
tnd; 

l··-······--------············-·······--·--·-·················------·I 

tuncUon fltti,1l,vl:r111J:real: 

ltcuaclon dlltrt•clal q .. nprmnta d1/dt ' v 1 
bt¡ln 
ll••vl .... 
1----·····-----···-·······--·--··-·--------···-·-··--·----····-------1 
luoctlon 12111,11,vlutallmal; 

ltC"9CIOfl dlf1rt1clal qut rtprtltfltl dv/dt 1 f(t,1,vl 

var pp,py,ppy1ml¡ 

bt&I• 
calculald '"'p)',ppy1; 
lwrlt1l1l1l:10t3 1 ' ',pp:l0:3,' 1

1p1:tO:J,' ',ppy:IO:ll;I 
l2o•·lvl••lapy•m•p• l 1l •pp•pyll/l l •aqr1py 11 
•nd: 

1--·-····-----·-···-·-··----·-··-·-···---·-·---·--·--··-··-··------··J 
1 ltctura dt dalos lnlclaln l 
l··-····--·----·-··--·--···-··-····---·---·-----·····-·--··-··-------1 

procadu11 lnlcl11 

bt¡ln 
clr1cr1 
1 
orlltl'Ouo poslclon l•lclal 
11adlnl11I; 
•rittln; 
orlltl'DIM vtlocldad Inicial 
rt1dl1lv1I; 
1nlhln¡ 
wrlltl'OU• lltopo Inicial 
roadlnllll: 
wrlltln; 

1ltol 1 'J; 

veto> 1 'h 

to : 'l; 

1tlt1l'Dut ti walor del llHpo final U ' 'I: 
roadlnllll: 
•rlttln; 
1 
wrlt1l'lloell11 dtl uch•lo d1 11lld1 '1; 
rtadlnlnoe_archl¡ 
a11l1nlnlt,noe_archJ ¡ 
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11wrft1l11l1>: 
vrJtet'Arco 1 ser recorrido len kU01ttro1J : '>; 
r11dlnfucJ; 
orc;=uc; 
wrlttln; 
11::~r11inlarc/'2•r 1 J; 
101::11¡ 

1nd; 

(··········----·-·········------·------------------------------------) 
proc1du11 tray1ctorl11: 

btll• 
arc:=orc; 
11:1101; 

clncr; 
•rlttlnl' ESCOJA USTED EL TUNEL A SER PEIFOllADO'l; 
1oto1yllO,S>;orltrlnl'<I> lrcta '>1 
1oto1yllD, 7l;•rltrln1'<2> Prrabola '>: 
1otooll0,9l :•rltrlnl'<3> Circulo'> 1 
1otoollO,lll;•rltrlnl'<U Hl,..lcloldt ll11quhtocronal 'l; 
1otool15, m :•r ltrl 'Qur opclon 11co111 ---> _• l 1 
1otD1rl40,13>; 
11prat 

11pr1t untll ktrp11111d: 
11adlkbd,opl 

untll top:'J'J or fopr'2'J ar topr'3'J or fop•'4'); 
•rlttlopl; 
clncr; 
Cllt op ol 

'l':bt1fn 

ª"º' b:•01 
c1•r•co1111c/12tr l) 
tnd; 

'2':b111n 
•rltrl'Dl1tancla rlnl• dr la tr1yrctorla al crntro da la Tlrrra • ')¡ 
rradlnldhl; 
vrltaln; 
a:• e r•cosl11c/ 12•r >>·di 1 l /1qr l ·11) 1 
•rltrlnl1120110>: 
drlayCJOOO>: 
b1•01 
c: 1 dh 
rnd¡ 

'3' :bt1fn 
•rltrl'Dl1t1ncla 1fnlu dt 11 tray1ctorl111 centro dt 11 Tl1111 • '>1 
111dlnldl1l; 
writtln; 
d1•1•1fnlarc/12•rl); 
yl :rr1ca1farc/C2•r JJ; 
11• l1qr Id) •1qr lyl 1-1qr ldf 1)) / 12•Cyl ·df 1I): 
b:•a·dfl 
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tnd; 

14':bt¡ln 
b:•arc/12•3. l41S926SI; 
wrlt1lnl'bc' ,b:10:3l; 
1nlt1lnl'Dlltlncl11lnlu 11 centro dt la Tierra: ',r·2•b:10:3,' K11 I; 
•rlt1l' Oprl1ir cualquier licia para continuar'>; 
vrlllln: 
rtpnt u11lll k1yprt1std: 
rudlkbd,cul 
ond 

tnd; ldtl ca1tl 

•11\1( 'Muuro dt 1ubdhl1ion11 l111•20001 n s '> ¡ 
uadlntnl; 
\01•01 
vrlltln; 
•rl\tl'TIHpo llnal dt 1l1ulaclan \1 ' 'I; 
111dlol \11 ¡ 
v11 10; 
11&1: 2 11; 

11hn•1111' 
YllU 1 VI¡ 

v1ln:svu11 
h1•\l/n1 
clrscr; 
1alo1yllO,Sl;•rl\tlnl'(I) l1prl1h \abla 'I; 
1a\01yll0,7l;•rl\11nl'<2> Grallcar 111ull1da'I; 
1a\01yllS,91;•rl\1l'Quo apelan 11ea111 ···> _, 1; 
1al01yl40,91¡ 
ltpll\ 

11p11t unll I koyprnttd; 
111dlkbd,""lanl 

unlll topcloni'l'l or topclon1'2'h 
vrlt1lopclan1 
tnd¡ 

1--------------·-----------------------------------------------------1 

proc1du11 Inicia; 

bo¡ln 
clucr: 
1 
•rltol'Duo K 1 con1\1n\1 dll lllOlll 1 ' '11 
11adlnlkl; 
•rlh\'Duo ft 1 1111 dal abjoto 1 • •11 
111dlnl1h 
•rlttl'DIH b lcoallchnll do frlcclanl • 'I; 
roadlnlbl; 
l 
•rlttl'OIH lo can1\1n\1 p • 'I; 
11adl•lpl1 
clrscr 
•nd; 
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l······························································-·····I 
1 altorltoo d1 Run11·Kut11 da cuarto orden 1 
(····························································-·······) 

procldurt l ltraclon¡ 

vu tol,to2,ha:r11I; 
rtpl, 1ublnitnt11er; 

b1¡ln 
rtpl:•l; 
lwrlt1ln; 
Mrlt1lnC11:10:3,' •,v1:10:31;J 
lflopclan1•2f) ll1•101I lhln 

b11tn 
hu 1h; 
11p1:•28; 
h:•h/1000 
1nd¡ 

lor tubln:•I to 11pl ao 
bl1tn 
11 11pl •28 thln 

bt¡ln 
1oto1y1Jl, IJI ;vrlt111ubln/28:8:•1; 
1oto1yll,ll 
tnd; 

JI 1ubln•JJ th1n h:•h•JO: 
11 1ubln•20 lhln h:•h•IO; 
klll'lllt1,11,11I kl21•121t1,11,V1I; 
vr l l1lnlkll :JO:J,' ',k12:10:JI; 1 

k21: •111 t11h/2, ll•h•kll /2, VI• h•i 12121; k22: •121 t1•h/2, H•h•k 1112, Vl•h•U2/2l ¡ 
vr l11lnlk21: JO:J,' ', i22: IO:Jl; 1 

kll 1•IJ1t1•h12,11•h•i2112, VI• h•k2212 I; 132: •121t1•h/2,11•h•i21 /2, Vl•hti22/2l ¡ 
wrll1lnliJI: 10:3,' ',kJ2: IO:Jl; l 

ifü•ll 1ll•h/2,11•h•kJI, Vl•hlkJ2l U2:•12111•h/2,11•h•k31,Vl•htiJ2l ¡ 
vrllllnlkU:J0:3, • ',U2:10:Jl;I 

m•11•h•lill•2•k21•2•kll•i•Ulfi¡ 
VI: 'Vl•h• 1 il2•2•i22•2•i32ti•21 /6; 

1nd; 
11 11pl•28 lh•• 

bl¡ln 
llpl:•J¡ 
h:•hl 
tnd; 

l•tll1ln; 
vr1t1Jn!mlO:JI; 
wrlttlnlv1:10:3, '·····-··1'1; 
hall; 
vrll1Jn;l 
11 opclon • 'I' thln 

wrlt1lnl11l1,'I •,t1:t6:8,' : •,11:16:8,' : •,v1:1&:8,' l'> 
1111 

b11tn 
1oto1ylJl,IJl;•rlt1ll:•,' 'I; 
1oto1yll,ll 
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tnd; 
1Juc1nlll:=11; 
1leac1nvlll:=va; 
t1lcul1l11,1Juc1nyl l l, lol, loZ>: 
lf 11>1111 thtn 1111::11; 

U 11<11ln thln 11in:=11; 
lf Vl)VIH then vua:=VI; 
11 V1(V1ln llltn Vlln: 'VI 
tnd; 

l············--····-···--·····--·-·-·---····--·-·------·-···········-1 

procedurt 11allco; 

var cor di ,cord),cardl1,cord 11,contador: lnt111r; 
tu1,per lodo,p1r .JrD1:111 l; 
n1d1:chlr; 

con1l ancho•589; 
alto•l80; • 

bt¡ln 
HIRta; 
tua::n•h•tO; 
dra•l50,0,50, 180, ll 1 
dra•l50,180,639, 180, ll; 
dra•1639, 180,639,0, 1 I; 
dra•l6J9,0,50,0, l11 
GOTOITl6,251 ;URITEl'GRAflCA 1 va T' 11 
lor 11•1 lo n do 

11t1ln 
cor di 1•lrunclancho•l l•h·lOJ/llaai·lOI 1 •50; 
co1dj1•lrunclallo•l1aa1·1laacanllllll1aa1·11lnll; 
11 IOI lhtn 

dr1111tcardl ,cordJ, cordla, cord Ja, l}; 
cordla:•cordl; 
cordja:•cordJ 
tnd; 

11p11l unlll hipr1111d; 
111dlkbd,nadal; 
hlna; 
dravlS0,0,50, 180, ll; 
dravlS0, 180,639, 160,JI; 
dravl639, 160,639,0, 11; 
dr1111<639,0,50,0, l>; 
GOTOIYl6,251;URITEl'GRAFICA DEL ESPACIO DE LAS FASES: V VI l'I; 
contador: =O; 
lor 11•1 lo n do 

bt1ln 
cordl: •lrunc 11ncho• la laacanl I 1·11lnl111111·11ln 1 l •50; 
cordJ1•lrunclallo• lvaa1·1Jaacenvl l ll/lv111·V1lnl I; 
11 IOI lhtn 

b11ln 
dr111tcordl,cordJ,cordl1,cordJ1, l>; 
111luc1nvlll•1laae1nvll·ll<O lhan 

11 conl1dor>•I lhon 
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bt&io 
ptr .Jl•Ol•'PI' .JllOl•tO•hll ·periodo; 
ptrlodo:•IO•h•l; 
contador: 'COnt1dor • I 
lnd 

1111 
bt&l• 
eontador t '1; 
ptrlodo:•tO•h•I; 
ptr.JllOl:•O 
tnd 

111d1 
cordl11•co1dl1 
cordJ11•cordJ 
tllf ¡ 

llptll .. u 1 k1rp11111d; 
rnd<kW,111dll 1 
llptll 

hlr111 
•rlltl'Dut ti valor d1I utudo ···> 'I; 
111dlnlrttardol; 
hlrtll 
d11.io,o,o,1eo,n; 
dnwt0, 180,639, 180, l I; 
dr••t639, lll0,639, o, 11; 
drt•1631,0,0,0,ll¡ 
GOTOlltl,25> ;VRITEl'Sllllll.ACIOll DEL llOVlnlEHTO' I ¡ 
GOTOlm5,251;VllTEl'TIEll'O TIANSCUUIDO, ',0.0:10:51¡ 
cordiai•~; 

cordJa:•90; 
lor tonto1•I to 360 do 

btcl• 
cor di 1•truncl135tJJ01 lco1I tonto•O. 01m32l•ll121; 
cord Jl'tr ... 15• 170•11lnt toolo•0.0174532> 'i 1 IZI; 
d11wlcordi,cordl,cordla,cordj1, l l 1 
cordla:•cordl; 
cordja:•cordl 
tMI 

lor l:•I to n do 
bt&I• 
GOT01Yt6e.251 ;VRITEI \Ol l •h: 10:51; 
cordl 1•11 ... 1135•370• t1l11etnf 11 •r ll 12•r J 1; 
cordj:•tr ... 15•170•11·rl1l11conl l l>JllZtr>>; 
11 l<>I tl>tn 

bt&ln 
plotlcordl1, cordJ1,0I; 
ploUcordl,cordJ, 11 
tnd; 

for tonto:•I to retardo do 
lo•to:•tonto; 

cordiu•cordi i 
cordJ1:,cordl 
tnd; 

11 contador il tl>tn 
1otoirt1.2U;VRITEl'EI ptriodo prottdlo 11 • ',ptr_prooltcontador·llllO:SI: 

11pt1t untl 1. k1rprt11td; 
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hln1; 
vrlt1l'Dprl1lr la l1t11 'E' para t111lnar ot11 letra 1ollclt1r otro retardo •11 
nadlkbd,nadal 

untll Cn1d1::: 1E'J or Cnada='e'J: 
Tt1t"od1 
1nd; 

l·················-··························-········-·············-l 
1 pro1rua principal l 
l················-···················································l 

var yv1,yvap,y1app:nal¡ 

Hll• 
Inicio¡ 
Inicia; 
lla:•O¡ 
flpllt 

trayoctor 111; 
clncr; • 
11 opclon•' I' tlltn 

bt1ln 
vrlt1lnlul1, 'V1lo111 do po1lclon lrl y volocldld para una trayectoria' l; 
ca11 op ol 

11'ivrlt1lnl11l1, •rect1 rtcorrltndo un arco dt • ,arcs7:2,' Ka' l; 
'2':bt1ln 

i1lt1lnl11l1,'pa11bollca paundo a uno distancia ',dl11712,' K1'l; 
'ltit1lnt1111, 1 d1l c1ntro dt la Tierra 'I rte0rrllftdo 11n arco dt •,1rc:712,' Kl'l 
end; 

'3' 1bt&ln 
i1lt1lnl11l1, 'circular pa11ndo a una dht1ncl1 ',dl117:2,' KI' ll 
vrlt1lnl11l1,'dol centro do la T11rr1 y recorriendo un arco da ',arc1712,' K1'l 
tnd; 

'4'1b11in 
vrlt1lnl11l1, 'hlpoclcloldt parando 1 uno dl1t1ncl1 ',dla1712,' Ka' l¡ 
vrlt1lnl11l1,'d1I centro do la Tltrra y recorrlando un arco di ',arc:7:2,' b'l 
1nd 

1nd1 
vrlt1lnleal1l1 
vrlt1lnleal1,• do la Tl1111'l1 
vrlttlnltalt,'·---·------------------·--·---·----------·---·--·····-······'l; 
vrlt1lnt11l1, •: l111po policlon •olocldld l'I; 
vrlt1lnl1111,' ·····················-··············-·······················' l 
1nd 

1111 
Hlln 
1oto1yl30, 12l;vrlt1l'CALCIJLdDO LA GIAFICA'l; 
1oto1yl33, 13l;vrltol'n • P11•lo1' l 
tnd; 

lor l:•I to n do ltoraclon; 
11 opclon" I' tlltn 

bl1ln 
•rlt1lnl11l1, '····························································'ll 
clo11l11l1I 
tftd; 

11 opclon•'2' thln 1r1llca; 

81 



vrltoln; 
vrlt1lnl'Oprl1tr l1tr1 'F' poro 11ltr, cu1lqul11 tocl1 p111 0111 t1111clorl1' I: 
Hptll unlll ityp11111d; 
mdltbd,nodl; 

untll Cnad='F'I or lnad='t'J¡ 
clncr 
1 .. ,..1 

ca lcul1C 11, rva, )'Vlp, yv1ppl; 
11: 111•0.0001 

••111 t1yp11111dl 
lnd. 

1--------------------------------------------------,-----------------1 
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APENDICE B 
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RO IBDIUlll : !DOGO.O 11. DISTA.ICIA AL CBlllD: 87 .14411. 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
t1BfO PllEIIO: 42.148 llllltol 

50.00 seg. 



m mum: tooao.o ra. oma 1. remm: &7.&441'1. 

.... 

.. , 
1111.1 

·U 

•U•.1 

.. , .. 
•••• 

..... ~~~~~~~~~~~--~~__.:~;__~.__,,_.~~-r~~~""1""~~--:t 

••• ••• .... .... ..... -·· .... .... 10000.0 

Grafica X (t<m) vs T (seg) 



MDI IEIRIIl» : 10000.0 ll. DISTKIUI. CBll1ll : 87 .6401. 

ª·*" 

1.11111 

....... 

... .., 

...... 

~ ... .J....~~~~~~~~~~....;:====-~~~-===~~~~~~~~~~~~ 
.... -1111.1 ....... .,.... .... ..... ..1 .... •1.1 

Graf1ca del espacio de las fasH: V (km/s) vs X (km) 



IRAYECICllIA : CirGl.O MEO IEallUIXI : IOllOO.D 111. DISTAIEIA Al. CENllll : 3117 .9111 111. 

······· ······ 
······················ 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 50.00 seg. 
nBFO AllEllO: 42.14774 liNltos 



TRAYECTlllIA : c1mo G IEDllIIKI: 10000.D ll. OISTMCIA AL CElllll): 3187.901 ll. 
eos.1...-------~~---------------..-------~ 

.. , 
UIU 

.... 

-uau 

·22111.1 

·1171.1 

·41112.1.+«------.-------.----.-----'"'""''------.-------r-----.---~ 
o.o sa.o •·• 1111.1 !IDOO.o mo.o l'IDO.o m.o 10000.0 

Grafica X (Km) vs T (seg) 



TllAYECll11IA : ClíGl.O lll:O llQJIUOO: 100!».0 J.I. DISTNl:IHl.1111!11: 3187.901 ICI. 
s.111a1..,.-~~~~~~~~~~~::::::==-~~---=::::::-~~~~~~~~~~---. 

•.11410 

2.792 

1,..,,, 

....... 

..,,,.1 

~.•w+-~~~...--~~--.~~~.-;;:.::::: .... ~~---=:::::;__..:~--.~~~---~~~~ 
_.,,, -1111.1 -au -uae.t -t.a ua.a m.1 a.a eo1.1 

Grafica del es~acio de las fases: V (km/s) vs X (km) 



lMYECTllUA : PMJ lll:O IEIR1IOO : lDOOO.O 11. DIST»EIA AL IDllll : 3187 .901 J.I. 

............. 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
TIElfO lllfll!O : Ji.65739 lllWS 

DIDAD : IXIBTANTE 

50.00 seg. 



TRAYECTmlIA : PMllllJ HD IElllUOO : 10000.0 JI. DISTAICU AL IBlllll : 3117.901 ll. ... a---~~~~~---.--~~~~~~~~~~~--.--~~~~~~~~~~ 

1171,7 

..... 
..... 

....... 

.. , .. 
-1111.7 

-...a~~~~..-~~--.~~~--.-~""'"""--......-~~~..--~~---.~~~_.,,,..C-..~~~ 

••• ••• -·· ••• ..... ••• 7llO.t 1710.0 lltOl.t 

G~afica X (Km) vs T (seg) 



Na IERllllJ: lOOllO.O r.a. DISTMEIA Al. CEll!llJ: 3187.901 lrl. 

9.11111 

..... 
1.71307 

0.00000 

~.--+-~~~---~~-...~~~--..::==-~..----==;;;....,.--~~-,.~~~--~~---1 

·•·• -mu -mi.a -1121.1 -o.o 11211.1 au n.1 •·• 
Grafica del espacio de las fases: V (km/s) vs X (km) 



TRAYECn'RIA : HIA'tIQ.OIIE All:O llQllUOO : 10000.0 KI. DISINE!A AL CENTlll : 3187.111 KI. 

.. ····· . . . . . . . ..... . . . . . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
TIEIAI PlllEJIO: Ji.'9755 1!1Mltos 

IDSIDAO : DJ6TANIE 

50.00 seg. 



TR.\IECTllllA ; HIPOCIQ.Olff AIDl IEC!AIIOO; 10000.0 Ka. DISTAW.:IA Al CEJITlll: 3187.i.it Ka. IDilllAll : VIRIAllE 

S171.4 

22111.1 

11211.4 

-41.2 

-11211.7 

-22111.2 

-S171.I 

-4ll02.3-+'-~~~..-~~~..-~~~~ ........ ~~.--~~--,,--~~--.~ ........ ----.~~~--t 
o.o 12110.o 2900.o mo.o 5000.o 12110.o 7900,0 mo.o 10000.0 

Grafica X (Km) vs T (seg) 



Al:ll llaRUOO: 10000.D KI. DISTMEIA AL CSllJI): 3187.9DI KI. 

9.11121 

1.42141 

l.71311111 

t.11111 

•l.1tall 

.... um 

...... n+-~~~--~~--.~~~-.-.=:==-~--~-==:::;;....-~~--....-~~-.-~~~~ 
..-.1 -1111.1 -mu -11a.1 -o.a uau mu mu aa.o 

Graf ica del espacio de las fases: v (km/sl vs X (km) 



MQ IELllllllll : l!iOOO.O KI. DISTAltll AL Cllllll: 240.D KI. 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
TIEIFO PllllDID : 42.l• liNltol 

50.00 seg. 



TRA!ECTlllIA : llCTA MD! lalllil»: 15000.0 KI. DISTG AL "81!111: 24CUl2 lfl. 

'4Jl,a 

1410.1 

.... 4 

·aa1.a 

-1141.1 

"'44Q,t 

..... ~------.----~--r--~--""T'"~----"t"----~.--------r------""T""------~ •.• .... -·· .... ...o -·º 1900.0 ""·º 10000.t 

Graf ica X (Km) vs T (seg) 



AD IElllliml : 15000.0 11. DISTAICIA AL CENllll : 2443.302 11 • 

..... 

.... 
-0.000ll 

·1,11771 

•J,18417 

...... 
-1.11111..L.----------..::::=-----==~-----------I 

--.1 -4411.1 ·1141.1 ·1471.J -0.4 l47U 1141.4 4411.1 •.1 

Grafica clel espacio ele las fases: V (km/sl vs X (km) 



TIIAYECTlllIA : cnmo Ml.'O lm8IIOO: 15000.0 KI. DISTAll:IA AL COOJll: 1596.!í2 KI. 

..... . .... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
UElfO IEIO: 42.tm liMos 

!DSillAD : COISTAlllE 

50.00 seg. 



TllAYECTllUA : Cllm.O Na IEllllIOO: lfJCGO.O Ka. DISTAIEIA AL IDlll) : l59&.!i2 Ka. 

4412.2 

2141.4 

1470.S 

-0.4 

·1471.1 

·441U 

...... ~~~~~~~~~~~~~~~~..c...~~~~~~~~~~~~~~~ 
o.o lllO.O llOO.O 3190.0 9000.0 lll!O.O 1900.0 mo.o 10000.0 

Grafica X (Km) vs T (seg) 



Ml:O IECllWIXI: 15000.0 11. DISTNCIA AL C8ITID: 15!Ui2 KI. DllWI : COETANIE 

9.411111 

a.u1 

1.-

-1.11111 

-1 ... 

-7.311117-'----------.---...;:==--~--==.----T----.----~ 
.-.1 -4411.0 -2142.1 -1471.1 -o.4 1411.1 2141.4 4412.a 91.1 

Grafica del esp1cio de las fases: V (km/s) vs X (km) 



TAAYECTlllIA : PAllAllU MEO llaRUOO : 15000.0 JI. DISTMEIA AL tm111 : l&.Ji2 JI. lDiIIWI : QEANIE 

......... . ....... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 50.00 seg. 
TIEJllO ADEIIO : 40.11192 1l111tos 



ll\lYECTl1UA : PWIDJ m IECllllIOO : l~.o Ka. DISTAll:IA Al COOllJ : 15!Ui2 Ka. D!IJAO : Cllf.iTAM!E 
lllJ.t~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 

4'12.t 

1471.0 

-o.o 

-mi.o 

-2941.t 

-5113,9..¡¿~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-"'~ 

o.o mo.o 2500.o 3790.o aooo.o 12l!O.o 1900.o mo.o 10000.0 

Grafica X (Km) vs T (seg) 



WYECTtJllA : PAAAW Allll IEC!lllllXJ: lflOOO.O Ka. DISTAM:IA Al. COOlll: 15i.Ji2 Ka. 

5.74321 

3.112112 

1.11431 

-t.00004 

-1.11447 

-7.119771 +----"T----"T----r:==--...--==.---~---~----1 
-•u -4412.t -a.u -1471.0 -o.o 1471.0 ae1.t 4412.I •u 

Grafica del espacio de las fases: V ~m/sl vs X ~~ 



All:O lllDIWll : !5000.0 kll. DISfMEU AL IDllll : 3Jl7 .901 Ka. 

..... . .... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
1lOfO PlllDIO : 411.• lillltol 

50.00 seg. 



IAAYECTlllIA : lilPOCIQ.OILt Nl:O IECllllillJ : S5000.0 Ja. DISTMl:IA AL CEHllll : 3117 .111 «a. 

4412.I 

a.1.1 

1471.0 

o.o 

-1471.0 

-a.u 

-4412.I 

...... +c'~~~....-~~--.~~~-.-~~---""-t-~~~,--~~--.~~~-,..~~--~ 
O.O llllO.O 2llOO.O 1190.0 IOllO.O llllO.O 7900.0 1710.0 IDIOO.O 

Graf ica X (l<m) vs T (seg) 



NDI IEL'lllIOO: 15000.0 11. DISTllEIA AL CEllllll: 3187.11 11. DlllAD: •ANTE 

5.74420 

3.12131 

1.11• 

-0.00024 

·l.llll05 

-3.12117 

-5.7 ... 

-7.111141-1----.----__,.----.::==---........ --===...---__,.---'"'T""----I 
_,.,, -4412.I ·214U ·1471.0 O.O 1471.0 2141.t 4412.I ... 1 

Grafica del espacio de las fases: V (km/s) vs X (km) 



mAYECTUUA : IECTA NDl IEaRUOO: 10000.0 Ka. DISTAIEIA AL CEllTlll: fl07.644 Ka. IEISllMD : YNUAll.E 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 50.00 seg. 
TTFlFO P!Dfll!O: .032All4 tinutns 



TllA!ECTlllIA : IECTA MOi IECllllilll: 10000.0 l'a. DISTAICIA AL rBlllll: 4507.644 l'a. IDilllAD : VAAIAll.E 
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lllAYECTlllIA : Clllll.O All:O IEClllUIXI : 10000.0 KI. DISTAll:IA Al IBlllll : 3187 .!111 KI. &!DAD : VNllW 

.... . . . ..... . . . . . . . . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 50.00 seg. 
TIEIFO PIDEIIO: Jl.05789 1lrutos 



TllA~Cllllll : ClllllO AIDl IEIDl!IOO : 10000.0 Ka. DISTA.ICIA 1.1. (D!Jll : 3187 .901 Ka. 
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TRAYECTllUA : Clllll.O AllO ILllllIOO: 10000.0 Ka. OISTAIEIA 11. fD1lll: 3187.901 Ka. IEISIIWI : YAAIAll.E 
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TRAYECTCAIA : PWD.A AltO lltllllilD: tl:llOO.O Ka. DISTKIU. CEllTllJ: 3187.ll!lrl. 

.. .. . . . . . . .. . . . . . . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
TlBfO la.DIO : 34.12959 l!Mos 

D!DliD: YAllilllE 

50.00 seg. 



Ml:O 11aRUOO : 10000.0 Ka. DISTAICIA AL IBl!1ll : 3117 .901 Ka. IEIS!llAD : VMIAl.E 
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TllAYECTllUA : HIIWD.OllE llDI llQRUOO : 10000.0 Ka. DISTNEIA Al r.EHTlll : 3187 .901 Ka • 

. . . . ... . . . . . . . . . . . . 
.. .. 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
TlElfO PIDIDIO : 33.994 lllVJtos 

IDSIDID : YNIIAll.E 

50.00 seg. 
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TAAYECTtllIA : IEIA NEO IElllIOO: ISIOO.D 11. DISTAIEIA AL CEllTWJ: 244Ul2 11. 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 50.00 seo. 
TtF.lllll PIOflllO : ll.68151 1\nutos 



M1:11 lmllIOO : 15000.0 KI. DISTNCIA AL OOllRI : 240.302 KI. D1llAll : YNIIAIU 
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Mal ífCIRllD: llOO.O fl. DlSTMEIA M. ID!ID: l51Ui2 KI • 

. . ' . . ..... . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 
TIBfO fl!llEIJO : 1.25471 llllltal 

50.00 seg. 
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Graf 1ca X (Km) vs T (seg) 
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lRlYEC!tlUA : PWIUA AIO IGIRlDI : SIOO.O "· DISfAICIA Al aJil1fJ : 15!1&.:112 11. 

. . . . . . . .. ........ 

s1mu1ac1on del movimiento. Cada punto representa 
'IIflllO PIDEllO: 37.SISll l!Mltaa 

50.00 seg. 



TIIAYECTtllIA : PNlllU MOi lmllllDI : l!IGOO.O Ja. DISTMEIA AL IElllll : 15!1&.!12 Ja. 
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Graf ica X (Km) vs T (seg) 
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m tEllRD» : imi.o 11. oma AL IBllD : a.1211 • 

. . . . . . . 

Simulacion del movimiento. Cada punto representa 50.00 seg. 
TlBfO lllUf.D[Q : 37 .07492 llllllOI 
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