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Resumen

El objetivo de esta tesis es analizar la velocidad y movilidad electroforética de una particu-
la simétrica no conductora en un medio infinito con altos potenciales zeta, tomando en cuenta
el denominado efecto viscoeléctrico, y observar la contribucion de los parametros involucrados
y el impacto de dicho efecto en el desarrollo del fendmeno. Para obtener la distribucion de
potencial, se obtuvo la solucion de la ecuacion de Poisson-Boltzmann (que describe el campo
eléctrico) utilizando el método de expansion asintotica, para después, mediante la misma
técnica, determinar los campos de velocidad y presion a partir de la ecuaciéon de momentum
y conservacion de masa, considerando que la viscosidad del electrolito cambia de acuerdo a
la expresion n = no [1 + fE?], donde nq es la viscosidad en ausencia del campo eléctrico, f es
la constante viscoeléctrica, y E el campo eléctrico intrinseco.

Para determinar la aproximaciéon asintética, las ecuaciones que describen el fenémeno se
adimensionalizan, en las que se encuentran cuatro parametros: el nimero de Reynolds, Re;
un parametro electrocinético, k* relacionado con el espesor de la doble capa eléctrica (EDL
por sus siglas en inglés), la constante viscoeléctrica f, y el potencial en la pared o potencial
zeta, C*.

Como parte de la solucion se determinan el potencial eléctrico, las componentes de la
velocidad (v, vy), la distribucion de la presion 7*, y la movilidad electroforética p* en forma
adimensional, en términos de los pardmetros involucrados en el anélisis.

El efecto viscoeléctrico tiende a disminuir la velocidad alrededor de la particula, en si-
militud a los resultados obtenidos para otros fenémenos del mismo tipo (electroosmosis),
pero esto solo se nota cuando el valor del parametro f es alto en comparacién a los valores
comunmente encontrados en este tipo de fendémenos.
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Objetivos

Objetivo general.

-Desarrollar un modelo matematico para emular el fenémeno de electroforesis de una
particula esférica, considerando el efecto viscoeléctrico (variacion de la viscosidad debido al
potencial eléctrico).

Objetivos particulares.

-Estudiar el impacto que tiene dicho efecto en la velocidad y movilidad electroforética
considerando una particula esférica rigida y no conductora.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se establecen los antecedentes de la electroforesis. Se introducen concep-
tos basicos relacionados con los fendémenos electrocinéticos y se presentan de manera general
los tipos de fenémenos mediante los cuales se manipulan fluidos en dispositivos microfiui-
dicos. De igual manera se dan algunas definiciones fundamentales asociadas a este tipo de
fenomenos como son la longitud de Debye, potencial zeta (), potencial eléctrico, etcétera.
Adicionalmente, se presentan otras referencias bibliograficas relacionadas a los fenémenos
electrocinéticos.

Definiciones

El estudio del movimiento mecanico impulsado eléctricamente de particulas o fluidos
cargados, cominmente en electrolitos o liquidos i6nicos hace referencia a los denominados
fendmenos electrocinéticos. Estos mecanismos son los siguientes:

1.- Electroforesis: movimiento de superficies cargadas y de macromoléculas relativo a un
liquido ionizado en reposo mediante la aplicacién de un campo eléctrico.

2.- Electroosmosis: movimiento de un liquido ionizado relativo a una superficie cargada e
inmovil, mediante la aplicacién de un campo eléctrico.

3.- Potencial de sedimentacion: potencial eléctrico que se genera por el movimiento de
particulas cargadas relativo a un liquido ionizado en reposo.

4.- Potencial de flujo o de corriente: potencial eléctrico generado por el movimiento de un
fluido ionizado a lo largo de una superficie cargada e inmovil.
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El reciente interés en los fenémenos electrocinéticos ha sido impulsado por sus aplicaciones
en dispositivos microfluidicos (ver Fig. 1.1), los cuales tienen el potencial para revolucionar
los métodos comunes de anélisis quimico, diagnostico médico, sintesis de materiales, detec-
cion de drogas, etc. El uso actual de técnicas electrocinéticas en dispositivos microfluidicos
se debe a las multiples ventajas que presentan, entre ellas: i) los dispositivos son impulsados
por electricidad, la cual es facil de manipular; ii) no se involucran partes moviles por lo que
se presentan menos fallas; iii) la velocidad inducida en el liquido o particula es independiente
de la geometria de los dispositivos; iv) los dispositivos se integran rapidamente con otras
unidades de control para lograr una operacion automatizada total.

Figura 1.1: Dispositivo microfluidico. Imagen modificada de [1].

La principal aplicacion de la electroforesis radica en ser una manera sencilla de manipular
particulas en dispositivos microfluidicos, tanto para posicionar como para separar, atil como
método de laboratorio en el que se utiliza una corriente eléctrica controlada con la finalidad
de separar biomoléculas segiin su tamano y carga eléctrica a través de una matriz gelatinosa;
asi como método para mover particulas en dispositivos MEMS y microlaboratorios (lab-on-
a-chip) [1].

El principio de funcionamiento de este tipo de fenémenos es el siguiente: cuando una
superficie s6lida es puesta en contacto con una solucion electrolitica, la superficie obtiene
cargas electrostaticas. La presencia de dichas cargas causa la redistribuciéon de iones y for-
ma entonces una capa difusa cargada en la solucion electrolitica cerca de la superficie solida
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para neutralizar su propia carga eléctrica como se muestra en la Fig. 1.2. Tal capa difusa
eléctricamente no neutra es generalmente conocida como doble capa eléctrica (EDL por sus
siglas en inglés), y es responsable de dos tipos de fendomenos electrocinéticos: i) fendmenos
electrocinéticos impulsados eléctricamente, y ii) no impulsados eléctricamente. La fisica ba-
sica detras del primer tipo es la siguiente: cuando un campo eléctrico externo es aplicado
tangencialmente a la superficie cargada, la capa difusa cargada experimenta una fuerza de
cuerpo electrostatica que produce movimiento relativo entre la superficie cargada y la so-
luciéon electrolitica. El movimiento relativo del liquido con respecto a la superficie cargada
inmovil es conocido como electroosmosis, y el movimiento de las particulas cargadas relativo
al liquido en reposo es conocido como electroforesis.

Figura 1.2: Doble capa eléctrica EDL. Imagen tomada de www.depa.fquim.unam.mx.

Tanto la electroforesis como la electroosmosis son causadas por el mismo fenémeno fisico:
fuerzas electroestaticas en la pared y una doble capa eléctrica contraatacada en estado esta-
cionario por fuerzas viscosas en el fluido o fuerzas elasticas en el sélido. La principal diferencia
entre ambas es tan solo la consideracion de las condiciones de frontera. En electroosmosis
se describe el movimiento de un fluido en un marco de referencia en el cual se mantiene
a la pared sin movimiento, mientras que en electroforesis, se describe el movimiento de la
particula en un marco de referencia en el cual las fuerzas viscosas en el liquido mantienen el
fluido sin movimiento lejos de la particula (ver Fig. 1.3).
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Figura 1.3: Fenomenos electrocinéticos: a) Electroosmosis, b) Electroforesis. Imagen modificada de [2].

Si consideramos al fendmeno de electroosmosis modificando el sistema de referencia ima-
ginando que el fluido alrededor de la superficie cargada es estacionario, y que la superficie
cargada se mueve con una velocidad igual pero en sentido opuesto a la velocidad caracteris-
tica del fenomeno, entonces el desarrollo para obtener la velocidad para flujo electroosmotico
puede ser naturalmente aplicado en el andlisis de la velocidad electroforética de una particula
con una EDL delgada en un dominio fluido sin restricciones, tan solo con el cambio de signo
y el cambio del potencial zeta de la pared del canal por el de la particula cargada [2].

La velocidad que caracteriza al movimiento de una particula en un fluido newtoniano, es
la llamada velocidad de deslizamiento de Helmholtz-Smoluchowski, la cual es determinada
por el balance entre las fuerzas eléctrica y viscosa que actiian sobre la particula, un balan-
ce fuertemente afectado por la concentracion de los iones en el solvente. Para entender la
manera en que los iones afectan las fuerzas que actian en la particula, se debe considerar
su movimiento alrededor de una particula esférica moviéndose bajo la accion de un campo
eléctrico estacionario [3]. Cuando se ha alcanzado el estado estacionario esta velocidad se
representa como:

€
v=%g
Ui
donde € y n son la permitividad eléctrica y viscosidad del fluido respectivamente, y ( es el
potencial eléctrico en la superficie (potencial zeta). Dicha velocidad esta linealmente rela-

cionada a |E|, la magnitud del campo eléctrico aplicado. Para una particula esférica esta
relacion es de la forma:
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siendo p la denominada movilidad electroforética de la particula.

Figura 1.4: Electroforesis de una particula esférica. Imagen tomada de www.ocw.mit.edu.

Para el caso particular, en el cual el potencial zeta en la pared es del orden de 100—200mV/,
como ocurre frecuentemente en aplicaciones tipicas de flujos electroosmoticos, la viscosidad en
la EDL es una funcion del campo eléctrico, fenémeno conocido como el efecto viscoeléctrico,
reportado experimentalmente por primera vez por Andrade y Dodd [4]. Ellos sugieren que
la viscosidad local cerca de superficies solidas altamente cargadas se incrementa a causa de
campos eléctricos fuertes normales a la superficie dentro de la EDL [5].

Algunos valores caracteristicos para los parametros que intervienen en el fendémeno son

[6]:

’ Pardmetros \ Orden ‘
Radio de la particula, a (m) 1079 ~107°
Potencial zeta, ¢ (V) 1073 ~ 1071
Potencial caracteristico, ¥, (V) 1073 ~ 1072
Campo eléctrico, E (V/m) 10° ~ 10°
Longitud de EDL, Ap (m) 1079 ~ 1077
Coeficiente viscoeléctrico, f (V™2m?) | ~ 1071
Velocidad electroforética, Ugg (m/s) ~ 1077
Nimero de Reynolds, Re ~107%

Tabla 1.1: Parametros fisicos en fenémenos electrocinéticos. Tomada de [6].

En este trabajo se utiliza un electrolito simétrico como fluido de trabajo. El término de
soluciones electroliticas se refiere a soluciones en las cuales algunos o todos los solutos estan
ionizados, y usamos el término electrolito para los solutos ionizados. Un electrolito simétrico
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es un sistema de electrolitos en el que las magnitudes de las cargas del anién y catiéon son las
mismas [1].

Antecedentes

La electroforesis, o en algunas referencias antiguas, cataforesis, es el movimiento estacio-
nario de una particula bajo la influencia de un campo eléctrico externo. Existe vasta literatura
al respecto dado que la medicién de la movilidad electroforética es usada ampliamente para
cuantificar la carga de particulas pequenas. Segun Abramson, Moyer y Gorin (1942) y Duk-
hin y Derjaguin (1974) la electroforesis fue descrita inicialmente por F. Reuss en un articulo
publicado en 1809, quien observo el movimiento de particulas de arcilla, asi como la elec-
troosmosis de agua a través de un lecho de arena de cuarzo, descubriendo que las particulas
coloidales se cargan de manera natural.

El trabajo de Schultz (1882) y Hardy (1900) provey6 evidencia acerca de la estabilidad
generada por repulsion electroestatica en dispersiones acuosas. Sin embargo, no existia una
teoria para describir la repulsion filtrada o para relacionar la carga de la particula con su
movilidad en un campo eléctrico, ain cuando Helmholtz habia formulado su modelo del
condensador molecular. Su anélisis sobre el movimiento de un liquido a través de un capilar
bajo la accion de un campo eléctrico introdujo la nociéon del potencial ¢ para describir el estado
electroestatico de una superficie. Smoluchowski derivo su celebrada féormula para relacionar
el potencial ¢ con la movilidad electroforética (1903) reconociendo la similaridad entre el
movimiento producido por un campo externo aplicado actuando sobre una pequena particula
(electroforesis) y sobre un liquido en un capilar (electroosmosis). Como resultado el potencial
¢ se cuantifica midiendo la velocidad de la particula. La carga eléctrica podia ser estimada,
pero el efecto del electrolito sobre el espesor de la doble capa eléctrica aun no se entendia |7].

La teoria original acerca de los fenomenos referentes a la doble capa eléctrica provienen de
los trabajos de Quincke y Helmholtz, donde se consideraba a la EDL como un condensador
de placas paralelas hecho de dos distribuciones laminares eléctricas, la llamada capa interna,
se encuentra firmemente sujeta a la fase rigida, mientras que la otra, la capa externa, reside
en la fase movil; la separacion entre ambas fue considerada del orden molecular. El punto de
vista aceptado actualmente, iniciado por Gouy, difiere del anterior principalmente en que la
capa externa de la doble capa es considerada una distribucién eléctrica difusa, una atmosfera
ionica del tipo investigado por Debye y sus colaboradores en conexion con la teoria de fuertes
electrolitos.

En una deducciéon consistente con este punto de vista acerca de la doble capa, Smolu-
chowski dedujo la expresion para la velocidad electroforética (a >> Ap, donde Ap es la
longitud de la doble capa eléctrica y x su inverso):
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S

La ecuacién es idéntica a la desarrollada por Helmholtz excepto por la inclusion de la
permitividad eléctrica (€), pero fue deducida sobre una base méas general, y valida para
particulas rigidas eléctricamente aisladas de cualquier forma.La expresion anterior es algo
restrictiva y en el caso de una particula esférica, es valida solo cuando ka >> 1, donde a
es el radio de la particula y k es el reciproco del espesor de la capa ionica que la rodea
(EDL). Debye y Hiickel criticaron algunas de las condiciones establecidas en el trabajo de
Smoluchowski, desarrollando su propio modelo (Ap > a):

v=2%g.

En 1931 Henry desarroll6 un modelo general que tiene como casos extremos los modelos
de Smoluchowski y Hiickel, valido para cualquier relaciéon entre a y Ap [8], [9]:

¢

U:fO_E7
n

donde fy representa una serie asintotica funcion de ka.

Efecto viscoeléctrico

Como ya se menciond, cuando el potencial ¢ en la pared es del orden ¢ > 25 mV, la
viscosidad en la EDL es proporcional al campo eléctrico, fendémeno conocido como efecto
viscoeléctrico [10]. En este contexto, Andrade y Dodd [4] propusieron que la viscosidad de
un liquido varfa con la magnitud del campo eléctrico externo segun:

A
_77:sz7
n

donde An es el incremento en la viscosidad debido al campo eléctrico aplicado F y f es el

coeficiente viscoeléctrico, con valores del O(1071%) hasta O(1071%) m?/V? [11].

Los trabajos pioneros en este tema se deben a Lyklema y Overbeek [11] quienes deter-
minaron experimentalmente el valor de la constante viscoeléctrica f para el agua, 1,02 %
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1071 m2V =2 y probaron que el efecto viscoeléctrico modifica la velocidad convencional de
Helmholtz-Smoluchowski. Bajo la consideracion de EDL muy delgadas, del orden de O(107),
Lyklema y Overbeek [11] modificaron la ecuacion de Helmholtz-Smoluchowski para la varia-
cion de la viscosidad de acuerdo a n = o[l + fE?|, donde 7y es la viscosidad del fluido
en ausencia de un campo eléctrico y £ = fl—d’ es el campo eléctrico intrinseco en la doble
capa, con y representando la coordenada normal a la superficie. A partir de sus resulta-
dos, probaron que cuando el efecto viscoeléctrico es lo suficientemente grande la ecuacion de

Helmholtz-Smoluchowski es afectada considerablemente.

El efecto viscoeléctrico ha sido revisitado por Hunter [10]|, y recientemente por Zhao
y Yang [2|, quienes presentaron una revision sobre los fenémenos electrocinéticos donde el
efecto viscoeléctrico es discutido a detalle. Mientras tanto, Bazant et al. [12] realizaron una
revision critica concerniente a fendmenos electrocinéticos no lineales en cargas inducidas con
grandes voltajes aplicados en soluciones concentradas, donde el efecto viscoeléctrico y otros
fenomenos relacionados estan presentes.

Aun cuando existe una gran cantidad de investigacion sobre los fendmenos electrocinéticos
con altos potenciales zeta, las investigaciones sobre la influencia directa del efecto viscoeléctri-
co en especial en electroforesis de particulas son pocas. El trabajo realizado por Marroquin
Desentis et al [5], es una referencia acerca del fenomeno para flujo electroosmotico en un
microcapilar cilindrico, y sirve como partida para el desarrollo de este trabajo de tesis.
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Desarrollo

En este capitulo se presentan las ecuaciones fundamentales que describen el movimiento
electroforético de una particula. De igual manera se presentan las condiciones de frontera aso-
ciadas al problema en cuestion. Las ecuaciones gobernantes se adimensionalizan con el fin de
simplificar el modelo matemético y otorgarle generalidad, al mismo tiempo se determinan los
parametros adimensionales relevantes del fenémeno. Se describe brevemente la teoria general
del método de expansion asintotica, mediante el cual se resuelven de manera analitica las
ecuaciones diferenciales que describen el campo eléctrico (ecuacion de Poisson-Boltzmann) y
el campo de flujo (ecuacion de Navier-Stokes).

Definicién del problema

En esta seccion se hace un desarrollo de las ecuaciones gobernantes aplicadas al proble-
mas de la electroforesis de una particula esférica rigida y no conductora bajo las siguientes
consideraciones:

i) Estado estacionario y flujo completamente desarrollado.

ii) La viscosidad en la EDL depende del campo eléctrico, y las otras propiedades fisicas son
constantes.

iii) El electrolito es simétrico 1 : 1.

iv) Particula esférica rigida no conductora en un medio infinito.

v) Se asume que no existe deformacion de la doble capa eléctrica.

La condicién de la viscosidad como funcién del campo eléctrico es representada mediante
la formulacién presentada por Lyklema y Overbeek [11]:
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(3]

n="o

Figura 2.1: Esquema del modelo fisico del problema. Donde Ap representa la longitud de la doble capa
eléctrica. Modificado de [13].

Considerando una esfera no conductora, y coordenadas esféricas con origen en el centro
de la esfera, y eje polar (§ = 0) en el eje z, campo eléctrico externo Eg,,; aplicado al sistema
en direccion paralela al eje z de coordenadas (la particula asumira la velocidad electroforética
U en la misma direcciéon) e imponiendo una velocidad —U al sistema (la particula no tiene
movimiento, mientras el fluido lejos de la superficie se mueve a una velocidad —U en la
direccion del eje 7z) como se muestra en la Fig. 2.1 [13], se tienen las siguientes ecuaciones
gobernantes:

-Ecuacion de conservacion de momentum en coordenadas esféricas, expresada para las
componentes r y 6. Se ha omitido la componente ¢, asi como se ha supuesto que v, = v,(r, ),
vp = vp(r,0), vy = 0 dada la simetria esférica y la naturaleza de la solucion esperada [8], [14]:

Componente r:

p [vr% +2 o U—g} _ % eV (r) (—% - 8_1/1) + 2 2 [naw]

or ' r o0 r or or  or or | or
n o d /vy 1 0w, n| 0v. 20v Uy vg cot 0 0 /vy cot 8 Jv,
T2 (22 4 2 Ty 220 49 Z (2
a0 {ra'r’(r)—i_rﬁel—i_r{ or rog reotds () + =5

(2.1)
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Componente 6:

dug  vgOdvg wvvg|  10p 9 100 2n 0 |0Ovg
p[vr0r+r6’0+ r ]_ r 00 V) 7"89)+r209 89+UT

0 0 (v 1 0w, n 10vy wpcotb 0 (Vg 1 0w,
*E[’?(Wﬁ}*;aeﬂ*;{?(;%— ; )C"t@*:’){ra(?)*;ae}]-

(2.2)
-Ecuacion de continuidad en coordenadas esféricas:
T—IQ% (r*v,) + <m0 50 (sinfuvg) =0 . (2.3)
-Ecuaciéon de Poisson-Boltzmann para electrolito simétrico 1 : 1:
V) = —% = 226?OO sinh <%) = kf—jﬁ? sinh (%) ) (2.4)

Asumiendo:

v = 0,(1r,0),v9 = vg(r,0),v5 =0,
p=p(r,0),n=mno[1+ fEpr*] ,n=n(r), (2.5)
¢ = ¢<T)a ¢ = ¢(rv 9) :

Para simplificar la ecuacion de conservacién de momentum se realiza un cambio de varia-
ble sobre la presion:

" 0
pL=p-— /OO Pe (3_1f> dr . (2.6)

Con lo que:

o= ([ 0 (2) ). o
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Vp1 = Vp — pe Vi) = Vp+ VYV . (2.8)

Dicho cambio de variable se realiza para pasar de considerar a la componente de fuerza
eléctrica como la suma de los potenciales ¢ (potencial aplicado) y ¢ (potencial inducido en
la EDL), a solo un término debido al campo aplicado. Para este caso, solo la ecuacion de la
componente 7 se ve afectada, dado que Y= (r):

ov, wedv, vy Oy ) 09 8%
p{vr8+r86_r}_ PGl G m +28r or

n o J /vy 1 0w, n| 0v. 20v vg cot 0 0 /vy cot 8 Jv,
—— |r= - |4 el L) t0— (— .
+r(99{r8< R R ey s T reorig () + 555
(2.9)
Las condiciones de frontera son las siguientes:
Yv=C_ v =0,v9=0cuandor =a, (2.10)

=0, v, = —Ucos(#), vg = Usin(f) cuando r — oo ,

las cuales refieren a la condicion de no deslizamiento en la superficie de la particula (r = a),
y las condiciones lejos de la particula, consideradas cuando r — oo, y que tratan acerca de
la caida de potencial eléctrico y la existencia de una velocidad constante U en direccion del
eje z, paralela al campo aplicado.

Adimensionalizacion

T Y v api—po) e U
a " Uys ' Uns’ noUns UHS 7 (2.11)
. v K S Ye '
ﬁ'/ = /ﬁ;a 7w* = ) (b = ) C = ) f f )
1/)0 1/)0 1/}0 a
2
Re— PUmse g Ve (2.12)
1o aUgsmo

donde:

eC kgT [2€222n4
Upys = = FEepty, Vo= —, K= ———— . 2.13
HS o t ) e K kT ( )
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Ups es la velocidad electroforética o de Helmholtz-Smoluchowsky, . es el potencial ca-
racteristico, y k representa el inverso de la longitud de Debye o doble capa eléctrica. kg y
T representan la constante de Boltzmann y la temperatura absoluta del sistema, mientras
que €, €, 2 Y Mo son la permitividad eléctrica del medio (solucion electrolitica), la carga
elemental, el nimero de valencia de la solucion electrolitica y la concentraciéon iénica en la
solucién respectivamente.

A continuacion se presentan las ecuaciones en su forma adimensional:

-Ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas esféricas adimensionalizada y expresada para
cada componente: -Componente r:

a or* a? r*2 Or*

UHsno dw* 0% ovr [, 9 | [dyvr\?
or*2 + or* / or* (dr*)
(2.14)

UHS % LY v vy v;2 _ 1op e 10 (LAYt [ 09"
r* 00 | " dr* a Or

Hsnol dw* L 0 (v _I_l@'u:
a? r* dr* 89 " ors \ r* r* 00
ovy 20 vicot 0 o (v} cot 0 Ov*
4 o —9 0 * . o r
+{ or*  r* 6?(9 7’* r* tr COtear* (r*) + r* 86]) ’
equivalentemente:
Unsa 811 +U_;% Y T 7"*2% . 0¢*
p Mo (9 * o rr 00 re | Urnsno ors UHS770 <2 Or* dr* a Or
dy*\?\ 9*vr v ) di
2 1 * T T *
+ ( +/ <dr*> ) Or*2 + or* <f or* {(dr*
1 dy* 0 (v 1 ov;
1 ES _Uv _ T
+r +f<r>]<89{r8r*(r*)+r*89}
ov: 2 0v; vy vpecotd 0 (v cot 6 Ov;;
+ {487’* T 00 r* -2 r* tr COte@r* (7’*) + r* 891) ’
(2.15)

-Componente 6:
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% %+7f_5%+% _ 1O e 1 0 [ ddt [ e 097
p "or*  r* 00 r* r*a 00 a2 r*2 Or* dr* ar* 00

2 Unsno dy* S,
* r*2  a? [1 tF ( ) ] a0
Unsno 0 dw* 1 1 0vy
(1 = { * r 00 }

a®> Or*
Unsno 1 dy* 1 dvg vy cotd . 0 (v 1 ov;
* a? r [1+f < ) ] [2 (7“* 00 T cotft3 " or* \ r* * r* 00 ’

(2.16)
equivalentemente:
Unsa o v n v_;% + viv a i&pl e, 1 0 2 dyp* Y 0™
P Mo "orx  r* 00 UHS770 r* 90  Ugsno 72 Or* dr* ar* 00
2 dy*\?| o
1 il
s (@ )]39( ")
0 d¢* 0 U9 1 vy
* or* (1 I { 7’* 'r’* ol }
1 1 0vy  wvycotd 0 (v, 1 Ovy
+7” 1—|—f ( )]{2(;89 >C0t9+3{ 87’*(;>+F8¢9}:| .
(2.17)

Se desprecian los términos inerciales en la ecuacion de conservacion de momentum (Ecs.
2.15y 2.17) dado el orden de magnitud del nimero Re = pUnLOS“ (Re << 1) que se reporta
en este tipo de fenomenos [3] (tabla 1.1):

-Componente r:
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T*Q ddj* agb*
¥ (37“*

62 * o f*i _dw* 2
87"*2 87“* or* dr*

dyp* 0 . 0 vy . l(%;f

dr* 09 or* \ r* r* 00

dy* ovr 2 Ovy v cot 6 0 v; cot 0 Ovy.
) [487’* r* 00 r* e Ote@r T e |

(2.18)

or*
a *

0=—

+ 08—

+2

-Componente 6:

1 on* 1
o

0=—

<

r* dr* r* 00
Mo (o
a0 \og
9 (v +i@vfﬁ

r or* \ r* r* 00

2
1 0vj; wvjcotd . 0 (v 1 ov}
][2<F89_ - )cot@—l—S{r 5 (F>+F80H .

(2.19)

2
+
7r*2

Y para la ecuaciéon de continuidad:

1 a *2, % 1 a
2 O (rer) + r*sin 6 00 (sin6vg) =0 (2.20)

Para la ecuaciéon de Poisson-Boltzmann se considera un electrolito simétrico 1:1, lo que
nos lleva a la forma adimensional siguiente:

V*2* = L 0 (7’*2%) = 1*%sinh (¢*) . (2.21)

7*2 Or* or*

Las condiciones de frontera en forma adimensional son:
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Y = vr=0,vp=0enr" =1,

2.22
= —U"cos(0), vy = U*sin(0) cuando r* — oo . (2.22)

w* :07 U*

T

AnaAlisis asintético para el potencial eléctrico

Considerando un analisis de capa limite en el limite k* >> 1 e introduciendo el siguiente
reescalamiento para la variable r*: x = k* (r* — 1), se tiene para la ecuacion de Poisson-
Boltzmann:

= — sinh (") . 2.2
dz? K* dz sinh (¢7) (2.23)

Zona interna.

Suponiendo una aproximacion asintotica como solucion de la ecuacion (2.23) del tipo
V= w:(o) + ki*zpj“) + ..., se tiene:

d2w;“(0) N 2 d¢:(0) 1 d2w;‘(1) 9 d@b:(l)

1
i wo=sinh (] 4 —rW 4 2.24
a? B dr ko k2o o (z/), Tl ), 22

y para el orden cero (0):

420 .
Ui _ ginh (m“”) . (2.25)

dz?

Sujeta a las condiciones de frontera:
w:(o) = enx=0,y w:(o) =0 cuando x — oo . (2.26)

La solucion en la region interior es:

. |+ te=
010 — 21y [+—€} 7 (2.27)
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con:
t = tanh <%) . (2.28)

Solucién muy conocida dada su presencia en otro tipo de problemas [5].

Zona externa.

Para la soluciéon de orden cero en la region exterior, el término derecho de la ecuacion
de Poisson-Boltzmann (2.4) se linealiza (sinh;” — ¢5”)) debido a que 13 — 0 cuando
r* — oo , teniéndose:

1 d *2 d¢z(0) x2 1 %(0)
i n. (r el Rl (T (2.29)
Sujeta a la condicion de frontera:
VO =0 para r* >> 1. (2.30)

Cuya solucioén resulta:

(o) _ A

U, (2.31)

7-.*

Igualando la expansion de la solucion de orden cero interior cuando x >> 1 con la solucién
exterior en términos de la variable x (proceso conocido como matching) se obtiene el valor
de la constante A:

#(0) 1+te ™ L
O o [~ | e 2.32
R e (2.32)
A=t (2.33)

Con lo que:
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0O = . (2.34)

Y entonces la solucion total de orden cero resulta, de unir la solucién interior mas la
exterior menos la parte en comun [16]:

14+ te—n*(r*—l):| 4t6—ﬁ*(r*—1)
+

Ty — 4te " 0"-D (2.35)
_ e—H T —

@ = 21n {

Debe notarse que solo se toma en cuenta la solucion de orden cero, dado que es suficiente
para entender la fisica del problema [15].

Analisis asintotico para el campo de velocidades
Potencial eléctrico aplicado

El potencial aplicado adimensional (¢*) es un término que aparece en las ecuaciones de
momentum y sigue la siguiente ecuacion:

V' =0 . (2.36)
Con condiciones de frontera:
0¢*
=0 =1
o T T (2.37)
¢* = —E r"cosf cuando r* — oo .

La solucion a la ecuacion 2.36 es [14]:

1
¢ = —EL {r* + W} cosf . (2.38)

A partir de lo cual:

0¢*
or*

=—FE% [1 - i} cosf , (2.39)

7,*3
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1 0¢* . L.
50 = EZ, [1 + ﬁ] sinf . (2.40)

Estas expresiones se utilizan en el desarrollo de las ecuaciones de momentum para las
componentes r* y 6* en la seccion siguiente.

Solucién para la zona interna

Utilizando la variable interna x, definida para el calculo del potencial eléctrico ¥* y
tomando en cuenta la solucion para el potencial aplicado ¢* (Ec. 2.38), se tienen las siguientes
ecuaciones de conservacion de momentum para la zona interna:

-En r*:

L Om K* 0 T > Ly (3,
0_—m%+ﬁ—(%+1)2%<(g+1> p dx)( H*Eoocose)

(AN W@ Louy (0 (dyr\?
{1+f<dw)}/i (9$2 + K B f/-g% Iz

1 - [ dyf ? 0 x N, vy,
+(%+1){1+f(dx)}[%((E+1>Hax <(Hﬁ+1)> (2.41)

+2

N 1 duy +4H*8v;‘i B 2 Ovy 4 . 2uy cot 0
Gryow) o TEe e EenT T D

z *g U;i ]
+<;+1)cot9/<a 8x<(§+1))+(§+1) 20
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-En 6:

1 Or K* 0 x 2 _dyr 3 3z )
. v Y () e AN I
0 (Z+1)00 5(£+1)28$ ((/{*+ ) " dx) ((2 2/@*) oosm@)

2 v\ o [ovy

tEe v ( r”%(ae o)
0 di; x . 0 U 1 ov

o <1+f<dx> g (@) <§+1>ae}] 242
1 dyr\? 1 Ovy  vycotd

TERD ”f<dx) [ <<%+1> o6 ‘<%+1>)”w

G g () )

Donde f = f*x*2.

Utilizando la siguiente expansion en Hl como solucién en la capa limite para las com-

ponentes de velocidad, dado que este parametro resulta ser caracteristico del problema y
pequeno en comparacion al resto, se tiene:

! L.
=0 (2.43)
L .
O (2.44)

x __ *(0)
Vg; = Vg~ + Evez

Y al considerar solo los términos de orden principal en ambas ecuaciones resulta:

2
B d@/):(o) OQU:Z-(O) av;ki(o) B dw*(o)
O=73t+/7 ( dx Ox? + oxr ax Cdr ’ (2.45)
3 0 (a0 ;" v
= —(BE* — ! — 1 L . 2.4
0 2ﬁ Oosmeax ( dz + ox +f dz ox (2.46)

Tomando en cuenta que:
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BEL, = Ve = — (2.47)
¢
La ecuacion (2.46) queda como:
2
31 o [ dy; B A PO
0=-—sinf— [ — — |1 — h 2.48
2¢x S o ( dx ox 7 dx ox (2.48)
Con condiciones de frontera:
v =0, 50 =0, 9= enz=0, (2.49)
9 © PO d0*©
%:O, 29; :O,%zocuandox%oo. (2.50)
Solucion:
Para la coordenada r*, la ecuacion (2.45) se reescribe como:
% — dw:(O) d2,¢}:‘(0) %
2 — @ ’ ‘
que se linealiza considerando f << 1 como:
(921);(0) B dwz’f(o) dzw:(O) (91);-(0)
(T (S B . (2.52)
ox dx dz ox
Cuya solucién general resulta:
0 _ dw;‘(o) )
v = /ef(dz P Cy(0)dx + Cy(6) (2.53)

Y finalmente, al emplear las condiciones de frontera 2.49 y 2.50 se tiene:

v =0,

i

(2.54)
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Mientras que para la coordenada 6 la ecuacién a resolver es:

A ar O\ 9@ 1 +0)
Hf(%) Ovg | _ 31 4 99 <%> (2.55)

9
ox dx

Integrando una vez:

2
A0\ o 31y
1+f< lgx ) 0 ing %x + C5(0) . (2.56)

L= ‘ : : (2.57)

Integrando nuevamente:
#(0) 3sin 6 diﬂ:(o)

! 2 (* _ *(0)
147 (47

Ahora bien, considerando la expresion 2.25, se toma el siguiente cambio de variable:

1 Ci(0) (2.58)

d¢:(0) d2¢:(0) dw d¢:(0) dw
w = — — —

_ _ 2.59
d g @ dr AP (2:59)
por lo que
d «
Wgé”) sinh (1) (2.60)

Integrando lo anterior se tiene
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U)2 x(0)
-5 = cosh(¢;") + B . (2.61)
. ' %(0)
Considerando ——— =1, = 0 cuando x — oo, entonces:
0=cosh(0) + B —- B=-1, (2.62)
v modificando la expresién mediante una relacion de cosh(v; (0)) :
0 wﬁ"(o)
cosh(yp ) = 251nh2(ZT) +1, (2.63)
se tiene:
duy* 0 *(0)
Vi = osinh(Yiy (2.64)

dx

Retomando el célculo de la soluciéon para la zona interior de la velocidad y la expresion

anterior, si se considera f << 1, la Ec. 2.58 se linealiza como:

. 3 sin 0 dy;"”
o = —S2 —f< & ) duV + Cu(9)
¢
«0) _ _3sind TP e Tty
vy, :———/ 1 —4fsinh?(——) | dy;"” + Cy(0) ,
2 (* 2
#(0) 3sinf

Vg = =

02 2 C*

Aplicando la condicion de frontera restante para determinar Cy(6):
UGZ —O,w = enx=0,

se tiene

[_w — 2@ 4 o F sinh(y )} +Cu(0) .

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)
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0— ;Szn*e [—C* = 27¢" + 2f sinh(C7)] + Ca(0) | (2.69)
con lo que
Cu(0) = 25?9 (" +2f¢ — 2f sinh(¢")] (2.70)
Finalmente:
G = 370 ¢ =0 27 = ) 2 sinh( ) —snbc)] - 2

Solucién para la zona exterior

Para la zona exterior, las ecuaciones diferenciales a ser resueltas son respectivamente:

-Componente r*:

0= on* 2 d1/10 8¢
87’* r*2 (97’ Cdre 8r*
ds @\ "\ 820y v:£°> 0 RN
dr* Or*2 or* or* dr*
1 o .,0 (v 1 vy
— fr * < — 2.72
=k ( ) 89[T8T*< S T (2.72)
1 Ly d 4811:(()0) 2 81)9 B 411:50) B 21}250) cot 0
r* or* 00 r* r*
ot 0 1190 n coteﬁvm
TN e \ T r 00 |

-Componente 6:
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1 on* 1
r* 00 + 57‘*2

0=—

2d0s” (106
r* dr* r* 00

2
2 L[ s o (ov, +(0)
+ T‘*2 1+ f ( dr* ) % 9 + Uro

) d% ) 1 ov
* o Hf ){ )+F 20

1 1 o v ) cot 6 o (vl 1 ovslY
— |1 . Oo 6’0 t0 3 x < fo L UUro
+r* I ( ) [ (r r* )CO + {Tar*<r* +7“* 00
(2.73)
Sujetas a las condiciones de frontera:
PO =0, 020 = —U*cos(h), v;(()o) = U"sin(0) cuando r* — oo . (2.74)

Usando la solucion obtenida por Henry [8] como la solucion para la zona exterior, lo cual es
valido despreciando el efecto viscoeléctrico en esta region (f = 0) y una vez adimensionalizada
se tiene (ver apéndice):

-Para la componente r de la velocidad:

B 2 1 L
*(0) N By - - _ *3 ¢ r*
Uyo cos [T* U 3< (/ 5617" 5 / &dr )} . (2.75)

-Para la componente 6 de la velocidad:

“9(()0) = sin 6 [—27; +U" + 2ng Y (/ Edr* + —/ rgdr® )} : (2.76)

-Para la presion:

7" = cos @

B, 1 (.dp -

donde (ver apéndice):
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- *2d¢0 *
&= dr* _/ 76 dr* ( dr* )d (2.78)

Las constantes indeterminadas B; y By son obtenidas mediante el empate con la zona
interior en la seccion siguiente (matching).

Solucién compuesta

La solucion compuesta (o total) se compone de: solucion en la region interna + solucion
en la region externa — parte en comun [16|. En este caso es la solucion interna expresada en
términos de la variable independiente externa (r*).

Para v:©

v =0 — o+cose[2—U* 2 g%(/ Edr* — *3/ *%m*”. (2.79)

Con una condicién de frontera por evaluar: 7* — 1, v = 0.

tenemos:

Al evaluar resulta:

2 1 r* - r* o
0=B—U"+By+-— (lim / Edr* — lim / r*dfdr*) . (2.80)
3C* 0o r*—1

r*—1

*(0)

Mientras que para v, ~ se tiene:

* i 0 £ F(si i
v %2 [~ @+ ¢* + 2f(¢* — 9 O) + 2f(sinh (") — smh@*))}
R e
3sinf

3o [~ @E+C*+2f(C*—@)+2f(sinh(@5)—sinh(C*))} :

donde ) representa la solucion para el potencial eléctrico en la zona de igualacion.

Al evaluar la condicién de frontera: r* — 1, v; = 0 se tiene:
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. By 21 .
+U" + -5 = 5(_ <hm / Edr* —i— = hm / r*3&dr* ) 252
Ci [4t — "+ 2f (4t — ¢*) + 2f(sinh(¢*) — sinh(4¢))] .

0=-—

[\3|EU

[\DIOO

De esta manera, al relacionar las ecuaciones (2.80) y (2.82) se determinan B; y Bs,
quedando como:

By gU - Ci 31 ' &dr ;Ci [4t — "+ 2f (4t — ¢*) + 2f(sinh(¢*) — sinh(4¢))] .
(2.83)
By, = — %U 4 Ci <r15§11 / Edr* +2 1im / r*gﬁdr*) 80
gcl [4 — " + 2] (4 — ¢*) + 2f(sinh(¢) — sinh(41))]
Sustituyendo los valores para By y Bs se tiene finalmente:
«(0) _ U 11 . U
UT(O) = COS(e) {§F — C_Fr _}1/ fdr U
3C*7’*3 (Tllinl/ Edr* + 2 hm *3§d7"*) + 30 (/ Edr* — — *3§dr*)
31 o
o [4t — ¢* +2f (4t — ¢*) + 2f(sinh(C") — sinh(4¢))] (; - r*3)} :
(2.85)
0 = gsﬂg@ {070+ 6+ 2f(5 — ) + 2f (sinh (") — sinh()) }
+Sin<9){_é§lg+;§1r ' Edr* —i—U*—iUTZ

1 1 ‘ c 1% ’ *3 & % s - " *3_ *
+6C*r*3 (Tl*lgll/oo &dr +2T1}gll/ r*&dr ) — (/ Edr* + *3/ £dr)

31 (o L
~5 = ¢ 2 = ¢ 2finne?) - sinnan)] (5 + 5 ) |

(2.86)
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* 3 * 1 1 7 " ] 1 d@/fo
7 =cos(0) {2r*2U = ’“I*H—)nlfoo Edr* — — (3 - 25)

(2.87)
3 _ _
-I—W [4t — "+ 2f(4t — ¢*) + 2f(sinh(¢*) — sinh(4t))} } )
Al volver a la variable original de presion antes del cambio de variable, se tiene:
* 3 * * 1 dwo 0)
" =cos(h) {QT*QU o Thinl/ Edr* — o ( — 2§>
3 _
+2r*2€ [4t — ¢* + 2f (4t — ¢*) + 2f(sinh(¢*) — sinh(4t))]} (2.88)

1 1 1 Z(O) :(0)
+ o _i T’*Q dw dw dr* )
C* ) T2 dr* dr* dr*

Movilidad electroforética u

Para obtener la movilidad electroforética de la particula se requiere efectuar un balance
entre las fuerza presentes. En estado estacionario la fuerza hidrodinamica (F},) y la fuerza
eléctrica (F.) deben de estar en equilibrio [8], [13], [14] (ver Fig. 2.2).

) Trr

Figura 2.2: Fuerzas superficiales eléctrica e hidrodinamica sobre la particula. Tomado de [13].
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La fuerza hidrodindmica ejercida por el fluido sobre la particula se calcula como [13]:

F), = 27a?® / [—Typ cOs 0 + Tpsin ], _ sin6df , (2.89)
0
donde:
ov,
= —p+ o2 2.90
T, P25 (2.90)
y

Ovg vg 10w,

_[Ove e 2.91
Tro n{@r r+r80 ’ (2:91)

representan los esfuerzos normal y tangencial sobre la particula por parte del fluido. De forma
adimensional Fj, se muestra como:

Fyr=2r /07r (=7 cosO + T)psinf] ._, sinfdb , (2.92)
con:
=42 |1+ f (dw*)Ql Our (2.93)
dr* or*
y
. (cﬁ:)?] {O6 %, 0k} (299

Al sustituir las componentes de la velocidad y presion se tiene:

T dw*(()) 2 a’U:(O)
Fr =2 *—211 *
Ay 7T/(; [COS@ <7r + f ( e ) e

‘ a0 ONT] (905 © O 1 yr© ‘
—|—sm0< 1+f*( . ) 9* — 9* + — sin 0d6 |
dr or r r* 00 -

(2.95)
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T 3 1 1 d¢;(0) _
* 2 * = * T _
Fy = 27r/0 [cos «9{ U o / Edr o (3 - . 28],

30 6Q Ay O\ cosf 1 d [ Lduy @\ dy;®
1 * dr*
e T P ( i )| T aa\" "o ) T
dw*@)Q { 30 30 3H
14+ f* sin’ @ —
f ( dr* o C* 24‘* 24“* S
3 dip dy; _
+ S - 2f +1
QC* ( dr* i dr* i ( )
. OTR (e o dY
+2f | cosh 7, — — cosh w’ T sin 0df .
=1 dr* - m=Ldrr

(2.96)

Al integrar la expresion anterior se tiene:

g (e (52 eran ()]s (59)
o 2 (M o (djj;i‘”) / r vora (W0
—9U*C* 46 d?" N +6H|._,—6 % . +6/®O Edr* + 9@) ,
(2.97)
donde:
Q =4t — ¢* + 2f (4t — ¢*) + 2f(sinh(¢*) — sinh(4t)) , (2.98)
y
H = = 4+ 2f (5 =) + 2f (sinh(v”) = sinh(9)) . (2.99)

con f f* *2

r*=1
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Notesé que Fj, es fijada como positiva cuando es medida a lo largo de la direccion de U,
en sentido opuesto a z [13].

Por otra parte, la fuerza eléctrica debida al campo eléctrico sobre una particula esférica
de radio a es:

F, = / lgsE.], ds , (2.100)

donde g, es la densidad de carga eléctrica dada por ¢, = —¢ (%)r:a. Dado que v solo depende

dery % = 0 para r = a, se tiene (para mayor referencia consultar las fuentes [14], [13]):

109 dy
E, = e sinf — %COSQ . (2.101)

Y con la solucion para el potencial externo ¢ (2.38), se tiene de las expresiones anteriores:

r

d
F, = (—4m2ed—¢) E. . (2.102)

Que de forma adimensional se representa como:

—47 dy*
Fr = . 2.1
‘ ( C* dr* )7’*1 ( 03)

Al sustituir el potencial eléctrico obtenido:

o= (Lo (e (o) +)])
C* (1 + te—r*(r 71)) (1 — te— K (r 71)) r* r*2 -

= lraao ") (2:105)

Con las fuerzas hidrodindmica y eléctrica desarrolladas, se efectia el balance:

Ff+F =0. (2.106)
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Lo cual permite obtener una relacién para la movilidad electroforética a través de la
velocidad y el campo eléctrico. Una vez que se despeja a U* del balance anterior y se multi-
plica por %C * la movilidad electroforética adimensional (denominada movilidad electroforética
reducida en algunas fuentes) resulta:

. 3dme 33U
~ 2! T T 2

i (2.107)

Y para el potencial, velocidad y presion obtenidas en este trabajo se presenta la forma
final de la movilidad electroforética adimensional:

1 dH
*(0 *(0 *
<2f 2 (de) —2f (252) +3t2—3) Pl
r*=1 r*=1
v 3 2 2 2 o dH 2 o [ s
+9Q — 6 + 241° 4- 6t +6t* H|,._, — 6t —9Qt* + 6t fdr
dre | » Cdre - " dr*|,._,
dr*(©) d d*(©)
—24tK* — Af* ( gr* ) / Edr* — 6Q f*t? ( i ) +4f*t2( v ) / Edr
*=1
_ dw*(ﬂ) dy*(© dy*(© d H
4t — 6 [ —— H| . , —6f*t
4/ rr=1 ( dr* o +6/ dr* - e~ 6F dr* - dr*|,._,
dy*© O\’ dH _ Ay O\ 2
—6 H|.  +6f" —4f* _—
I ( ) pemy 67 < dr* dr*|,._; L dr*
r*:l r*=1 - r*=1
¢*(0 1
+67Q ( ) 6/ &dr”
r*=1 &

(2.108)
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Resultados

En este capitulo se presentan los resultados mas significativos de esta tesis. Se muestran
graficas para el potencial eléctrico, los perfiles de velocidad y presion asi como para la movi-
lidad electroforética, variando los pardmetros relevantes para observar su efecto.

Perfiles del potencial eléctrico

Se presenta la grafica para el potencial eléctrico adimensional resultado de este trabajo
(Ec. 2.35), comparado con el resultado que se obtendria para bajos potenciales eléctricos (Ec.
B.4, correspondiente a una linealizacion de la ecuacion de Poisson-Boltzmann) y la solucion
numérica de la misma (Ec. 2.21), observandose gran semejanza. En la figura 3.1 se observa la
comparacion directa entre la grafica obtenida por Chew y Sen 18] (Fig. 3.1a) y la desarrollada
en este trabajo (Fig. 3.1b) para x* =1y ¢* = 10.
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(a) Chew. Imagen modificada de [18]. (b) Tesis

Figura 3.1: Comparacién entre el potencial eléctrico obtenido por Chew y Sen y el desarrollado en este trabajo
para k* =1y ¢* = 10.

La figura 3.2 muestra el potencial eléctrico (¢*) manteniendo (* = 1 y variando k*.

Figura 3.2: Comparacién entre la solucién numérica, la obtenida por Henry y la desarrollada en este trabajo
de tesis variando x*, con * = 1.
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En la Fig. 3.3 se observa el potencial eléctrico manteniendo «* = 10 y variando (*.

Figura 3.3: Comparacién entre la solucién numérica, la obtenida por Henry y la desarrollada en este trabajo
de tesis variando (*, con k* = 10.

Las siguientes figuras muestran el comportamiento del potencial eléctrico )* ante las
variaciones de los parametros x* (Fig. 3.4a) y ¢* (Fig. 3.4b).

(a) ¢*=1,k*=0,1,1,5,10 (b) k* =1, ¢*=1,5,10

Figura 3.4: Variaciéon de k* y (* y su efecto sobre el potencial eléctrico.
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Perfiles de los campos de velocidad y presién

Para presentar los resultados de una mejor manera, se opta por utilizar la magnitud de la
velocidad en lugar de las componentes individuales, asi como usar el angulo de 6 = 5 = 90°
como valor representativo y fijar U* = 1, lo que equivale a tener una velocidad lejos de
la particula (condicion de frontera) igual a la velocidad de referencia Uyg (velocidad de

deslizamiento de Helmholtz-Smoluchowsky).

A continuacion se presenta la grafica para la magnitud de la velocidad, comparando el
modelo obtenido en esta tesis (sin considerar el efecto viscoeléctrico, f = 0) con el presentado
por Henry [8], variando en el primer caso el parametro adimensional £* con (* = 1 (Fig. 3.5),

mientras que en la segunda grafica se varia el potencial eléctrico en la pared (* con k* =5
(Fig. 3.6).

Figura 3.5: Comparacion entre la solucién obtenida por Henry y la desarrollada en esta tesis para k* =1, 5,
10, 50, con ¢* =1y 0 = 7.
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Figura 3.6: Comparacién entre la solucién obtenida por Henry y la desarrollada en esta tesis para (* =1, 5,
10, 50, con k* =5y 0 = 7.

En la Fig. 3.5 no se aprecia diferencia considerable entre los resultados propios de este
trabajo y los obtenidos con el modelo de Henry, mientras que en la Fig. 3.6 y para el modelo
de Henry todos los valores caen en el perfil para ¢* = 1, de nueva cuenta es un efecto de la
consideracion de bajos potenciales ¢ utilizada en el desarrollo del trabajo de Henry.

La Fig. 3.7 muestra el comportamiento de la velocidad ante las variaciones de los para-
metros «* (Fig. 3.7a) y ¢* (Fig. 3.7b).
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(a) ¢*=10, f=0,0= %, x* =1,5,10 (b) k* =10, f=0,0= %, (" =1,10,20

Figura 3.7: Variacion de x* y ¢* para 6 = 3.

La siguiente figura muestra el cambio que genera la introduccion de la constante viscoe-
léctrica f sobre la magnitud de la velocidad (manteniendo x* =5, * =1y 0 =7 ):

Figura 3.8: Efecto de la constante viscoeléctrica f sobre la magnitud de la velocidad, k* =5, (* =1y 6 = 5

Como mas adelante se vera, los valores utilizados para f son exagerados, pero solo gracias
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a ello se observa el efecto que tiene este parametro en la velocidad del fluido.

Presion

En las siguientes graficas se observa el comportamiento de la presion (Ec. 2.88) sobre el
sistema ante la variaciéon de los parametros de interés en el fenémeno de electroforesis.

(c) k*=10,¢* =10,0 =

Figura 3.9: Efecto de los pardmetros x*, (* y f sobre la presiéon del sistema, con § = 5



Capitulo 3. Resultados 40

La presion tiene un valor maximo en las cercanias de la particula para luego caer a un
valor de referencia lejos de esta, en este caso 0. Mientras que con k* y (* el valor de la presion
aumenta, con respecto a la variacion de f no existe cambio. Un efecto que rompe lo anterior
se presenta cuando el potencial (* alcanza valores grandes (¢* > 5), revirtiéndose la tendencia
Fig. 3.9b.

Perfiles de movilidad electroforética

La movilidad electroforética es uno de los parametros de mayor relevancia en electroforesis
de particulas, como se ha hecho notar en la introduccion, es a partir de este término que se
determina el potencial ( a través del conocimiento previo del potencial eléctrico aplicado y la
mediciéon de la velocidad de la particula, y respecto a las graficas anteriores es un parametro
que no depende de las coordenadas espaciales (r*, ).

A continuacién se presentan las graficas que se obtienen para la movilidad electroforética
adimensional p* como funciéon del potencial (*, para la solucién de Henry y para el propio
modelo de la tesis (Ec. 2.108) (Fig. 3.12), y para el electrolito simétrico KCI (Fig. 3.11)
utilizado en el trabajo de O’Brien y White [3].

(a) Movilidad electroforética con el modelo de Henry. (b) Movilidad electroforética con el modelo desarrollado
en este trabajo, f = 0.

Figura 3.10: Comparacién entre el perfil para la movilidad electroforética obtenido por Henry y el correspon-
diente a este trabajo para diferentes valores de k*.
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Figura 3.11: Variacién de la movilidad electroforética en KCI con el potencial (*, obtenido por O’Brien y
White y el correspondiente a este trabajo para diferentes valores de x*.

El perfil que se obtiene con el modelo desarrollado no alcanza un valor méximo como
si lo hace con el que se compara, esto se debe a que el propio modelo de Henry tiene esta
particularidad, y dado que dicho modelo es base para el trabajo presente se tiene el mismo
problema.

La siguiente figura muestra el comportamiento de la movilidad electroforética para poten-
cial eléctrico constante como funcion de £* segiin el modelo de Henry [13] y el correspondiente
a esta tesis:



Capitulo 3. Resultados 42

1.5 9
- 141 N
Constant potential .
z
S 10— i 13 .
= R
@ #,"‘ N
<@ .
5 1.2 :
2 ;
3 ;
£ 0.5¢ 1 :
e 114
Constant charge ’ . {“:1
0.0 | | | 1 e '
10° 107 107 1 10 10° 10° ' A M R
Ka K*
(a) Variacién de la movilidad electroforética escalada con ka (b)¢*=1, f*=0

para particulas con potencial constante y carga superficial cons-
tante basadas en la soluciéon de Henry. Imagen tomada de [13].

Figura 3.12: Comparacion entre el perfil obtenido con el modelo de Henry para la movilidad electroforética
con potencial eléctrico constante.

Se observan como limite inferior el valor de 1 mientras que como limite superior se tiene

1,5, lo cual coincide con la tendencia mostrada por la curva obtenida en este trabajo (Fig.
3.12b).

Con estas figuras, se pretende verificar el modelo de movilidad electroforética desarrollado
en este trabajo, ya que el modelo de Henry sirve como base para el desarrollo del mismo.

Por ultimo, se presenta la grafica del comportamiento de la movilidad electroforética con
respecto a la variacion del parametro viscoeléctrico f.
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Figura 3.13: Efecto de la constante viscoeléctrica f sobre la movilidad electroforética p* para x* = 10.

Se observa que para valores relativamente pequefios de la variable f, mientras esta aumen-
ta, la movilidad muestra una disminuciéon en su pendiente, conforme ¢ aumenta, se presenta
una contraccién y un aumento en su pendiente después de cierto valor critico (correspon-
diente al propio valor de f). Si el valor de f se incrementa un orden de magnitud en relacién

a los aqui mostrados, los perfiles se disparan y se pierde la interpretacion fisica que pueda
darse al problema.
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Conclusiones

Este capitulo esta dedicado a resaltar los resultados que se tiene en este trabajo. Se men-
cionan aspectos importantes a considerar en un trabajo futuro relacionado con el tema.

Como se observa en las figuras 3.1 a 3.3 referentes al potencial eléctrico, cuando el pa-
rametro que se varfa es k*, la diferencia entre la soluciéon linealizada, la solucién numérica y
la desarrollada en este trabajo es practicamente nula, pero si el parametro que se modifica
(aumenta) es (*, se presenta una mayor similitud entre el modelo de este trabajo y la solucién
numérica. Esto se debe a la simplificacion que se asumié para la linealizacion de la ecuacion
de Poisson-Boltzmann, la cual es valida solo para potenciales ¢ bajos.

La velocidad electroforética de acuerdo a las ecuaciones 2.85 y 2.86 se ve afectada princi-
palmente por tres factores: el coeficiente viscoeléctrico f, el potencial zeta (¢), y la longitud
de Debye o de la doble capa eléctrica, representada por el pardmetro k = % La funcién
determinada para cada una de las componentes de velocidad es similar a la obtenida por
Henry, salvo por la inclusion de términos adicionales derivados de las constantes de integra-
cion que aparecen durante el desarrollo, y para el caso de la componente 6 (Ec. 2.86) ademés
se tienen términos por el tipo de soluciéon empleada. La divisién en dos zonas con una fuerte
presencia de los parametros eléctricos en una de ellas, genera una solucién interna diferente
de cero (como sucede para la componente 7*) y similar a la presentada en el articulo de Ma-
rroquin Desentis et al [5] para el caso de flujo electroosmotico en un microcanal. La soluciéon
de Henry tuvo que ser adaptada de forma adimensional, ya que su trabajo original no estaba
desarrollado de esta manera y su principal interés era obtener una funcién para relacionar
velocidad electroforética y campo aplicado méas general que las de Smoluchowski y Debye y
Hiickel.

Los resultados (Fig. 3.7) muestran el efecto que el coeficiente viscoeléctrico f tiene en
el desarrollo de la velocidad electroforética, el cual tiende a disminuir la velocidad conforme
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su valor aumenta, en concordancia con otros articulos de la misma naturaleza |[5], efecto
contrario al que generan los parametros k* y ¢* (Fig. 3.7), que conforme su valor aumenta la
magnitud de la velocidad también lo hace.

La presion no muestra un cambio respecto a la variacion de f, sin embargo, este parametro
se encuentra presente en la funcién de la presion (Ec. 2.88), por lo que para valores extremos
de los parametros restantes tenderia a mostrar cambios entre los perfiles. El efecto de revertir
la tendencia con respecto a la variacion de ( debe ser estudiado y verificar que efectivamente
se tenga este comportamiento con otros modelos, y que se presente solo con altos potenciales
eléctricos, lo que podria considerarse un efecto no lineal del fenémeno.

La movilidad electroforética aumenta conforme el parametro adimensional £* aumenta,
mientras que para un valor constante de (*, se presenta siempre el mismo perfil, aunque mo-
dificAndose los valores limites, creciendo mientras el potencial lo hace. Se observa que para
valores relativamente pequefios de la variable f, siguiendo los utilizados en [5], mientras esta
aumenta, la movilidad muestra una disminuciéon en su pendiente, conforme (* aumenta, se
presenta una contraccion y un aumento en su pendiente después de cierto valor critico, corres-
pondiente al propio valor de f, lo que mostraria una tendencia a generar una linea recta con
gran pendiente para valores altos de la variable. Dados los resultados mostrados con respecto
a este parametro en los perfiles de magnitud de la velocidad 3.8 y la movilidad electroforética
3.13 se concluye que el valor caracteristico en este tipo de problemas es pequeno, y segin
el modelo desarrollado, no tiene gran relevancia en la velocidad del fenémeno, aunque si lo
tiene en la movilidad electroforética.

En un trabajo futuro se considerara la inclusion de otros efectos como el retraso electro-
forético y la relajacion [9], incluyendo estos efectos se tendrian perfiles mas cercanos a los
presentes en otros trabajos, pero complicarian el estudio y la inclusion de otros fenoémenos
como el propio efecto viscoeléctrico. Ademas se tratara la soluciéon numérica de las ecuaciones
gobernantes del problema.



Apéndice A
Relaciones matematicas

-Operaciones vectoriales en coordenadas esféricas [19]:

Gradiente: 90
o, = —
v or
109
Voy=——
LY.
1 09
b, = —
®" rsing o¢
Divergencia:
10 1 0
A =—-—(r’A — (sinfA
v r2 or (r T) +rsin98€ (sin640) +
Laplaciano:

1 0 odb 1 0 od
205 2 .
Vb = 27, ( > + (sm@—ae

r? " or 2 sin 6 00

rsin@(’?_qb

r2sin® 6 87&

-Ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible en coordenadas esféricas:
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Componente r:
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Apéndice B
Soluciéon de Henry

Se muestra la solucion adimensionalizada obtenida por Henry [8], la cual es comparada
en la seccion de resultados con la desarrollada en este trabajo.

11 reo *
U;f:cos(ﬁ){ ; Ur— —— lim/ Edr* = U" — 2U*3

27"* C* ¥ rr—1
+1 ! <h’m / Edr* + 2 lim / 7"*35_617“*) - (/ —i/r r*?’g‘dr*)
33 \r1 - r 1 3¢ - r*3 ’
(B.1)
* : 3 * 1 ’ " o * 1 *
”9‘Sln<9>{—4r*U Ty A+ U = U

*

1 " *3 & 7% 21 7”*7 * 1 " *3 &~ 7 %
6§*r*3 (r—}l/ Edr* +2hm r §dr)—3<* (/oo &dr +2r*3/ r §dr) ,

(B.2)
\ 3 . 11 (o 1 fdp®
7 =cos(0) {2r*2U T Tl*lgl/oo Edr* — I ( o —2¢ : (B.3)
Con potencial eléctrico:
' = ie’“*(r*’l) . (B.4)
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Evaluacién del término ¢

€ es un término que aparece en el desarrollo realizado por Henry y que es funcién del
potencial en la doble capa ¥* y r*, por lo que en esta parte se desarrolla y se muestra su
expresion final.

*(0) x *(0)
~ o 1 o
U [ () ®9

dr* o T drx dr*

Mediante integracion por partes del segundo término de la expresion anterior se tiene:

/r* 1 d T*de:(o) P 1 dw:(O)
7*6 dr* dr* o

oo

*
T * *

6 " "
+ — +30/ — 1 Odr* . (B.6)
r* r*

o0 o
o0

La integral anterior, es nuevamente desarrollada mediante integracién por partes, y con-
. —k*(r*—1) .
siderando a ¥;° como #——— se tiene:

L I TPl Gy ek (rr=1)  pro—kT(rt=1) 2=k (r*—1)
/ (—> dr* = 4t (— + _

" N 676 307r*5 1207r*4
e N A Bl e N U PP
BT e T e R e I S )) '

Donde el tdltimo término representa la denominada funcién integral exponencial [20],
expresado como:

"t ekt (1) )
/ T gt = e Ei(1,k*r") . (B.8)

*
0o r

Retomando la ecuacion (B.5) se tiene finalmente:

—4te= k(1) 2te k(" —1) 12te=* (" =1)

1 N /{* ]{3*2 N k,*3 /{5*4 N k’*5
67*6 307> 1200 360r*3  720r*2  720r*
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