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Introduccion

Comencemos contextualizando el tema de esta tesis. Cuando se aprende 16gica proposicional clésica,
una vez que se ha presentado el lenguaje formal, este se interpreta mediante una funcién que a cada variable
proposicional le asigna un valor de verdad: 0 o 1. Es decir, siempre hemos aprendido 16gica proposicional

interpretdndola sobre el dlgebra booleana de dos elementos.

Explotar este hecho y ver qué resultados acerca de las dlgebras booleanas (u otras estructuras) pueden
traducirse en resultados para problemas planteados desde la 16gica y viceversa es lo que constituye en gran
medida el llamado estudio algebraico de una légica. Esto llegard a ser una técnica de estudio sistematizada
con autores como Heyting (Heyting [1930]) y comenzé precisamente con los lenguajes proposicionales.
Después, algunos autores como Mostowski (Mostowski [1948]) dieron una interpretacion algebraica de los

cuantificadores.

Una vez desarrollados ciertos resultados para la semdntica algebraica de una légica, teoremas como
el de representacién de Stone (Stone [1936]), dieron lugar a una gran cantidad de nuevos resultados que
“traducen’los resultados obtenidos para ciertas dlgebras en sus correspondientes propiedades en la estructura

representante.

En el caso de las 16gicas no cldsicas como la intuicionista, en la que el principio del tercero excluso
no se considera, o bien logicas que incorporan nuevos operadores al lenguaje, como la l6gica modal que
incorpora el operador de necesidad, las dlgebras sobre las cuales se pueden interpretar difieren naturalmente
de las dlgebras booleanas y dan pie a un nuevo campo de estudio. Por ejemplo, Heyting [1930] ofrece una
semdntica algebraica para la 16gica intuicionista, en tanto que McKinsey and Tarski [1948] da una semdntica

algebraica y topoldgica a la 16gica modal.

Rasiowa y Sikorski (Rasiowa and Sikorski [1963]) es el primer trabajo que sistematiza y generaliza este

panorama de resultados. Por ello se ha convertido en un referente comun en este campo de investigacion que

jitt



v 0. INTRODUCCION

ha florecido en muy diversas formas en nuestros dias (Harding and Bezhanishvili [2004], Gehrke [2005],
Kremer [2014, 2013], Celani and Montangie [2015]). En particular, Kremer [2014, 2013] trabaja el fortale-
cimiento de los resultados de Rasiowa and Sikorski [1963], de completud' de la 16gica modal a completud
fuerte con respecto a diversos espacios topolégicos.

En Kremer [2014] se plantea como pregunta abierta la completud fuerte de la 16gica intuicionista de
primer orden sin igualdad con respecto al espacio de Cantor. La principal aportacién del presente trabajo
es ofrecer una prueba de la completud fuerte de la l6gica intuicionista cuantificacional sin igualdad con
respecto al espacio de Cantor. Esto se hace en el teorema 2.2.2. También en Kremer [2014] se menciona que
la completud fuerte de la 16gica intuicionista proposicional con respecto al espacio de Cantor es un resultado
conocido. No obstante no conocemos una prueba de ello y ofrecemos una prueba propia. Esto se hace en el
teorema 2.1.3.

También se ofrece un panorama de los resultados necesarios involucrados en los teoremas de correctud
y completud correspondientes a la 16gica modal proposicional y de primer orden. Todos los detalles son
propios. En los preliminares ofrecemos una presentacioén de las estructuras algebrdicas que interesan para
las logicas intuicionista y modal: las dlgebras pseudobooleanas y las dlgebras booleanas topoldgicas. Se
establece la notacién usada y se prueban algunos resultados necesarios para los posteriores capitulos. Se
mencionan los teoremas de representacion correspondientes a lasdlgebras mencionadas que forman parte de
los resultados centrales de Rasiowa and Sikorski [1963].

En el capitulo 2 se trabaja la 16gica intuicionista tanto proposicional como de primer orden. Aqui se dan
los principales resultados de este trabajo. En el tercer capitulo se trabaja la 16gica modal, tanto proposicional
como de primer orden. Se verd que en este caso se puede echar mano de lo trabajado en al capitulo 2. Con
esto se da una visién sintética y sistematica de los resultados trabajados en Rasiowa and Sikorski [1963]
que se requieren para conocer la semantica de estas 1dgicas con respecto a sus estructuras algebraicas y

topoldgicas.

! Algunos autores prefieren usar la palabra “completitud”. Ambas palabras estan formadas correctamente. No obstante, si se opta
por el uso de “completitud”, siguiendo la misma regla de formacion, se deberia entonces hablar de “correctitud”de una l6gica, uso que
no es comun. Por ello preferimos el uso de “completud”.



Capitulo 1

Preliminares

La finalidad de este capitulo es presentar las estructuras algebrdicas que se usan en este trabajo junto con
los teoremas de representacion asociados a ellas, asi como la teoria y notacién involucrada. Las estructuras
de interés son las dlgebras pseudobooleanas y las dlgebras booleanas topoldgicas. En analogia al teorema de
representacion de Stone para las dlgebras booleanas, se asocia a las anteriores estructuras una representacion

topoldgica.

Es necesario notar que en ocasiones se hablard de dlgebras sin mds a pesar de que interesen estructuras
muy especificas. Entonces, de manera general dado un conjunto A # @ y un conjunto de operaciones o; sobre
A, se dird que el par (A, 0,)c; es un dlgebra. Cuando dos dlgebras tienen el mismo nimero de operaciones
de la misma aridad, se dice que son dlgebras similares. Dado un subconjunto Ag < A, el dlgebra generada
por A, denotada (Aj) es el conjunto mds pequefio que contenga a Ay cerrado bajo las operaciones o;.
Equivalentemente, sea A = {{(A, 0;)ie; : Ag < A} el conjunto de todas las dlgebras que tengan a {o; : i € I}

como conjunto de operaciones, y tales que Ag A, entonces (Ag) = {(\sen A, 0i)icI-

En particular, interesa definir de manera general la siguiente nocion:

Definicion 1.1. Sea (A, 0;)ic; dlgebra generada por B < A. Se dice que {A, 0;)ic; es libre para su clase de
dlgebras similares con conjunto de generadores B si cualquier funcion f : B — A,, con (A,0;) ey dlgebra

similar, puede extenderse de manera tinica a un homomorfismo f : A — Aj.
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1.1. Algebras pseudobooleanas (de Heyting)

Este tipo de estructuras son de interés para la semantica de la légica intuicionista.

Definicion 1.2. Un par &7 = (A, <), donde < es un orden parcial1 (reflexivo, antisimétrico y transitivo), es
una red® si para cada a,b € A se tiene que a Ab'y a v b existen, donde a A b es el infimo de {a,b} y a v b es

el supremo de {a, b}.

Si las operaciones distribuyen:
ar(bvec)=(arb)Y (ahrc) av (brc)=(avb)A(aYec)
entonces, se dice que la red es distributiva. Se observa que una red no necesariamente tiene elemento maximo
o minimo. Si existen, tales elementos distinguidos serdn denotados por 1 y 0 respectivamente.

Definicion 1.3. Sea a € &7, con & red,

= Si0 € o entonces, un elemento ¢ € </ se denomina el A—complemento de a si a A ¢ = 0, y para todo

x € o tal que a A x = 0, se tiene que x < c.

= Si 1 € & entonces, un elemento ¢ € </ se denomina el Y —complemento de a si a Y ¢ = 1y para todo

x € o tal que a v x = 1, se tiene que ¢ < x.

Dado a € <7 con & red, si a tiene A— complemento, a este se le denota por at, y también suele

llamarsele el pseudocomplemento de a.

Definicion 1.4. Sean a,b € <7 red. Un elemento ¢ € o tal que a A ¢ < byparatodo x € o/ siarx <b
entonces x < ¢, se denomina el pseudocomplemento de a relativo a b, o pseudocomplemento relativo de a y

b. Si existe, serd denotado mediante a — b

Definicion 1.5. Una red <7 en la que para cualesquiera a,b € <7, se tiene que a — b existe se llama una
red relativamente pseudocomplementada. Para los fines de este trabajo abreviaremos este nombre mediante

red pseudocomplementada.

IPara las nociones de orden y conceptos no definidos en este trabajo remitimos al lector a los libros Hernandez [2011] y Miranda
et al. [2000]

2La palabra lattice, se ha convertido en un anglicismo en nuestro idioma. El uso de “latiz”y el plural “latices”se ha vuelto comiin.
Sin embargo, todavia no es una palabra aceptada ni por la Academia Mexicana de la Lengua ni por la Real Academia de la Lengua
Espafiola. Se le ha llamado también reticulo o celosias. Nosotros, siguiendo los usos y costumbres del grupo de Légica y Conjuntos, le
llamaremos red.
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Esta operacidn tiene propiedades interesantes. Por ejemplo, si una red es pseudocomplementada, enton-

ces es distributiva. Se tiene una operacién dual del pseudocomplemento relativo

Definicion 1.6. Dados < red, y a,b € </ ; un elemento c € <f serd la pseudodiferencia de b y a si cumple

que av ¢ = by paratodo x € o tal que a v x = b se tiene que ¢ < x, y se denota b — a.

Si la red tiene elemento maximo, entonces 1 — a es el Y—complemento de a. No obstante tales operaciones

no serdn usadas en el presente trabajo, salvo en el lema 1.2.

Observacion 1.1. En toda red pseudocomplementada se tiene que a < b si y sélo sia — b = 1. Esto ya
que si a < b, claramente a = a A 1 < by serd el elemento mds grande que cumpla tal propiedad. Por otro

lado, sia — b = 1, entoncesa =a A 1 < b.

Afirmacion 1.1. Sean a,b € </ red pseudocomplementada, entonces las siguientes condiciones son equi-

valentes:
1. ces el pseudocomplemento de a relativo a b
2. Paratoda x€ o/, x < csiysdlosia nx < b.

3. Se tiene que ¢ cumple que a A b < ¢y cumple que a Ab =a Ac,yparatodax € o/ siaAb < xYy

aAb=aA\x; entonces x < ¢

Demostracion. 1. — 2. Sea x € of tal que a A x < b, por ser ¢ el més grande que cumple esto, se tiene que
x<c. Yparaxe of,six < c,entoncesaAx < aic < b,esdeciraax < b.2. —» 3.Entantoque aAb < b,
se tiene que b < ¢, y por transitividad, a A b < ¢. Ahora, como ¢ < ¢ entonces a A ¢ < b; de aqui se tiene
queaA(aAc)=aAic<aAb.Porotro lado, notando nuevamente que b < c¢ se tiene que a A b < a A ¢; asi
se obtiene quea Ac =a Ab.Seaxe o/ talquea Ab < x,cona Ax =aAb,entoncesa A x =aAb < b,
dedonde x < c.3. > 1.ComoaAc=aArb < b,setienequea Ac < b.Seaxe o talquea A x < b,
entonces (a A x) > b =1=x — (a — b),dedonde x < (a — b). Ahora, a A b < (a — b) y por esto
mismo a A b < a A (a — b). Ademds, a A (a — b) < b por definicién; de donde a A (a — b) < a A b, se

tiene entonces que a A b = a A (a — b). Entonces (a¢ — b) < c¢ por hipodtesis y x < c¢ por transitividad.

Definicion 1.7. Si una red pseudocomplementada contiene un elemento minimo, entonces diremos que es

un 4lgebra pseudobooleana o de Heyting, y se abreviard apb.



4 1. PRELIMINARES

Definicion 1.8. Sea o7 redy\] < </ con\] # @ tal que para a,b € o se tiene que
» Sia,be\ entoncesa Abey.
= SiaeV ya<bentoncesbe\

Afirmacion 1.2. Dada <7 apb, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. 'V es un filtro® en o
2. @ +V < o y cumple que para todo a,b € o a,b e\ siysdlosiarbe\
3.V € conledysiempre que a,a — b € \/, entonces b € '\/.

Demostracion. 1. — 2. Sea '/ filtro en <7, entonces @ # \/. Dados a,b € |/ se tiene que a A b € \/. Ahora,
siaAbeV,entantoquea Ab < ayaAb < b,setiene que a, b € \. 2. — 1. Por hipétesis, { # @. Sean
a,beV,entoncesa AbeV,ysiae,ya<bconbe o, entoncesa =arbe\,dedondeb e V.
1. > 3.Seaaec \/,comoa < 1,setiene que 1 € /. Seana, a — b € {/, entonces a n (a — b) € {/ yen
tanto a A (a — b) < b, entonces b € /.3 — 1 Como 1 € V/, se tiene que |/ # @. Sean a, b € / entonces,
en tanto que a < b — (a A b) por la observacién 1.1a — (b — (a A b)) = 1€ {,dedondea A b€ . Si
a €V ya < bparab € &/, entonces nuevamente por la observacion 1.1, se tiene que a — b = 1 € \/, de

donde b € V. m|

Notacion 1.1. Sea g € &/ apb, se denota por Vg = (g, el filtro principal generado por g en <. Es decir
Vg = {a € o : g < a}. Dado un subconjunto I < o7, se denota por \J1- al filtro generado por T, es decir

al conjunto {a € o/ : 3ay,...a, € Tcona > \!_,a;}.

Definicion 1.9. Dada <7 apby\] < « filtro en <, la relacion a ~ bsiy sélosia >be\Jyb —a€y,
es de equivalencia. Entonces la red cociente <7/ \/, tiene por universo las clases de equivalencia inducidas

por ~, y el orden |a| < |b| siysélosia— be.
Es rutina verificar que las clases de equivalencia no dependen del representante.

Lema 1.1. Dada < apby\] < < filtro en <, se considera su red cociente </ /\]. Entonces se cumplen

las siguientes condiciones:

1. |1] es el elemento mdximo en <7/ \], |0| es su elemento minimo.

3Se observa que también se suele denotar a los filtros mediante ¥ en algunos textos contemporaneos.
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2. Un elemento |b| es mdximo en </ | \] siy sélo si b € /.
3. /] con su orden es apbh.

Demostracion. 1. Por ser o7 apb se tiene que a — a = 1 € /. Ahora, se observa que a < 1 para todo
a€ o/,dedondea — 1 = 1€ Y/, esdecir |a| < |1| para toda |a| € &/ /. De aqui que |1] es el elemento
méximo de &7/ /. Asi mismo, en tanto que 0 < a paratodaa € /,0 — a = 1 € Y, es decir |0| < |a| para
toda |a| € &7/ V/, con lo que |0| es el elemento minimo en <7/ /.

2.Seab e of talque |b| = |1

, entonces |b — b| < |b

,esdecir (b > b) > be\/.Comob —>b=1¢
V/, por la caracterizacién de filtro para apb, se tiene que b € \/. Ahora, seab € \/, entonces, | > b=be Y/,
de donde |1| < |b|. Por 1. se tiene que |b| < [1], asi |b| = |1].

3. En tanto que a — a = 1 € /, se tiene que |a| < |a| para todo a € /. La antisimetria es inmediata

pues si |a| < |b|y |b| < |a|, entoncesa — b € \/,y b — a € /. De aqui que a ~ b, entonces |a| = |b|.

Finalmente, si |a| < |b| y |b| < |c|, se tiene que a — by b — ¢ € /. Entonces, como a A (a — b) < b
ybA(b - ¢) < c,setiene que (a AD) Af(a = b) A (b — ¢)] < b Ac. Por la afirmacién 1.1 se
sabe que, a A b = a A (a — b). Sustituyendo en el lado izquierdo de la desigualdad anterior se tiene que
(ar(a—=b))Afla>b)A(b—c)]=anr[(a—b)A(b—c)] <bAc< c. Estoimplica por definicién
de pseudocomplemento que (a — b) A (b — ¢) < a — ¢,conloquea — c €'V, y conesto |a| < |c|. Asi,
este es un orden parcial.

Ahora, sean a, b € <7, considerando sus clases |a|, |b| € &7/ V/, se tiene que (a A D) < ay (a Ab) <b.
Por la observacién 1.1 (aAb) — a = 1 = (aAb) — b € \/. Esto implica que |(aAD)| < |a| y |(arb)| < |b].
Sea ¢ € o tal que |c| < |a| y |c| < |b|, entonces ¢ — a, ¢ — b € {/, de donde (¢ — a) A (¢ — b) € V.
Como (¢ > a) A(¢c = b) < ¢ — (aArb),setiene que c —> (aAb) € . Conesto |c| < |aAb|y
|a A b| = |a| A |b|. De manera anéloga se observa que |a v b| = |a| v |b].

Para considerar el pseudocomplemento relativo de |a

, |b| se observa que en tanto a A (@ — b) < b, se
tiene que (a A (a — b)) — b = 1€ Y/, conlo que |a| A |a — b| < |b|. Seac € o con |a] A |c] < |b],
entonces (a A ¢) — b € . Como (c Aa) — b = ¢ — (a — b), entonces |c| < |a — b|, de donde
la = |b] = |a — b].

Finalmente, para considerar el pseudocomplemento de |a| se observa que en tanto a™ = a — 0, se tiene
que [a*| = |a — 0] = |a| — |0] = |a|

]

Definicion 1.10. Sea f : o7, — ot funcion con <7 apb. Se dice que f es homomorfismo pseudobooleano si
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preserva las operaciones +, A, YV, y —.

Si la funcion es inyectiva, entonces se dice que es un isomorfismo pseudobooleano. Se debe notar que no
se estd pidiendo que la funcién sea biyectiva como suele ser el caso para la nocién de isomorfismo. Ademas
se observa que todo homomorfismo pseudobooleano lleva el elemento maximo de .27, que se puede denotar
1., en el elemento maximo de %, denotado andlogamente 1., pues f(ly,) = f(a — a) = f(a) —
f(a) = 14,. Cuando sea necesario distinguir entre elementos maximos de diferentes apb se utilizardn este
tipo de subindices. Antes de dar algunos ejemplos, debemos notar que las nociones topolégicas se manejaran

mediante un operador interior.

Definicion 1.11. Un espacio topoldgico es un par (X,I) en el que para todo A € 9(X) existe un conjunto

asociado IA < X de forma que se cumple:

1.LI(AnB)=IAnIB 3.1IA=IA
2.IAC A 41X = X

El conjunto de los abiertos en (X, ) estd dado por los conjuntos tales que A = [A. De esta forma,
podemos denotar por comodidad también a un espacio topolégico como (X, 7), entendiendo a T como la

topologia inducida por el operador interior, esto es 77 = {A € X : A = IA}.

Definicion 1.12. Sea (X,7) espacio topoldgico. Una familia B S 1 es base para T si para todo U € 1
se tiene que U = |J,c, Bj con B; €B. Una familia By < 7 es una subbase para 7 si 8 = {N\F:Fc¢e

[Bo]=“} U {2, X, } es* base para t.

Afirmacion 1.3. Para cada familia By < 9(X), con X conjunto, existe un tinico operador interior I en X
tal que By es subbase de (X,7;), cont; = {A € p(X) : A = IA}. Para By < 9(X) setoma B = {(\F : F €
[Bo]=“} U {@,X,}, y sedefine IA = J;c; Bjcon B; S A,y Bj € B.

Demostracion. Se observa que /A es operador interior.

1. Seax € I(AnB) = {Jj;Bjcon B; € B,y B; © A n B. Entonces, existe Bjy & A n B tal que
Bi=IAyxe|J,y B = IB,
esdecirx € IAnIB.Sixe IAnIB = UjeJBj N Ui Bi = Ujej’iel B; N B;, existen Bjy, Bjp € B

x € Bjp,dedonde x € Bjy £ Ay x € Bjy = B. De aqui que x € | J,,

tales que x € Bjo N Bjp,conx € Bjgp S Ay x € Bjg S B, de donde x € Bjy n Bjg = A n B. Con ello

x€ ey By =1(An B),con B, S An B.

4Se recuerda que [Bo]=* denota la familia de subconjuntos finitos de elementos de By. Consiiltese Herndndez [2011]
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2. Sea x € IA, entonces, existe B; € B tal que x € B; < A, es decir x € A.

3. Por la propiedad anterior, la contencién < ya se tiene. Sea x € A entonces existe B; € B tal que

x€ B; C A,dedonde x € B; < IA, es decir x € 1A
4, Seaxe X,como X e B, xelIX

Claramente B es base para (X, 7). Sea I’ operador interior tal que By es subbase de (X, 7;). Como 8 =

{(\F:Fe[By]~*}u{@,X,}esbase, I'A = J,.; Bj con B; € B. Entonces x € I'A = | J,.,; B, si y s6lo si

ieJ

existe Bjo tal que x € Bjo = Asiysélosix e |J,., Bj = IA. De aqui que I'A = IA. ]

jeJ
Para cerrar esta seccion consideramos el siguiente ejemplo de apb que serd ilustrativo para la siguiente

seccion.
Ejemplo 1.1. Sea (X, 1) espacio topoldgico, entonces, T es un apb

Claramente es red bajo la contencién. Dados U, V € 7, la unién conjuntista es su minima cota superior,
y la interseccién es su médxima cota inferior. Por tltimo, el pseudocomplemento de U relativo a V estd dado
por I(U¢ u V), con I operador interior. Observamos que para todo Y € 7 se tiene que Y € I(U° U V) siy
sélosiUnY V.

SeaYerttalqueY € (UL V).Seaye UnY,ysupongamos quey ¢ V.Como Y < I(U° L V) <
U¢ u V, entonces y € U€, peroy € U, por lo que debe ser el caso que y € V,esdecir U nY < V. Sea
Yerttalque U nY € V, y supongamos que existe y € Y tal que para todo W € 7 cony € W, se tiene
que Wn (UU V) #a,estoes Wn (Un V) #@.Seax e Wn (Un V) £ @,y supongamos que
x € Y, entonces, como x € U, se debe tener que x € V, pero eso contradice que estd en W n (U n V°).
Entonces para toda vecindad de y, se tiene que W € Y, contradiciendo que Y € 7. Debe ser el caso entonces

que Y < I(UC L V).

Definicion 1.13. Dado un espacio topoldgico (X, ), el apb de subconjuntos abiertos de X se define sobre T
conUANV =UnV,UYV =UuVypara U,V € 1 su pseudocomplemento relativo U — V = [(U° U V).
Se denota G(X).

1.2. Algebras booleanas

Este tipo de estructura es la mds conocida de las tratadas aqui. No obstante, para los fines del presente

trabajo no interesa en si misma, sino como base para la definicién de dlgebra booleana topoldgica que es la
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estructura que serd relevante para la semdantica de la 16gica modal.

Definicion 1.14. Una red distributiva </ tal que para todo a € <, se tiene un elemento a* € </ con
ara* =0, yava* = 1 serd llamada dlgebra booleana.’ Tal elemento es tinico y es llamado el complemento

de a.

Se observa que tal elemento es el A—complemento y el Y —complemento de a. Ademds, se debe notar
que toda dlgebra booleana .o es un apb. Para cada par de elementos a, b € .o/ su pseudocomplemento relativo
estd dado pora — b = a* v b,y a™ = a — 0. Sucederd que el pseudocomplemento de un elemento a € &7
serd también su complemento.

El édlgebra booleana {0, 1} serd denotada 7. Si se tiene un operador / tal que, para todo a, b € </
l.Ifarb)=Ianlb 3.1la=Ia

2.Ia< a 4.11 =1
entonces se tiene un dlgebra booleana topoldgica, y sera abreviado como abt.
Definicion 1.15. Una funcion f : o) — < con <; dlgebras booleanas que preserve las operaciones

*, A, Y, es llamada homomorfismo booleano. Si f : o) — < con <; abt cumple con ser homomorfismo

booleano y ademds cumple que f(la) = If(a), entonces f es un homomorfismo booleano topoldgico.

Nuevamente, si la funcién f es inyectiva, en el primer caso, se dird que tal funcién es un isomorfismo
booleano, en el segundo caso que es un isomorfismo booleano topoldgico. Si la funcién es biyectiva en el

caso de las abt, se dird que son homeomorfas.

Definicion 1.16. Por un campo de subconjuntos se entiende una red de subconjuntos de X con (X, 7) es-
pacio topoldgico que es cerrada bajo las operaciones conjuntistas. Si se equipa con un operador interior
I, definido en cada conjunto como su interior, entonces se dice que es campo de conjuntos topolégico, que

serd denotado B(X).
Definicion 1.17. Sean (X.tx), (Y,Ty) espacios topoldgicos, y ¢ : X — Y funcidn, entonces
= ¢ es homeomorfismo si es biyectiva y cumple que [IA] = Ip[A] para todo A < X.

= ¢ es continua si ¢~ '[IB] < I¢~'[B] para todo B< Y.

3Se debe mencionar que en el presente trabajo, siguiendo a Rasiowa and Sikorski [1963], se considera al dlgebra booleana de un
solo elemento, y se considera un dlgebra booleana degenerada.
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» ¢ es abierta si p[IA] < Ip[A] para todo A € X.

Es rutina verificar las definiciones equivalentes de los conceptos dados, entre las cuales enfatizamos que
¢ 1 X — Y es continua si y s6lo si para todo U € 1y, cumple que ¢~ !'[U] € 7x. También se observa que
¢ : X — Y esabiertasiy sélosi I~ '[B] € ¢~ ![IB] para todo B < Y. Demostramos las equivalencias para

la definicién de homeomorfismo.

Afirmacion 1.4. Las siguientes condiciones son equivalentes: 1. ¢ : X — Y es homeomorfismo. 2. ¢ es

biyectivay ¢~ '[IB] = 1o~ [B] para todo B C Y. 3. ¢ es continua de inversa continua.

Demostracion. 1. — 2. Dado B < Y, para A = ¢~ ![B] se tiene que IA = Ip~![B], de donde ¢[IA] =
o[Ie~'[B]] = I(¢[¢~'[B]]) = IB. De aqui que ¢~ '[IB] = ¢~ '[¢[IA]] = IA = I¢7'[B]. 2. — 3. Por
hipétesis se tiene directamente que ¢ es continua. Sea A < X, entonces para ¢[A] € Y se tiene por hipétesis
que ¢~ '[Ip[A]] = 1o~ '[¢[A]] = IA, de donde ¢[IA] = ¢[¢~'[I¢[A]] = Ip[A]. 3. — 1. En tanto que ¢
tiene inversa, ¢ es biyectiva. Dado A < X, se tiene que (¢~ !)"![IA] = ¢[IA] = I¢[A] por tener inversa
continua. Ademds ¢~ [Ip[A]] < I(¢7'[¢[A]]) = IA, de donde Ip[A] = ¢[p~[Ip[A]] < ¢[IA]

Los siguientes lemas, nos dan un poco mas de informacion acerca de los conceptos presentados y serdn

usados en los siguientes capitulos.

Lema 1.2. Sea < dlgebra booleana'y A < <7, con |A| = r, entonces 2y = (A) la subdlgebra booleana

generada por A tiene cardinalidad menor o igual a 2°.

Demostracion. Sea of élgebra booleana, y A S 7, con |A| = r. Se observa que el conjunto: B =

{V’;‘:l(/\?ila,-)_,- ca; € Aoa € o/} es igual a (A). Para esto, se nota que si a € B se tiene directa-

mente que a € (A), y para j = 1 = i, se tiene que A = B. Luego se observa que B es élgebra, pues si

a,b e B,aY by a A b vuelven a ser elementos de B, y para a* se tiene que si a = Vi (Allai)j, entonces

a* = v"

ju (A;'Zla;“)j. Se observa que esto es claro paran = 1 = m. Suponiendo que se cumple la proposi-

14 _ _ _ _ : s ystlo LN sl
cibn param = syn = 1,lapruebaparam = s+ 1yn = 1 es evidente pues sia = Vi (ALyai); = Viiia;s
entonces a* = /\;:lla;“. Suponiendo valido param = sy n = r, entonces param = sy n = r+ 1 se tiene que

(r+1); (r+1);
i=1 i=1

sia = Vi (A (v ax;) por cada elemento de esta interseccién que se

* N
a;), entonces para a* = Ny
distribuya, se tendran » 4+ 1 uniendos, r + 1 veces, en el primer paso de dos elementos, y se tienen s elemen-

tos que distribuir, de donde al final se tendran (r + 1)*~! uniendos, r + 1 veces, es decir (r + 1)*~!(r + 1)
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r+1)° s
= Vil

uniendos, de s elementos, de aqui que a* [a+;). Finalmente, como (A) es la subalgebra mas
pequeiia que contiene a A, entonces B = (A).
Ahora, si se considera el conjunto R = {Alea,- ta;€A0 a;" € A}, entonces, se observa que f : R — 2/,
con f(/\;zlai) = f/\llea,- y
1 sig,eA

f/\;=lﬂi(i) =

0 siafeA

es inyectiva pues si f(A/_,a;) = f(A/_,b;), entonces Jar_a; = far_ b Esto es para todo elemento en A =

{ai,...,a,} se tiene que a; = b; 0 a] = byx paratodai € {1,...,r}, de donde las expresiones A/_,a; =
AI_,b;. Ahora, se observa que el conjunto C = {{ JR : R € [R]=“} = B. Es claro que todo elemento a € C
estal que a € B. Dadoa € B, cona = V’}lzl(/\:lilai)’ para cada uniendo, u = Ala;, si a; € A falta en
esta expresion, entonces si a; > u, se agrega a; A u a dicho uniendo, si a; es incomparable con u, entonces,
uAia; =0, de donde a;’.‘ Y(uraj) = a;’.‘ =uv a;‘.‘, de donde u < a;‘, y se agrega entonces u A a;‘.‘. Finalmente
sia; < u, entonces se agrega a;Au = a;, y se agrega un nuevo uniendo expresando u—a la pseudodiferencia
relativade u 'y a con u — a = u A ax, que se deberd completar de acuerdo a los dos pasos previos.

De aqui que B = R. Entonces, la cardinalidad de subconjuntos que se pueden formar con elementos de

R es 2%, de donde la cardinalidad de | B| < 2%,y por lo anterior [(A)| < 27'. ]

Como se verd mas adelante en el lema 1.9, toda apb puede ser vista como la subdlgebra de los elementos

abiertos de un abt. Esto permite tener el siguiente corolario.

Corolario 1.1. Sea <7 apb 'y Ay S <, con |Ag| = r entonces existe <y apb finita con || < 2%, con

1y € ), Ay S ), y tal que toda operacion pseudobooleana en <7, es preservada en <

Lema 1.3. Sea h : o/, — % homomorfismo booleano topoldgico, con <), <f5, abt; entonces, su res-

triccion al apb G() de los elementos abiertos de <) es un homomorfismo pseudobooleano de G(,) en
G().

Demostracion. Se denota por T4, y Ta, a los elementos abiertos de o7] y % respectivamente. Se recuerda
que el pseudocomplemento relativo de a,b € G(), se define a = b := I(a — b), cona — b el
pseudocomplemento relativode ay b en &7,y a® := Ia*. Entonces h(at) = h(la*) = Ih(a*) = Ih(a)* =
h(a)t € 74,. También, se nota que h(la; A Iay) = Ih(a;) A Th(ay) = h(a;) A h(ay) € Ta, por ser aj, ay
abiertos. Andlogamente para h(la; v lay) = Th(ay) v ITh(ap) = h(a)) v h(az) € 74,. Finalmente, h(a =

b) = h(I(a — b)) = I(h(a — b)) = I(h(a) — h(b)) = h(a) = h(b) € 14,
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]

Lema 14. Sean (X,7x), (Y,7y) espacios topoldgicos, y f : X — Y funcion abierta y continua. Entonces

h:G(Y) — G(X), con h(U) = f~'[U] es homomorfismo pseudobooleano.

Demostracion. Para + tenemos que h(U1) = h(IU*) = f~[I(U*)] < I(f~'[U*]) = I(f~'[U]*) =
h(U)* por ser continua. Por otro lado (h(U))™ = I(f~'[U]* ) I(f~'U*]) < £~ 11U*)] = h(U™), por
ser f abierta. Para h(U v V) = f~U v V] = f~'[U] v f~'[V] = h(U) v h(V) abierto en tx por ser f
continua, con U, V € 7y. Andlogamente para A. Finalmente /(U = V) = h(I(U*VV)) = fI(U*VV)] <

If~'[(U* v V)] por ser f continua, e If~'[(U* v V)] = I(f~'[U*] v f~'[V]) = h(U) = h(V). Por otro
lado, A(U) = h(V) = I(h(U)* v h(V)) = I(f~'[U]* v f~'[V]) = I(f [U*vv]) < 11U v V)] por
ser f abierta, y f~[I(U* v V)] = h(U = V). m]

Definicién 1.18. Dada <7 red, se definen el conjunto S(A) = {\J < |V es filtro primo}, y la funcion
h: o — S(A), con h(a) = {\J € S(A)|a € \J}. Por conveniencia, la imagen de h se denota S(A), y se
denota 1, la topologia generada tomando a S(A) como subbase. Entonces, al par (S(A), 1y,) se le conoce

como el espacio de Stone de <7, h es llamado el isomorfismo de Stone, y S(A) es la red de Stone de <.

Se recuerda que si <7 es un "algebra booleana, entonces S(A) es un dlgebra booleana de conjuntos, % es
un isomorfismo de <7 en S(A), y el espacio (S(A), 7,) es compacto, T2, totalmente disconexo. Ademds se
observa que la cardinalidad de |S(A)| < 2//I. Para el caso de las dlgebras booleanas, tenemos la siguiente

propiedad relacionada con su espacio de Stone S(A) asociado:

Lema 1.5. Todo homomorfismo g : S(A) — B, con B, campo de subconjuntos de un espacio (X, ), es
inducido por una funcion ¢ : X —> S(A), tal que g(h(a)) = y~'[h(a)] para toda h(a) € S(A), con h,
S(A), y S(A), como en la definicion 1.18.

Demostracion. Sea <f élgebra booleana, S(A) y h su espacio e isomorfismo de Stone asociados; g :
S(A) — B, con B campo de subconjuntos de un espacio (X, 7). Se observa que para x € X, el con-
junto V, = {a € & : x € g(h(a))} es filtro pues dados a;,a; € & se tiene que aj,a; € V, siy s6lo si
x e g(h(a) A az)) = g(h(ar)) A g(h(az)), por ser g o h homomorfismo, siy sélo si a; A a; € V/,. Es propio
pues si 0 € /, entonces, x € g(h(0)), y h(0) = @, de donde g(h(0)) = @, esto es x € @, que es una contra-
diccién. Por ello 0 ¢ /.. Finalmente, si a; v a; € V., x € g(h(a1 v a2)) = g(h(a1)) v g(h(az)), de donde
a; € \V,0a, € V,, esdecir \/, € S(A). De modo que § : X —> S(A), con ¢(x) = V/, estd bien definida.
Claramente x € ' [h(a)] siy s6lo si y(x) = V, € h(a) siy sélosia €, siy sélosi x € g(h(a)). |



12 1. PRELIMINARES

Como se mencion en la introduccidn, interesa ver el espacio de Cantor en relacién con los teoremas y

estructuras mencionados. Se verd bajo la siguiente definicion:

Definicion 1.19. Sea A conjunto, distinto del vacio. A cada a € A, se asocia el conjunto D, = {f € 2" :
fla) = 1}. SeaD = {D, : a € A}, y D = (D), el campo de subconjuntos generado por D. Entonces se
considera tp, la topologia generada tomando a D como base con 2* como universo. Al par (24, 1p) se le

llama el discontinuo de Cantor sobre A

Lema 1.6. Toda funcion g : D — &7, con o/ dlgebra booleana, puede ser extendida ag : D — o

homomorfismo booleano.

Demostracion. Sea of édlgebra booleana; en tanto que 2/ es isomorfa a su imagen S(A) bajo & el isomorfis-

mo de Stone, sin pérdida de generalidad se considera S(A), en lugar de o/. Sea g : D —> S(A). Se define
¢:8(A) — 27 con (V) = fy y

1 si Veg(Da)

fyla) = 0 siVeg(D,)

entonces g : D —> S(A) cong(X) = ¢~ !'[X] es homomorfismo que extiende a g pues g(D,,) = ¢~ '[D,] =
{V:e(V)eDa} ={V: fyla) =1} ={V : V € g(Da)} = g(Da)-

Es homomorfismo booleano, pues claramente, para g(X A Y) = ¢ '[X A Y] = ¢ ' [X] A ¢~ '[Y] =
2(X) A g(Y). Andlogamente para V. Finalmente g(X*) = ¢~ '[X*] = ¢! [X]*.

]

Lema 1.7. Sean < dlgebra booleana 'y D = (D) el dlgebra booleana generada por D = {D, : a € </}
con D, = {f € 27 : f(a) = 1}, como en la definicion 1.19. Entonces (S(A), ;) el espacio de Stone de </

es homeomorfo a (2% ,1p) el discontinuo de Cantor sobre </

Demostracién. Sea o/ 4legbra booleana, y D = {D, :a€ &/} con D, = {f € 2¥ : f(a) = 1}, como en la
definicién 1.19. Entonces, por el lema 1.6, g; : D — S(A), con g(D,) = h(a) extiende a un homomorfismo

booleano mediante ¢ : S(A) — 2, con ¢(V/) = fiy donde

1 si Veg(D,)

fola) = 0 siVegD,)

y g1 : D —> S(A) congi(X) = ¢~ ![X]. Dicha funcién serd denotada mediante g; simplemente.
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Ahora considérese g» : S(A) — D, con g2(h(a)) = D,, funcién del conjunto de generadores de S(A)
en el conjunto de generadores de D, extiende de manera natural a un homomorfismo booleano, es decir:
ga2(h(a)*) = ga(h(a))*, g2(h(ar) N h(az)) = ga(az) M ga(h(az)), y andlogamente para u. Entonces, por el
lema 1.5, g es inducido por ¥ : 2 — S(A), con y/(f) = V,donde V= {ae o : f € g2(h(a))}.

Para D € D se tiene que g, o g1(D) = D. Si D = D,, entonces fy € g2 0 g1(D,) = ¥ '[¢'[D,]] siy
slo si (fo) € ™' [Dy] siys6losi V, € o7 ' [Dy] siy sélosip(V ) € Dy siy solosi v, (a) = 1siy sélo
siVy, € 81(Dg) = h(a) siysdlosiae , siysélosify € g2(h(a)) siysdlosi fo € Dy.

Si D = D, entonces fy € g» 0 g1(D¥) = ¢~ [p ' [D¥]] siy sélo si ¥(fy) € ¢! [D¥] siy solo si
V;, € @ '[D¥] siy s6lo si ¢(V;,) € D siy sélosi v, (a) = 0siysélosiV, ¢ gi1(D,) = h(a)siy sélo
sia ¢\, siysolosi fo ¢ g2(h(a)) siy sélosi fy ¢ D, siy sélosi fy € Dj.

Si D = D, N Dy, entonces fy € g2 0 g1(Day1 0 Da2) = ¢ o ' [Dy N Dy2]] siy sélo si y(fy) €
@ [Dy N D] siy sélo si Vi, € 97 [Da 0 Daa] siy s6losi (V) € Dai 0 Do si'y sélo si fv, (al)=1y
v, (a2) = 1siysélosiV, € gi(Da) = h(al)y V € g1(Da2) = h(a2) siysdlosial e V  ya2e 'V,
siy solosi fy € g2(h(al)) y fo € g2(h(a2)) siy s6lo si fo € Dyy N Dyp. Andlogo para D = Dy U Dyy. Se
concluye que ¥~ ![¢p~![D]] = D

Por otro lado, para h(a) € S(A) se tiene que g1 0g2(h(a)) = h(a). V, € g10og2(h(a)) = ¢~y [h(a)]]
siy s6lo si@(V) € ¢~ '[h(a)] siy solo siy(fy,) € h(a) siy solo si va € h(a)siysélosiae va siy

A 0
sélo si fiy, € ga(h(a)) siy sélosi fiy € D, siy sélosi fiy (a) = 1siysélosiV, € h(a).

! = . Primero ¢ o ¢ es la identidad en 2. Supongamos que existen f; # f> € 27

Se observa que ¢~
con g o y(fi) = f». Entonces, existen Dy, D, € D tales que f; € Dy, f» € D, con D; n D, = @, Entonces

fr e ow[D1]] = elwly e ! [D1]]]] < Di contradiciendo que Dy N D; = @.

Ahora se observa que ¥ o ¢ es la identidad en S(A). Supongamos que existen \/, # V/, tales que
Yyoe(V,) = V,. Nuevamente existen h(al), h(a2) € S(A) con', € h(al),y , € h(a2) y h(al)nh(a2) =
@. Entonces V, € ¢[g[h(al)]] = ¢[p[e~ [~ [h(al)]]]] < h(al), contradiciendo que h(al) N h(a2) = @.

Por lo tanto ¢ es biyectivay ¢! = y.

Se tiene también que ¢ es continua. Sea D € D, entonces D es combinacién booleana de elementos
en D. Si D = D, entonces \ € ¢ '[D,] siy s6losi fy(a) = 1siysolosiV € h(a). Si D = D}
entonces \/ € ¢~ '[D¥] siy s6losi fy(a) = 0siy solosiV ¢ h(a) Andlogamente se verifican los casos
para intersecciones y uniones. Finalmente, se observa que la inversa de ¢ es continua. Dado h(a) € S(A),

Y~ '[h(a)] = g2(h(a)) = D,. Por lo tanto, ¢ es homeomorfismo. |
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Dada un apb o un abt, cuando sus operaciones A y V estdn definidas para conjuntos infinitos, se habla
de un apb o un abt generalizada (con operaciones generalizadas definidas). Si el infimo y el supremo de un
conjunto arbitrario existe, entonces el apb o abt generalizada es completa. Cuando se tiene este tipo de ope-
raciones definidas, un homomorfismo no necesariamente las preserva. No obstante, cualquier isomorfismo

biyectivo preserva las operaciones generalizadas. Esto se sigue del siguiente lema:

Lema 1.8. Sea h : oy — o, funcion biyectiva con <7; redes, entonces h es isomorfismo si y sélo si se tiene

que h(a) < h(b) siy sélo sia < b.

Demostracion. Si h es isomorfismo, entonces, dados a, b € o7 tales que a < b, se tiene que a = a A b, de
donde h(a) = h(a A b) = h(a) A (D), es decir, h(a) < h(b). Ahora, dados y;,y, € <% tales que y; < y»,
existen a, b € o tales que y; = h(a), y» = h(b), y h(a) < h(b), entonces h(a) = h(a) A h(b) = h(a A b).
Por lo anterior a = h~'[h(a)] = h~'[h(a A b)] = a A b, es decir a = a A b, de donde a < b.

Ahora, sea h : o/j — 9 biyectiva tal que h(a) < h(b) siy sélo si a < b. Entonces, comoa Ab < ay
aAb < b,setiene que h(a Ab) < h(a) y h(a Ab) < h(b). Seay € o4 tal que y < h(a) y y < h(b), entonces
existe ¢ € &7 cony = h(c), de donde h(c) < h(a) y h(c) < h(b). Por hipdtesis esto implica que ¢ < a'y
¢ < b, entonces ¢ < a A b, de donde h(c) < h(a A b). Con esto se obtiene que h(a A b) = h(a) A h(D). De

manera anéloga se observa que h(a v b) = h(a) v h(b). Finalmente, sean a,b € 7 tales que h(a) = h(b),

entonces h(a) < h(b) y h(b) < h(a), esto implica que a < by b < a, es decir a = b. m|

Corolario 1.2. Sean o, o/ dlgebras booleanas generalizadas, y h : oy — g isomorfismo biyectivo,

entonces para ay,a, € < tales que a; = AzeTl a, yay = YteTz a;, con Ty, Ty conjuntos infinitos, se tiene

que h al AteTl y h az YtETz

Demostracion. Sean ay,a, € <7 tales que a; = AteTl a,y a; = YteTz a;, con T, T, conjuntos infinitos.
En tanto A @ < @,y a; < Y p a; para toda a;, entonces h(a;) = h (A,6T1 a)) < h(a,),y ha;) <
h(Y,er a:) = h(az), por ser h homomorfismo. De aqui h(a1) < A,cri h(ar) ¥ Y ers h(a:) < h(az). Esta
parte siempre se tiene. Dado y; € @4, yi = h(b) con b € & tal que h(b) < h(a,) paratodat € T; se
tiene que b < @, de donde b < aj, y por ello h(b) < h(ay), entonces se tiene que h(a1) = Az, h(

Andlogamente si y, € @4, y, = h(c), con ¢ € o/ cumple que h(a,) < h(c) para toda t € T, se tiene que

a, < ¢,y porello a; < ¢, entonces h(ay) < h(c), de donde h(ay) VteTz O

Definicion 1.20. Sea h : ofy — o funcion con <7 apb o ab generalizadas entonces, se dice que h es

un Q—homomorfismo pseudobooleano (booleano) si para cualesquier elementos ay,a, € <7, tales que
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a; = /\teT] a, y ay = Y ier, @i, con Ty, Ta conjuntos infinitos, se tiene que h(a;) = /\teT‘ ha,) y h(ay) =
YreTz h(a,)

Definicion 1.21. Sea h : oy — B(X) funcidn con o) apb generalizada y B(X) el abt de subconjuntos
de (X, T) espacio topoldgico entonces, se dice que h es un Q—homomorfismo pseudo booleano si para

cualesquier elementos ay,a; € < tales que a; = AIGTI a, ya, = YIGTZ a;, con Ty, T, conjuntos infinitos,
se tiene que h(ay) = I N cp, h(a;) y h(az) =Y e, h(ar)

En McKinsey and Tarski [1948] se da una condicién para que el isomorfismo de Stone preserve opera-
ciones generalizadas cuando se considera como una funcién inyectiva &/ — B(S(A)) de un apb o abt en
el campo de subconjuntos de su espacio de Stone. Consiste en restringir su dominio a un tipo especial de

filtros, denominados Q—filtros. Se definen de la siguiente manera:

Definicion 1.22. Dada <7 apb o abt, y Q conjunto de elementos expresables como el infimo o supremo de

un conjunto infinito S = {s;:}er, un filtro\] < o es un Q—filtro si para todo q € Q, se tiene que:
» Siqg="Y 5 Sy q€E\, entonces existe un indice t, tal que s,, € /.
» Siqg= A,y yq¢\, entonces existe un indice ty tal que s;, ¢ \/.

En Rasiowa and Sikorski [1963] se da una condicion topoldgica para la existencia de tal tipo de homo-
morfismo. Con esto se tienen todos los elementos para enunciar los teoremas de representacion correspon-
dientes a las estructuras presentadas. Estos teoremas constituyen parte de los teoremas centrales y cldsicos de
Rasiowa and Sikorski [1963]. Por esto se remite al lector a las demostraciones originales. Para referencia y

consulta de tales, se da el capitulo, pardgrafo y seccion correspondientes a la edicién dada en la bibliografia.

Teorema 1.2.1. (111, 4.3) Toda dlgebra booleana topoldgica <7 es isomorfa a un campo de conjuntos topo-
l6gico de un espacio X con |X| < 21|, La familia {h(a) : a = la,a € o/} con h : & — B(X) isomorfismo,
es una base para (X,7). Si se tiene un conjunto numerable de elementos expresables como el supremo e
infimo de conjuntos infinitos, se puede asumir que h, el isomorfismo de Stone preserva las operaciones

generalizadas

Este teorema es el andlogo mds directo al teorema de representacion de Stone, pues el espacio asociado a
&/ abt tendrd como universo S(A), en tanto que para dotarlo de topologia, se toma como base precisamente a
la clase {h(a) : a = la,a € </ }. Como tal h se puede tomar el isomorfismo de Stone restringido a Q—filtros.
No obstante, Rasiowa and Sikorski [1963] da también otro tipo de representaciones especiales bajo las cuales

se garantiza la existencia de Q—homomorfismos, dadas en los siguientes teoremas.
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Teorema 1.2.2. (111, 10.1) Sea </ abt generalizada, para cada conjunto numerable de elementos representa-
bles como el supremo o infimo de un conjunto infinito, existe Xo conjunto de irracionales, y h : o/ — B(Xy),

Q— isomorfismo topoldgico.
En el caso de las abt finitas se opta por una representacion especial dada en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.3. (111, 8.3) Toda dlgebra booleana topologica finita es isomorfa a un campo de subconjuntos

de un subespacio abierto denso de un espacio topologico métrico denso en si mismo.

Las propiedades que restan por presentar para las apb dependen de la relacién que existe entre estas

estructuras y las abt, y se presentan en los siguientes lemas

Lema 1.9. Para toda dlgebra pseudobooleana <f , existe un dlgebra booleana topoldgica 9B, tal que <f =
G(#).
Demostracion. Sea f apby considérese B = {{/ < o : {/ es filtro primo}. Se tiene entonces que mediante
h: 4 — B,conh(a) ={\ € B:aecV\}, & esisomorfa a h[.</]. Si pérdida de generalidad se considera
entonces que h[<7] es una subdlgebra del dlgebra booleana p(B).

Entonces, se considera & = (/) el dlgebra booleana generada por <7, que es una subdlgebra booleana
de ¢(B). Sblo en esta demostracién se denotard mediante = al pseudocomplemento relativo en Z. Se

observa que todo elemento b € Z es de la forma:

ay=daj A...\a, = d, con aja. € Ay a;=d;=a’Vvd,. (1.1)

Para verlo, se nota que por lo mostrado en el lema 1.2, todo elemento en % es también de la forma
N (v';’;]a,-, ;). En virtud de esto, solo se debe mostrar que cada elemento V' ai; puede ser visto de la
forma a® v b con a,b € o7. Entonces, dados ay, .. .a,, bi,...b, € &/, conn,m = 0, no ambos cero, se tiene

que si se toma

agA...ANa, si0<n

0 sin=0

byv...vb, si0<m

1 sim=0

entonces se puede expresar cada elemento en % en la forma dada en la ecuacién 1.1 Por otro lado, todo

elemento de la forma 1.1 estd en Z. Ahora, se define un operador interior en % por casos. Para b € %, con
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b=ay = ajAr... na, = ay,setomalb =a; — da| A...Aa, — a con — el pseudocomplemento relativo

en &7, en tanto que para a € o/ la = a. Se observa que tal definicién no depende del representante. Primero,
p / .y . . p ,

a — d < a= d, pues por definicién de pseudocomplemento relativo se tiene que a A (a — d’) < d’, lo

que significa que @ — @’ < a = d’, nuevamente por defincion de pseudocomplemento. Entonces, si se tiene

que

ar=djh... ay=da,<a=d

en tanto que a; — a, < a; = a,, implica que

ay > djA... NGy > d,<a; = a;A...\a, = a,

entonces

(g = ajA...hay > ap) ha<(ag=aj A... a, = a,) Aha<d

por definicién de pseudocomplemento. Se concluye que

ay > djA... ay > d,<a—d

nuevamente por definiciéon de pseudocomplemento. De aqui que si

/ / / /
b=a1=da A...h a1y =a),=0a1=d;A... A1y =>0ay,

entonces la siguiente condicién:

ajg=di A ANay, = d), <ap = dy A Aay, = ay,

implica que

ajg > dj Ao Aay, —>d), <ay > dy A Ady, > dy,

y por medio de la otra desigualdad se tiene que
/ / / /!
Ib=a; — g Ao Ay > A, =021 > Ay Ao Aoy — Gy,

Se observa que es operador interior. 1. Para a;,a; € <7, en tanto que Ia; = a; e lay = ay, se tiene

que I(a; A a) = aj A ay, pues a; A a; € &/ es un elemento abierto, y a; A a, = Ia; A Ia, Para by =
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ap = a’l’l Ao Aap, = a’l’n yby =ay = “12,1 Ao NGy, = a’z’n se tiene que I(by A by) = I((a1; =
ajy Ao Aay, = ay,) A(ay = dy A... Aay, = ay,)) que por definicién y asociatividad es (a1 —
a’M A Adry, Ha’l’n)/\(az,l — a'll A Adyy, Ha’zn) =1Iby Alby.2.Parab = a; = aj A... Aa, = a,
se tiene que Ib = a; —>a'] Ao Aay, —d, <ap :>a’l A...Aha, = a, =b.Paraa € &, esta propiedad es
inmediata.

31Ib = I(ay — a} A ... ANa, — a,) = ay — d} A... Aa, — a, por ser elementos de <7, y
ay — a; A ... Aa, — a, = Ib. Nuevamente para a € </ se observa esta propiedad inmediatamente.

Finalmente /1 = I(a = a) =a=a = 1.

Observacién 1.2. Paratoda B abt, y o = G(B) el apb de sus abiertos, se tiene que para a, € o = G(R)
con T conjunto infinito, Y .y a, existe en o/ si'y s6lo si Y . a, existe en ZB. La condicion suficiente es
inmediata pues VzeT a; es un elemento abierto, en tanto que para la condicion necesaria se observa que
sia =Y ora; en of, entonces siempre se tendrd que a = Y ,.r a; en B, de forma que si b € B es tal
que b = a, para toda t € T, entonces a, = la, < Ib < b como Ib € <, se tiene que a < Ib < b,
entonces a = YreT a; en B. Ahora, se observa que si AteT a, existe en B, entonces también existe en <&/
Y Nerar =1 Neparen . Dado b = \,.pa, en B, se tiene que b < a, para toda t € T, de donde
Ib < la, = a, paratodat e T. Dado a € < tal que a < a, para todat € T, entonces a < b por definicion e
la =a < Ib<b dedondelb =1\, a; en /. Entonces, si B es un abt completa, & = G(AB) también

lo es.

Lema 1.10. Sea <7 apb, entonces, existe h : o/ — G(X) Q—isomorfismo pseudobooleano en una subdlge-

bra de G(X) con G(X) completa.

Demostracion. Sea o apb, por lema 1.9 o/ = G(%) con B = (/) el abt generada por 7. Por el teorema
1.2.1 se tiene que h : B — S(Z) el isomorfismo de Stone en S(B) el espacio de Stone asociado a & es
isomorfismo booleano, y % es isomorfa a S(B). Por corolario 1.2 h : 24 — S(B) preserva las operaciones
generalizadas, y por el lema 1.3 & restringida a &/ = G(%) es isomorfismo pseudobooleano en G(S(B)).
Entonces, como B(S(B)) el campo topoldgico de subconjuntos de S(B) es un dlgebra booleana topoldgica
completa, por la observacién 1.2, G(S(B)) es un apb completa.

Sean a, € &/ con t € T conjunto infinito, y a = Y .7 a, en 7, entonces por la observacién 1.2, se tiene

que a = Y.y a; en A, de donde h(a) = Y o7 h(a,) en S(B). Como g, € <7, h(a,) son bésicos en S(B) de
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donde Y .7 h(a;) € G(S(B)). Por otro lado a también es abierto por lo que i(a) también estd en G(S(B)).
Entonces, h(a) = Y oy h(a;) en G(S(B)).

Ahoraseaa = A, .ya eno/,yc = A,ra en B. Entonces h(c) = A, h(a) en S(B). En tanto
que h(a;) € G(S(B)), por la observacién 1.2, A .y h(a;) = I \,cr h(a;) en G(S(B )) Por otro lado a < g,
implica que h(a) < h(a,) para toda ¢ € T, siendo estos elementos abiertos en S(B) se tiene que h(a) <

Noer h(a;) de donde h(a) = Ih(a) < I N\, h(a;) en G(S(B)). Seab = I \ .y h(a;) en G(S(B)). Por ser

un elemento abierto, se tiene que b = Y, h(b;) con b; € <7, de donde h(b;) < h(a,) paratodai e [y
para toda t € T. Por corolario 1.2 se tiene que b; < a, paratodai € [y paratodat € T en </, de donde
b; < ay h(b;) < h(a) para toda i € I, de donde b < h(a), entonces b = h(a) que es abierto de donde

a) =1 Ny h(a;) en G(S(B)) o

Esto nos garantiza la siguiente observacion
Observaciéon 1.3. Dada </ apb o abt, existe h : &/ — /'* Q—isomorfismo, con &/* apb o abt completa.

Rasiowa and Sikorski [1963] da otro tipo de ab completas que se pueden asociar a un ab cualquiera
mediante un isomorfismo diferente al de Stone en 71, 10.

Como consecuencia de esta representacion, se tiene un teorema de representacion para apb finitas andlo-
go al teorema de representacion para abt finitas. Es decir si el apb es finita, el espacio asociado a esta apb
también lo serd, asi que en este caso, nuevamente se elige una representacion fija dada en el siguiente teore-

ma:

Teorema 1.2.4. (IV, 4.1) Sea (X, 1) espacio métrico denso en si mismo, X # @, y </, apb finita; entonces

existe un denso G € 7, y h : o — G(G), isomorfismo (en una subdlgebra).

Para cerrar este capitulo, comentamos que los problemas concernientes a la completud o completud
fuerte relacionados con los teoremas de representacion 1.2.2, 1.2.3 y 1.2.4 han sido ya atacados como sefiala
Kremer [2014]. Las propiedades y relaciones entre abt y apb sefialadas hasta ahora son las necesarias para
el desarrollo de los siguientes capitulos. No obstante, la teoria desarrollada en Rasiowa and Sikorski [1963]

alrededor de estos teoremas es basta y de interés en si misma.
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Capitulo 2
Logica intuicionista

Como es el caso con cualquier 16gica existen varios cdlculos de pruebas a elegir. Por ejemplo, van Dalen
[2008] dedica su capitulo 5 a la 16gica intuicionista proposicional y cuantificacional mediante un célculo
de pruebas basado en deduccion natural. Puede también verse como una introduccién a las motivaciones de
esta l6gica. En el presente trabajo se sigue el sistema de pruebas tipo Hilbert dado en Rasiowa and Sikorski

[1963] para todas las 16gicas presentadas.

2.1. Légica intuicionista proposicional

El conjunto de simbolos 16gicos para el lenguaje de esta I6gica es el siguiente: S = {(,),[,], =, A, v,—}. El
conjunto de simbolos de pardmetros estd dado por un conjunto de variables proposicionales V = {p; : i € I}

con / conjunto numerable de indices. Las férmulas bien formadas estdn dadas por la siguiente gramatica:

pu=ploel@ero)levele—o

con p € V conjunto de variables proposicionales. Cuando se quiera referir el conjunto de férmulas bien
formadas de manera especial, este se denotard por F. Se debe comentar que aqui se presentan todos los
conectivos pues no son interdefinibles como es el caso con la 16gica clésica, y como se verd mas adelante
una vez dada la semdntica. No estd por demds comentar que esta forma de definir el conjunto de férmulas

bien formadas es equivalente a la definicién por recursién usual en diversos textos de 16gica.! Como conjunto

'Es decir, 1a definicién dada mediante los siguientes casos: Si p € V, p es férmula, y dadas ¢, ¢ férmulas, entonces —, ¢ A i, @ v

21
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de axiomas se tiene:

Al (@ - p) = [(B—7) = (@ > )]

A2 a— (avp)

A3 B— (avp)

Ad (@ —y) = [(B—7y) = (@vB) =)
A5 (@ np) —a

A6 (¢ A B) =B

AT (y—a) = [(y = B) = (y = (@ nB))]
A8 [a = (B—y)] = [(@AB) > 7]

A9 [(@rp) =] = [a— (B—7)]

Al10 (@ A —a) > B

All [a — (@ A —a@)] - —a

a a—p
La unica regla de deduccién es Modus Ponens. B

R1
Esta es la 16gica intuicionista proposicional que se denota Ly ;. Se observa que afiadiendo el axioma @ v —a,
se tiene el cdlculo de pruebas de la 16gica clasica proposicional.

Una secuencia finita ay, ..., @, de férmulas en Ly; es una prueba formal de @ en Ly; a partir de I’
conjunto de férmulas en Ly, si @, = a y para cada @;, i < n se tiene que o a; es una instancia de los
axiomas de Ly; o es una formula en I', o se obtiene inmediatamente como consecuencia de «;,,@;, con
i1,ip < iporlaregla R1. Se dice que a es derivable en Ly, a partir de I si existe una prueba formal de « a
partir de I' y se denota I' -, . Se dice que @ es derivable siI' = @, y se denota -y, , a.

Dado T conjunto de férmulas en Ly, se denota por 7 (I') al conjunto de férmulas mds pequefio que
contenga a I, cualquier instancia de axiomas de Ly; y sea cerrado bajo R1. Tal conjunto se denomina la
teoria de I basada en Lo ;. Si @ € 7(I') se dice que « es teorema de 7 (T'). Si T = @ se obtiene al conjunto
de férmulas derivables en Ly ;. Se dice que una teoria es consistente si existe @ € Ly, tal que a ¢ 7 ().

Equivalentemente, si no existe férmula @ € Ly talque e € 7(I') y —a € T(I)

¥, ¢ — ¥ son férmulas. Y nada més es férmula.
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Dada 7 (T) se considera su dlgebra de Tarski-Lindenbaum U(7") := (F/ ~, <) con F/ ~ el conjunto de

clases de equivalencia dadas por la relacion:

a~p siysblosia >BeT(INyB—aeT ()

y | < |B|siysélosia — e T (T).

Es rutina verificar que la relaciéon ~ es congruencia sobre el dlgebra de férmulas .
Lema 2.1. El dlgebra W(T") :={(F/ ~,<) es un apb

Demostracion. Sean a, € Lo,y ||, |8] € A(T") sus clases. En tanto -5, @ — a, el orden es reflexivo.
Que es antisimétrico es evidente. Finalmente si || < |8] y |8] < |y|, por las siguientes instancias del axioma
Al: (@ = B) = [B—7) = (@—=>9]y(ly =B — [(B—> e — (y > @) y MP obtenemos
quea > yeT()yy — a € T(I). Por lo tanto & es red. Ahora, en tanto (¢ A 8) — @ € 7(I) y
(a A B) — B € T(T) por ser instancias de axioma, se tiene que |a A 8| < |e|y |@ A B| < |B|. Seay € Ly,
tal que |y| < |a|y |y| < |B], entonces (y — @) — ((y — B) — (y — (@ A B))) € T (T) por ser instancia
de axioma. Por la regla R1 tenemos entonces que |y| < |& A B]. Con esto || A |8] = |a@ A B|. De manera
andloga se verifica que |@ v B| = |a| v |B|. Para verificar que el pseudocomplemento relativo de |¢| y |B]
existe, se observa que para cualquier y € L tal que |y| A |e| < |B], se tiene que (y A @) — B € T (I);
y[(y n@) - B] = [y = (@ — B)] € T(I') por ser instancia de axioma. Asi |y| < |@ — B|. Dado
v € Loy tal que |y| < |@ — B, en tanto que [y — (@ — B)] — [(y An @) — B] € T(I), se tiene
la| A |y| < |B]. Se concluye que |@| — || = |@ — S| Entonces, A(7") es distributiva.2. Se observa que por
All |a A —a| < |B| para toda 8 € Lo, de donde |@ A —a| = 0, con lo que 0 € A(T"). De lo anterior se tiene

que [—a| = o — 0| = |a| — |0] = |a|* O

Cuando se hable de 7 (@), entonces su dlgebra se denota A(2).

Definicion 2.1. Una valuacion es una funcion v : V — &, con </ un dlgebra pseudobooleana no degene-

rada, es decir |of| = 2

En tanto que el dlgebra de férmulas es generada por V, y es libre para la clase de dlgebras similares, una

valuacion v extiende a un homomorfismo v : F — &/ como sigue:

2Se recuerda que toda red pseudocomplementada es distributiva
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V(—p) = (W)t V(e —¥) = V() = V()
Ve ny) =v(p) Av(y) Ve vy) =g viy)

2.1

Cuando &/ = A(7"), la valuacién dada por v(p) = |p| es llamada la valuacién candnica. Alternativamente,
dada @ € Ly, y </ dlgebra pseudobooleana fija, entonces @ es una funcién @, : &7V — & que, definida en
el conjunto V generador del dlgebra de férmulas, extiende de manera Unica al dlgebra de formulas. Esto es si
@ = plafuncién ay(v) := py(v) = v(p) extiende de manera natural a férmulas. Es decir, para @ = =8,
BAry,Bvy yB— vy sedefine ay con (—B)e , (BAY)er» BV Y)wr ¥ (B — ) respectivamente;

mediante las siguientes ecuaciones:

(B (v) =B (V)T (BAY)r (V) = Ber(v) Ay (v)
BY V) (v) =B (V) Yy (v)  (B=7)ar(v) =B (v) = vr (v)

(2.2)

por practicidad, cuando asi se requiera, se denotard la funcién @, mediante su caso definido usando la

férmula en cuestion.

Definicién 2.2. Una valuacion v : V. — o/ es un modelo para un conjunto de férmulas T < Lo si
@ (v) = 14 para toda a € T. Una férmula a € Lo es valida en un apb </ si para toda v € <7V se tiene
que @y (v) = 1. Una formula « € Ly es una tautologia proposicional intuicionista si es vdlida en toda

apb, y se denota |=. «

Dada una teorfa 7 (T'), se dice que v € 7" es modelo para 7 (T) si v es modelo para I. Se dice que es
modelo adecuado si @ € 7 (T) siy s6lo si @ (v) = 1. Dada @ € Ly, se dice que es refutable en T (T') si
—a € 7 (T), en otro caso « es irrefutable en 7 (I'). En adelante en este apartado cuando se habla de validez
se habla solamente de validez proposicional intuicionista, y cuando se mencione una teoria 7 ('), serd una

teorfa basada en Lo .
Afirmacién 2.1. Dada o € Ly, si \-,, a entonces = @

Demostracion. Para los fines de esta prueba, dada @ € Ly; y v :— &/ valuacién en un apb, el elemento
a . (v) serd denotado mediante . También, se recuerda que por la observacién 1.1 en un apb, a — b = 1
si y s6lo si a < b. Entonces, sean a, 8,y € Lo;yv: V — o valuacién; se observa que los axiomas son
vélidos.

Para Al, se tiene que ((@¢ — B) — ((B = vy) — (@ = ¥)))w(v) = 1, pues (¢ — B) < ((B —
7) — (@ — %)), ya que por lo observado en el lema 1.1 punto 3., (¢ > B) A (B — y) < (@ — ¥),y
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por definicién de pseudocomplemento, esto implica que (@ — B) < ((B — ¥) — (@ — ¥)), de donde
(@—=p) = (B—-y)—(@a—y)=1

En los casos de A5 y A6 se tiene directamente que los elementos ((@AB) = @) (V) y (@ AB) = B) o (V)
son el maximo en o7, pues (¢ AB) < ¢y (@ AB) < Bdedonde (@ AB) > a=1=(eaArf) > B.
Andlogamente para A2 y A3 se observaque (@ — (¢ v ) (v) =1 =(8— (@ Vv B)x(v).

Para A4, se demuestra que (¢ — y) < (B — y) — ((@ v B) — y)). Para ello basta ver que
(@ > y)A(B—7y) <((@vB)—vy),yparaello basta ver que (@ v B) A [(@ — y) A (B — ¥)] < ¥, quees
igual a[aA[(@ — 7)A(B — 7)]IVIBAL(@ — 1)A(B — 7)]] = [[@Ar)A(B — 7)]¥I(@ — Y)ABAY)] <.
Conesto (@ =) = (B—7) = (@ vp) = ¥)x(v) =L

Anélogamente, para A7 se observa que ¥ A [(¥y — B) A (¥ — @)] < (@ A B), pues el lado izquierdo de
esta desigualdad es igual a y A (@ A B) ya que, por la afirmacién 1.1, se tiene que y A (y — B) = ¥ A B.
Andlogamente se tiene que y A (¥ — @) = ¥ A @. Se concluye que ((y — @) = [(y = B8) — (y —
(@A B)])e(v) = 1.

También, para A8, se tiene que (@ A B) A (@ — (B — ¥)) < ¥, pues nuevamente (& A B) A (@ — (B —
7)) = (@ A B) Ay en tanto que por la afirmacién 1.1, se tiene que @ A (@ — (B —>¥)) = a A (B — ¥),y se
tiene que B A (B — ¥) = B Ay, dedonde (((« = (B—7)) = [(a A B) = ¥])w(v) = 1.

Nuevamente, para A9 se observa que ((@AB) — ) < (@ — (B — 7)), pues (eAB)A((arAB) — y) <y
por definicién de pseudocomplemento. Asi ([(¢ A B) = y] = [@a = (B — y)]) (V) = 1.

Para A10 se tiene que (@ A @™) < B paratoda 8 € Ly, con lo que directamente se ve que ((@ A —a) —
B)or(v) = 1 Finalmente, para A11, en tanto que @ — (@ A @) = @ —> 0 = @t < a™ también se tiene que
(lo = (@ A ~a)] = =) (v) = 1.

Para concluir, se observaque si (@ — B)»(v) = 1 =@ — B,y (@) (v) = 1 = @, entonces se tiene que

a < B,y por lo anterior 1 < 8, de donde 8 = 1.

Afirmacién 2.2. Dadas « € Ly;y T (T') teoria basada en Ly, se denota por || la clase de @ en A(T), y

se tiene:
1. |a| =1siysdlosiaecT ()
2. «a es irrefutable siy solo si |a| # 0

3. T(T) es consistente si 'y sélo si |N(T)| =2
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Demostracion. 1. Sea a € Ly tal que |a| = 1, entonces |(a A —a) — B] < |a|, es decir [(@ A —a) —
Bl = @€ T(I). Como (& A —a) — B € T (T) por ser instancia de A10, @ € 7(T'). Si @ € 7(I'), en tanto
que ¢, @ — [(@ —> @) — a],setiene @ — [(@ » @) — a] € T(I') de donde (¢ — @) > @€ T(I), es
decir |(@ — )| < |a|, pero |(@ — @)| = 1 de donde |a| = 1.

2. Si a es irrefutable, entonces —a ¢ 7 (T) y por 1., || # 0, pues si |a| = 0 entonces |a|* =1 = |—a|,
de donde —a € 7 (I'), contradiciendo —a ¢ 7 (I'). Por otro lado si |a| # 0, tenemos que |—a| # 1, y por 1,
—a ¢ T ().

3.Sea 7 (T) tal que |A(7)| = 1.SeaB e T(T), por 1, |3| = 1, de donde |—B| = |B|t = 17, en tanto que
|A(T)| =1,1T =1,ypor 1. =B € T(I), de donde 7 (I') es inconsistente. Por otro lado, si existe a tal que
a€T(l),y —a € T(),entonces || = 1,y |—a| = 1, y por ser red || A |—a| € A(T"), y por lo anterior
|&| A |—a| = 1. Como para toda B € Loy, (@ A —a) —> B T('), 1 = |a| A |—a| < |B| = 1, entonces

A(T)] = 1. o

Afirmacién 2.3. SeanT < Loy T (T) su teoria basada en Ly ;; entonces, el conjunto T, = {|a| € A(D) :

@ €T} yel conjunto . = {|a| € W(@) : @ € T(I)} cumplen lo siguiente:

1. Vp = Tap)
2. T(T') es consistente si y sélo si \[. es propio

Demostracion. 1. Primero, se observa que \/ es filtro. Sean @, 8 € 7 (I') con ||, |B] € V., entonces en
tanto que -, @« — (8 — @), — (8 — a) € T(I') y de ahi @« — B € 7 (I'). También -z, a — « implica
que @ — « € 7 (I'). Por la siguiente instancia del axioma 7: (¢ — @) — [(@¢ = B) = (@ = (@ A B))] ¥y
MP a A B T (I), de donde |a A B| € V-

Ahora sea |a| A |B| = |@ A B] € Yy, entonces @ A B € T(I),yentanto (e Af8) —» a € T(I)y
(@nB) > BeTI),setienequea € T(I')yB e T(I), es decir |a|, |B] € V. Se concluye que V- es
filtro.

Sea G = {|a| € (@) : |a1|,.... || € Tgp|i|A, ... A|ay] < |al}. Dada a € T(I), existe a1, . ..., ay,

prueba de @ en Ly a partir de I'. Sin = 1, entonces, o @ es instancia de axiomao a € I'.

Si « es instancia de axioma, entonces g, @, y por la afirmacién 2.1, a| = 1 € A(2). Entonces, para
cualquier conjunto finito de clases en I, se cumple que | |A, ..., Ala,| < |a|. Sia € T, entonces cumple
la propiedad anterior para el infimo de |@| misma. En ambos casos || € G.Sin=3ya; =8 — v, a2 =3,

y @3 =y = «; por hipétesis existen ||, [8;| € T|q,con1 <i<ryl < j< s, paraalgins,r € w, tales
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que Alai| < |8 = yl,y AjlBjl < |B|, de donde Aifai| A AjlBj| < (IB] A (18] = IY])) = 1B A [y] < Iyl y
con ello |y| € G. Si suponemos viélido para una prueba de longitud m, entonces para una prueba de longitud
m + 1 el resultado se sigue de los casos aqui sefialados.

Dada |a| € G, existen ||y, ... |a|, € Ty tales que A7_,|a|; < |a|. Como |a|; € /., paratoda i,y /|- es
filtro, |a| € /.. Por lo tanto \/. = (T'4))

2. Finalmente, si 7 (I') es consistente, existe @ tal que @ ¢ 7 (I'), y || ¢ V; también es directo el

regreso pues si existe |a| ¢ V/; entonces a ¢ 7 (). ]
De lo anterior podemos obtener los teoremas de finititud y de la deduccion para Ly :

Teorema 2.1.1. (de finitud)

I \—z,, B siy solo siexisten a; € T', 1 <i < rtales que -z, (a1A,... ) =

Demostracion. SiT +r,, 8, entonces B € 7 (I'). Considerando /[, se tiene que || € A(D) es tal que |B] €
V- Por el lema anterior, existen @; € I'con 1 < i < rtales que (|a|iA, ..., Ala|,) < |B], con |e|; € (D).
Entonces |(a1 A, ..., Aa;) — B| = 1 en (@) y por la afirmacién 2.2 (@A, ..., Aq,) — B € T(2), de
donde -y, (a1 A,..., Aa) = B

Sity, (@iA,..., @) = B,cona; €T,y 1 < i< r entonces |(a1A,..., a,) — B] = 1, es decir

lai A, ..., Aa,| < |B], de donde |B] € V., y conellog e 7(I'),de donde I -z, . ]
Corolario 2.1. (Teorema de la deduccion) a \~r,, B si'y sélo si -z, a — B.

Teorema 2.1.2. Para toda formula a € Ly las siguientes son equivalentes:

3. a esvdlida en toda apb de conjuntos abiertos de un espacio topologico X.

4. awg)(vo) = 1 con vy la valuacion candnica

5. a esvdlida en toda apb finita.

6. « es vdlida en toda apb finita con a lo mds 2> elementos con r el niimero de subférmulas de a

7. « es vdlida en el apb de todos los subconjuntos abiertos de un espacio métrico denso en si mismo

distinto del vacio
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Demostracion. 1. — 2. Por la afirmacién 2.1. 2. — 3. Directamente. 3. — 4. Sea a € Ly que cumple 3.
Por lema 1.10, existe & : A(@) — G(X) isomorfismo. Se define v; : V — G(X), con vi(p) = h(py(e) (o)),
valuacién. Vistas como una funcion de @ € Lo, vi(@) y h(@y(e)(vo)) son funciones del dlgebra de formulas
en G(X), que coinciden en el conjunto generador del dlgebra de férmulas, por lo que su extensién a férmulas
es un homomorfismo que preserva la igualdad entre las funciones, pues la extension es tnica. Entonces
ag(x)(vi) = X, por hipétesis, esto es h(ay(e)(vo)) = X, entonces ayz)(vo) = 1; por ser / isomorfismo.

También 3. — 5. Seav : V — & con & apb finita tal que ay(v) # 1, porel lema 1.9 o7 = G(o),
con .27 dlgebra booleana topoldgica, entonces @ no es valida en esa dlgebra pseudobooleana de conjuntos
abiertos de 7). De la misma forma 3. — 6.y 3. — 7. directamente.

4. — 1.Si¥y, a,entonces @ ¢ 7 (@), y |a| # 1 por la afirmacién 2.2, por ello ayp)(vo) # 1 4. — 5.
Seav : V — o con </ apb finita, tal que az(v) # 1, entonces ¥y, « por la afirmacién 2.1, es decir
a ¢ T (2),por 1 |a| # 1, es decir ay(g)(vo) # 1.

5. — 4. Seaa € Ly, tal que ay(g)(vo) # 1. Considérese entonces el conjunto Ag = {|B| € A(2) :
B es subférmula de a} y sea r = |Ag|. Entonces, por corolario 1.1 existe 2% apb, que es subdlgebra de A(2),
tal que Ag S %%, 1.4 € o, con cardinalidad es menor igual a 2%, y respeta las operaciones de %(@) . Como
la valuacién de a depende sélo de la valuacién asignada a sus variables proposicionales, para v : V — (@),
con v(p) = vo(p) si p es subféormula de @, v(p) = 1 en otro caso, se tiene que ay(z) (Vo) = @ (V).
Finalmente, se observa que |8| € % para 8 subférmula de @, lo que se verifica directamente en el caso
de las variables proposicionales, y se da por hipdtesis de induccidn para cualquier otra subférmula. Por ser
subdlgebra, tenemos que @, (v) # 1. De la misma forma 6. — 4.y 5. — 6. directamente.

7. — 5.Seav:V — o con < finita, tal que a.(v) # 1. Por teorema 1.2.4, existe hy : &/ — G(G)
isomorfismo con G € 7, denso y (X, 7), espacio métrico denso en si mismo. Entonces hov : V — G(G)
es valuacién, y aggy(ho o v) = h(an(v)) # G, pues ay(v) # log,y hg es isomorfismo. Se considera
hG(X) — G(G), con hi(U) = U n G, homomorfismo sobre. Para p € V existe U, € G(X) tal que
h(v(p)) = hn(U,).

Seav; : V — G(X), con vi(p) = U,. Entonces, nuevamente s; o v; : V — G(G) es valuacién que
coincide con g 0 v, y agg)(h1 o vi) = hi(agx)(v1)) = agG)(ho o v) # G, de donde agx)(v1) # X, pues

hy es homomorfismo.

De lo anterior se puede ver entonces, como se comentd al inicio de esta seccidn, que por ejemplo, aqui
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se cumple que @t v 8 < @ — B, pero no se da la igualdad. También se tiene que ™ v 7 < (@ A B)™T, sin
que se cumpla la igualdad. Por ello es necesario incluir todos los conectivos, como serd también el caso en

el lenguaje de primer orden.

Lema 2.2. Las siguientes son equivalentes:
1. T(T) es consistente
2. Existev:V — o, modelo para T ().
3. Existe un modelo adecuado.
4. Existe un modelo adecuado en G(X)

Demostracion. 1. — 2. Sea 7 (T') consistente, entonces por la afirmacién 2.2 A(7") con la valuacién cané-
nica es modelo para 7 (I'). 2. — 3. Si existe v : V — &, modelo para 7 (I'), entonces 7 (I') es consistente
y por la afirmacién 2.2 %(7") con la valuacién candnica es ademds modelo adecuado. 3. — 4. Si existe
v : V — & modelo adecuado para 7 (') en .o/ apb, entonces por lema 1.10, existe 1 : &/ — G(X) iso-
morfismo, entonces hov : V — G(X) es modelo adecuado, pues si @ € 7 (I'), entonces a(v) = 1,y
h(ay(v)) = 1 = X por ser h homomorfismo pseudobooleano. Y si h(a(v)) = 1 = X entonces @ (v) = 1
pues A es isomorfismo. 4. — 1. Sea v : V — G(X) modelo adecuado para 7 (T), y sea @ € 7 (I'), entonces

ag(x)(v) = 1, de donde (ag(x)) " (v) = 0, es decir —a ¢ 7 ('), de donde 7 (I') es consistente. m|

Para la prueba de completud fuerte en este caso se recuerda que la ldgica proposicional cldsica tiene el
mismo conjunto de férmulas bien formadas que Ly ;. Su cédlculo de pruebas contiene todos los axiomas de
Ly afiadiendo el axioma & v —a, y la misma regla de derivacién. Es conocido que es correcta y completa

con respecto a la clase de dlgebras booleanas. Entonces ser hard uso de las siguientes nociones:

Definicion 2.3. Para cada T < Ly, se determinan dos teorias: T (T') la teoria de T basada en Ly, y se

considera T ()., teoria de T basada en la l6gica cldsica proposicional, con el mismo lenguaje

Entonces dado I € Lo, para 7 (T'), su dlgebra de Tarski-Lindendaum serd denotada como se ha hecho
hasta ahora U(7"), en tanto que para su teoria cldsica asociada 7 (T')., dicha élgebra serd denotada A(7")..

Seal' € Lo, 7(I'). y 7 (I') su teoria cldsica y su teoria intuicionista asociada, con (7)., y A(T") sus
respectivas dlgebras de Tarski-Lindenbaum. Para cada a € Lo, se denota con |a|y(s) su clase en A(7"), y

por |aly(r), su clase en A(T"), Se define la funcion iy : A(T") — A(T)., con hy(|alye)) = |a

AT, S
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observa que esté bien definida pues si @ — B, — a € 7 ('), entonces @« — 3,8 — @ € 7 ('), y es un
homomorfismo pseudobooleano (considerando a 7 (') como apb).

Por otro lado dada una teorfa 7 (I') basada en Ly; (o basada en la l4gica proposicional cldsica), se
considera Vrm el filtro determinado por la teorfa en A(@) (A(?).) definido en el lema 2.3. Entonces dada
a € Loy, se denota por |alyr) la clase de @ en A(T7") y por |aly(z), su clase en A(@). La funcién h, :
A(@) — A(T"), con hy(|alu(e)) = |@|ur), es un homorfismo pseudobooleano (booleano) sobre.

Ademds se observa que /1 (|a

w(z)) = luer) siysolosia e 7(T),siysélosiae VFM. Dadaa € Ly,
tal que ha (|alu(e)) = lu(r), se tiene que ||y = 1y por la afirmacién 2.2, se tiene entonces que @ € 7 (T').
Si @ € 7(I'), por la misma afirmacién |a|y) = 1 = ha(|afu(e))-

Se tiene que el conjunto \/ = {|a| € A(D) : ha(|a|) = ly)} es un filtro. Entonces h3 : A(2)/ —
A(T), con hz(||e|]) = ha(|a|) es un isomorfismo pseudobooleano (booleano) biyectivo. Asi, dada 7 (I'), se
tiene que A(7") es isomorfa a A(2)/ /.

Ahora, sea (@), el dlgebra booleana de férmulas derivables en la 16gica cldsica proposicional, sobre V
conjunto de variables proposicionales, entonces se considera su discontinuo de Cantor, sobre V, ( recordar
definicién 1.19 ) Es decir, como conjunto base tenemos a las funciones 2", con V el conjunto de variables
proposicionales, y a cada p € V se asocia D, = {f € 2" : f(p) = 1}. SedenotaconD = {D, : pe V},y
con D = (D), el dlgebra booleana generada por D. Entonces la topologia generada tomando a 9 como base,
serd denotada 7o, y es la topologia del discontinuo de Cantor sobre V. Ahora, sea P = {|p| € A(@) : pe V}
Entonces hy : P — D, con h(|p|) = D,, es una funcion biyectiva del conjunto de generadores de A(@). en
el conjunto de generadores de D, por lo que extiende a un isomorfismo Ay : A(2). — D.

Con base en lo anterior damos una prueba de completud fuerte de la 16gica Ly con respecto al discon-

tinuo de Cantor, que se menciona como conocida en Kremer [2014].

Teorema 2.1.3. Sea 7 (') teoria consistente basada en Ly, entonces existe v : V. — G(X), con (X,7) el

discontinuo de Cantor, modelo de T (T).

Demostracion. Dada T (T') consistente, por lema 2.2, existe v : V — &/ modelo adecuado para 7 ('), como
tal modelo podemos tomar vy : V — A(7") la valuacién canénica sobre su dlgebra de Tarski Lindenbaum.
Entonces, como se coment6 arriba a; : (7)) — W(T )., con hi(|a|) = |aly), es homomorfismo pseu-
dobooleano. En tanto que A(7"),. es isomorfa a A(@)./ Y/, el filtro determinado por 7 (T)., sin pérdida de
generalidad /; se considera entonces como una funcién i, %(7) — A(@)./ /. Entonces, se denota por H la

composicién hy o hy : A(T) — Tp, con hy restringida a A(2)./ Y/, que es homorfismo pseudobooleano.
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La composicién Hovg : V — 15, es una valuacién en una subalgebra de los abiertos cerrados del discon-
tinuo de Cantor, y es modelo para 7 (I'), pues dada € 7 (I'), se tiene que ag(,v)(Hovy) = H(ayr(vo)) =

H(lyr)) = 2", por ser H homorfismo pseudobooleano.

2.2. Lédgica intuicionista de primer orden

El lenguaje de la 16gica intuicionista de primer orden, estard dado sobre el lenguaje de la 16gica de primer
orden numerable. Es decir su conjunto de simbolos es numerable. El conjunto de simbolos 16gicos consta
de los simbolos de conectivos de la l6gica Ly ;, mas los siguientes elementos: 1.- V un conjunto numerable
de variables individuales, 2.- = un conjunto numerable de variables para cuantificar y 3.- 3 V simbolos de
cuantificadores. Los simbolos de pardmetros estin dados por {f,, : m € w} un conjunto de simbolos de
funcién, y {0, : m € w} un conjunto de simbolos de predicados. El conjunto de simbolos de funcién
unidn el conjunto de predicados es denotado por ®. El conjunto de simbolos del lenguaje es denotado por
S. Se observa que el lenguaje no contendrd igualdad. El conjunto de términos denotado por 7 se define

recursivamente:
m Sixe V,entoncesxe T
w» Sif,,e@dearidadmyt ...t,, € T,entonces f(t;...t,) €T

Las funciones de aridad cero son consideradas constantes. Se observa que se puede tomar a los términos
como un dlgebra generada por el conjunto de variables libres tomando como operaciones, precisamente los
simbolos de funcién {f;, : m € w}. Dado p, € {p,, : m € w} se considera a p(xy, ..., x,) como una férmula

primitiva. Las formulas bien formadas estdn dadas por la siguiente gramatica:

pu=p) —e (e ne)|(@ve)|(p— )| Vép(x/é) | Ip(x0/é)

con ¢t € T el conjunto de términos y & variable para cuantificar que no aparece en ¢(xp). El conjunto de
férmulas bien formadas de esta logica, se denotard mediante F. Dada @ € L, se denota al conjunto de
variables individuales de & mediante V — var(a), y al conjunto de variables para cuantificar mediante = —
var(a). Se dice que @ es una férmula cerrada si V — var(a) = @, de otra forma se dice que « es abierta.

Dada a € £ férmula abierta, su cerradura es toda férmula de la forma Véa(€), y se denota @. El conjunto
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de axiomas estd dado por todas las instancias de sustitucién dadas por las férmulas bien formadas de este
lenguaje de los axiomas Al1-Al1 de la seccidn anterior. Su cdlculo de pruebas estd dado por la regla R1,

unidn las siguientes:
(X1, .. Xm)

alty,...ty) R2

ORY I
Ia(x/E) > B Tconx ¢V —var(B)y & ¢ E — var(a(x))

a — f(x) R4
a — VEB(x/€) conx ¢V —var(a)yé ¢ E—var(B(x))

Ja() - B

a(x) - B con¢ ¢ E — var(a(x))

a — VEB(E) R6
a — B(x) con¢ ¢ E — var(B(x))

Esta es la l6gica intuicionista de primer orden que denotaremos por £; ;. Para denotar que una férmula
a pertenece al conjunto de férmulas bien formadas asi definido se dird que @ € L ;.

De manera andloga a la seccion anterior se dice que una sucesion a1, ..., @, de férmulas en £;; es
prueba formal de a en L) ; a partir de I' conjunto de férmulas en £, si @, = @, y para a; se tiene que ¢;
es una instancia de axioma, o @; € I', 0 @; es inferencia inmediata de a;;, @, con il,i2 < i mediante alguna
de las reglas R1 — R6. Una férmula « es derivable en .L; ;, a partir de un conjunto de férmulas I' denotado
I -y, a si existe una prueba formal de @ a partir de I'. Se dice que una férmula « es derivable en £, ; si
existe una prueba de « a partirde I' = @, y se denota -, , a.

Dado T conjunto de férmulas en £;; la teoria de I" basada en L ;, denotada 7 (T') es el conjunto de
férmulas mds pequeflo que contenga a I' union cualquier instancia de axioma de £ ;, y cerrado bajo las reglas
R1—R6. De igual manera que en la seccién anterior siI' = @, 7 (@) es el conjunto de formulas derivables en
L1,y consideramos las nociones de teoria consistente, teorema y férmula refutable e irrefutable en analogia
a la definicién dada en la seccidn anterior.

Se considera ahora la Q—élgebra de 7 ('), teoria basada en £; ;, denotada 2(7"). Su universo estd dado
por las clases de equivalencia |||l determinadas por la relacién: @ ~ Bsiysflosia — g€ T(I)y
B — a € T(I). bajo el orden |||l < ||Bll siy s6lo si @ — B € T(I), con operaciones generalizadas Y, A
definidas sobre un dominio comin 2 < ¢(F/ ~)\{@}. Tal dominio se define de la siguiente manera: D € 2

siy s6lo si existe a(x) € F tal que ||a(¢)|| € F/ ~ paratodo t € Ty, con Ty < T, conjunto de términos con una
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cantidad numerable de variables individuales y D = {||a(7)||},cr,. Entonces, las operaciones generalizadas

se definen de la siguiente manera:

||3§:3(x0/§)” = YreTollﬁ(t)”
IVEB(xo /N = Ner IBO)I

2.3)

en el orden dado en A(7), con ||B(¢)|| € D, para D € 2. Por lo hecho en la seccién precedente, se tiene
que el dlgebra (F/ ~, <) = (F/ ~, +, A, Y, —) es un apb, pues los mismos agumentos esgrimidos para esa
prueba, se aplican en el caso en que las férmulas estén dadas en £, ;. Entonces, solo resta observar que las
operaciones generalizadas se corresponden a lo que dicta el orden dado. Se observa que, VEB(&) — VEB(£) €
T (T), por ser derivable en L, ; y por R6 Y&B(£) — Bx € T(I'), con & ¢ = — var(B(x)). Por R2, tenemos
que VEB(E) — B(r) € T(T) para todo t € Ty, de donde ||[VEB(E)Il < ||B(7)|| para todo ¢ € Ty, de donde
IVEB(E)Il < Ater()”ﬁ(f)”- Por otro lado, si existe @ € £ tal que |||l < ||8(7)|| para todo ¢ € Ty, entonces,
se toma x € Ty, tal que x no aparezca en a, que existe ya que T contiene un nimero infinito de variables
libres, entonces @ — B(x) € 7 (I') y por R4, se tiene que @ — VEB(£) € T(I), con & ¢ = — var(B(x)) de
donde ||| < |IVEB(£)Il. Se conluye que ||VEB(£)|| = /\teTUIIB(t)II

Andlogamente se ve el caso para el existencial. Como las operaciones generalizadas sélo estdn definidas
en su dominio &, se puede entonces concluir que A(7") es una apb generalizada. Se denotar a la clase de
dlgebras booleanas generalizadas mediante A®

Se denotard A(7") la Q—adlgebra de la teoria 7 (T'). Si se considera 7 (@), entonces su Q—algebra se
denota A(D).

Definicién 2.4. Una realizacién de términos de un lenguaje L, en un conjunto J # @ es un mapeo R
definido sobre el conjunto de simbolos de funcion de L, tal que a cada f,, le asigna una funcion fg : J" —

J.

SiJ=T,y fr(ti,....t,) = f(t1,....1,), entonces, R se denomina la realizacion candnica de los términos

de L

Definicién 2.5. Una interpretacion o realizacion de L;; en un conjunto J # @y </ apb completa no
degenerada es un mapeo R definido en O tal que a f,, € ©, le asocia fg : J" — J, una funcion en J; m la

aridad de f,, y a cada p,, € O le asigna pg : J" — .

Cuando & es <%, entonces se dice que es la realizacion semdntica, cuando < es G(X) con (X, ) es-

pacio topoldgico, se dice que es una realizacion topoldgica. Si &7 no es un apb completa, pero todas las
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operaciones generalizadas estdn definidas en su dominio, entonces, también se considera una realizacion.
Alternativamente, si <7 no es completa, en tanto que por el lema 1.10, existe & : &/ — G(X), con G(X)
completa, entonces, se puede considerar cualquier apb no degenerada como dlgebra para definir una reali-
zacién. De forma auxiliar, se consideran también realizaciones sobre &/ = & 0 %/, definidas adelante en

2.11 y 2.13, respectivamente.

Definicioén 2.6. Dada una realizacion R de L, en J + @ y 7, una valuacién de L, ;, en J es una funcion

v:V — J con V conjunto de variables individuales de L, ;.

Dada una realizacién de términos R en un conjunto J # @ t € T, con T el conjunto de términos de Ly,
determina una funcién que toma una valuacién v : V — J y regresa un elemento en J, tz de la siguiente

forma:

R (v) v(x)

fti. . tw)r(V) Jr(tir(V), - tur(v))

Dada una realizacién R en un conjunto J # @y o/ apb completa, @ € £L;; determina una funcién que toma

una valuacién v : V — J y regresa un elemento ag en <7, definido por recursién como sigue:
Jr(v)
)r(v)
Jr(v)
B—=7r(v) = Br(v) = yr(v) 24
Jr(v)
)r(v)
Jr(v)

conw; : V — J valuacién tal que w;(x) = v(x) si x # xo, w;(x) = j en otro caso.

Definicion 2.7. Dada una realizacion Rde Ly en J + @y o/ apb completa, se dice que: 1. Una valuacion
veJV de L en Rsatisface @ € L si ag(v) = 1. 2. @ es satisfacible en R si existe v € JV que satisface
a. 3. R es modelo para @ € Ly si ag(v) = 1 para toda valuacion v : V. — J en R. En este caso se dice
que a es vdlida en R. 4. Dado I < L, ;, conjunto de formulas, R es modelo para I si R es modelo para toda
a €l 5 Dada a € L, sedice que es una tautologia de la 16gica intuicionista de predicados si « es vdlida
en cualquier realizacion R en toda apb, denotado =y . Siempre que todo modelo de T sea modelo de una

Sformula a, se denotard T |=q¢ a.
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Afirmacién 2.4. SiT -, o, entonces T =y .

Demostracion. Sea R realizaciéon de Ly enJ # @y o/, modelo de I'; y sea v : V — J valuacién en R,
primero se observa que cualquier instancia de axioma es vélida en R. Sea s : Lo; — L, tal que para
cada a(pi,...,pn) € Los, con p; € V; el conjunto de variables proposicionales de @, sa(py,...,p,) =
a(spi,...,8pn), €con spy,...spy = Pi1,...,Bu, con B; € L. Entonces para toda @ € Ly, se tiene que
sa € L. Si @ = p se tiene directamente que sp = B € L1,y si @ = —¢(pi,...,pn), entonces sa =
=(s¢(p1,...,pn)) € L1 por HI, claramente se tiene para los conectivos binarios pues @ = ¢(p1, ..., py) A
¥(qis- .., qm), entonces s& = s@(p1, ..., pn) AY(q1,- - qm) € Li1pues so(pi,...,pa) Y SY(q1,- - qm) €
L, ; por HI. Andlogamente para las conectivas restantes.

Entonces sag(v) = @ (sv) donde sv : Vo — 7, con sv(p) = s(p)r(v) y Vi el conjunto de variables
proposicionales de L ;. Se observa ambos lados de la igualdad son funciones de @ € Ly, en «7de forma
que para @ = p, se tiene sag(v) = spr(v) = po(sv) = @ (sv). Como ambas coinciden en el conjunto de
generadores de las formulas F' de Ly, su extension al conjunto de férmulas es tinica y es homomorfismo.

Sea @ € L) instancia de axioma de L ;, entonces @ = sB para alguna 8 € Ly; y se tiene que para v,
agr(v) = sBr(v) = B (sv) = 1. Se concluye que cualquier instancia de axioma es vélida en R.

Se verifica que R sea modelo de cualquier férmula @ obtenida mediante las reglas R1 — R6.

Si se us6 R1 para obtener ay, dadas 8 — g, y 3, con B — «, B vdlidas en R, es decir (8 — ao)r(v) = 1
y Br(v) = 1; entonces, como & es apb, Bgr(v) — aor(v) = 1, siy sélo si Br(v) < aor(v), de donde

1 < agr(v), y aor(v) = 1.

Si se us6 R2, para obtener ag = (1, ...,1,) de a(xy, ..., x,) vdlida en R mediante s : V — T'; entonces
para cualquier valuacion v : V — Jen R, la valuacién vy : V — J, v(x) = s(x)g(v) satisface a a(xy, ..., x,),
esdecir 1 = a(xy,...,%,)r(vs) = ar(s(x1)r(V), ..., s(x,)r(V)) = (r(tlg,...,mg))(v) = (ao)r(v).

Siayp = a — VEB() se obtuvo mediante R4 de (@ — B(x)), vilidaen R, con x ¢ V = var(a) y
& ¢ E—var(B(x)), entonces 1 = (@ — B(x))r(v) = ag(v) < Br(x)(v). En tanto que x ¢ V — var(a),
ar(w;) < Br(x)(w;) paratoda j € J, con w; definida en la ecuacién 2.4. Entonces ag(v) < Br(x)(w,), de
donde ar(v) < A jc;Br(x)(w)), es decir (& — VEB(x/€))r(v) = 1. De igual manera se verifica que R3
preserva validez.

Si @y = @ — B(x) se obtuvo por R6 de @ — VEB(£) valida en R, con &€ ¢ = — var(B(x)) entonces
1 = (¢ — YéB(xo/€))r(v) implica que ar(v) < Ac;B(x)r(w;) para toda j € J, en particular para

Jo = v(x), de donde ag(v) — Br(v) = 1. De forma andloga se verifica que la regla R5 preserva validez. O
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u i6n 2. igue cumpli drmu LI it LI
Se nota que la afirmacion 2.2 se sigue cumpliendo para férmulas en £, ; y teorias basadas en .L; ;, por
lo que serd referida como justificacion en los siguientes resultados. Para el siguiente lema se recuerda que

«(x) denota cualquier férmula de la forma Yéa/(¢).

Definicion 2.8. Sean 7 (') teoria basada en Ly ;, W(T) su dlgebra generalizada y para « € L, sea
llall € (D). Entonces, un filtro \] < (D) es un V—filtro si |lal| € V implica que |Véa(€)|| €  Se dice que
V/ es V-generado por T si es el V—filtro mds chico que contiene aT.

Lema 2.3. Sea T’ © L, se denota por (@) = {|la|| € (D) : « es cerrada}. Se definen los siguientes

conjuntos: Tjg = {llall € A(@) : @ € T}, Tir = {llell € W(@) : a € T} Vi = {llell € (@) : @ € T(I)}

[l

V_r = Vr nU(D). Entonces, se tiene lo siguiente:
1. Vr es un Y—filtro en A(2)

2. Vr es V—generado por Iy

3. Vr = Tggp en A(2).

4. V_r es filtro en A(v)

5. Vr = (g en W(2)

Demostracion. 1.- 1 es filtro pues el argumento hecho en afirmacién 1.1 vale también para férmulas en
L.y sille(x)ll € Vr, entonces para xo ¢ V — var(a(x)), tenemos que a(x) — (a(x) — a(x)) € 7(I),
y por MP a(xy) — a(x) € 7(I'), y para & ¢ E — var(a(x))por R4 a(xg) — Véa(£) € 7(I'). Como
a(xg) € T(T) por R2, Véa (&) € T(T), por MP, y |[Véa (é)|| € Vi

2.- Es claro que Iy < V. Sea ¥ < A(@) Y—filtro tal que 'y < V. Demostramos que V- < V.
Seaa € T(I') y llell € Vr su clase. Por definicién existe a1,...a, prueba de @ en L, a partir de I'. Si
n=1, entonces o @ € T, y [la]| € V/, o bien « es instancia de axioma en cuyo caso [la|| = 1 en A(@) por
la afirmacién 2.4, entonces |la|| € /. Sin = 2y a se obtuvo por sustitucién de B(x), con ||B(x)|| € \/ por
HI, entonces, sea 1, tal que @ := B(fy). Tenemos que ||[VEB(£)|| € / por ser V—filtro. Sea T, conjunto de
términos con una cantidad numerable de variables individuales tal que fy € T}, entonces, /\ren”ﬁ(’)” eV.
Como A, IB(1)Il < lIB(20)ll, tenemos [|B(0)ll € V.

Si @ se obtuvo por R3 de y(x) — B,con x ¢ V —var(B) y £ ¢ E — var(y(x)), con |ly(x) — Bl €  por
HL y @ := 3¢y(£) — B, entonces ||VE(y(x/€) — B)ll € V por ser V—filtro, y en toda apb A ., (y(1) — B) =
(Y er 7(8)) — B, entonces [36(+(x/€) — B)ll € V
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Si @ se obtuvo por R4 de y — B(x), con x ¢ V —var(y),y & ¢ E — var(B(x)); lly — B(x)ll € V, con
a =y — VEB(£), entonces |ly — VEB(E)]| € \ por ser V—filtro.

Sia := y(x) — B se obtuvo de I¢y(£€) — B, por RS con & ¢ E — var(y(x)), con ||F&y(€) — Bl € V,
entonces como |ly(x)|l < Y7, Ily(#)ll, tenemos 1 = |ly(x) — 3¢y(é)ll € V, de donde [ly(x) — F&y(€)Il A
3¢y (£) — Bll € V por ser filtro, y |36y (£) — Bl A lly(x) — F&y(EIl < lly(x) — Bll. de donde [ly(x) —
BlleV.

Sia := B — y(x) se obtuvo por R6 de § — V&y(€), con & ¢ E—var(y(x)), |IB — Y&y ()|l € V, entonces
Neer YOIl < lly(x)ll, de donde 1 = [[Vy(€) — y(x)ll € V. y 1B — VEy(E)Il A V€Y (€) — y(x)Il € V por
ser filtro, y I8 — V&y(£)l AIVEY(€) — y(0)ll < 1B — y(x)ll de donde |8 — y(x)ll € V.

Sia := yseobtuvode 8 — v,y B, con||B8 — vl ||Bll € V, entonces |ly|| € \/ por ser filtro en un dlgebra
pseudobooleana. Con lo que VFM es el V—filtro mds chico que contiene a I'jy,.

3.- Es claro que cualquier elemento [ja|| € (T es también un elemento de /. Sea @ € 7(T') y
||| € Vr su clase. Entonces, nuevamente que existe aj, . .., a, prueba de @ a partirde I'. Sin = 1, se tienen
los siguientes dos casos. Caso I. a €T,y ||l € FW‘ Aqui m < ||a|| pues si « es cerrada, entonces @ = @.
Si @ := y(x), entonces para ¢ ¢ = — var(y(x)) IV€y(€) — Véy(é)ll = 1,y por R6 [[Véy(¢) — y(1)ll = 1, de
donde [[V&y (&)l < |ly(x)]l. Caso 2. @ es instancia de axioma, entonces para cualquier ; € T, Nl < llell.

Sin = 2, se tienen los siguientes 5 casos. Caso I. a es obtenida por R2 de S(x) por sustitucién, con

@ := (1), y existen Jlall; € I'7

r., 3B(E) — Blxo) con & ¢ E —var(B(x)), y F-r,, B(x) — B(x0) por R6, de donde |-, , B(x) — B(t) por
R2.

con /\;’ZIM,» < ||B(x)|. Entonces ||B(x)ll = [|8(?)Il, pues por un lado

Por otro lado, ,, B(xo) — VEB(E) para & ¢ E — var(B(x)) y ¢, B(x0) — B(x) por R6, de donde
., B(1) = B(x) por R2. Asi B(x) ~ B(1), y IB(x)Il = IB(1)II-
Caso 2. a es obtenida por R3 de y(x) — B,conx ¢ V —var(B), £ ¢ E—var — (y(x)), a := 3&y(€) —» B

y existen |lal|; € Izp con AL lledl; < lly(x) — Bl

Entanto -z, AfL@ — (¥(x) = B)y bz, (AL@ — (v(x) = B)) = (AL,@ A y(x) — B)
por R1 se tiene -y, (A"_ @ A y(x)) — B, deaqui -z, (A @; A F¢y(€)) — Bpor R3con & ¢ E —
var( A @ A y(x)). Ademds g, (A @ A Féy(€)) — B) — (A]_ja; — [3¢y(€) — B]), de donde
2, (AL, @ — [36y(6) — B]), por R1. Se concluye que AL_flall; < [3€y(€) — Al

Caso 3. a es obtenida por R4 de y — B(x),conx ¢ V —var(y), & ¢ E —var(B(x)), @ :=y — VEB(&) y

existen [lll; € Tygp con AL ledl; < Ily — B()Il

Entonces -r,, AL @ — (v = B(X) ¥z, (ALj@ = (v = B(Y)) = [(ALj@ A y) — B(¥)]
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de donde -z, (Al @ A y) — B(x) por R1, -z, (AL @i Ay) — VEB() por R5. En tanto que -z,

(AL1@ A Y) = VER(E) — (A @i — [y — VEB(£)]), por R1 se tiene -, Ai_ @ — [y — VEB(£)]. de
donde A7_flel; < Ily — YEB()Il.
Caso 4. a es obtenida por R5 de 3¢y(¢) — B, con & ¢ E — var(y(x)), @ := y(x) — B, y existen

llall; € Ti=: con la||; < 3¢y (¢) — BlI. Entonces como |y (x)|l < Y rlly(?)ll, en un apb generalizada se tiene

lla]

Yoerly@ll = 1Bl < Ily(x)Il — 1IBll, en particular en A(2) se tiene [|(I¢y(£) — B) — (v(x) = B)ll = 11lo
que implica que [|36y(£) — Bl < [l(y(x) = B)ll. y Ay llell; < (¥ (x) — B)II
Caso 5. a se obtuvo por R6 de 8 — Y&y (&), con & ¢ E—var(y(x)), @ := B — y(x) y existen [la||; € [

[lel]

con [lall; < I8 — Y&y(€)|l. En tanto A, Ily()ll <lly(x)ll, se tiene que |8 — Y&y(E)ll < 1B — y(x)Il; de
donde A”_ flell; < I8 — y(x)Il.

Sin = 3 se tiene el siguiente caso: @ se obtuvo por R1 de 8 — yy 8, @ := y y existen llell;, Mj € g

con AL llaill < (I8 — ¥lly Ay lleyjll < [1BIl. Entonces A7 llaill A A7 lljll < (B A 1B — vl y 18Il A 118 —

YIE= 1B AIvIl < liyll, de donde A},

Y llaill A A'}:l llaz;|l < [lyll. Suponiendo vélido para una prueba de longitud

m, la demostracién para una prueba de longitud m + 1 se sigue de los casos aqui mencionados.

4.- Es claro que V_r es filtro en A(@), pues dados Il 1811 € A@), Il 1811 € V_r si 'y sélo si llell A 11811 €

V_r pues en particular estdn en /- que es filtro, y por ser férmulas en A(2), llall A 18] € A(D).

5.- El hecho de que v_r = (T m> se sigue de forma andloga al inciso 3. O
De aqui obtenemos los teoremas de finitud y de la deduccién para L, ;
Teorema 2.2.1. (Finitud) I -, @, siy solo si existen ay,...,a, € I tales que =, @y A ... N @, — «

Demostracion. SiT |-z, , a,entonces ||| € A(2) es tal que [lal| € /1. Por lo anterior existen llally, ... llell, €
Iy tales que [laql[A, ... A |l < llll, de donde (@ A,... A @) > a.

Siexisten ay,...,@, € I'tales que -z, @ A ... A @, — a, entonces en (D) [la1l|A, ... A lla,ll < lal,

de donde ||| € /-, es decira € 7(I'), estoes I ¢, a.

Corolario 2.2. Sea a € Ly formula cerrada, entonces a \~y,, B siy sélo sit-p , a — f8
Definicion 2.9. Una sustitucion es una funcion s : V— T

Se observa que su extensién: s : T — T mediante 5(f (¢ ...1,) = f(5(r1)...5(¢,)), es dnica. De manera
que se denota también por s. Dada una férmula @(xy,...,x,) € Ly con xi,..., x, variables individuales,

se denota por sa a la férmula que resulte de reemplazar las variables libres de « por su valor bajo s. Dado
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el conjunto de férmulas primitivas, su cerradura bajo sustituciones se denomina el conjunto de formulas
elementales, que es el conjunto generador del dlgebra de férmulas. De esta forma una sustitucién da lugar a
una funcién del conjunto de férmulas en si mismo que es un homomorfismo.

Es el turno de definir la realizacion candnica para una teorfa 7 (I') basada en £; ;. Cuando el lenguaje
tiene igualdad, se define primero una relacién de equivalencia médulo equivalencia sintictica. A pesar de
que en este caso el lenguaje no tiene igualdad, mencionamos aqui esta relacion y los detalles pertinentes

para mostrar que la realizacién canénica adoptada es la mas general.

Definicion 2.10. Sea F el conjunto de formulas bien formadas de L, se define la relacion @ ~ 3 si y
solo si existen y € L1y n;, vi y & variables para cuantificar tales que @ = y(n1/vi,...0/va) ¥y B =
y(m /&, .. .mu/ér) y el simbolo de cuantificador para cada n; y & es igual en @ 'y B; o bien, si existen x;,
Yi, zi variables individuales tales que & = y(X1/y1,...%u/Yn) ¥ B = Y(x1/21, ... Xn/2n)- La relacion ~ es

congruencia sobre el dlgebra de formulas y el dlgebra resultante se referird mediante (F/ ~, —, A, v, —).

Definicion 2.11. Sea {(F/ ~,—, A, v,—), el dlgebra descrita en la definicion 2.10. Las operaciones ge-
neralizadas N\ y Y tendrdn dominio 9 < ¢(F/ ~)\{@} definido como sigue: D € 9 siy sdlo si existe
a(x) € F tal que |a(t)| € F/ ~ paratodot € Ty y D = {|a(t)|}er,, con To S T conjunto de términos con

una cantidad numerable de variables libres. Se definen de la siguiente manera:

Y D =Y le(n)| = Péa(é)| AD= A le()] = [véa(#)|

teT teT
donde & es una variable para cuantificar que no aparece en «(x). Entonces, a esta dlgebra se le denomina

la Q—dlgebra de L, 1, y serd denotada por <.

Observacién 2.1. Una Q—dlgebra es libre para la clase Q de las dlgebras similares, teniendo a {|a(x)] :

a(x)es formula elemental} como conjunto de generadores.

Definicion 2.12. Sea L lenguaje de primer orden, se dice que L es una extensiénde LsiS = S con S el

conjunto de simbolos de Ly S el conjunto de simbolos de L

Dada una sustitucién s : V — T, se busca que la funcién s; : F/ ~— F/ ~ con s4(|e|) = |sa| y sa
la extensi6n de s a férmulas sea un homomorfismo de F/ ~ en si misma, pero tal funcién no preserva las
operaciones generalizadas.

Para evitar esto se extiende el lenguaje original mediante un conjunto I de constantes individuales tal

que existe g : I — T suprayectiva, con T el conjunto de términosde L;;e/ nS = @, con S el conjunto de
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simbolos del lenguaje. Al conjunto de férmulas bien formadas de este lenguaje extendido se le denota por

Fi.

Definicion 2.13. Sea (F;/ ~,—, A, v,—) el dlgebra descrita en la definicion 2.10 para el conjunto de
formulas Fy. Las operaciones generalizadas N\ y Y son dadas como en la definicion 2.11 cambiando el
dominio 9 por 9;, con D € Py si'y sdlo si existe a(x) € F; tal que |a(i)| € F;/ ~ paratodai € Iy

D = {|a(i)| : i € I}. Tal dlgebra se denomina la I—dlgebra de formulas.

Se observa que la /—algebra generalizada es libre para la clase Q de dlgebras similares con conjunto
de generadores {|a(x)| € F/ ~: a(x)es férmula elemental} Para cada sustitucién s : V — Ty, la funcién
sy : Fi/ ~— F;/ ~ dada por s;(|a(x)|) = |s(a(x))| es homomorfismo.

Sea g : I — T sobreyectiva, la funcién v, : V; — T dada por ve(x) = xy vo(f(t1,...t)) =
f(g(u)...g(t)), con ¢y,...,¢, todas las constantes individuales de I que aparecen en f, es homomorfis-
mo del dlgebra de términos T; en el dlgebra de términos T, pues v (fi(ti,....tx)) = fi(g(t1)...8(tn)) =
f(g(t1) ... g(ty)). Tal funcién se denomina el homomorfismo natural de Ty en T determinado por g. Asi mis-
mo, g determina una funcion v, : F; — F convg(a(ty,...t,)) = a(g(t),...g(tn)). Como vy (ps(t1,...ta)) =
or(g(tr),...g(w)) = p(g(t),...8g(ts)), su extensién a férmulas es homomorfismo. Ademids si @ ~ S,

entonces vo(@) =~ v,(B) en tanto que ~ depende sélo de las variables presentes en cada férmula. Esto

permite definir una funcién v,

: F;/ ~—> F/ ~, con v:g(\a/\) = |vg(a)| denominada el homomorfis-
mo natural de la I—dlgebra en la Q—dlgebra determinado por g. Por la observacién 2.1, v/, es homor-
fismo y sélo se debe notar que para las clases de la I—dlgebra [3£B8(x0/€)| = Y IB(4)], el conjunto
D = {v;(|,8(t)|) = |B(g(t))| st eI} € P.EstosedapuesNy = |V|,V S Tyg:I — T es sobre.
Asi v'g(Hfﬁ(xo/f)\) = Yierve(IBOD) = Yiei(Ig(B(1))| es una operacién definida en la Q—dlgebra y lo

mismo aplica para las clases |VEB(£)].

Definicion 2.14. Sea L lenguaje de primer orden y L extension. R realizacién de L en J y &, entonces R’
realizacion de L en J y & es llamada extension de R si fr = fr para todo f € @ y prr = pg para todo

p € O, con O el conjunto de simbolos de funcion y predicados de L.

Afirmacion 2.5. Sean R realizacion de L,; en Jy o/ y L, extension de L, mediante I conjunto de
constantes individuales tal que existe g : 1 — J sobreyectiva. Entonces, R’ realizacion de L, tal que
tgr = tg paratodot € T, con g = g(1) € J es extension de R tal que para toda a € Ly ;: 1. « es satisfacible

en R si 'y solo si es satisfacible en R’ 2. « es vdlida en R si y solo si es vdlida en R’
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Demostracion. Es extension por definicién y dada @ € L, se tiene que ag(v) = ag/(v), pues para R
y v € JV fijas, ambas expresiones son funcién del dlgebra de férmulas en ./ que coinciden en el con-
junto de férmulas elementales de L, pues para p(t1,...,t,) € Ly, se tiene que p(f1,...,6)r (V) =

or (iR (V),.. . turw (V) = pr(tir(v), ..., tig(v)) = p(t1,...,2,)r(v) con lo que su extensién a férmulas
en L es tnica. Asi para v € JV se tiene ag(v) = 1 siy sélo si ag/(v) = 1y con esto es directo que 1.y 2.

se cumplen. o

Definicion 2.15. Sean <y la Q—dlgebra generalizada de formulas de L, ;, </ la Q—dlgebra de L_” la
extension de Ly mediante [ 'y G : o/ — 2/ homomorfismo. Sea R mapeo definido sobre © de .E_” tal que:

1. R es la realizacion candnica de los términos del lenguaje L, 1.
2. Dado py, € Ly, se tiene que pg(t; ..., tm) = G(lp(t1 ..., tm)]) € Ay
Entonces R es realizacion de Lyjen J = Ty 2.

Observacion 2.2. Sea R la realizacion dada en la definicion 2.15, entonces para toda a € L_” y para

v: Vi — Ty setiene que ag(v) = G(|v(a)

), yaque paraa = p(ty,...,t,) se tiene que G(|v(p(t1,...tn))|) =
G(lo((tr), -, v(tm))]) = pr(t1, - 1m) (v).

Definicion 2.16. Sea Ry mapeo definido en © de L, tal que

1. Existe ~ relacion de equivalencia sobre F las formulas bien formadas de L, ;, tal que para toda

formula a,p € L, si @ ~ f§ entonces a ~ .
2. by : F/ ~— F/ =, con hi(|a|) = |lall es homomorfismo.
3. Ry es la realizacion candnica de términos en L .
4. Dado h : F/ ~— o homomorfismo, con of apb generalizada, pg,(t1,...,tm) = h(||o(t1,. .., tm)]])

entonces, Ry es una realizacion de Ly; en J = T los términos de L,y en of. A esta realizacion se le

llamard la realizacion candnica de L, ; determinada por h.

Observacion 2.3. Para Ry, la realizacion dada en la definicion 2.16 se tiene que para toda valuacion

vV =T, ag,(v) = h(lv(a)l)).

Se observa que para toda @ € L,y v : V — T se tiene que H : < — .o/, dada por H(|a|) =

h(h (v;(|0/\))) es homomorfismo. Entonces se define R realizacién de £, ; en J = T} el conjunto de términos
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de L_“ y o/, tal que R es la realizacion candnica de términos de L_“ y para p(ty,...,t,) € T; se tiene que
pr(ti ... tw) = H(|p(t;...,tn)|) € <. Entonces, paratoda @ € £,y v : V — Tj se tiene que ag(v) =
H(|v(@)|). Sin embargo, para @ € L;; y v € TV se tiene que v;,(|v(a)|) = |v,(va)| = |g(v(a))| = |v(a)]
pues @ € L ;. Entonces H(|v(a)|) = h(hl(v;(|v(a)|))) = h(hi(Jv(@)])) = A(llv(a)|l), es decir para @ € L ;
yve TV ag(v) = ag,(v).

Se observa que paracada @, B € L), si @ ~ Bentonces @ ~ Bpuessia := p(t,...,H), entonces f = a,
entonces @ — S es tautologia y dada cualquier teorfa 7 (I') basadaen L ;@ > Be T () yB — ac T (D).
Sianp~a Ap,entonces-r,, a AB =& A ylg, @ AB —anPesdeciranBra A
para cualquier 7 (T') basada en £, ;. Andlogamente para los demds conectivos. Entonces, se puede definir

h:F/~—A(T),con h(|a|) — |||l homomorfismo sobreyectivo.

Lema 2.4. Sean T (I') teoria consistente, W(T") su Q—dlgebra generalizaday g : W(T") — o/ Q—homomorfismo
sobre of apb no degenerada. Sea Ry la realizacion candnica inducida por g sobre J = T, el conjunto de
términos de L1y <, con fg,(t1,. .. tm) = f(t1,o s tm)s Y PR, (215« s tm) = g(llo(t1, .. ., 1)) Entonces Ry

es modelo de T ('), si g es inyectiva, entonces Ry es modelo adecuado.

Demostracion. Para v : V. — T valuacion en Ry fija ag,(v) = g(llv(a)ll) por definicién y por lo arriba
mencionado. Ahora, para @ € 7 (T'), se tiene que v(a) € 7 (I') por ser v una sustitucién y ser 7 (T") cerrado
bajo R2. Entonces |[v(@)|| = lycr) de donde g(|v(a)ll) = h(lyir)) = 1. De aqui se observa que si g es

isomorfismo y g(llel) = 1., entonces |||l = 1y, es decir, @ € 7(T). O

Corolario 2.3. Para T (T) teoria consistente, existe un modelo topoldgico enumerable adecuado en J = T

y G(Xo) el apb de todos los abiertos de un conjunto Xy de irracionales.

Si 7(T') es consistente, por lema 2.4 R la realizacién canénicaen J = T y &/ = A(7") es modelo de
7 (T') y es numerable. Por el teorema 1.2.2, para toda </ apb numerable existe i : &/ — G(X;) isomorfismo
con Xy conjunto de irracionales. Entonces la realizacién canénica en J = T inducida por A es modelo de

7 (T), nuevamente por lema 2.4.

Corolario 2.4. Si a es irrefutable en T (T'), entonces existe un modelo topoldgico enumerable R que satisface

a

Por teorema 1.2.2, existe & : A(T) — G(Xo) O—isomorfismo. Si @ es irrefutable en 7 (T), por la

afirmacién 2.2 para férmulas en £; ; se tiene que ||| # 0, es decir h(||el|) # @. Tomando V = h(|lel|), se
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define h; : G(Xo) — G(V), con b (U) = UV, que es Q— homomorfismo sobreyectivo, y Ry la realizacién

inducida por & o h satisface a.
Lema 2.5. Para 7 (') teoria consistente, las siguientes son equivalentes:
1. T(T) es consistente
2. Existe un modelo para T (')
3. Existe un modelo para T (T') en un apb completa
4. Existe un modelo topoldgico para T (T')
5. Existe un modelo topoldgico adecuado para T (T') en G(Xo) con Xy conjunto de irracionales.

Demostracion. 1. — 2. por lema 2.4, su realizacién canénica Ry inducida por i : A(7") — A(7") la funcién
identidad, sobre J = T es modelo de 7 (I') 2. — 3. Sea R realizacion de L;; en J # @ y < apb, modelo de
T (T). Por la observacién 1.3 existe i : & — &/* Q—isomorfismo en 27* apb completa. Sea R’ realizacién
de LijenJ # @y o/* dada por frr = fr, y prr = h(og). Entonces para @ € L;; y v € JVse tiene
g (v) = h(ag(v)), ya que para R y v fijas, ar (v) y h(agr(v)) son funciones del dlgebra de férmulas en .o/*
y para @ := p(t,...,1,) tenemos que ag (v) = pp (tig (V) ..., turr (V) = pr/(tir(v), ..., tmr(v)) por la
definicién de R’ en términos, y pr/ (tir(V), . .., tur(v)) = h(or(t1r(V), . - ., tnr(v))) por la definicién de R’ en
férmulas elementales y finalmente A(og(t1r(V), ..., twr(v))) = h(agr(v)) por lo que la extensién a férmulas
de ambas funciones es la misma. Entonces para a € I, ag(v) = 14 y por ser A homomorfismo entre apb,
h(ag(v)) = h(lyy) = 1grx = agp(v)

3. > 4.SeaRenJ # @y & apb completa modelo de 7 (I'). Por lema 1.10, existe h : &/ — G(X)
Q—isomorfismo. Entonces la realizacién R’ en J y G(X) dada por frr = fr y prr = h(or), es modelo de
7 (T) por el mismo argumento que se di6 en la implicacién anterior.

5. — 4. Directamente. 1. — 5. Es el corolario 2.3. 4. — 1. SeaRen J # @ y G(X) modelo de 7 (I') y
sea @ € 7 (I). Por la afirmacién 2.4, ag(v) = X para toda v € JV, entonces (—a)g(v) = @, y por la misma

afirmacion se tiene entonces que —a ¢ 7 (I).

Lema 2.6. Para cualquier a € Ly y teoria T (T') consistente, las siguientes son equivalentes:

1. « esteorema de T (')
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2. « es vdlida en todo modelo de T (I')

3. @ es vdlida en todo modelo de T (T') en cualquier apb completa

4. « es vdlida en cualquier modelo topolégico para T (T)

5. a es vdlida en todo modelo para T (T') numerable sobre G(Xo) con Xo conjunto de irracionales.
6. ag,(i) = 1 para el modelo candnico de T (I') en A(T") con i la valuacion identidad.

Demostracion. 1. — 2. Se sigue de la afirmacién 2.4. 2. — 3. Directamente. 3. — 4. Sea R modelo de
T([)enJ #+ @y G(X), apb de abiertos de X. Por el lema 1.10 existe & : G(X) — &/* Q—isomorfismo
en </* apb completa. Entonces R’ realizacién en J y «/* dada por frr = fr y prr = h(pg) cumple que
agr (v) = h(ag(v)) por un argumento andlgo al del lema 2.5, por 3. se tiene que ag/(v) = 1+ = h(ag(v))
y por ser & isomorfismo, se tiene que ag(v) = X. 4. — 5. Directamente.

5. — 6.. Sea Ry el modelo canénico de 7 (') en A(7) y J = T. Por teorema 1.2.2, existe h : A(T) —
G(Xo) Q—isomorfismo. Entonces Ry, la realizacién canénica inducida por 4, es modelo de 7 (I'). Para vy :
V — T, la valuacién identidad, se tiene que ag, (vo) = h(ar,(vo)) = Xo y por ser & isomorfismo, se tiene
que ag, (vo) = ly(r).

6. —> 1. Seaa ¢ T7(I). Por el lema 2.4, Ry, la realizacion candnica de 7(I') en J = T, inducida por

h:A(T) — A(T) la funcién identidad, es modelo adecuado, entonces ag, (i) # 1

Aqui presentamos completud fuerte para £;; con respecto al discontinuo de Cantor. Si bien se estd
tomando un lenguaje numerable, en caso de tener un lenguaje no numerable, siempre se puede reducir a este

caso.

Teorema 2.2.2. Sea 7 (T') teoria consistente basada en L, ], entonces, existe R modelo de T (T') en G(27)

para el espacio (27 ,7p), el discontinuo de Cantor.

Demostracion. Sea T (T') teorfa consistente, por el lema 2.4 la realizacién canénica de Ly;en J = T
y A(7) su dlgebra de férmulas, es modelo de 7 (I'). Por lema 1.9 existe 7 dlgebra booleana topol6-
gica tal que (7 )= G(). Por teorema 1.2.1 h : o — S(A) es isomorfismo topoldgico. Por lema
13 by i= h lg: WT) = G(#) — S(A) es homomorfismo pseudobooleano. Por lema 1.10 & es

QO—homomorfismo pseudobooleano, es decir preserva las operaciones generalizadas.
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Ahora para 7 se considera que por el lema 1.7 (S(A), 1) y (2%, 7p) el discontinuo de Cantor sobre
4/ son homeomorfos con ¢ : 2 — S(A) homeomorfismo. Entonces por lema 1.4 1, : G(S(A)) — G(27)
con hy(h(a)) = ¢~ ![h(a)] es homomorfismo pseudobooleano. Como i es biyectiva, i, también lo es. Por
cololario 1.2, h, preserva las operaciones generalizadas.

Entonces H := hy o hy : W(T) = G() LN (A) Lo, G(2%) es Q—homomorfismo pseudobooleano,
que induce la realizacién canénica Ry en J = T y G(2%) que es modelo de 7 (T'). Recordamos que Ry es la
realizacién candnica en términos, en Ly ;, y para pg,(f1 ..., t,) = H(llo(t1,...,2,)Il), y cumple que para toda
valuacion v : V — T ag,(v) = H(|[v()l)).

Entonces, sea v : V — T valuacién en Ry, en J = T el conjunto de términos, y sea e € I'. Por hipétesis
Iv(a)ll = Ly el uno de A(7"), entonces H([[v(a)ll) = ha(hi(lur))) = ha(lsca)) por ser i homomorfis-
mo pseudobooleano, y h;(1s(4)) = lg(2+), nuevamente por ser homomorfismo pseudobooleano. Con ello

concluimos que Ry es modelo de 7 (T). ]

Para cerrar este capitulo mencionamos es interesante ver las relaciones que existen entre la l6gica intui-
cionista y la 16gica cldsica que dan pie a la traduccién estdndar a nivel del lenguaje formal, y en en lo que

respecta a las propiedades de los modelos aqui vistos, dan pie a propiedades topoldgicas de interés.
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Capitulo 3

Logica modal

A pesar de que no exista un acuerdo ultimo acerca de todas las caracteristicas que determinan a la
16gica clésica, si hay un consenso en incluir siempre tres principios que cumple esta 16gica: el principio de
identidad, el de no contradiccién y el principio del tercero excluso. En este capitulo regresamos entonces al
terreno de la l6gica clasica pues el principio del tercero excluso @ v —a vuelve a ser parte de los axiomas
que se consideran para esta légica. No obstante, esta 16gica es considerada en ocasiones como no clédsica
pues al afiadir el operador de necesidad O a su lenguaje, se puede hablar no sélo de lo que las cosas son,
como es el caso de la 16gica clasica cuando decimos que es el caso que p, sino que ademads se puede hablar
de los modos en los que son las cosas, es decir se puede verificar si es necesario que p, o si es posible
que p. En este sentido se dice que la ldgica cldsica es extensional, por contraposicién a la 16gica modal
que seria intencional. Quienes hacen esta distincién agregarian la caracteristica de extensionalidad a las
caracteristicas que cumple la 16gica cldsica. Existen varias fuentes en las que se puede consultar acerca de

las 16gicas modales por ejemplo Blackburn et al. [2010] y Chagrov and Zakharyaschev [1977]

3.1. Légica modal proposicional

El conjunto de simbolos Igicos para el lenguaje de esta I6gica estd dado por {(, ), [, ], =, A, v, —, 0, O}
Los pardmetros estdn dados por un conjunto de variables proposicionales V numerable. Las formulas bien

formadas estdn construidas por la siguiente gramatica:

47
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pui=pl-el(ere)| O¢

En este caso nuevamente podemos definir los conectivos: @ v 8 := =(—a A —f),a —> B := —a v f3
y O := — O —. Su cdlculo de pruebas estd dado por el conjunto de esquemas de axiomas dados para la

l6gica intuicionista proposicional mas el siguiente axioma:
Al2 —a v a
y los axiomas propios del sistema modal

Ml Oa A OB — O(a A B)
M2 Oa — «a

M3 O —-00«a

M4 O(e v —a)

con las siguientes reglas de inferencia:
a a—f
———— Rl
B
a—f
Oa — OB

RM1

Esta es la 16gica modal proposicional que se denotard Ly . Nuevamente se denotard por F a su conjunto
de férmulas bien formadas. Se dice que vy, ..., @, € Lo g es una prueba formal de @ a partir de I" en Lo o,
si @, = ay para cada @; con 0 < i < n se tiene que «; es instancia de axioma, o @; € I', o se sigue
inmediatamente como consecuencia de a;;, @, con il,i2 < i mediante las reglas R1 o RM1. Se dice que
a es derivable a partir de I en Ly si existe una prueba formal de @ a partir de I' en Ly 5, y se denota
[z, @ SiT = @, se dice que a es derivable en Ly, y se denota -, a.

Nuevamente aqui, dado I" conjunto de férmulas en £ se considera al conjunto mas pequefio de férmu-
las en Ly que contenga a I" y cualquier instancia de axioma, que sea cerrado bajo las reglas de derivacién
de Ly como el conjunto de teoremas de I', y se denota 7 (I'). Se denomina entonces a 7 (I') la teorfa de T’
basada en L. Andlogamente, se dice que 7 (I') es consistente si existe a € L tal que @ ¢ 7 (T). En lo

que resta de esta seccion cualquier teorfa considerada serd basada en Ly .
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Dada una teorfa 7 (I') se considera nuevamente su dlgebra de Tarski-Lindenbaum, con universo las clases

de equivalencia sobre F inducidas por por la relacién:

a~p siysélosia >BeT(INyB—aecT ()

y con el orden || < |B] siy s6lo si @ — B € T (I'). Tal dlgebra se denotard (7).

Lema 3.1. SeanT < Lon y 7 (') su teoria, entonces U(T") operador interior Ila| = | O @

, es un dlgebra

booleana topoldgica.

Demostracion. Sean o, € Log y |@|,|B8] € (T") sus clases. Entonces, se observa que las instancias de
axioma relevantes para determinar que el orden dado es red son las mismas usadas en el lema 2.1. También
los axiomas relevantes para definir || A ||, |@| v |8, |a| — |B] y |e|T en tal lema son compartidos con
esta logica. Asf, se tiene que es un apb, y |a| A [~a| = Oy es su elemento minimo. Para ver que es un
dlgebra booleana se nota que todo elemento tiene complemento. En tanto que es un apb, se tiene también
que @ € 7(T') siy sélo si |a| = 1 como se vi6 en la afirmacién 2.2. En tanto que @ v —a € 7 (T), se tiene
entonces que |@| v ||t = 1, con lo que aqui |a|" = |a|* es decir, es su complemento.

Resta ver que el operador I definido cumple con las propiedades 1. — 4. dadas en la definicién 1.11. Para
1.,entanto (DaAOB) — O(anpB) € T(T), entonces I|a|Al|B| < I|aAp]. Porotro lado, (¢nf) — a € T(T)
y(@nB) - aeT(I),dedonde I(a AB) > IaeT(I')el(a AB) — I8 T (T)por RM1,lo que implica
que I |a A B <Ila|el|a B <I|B), esdecir Ila| A || = I|la A B|. Para 2. se tiene que dada @ € L 5 con
|| € W(T), O — a € T(T) de donde I|e| < ||

Para 3. Se tiene por 2. que /I|¢| < I|a|. Como Oa — OO a € 7 (), entonces I|a| < II|a|. Asi
Il|e| = I|a| Finalmente, como O(a v —a) € 7 (I'), observando aqui lo visto en la afirmacién 2.2, que
hemos mencionado arriba, se tiene que 1 = | O (@ v —a)| = I|e v —a| = I1.

]

Cuando se considere I' = @, entonces para la teoria 7 (@), su algebra de Tarski-Lindenbaum serd deno-

tada A(2).

Definicién 3.1. Una valuacion es una funcion v : V — of con V el conjunto de variables proposicionales

y & abt no degenerada, es decir | /| = 2

En tanto que el algebra de férmulas es generada por V, una valuacién v : V — &7 es un homomorfismo del

dlgebra de férmulas en o/ que extiende de forma tinica a férmulas de la siguiente manera:
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V(=) = (v(p))* v(Op) = 1(v(¢))
Ve Ay) =v(p) nV(Y) V(e vy) =v(p) VY V(y)

por lo que se denota v a la valuacién extendida también. Cuando <7 sea A(7), se toma a v(p) = |p| para
toda p € V como la valuacién canénica.

Alernativamente se puede considerar @ € Ly férmula fija como una funcién que toma una valuacién
v:V — of yregresa un elemento @ (v) en o/ abt definido como en la ecuacién 2.2, sustituyendo el caso

para la negacién y afiadiendo el caso para el operador [0, es decir mediante los siguientes dos nuevos casos:

(m@)ar (v) = (@)* (Oa)w (v) = I(@m(v)) G.D

Definicion 3.2. Se dice quev : V — o es modelo de T conjunto de formulas de Lo siv(a) = 1, para toda
a € I. Se dice que a € Ly es modalmente vdlida en <, si para todav :V — &, se tiene que v(a) = 1.
Se dice que a es modalmente vdlida, si « es vdlida en toda < abt, y se denota |= a. Si todo modelo de T

conjunto de formulas en Ly es modelo de a entonces esto se denota T =4 a.

Dada una teorfa 7 (T'), se dice que v : V — &7 es modelo adecuado para 7 (') si para toda @ € Lo, se
tiene que @ € 7 (') siy s6lo si v(a) = 1. Siv:V — B(X), con B(X) campo de conjuntos topoldgico de

(X, 1), espacio topolégico, entonces se dice que v es un modelo topolgico.
Afirmacion 3.1. Para a férmula de Ly se tiene que: si \— a, entonces |= a.

Demostracion. Para esta prueba el elemento @/ (v) se denotard @. Sean «,8,y € Lo, yv:V — o,
valuacion, entonces se observa que los axiomas son modalmente vélidos. Para los esquemas de axiomas que
se comparten con la l6gica L, esto se sigue de la observacién 2.1, pues toda abt en particular es un apb.
Sélo se debe considerar que la negacion corresponde al complemento booleano. Entonces, alternativamente
se puede ver que

(@ =B) = [(B—7) = (@ = V() = @AB*) V[(BAY*) Y (@ vy)] = (@AB*) V[(BY (* v
PIAGEY (@ vy))] = @A)V [(BY (@ v7))] = (@ (BY (@ v)) A(B* ¥ (BY (" V) = 1AL = 1
o bien para A9 también se puede ver que

(@ rB) —>7) = (@~ (B —))alv) = [[@AB) A¥*] v [a* v (B* v3)] = [(@ AB) ¥ [a* v (B* v
P Al v v (B v )l = 1Al =1

En el caso del axioma proposicional afiadido es inmediato que (@ v —@) (v) = @ v @* = 1y sélo falta

ver que los axiomas propios del sistema modal son vélidos:
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Para M1 ((Oa A 0OB) —» O(@ AB)) o (v) = ((Ia)* v (IB)*)vI(a AB) = ((Ia)* v (IB)*) Y (Ia A IB) =
[((T)* v (1B)*) v Ta] A [((1a)* v (I8)*) v IB] = 1oy A Ly

Para M2 = (e — @)y (v) = l@ — a, en tanto que le < @, [¢ — @ = 1. Para M3 = (Oa —
00 a@)w(v) = la — Ila, y recordando que Ia = Ila, se tiene que I — Il@ = 1. Finalmente,
M4 = (Q(av —a)y(v)=Iava*)=1(1y) =1g4.

Para cerrar, se observa que las reglas de inferencia preservan validez modal. En este caso, nuevamente
para (@ = B)or(v) = 1,y (@) (v) = 1, se tiene que @ < B, de donde 1 < B, es decir 8 = 1. Se concluye
que R1 preserva validez modal. Ahora, para (& — ) (v) = 1, se tiene que @ < B, de donde I < IB, es

decir (Ia — IB) s (v) = 1. Se concluye que RM1 preserva validez modal. O
Lema 3.2. Sea 7 (') teoria basada en Ly, entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T(T) es consistente

2. Existe un modelo adecuado para T (')

3. Existe un modelo topoldgico adecuado para T (')

4. Existe un modelo para T (')

Demostracion. 1. — 2. Sea 7 (I') consistente, y considérese v : V. — UA(7), la valuacién candnica sobre
A(7") su dlgebra de Tarski-Lindenbaum. Entonces, como se menciond en el lema 3.1, se tiene que a € 7 (T')
siysélosi|o| = 1 = (a)y(v). Es decir, v : V — A(T) es modelo adecuado para 7 (T). 2. — 3.
Seav : V — & modelo adecuado para 7 (T'), entonces por por el teorema 1.2.1, existe & : & — S(A)
isomorfismo topoldgico, con &7 isomorfa a S(A), campo de subconjuntos de (S(A), 7). Considérese hov :
V — 8(A), valuacion, y sea @ € 7 ('), entonces ag(4)(h o v) = h(ayw)(v)) = h(lye)) = S(A), por ser
h homomorfismo booleano topolégico. Ahora sea a € Lo tal que ag(4)(h o v) = S(A), entonces se tiene
que h(ayqy(v)) = S(A), y por ser h isomorfismo topoldgico, se tiene que ay()(v) = 1, lo que implica
que @ € 7 (T) por ser v modelo adecuado. 3. — 4. Directamente 4. — 1. Sea v : V — &/ modelo para 7 (T')
y supongamos que existe @ € Lo tal que @ € 7(I') y —a € 7 (I'), entonces @y (v) = 1 = (—a) x(v) =
ay(v)* = 1* = 0, contradiciendo que <7 es no degenerada. Por lo tanto 7 (I') es consistente.

]

Lema 3.3. Sean B € Ly y T (T) teoria consistente; entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Be T(T)
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2. Todo modelo para T (T') es modelo para B.
3. Todo modelo topoldgico para T (T') es modelo para B
4. Parav:V — A(T), la valuacion candnica, se tiene que v(B8) = 1

Demostracion. 1. — 2. Seav : V — &/ modelo para 7 (T'), y 8 € 7(T). Por la afirmacién 3.1, la clase
de los axiomas es modalmente vdlida, de donde v es modelo de cualquier instancia de axioma, y si 8 se
obtuvo de a1, @y, mediante R1 o de a3 mediante RM1 con (a;)(v) = 1, se tiene que (B) .+ (v) = 1, por
la afirmacién 3.1. 2. — 3. Directamente. 3. — 4. Sea A(7") el abt de 7 (I'), que es no degenerada por ser
7 (T) consistente, entonces por el lema 3.2 v : V — A(7") la valuacién candnica es un modelo para 7 (T').
Por teorema 1.2.1 se tiene que /2 : A(7) — S(A(T")) el isomorfismo de Stone para A(T), es topoldgico. Se
observaque hov : V — S(A) es modelo para 7 (I'). Sea a € T', por lema 3.2 se tiene que a7 (v) = lu(r),
entonces ag(4)(h o v) = h(ayr)) = lsca) por ser h homomorfismo booleano topolégico. Por hipdtesis
implica que (8)s(4)(h o v) = ls(a), y esto implica que (B)y(r)(v) = 1o por ser h inyectiva. 4. — 1. Se

tiene por lema 3.2, ya que la valuacién canénica es un modelo adecuado para 7 (). O

Teorema 3.1.1. Para toda formula € Ly las siguientes son equivalentes:

1. l_Lo,D :B
2. ‘:gg B
3 Fax) B

4. Bu(e)(v), con v la valuacion candénica en U(2).
5. B esvdlida en toda dlgebra booleana topolégica finita

6. 8 es vdlida en toda dlgebra booleana topoldgica <7, con |</| < 2%, con r el cardinal del conjunto de

subformulas de .

7. Besvdlida en un campo topologico de subconjuntos de un espacio métrico denso en si mismo diferente

del vacio.

Demostracion. 1. < 2. < 3. < 4. Porel lema 3.3 cuando I' = @. 2. — 5. — 6 Directamente. Ahora se
verifica que 6. — 4. Sea 8 € Lo tal que (8)w(z)(v) # 1, con v la valuacién canénica. Considérese |S =

{|e| € A(@) : @ subférmula de B}| = r, con r cardinalidad de S. Entonces {S ) el dlgebra booleana generada
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por S, es subdlgebra de A(2), y por el lema 1.2, se tiene que [(S)| = 2%.Sea S; = {|a| € S : I|a| = ||},
con I operador interior de A(@), y B = {(\F : F € [S;]5“} U {ly(a), Ou(e) }. Entonces, I el operador
interior en {S) generado al tomar a 8 como base, y definido en la afirmacién 1.3. es dnico y cumple con las
propiedades requeridas en la definicién 1.11.

Ademés se tiene que para toda  subférmula de 3, si I|e| € S, entonces I|a| = I'|e|. Dada « subférmula
de B, tal que Ila| € S, se tiene que I'|a| < I|a| por definicién de I. Por otro lado, en tanto I|a| < |a| e

I|e| € B,se tiene que I|a| < I'|e

, de donde I|a| = I'|a|.

SeaVv' : V. — (§), conV'(p) = |p| si p es variable proposicional de 8, y v'(p) = Os en otro caso.
Entonces, se tiene que (8)u(z) (v) = (B)¢sy(V'). SiB = p, es directo que (8)(sy(v') = V'(p) = |p| = v(p) =
(Buco(v)- Si B = —a, entonces (B)cs(+) = ()5 (V) = (@)csy(v)* y en tanto que (a)cs) () —
(@)u(e)(v) por hipétesis de induccion, se tiene que (@)¢sy(V')* = (@)u(z)(V)* = (Blu)(v)- Sif=a Ay,
se tiene que (B)¢s) (V) = (@)¢sy(V) A (V)isy(V) = (@)uie)(v) A M) (V) = Bl (v)- Si p = De,
entonces, Ja € S,y (B)¢sy(V') = (Oa)sy (V') = I'le| = Ia| = (Oa)ue) (v) = (B)ue)(v). Por lo anterior,
se concluye que (8)¢sy(V') # l¢sy.

3 — 7. Directamente 7. — 5. Sea &7 algebra booleana topoldgica finita, y v : V — o7 tal que v(B) # 1.
Por el teorema 1.2.3 existen (X, 7), espacio métrico denso en si mismo y G € 7 denso tal que i : &7 — B(G)
isomorfismo topolégico. Asi, hov : V — B(G), es una valuacion tal que (8)g()(hov) = h(Bs(v)) # G
pues (B)o(v) # lo y h es isomorfismo. Se define 7, : B(X) — B(G), con h(A) = A n G, que es
homomorfismo booleano topolégico suprayectivo. Entonces para cada p € V, en tanto que A(v(p)) € B(G),
se tiene que existe A, € B(X) tal que hy(4,) = h(v(p)). Sea v, : V — B(X) valuacién con v,(p) = A,.
Entonces /i, o v, : V — B(G) es valuacion, y es claro que hp o vo(p) = ha(A,) = h(|p|) = hov(p), de aqui
que coincidiendo en el conjunto de variables proposicionales, que es el conjunto generador del dlgebra de
férmulas, extienden de manera tnica a férmulas, siendo homomorfismo del dlgebra de férmulas en B(G).
Por ello, (8)g(g)(h2 © v2) = ha(Bs(x)(v2)) = h(Bes(v)) # G, y esto implica que Bg(x)(v2) # X, pues h; es

homomorfismo booleano. m]

3.2. Logica modal de primer orden

El lenguaje de la l6gica modal de primer orden estard dado sobre el lenguaje de la 16gica de primer orden
numerable. Se recuerda que el conjunto de simbolos 16gicos afiade al conjunto de conectivos de la 16gica

Lo los siguientes elementos: 1.- V un conjunto numerable de variables individuales, 2.- E un conjunto
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numerable de variables para cuantificar 3.- 3 V simbolos de cuantificadores. Los simbolos de parametros
estdn dados por {f;, : m € w} un conjunto de simbolos de funcién, y {p,, : m € w} un conjunto de simbolos
de predicados. El conjunto de simbolos de funcién unién el conjunto de predicados es denotado por ®. El
conjunto de simbolos del lenguaje es denotado por S. Se observa que el lenguaje no contendra igualdad. El

conjunto de términos denotado por T se define recursivamente:
» Sixe V,entonces xe T
= Sif,,e@dearidadmyt ...t,, € T,entonces f(f;...t,) €T

También se recuerda que las funciones de aridad cero son consideradas constantes. Se considera a
o(x1,...,x,) € {om : m € w} como una férmula primitiva. Las férmulas bien formadas estidn dadas por

la siguiente gramatica:

pu=a) —¢|(p @) | Véa(xo/é) Op

cont € T y ¢ variable para cuantificar que no aparece en a(xp). Su célculo de pruebas estd dado por los
esquemas de axioma de la l6gica Ly, con @, 8,y € L) 5. Las reglas de inferencia son las reglas de £y
mads las reglas R1- R6, de la 16gica £, ;, nuevamente con férmulas en L .

Una sucesioén «j, . .., a,, con a; € L o es una prueba formal de @ a partirde I'en L 5 si@, = o y para
cada a; se tiene que o a; es instancia de axioma en L; o, 0 @; € I, o bien ¢; es inferencia inmediata de «;;,
ap con il,i2 < i mediante las reglas de inferencia de £; 5. Se dice que una férmula « es derivable a partir
de I' en L 5 si existe una prueba formal de « a partir de I' en £; , denotado I' -, | @. SiI" = @ entonces
se dice que a es derivable en £; 5 y se denota |-, ; a@. Dado un conjunto de férmulas I' = £;  la teorfa
de T basada en £; - se denota mediante 7 (T').

Dada una teoria 7 (T') basada en £, o se recuerda que su Q-dlgebra de Tarski-Lindenbaum es dada por
las clases de equivalencia determinadas por la relacién @ ~ Bsiy sélosia - e T(I)yB — a € 7 (I,
y con el orden ||| < ||B]| siy sélo si@ — B € T (I'). Se afiaden las operaciones generalizadas de la misma

forma que en la ecuacién 2.3. Esta dlgebra se denotard nuevamente mediante A(7").

Observacién 3.1. Dada T (T') teoria basada en L, , su Q—dlgebra W(T") es un dlgebra booleana topold-

gica generalizada.

Las definiciones de realizacion de términos 'y de interpretacion o realizacion de un lenguaje basado

en L o, son andlogas a las definciones 2.4 y 2.5 respectivamente, tomando en este caso como estructura
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algebraica un abt generalizada no degenerada respectivamente.

Asi también, dada una realizacién R de un lenguaje basado en £; 5 en un conjunto J # @y ./ abt
generalizada, una valuacion es una funcién v : V — J con V el conjunto de variables individuales de .£; .

Dada una realizacién Rde L, 5 en J # @ y o7 abt generalizada, y dada @ € L,  fija, esta determina una
funcién @y : JV — &7, con ay (v) definida recursivamente de manera andloga a la ecuacién 2.4, cambiando
nuevamente el caso de la negacién por (—a)g(v) = (ag(v))*, y afiadiendo (Oa)g(v) = I(ag(v)).

Una realizacién R en un conjunto J # @ y </ abt generalizada es modelo de T conjunto de férmulas de
Lisiag(v) = 1 paratodav e JV yparatodaa € I'. SiT = {a}, se dice que a es vdlida en R. Una férmula

a € L) g es una tautologia modal de primer orden si es valida en toda R realizacién de L) .
Afirmacion 3.2. SiT" -, _ a, entoncesT |= a

Demostracion. La prueba de esta afirmacién es andloga a la prueba dada en la afirmacién 2.4. Sea R reali-
zacién de L en J # @ y o abt no degenerada modelo de 7 (I'). Considérese s : V) — F, sustitucion,
donde V) es el conjunto de variables proposicionales de Lo y F es el conjunto de férmulas bien formadas
de £, o; con s(p) = B; € F. Entonces, s extiende a un homomorfismo en el dlgebra de férmulas de L.
Asfi para cada @ € Ly, se tiene que sa € L) . Seav : V — J valuacioén en R, entonces para @ € Ly se
tiene que sag(v) = @ (sv), donde sv : V) — 7 es una valuacion para la 16gica Ly o, con sv(p) = spr(v).

Esto es asi pues sag(v) y aq(sv) son funciones de @ € Ly, de forma que para @ = p se tiene que:
sar(v) = s(p)r(v) = pw(sv) = @y (sv), de donde su extensién a férmulas en Ly es homomorfismo del
algebra de férmulas en o7. Entonces, para @ € £, o instancia de axioma, se tiene que @ = s para alguna
féormula 8 € Lo . Entonces ag(v) = s8r(v) = Ber(sv) = 1 por la afirmacion 3.1. Se concluye que cualquier
instancia de axioma es vélida en R.

Sea atal que I' -7, a. Si @ es instancia de axioma o @ € T, se tiene que ag(v) = 1 por lo anterior y
por hipétesis. Si @ := 7y se obtuvo mediante R1 de 8 — y y y con (B — y)r(v) = 1 = (B)r(v), se tiene
que yr(v) = 1 = ag(v), pues Br(v) < ygr(v), y andlogamente se tiene que si @ := 0 — [y se obtuvo de
B — y mediante RM1 con (8 — y)r(v) = 1, entonces (OB — Oy)r(v) = 1. Si @ se obtuvo mediante las
reglas R2 — R6, entonces se tiene que ag(v) = 1 por los mismos argumentos dados en la afirmacién 2.4.

]

Dada una teorfa 7 (') basadaen L gy h : A(T) — o/, Q—homorfismo topoldgico, con <7 abt gene-
ralizada, se define la realizacién canénica de £ o inducida por 4 de la misma forma que se ha hecho en el

lema 2.4 y se observa el siguiente lema:
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Lema 3.4. Sean 7 (') teoria consistente, U(T") su Q—dlgebray g : W(T) — o Q—homomorfismo topo-
logico sobre o abt no degenerada. Sea Ry realizacion sobre J = T, el conjunto de términos de L1qy <,
con fry(ts. . stm) = f(t1so s tm), Y PR, (215 -« s tm) = &(llo(21, - . ., tm)l) Entonces Ry es modelo de T (T'), si

g es inyectiva, entonces Ry es modelo adecuado.

Este lema se sigue de forma andloga al mencionado lema 2.4. Sélo falta observar que si @ := Op, para

a € 7(T) entonces ag,(v) = g(IM(OB)) = gIlur)) = Ig(luir)) = Il = 1.
Teorema 3.2.1. Para toda teoria T (I') basada en L, , las siguientes son equivalentes:
1. 7(T') es consistente
2. Existe un modelo para T (T')
3. Existe un modelo para T (T') en un abt completa
4. Existe un modelo topoldgico para T (T')

5. Existe un modelo topoldgico adecuado numerable para T (T') en el campo topoldgico de subconjuntos

B(Xp) de todos los conjuntos de un conjunto Xy de irracionales.

Las implicaciones 5. — 4. — 3. — 2. Son inmediatas 2. — 1. Sea R realizacién en J # @y </ abt
completa. Seaa € 7 ('), entonces ag(v) = 1,y (—a)r(v) = ag(v)* = 0, de donde —a ¢ 7 (T'). Se concluye
que 7 (I') es consistente. 1. — 5. Sea 7 (I') teoria basada en .£; o consistente. Por el lema 3.4, el modelo
canénico de 7 (T') Ry inducido por i : A(T) — A(T) la identidad en su Q—4&lgebra de Tarski-Lindenbaum
es modelo de 7 (I'). Por el teorema 1.2.2 existe i : A(7) — B(Xo), Q—isomorfismo topolégico. Por lema

3.4, Ry la realizacién candnica inducida por %, es modelo de 7 (T).

Teorema 3.2.2. Sea € Loy T (') teoria consistente basada en L, entonces las siguientes son equi-

valentes:
1. BeT(I).
2. Bes vdlida en todo modelo de T (T').
3. Bes vdlida en todo modelo para T (T') en &/ abt completa.

4. Bes vdlida en todo modelo topolégico para T (T).
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5. B es vdlida en todo modelo para T (') en J conjunto numerable y B(X,) campo de subconjuntos

topolégico con Xy conjunto de irracionales.

6. Existe un conjunto infinito J tal que B es vdlida en todo modelo para T (T') en J y en todo campo de

conjuntos topolégico B(Xy), con Xy conjunto de irracionales.
7. Bro(i) = 1 para el modelo candnico R® para T en A(T") para la valuacion identidad.

Demostracion. 1. — 2. Sea B € 7(I') y sea R modelo de 7(I') en J # @ y &/ abt no degenerada, por
afirmacidén 3.2, 8 es vélida en R. 2. — 3. Directamente. 3. — 4. También se tiene directamente pues todo
campo de conjuntos topolégico es un abt completa. 4. — 5. — 6. Directamente. 5. — 7. Sea A(7") la Q—
abtde 7 (I'). Por el teorema 1.2.2, existe i : A(7") — B(Xo) Q—isomorfismo topoldgico con X, conjunto de
irracionales. Por teorema 3.2.1, Ry la realizacién canénica inducida por A es modelo de 7 (T'). Por hipétesis 8
es vélidaen Ry, y parai : V — V la valuacién identidad se tiene que i(8g, (i)) = Xo, y por ser h isomorfismo
se tiene que Bg, (i) = 1. 7. — 1. Sea B € L, o tal que B, (i) = 1, con Ry el modelo candnico para 7 ('),
entonces Bg, (i) = ||8]] = 1, y por lo observado en el lema 3.1 se tiene entonces que B € 7 (T).

6. — 5. Sea B € L o tal que existe R realizacién de £, 5 en |Jy| = No y B(Xp) tal que R es modelo
de 7 (') y B no es vélida en R. Es decir existe v/ : V — J valuacion, tal que Bg(V') # Xo. Sea g : J — Jo
funcién suprayectiva con J conjunto. Sea R1 realizacién en J y B(X)) tal que para cada simbolo de funcién
Jm € O, se tiene g(fr1 (jis---sJm)) = fr(g(j1),--.,8(jm)), y para cada simbolo de predicado p(r1,...1,) se

tiene que pr1 (Ji,---»Jjm) = pr(g(j1)s--.,&(jm)). Entonces para toda valuacién v : V — J se tiene que
1. tr(gov) = g(tg1)(v), con gov: V — Jy valuacién en R tal que g o v(x) = g(v(x)),

2. p(t1... ta)r(gov) =pri(t1 ..., 1) (V).

Para 1., se observa que parat = x, xg(g o v) = g(v(x)) = g(xz1(v)), de forma que tz(g o v) y g(tr1)(v)
coinciden en el conjunto generador del dlgebra de términos. Por ello su extensién a términos es homomor-
fismo unico, y se prueba 1. Para 2., se observa que p(f1,...2,)r(g 0 v) = pr(tlg(gov),...tng(gov)) =
Pr(&(tRI(V)), ... 8(tng1)(v)) = pr(g(j1)----8(in)) = pri(j1s- - Jn) = p(t1,... 1a)g1 (v) Por lo anterior
se tiene que para toda @ € L1, ag(g o v) = ag;(v) paratoda v € JY, pues ambas funciones de a coinciden
en el conjunto generador de férmulas. Esto implica que @ es valida en R1 si y sélo si @ es vilida en R, pues
toda valuacién v € J(‘)/ puede se vista de la forma g o v, por ser g sobre. Entonces, R1 es modelo de 7 (T').
Ahora considerando V', para cada x € V, existe j, € J tal que g(j,) = V/(x). Asi,seav : V — J, con

v(x) = j. , entonces Bg; (v) = Br(g ov) = Br(V') # Xo, entonces 8 no es vélida en R1. |
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Para cerrar este capitulo, se recuerda que para esta 16gica Kremer [2014] plantea como problema abierto
su completud fuerte con respecto al espacio de Cantor. La 16gica modal tal como se ha presentado en este
capitulo es una de las tantas formas en que puede aplicarse una “modalidad”’en un lenguaje 16gico. Esto es,
se pueden dar diversos significados a los operadores [0 y ¢, que han dado pie a una gran cantidad de l6gicas.

En los libros recomendados al inicio de este capitulo, se pueden encontrar algunas de estas 16gicas.



Conclusiones

Para cerrar este trabajo, queremos comentar algunas ventajas de la semdantica presentada. En particular,
en el caso de la 16gica intuicionista, se pueden tener diversas ideas de la motivacién detrds de su operador
de negacién. No obstante, no es transparente el reflejo de esta motivacion en las diversas semdnticas que se
han propuesto para esta logica. En este caso, el hecho de tener una semdntica que nos diga que podemos
hablar del comportamiento de los subconjuntos abiertos de un espacio topolégico mediante la l6gica intui-
cionista, nos da un ejemplo concreto de su comportamiento, y constituye un reflejo intuitivo de la negacién
intuicionista. Este tipo de semdntica, hasta donde sabemos, no habia sido trabajada antes de Rasiowa and
Sikorski [1963]. En el caso de la 16gica modal, una de las semanticas més conocidas es la basada en marcos

de Kripke. En Kremer [2014] se pueden ver algunos aspectos comparativos.

Por otro lado, la semantica aqui trabajada es de utilidad para otras l6gicas. Por ejemplo, Rasiowa and
Sikorski [1963] presenta también este tipo de semdntica para la 16gica positiva y la l6gica cldsica, tanto
proposicional como de primer orden. Esta eleccion de 16gicas brinda un panorama ilustrativo de la relacién
que existe entre estas logicas y las estructuras algebraicas que constituyen sus semadnticas. Sin presentar

formalmente la 16gica positiva, podemos dar una idea de este comportamiento de manera informal.

Si denotamos por L a la légica positiva proposicional, y por £ a la légica clasica proposicional, se
tiene que como conjunto de férmulas, £, < Ly; S L < Lyg. Esto nos permite ver que el conjunto de
férmulas derivables, denotado en cada caso 7 (@)1, 7 (@), T(@)., T (@)n respectivamente, cumple que

T(@)y €T(2)i €T (@) ST (2)n. Otro tanto tenemos para sus respectivos lenguajes de primer orden.

La ldgica positiva es correcta y completa con respecto a la clase de adlgebras pseudocomplementadas,
que abreviamos ap. Esta es la tinca ocasién en esta tesis en que usamos este término propiamente, y no
para referir a las dlgebras relativamente pseudocomplementadas. Se recuerda ademas que la 16gica cléasica

es correcta y completa con respecto a la clase de dlgebras booleanas, que abreviamos ab. Entonces, se tiene
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que las clases de estas estructuras algebraicas cumplen la contencién inversa, es decir:

Finalmente, se debe mencionar que el tipo de métodos empleados para trabajar estas 16gicas ha sido
empleado para estudiar otro tipo de légicas dentro de las que se incluyen por ejemplo la l6gica modal
intuicionista, que se obtiene al agregar los operadores modales a la 16gica intuicionsta. Un ejemplo de esto
se da en Celani and Montangie [2015]. En este sentido, la metodologia usada por Rasiowa y Sikorski brinda
una buena herramienta para el estudio de diversas 16gicas, que permanece intuitiva frente a herramientas mas

generales.
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Anexo A

Las siguientes propiedades se pueden encontrar en Rasiowa and Sikorski [1963], y se cumplen para

cualquier red pseudo-complementada <7, en particular para cualquier dlgebra pseudo-booleana.

l.c<a—bsiysélosianc<b

2. Si ¢/ es dlgebra pseudo-booleana, entonces at = a — 0

3. Si & = G(X), entonces para U,V € G(X), se tieneque U — V = I(U° N V)
4. a—>b=1siysolosia<b.

5.a=bsiysélosia >b=1=b—a

6. a—>a=1.

7.a—1=1

8. 1—-b=>b

9. (a—a)nb=>b
10. amn(a—b)<b
11. sia; < ap,entoncesary — b <a; — b
12. sib; < by, entoncesa — by < a — by
13. b<a—b
4. an(a—b)=anb
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. ANEXO A

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(@a—b)nb=b
(@—b)n(a—c)=a— (bnc)
@a—c)n(b—c)=(aub)>c
a—(b—>c)=(anb)—>c=b—(a—c)
c—a<(c—(a—b)— (c—b)
(@—b)n(b—c)<a—c
(a—b) < (b—c)— (a—rc)
a<b—(anb)
a—(b—c)<(a—b)— (a—c)

cn((cna)—> (cnb)=cn(a—D)



Anexo B

Algunas propiedades que se cumplen para cualquier dlgebra booleana, y que pueden encontrar en Rasio-

wa and Sikorski [1963], son las siguientes propiedades:

—

. at = a — 0 (el pseudocomplemento definido en el dlgebra booleana.)
2. Para todos los elementos a, b € 7 la diferencia b — a existe yesb —a = b n a*
3. a<bsiysoélosib* < a*

4. aua* =1

10. anb = (a* v b*)*
1. (a > b)* =anb*

12. (a—>b)—>a=a
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