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Introduccion

La estadistica bayesiana no paramétrica se podria decir que tuvo sus inicios a raiz del
trabajo de Ferguson (1973) titulado A Bayesian Analysis of some Nonprametric Problems.
Han sido mas de 40 anos de un interés creciente en esta area de las matematicas y con
auge significativo en los anos recientes, gracias a los avances computacionales. Una rapida
y sencilla caracterizacién, como bien describen Hjort, Holmes, Miiller y Walker (2010),
es el hecho de trabajar con espacios parametrales grandes, probablemente de dimension

infinita y la construccion de medidas de probabilidad en ellos.

Los métodos para construir estas medidas de probabilidad aleatoria son muchos y muy
variados, uno de ellos es mediante la especificacién de la ley que gobierna esta medida; sin
embargo, este trabajo se centra en una construcciéon directa de la medida. Esta construc-
cion se hara a partir de la normalizaciéon de medidas completamente aleatorias, lo que da

lugar a lo que se conoce como una medida de probabilidad aleatoria.

El concepto de medidas completamente aleatorias fue introducido por Kingman (1967),
en la década de los 60 y representa una herramienta que ha sido muy utilizada en la
estadistica bayesiana no paramétrica. Un ejemplo claro de ello es nuevamente el trabajo
de Ferguson (1973). En él se hace introducciéon de un proceso clave en la estadistica
bayesiana no paramétrica: el proceso Dirichlet y del cual Ferguson da una construccién a

partir de la normalizacién de una medida completamente aleatoria.
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Este trabajo esta dividido en 4 capitulos. El Capitulo 1 sirve como una introduccion,
tanto histérica como tedrica hacia el problema de interés; para esto, primero se describe a
grosso modo lo que es la estadistica bayesiana paramétrica y no paramétrica y posterior-
mente se detallan los resultados que serviran como la base para los capitulos posteriores.
En el Capitulo 2 se detalla la teoria concerniente a la construccién via el proceso de
normalizacion y resultados derivados a ella, como el calculo de la distribucién predicti-
va, la funcién de probabilidad para particiones intercambiables (EPPF por sus siglas en
inglés), entre otros. En el Capitulo 3 nos enfocamos en medidas de probabilidad aleato-
rias obtenidas a partir de medidas completamente aleatorias que ya han sido exploradas
con anterioridad y que son algunas de las mas utilizadas, como el proceso Dirichlet, en
los trabajos de Ferguson (1973), Lijoi y Priinster (2009); el proceso estable en el trabajo
de Kingman (1975); o el proceso gama generalizado descrito por primera vez por Brix
(1999). Finalmente, en el Capitulo 4 se explora la normalizacién de la medida completa-
mente aleatoria de Bessel, introducida en el trabajo de Argiento, Bianchini y Guglielmi

(2016).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Estadistica bayesiana no paramétrica

La estadistica es la ciencia encargada del estudio de la incertidumbre. A grandes rasgos,

se puede pensar que dentro de la estadistica existen dos claras ideologias o paradigmas
sobre como se debe hacer un analisis estadistico: la vision cldsica o también llamada fre-
cuentista y la vision bayesiana.
Para poder cuantificar la incertidumbre, se debe hacer inferencia sobre un parametro,
(no necesariamente univariado), dada una coleccién de datos, z = (x1, ..., 2,). A grosso
modo el enfoque clésico toma a # como desconocido pero fijo y para hacer inferencia sobre
él, se hace uso de la funcion de verosimilitud, lo cual provoca que los datos se consideren
aleatorios, a pesar de haber sido ya observados. Por el contrario, bajo el paradigma baye-
siano se toma a # como aleatorio, por lo cual, al ser un objeto aleatorio tendra una ley de
probabilidad asociada (antes de observar los datos), que reflejara el conocimiento previo
que se tenga sobre el fenémeno aleatorio. Para poder hacer la inferencia se debe actualizar
este conocimiento a partir de la informacion proporcionada por los datos, lo cual se vera
reflejado en la ley posterior de 6.

De esta manera, el modelo bayesiano consta de cuatro pasos claves:



1. Obtencién de la distribucién inicial de 0, 7(8).
2. Calcular la funcién de verosimilitud de los datos dado 6, f(z|0).

3. Usando el teorema de Bayes, actualizar la informacién inicial y obtener la distribucion

posterior, i.e.,
f(@|0)m ()
f@ f(z]|0)m(0)do

f(0lx) =

4. A partir de la distribucién posterior hacer inferencia para . Y si se quieren hacer
predicciones para futuras observaciones de los datos, se puede obtener la distribucion
predictiva, i.e.,

f(ylz) = / £ (16, 2) 1 (6])do.

Uno de los argumentos que se da en contra de la vision clésica, es que presenta muchas
inconsistencias, que pueden ser bien resueltas usando las herramientas del marco baye-
siano. Sin embargo, la estadistica bayesiana, a pesar de estar ligada al teorema de Bayes
de 1763, tuvo su auge hasta mediados del siglo pasado. Este auge esta ligado a los avances
que hubo en la computacién y los software matematicos, que hicieron asequibles célculos
que salen con frecuencia al hacer un analisis estadistico bajo el paradgima bayesiano y

que sélo son tratables de forma numérica.

La estadistica bayesiana ha proporcionado muchas herramientas para la resolucion
de problemas estadisticos y es considerada por muchos como superior. Sin embargo, no
fue suficiente para la resoluciéon de problemas no paramétricos. Como bien lo menciona
Ferguson (1973), el principal problema radica en la dificultad de encontrar distribuciones
iniciales en el espacio parametral, que bajo el marco no paramétrico es el conjunto de
medidas de probabilidad sobre algiin espacio dotado de alguna topologia, que en la mayoria
de los casos sera un objeto infinito dimensional. Esto tltimo provoca que la complejidad

matematica sea mucho mayor que en el caso paramétrico.



A pesar de la complejidad inherente a este enfoque, la estadistica bayesiana no pa-
ramétrica se ha visto favorecida por los avances computacionales, por lo cual ya no es
vista como unicamente teodrica. Las aplicaciones son muchas y muy variadas y abarcan

areas como las finanzas, biologia, ciencias de la computacion, entre otras.

1.2. Intercambiabilidad

Habiendo mencionado en general algunas de las bondades de la estadistica bayesiana,
se tiene que hacer énfasis en los conceptos claves que la definen. Bajo el contexto clasico de
la estadistica se asume que los datos forman una muestra aleatoria, i.e., que las variables
aleatorias que modelan estos datos son independientes e idénticamente distribuidas, por
lo que no hay ninguna dependencia entre ellas. Sin embargo, se debe tener mucho cuidado
con este supuesto, ya que asumir que las observaciones no tienen una dependencia fisica no
implica que las variables aleatorias sean estocasticamente independientes. El aprendizaje
estadistico demanda dependencia estocastica entre las variables aleatorias al ser réplicas
del mismo fenémeno aleatorio. De esta manera, bajo el contexto bayesiano, asumiremos

que si existe una dependencia entre los datos, los cuales se asumen como intercambiables.

Definicién 1.1. Intercambiabilidad finita.
Se dice que una coleccion finita de variables aleatorias {X;}?_, definidas en el mismo espa-
cio de probabilidad (2, #,P), son intercambiables si para toda permutacion o : {1,....n} —
{1,...,n}. Se tiene

(X1, X)) 2 (X 1)y oo Xom)-

La intercambiabilidad establece que solo lo que se ha observado es de interés, mas no
el orden con el que se observo. A partir de la definicion se puede hacer notar que cualquier
sucesion de variables independientes sera intercambiable, més el reverso no tiene porque

ser clerto.



El concepto de intercambiabilidad se extiende de una forma bastante natural cuando

consideramos una sucesién infinita de variables aleatorias.

Definicién 1.2. Intercambiabilidad infinita.

Se dice que una sucesion de variables aleatorias {X;}2,, definidas en un mismo espacio
de probabilidad (S, F,P), es intercambiable si toda subcoleccion finita es finitamente in-
tercambiable. Esto es, si para todan € N y toda sucesion de indices {i1,...,1,} la coleccion

de variables aleatorias {X;, }1_, es finitamente intercambiable.

La intercambiabilidad proporciona una nocién de simetria en los datos y fue estudiada
por primera vez de manera sistemédtica por el matematico italiano Bruno de Finetti en
1931. Del trabajo de de Finetti se desprende el teorema de representacién para variables

aleatorias binarias, enunciado a continuacién.

Teorema 1.3. Teorema de representacion para variables binarias.
Se dice que una secuencia de variables aleatorias binarias {X;}2, es intercambiable si y

solo si existe una distribucion () sobre el intervalo unitario tal que
1
P(X) =x,..X, =x,) = / 6 (1 —0)" " Q(db).
0
Donde
1 n
_t - < — , - .
Q(6) = lim P (z < e) R S A 3!

Demostracion. Por intercambiabilidad, para 0 < y,, < n, se tiene que

P(Y, = y,) = <n>P(a:1,...,xn) - (”)p(%(l), o X)) (1.1)

Yn



Con ¢ una permutacién de {1, ...,n}. Luego, de nueva cuenta por intercambiabilidad,

si se toma NN tal que 0 <y, < n < N, se sigue que:
P(Yo = yn) = Y P(Vn = yal Yy = yn)P(Yiy = yn).

Donde la suma se hace sobre el conjunto {y,, ..., N — (n — y,)}. Se puede mostrar que la
probabilidad condicional de Y,|Yx = yy sigue una distribucién hipergeométrica, por lo

que

P(Y, = yu|Yn = yn) = (yn)((;)—yn) _ (yN)yn(](VN_)nyN>n—yn’

n

donde (z), := (z)(x — 1)--- (x — r + 1) denota el factorial decreciente. Reemplazando la

expresion obtenida para la probabilidad condicional, se obtiene lo siguiente:

P(Y, =yn) = Z (yN)yn(](VN;nyN)n—yn P(Yy = yn)-

Definiendo a Qx(0) como la funcién que tiene saltos de tamaiio P(Yy = yy) en 6 = XX y

reescribiendo la suma en términos de la integral de Lebesgue,

P(Y, = ) = (y”) / “N)y”(((lN‘)f)N)"y" Qu(dh). (1.2)

El caso que interesa es cuando N — oo, para esto se utiliza el hecho de que para r fija se

tiene que lim, ,(z), = 2”. De esta forma

ON) (L= ON)yy (BN (1= )N

— (1 — )",

Finalmente, Qy(df) es una funcién escalonada que cumple con las hipdtesis del teorema

de Helly, que garantiza la existencia de una subsucesién {Qy, (d0)}, tal que

lim Q; (db) — Q(dh).



Con lo que, comparando la expresion (1.1) con la expresion (1.2) y tomando el limite

cuando N tiende a infinito, se llega al resultado deseado. O

Este resultado es uno de los pilares de la estadistica bayesiana, ya que relaciona el
concepto de intercambiabilidad con el concepto de independencia condicional. Esto iltimo

es mas facil de ver si se reescribe la integral como sigue,

1
D1 T P\ iy T fL‘z _ 1 T;
/0 0 (1—10) 1Q(do) / He Q(db).

Por lo que pensandolo en un sentido paramétrico, se estd garantizando la existencia de un

parametro 6 tal que,
P(X, = 21, ..., X, = 2|0) = He% — )t

El resultado de de Finetti fue extendido por Hewitt y Savage en 1955, dando lugar a lo
que ahora se conoce como el teorema de representacion. Para esto se debe considerar una
coleccién de variables aleatorias X () = {X;}2°, definidas en un espacio de probabilidad
(Q,.7,P). Donde cada una de ellas toma valores en un espacio polaco X dotado con su

o-algebra de Borel 2. Finalmente, se debe de considerar a Px que denota al espacio de

todas las medidas de probabilidad sobre (X, Z).

Teorema 1.4. Teorema de representacion.
La coleccion X() es intercambiable si y sélo si existe una medida Q en Px, tal que para

todan>1y Ay, Ay, ..., A, € Z se cumple

P(X; € Ay,..., X, € A,) / Q(dP).
Px =1



La demostracién del teorema de representacion puede resultar algo extensa, por lo cual
se incluye en el Apéndice A. Este resultado puede ser expresado en una manera elegante

y sencilla a través de un modelo jerarquico,
X, PP

P~ Q.

El cual nos regresa a la idea de independencia condicional y de idéntica distribucion de la
secuencia de variables aleatorias. Los principales elementos que componen este teorema
son P, que es una medida de probabilidad aleatoria y Q que se le conoce como la medida de
de Finetti. La medida Q llega a tener la interpretacion de ser la distribucion inicial para P;
dependiendo de su soporte, se tendrd un problema paramétrico (si es finito-dimensional)

o un problema no paramétrico (si es infinito-dimensional).

La estadistica bayesiana no paramétrica esta centrada en la construccion de distribu-
ciones iniciales para P. Una forma de hacerlo es a través de la especificacion de la ley que
la rige, i.e., Q. La construccion también se puede hacer de forma directa. Existen varios
métodos; sin embargo, como ya se menciono antes este trabajo se centra en la construccion
que esta basada en la normalizacién de medidas completamente aleatorias obteniendo lo
que se conoce en la literatura, como una NRMI, que denota por sus siglas en inglés una

medida aleatoria normalizada con incrementos independientes.

Antes de proceder con el estudio de medidas completamente aleatorias, se puede hacer
notar que cuando tomamos X = R, se estard haciendo énfasis en lo que se conoce como
procesos aditivos o procesos con incrementos independientes y en algunas ocasiones se
tendra el caso en el que los incrementos sean estacionarios. Por lo que, a manera de
introduccién, en la siguiente seccion se definen y caracterizan a los procesos de Lévy
con respecto a lo que se conoce como variables aleatorias infinitamente divisibles y la

representacion de Lévy-Khintchine.



1.3. Procesos de Lévy

Los procesos de Lévy, que deben su nombre al matematico francés Paul Lévy, son
una clase de procesos estocésticos caracterizados por tener incrementos independientes y
estacionarios. Algunos de los ejemplos mas conocidos son el proceso Poisson y el movi-
miento browniano con deriva, siendo este 1ltimo el tinico proceso de Lévy con trayectorias

continuas.

Los procesos de Lévy estan muy ligados a la nocién de variables aleatorias infinita-
mente divisibles. Esto ultimo serd de gran utilidad al momento de trabajar con la funcién
caracteristica y la transformada de Laplace de los procesos. El concepto de variables alea-
torias infinitamente divisibles fue introducido por Bruno de Finetti (1929) para procesos

con incrementos independientes y estacionarios.

Definicién 1.5. Variable aleatoria n-divisible.
Se dice que la variable aleatoria X es n-divisible si para toda n > 2, con n € N, existen

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas Yy, ..., Y, tales que

XAV bt

La propiedad de ser n—divisible puede tener muchas ventajas en el modelado de muchos
fenémenos a estudiar; sin embargo, es un concepto que puede ser mejorado, en el sentido
de que si una variable aleatoria X es n + 1-divisible no implica necesariamente que X sea
n-divisible. De esta forma surge el concepto de divisibilidad para toda n y en el que se

hara mayor enfoque.

Definicién 1.6. Variable aleatoria infinitamente divisible.

Se dice que una variable aleatoria X es infinitamente divisible si para toda n € N

Xan,l_}'_{'Xnn

)



Donde las variables aleatorias { X, ;}?, son independientes y X, ; < X, para toda v y

alguna variable X,,.

La definicion anterior puede ser expresada en términos de la funcién de distribucién y
de la funcién caracteristica. De esta forma se dice que F' es una distribucién infinitamente
divisible si para toda n, F' es la n-ésima convolucion de una distribucién F,, consigo misma
y ¢ una funcién caracteristica es infinitamente divisible si para toda n, ¢ es la n-ésima

potencia de alguna funcion caracteristica ¢,. Esto es,

F=FE" y o(t) = on(t)".

Se puede caracterizar a las variables aleatorias infinitamente divisibles a través de su
exponente caracteristico, que estd definido como p(u) := —logE(e™¥X) a través del siguiente

teorema.

Teorema 1.7. Formula de Lévy-Khintchine.
Sea X wuna variable aleatoria con funcion de distribucion Fx(-) y con exponente carac-

teristico ¢(-), donde
/ e F(dg) = e~ W,
R

Se dice que Fx(-) es infinitamente divisible si existen a € R, 0 > 0 y v una medida

concentrada en R\ {0} tal que,

1 .
@(u) = jau + 502u2 + /R(l — ™+ iuml(|x‘<1))y(d:ﬁ).

Donde v es tal que [o(1 A x*)v(dz) < co y se le conoce como la medida de Lévy. Y a la

terna (a,o,v) se le conoce como la terna generadora.

La demostracién de este teorema puede ser consultada en Sato (1990), donde ademads
se pueden encontrar mas resultados sobre el tema en cuestién. Ahora que ya se han

caracterizado a las variables infinitamente divisible se continuara con los procesos de Lévy.



Definicién 1.8. Proceso de Lévy.
Un proceso estocdstico {Xy;t > 0} definido en un espacio de probabilidad (2,7 ,P) es un

proceso de Lévy si cumple lo siguiente:
1. Xg=0 c.s.
2. Incrementos independientes, i.e., para 0 < s < t, se tiene X; — X, L {X, : u < s}.

, . : d
3. Incrementos estacionarios, i.e., para s,t > 0, se tiene X; s — Xy = X;.

4. Tiene trayectorias cadlag.

Si {Xy;t > 0} cumple todas las propiedades, excepto la de tener incrementos esta-
cionarios, se dice que {X;;t > 0} es un proceso aditivo. Una clase especial de procesos
de Lévy son los conocidos como subordinadores, que son aquellos procesos de Lévy con
trayectorias no decrecientes. A partir de la definiciéon se puede establecer la conexién con

las variables infinitamente divisibles.

Proposicién 1.9. Sea {X;;t > 0} un proceso de Lévy, entonces para toda t > 0, X, es
una variable aleatoria perteneciente a la clase de variables infinitamente divisibles. Mds

aun, si se define para u € R a

pi(u) = —log(E(e™™))

entonces

pi(u) = toi(u).
Demostracion. Dada una t > 0, fija, se define a 7, := % para toda n = 1,2, ..., de esta
manera

Xy =Xp + (XTz - Xﬁ) + o (XTn - XTnA)'

10



Utilizando las propiedades de incrementos independientes y estacionarios del proceso,
se sigue que se tiene la suma de n variables independientes e idénticamente distribuidas,
de acuerdo a la ley de X, . Por lo que efectivamente esta en la clase de variables aleatorias
infinitamente divisibles.

Para la segunda parte de la proposicion basta notar que para enteros m, n se puede escribir

a X,, de las siguientes maneras
Xm=X1+(Xo = X1) +- 4+ (X — Xo1)

X, = X + (XLm —X%> et (Xm—Xm,l)m).

De donde se sigue que mep1(u) = @y (u) = npm= (u). Por lo que la igualdad vale para nime-
ros racionales. Si ahora se elige a t irracional, basta tomar una sucesion de racionales ¢,
tales que t,, | t y usando la continuidad de exp(-) y el teorema de convergencia dominada,

se obtiene lo siguiente,

e~P) = [h’m ei“Xt"} = lim E[¢"*"] = lim e #tn(®) = |fm e tne1(W) = —te1 ()
n—o00 n—o00 n—00 n—00
por lo que la igualdad se cumple para todo t > 0. O]

Este resultado permite garantizar que la distribucion de un proceso de Lévy esta
completamente determinada por X, que es una variable infinitamente divisible. Siendo
una especie de converso, el hecho de que dada una variable aleatoria infinitamente divisible
X, entonces existe un proceso de Lévy {X;;t > 0} con X, 2 X. Esto tltimo se puede
demostrar construyendo las familias finito dimensionales y viendo que se satisfacen las

condiciones del teorema de consistencia de Kolmogorov.
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Utilizando los resultados anteriores y el teorema de representacién de Lévy Khintchi-
ne, se puede garantizar que dado un exponente caracteristico p(u), existe un espacio de
probabilidad (€2,.%,P) en el cuél estd definido un proceso de Lévy {X;;t > 0} que tendrd

ese exponente caracteristico. De esta manera si recordamos que

1 .
gp(u) = lau + §a2u2 -+ /R(l — "™ 4 iux]l(|w‘<1))l/(dx).

Se puede ver que el proceso estd completamente caracterizado por la terna (a,o,v). La
medida de Lévy v serd de vital importancia ya que caracteriza los saltos y la frecuencia

de los saltos; si esta medida es infinita, se dice que el proceso tiene actividad infinita.

En algunas ocasiones, los procesos a considerar pertenecen a los ya mencionados su-
bordinadores. Se mencioné una caracteristica esencial; sin embargo, podemos dar una

definicion mas completa.

Definicién 1.10. Un proceso de Lévy es un subordinador si y solo si v(—o0,0) = 0,

Jo, (AAz)V(dr) <00, 0 =0y — (a + fol :w(dx)) > 0.

Las condiciones anteriores permiten asegurar que el proceso no tendra saltos negativos
y que tendra trayectorias no decrecientes, un analisis mas extenso puede hacerse a través
de la descomposicién de Lévy-Itd, una referencia a lo anterior se puede encontrar en

Kyprianou (2006).

Asumiendo las caracteristicas anteriores, el exponente caracteristico tendra la siguiente

representacion para u > 0,

o(u) = iau + / (1 — ™™ + iuxl(y<1))v(dz).
Ry
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En algunas ocasiones esta expresion se suele simplificar como sigue.

o(u) = iud +/ (1 —e ™) y(dx). (1.3)

R4

a = a—/oly(dx).

Mas atn, en este caso como se esta trabajando en R, se puede trabajar con la transfor-

Donde

mada de Laplace en lugar de la funcién caracteristica, tomando v = —iu, de esta forma

el exponente laplaciano estd dado por

o(u) = ua + /]R (1 —e " )v(de) (1.4)

Para ejemplificar todo lo anterior y siguiendo las tltimas notaciones mencionadas, se
presenta a continuacién un proceso clave en el desarrollo de la estadistica bayesiana no

paramétrica y que sera retomado mas adelante.

Ejemplo 1.11. Proceso gama.
Sea {Xy;t > 0} un proceso de Lévy con terna caracteristica (0,0,v), donde v estd concen-

trada en (0,00) y es tal que

—T

e

v(dr) = dx.

T

De esta manera, es sencillo verificar que cumple lo necesario para ser un subordinador y

1 oo _—x
/ (1A z*)v(dz) = / xe “dx —I—/ € dr < 0.
Ry 0 1 T

Y cuyo exponente caracteristico estd dado por

ademdads

o) = / (1 - ) (de)
= log(1 —iu).
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Y de la misma forma su exponente laplaciano estda dado por

o) = / (1 - e (de)
= log(1l+ u).

Mas ain v(R,) = oo, por lo que es una medida con actividad infinita.

El proceso gama fue utilizado por Ferguson (1973) para la construccion del proceso Di-
richlet via la normalizacién de este subordinaror. De ahi su importancia para el desarrollo

de la estadistica bayesiana no paramétrica.

1.4. Medidas completamente aleatorias (CRM)

Una vez que se ha desarrollado un poco la teoria concerniente a los proceso de Lévy y
que sirve como una introduccién sencilla al problema de interés, ya que se restringe al caso
donde X = R, podemos proceder al siguiente paso, que es la definicién de medidas com-
pletamente aleatorias. Este concepto fue introducido por Kingman (1967). Sin embargo,
primero se hara mencion a los procesos conocidos como de Poisson en espacios generales.
Mucha de la notacion y teoria que se presenta a continuacién, esta basada en el libro de

Kingman (1993) y en la tesis de maestria de Gil Leyva (2016).

Definicién 1.12. Proceso Poisson.
Dado un espacio medible (S,S), se dice que un subconjunto aleatorio y contable de S,

denotado como Il es un proceso Poisson en S si

1. Para cualesquiera Ay, ..., A, subconjuntos medibles y disjuntos de S, las variables alea-

torias N(A1), ..., N(A,) son independientes. Donde N(A) = #(IIN A).

2. N(A) se distribuye como una variable Poisson(pu(A)), donde 0 < p(A) < oc.

14



No es dificil verificar que p(-) es una medida en S y se le conoce como la medida media
del proceso Poisson. Es importante notar que no cualquier medida puede ser una medida

media, se tiene que garantizar que p sea no atémica, i.e.,
p({z}) =0 Vxebs.

A continuacion se enuncian las principales propiedades de este tipo de procesos y cuyas
demostraciones se omiten, pero que pueden ser consultadas en Kingman (1993). A partir
de este momento y hasta indicar lo contrario estaremos trabajando en un espacio medible

(S,.7) donde estard definido el proceso Poisson.

Teorema 1.13. Teorema de superposisicion.
Sean 111,115, ... una coleccion de procesos Poisson independientes en S, donde Vn 11, tiene

medida media [,. Entonces
n=|Jm,
n=1

es un proceso Poisson con medida media

B = Z K-
n=1

Teorema 1.14. Teorema de restriccion.
Sea 11 un proceso Poisson en S con medida media i y sea Sy subconjunto medible de S.

Entonces

leﬂﬂsl

es un proceso Poisson en S, con medida media
i(A) = (AN 9).

FEquivalentemente, I1; es un proceso Poisson en Sy con medida media pls, .

15



Teorema 1.15. Teorema del mapeo.

Sean (S,.) y (T,.7) dos espacios medibles, IT un proceso Poisson en S, con medida media
i, tal que p es o-finita y sea f : S +— T un mapeo medible tal que la medida inducida
w*(+) = u(fU()) es no atémica. Entonces f(I) es un proceso Poisson en T con medida

media |1*.

Una vez establecidas algunas de las propiedades, se puede proceder al teorema de

Campbell.

Teorema 1.16. Teorema de Campbell.

Sea 11 un proceso Poisson en S, con medida media p y sea f: S+ R medible. Entonces
L= f(X)
Xel

es absolutamente convergente en probabilidad si y sélo si

/S (17()] A D(dr) < oo,

Mds ain,
E(e"*) = exp (/(e“f(x) — 1)u(dx)) :
S

Para uw € C tal que la integral definida en la exponencial sea convergente.

Demostracion. El primer paso consiste en tomar a f una funcién simple, i.e., existen
Ay, ..., A, subconjuntos medibles y disjuntos (siempre podemos garantizar esto) y cons-

tantes aq, ..., a, positivas distintas entre si tales que
n

f(ZL‘) = Z ai]]-xEAi‘

i=1
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De esta manera también se garantiza que las variables aleatorias N(A;),..., N(4,)
sean mutuamente independientes y con distribuciéon Poisson(u(A4;)) Vi € {1,...,n}. De

esta forma,

E(e"*) = E |exp (UZZGiHXeAi>]

Xell i=1

= E eXpZ(UCLiN(Ai))

_ ﬁ E [euaiN(Ai)]
=1

= [Lexplu(A) e - 1)

i=1
= o [ [ 1>1Aiu<d:c>]
| i=1 /5
= oxp | [ (=Rt~ )]
S

— exp /S (e“f(x)—l),u(dx)]

Por lo que el teorema es valido para funciones simples. Sin embargo, como bien lo hace

notar Kingman, hay varios puntos importantes a considerar.

1. Si f puede tomar valores tanto positivos como negativos, entonces es mejor que la parte

real de u sea igual a 0 y obtener la funcién caracteristica de X.

2. Si f s6lo toma valores positivos es mejor que w > 0 para trabajar con —u y asi tener

una especie de transformada de Laplace.

17



De esta manera si f es una funcion no negativa, se puede ser expresar como el limite
de una sucesién creciente de funciones simples no negativas. Por lo que se toma a u > 0

y utilizando el teorema de convergencia mondtona se obtiene que,

) = Jim Bt )
= lim exp [— /(1 — e_“f"(x)),u(dm)]
n—oo S

= o |- [(- e an]|.

Mas aun, la condicién de integrabilidad para f garantiza que si u — 0 entonces

/(1 — e @) (dx) — 0.
s

Por lo que ¥ es una variable finita casi seguramente. Y si ahora la integral diverge entonces
E(e~¥) = 0, por lo que ¥ = oo c.s. Finalmente, si f es cualquier funcién medible, se sabe
que se puede expresar como f = ft — f~, donde f* y f~ son funciones medibles no

negativas. Asi ¥ converge si y solo si

Sp=) X))y =) f(X)

Xell Xell

convergen. Donde ¥, y ¥ son procesos Poisson independientes ya que estan restringidos

a los conjuntos {x : f(z) > 0} y {x: f(x) < 0} respectivamente. De esta forma,

E(equ) — E(67u2++u2_ )

= E(e")E(e")

o~ [ e s - [ e )]
{z:f(x)>0} {z:f(x)<0}

o[- [ et - [ e @)
{z:f(x)>0} {z:f(x)>0}

— exp |- /5 (1—e—uf<r>)u(dx)].




Con lo cual es valido para u > 0, por lo que debe valer para © € R y mediante una

extension analitica se verifica que es valido para u € C. n

Si en el teorema de Campbell se fija f > 0y u = 1 se obtiene la funcional caracteristica

del proceso aleatorio

E(e) = exp (— /(1 - e_f(x))u(da:)> (1.5)

que caracteriza por completo al proceso Poisson. Antes de seguir con el analisis e im-
portancia del teorema de Campbell se debe definir lo que es un medida aleatoria y una

medida completamente aleatoria, como en el trabajo de Kingman (1967).

Definicién 1.17. Medida aleatoria y medida completamente aleatoria.
Dado (S,) un espacio medible una medida aleatoria ® es una aplicacion ® : Q x & —

[0,00), tal que

1. Para todo w € Q, el mapeo A — P(w, A) es una medida en ..

2. Para todo A € .7, el mapeo w — P(w, A) es una variable aleatoria.

Mas ain, se dice que ® es una medida completamente aleatoria si para toda familia finita

y disjunta Ay, ..., A, las variables aleatorias ®(w, Ay), ..., P(w, A,) son independientes.

Uno de los resultados mas importantes para la teoria concerniente a las medidas com-
pletamente aleatorias es el teorema de representacion de Kingman. Este teorema establece
que una medida completamente aleatoria se puede representar como la suma de tres com-
ponentes, uno determinista, otro concentrado en un conjunto de atomos fijos y uno ultimo
concentrado en un conjunto de atomos aleatorios; por lo que, salvo una componente de-

terminista, una medida completamente aleatoria es puramente atémica.
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Antes de enunciar el teorema de representacién de Kingman se debe continuar con el
estudio de los procesos Poisson. Para esto, primero se puede ver que si se tiene a II un

proceso Poisson en S con medida media u y se define a la funcién de conteo N como
N(A) =#(INA).

Entonces N cumple lo siguiente,

1. N(0) = #(IIN0) = #(0) = 0.

2. Si se tiene una coleccion disjunta Aq, Ao, ..., en .S, entonces

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Por lo que N(-) es una medida en S, de esta manera y dado que las demés condiciones las
cumple trivialmente se dice que N(-) es una medida completamente aleatoria en S y se
le conoce como la medida aleatoria de Poisson. La existencia de estas medidas se puede

probar y para verlo uno puede referirse a Kingman (1993) o a Uribe (2013).

Lo que se busca es dar una representacion en el espacio producto. La idea es que para
cada punto X € II se tiene asociada una variable aleatoria my, que toma valores en algin
espacio M y donde se asume que la distribucion de myx sélo podra depender de X, i.e.,
otro punto Y € Il no la alterara y més ain las variables aleatorias asociadas a diferentes

puntos seran independientes.

De esta manera, la pareja X* = (X, mx) se puede pensar como un punto aleatorio
en S x M y el total de puntos denotado por II*{(X, mx) : X € II} forma un conjunto
aleatorio que como se vera a continuacién serd un proceso Poisson en el espacio producto.

Antes de enunciar el teorema que garantiza lo anterior se da la siguiente definicién.
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Definicién 1.18. Proceso Poisson marcado.

Sea IT un proceso Poisson en S con medida media p y una funcion de distribucion p(z, -)
en M que depende de x € S de tal forma que para B C M, se tiene que p(-, B) es una
funcion medible en S. Se dice que una version marcada de 11 es un subconjunto aleatorio
de S x M cuya proyeccion en S es Il y tal que la distribucion condicional de 11* dado 11

hace que las variables aleatorias mx sean independientes con distribucion p(X,-).

Con esta definicién ya se tienen los elementos necesarios para enunciar el teorema.

Teorema 1.19. El subconjunto aleatorio I1* definido como arriba, es un proceso Poisson

en el espacio producto S x M con medida media p* dada por,

-/ /@meﬁ(x’ dm)p(dz).

Demostracion. Para una funciéon medible f en el espacio producto, sea

=) f(X,mx).

Por definicién se sabe que dado 11, se tiene una suma de variables aleatorias independientes,

de esta forma y utilizando la esperanza condicional.

E(e > |II) = exp< Z fX mx ) ‘
— H Elexp(—f(X,mx))|II]
- 11 / p(X, dm).
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De esta manera,

E(e™) = E(E(e™)

= E(}HT/Me_f(X’m)p(X,dm))

ISy

Xell

1)

= E

Aplicando el teorema de Campbell al proceso Poisson II e intercambiando a f por g, que

g := —log (/ e T XMy (X, m)) .
M

estd definida como

Se tiene que,

I L)

= o |- [ ([ ptocdm~ [ empte.dn) ) o)

— exp — /S / A<41ef<$’m>>p<x,dm>u<das>}

= exp —/ (1 —e_f(x’m))u*(d:v,dm)} :
SxM

Por lo que efectivamente II* es un proceso Poisson en el espacio producto y con medida

media dada por p*. O]

Una de las implicaciones inmediatas es que por el teorema del mapeo, mx al ser una
proyeccion es un proceso Poisson en M. De esta manera se puede aplicar el teorema de
Campbell a > mx y de esta manera trabajar no sélo con funciones f(X) que dependen de

una forma determinista de X, sino de forma aleatoria e independiente de punto a punto.
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De esta manera si las variables mx son positivas, entonces su funcional caracteristica

estara dada por
E(e™ =) = exp {—/ (1—6‘m)um(dm)]
M

= oo |- [ [ a-emoneam).

Ahora bien, regresando al tema de medidas completamente aleatorias, se sabe que para
conjuntos disjuntos Ay, ..., A, se tiene que ®(A;), ..., P(A,) es una coleccién de variables
aleatorias independientes. Por lo cual su distribucion conjunta esta completamente espe-
cificada para cualquier familia de conjuntos (no necesariamente disjuntos), ya que siempre

se puede considerar a la familia
{B:B=AiNn---NA}

Donde A7 = A; 6 A7 = A{. Que es una familia disjunta y finita y que recupera a cada uno

de los elementos originales Ay, ..., A,,.

Una manera conveniente de caracterizar la distribucién de ®(A) es mediante la funcion
Au(A) = —log[E(e " *@)] u >0 (1.6)

Para la cual se pueden agrupar sus propiedades y su clara relacién con ® en la siguiente

proposicion.

Proposicién 1.20. Definiendo a A, (A) como en (1.4) se cumple lo siguiente.

1. A\ (+) es una medida en S y tal que 0 < X\, (A) < 0.
2. Ay y @ son absolutamente continuas una con respecto a la otra.

3. Ay es finita (infinita) si y solo si ® es finita (infinita) c.s.
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Demostracion. Claramente A\, (A) € [0, oo] por como estd definida. Ahora bien, lo primero
que se mostrara es que efectivamente es una medida. Para esto, claramente se tiene que

es nula en el vacio ya que,
Au(0) = —log[E(e "*@)] = —log[1] = 0.

Ahora, se puede ver que \, es contablemente aditiva. Para esto sea A;, A,, ..., una coleccién

mutuamente excluyente de tal forma que,

. (04) - lresny

— _log |E (e—u >, @(Anﬂ

= —log |E (H 6_“@(’41'))]
L =1
= —log H E(GMI)(AZ))]

[e'¢)
i=1
00
=1

Por lo que efectivamente A\, es una medida en S.

Ahora bien, si se considera a A tal que ®(A) = 0 se tiene que \,(A) = 0 (siguiendo los
mismos pasos que para {)). Si ahora se considera a A de tal forma que \,(A4) = 0 se sigue
que

0= —log[E(e**W)] & Ele™)=1 & &) =0.

Esto dltimo ya que u > 0. Por lo que A, y ® son medidas absolutamente continuas una

—ud(

con respecto a la otra. Finalmente, si ®(A) es infinita se sigue que e *®) = 0 c.s. por lo

que A, (A) = oo, siendo cierto el converso también. El caso finito es idéntico. ]
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Se pueden imponer restricciones a la medida \,, siendo una de ellas que sea o finita,

i.e., que exista una particion contable

S: GS]
j=1

de S tal que ®(S;) < oo con probabilidad positiva, cuando esto se cumpla se dice que @
es X finita. Una implicacién de esto, es que A, tendra los mismos dtomos que ®, donde se

dice que {z} es un dtomo de @ siy sélo si
P(®({z}) > 0) > 0.

Estos dtomos estardn fijos y forman a lo més un subconjunto contable X = {xy,xs, ...} de
S. De esta manera si se define a Sy := S\ X, se puede demostrar que ®, (la restriccién de

® a Spy) es una medida completamente aleatoria sin dtomos fijos y que es independiente

de las variables aleatorias {®({z;})}52;.

Con el procedimiento mencionado arriba se llega a una primera descomposicién para

medidas completamente aleatorias ¥ finitas. Definiendo a
Pr(A) =P(ANKX), Do(A) :=2AN(S\X)).
Que son las correspondientes restricciones, entonces se puede escribir a ® como,
O =0;+ D

donde ®( es una medida completamente aleatoria sin dtomos fijos y ®; es una medida

completamente aleatoria que puede ser escrita como

Oy = ¢(x)s

zeX
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Donde las variables aleatorias {¢(x)}.cx son independientes. De esta manera los puntos
fijos se pueden remover, por lo que se puede asumir sin pérdida de generalidad que una
medida 3 finita no tiene dtomos fijos, i.e., & = P y como consecuencia directa que la

medida A, sea no atémica.

Asumiendo lo anterior y tomando A tal que A\,(A) = < oo un resultado debido al
teorema de Lyapunov, garantiza la existencia de una particién A,, ;, con j =1,...,n, de A

tal que Ay (A,;) = L. De esta manera se tiene que
E [e’“q’(A"*j)] =en.

Ahora, bien la desigualdad de Markov, garantiza que para una variable aleatoria X no

negativa y una constante a > 0

E(X)

a

P(X >a) <

De esta manera se obtiene lo siguiente,

P(®(A,,) >c) = P (e‘”q)(A”vf) <e ™)

Donde el tltimo término converge uniformemente para toda j cuando n tiende a infinito.

Luego, como para toda n

B(A) = Z@(An,j).

Se tiene que ®(A) es infinitamente divisible, por lo que usando la representacién de Lévy-

Khintchine (para variables no negativas), se tiene que

E (e7"*™@) = exp <—ﬂ(A)u - /R (1— e")y(A, ds)> . (1.7)

+
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Donde 5 > 0 y v(A,-) es una medida en R;. De esta manera A, tiene la siguiente

representacion.

Mu(A) = B(A)u +/ (1—e")v(A, ds). (1.8)

Ry
Al ser A, una medida, se tiene que 5(A) y v(A,-) estan completamente determinadas por

Au(A) ya que se debe cumplir lo siguiente

3 (U Ai) = ZB(A»,

Por lo que se tiene una representacion para medidas completamente aleatorias Y finitas
y sin atomos fijos en términos de las ecuaciones (1.6) y (1.7). Con S una medida (no
atémica) en S, v(A,-) medida en Ry U {oco} y v(-, B) medida (no atémica) en S. Sin
embargo, no es todo lo que podemos decir sobre esta representaciéon. A continuacion se

verd la relacion que se tiene con los procesos Poisson.

El teorema de Campbell y la ecuacién (1.6) estén ligadas de tal forma que gracias a esta
conexién se pueden construir medidas completamente aleatorias a partir del conocimiento
de (B y v, definidas como arriba. Para esto se hara uso de la derivada de Radon-Nikodym,

por lo que primero se enuncia este resultado.

Teorema 1.21. Teorema de Radon-Nikodym
Sea (S,.) un espacio medible y «, v dos medidas definidas en este espacio tal que « es
o-finita y v es finita y absolutamente continua con respecto a o. Entonces existe f € L*

tal que para toda A € ./

1(4) = [ pd.

Donde f es conocida como la derivada de Radon-Nikodym.
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Si se supone que la medida definida en S como
pu(A) = v(A, (0, 00])
es o-finita, se tiene que para s > 0 la medida

ﬂu(A) = V(Aa (07 S])

es absolutamente continua con respecto a p por lo que tiene una derivada de Radon-

Nikodym que se denotara por F(x,s), por lo que

() = [ Flas)utda).

Donde F(-,s) estd determinada salvo en un conjunto de medida cero para cada s. Para
demostrar que F'(z,s) es la distribucién de una variable aleatoria con soporte en (0, 0o]
para toda s, primero se debe tomar una version para s en los racionales y después se
extiende para toda s por continuidad por la derecha. Esto se puede consultar mas a
detalle en Kingman (1967).

Con lo anterior en mente se puede construir a la siguiente medida en el espacio producto
S* =5 x (0,00]

w0 = [[ ar s,

Cuando A* = A x B, se tiene que

1A x B) = /A /B dF (z, s)p(dz) = /B dv(A, (0,5]) = v(A, B).

Se sabe que en general la medida v no tiene porqué ser o-finita; sin embargo, se sabe que

cumple con una condicién de integrabilidad a decir:

/(1 — e )W(S;, ds) < 0.
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De tal manera que para todo € > 0 se tiene que v(S;, (€,00]) < 0o y asi se puede definir a

SO

que es una medida o finita y a
pi=> p"
n=1

Aplicando todo lo anterior a p" y después suméandolas para obtener a j se tiene que en
efecto hay una medida p* en S* tal que u*(A x B) = v(A, B).

De esta manera si IT* es un proceso Poisson en S* con medida media p* y se define a

U(A):=) {s:(2,s) €II",w € A},

se tiene que ¥ es una medida puramente atomica en S cuyos atomos corresponden a los del
proceso Poisson IT*. Por lo que si (x, s) es un punto en IT* se tiene que ¥ tiene un dtomo
con peso s en x. Mas atin, ¥ es una medida completamente aleatoria y su distribucién se

puede obtener a través del teorema de Campbell como,

E[c¥™@] = exp {_/A/M(l_e_usw(dm’ds)}
_ exp{—]@fl——éﬂﬂy@Ld@} (1.9)

De esta manera comparando las respectivas expresiones obtenidas para ® (1.7) y para ¥

(1.9), se puede observar que

=4+

Siendo esta finalmente la representacion para medidas completamente aleatorias ¥ finitas.

Todo lo anterior puede ser resumido en el siguiente teorema.
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Teorema 1.22. Teorema de representacion de Kingman.
Sea ® una medida completamente aleatoria definida en un espacio medible (S,.7) tal que

® es X finita. Entonces, existen medidas 8, V y @y tal que
b=+ 5+ 0.

Donde

1. B es una medida determinista y no atomica definida en S.

2. U es una medida completamente aleatoria y puramente atémica. Y que puede ser escrita

como

v = Z $,0.

zell*
Esto es, U tiene dtomos correspondientes a los puntos de un proceso Poisson IT* con
medida media p* y con pesos aleatorios dados por las variables aleatorias {s;} en de

distribucion F(zx,-).

3. ®; es una medida completamente aleatoria con dtomos fijos en el subconjunto contable

X ={x1,x9,...}. Que puede ser escrita como,

Op = 6(x)d,.

zeX

Donde las variables aleatorias {¢(x)}rex son independientes. Y ademds @y es inde-

pendiente de 5+ V.

Para fines de la normalizacion se tomard a ® = W, por lo cual se estara trabajando
con medidas completamente aleatorias que cumplen con ser discretas casi seguramente.

De esta manera pueden ser caracterizadas a partir de la ecuacién (1.9),

E [e W] = exp {— /R +(1 — e “)u(A,ds)
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También se sabe que al ser ésta su representacién de Lévy-Khintchine, v es denominada la
medida de Lévy. Esta medida contiene toda la informacién referente sobre la distribucién
de los saltos y la localizacién. Esta medida se suele separar (para fines préacticos) como
v(dz,ds) = a(dz)p,(ds). Donde a es una medida en (S,.%) y p es un kernel de transicién
en . X Z(R") y donde a partir de p se pueden tener dos clases de medidas de Lévy.

1. Se dice que la medida de Lévy v es homogénea si p,(ds) = p(ds). Que significa que los

saltos seran independientes de los puntos donde se localiza el salto.

2. De lo contrario, se dice que v es no-homogénea.

Para terminar el capitulo se presentan dos medidas de Lévy que seran estudiadas con
mayor profundidad en el capitulo 3. La primera de ellas es la correspondiente con el proceso

gama. Para esto sea v como sigue

v(dz,ds) = ¢

" dsald
. sa(dzx),

que es una medida homogénea.
La segunda medida de Lévy a considerar es la correspondiente con el proceso o-estable.

Sea o € (0,1) y la siguiente intensidad de Lévy

v(de,ds) = o dsa(dr),

['(l—o0)s

que también es una medida homogénea.
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Capitulo 2

Construccion via normalizacion

A partir del teorema de representacién para variables aleatorias intercambiables se
sabe que uno de los principales objetivos de la estadistica bayesiana no paramétrica es
la construcciéon de distribuciones iniciales para P, que es una medida de probabilidad
aleatoria (RPM por sus siglas en inglés). Para esto ya se ha hecho una introduccién al
concepto de medidas completamente aleatorias y a sus propiedades, siendo una de las

principales el que sean discretas casi seguramente.

La normalizacion de medidas completamente aleatorias es una herramienta que ha
sido utilizada en una gran variedad de contextos alejados de la estadistica bayesiana como
problemas de almacenamiento y en ciertas areas de la ciencia como ecologia, genética, entre
otras. A pesar de que una de las construcciones dadas por Ferguson (1973) del proceso
Dirichlet viene de la normalizacion del proceso gama, esta técnica fue retomada hasta
los trabajos de Regazzini, Lijoi y Priinster (2003) donde se presenta una normalizacién
de un proceso con incrementos independientes para generar una medida de probabilidad
aleatoria en R. Lo que conllevé a un claro beneficio para la estadistica bayesiana no

paramétrica.
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Como se hard una normalizacion de estas medidas se debe restringir a una clase especial
de ellas. De esta manera, este capitulo se centra en la construccion y obtencion de las
principales caracteristicas como: la distribucion posterior, la distribucion predictiva, la
funcion de probabilidad para particiones intercambiables, entre otras. Para el desarrollo
del capitulo se hace especial enfoque en la teoria desarrollada por Hjort, Holmes, Miiller
y Walker (2010) y en los articulos de Lijoi y Priinster (2009) y Lijoi, James y Priinster
(2009).

2.1. Medidas completamente aleatorias normalizadas

A partir de este momento se debe considerar un espacio polaco (X, Z") y se denotara
por My al espacio de medidas en (X, Z2") tales que para toda ® € Myx y cualquier
conjunto acotado A € 2 se tiene que ®(A) < co. Este espacio de medidas estard dotado

con su o-algebra de Borel, #.

Recordando que si ® es un mapeo medible de (2, %, P) a (Mx, .#x) tal que para con-
juntos ajenos Ay, ..., A, € 2, las variables aleatorias ®(A4;), ..., ®(A,) son independientes,
entonces se dice que ® es una medida completamente aleatoria; para la cual, se tiene un
teorema de representacién (1.22) que garantiza que se puede pensar a ® como la suma de
tres componentes, uno determinista, un componente aleatorio con atomos fijos (subcon-
junto contable) y un componente donde los saltos y sus localizaciones son aleatorios.
Pensando por un momento que el componente determinista es idénticamente cero, se puede

escribir a ® como

M oo
O = Vida, + > Jibx, = O+ 0. (2.1)

i=1 i=1
Donde {z;}M,, con M € N U {oo}, son los puntos fijos con masas aleatorias {V;}},
y {X;}%°, son las localizaciones aleatorias con saltos aleatorios {J;}%°,. Y {Vi}¥, son

variables mutuamente independientes e independientes de V.
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Mads ain, se sabe que V¥ estd completamente determinada por su representacion de Lévy-

Khintchine, por lo que si f es una funcién medible de (X, 2") a (R, Z(R)) tal que

/\f|d\11<oo

entonces, se tiene que la funcional de Laplace estard dada por

E [exp (—/Xf(x)kll(dx)ﬂ = exp {— /umx(l — e @y (ds, dx)| . (2.2)

Donde v cumple con la siguiente condicién de integrabilidad

/B/]R+(s A )w(ds, dz) < oo.

Y se le conoce como la medida de Lévy y que ademaés contiene toda la informacién referente
a los saltos y a los sitios donde ocurren. De esta manera se puede dar una primera definicién

de lo que se denotard como una NRMI.

Definicién 2.1. NRMI
Sea ® una CRM en X tal que 0 < ®(X) < oo c.s. Entonces la medida de probabilidad

aleatoria P definida como:

Es una medida completamente aleatoria normalizada con incrementos independientes (NR-

MI).

A partir de la definicién es claro el por qué ®(X) debe ser finita y positiva. Ahora bien,
sabiendo que ® esta completamente caracterizada por la intensidad de Lévy asociada v,
las condiciones impuestas para ® pueden ser reexpresadas en términos de v. Recordando

la descomposicion de v(ds, dx) = p,(ds)a(dzx), se tiene lo siguiente:
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1. Que & sea finita es equivalente a pedir que el exponente laplaciano sea finito para todo
u >0, ie.,

o(u) = /R X(1 — e ")p(ds)a(dr) < co. (2.3)

Cuando v es homogénea esta condicion se reduce a pedir que 6 := «(X) < oo. Cuando
ocurra esto, la medida « puede ser representada como «(dx) = 6P, donde Py es una

medida de probabilidad en X.

2. Que ® sea positiva es equivalente a pedir que exista un conjunto A tal que a(A) > 0
y que

[ p.®ealde) = .

Cuando v es homogénea es equivalente a pedir que p(R) = oo i.e., que sea una medida

de actividad infinita.

Una vez definida la medida de probabilidad aleatoria el siguiente paso es la descripciéon
del analisis posterior que ya se ha mencionado en el primer capitulo. De esta manera, en
la siguiente seccién se vera la construccion de la distribucion posterior que, salvo un caso,

representa desafios importantes.

2.2. Distribucién posterior

Un concepto que permite que el andlisis posterior sea mas sencillo en la estadistica

bayesiana es el de familias conjugadas. Lo que en el caso paramétrico se define como:

Definicién 2.2. Familias conjugadas.
Se dice que una clase C de distribuciones iniciales para 6 forma una familia conjugada

con respecto a f(x|0) si la distribucion posterior pertenece a C.
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De esta manera y dada la mayor complejidad matematica inherente a los problemas no
paramétricos, se podria buscar esta caracteristica al momento de normalizar para facilitar
los célculos; sin embargo, se ha demostrado que las NRMI’s no son conjugadas, salvo
para el proceso Dirichlet. Por lo que para poder obtener la distribucién posterior se debe
introducir una variable latente gracias a la cual se obtiene que la distribucién posterior

también sea una NRMI.

Como es usual, primero se debe considerar una sucesién { X, }2 | de variables aleatorias
intercambiables definidas en un espacio de probabilidad (£2,.%#,P) con valores en el espacio

polaco X, de tal manera que recordando el modelo jerarquico se tiene que

n

P(X) € Ay, ... X, € A,|P) = [ [ P(A). (2.4)
i=1

Dado que se estan considerando medidas completamente aleatorias puramente atémicas, el

vector aleatorio X™ = (Xi, ..., X,,) admite la siguiente representacién (Y™, 7) en donde

Y™ = (v, ..., Y, (x)) denota las distintas observaciones y 7 es una particién del conjunto

[n] :={1,...,n} de tamafio n(m), que permite identificar cudles observaciones fueron igua-

les. El nimero de elementos en el i-ésimo bloque estd dado por n; para i = 1,...,n(r) de

tal forma que Z?:(q) n; =n.

Ahora bien, si se considera a W,, una variable aleatoria gama de parametros (n, 1) inde-

pendiente de ®(X) = T, se define a la variable aleatoria

Wi,
Uni= 7
Cuya densidad estda dada por
un—l
fo.w) = | fw, (w0 fr(v)dv = T / o fr(v)e " dv.
R+ I'(n) Je,
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Es importante mencionar que la distribucién de T se asume absolutamente continua
con respecto a la medida de Lebesgue, por lo cual admite una densidad y se puede llegar

al resultado anterior.

Para el analisis posterior que se necesita, la distribucién de U,|X(™ serd de gran
importancia. En lo que sigue, para una pareja de objetos aleatorios X e Y definidos en
(Q,.7,P) se denotard por X al objeto aleatorio cuya distribucién coincide con la de
distribucién condicional de X dado Y. Con esto en mente se puede enunciar el teorema

que ejercerda un papel primordial en el andlisis que sigue.

Teorema 2.3. Sea P una NRMI con intensidad de Lévy, v(ds,z) = p,(ds)a(dz). Enton-

CES

n(m)
@(Umx(n)) i q)(Un) "‘ZJZ‘(UMX(”))(SY@"
=1

Donde
1. ®Un) es una medida completamente aleatoria con intensidad
v (ds, dz) = e~ p,(ds)a(dx).
2.Y; coni=1,...,n(m) son los puntos fijos de discontinuidad y Ji(U"’XW) son sus corres-
pondientes saltos que son mutuamente independientes e independientes de ®Un) y cuya

densidad f;(s) es tal que

fi(s) o< s™eUn py (ds).

Demostracion. Hay dos formas de demostrar este teorema, una trabajando con el proceso
Poisson asociado a la medida completamente aleatoria y otra trabajando con la funcional
de Laplace. Las dos pruebas se pueden encontrar en el trabajo de Lijoi, James y Priinster
(2009). En este trabajo se hace énfasis en la prueba a partir del proceso Poisson y que esté
guiada en resultados descritos por James (2005) y que por completez se pueden consultar

en el Apéndice B.
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Recordando que se esta considerando a ® de tal forma que es discreta casi seguramente,

se tiene que & =¥ = )" Ji0x,, donde ¥ tiene una construcciéon basada en un proceso

zell*

Poisson, II, definido en R, x X y de intensidad v, por lo que para todo B € 2 se tiene

@(B):/R BsH(ds,da:).

Denotando por P, a la distribucién del proceso Poisson asociado, Il de intensidad v y
a [E,(-) como la esperanza respecto a P,. Y recordando que la medida de probabilidad

aleatoria estd definida como P(dx) := 0~1®(dzx), se define a

n(m) n(m)
I, =1+ 6y y O, (dx) = O'(dw) + Y Jidy, (dx).
=1

i=1

Donde IT" y @ son de la misma forma que II y ® respectivamente. Asi,

n(m) n(m)
0,(X)=¥X)+> J=T+> J
=1 =1

Siguiendo la linea del articulo de James, se debe definir a

- - 1

qY;,®,) =0,X) ' = —— .
! T+ 3

Que no depende de los puntos de discontinuidad Y; ni del indice j, por lo que

1
(T + 350 T

n(r)
[T @)1 =

También, si se denota por J = (Ji, ..., Ju(x)) al vector de saltos, se debe definir a

P, (dIl) fr(t)
W (T, XM = = dt.
PnlEXT QMT+E@LW(@V+ZEMWt
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El Teorema B.2. inciso 1., que corresponde al teorema 3.2 del trabajo de James (2005),
permite asegurar que la distribucién posterior de @\X(”) es equivalente a la distribucién
de @n\X(”) y estd determinada por la distribucién posterior de H|X(”) que a su vez es

equivalente a la distribucién de II,,|X ™.

Usando de nueva cuenta el inciso 1. del Teorema B.2, se puede obtener la distribucion

de (IT', J) dado X™| como sigue,

SAV,JIXM) = f(IT]3, X)) FIIX )
n(r) n(m)
o ¢, (3, XM) | [a(V5. @)™ | Pu(dIl) 6 (3, X)) T T 37 py, (d ;)
j=1 j=1

n(m)

1 .
= P, (dIl T oy (dT5). 2.5
ISR ) T 757 pv, (dJ5) (2.5)

j=1

Por lo que la distribucién de (IT', J) dado X, evaluada en un punto (7, s, ...8n(x)), €8

proporcional a

n(m)
1 .
P, (dn’ s py (ds; 2.6
a0 L) >

Que es una expresién que determina la distribucién posterior de ®|X™. Una vez teniendo
lo anterior sélo hace falta ver lo que ocurre al introducir la variable latente U,,, para esto,
primero se debe hacer notar que al considerar a Z una variable aleatoria con distribucién

gama de pardametros («, f3),

a—1pa,—zB 1 a—1,—2z8
/ L pe dz=1 = — = / = dz.
R, ['(a) B r, [(a)

De esta manera,

1 _ ]' n—1 /
' () 1yvn T'(n B : '
G +Zi:(1) 3 ) R+u exp |—u | T —l—ZJ du
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Usando la identidad anterior, conocida como identidad gama, la expresion (2.6) puede
ser aumentada para poder encontrar la distribucién conjunta del vector (II',J, U, X)),
que es proporcional a

n(r)

u" e P, (dr) HS e " py,(ds;)a(dY;). (2.7)

7=1

Utilizando la Proposicién B.1., se obtiene la siguiente igualdad para las medidas,
e TP, (dn') = e WP, (dr').

Donde v, = e *p,(ds)a(dr) y E,(e™T") = e™#®) por lo que (2.7) se puede reescribir
como o
u"te WP, (dr') H s;’e” " py (ds;)o(dY;) (2.8)

j=1
La expresién (2.8) permite derivar una expresiéon para la distribucién de IT, J|U,, X (™,

que es proporcional a
n(m)

nj _—us;
P, (dr' Hsj e " py,(ds;).
Jj=1

Donde IT'|U,,, X™ es un proceso Poisson con intensidad dada por (V) = e=Un%p_ (ds)a(dz),
que tiene asociada una medida completamente aleatoria asociada, que se denotd como
dUn) Y los JZ-(U”’X(R)) son los puntos de discontinuidad, independientes de IT" y cuya den-
sidad es proporcional a

stie™Unsipy (ds;).

7

El teorema anterior muestra que condicional a una variable latente, la distribucién pos-
terior de la medida completamente aleatoria ® sigue siendo una medida completamente
aleatoria con puntos fijos de discontinuidad correspondientes a las n(w) distintas observa-

ciones. Otro resultado importante derivado del Teorema 2.3 es la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.4. Sea P una NRMI. Entonces la distribucion condicional de U, dado

XM admite una funcién de densidad fUn\XW)(U) tal que,

n(m)

Sz () oc w7 (uf Vi) e,

i=1

Donde
T, (u]Y;) = / s"ie” " py.(ds), i=1,..,n(m),
R4

y o(u) es el exponente laplaciano como en (2.3).

Demostracion. Para mostrar este resultado basta recordar la expresion (2.8), la cual da
salvo una constante de proporcionalidad la distribucién del vector (I', J, U,,, X(™) y que

es igual a
n(m)

u"lem? WP, ( Hsn]e “py (ds;)a(dY;).

J
J=1

Basta integrar con respecto a m y a las s; para obtener una expresion para la distribucion
conjunta de (U, X)), No es un célculo complicado; sin embargo, lo que podemos notar
del proceso es que al integrar sobre las s; se obtiene la expresién dada por 7, (u|Y;), de
esta manera la distribucién conjunta es proporcional a

n(m)

un e P H [/ smeuspyi(ds)l a(dY;)
Ry

i=1

Y de donde se sigue que la distribucién de U,,|X ™ es proporcional a

n(m)
u e H T, (1] Y5)
i=1
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La proposicion anterior sera de gran utilidad al momento de calcular la distribucion
predictiva. Para finalizar la seccién se presenta el teorema del cual se desprende la distri-

bucién posterior de P.

Teorema 2.5. Sea P una NRMI con intensidad de Lévy v(ds,dz) = p,(ds)a(dx), enton-
ces la distribucion posterior de P dada U, es nuevamente una NRMI, con puntos fijos de

discontinuidad y es tal que

() s O X5
X(n) i - 1— i=1 Y1 Y;
Donde
dUn)(X)
w =

)

De esta manera se tiene que la distribucién posterior (condicional a la variable latente)
es una mezcla de NRMI’s con puntos fijos de discontinuidad que corresponden a las distin-
tas observaciones. La introduccion de una variable latente causa que sea mas elaborado el
proceso; sin embargo, permite tener una representacion de la distribucion posterior de la
que se pueden obtener algoritmos para muestrear trayectorias de una manera ciertamente

no tan complicada.

2.3. Distribucién predictiva

Cuando un problema estadistico se resuelve basado en la metodologia bayesiana se
sabe que ademaés de la distribucién posterior, la distribucion predictiva tiene un rol de
suma importancia, ya que permite estudiar el comportamiento de futuras observaciones,

lo cual es vital en estudios de muestreo de especies por mencionar uno.

Para obtener dicha distribucion predictiva, ya se tiene la herramienta necesaria que fue

desarrollada en la seccién anterior y del cual se puede desprender la siguiente proposicién.
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Proposicion 2.6. Dada P una NRMI con intensidad v(ds, dz) = p,(ds)a(dz), entonces

la distribucion predictiva de X,1 dado X™ estd dada por
P(X,q1 € dz|X™) = ™ Py(dz) + Zw Jdy, (dz). (2.9)

Donde para i =1,...,n(m)

0 / Trsa (] Y))
=2 [ un ) e, = [
w ut (ulz ) (u)du, w; U xm (w)du
n Jx, 1 Un|X - Tnl(UDﬁ) Un|X

Demostracion. La demostracion estda basada en el hecho de que el lado izquierdo de la

ecuacion (2.9) puede ser escrito como
P(X,,1 € de[X™) = E(P(dz)[X™) = / E(P(d2)|Un = 1, X™) fy e ().
R+

Utilizando el teorema 2.5, se tiene que

[ oM(d n(m) @XM s o
E(P(dn)|U, = u, X®) = B |0l | g f (g 2=t s v (dz)
T(w) Zn(w) J(u,X(”))
] r=1 9T
[ U n(m u, X (™)
syl A e

= I(u,2,X™) + Iy(u,z,X™).
De esta manera,

P(X, 1 € dz|X™) :/R I(u, z, X" )fU xcom (U )du+/R L(u, z, X" )fU xm (u)du.
" " (2.10)
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Lo que se mostrard es que el primer sumando de la expresién (2.10) serd igual a

w(”)a(da:), para esto primero se debe ver lo siguiente,
o (dx)
PxX Tu 4 Z;’l:(q) Ji(u,X(n)
n(m u, (n) w
- / E [e_szi—(l) e )} E[®" (dw)e""]ds
R

h(wX") = [ Py (42
R

Donde,

D A X () n(m) (X
E (& v 1=1 Y14 — HE e vJ;
=1
— H/ e~ vs se pYz( S)
ey JpeTsme 0y (ds)
n(m)

- 11 / s"e” (T py (ds)
R

i=1 YRy Tri(ulY;)

E[®%(dz)e™T"] = /RE(e‘”q)u)se_(“ﬂ)spac(ds)a(dm)

+
= / e log]E[ewu]a(da:)se_(““)spx(ds)
Ry

= e " Oa(dr)m(u+v|).
Juntando estas expresiones y utilizando que

o(0) + ) = / (= ds)aldr) + / (1 — e~ py(ds)aldz)

R+><X

_ / (L= e (ds)a(e)

= (v +u),
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se tiene que

n(m)

T (usol Y,
[1(u,:c,X(n)) :/ e ?" (dx)ﬁ(u—i—v|q:) H i(ut M)dv.
Ry 1 Tna(ulYs)
Y el primer sumando de (2.10) es igual a
n(m) v
/ / a(dz)m(u+ v|x) H MfU \XW( w)dvdu
Ry /Ry i1 Tniuly)
n(m) T (oY) n(m)
= dl‘ / / e 4.0(7)+u T U+U|{L‘) ni(u+v n 1 Tn u|Y)dvdu
Ry JR+ H Tni(ulY;) H
"(Tr)

= afdr) / / e P (u 4 v|2) HTn (u + v|Y;)u" " dvdu
R, JR,

=1
haciendow =v+uy z=u
( y
n(r)

= a(dx)/ HTni(w|Yi)ﬁ(w|m)e_“’(w)/ 2" dzdw
R 0

+ =1

n(r)
d
_ oldz) / w'ry(wlz) [ 7, (w]Yy)e #™duw
nJry i=1
d n\m
— o x)/ wry (w|x) w"’IHTni(w\Yi)e"P(m dw
IRy i=1
0-a(dx
= L sl e (i
.n R+
= Py(dz)w™

(n)

Los pesos w; ’ se obtiene de forma analoga. ]

Se puede observar que la distribucion predictiva es una combinacion lineal de Fy y de
una version ponderada de la distribucion empirica, lo cual es de cierta manera intuitivo
ya que se tiene que las NRMI son discretas casi seguramente, por lo cual hay probabilidad
positiva de empates. Esta representacion serd de gran utilidad al momento de implementar

esquemas de muestreo tipo Blackwell-MacQueen.

45



2.4. Funcién de probabilidad para particiones inter-

cambiables (EPPF)

La teoria de las particiones aleatorias intercambiables tiene su origen en los estudios
hechos por Kingman (1982) y més adelante desarrollada, entre otros, por Pitman (2006).
Antes de estudiar la relacién entre particiones aleatorias y las NRMI, se presenta una

recapitulacién sobre conceptos de combinatoria y particiones.

Dado un conjunto (finito) A, se dice que una particién de A en k bloques es una
coleccién de conjuntos no vacios y disjuntos { Ay, ..., Ay} tales que U ; A; = A. Se denotard
por g@[’fﬂ al conjunto de posibles particiones en k bloques de [n] = {1,....,n} y Pp, =

he1 t@[’fﬂ el conjunto de todas las particiones de [n]. Dada una particién en k& bloques
de [n], se puede considerar al vector de tamanos de cada bloque, i.e., (|Ay,...,|Ax|) que
forman una composicién de n, que no es mas que una secuencia de enteros no negativos
tales que la suma es igual a n. Al conjunto de todas las posibles composiciones de n se le

denotara por %,.

Una particién aleatoria de [n], denotada a partir de este momento como II,,, se dice
intercambiable si su distribucién es invariante ante permutaciones de [n], i.e., para cada

particién {Ay, ..., Ay} de [n] se tiene que
P(I1,, = {As, ..., Ar}) = p(|A1], .., | Ak])

para alguna funcién simétrica p de las composiciones (nq,...,n;) de [n]. Esta funcién p
se le conoce como funciéon de probabilidad para particiones intercambiables o EPPF por
sus siglas en inglés y serda denotada por H,(Cn) (nq,...,nx). De esta manera se puede dar la

siguiente definiciéon involucrando todo lo anterior.

Definiciéon 2.7. Sea {X;}i>1 una secuencia intercambiable. Entonces, considerando a H,g")

como arriba, la coleccion {H;,n) :1<k<n,n>1} define una EPPF.
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Una caracteristica esencial de las EPPF es que satisface la regla de adicion, i.e.,

k
H,gn)(nl, ,nk) = H;::il)(nl, ey Mg 1) + ZH,&n)(nl, ey Mj—1, My + 1,nj+1, ...,nk).
j=1

De esta manera es sencillo ver como el estudio de las NRMI esta ciertamente ligado
con el estudio de las particiones intercambiables y su funcién de probabilidad asociada,
EPPF. Se ha visto que dada una muestra X, ésta admite una representacién (Y™, ),
donde Y™ denota las distintas observaciones y 7 es una particién de [n] = {1,...,n}.
Por lo que puede haber empates y esto se obtiene por el hecho de que ® es discreta casi
seguramente. Con lo anterior en mente se puede definir una particiéon de [n] mediante la

siguiente asignacion:
ZN]@X,:XJ VZ,]G{].,,TL},Z?A‘]

Otra de las ventajas de contar con la EPPF es que permite obtener el sistema de distribu-
ciones predictivas inducidas por Q, ya que teniendo una muestra de tamafnio n y n(w) = k
distintas observaciones Y7, ..., Y} se cumple que
n+1

P £ Y, ¥ € {1 RYXO) = Dt (e )
1L, (n1, ..., ng,)
H,(C")(nl, s M1, g+ Lngi, e, ny)

H,g”)(nl,...,nk) .

P(Xoh = YIX™) =

Donde no es dificil de mostrar, a partir de la ecuacién (2.8) que

() (1, n :L u e : Tn. (u]x)a(dx) | du
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Mads aun, con la expresion de la EPPF dada por (2.11) se recupera la distribucién
predictiva obtenida en la seccién anterior, ecuacién (2.9). Es importante sefialar que sélo
para ciertos casos se tienen expresiones cerradas, siendo la NRMI basada en la normali-
zacion del proceso gama generalizado uno de estos casos. El tener una expresion cerrada
nos permite implementar algoritmos de muestreo de Blackwell-MacQueen. Sin embargo,
para cuando sea necesario aiun se puede muestrear de la distribucion predictiva mediante

el condicionamiento de la variable latente U,,.

La idea detras de condicionar con la variable latente U,, es poder expresar a la EPPF

CcCOomo
k
n)
LY = Vir [[ W
=1

Donde V,, 1 es una cantidad positiva y que no depende de la composicién (ny,...,ny) y
W, es una cantidad positiva que sélo depende de n;. Si es posible encontrar una EPPF
con esta descomposiciéon se dice que la particion aleatoria es una particién de Gibbs.
De esta manera y de nueva cuenta a través de la ecuacién (2.8) se puede verificar que

condicionando a U,
e #O T s ()
Jo, tre " fr(t)dt

1™ (7|u) = (2.12)

donde,
/ﬁni(u):/XTni(u\a:)a(dx).

Por lo que la particiéon 7 condicionada a U,, es una particion de Gibbs. Y de esta manera,

se tiene que la distribucién predictiva condicionada a la variable latente es

k
P(X,p1 € dz|X™ | U, = u) o< ry(u)7 (u|z)Py(dz) + Z Tn]H (u]¥)) (5Yj(dx). (2.13)
j=1
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Con la representacion anterior se puede implementar un esquema de muestreo como

el de Blackwell-MacQueen para obtener una muestra. Para esto se debe definir a

m(dzju) o< 71 (ulr)a(dr)

m(dmi|x1, ....,QTZ‘_l,U) = ]P)(Xz S de‘Z‘|X1, vy X1, U1 = U) 1> 2.

Y Up una variable aleatoria positiva con densidad go(u) oc fe=#™ [( 71 (u|z)Py(dz). De

esta manera el algoritmo queda descrito como:

1. Simular Uy de qp.
2. Simular X; de m(dx|Up).
3. En el paso ¢
a. Simular U;_y de fu,_,1x,,..x: 1 (W)

b. Generar ¢; de f;(€) o< 71 (U;—1|€) Py(de).

c. Simular X; de m(dz|Xy, ..., X;_1,U;_1), con lo cual esta ocurriendo lo siguiente:

€; X /fl(Ui—l)

Y}:Fl X Tn;,;oq+1 (Uifl ’}/}71'*1)/7-%,2'71 (Uifl ’Y},i*l»

Donde Yj;_; es el j-ésimo valor distinto habiendo muestreado ¢ — 1 valores y con

n;;—1 el nimero de empates.

Para este punto del trabajo se ha visto que las NRMI son discretas casi seguramente,
por lo cual hay probabilidad positiva de empates, de esta manera se sabe que al tener
n observaciones se tendran n(w) distintos grupos de observaciones. Con lo cual surge
de manera muy intuitiva el estudio de conglomerados en la estructura de los datos y
estimacion de densidades en modelos de mezclas. Lo cual es posible ya que ya se cuenta

Ccon un esquema de muestreo.
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2.5. Estimacion de mezclas

Este método fue propuesto por primera vez en 1984 por Lo. La idea principal consiste
en la introduccién de una secuencia intercambiable de variables {f;};>1, gobernadas por
una medida de probabilidad completamente aleatoria discreta P y con valores en un
espacio polaco B, que esta dotado de su o-algebra de Borel y un kernel k. Donde k es
una aplicacién medible del espacio producto X x B a Ry y es tal que para A una medida

o-finita en X se tiene que la aplicacion

Cr—>/cl<;(x,6))\(dx)

define una medida de probabilidad en X para toda § € B. En la practica un kernel
sumamente utilizado es el gaussiano con vector de pardmetros 8 = (u,0?) € R x R,. De

esta manera se puede construir un modelo jerarquico,

X8, P * k(X B)
Bi|P S
P ~ Q.

Si se define a una funcién de densidad aleatoria dada por

v fola) = [ Ko APLD)

El modelo jerédrquico puede ser escrito como
Xi|P %
P ~ Q.
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Al ser P discreta, propicia que haya empates en las variables latentes {f;}i>1, lo que
se vera reflejado en una particién de las observaciones. De esta manera si se denota a
B3, ..., 3% como las distintas observaciones en una muestra de tamano n y se define a
C;={i:p = B; }, entonces cualesquiera dos observaciones r y s estardn en el mismo
grupo Cj si y sélo si 8, = 5. El nimero de distintas observaciones permite identificar el

numero de conglomerados que se denotard como K.

El tratar de esta manera el problema de mezclas de densidades tiene como objetivo
hacer inferencia sobre P y sobre K, condicionado a la muestra. Sin embargo, obtener
expresiones cerradas no es posible y un claro ejemplo de esto 1iltimo se puede observar al

momento de dar un posible estimador de fp, dado por

E(fp[X™) = /B Kz, E(P(B)[X™)
- / Kz, B) / E(P(dB)[X™, 8)Q(dB;. ... 4B} ) | X™)
B B”

= k(x,8) Y E(PB)IB;, ... Bymy) QAP .oy By | X ™).
]Bk+1
k=1

gpk
WEJW

La principal dificultad al evaluar esta expresién es el tener que hacer la suma sobre todas
las particiones, ya que la distribucién predictiva E(P(d3)|57, ..., ﬁ;(ﬁ)) se puede tener de
forma cerrada para algunas NRMI. Aunado a lo anterior es necesario usar métodos de
Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC) para generar una muestra de variables

latentes provenientes de la distribucién posterior, Q(dfy, ..., dﬁ;(w) X (™),

Para dar solucién a las dificultades que se presentan con esta metodologia se han des-
crito varios algoritmos, siendo uno de los principales el obtenido por Escobar (1988,1994)
y por Escobar y West (1995). Este algoritmo fue descrito para cuando se utiliza el proceso
Dirichlet, pero que se puede extender para cualquier medida P tal que la EPPF asociada

o equivalentemente el sistema de distribuciones predictivas se conozca de forma explicita.
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Procediendo de manera similar a como se ha venido trabajando se tiene que

k
QdBY, ... dB | X™) o 1 (1, ..., ny) H Po(dp;) H k(Xi, B}).

j=1 i€E;

Para muestrear de esta distribucion, se utilizan las condicionales de las variables latentes,

ie.,

kin—1

P(B; € dBilB-s, X™) = qfo Pos(dBi) + D ;05 (dB).

j=1

Donde 8-; = (B, Bi—1, Bix1s ---Bn), kin—1 es el nimero de valores distintos 3}, en 8,

1 *
n;; es la frecuencia de 3, en 8_; y

Po,i(dﬁi) x k(X Bi)Po(dB;)

o o Y (Mg, i,y 1) / k(X;, B)Py(dp)
B
)

n—

q;j X H](;Z 1(ni71,...,ni7]~+1,...,ni.kmfl)k(Xi,B;j).

A partir de los pesos anteriores es facil darse cuenta el por qué se necesita tener expre-
siones cerradas para la EPPF, situacién que se vera en el capitulo siguiente cuando se
introduzcan los ejemplos mas conocidos y tratados en la literatura. De esta manera se

puede implementar el siguiente algoritmo de MCMC.

1. Simular valores iniciales ﬁfo), e 57(10) de F.

2. En el paso ¢ simular @@, o 57(5) como,

By~ PABIG - BED,X™)
By~ BBl 5y, BN X

szi) ~ P(dﬁn|ﬁ£i),...,ﬁfnﬁl,x(n))
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. .7 . . ¥ v . . * K
En la iteracién j se tiene k) el nimero de valores distintos, BT s e Bk(ﬂ'),j‘

Después un cierto nimero apropiado de iteraciones, digamos N, se pueden dar los siguien-

tes estimadores para fp y para la distribucion posterior del niimero de conglomerados.

N
~ %Z | Ha PS5 B )

1 N
P(K, = k|X™) =~ NZ

Una posible complicacién en este esquema de Gibbs Sampler ocurre cuando los pesos g; ;
son mucho més grandes que ¢;, problema que ha sido estudiado y tratado en los trabajos
de MacEachern (1994), Busch y MacEachern (1996) e Ishwaran y James (2001) y al cual
dan como una posible solucién la introducciéon de un paso adicional; el cual consiste en una
vez teniendo las k) distintas observaciones, proceder con un remuestreo de los valores de
dichas observaciones, i.e., dado k) y el vector fU9) = (/Bi"j, ""BZU)J‘) se debe muestrear
de la distribuciéon

L)

P(B;; € dpi, ... By ; € dB| XM, 89) o [T T *(X0. 8) Po(dB)

=1 lECiyj
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Capitulo 3

Medidas de probabilidad aleatorias
via las CRM mas utilizadas

A lo largo de este capitulo se exploraran las medidas de probabilidad aleatorias genera-
das por los procesos de normalizacién mas conocidos, para los cuales se tienen expresiones
cerradas para la funcién de probabilidad para particiones aleatorias (EPPF), lo que per-
mite a su vez obtener la distribucion predictiva e implementar los algoritmos vistos en la

seccion anterior.

A partir de este momento se considerara a X = R, el cual es claramente un espacio
polaco y que estard dotado de su o-dlgebra de Borel denotada por Z(R), por lo cual
el problema se interpreta como la construccién de medidas de probabilidad en la recta
real y que permite establecer con mayor claridad todas las caracteristicas posteriores

desarrolladas en la seccion anterior.

El capitulo inicia con un proceso que ya ha sido mencionado a lo largo de este trabajo
y que representé el inicio de la estadistica bayesiana no paramétrica. El proceso Dirichlet
es una NRMI que cuenta con la propiedad de conjugacion, lo cual propicia que los calculos
sean mas faciles de tratar a comparacion de otras NRMI. Sin embargo, no siempre modela
con total fidelidad el problema a estudiar por lo cual se han tenido que utilizar otros

procesos como el o-estable, el gama generalizado, entre otros.
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Estos procesos con la ayuda de la variable latente U, descrita en el capitulo anterior
pueden ser manejados y son algunos de los cuales se pueden obtener expresiones cerradas
para la EPPF y por lo tanto para los que se pueden implementar algoritmos similares a

los del proceso Dirichlet.

3.1. Proceso Dirichlet

Antes de introducir la construccién via normalizacién del proceso Dirichlet, se hard una
breve introduccién a la distribucion Dirichlet. Esta distribucion es conocida en la rama de

la estadistica bayesiana paramétrica, por ser conjugada para la distribucién multinomial.

Para su construccion se consideran a 71, ..., Z,, variables aleatorias independiente, tales
que Z; ~ Gama(ay, 1) con «; > 0 (otra posible construcciéon permite que haya variables
degeneradas, para lo cual se definen a los parametros a; > 0 y que para algin indice j se

tenga que a; > 0) y se define a

7.
Y, = =—— J
’ Zi:l Z;

j=12..n

Entonces se tiene que el vector aleatorio (Y3, ..., Y,,) tiene distribucién Dirichlet con vector
de pardmetros (ay, ..., oy,) y donde Y " | Y; = 1. Dado que se estd tomando a a; > 0 para
toda i € {1,...,n}, se sigue que el vector es absolutamente continuo con respecto a la

medida de Lebesgue, por lo cual acepta una densidad dada por

n—1 an—1
F a
FWrs e Yn1) = P y (1= y LAYty s Yn1)-
e (I 2

Donde A denota el simplejo de dimensién n — 1, i.e.,

A= {(y17"'7yn—1) Yi >

n—1
0,) < 1}.
=1
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Si un vector (Y7, ...,Y,) tiene distribucién Dirichlet, que se denotard como Z(ay, ..., a,),

los momentos de orden 1y 2 son

E(Y) = <

5 a;(a; +1)
E(Y;") et 1)
E(YY)) = % i # 3.

Con estas expresiones para los momentos, se pueden obtener la varianza y la covarianza y
donde @ = )" | o;. La idea de introducir la distribucién antes del proceso es que su cons-
truccién ademas de la proveniente mediante la normalizacion de un subordinador, puede
hacerse a través de las distribuciones infinito dimensionales. Ferguson (1973) demuestra
que al tomar una medida finita y no nula « sobre un espacio polaco (X, 27), entonces una
medida de probabilidad aleatoria P con valores en el espacio de todas las medidas sobre X
tiene una distribucién Proceso Dirichlet, (Z,), si para toda particién medible (A, ..., A,)

se tiene que

(P(A1), ..., P(A)) ~ D(a(Ar),...,a(An)).

Una construcciéon que se puede checar més a fondo en el trabajo de Ferguson. El otro
método es a través de la normalizacién del proceso gama y que también es tratado en el
articulo de Ferguson y que puede encontrarse en gran parte de la literatura concerniente
con la estadistica bayesiana no paramétrica. Para esto se debe considerar a la siguiente

medida de Lévy,
e

v(ds,dz) = p(ds)a(dz) = : dsa(dz).

Se puede observar que es una medida homogénea y donde « serda una medida no nula
y finita y que por ende se sabe que tiene la siguiente representacion a(dz) = 0Fy(dz).
La medida « funcionara como un parametro. Para poder garantizar que sea una medida

apropiada debe cumplir ciertas caracteristicas.
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Primero y como ya se vio en el Capitulo 1, se tiene que p(R;) = oo lo cual garantiza
que v es una medida de actividad infinita. También debe cumplir con una condiciéon de

integrabilidad dada por la siguiente ecuacion

/B/ﬂh(s A 1v(ds,dx) < oo (3.1)

Como v es homogénea y « serd elegida de tal forma que sea finita, la siguiente condicién

se cumple si y s6lo si fR+(s A 1)p(ds) < oo, pero esto es cierto ya que

1 oo ,—s§
/ (s AN1)p(ds) = / e °ds +/ € ds < oo
Ry 0 1 S

La tltima condicién tiene que ver con el exponente laplaciano, ¢(u), que se le pide que

sea finito, para esto primero sea f una funcién medible de (R, Z(R)) a (R, Z(R)) tal que

Jf]d® < o y calculando la funcional de Laplace,

/RxR+(1 — e Nu(ds,dr) = /R [/R+(1 - eSf(w)f;dS} olde).

Donde

[ - e - li <—1>J'+1j<'sf<x>>ﬂ‘] s
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De esta manera se tiene que el exponente laplaciano es

o(u) = /Rlog(l + u)a(dr) = 0log(l +u) < 0o

Maés aun, de la expresién (2.2) se sigue que

E {exp (— /R f(x)@(d:v))} ~ exp {— /R log(1 + f(x))a(dx)] (3.2)

Que estd bien definida para funciones f, tal que [log(l + f)a < co. Si se considera a

f(z) = Al 4 para alguna A € Z(R) y A > 0 se tiene que

E(c*@) = exp [_ /R log(1 + f(a:))a(da:)]

= exp {—Q/RIO,g(l —i—)\IlA)Po(d:L')}
= exp[—0Fy(A)log(1l+ \)]

= (14 A)7P@),

Por lo que ®(A) ~ gama(fPy(A),1). Y de esta manera dada una particién medible
Aq, ..., A, de R se tiene que la coleccién de variables aleatorias ®(A;), ..., P(A,) son inde-

pendientes y cada una con distribucién gama de parametros (6 Py(A;), 1), por lo que

O(A) _ P(A)
R) X D(4))

P(A4) =

Que es la construccién dada para la distribucién Dirichlet, por lo tanto, para toda particiéon

medible se tiene que
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Que es justo lo que se estaba buscando. Ahora bien, como ya se mencioné anterior-
mente, si P ~ Yyp, entonces se va tener un modelo conjugado por lo cual la distribucién
posterior también caerd dentro de la misma familia pero con una actualizacién en el
parametro. Para ver esto, solo basta recordar el Teorema 2.3. por el cual se tiene que

d(Un) tendra una medida de Lévy

e—(l—l—Un)s

U (ds, dx) = e p(ds)0Py(dx) = Tds@Po(dx).

(n)
Y los saltos Ji(U"’X ) tienen densidad proporcional a

ng

s"ie U py (ds) = s"i~tem(1HUn)s s,

(Un, X))

Por lo cual J; ~ gama(n;, 1 + U,). Con lo anterior en mente se puede obtener la

transformada de Laplace para la medida posterior, la cual tendra la siguiente expresion

fo (- fromn)
n(r)

= E |exp —/f(x) ) (dx) +ZJZ(U"X 6y (dz)
R

=1

- n(m)
R exp (— / f<x><1><Un><dx>)}E exp | - / Py | 3 20X 5, ()
L =1

0, X ]

(3.3)

El primer término de la ecuacion (3.3) se resuelve de forma andloga a lo que se hizo arriba
para calcular la transformada de Laplace de ®, por lo cual se sigue de manera inmediata

que

E [exp <— /R f(x)CI)(U")(dx))} — exp [—(Q—i—n) /R log (1+ 111%) Qg‘ids)}.
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Para el segundo término se utilizara el hecho de que se conoce de manera exacta la

distribucion de los saltos, por lo que

n(m)

n(m)
E|exp [ - / @) [ S A sy (day | || = E | exo (—Jf”"’x("”ﬂm)
R i=1
n(m)

-1 )

n(m)
= exp ( n; log f(YZ) )
=1

Utilizando el hecho de que n; = 37, dx,({Y;}), se tiene

exp %mm0+(5) _m4:2/m0+ ;)5m0

exp <—(9 +n) /Rlog (1 + 1{5‘2”) Z;L(:; iX;lgda:)) .

Juntando las ultimas expresiones se tiene que

2 oo (- [ stmtan) ] — e (_M [ (120 ).

2j=19x; (dz)

Donde Ky, = § +nP0 + T’ por lo que ®U» ") es una CRM gama con intensidad
dada por
6—(1+Un)5
vp(ds,dr) = ———ds(0 4+ n) R, (dx).
S

Maés atin, se puede observar que al tomar a f(x) = Al para B € Z(R) se tiene que

E |exp(—AP(B))

f(ac) —(0+n)Po,n(B)
1+m) '

I%XW}: O+
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De esta manera (b(U"’X(n))(B) ~ gama((0 +n)Fy,(B),1+U,), por lo que se puede fijar
al+ U, =1y asi, al momento de normalizar como se hizo para ® se obtiene un proceso

Dirichlet de pardmetro ((6 + n)P ).

Ahora que ya se tiene caracterizada la distribucién posterior, se puede proceder con la

distribucién predictiva, para la cual se necesitan los siguientes elementos.

e—ﬂo(u) = exp |:— // (1 — e_us)ei dSQPO(dQT):|
R JR, 8

~ exp [— /R 1og(1+u>epo<dx)]
= (1+u)™"

También se requiere una expresién para 7, (u|Y;) que estard dada por,

O R

Finalmente, la distribucién posterior de la variable latente dada la muestra,

()
=1

! Ti(—ﬂ[) ['(n;)
(1wl L ()

un—l

(14 u)n+o

Y donde
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Por lo que
I'(n+0) u™!

fUnlx("> (u) = T'(n)T(6) ' (1 +u)n+9'

(n)

Con las expresiones anteriores se puede obtener los pesos w™ y w; ’, que permiten dar

una expresion cerrada para la distribucion predictiva.

0
o™ = —/ uty (ulx) fyr, xm (w)du
Ry

/ u T(n+0)  u!
g, 1 +ul'(n)I'(0) (14 u)to
+

(n+6) "
T () / et
n+ 1)I'(0)
n+60+1)

o
3

+
=
=

S 3|l 31> 3

=
2
e,
=
e

De forma analoga se obtiene que

(n) _ M duy = T
w; —/R+u o (Y] fo, xom (u)du oyt

Por lo que la distribucion predictiva tiene la siguiente forma

P(X, 41 € dz|X™) = o™ Py(dz) + Zw 5y dx)

9 (

= Podl'

-(dx)
n-+60 7)

Lo cual dice lo siguiente sobre la observacion n + 1,

e : . 9
P(Xn1 #Y; Vie{l,..,nm}X") = —
X = - n n,
P(X,i1 =Y pa.je{l,..,n@)}X") = - JO'
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Por lo cual se recuperan las siguientes expresiones sobre la EPPF asociada, ya que se

cumple lo siguiente

MY, (ne,ooni, 1) 6
H,(:)(nl, ey M) - n+t6
H,in)(nl,...,nj_l,nj—|—1,nj+1,...,nk) _on
H,(cn)(nl,...,nk) - on+6

Para el proceso Dirichlet no es dificil encontrar una expresion para la EPPF, ya que esta

o (ﬁ o)
(ﬁ/R L(n — O d@) du

™ 1
/ 1+u)”+9d
0T (0) 1

RRNCEY)) H I'(n;)

ok
= (H)HHF n
=1

definida como

H,(Cn)(nl,...,nk) =

k"
oA
re—f!

Donde (0),, es el factorial decreciente definido en el Capitulo 1 y que también es conocido

como el simbolo de Pochammer.

Regresando a la distribucién predictiva, uno puede darse cuenta de que para el pro-
ceso Dirichlet el muestreo de una muestra no requiere de simular la variable latente y se

establece el esquema de muestreo de Blackwell-MacQueen de la siguiente forma.
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1. Simular X; de F,.
2. Al paso 1.

a) Simular ¢; de F.
(

€ con probabilidad

X, con probabilidad - ——

\ X;_1 con probabilidad

Algoritmo que sera de utilidad al momento de trabajar con la estimaciéon de mezclas.

3.2. Proceso o-estable

Esta medida de probabilidad aleatoria fue introducida por primera vez por Kingman
(1975), para su construccién se debe considerar un pardmetro o € (0,1) y la medida

completamente aleatoria, ®, tendrd la siguiente intensidad de Lévy

o

v(ds,dz) = T —0)

s 1 7dsa(dr).

Que al igual que para el proceso Dirichlet es una medida homogénea y donde si o es una
medida no negativa y finita se puede realizar el mismo proceso de normalizacion y definir

a la medida de probabilidad aleatoria como

P(dx) =

De la expresion anterior se puede observar que

o

— s t7¢q R,) = 0.
F(].—O')S S = p( +) o0

p(ds) =
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Por lo que se tiene una medida con actividad infinita y que ademas cumple con la condiciéon

de integrabilidad ya que,

- r(1a— o) (18 T)

B o 1 +1 -
C ITl-o)\l-0 o >

Para obtener el exponente laplaciano primero se puede ver lo que sucede cuando tomamos

1 S_U

g

una funcion, f, medible y se obtiene la funcional de Laplace,

/Mhu—esf Nu(ds,dv) = A{A+(1—esf<w>)ﬁslads] a(dz).

Donde mediante integracién por partes se tiene que

—0

/ (1— efsf(ﬂc))sflfadS = —(1-— efsf(x))s_
Ry

o

S e,

0 o

Donde el primer término es igual a 0 y para resolver el segundo término se hace lo siguiente,

/R _Jf( ) —sf(z dS — f(x)a A f(tt)(Sf(x))iUe*Sf(x)ds,

o o

Realizando el cambio de variable w = sf(x) se llega a que esta ultima expresién es igual

a

M/ w e Ydw = [ - U)f(x)".

g g

Por lo que,

/Mha e~ 1@y (ds, dx) /f a(dz) _e/f ? Py(dx)
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Que estd bien definido para cualquier funcién f tal que [ f7a < co. De esta manera, se

sigue de forma inmediata que el exponente laplaciano sera igual a
o(u) = 0u’ < oo.

Mads ain, tomando a f = A\l g para B € #(R). Se obtiene que el exponente laplaciano de

®(B) estd dado por

E(e ) = exp {—9 /R )\"ILBPO(d:c)l
= exp [-ANPy(B)].

Por lo cual ®(B) tiene la misma transformada de Laplace que la de una variable aleatoria
positiva estable. De esta manera se dice que la correspondiente medida de probabilidad
aleatoria se distribuye como un proceso o-estable, que se suele denotar en la literatura

como P ~ N — St(0,05).

El siguiente paso es la caracterizacién de la distribucién posterior, que como ya se ha
dicho anteriormente y a diferencia de lo que pasa con el proceso Dirichlet, no se tendra

una familia conjugada. Para esto, primero se debe obtener la medida de Lévy de &) y

Un,X(”))

la distribucién de JZ-( . De esta manera se tiene que

o

v\Un)(ds, dx) = e_U”S—F(l )
—0

s177ds0Py(dx).

Y la densidad de los saltos Ji(U”’X(n)) sera proporcional a

L g 1
shie7Uns —_— _¢71790s « s

I'l—o)

n;,—o—1_—Ups

e
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Se puede notar que es el kernel de la distribucién gama con parametros (n; — o, U,).

Un,X("))

Con lo anterior en mente se puede obtener la funcional de Laplace de ®! y que
estard dada por
E [exp (— / f(x)®(dx) Un,X(")ﬂ
R
) ()
_ K {exp (— / f(x)cpwn)(dx)ﬂ E |exp | / F@) [ ST IO s ()
R R P
(3.4)

Donde el primer término del lado derecho de la ecuacién (3.4) se desarrolla como sigue

E {exp <— /R f(x)cp(Un)(dx)ﬂ
— exp (— /R /R +(1—e—sﬂfc))e—UnSﬁs—l—adsepo(dx))
~ exp (-9 /R ﬁ /R +(eUns—e<f<ﬂc>+Un>s>s”dspo(czgc)). (3.5)

Donde mediante integracién por partes y de manera similar a como se procedié arriba se

tiene

/ (€_U"S . 6—(f(x)+Un)s)S—l—UdS
R4

(e7Uns — e~ (U@H+UsyE
g

T / S—(—Une_U"S + (f(2) + U,)e V@)% g,
R4

0 o

El primer término es 0 y la segunda integral se puede dividir y mediante cambios de

variable dados por w = —U,s y w' = (f(z) + U,)s se tiene

[ St (1) + U s~ (@) + O - v,

o o
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Por lo que, sustituyendo esta expresién en la ecuacién (3.5), se tiene que

E [exp (—/Rf(:v)d)w")(dx))} = exp (—G/R((f(x) +U,)° — U;{)Po(dx)) .

Y el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién (3.4) y aprovechando que se conoce

Un,X("))

con exactitud la distribucién de JZ-( se desarrolla como sigue,

n(m) n(m)

E |exp | - /Rf@f) SO X ey () | || = HE[exp (=a X )|
=1
n(m) —(ni—o)
_ f(Y7)
= H(1+ A )

i=1

n(m)

Unl o
= H U +f n,fo'

=1

De esta manera, la funcional de Laplace de la medida dUnX™) ost4 dada por

n(m)

exp (—G/R((f(x) +U,)° — UZ)PO(dl')) H W, :J;EU))M v

Una vez obtenida la caracterizacion posterior para la medida completamente aleatoria,
el siguiente paso en el estudio del proceso g-estable es la obtencién de la distribucion
predictiva. Para esto se necesita recordar que e ™ = =% y que se deben obtener las

siguientes cantidades.

o
- f — n; —us flfod
T, (u]Y;) /R+s e —F(l—a)s s

g n;,—o—1_—us
= — g™ e “*ds
I'1l-o) /R+

ol'(n; — o)
'l —o)umi—o
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Y la distribucién posterior de la variable latente dada la muestra, suponiendo que

n(m) = k, se tiene que

i ol'(n; — o)
n—1_—0u® (N
foaxem () o u"e 11 T(1—o)umi—o

— 01,9
o uka 1e 9u'

Para encontrar la constante de normalizacién basta hacer el cambio de variable

Q=

[
<
U
U
N

|

|
5

Por lo que,

1 —pue kool —pwl 1
/ uka 16 Ou du = / (U}G)kg 16 Ow_wa ldw
R R o

1
- wk—le—ewdw
g R,

_ L k—1_—0w
= Uek/ﬂheww) e dw

1
(haciendo z = bw) = — e 0y
ab* Jr,
L'(k)

o0k

Que proporciona una expresion cerrada para la densidad posterior de la variable latente

y que esta dada por
00" ot —gur

f(Un\X("))(u> = F(k‘)u
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Con las expresiones anteriores se tiene todo lo necesario para la obtencién de los pesos
(n)

w™ y w, ~ que permiten caracterizar a la distribucién predictiva.

0
W = —/“Tl(u\x)f(UmXW))(“)d“
n Jr

k
= Q/ uau"*l—ag ko Le™ 0 du
nJr I'(k)

_ 029k+1/ y kD=1 ,=0u g,
nl'(k) Jr,

o20Ft T(k+1)

nl(k) o+

ko

n

Y con pesos para las distintas observaciones,

(n) _ / Tni+1(u|Y;)
w; = u—"—f 1xy (u)du
r, Tg(ulYy) TOE

/ ol(ni+1—0) T(1—o)u™° ob*

ko—1_—0u®
: . d
o TA—oumtie “ol(n,—o) Tk ~° ™

(k)
_ (ni — o)od* (k)
[(k ok

Teniendo estas expresiones se puede dar una expresion cerrada y facil de analizar, como

en el caso Dirichlet, de la distribucion predictiva, que estara dada por

ko 1<
P(X,41 € dz|X™) = —Py(dz) + ~ > (ni — 0)6y, (dx).

=1
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Lo cual dice lo siguiente sobre la observacion n + 1 dada la muestra,

; ko
P(Xpn #Y; Vi€{l.n(m}X") = —
P(Xp1 =Y pa. je{l,..,n(m)}X") = nj; g

Que ademas permite recuperar cierta informacion relacionada con la EPPF, ya que se

cumple lo siguiente,

Hl(:21<n17“"nk’1) _ ko

ngn)(nl, - nk) a 7
H;(gn)(m,...,nj—hnj+17”j+17“"”k) - e
1™ (ny, ..., ny) oo

Y donde la obtencién de la EPPF resulta factible y que estd dada por
(n) 1 -
ILY (ng,...,n,) = —/ e T, (u|2)0 Po(dz) | du
o) = g | H<|>o<>
- wr u? ———0PF)(d d
T'(n) /R+ (H 1_0 unzfo o(dz) | du

= ﬂﬁf(n»—a)/ ut e duy,
(i — o) LI =) [

0ko* o T(n; — o) T(k)
I'(n) -1 (1 —0)  obk

ot T (k) 1
= —F(n) ];[(1—0’)7“_1.

=1

Se puede observar que 6 estd siendo irrelevante para la EPPF y para la distribucién
predictiva, por lo cual se suele tomar a # = 1. Otro detalle a destacar es que al tener
expresiones cerradas para la distribucién predictiva, el esquema de muestreo de Blackwell-

MacQueen se simplifica y es ciertamente intuitivo y cuyo algoritmo es el siguiente.

71



1. Simular X; de F,.

2. Al momento ¢ + 1, se denota por Yi,,..., Yy, ; los distintos valores observados en la

coleccién X, ..., X; y con respectivas frecuencias ny ;, ..., n, ;-

a. Simular ¢;.; de Fp.

)
€ir1 con probabilidad

Yi con probabilidad ™22

Y,.;  con probabilidad 22

\ (2]

3.3. Proceso gama generalizado

Hasta este momento se ha visto que el proceso Dirichlet y el proceso gama son dos
procesos que tienen estructuras similares, como ejemplo de esto se tiene que la distribuciéon
de los saltos condicionados a la variable latente y a la muestra se distribuyen gama en
ambos casos y se han podido obtener expresiones cerradas y ciertamente sencillas para
la distribucién predictiva. Esto no es casualidad y como se vera a continuaciéon ambos

procesos pertenecen a una clase mas amplia, que es la del proceso gama generalizado.

El proceso gama generalizado fue introducido por Brix (1999) y para el cual se consi-

dera una medida de Lévy homogénea dada por

1

v(ds,dz) = T =0

s17%e " dsaldr).

Donde como de costumbre se pedira que « sea una medida no nula y finita y donde

o€ (0,1) y v > 0. De este proceso se desprenden casos particulares de interés como:
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1. Si v | 0 se recupera el proceso o-estable, con una ligera modificacién en la constante
que acompana a la p(ds), que es un término igual a o, todo esto con el objeto de poder

recuperar el proceso Dirichlet.
2. Siy=1y o0 serecupera el proceso Dirichlet.

3. Sio= % se tiene el proceso inverso gaussiano, que ha sido estudiado por Lijoi, Mena,
Priinster (2005) en el trabajo titulado Hierarchical mizture modelling with normali-
zed inverse Gaussian priors. En el cual también se da una caracterizacién para las

distribuciones finito dimensionales.

Verificando las mismas condiciones que para los casos anteriores se tiene que
o0

o e s o
/ s s = —— | — s 7yve "ds = oo.
R o 0 R,

Ya que la segunda integral es finita y el primer término es igual a oo, por lo cual se tiene

que p(R,) = oo y asi se cuenta una medida de actividad infinita. Mas atin, se sigue que

1 1 00
SA)———— s 1% 5ds = / s % "ds + / s ds
/Rf T o) : 1

< 7"_1/ 7(73)_"6_78615—1—/ sT17e 15 ds
Ry 1

00 oo
— s 7ve "¥ds.
1 1

Siendo todos los términos finitos por lo cual se cumple la condicién de integrabilidad, i.e.,

e %577

= 47 I(1—-0) -

g

1
SA)———— s 1% dsa(dr) < oo.
/IRXR+( )F(l - U) ( )
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Para obtener la funcional de Laplace se debe calcular la siguiente integral, que se
puede identificar como una de las integrales que se resolvieron para obtener la funcional

de Laplace de ®U»X"™) en el proceso o-estable

/(1—esf(x))sl"e73ds — /(e’ys_e(’y+f(x))s)slad8
R4 R4

= (@) +) =),

g

Por lo que la funcional de Laplace en esta ocasién esta dada por

Elexp(— [ f(z)®(dx) )| = (1—e 3@ 1_ s % P dsa(dr)
o (- freman)] = [ 0=

= 2 [ (@) ) =) Bolda).

Que estd bien definida para todas aquellas funciones medibles, f, tales que [(f+7v)7a <
00. De esta tltima expresion se sigue de manera inmediata que el exponente laplaciano

estard dado por

plu) = L{(ut7)7 —7) < oo

Y maés aun, al tomar a f = Alp se puede caracterizar la distribuciéon de la variable

aleatoria ®(B), cuya transformada de Laplace queda como
—\®(B) _ 4 o o
E(e ) = exp | =—((A+7)7 =77)Fo(B)

Claramente al tomar ~ | 0 se recupera la transformada de Laplace para la distribuciéon o-
estable y mediante el uso de la regla de L’Hopital se recupera la transformada de Laplace

para la distribucién gama cuando o | 0.
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Para encontrar la distribuciéon posterior de la medida completamente aleatoria, se debe

recordar que se necesitan los siguientes elementos.

1
V) (ds, da) = e_U”S—F(l — ) s~ 177 5dsO Py (dw).
Y la densidad de Ji(U"’X(n)),
f(S) x Snierns;Sflfoef'ys
‘ I'l—o)
x Sni—a—le—('y—i-Un)s'

x(n))

Por lo que Ji(U" ~ gama(n; —o,v+U,), lo cual era algo de esperarse en este momento.

De esta manera ya se tienen los elementos necesarios para obtener la funcional de Laplace

de $UnX™).
U,, X“”)]

E {exp (— /R £(2)®(dx)

- E{exp (— /R f(:v)(I)(U")(dx))}E exp | - /R f(z) iji(U"’X(n))én(dm)

Donde el primer término del lado derecho de la ecuacién (3.6) se desarrolla como sigue,

E o (- [ f0)0 )|
_ exp( / /R + (1= e s/@ (;f;) 1"675d39P0(dx)>

= exp 9/—/ e —(Un+v)s —(Un+'y+f(ac))s S—l—aP da:)
( rl(1—0) R+( ) b(d)

= o (=2 [ (@) + U2 = W k) Rd) )
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Y el término correspondiente a los saltos que esta dado por,

n(m) n(m)
E exp | — / f‘(x) Z Ji(Un’X(n))éyi (dx) — E |:eXp <_JZ(Un7X("))f(§/Z))i|
R i=1 i=1
n(m) —(nij—o
_ )\
= H 1+ —=
i=1 v+ Un
n(m)

_ (v +Un)"°
- 11 (v 4 Un + (YD)

Por lo cual, la funcional de Laplace es igual a

n(m)

(’Y + Un)ni_g
Heso+imr—

o (=2 [ (@) + U +9)7 = W, +9)°) )

Con lo cual ya se tiene caracterizada a PUn X)) y por ende la medida de probabilidad
aleatoria asociada. Para la obtencién de los pesos de la distribucién predictiva se necesitan

la siguiente expresion.

1
Tni (UD/Z) = /R+ sn"e_usms_l_ae_%ds

1 / g1 —
= — s e ds
F(l—O') R,

I'(n; — o)
T o)t

Y la densidad condicional de la variable latente dada la muestra, que para el proceso gama

generalizado tendra la siguiente forma, (suponiendo n(w) = k),

k

n— F(n’b —O') ck—n _Q u O _ A0

el 1<Hm> (u 77+ ne 0"
=1

o+ 7)o SOT )
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En esta caso la constante de normalizacién no tendra una expresion tan sencilla como
para los procesos anteriores; sin embargo, tiene una expresion cerrada, lo cual permitira
a su vez encontrar expresiones cerradas para los pesos y por ende para la distribucion
predictiva, lo cual es importante al momento de establecer algoritmos de muestreo del
tipo Blackwell-MacQueen.

Procediendo con el célculo de la constante de normalizacién, lo primero que se hace es

considerar una reparametrizacién, elegida como f = *L, por lo que,

/ " A4 )R e T D gy = / "Ly A )R ()7
R, R,

(3.7)
El siguiente paso es considerar el cambio de variable
w=(u+7v)?’? = u=w-—7v = du=—w-

De esta manera la integral en la ecuacién (3.7) se convierte en

eﬂ 1 n— ok—n o 0
— =) Hyz) R sy
/yU
Gﬁ R _ny1_
= — | (ol vy
rny
B 0o n—1
e n—1 11 i 1 e ny 1
= — ( . )(yv) i )i(ye — )y el svdy
o ). )
v =0
2 n—1 [ iy
= — ( . )(—7)’/ y e e Ydy
o 4 i o
=0 v
P (n—1 roNEE [0 [0y o
= = (n )(—’Y)Z (E> / _(_y) e 7Vdz
o = ) 0 o O\ O
g n—1 ) i _i poo
e n—1 i (O\s [O\F3
SIS (e () () [
5 ( ; )( )'B 7 ; z e *dz



Donde T (z; s) es la funcién gama incompleta, i.e.,

F(x;s):/ 2"l dz.

Denotando por ¢ la constante de normalizacién, se pueden obtener los pesos w(™ y w§"),

que estaran dados por

9 o {og
w® = T u(u )T ()T e (DT ) gy
ne Jg,
= i un(u_|_,Y)U(k-l-l)—n—le—g((u—i-'y)(’—fy").
ne Jg,

Que es una integral que se resuelve de forma andloga a la constante de normalizacién, por

lo cual se obtiene de forma inmediata que

o

02 (5)" S, () (=18 (k+1——,ﬁ)
no2 () Sy () (18T (k= )
S (M (=1)85T (k+1—1;5)
o ("T(=1)iBeT (k= L)

. . . .7 n
Y de forma similar se obtiene una expresion para wZ( )

1 F(nl +1-— O') (U + "Y)ni_g k— (( +7)7—77)
- u ok—n, u d
(s (et ) e ‘

_ (”z‘—a)/ un(u_'_,y)okfnflefg((u+7)0*70)du_

que serd igual a

Donde la ultima integral se resuelve de forma similar a lo que ya se hizo anteriormente,

por lo cual |
W =y — ) 2mizo () (= )BT (k — &5 8

)
l S (=18 (k- 1 8)
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Que como ya se menciond antes, son expresiones ciertamente un poco méas complica-

das que las obtenidas con el proceso Dirichlet y el proceso o-estable y que conllevan la

evaluacion de varias integrales incompletas, que si bien pueden ser resueltas involucraran

una rutina mas compleja. Sin embargo, son expresiones cerradas y eso permite poder

obtenerlas de forma exacta.

Finalmente, la EPPF también puede ser obtenida de forma cerrada y estara dada por,

H,(Cn)(nl, o Ng) =

i e (T

(u4y)7™

1 =y QPo(dx)> du

0 (w4 ) e ST gy
ind Z'. 66 o\Fk

)<‘1> oot (’f‘ ﬁ) - ()

~/n—1 i

'0( )( )5" (k—g;ﬁ)-

Ahora que ya se tiene una expresion para la EPPF asociada al proceso gama generalizado

es importante hacer notar que puede ser escrita como

k
11" = Voo [ W
=1

Por lo cual esta familia genera una particién aleatoria de Gibbs y que para el proceso

Dirichlet se tiene que

Qk
Vn,k = ) an
(0)n
Y para el proceso o-estable
o1 (k)
Vn - 9 Wn
k F(n) i
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3.4. Proceso Poisson-Dirichlet (o, 6)

En las secciones anteriores se han estudiado a fondo 2 de los procesos mas utilizados
en la estadistica bayesiana no paramétrica para la construccién de medidas aleatorias
de probabilidad, por lo que la normalizacion de medidas completamente aleatorias ha
probado ser de gran utilidad. Sin embargo, el proceso Poisson-Dirichlet que también es
conocido en la literatura como el proceso de Pitman-Yor no puede ser construido de esta

forma.

Este proceso fue introducido por Pitman, Yor y Perman en su articulo de 1992 ti-
tulado Size-biased sampling of Poisson point processes and excursions. Y posteriormente
retomado en Pitman y Yor (1997). El proceso Poisson-Dirichlet (o, ) pertenece a los mo-
delos de Poisson-Kingman; sin embargo, se puede construir a través de la normalizacion
de una medida que no sera completamente aleatoria y su analisis posterior se puede hacer
de forma similar a lo realizado con los procesos de las secciones anteriores. Por esto tltimo
y por su importancia en la estadistica bayesiana no paramétrica es que se hace mencién

de él en esta tesis.

Para su construccién se toman dos pardmetros, o € (0,1) y 8 > —o. De esta manera si
P, define la distribucién de probabilidad de una medida completamente aleatoria o-estable

y se toma a PP,y absolutamente continua con respecto a P, y tal que

dP,o(m)  T(0+1)
dP, I (£+1)

se tiene un cambio de medida mediante un tilting polinomial. Por lo que si ® ~ PP, 4 enton-

ces @ no es una medida completamente aleatoria pero es tal que al hacer la normalizacién

se sigue que P se distribuye como un proceso Poisson-Dirichlet (o, 6).
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Otro aspecto importante a mencionar del proceso Poisson-Dirichlet es que engloba los

siguientes casos:

1. El proceso Dirichlet al hacer o | 0.

2. El proceso g-estable al hacer 6 | 0.

Por lo cual no sera de extranar que el comportamiento posterior estara relacionado con el
del proceso gama generalizado; sin embargo, esto se vera mas adelante. Por el momento, se
hard énfasis en la obtencién de la funcion de probabilidad para particiones intercambiables

y la obtenciéon de la distribucién predictiva a través de ella.

A través del tilting polinomial y suponiendo que la distribucién de la masa total,

®(R) =T es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue se tiene que

r'e+1)

fo’,H(T) = T (Q 1 Tiefa(T)-

Por lo que la EPPF asociada se puede obtener de la siguiente manera,

D ey = LOFDED™ [ TT o
1™ (ny, ..., ny,) = e )(9+n>/ ]];[lso (3.8)

Donde, ¢(u) = u” es el exponente laplaciano de la distribucién o-estable y (™) denota
la n;-ésima derivada. Este resultado puede verificarse en Ghosal y van der Vaart (2017)
y que por tratarse de una expresion relacionada con las procesos Poisson-Kingman no se
entrard en detalle a su demostracion; sin embargo, si se obtendra una expresion cerrada
para ella. Para calcularla primero se debe obtener una expresion para la n;-ésima derivada

del exponente laplaciano.
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Por lo que,

Sustituyendo en la expresién (3.8) se tiene que,

T +1) o T
H(n) - _ / 04+n—1_—p(u)  k, ck—n 1—0)n_ d
) = R fo, e L0 = i
k
F<9 + 1)Ok H(l _ U)n-—l/ u@—l—ak—le—u"du
L2+ 1) +n) "Ry

(haciendo w = u?)

el (L) [T -

Jj=1

INCES A (0 ) i
= r-+1+k-1 Yn;—1(3.9
F(Z+1)r@@+1+n-1) \o 116 =), 39)

J=1
En esta tltima expresion se puede observar que

r'e+1)
ré+1+n-1)

= (0 +1)(n-1)-

Que representa el simbolo de Pochhammer que ya se habia definido anteriormente. Y

donde
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FF%FEF(§+1+k_1> — (§+1)(§+2>~-(§+k—1>
- (57) (57) - ()

_ Ukl_l [ +i0)

=1

Por lo que, sustituyendo en (3.9) se obtiene finalmente que

k

Hl L (0 +io)

Hén)(nl,...,nk): 9+1( o

1 nj—l
j=1

De esta manera se tiene una expresion cerrada para la EPPF, que se puede observar genera

una particién aleatoria de Gibbs con

152 (0 + o) W,

Vn - )
k (9+1)(n_1)

- (1 - U)m-—l

y que ademas permite recuperar la distribucién predictiva, ya que

H,(fiﬁl)(nl,...,nk, 1)
H; )(nl, ey M)
H](:)(nl, w1, 1 + 1, Njt1, 7nk’)

H,(gn)(nl,...,nk)

P(Xop1 #Y; Vi€ {1, k}X") =

]P)(Xn—i-l = lex(n)) =

Por lo que mediante unos célculos sencillos se obtiene que

0+ ko
P(X, Y, Vie {1, .. kYX™) = .
( +17é] ]6{7 7}| ) 9+n
Y
P(X,., =Y,|X®) = =9
(X1 = Y5 |XM) 2
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Y asi la distribucién predictiva tiene la siguiente representacién,

k
" 0+ ko 1
P(X, 41 € dz|X™M) = o, D) + > (ni — o)y, (dx).

=1

Que es una expresion bastante sencilla de trabajar y para la cual se tiene un algoritmo
de muestreo de Backwell-MacQueen bastante parecido al proceso o-estable, lo cual no es

una sopresa y cuyo algoritmo es:

1. Simular X; de F,.

2. Al momento ¢ + 1, se denota por Yi;,..., Y}, ; a los distintos valores observados en la

coleccién X1, ..., X; y con respectivas frecuencias ny ;, ..., N, ;-

a. Simular ¢, de F,.
(

€it1 con probabilidad %J;—k;
Y1 con probabilidad ";ur—*na
b. Xz‘+1 =

) o1 nki,i—a
\Y’W con probabilidad et

A partir de la distribucién predictiva se puede observar que a diferencia del proceso
Dirichlet, que es un caso particular, habréa dependencia en el nimero de grupos, lo cual
proporciona mayor flexibilidad al momento de modelar fenémenos. Aunado a que tiene
una estructura maés sencilla que la del proceso gama generalizado, provoca que el proce-
so Poisson-Dirichlet tenga tanta importancia hoy en dia en la estadistica bayesiana no

paramétrica.

Como ya se menciond, el proceso Poisson-Dirichlet no pertenece a la clase de las NRMI,
sin embargo, la distribucién posterior puede ser estudiada de una manera similar a lo que
se ha venido haciendo para los otros procesos, i.e., se puede escribir como una mezcla con

respecto a una variable latente.
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Para esto, sea Uy una variable aleatoria con densidad dada por

Joor(t) = 75—~

Entonces se puede mostrar que

k
CI)(Uk’X(n)) i cI)(Uk) +ZJ1'(UI€7X(”))5Y1"
=1

Donde ®(k) es un proceso gama generalizado con intensidad de Lévy dada por

g

(Uk) —
V' (ds, dx) T = o)

s 9 Ursds Py(dw).

U, X (™) S . .
JZ-( #X") con localizaciones en las observaciones Y; son variables

Y donde los brincos
aleatorias gama independientes de pardametros (n; — o,Uy) vy que son condicionalmente
independientes de ®U») dada la variable latente Uj. Que es una estructura similar a la

que se vio para el proceso gama generalizado.
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Capitulo 4

Medida completamente aleatoria de
Bessel

En el capitulo anterior se estudiaron las medidas de probabilidad aleatorias asociadas
a algunos de los procesos més utilizados en la literatura como lo son el proceso Dirichlet,
el proceso g-estable y el proceso Poisson-Dirichlet. Se pudo observar que muchas de las
expresiones del andlisis posterior como lo son la distribucién predictiva y la funcion de
probabilidad para particiones intercambiables tienen soluciones cerradas, lo cual provoca

que sea sencillo el proceso de muestreo de estas medidas.

Una caracteristica importante que comparten estos procesos es que todos tienen una
medida de Lévy homogénea asociada, por lo cual pudiera pensarse que esto es lo que
provoca que se tengan expresiones cerradas; sin embargo, como se vera a continuacién, no

tiene por que ser cierto en todos los casos.

En este dltimo capitulo se estudiard a la medida completamente aleatoria de Bessel
que fue introducida por Argiento, Bianchini y Guglielmi (2016), la cual tiene una medida
de Lévy homogénea y para la cual no se cuenta con expresiones cerradas en su analisis
posterior, lo que sin duda recalca la importancia de la computacion para la estadistica

bayesiana no paramétrica.
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La medida completamente aleatoria de Bessel considera a la siguiente intensidad de
Lévy
1
v(ds,dx) = —e “*I,(s)dsa(dx).

S

Donde w > 1 e I,(s) denota a la funcién modificada de Bessel de orden v, que esta definida
como :
0o (§) 21+v
I,(s) = 2
(5) z; (v +i+1)
De nueva cuenta la medida «(dx) puede ser considerada como un pardmetro, la cual se

debe elegir que sea no negativa y finita, por lo cual se puede centrar el andlisis en la

intensidad de los saltos

1
p(ds) = ge’wslg(s)ds.

La cual puede ser expresada como

821—16—0.25

1
ds) = —e “%ds ———ds
que representa la suma de procesos gama. Una de las ventajas en expresar de esta manera

la intensidad de los saltos es que permite verificar con facilidad las condiciones que se

piden para p. Para esto primero se debe verificar que p(R,) = oo, lo cual ocurre ya que

2i—1 _—ws

Ry) = ed
p( +) / S+/R+i2227,rl+1 ds

1
/ —e “ds = oo.
R, S

Con
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o0

/ f: 82i—16—ws p Z 1 / oi1 sy
- as = T ———— S e S
o, & T+ 1) 2T+ 1) Ja,

i=1

- '(24)
B ;F(i—l—l)z(Zw)%

1 w? —1
= —1 — 1 .

Que es finito ya que w > 1, por lo cual se tiene que p(R,) = 0o y asi se tiene una medida

con actividad infinita. Otra condicién a verificar es la de integrabilidad para v, que se

reduce a pedir que

/R (s A1)p(ds) < 0.

Lo cual es cierto ya que claramente se tiene que

1 ! >
/ (s AN1)—e “*ds = / e “ds + / —e “*ds < 00
R S 0 1 S

Y de forma similar a lo realizado para verificar que p(R;) = oo se tiene que

o

/1 L sYemws s < I'(20+1) w—vVw?:—1 _
E ————-ds E - = 0,
o = T(i+1)%2% — T(i +1)2%w 2/ — 1

y
® o sHTlemws = ['(2i) 1 w?—1
———ds < : - = —log | = +1 < 00.
/1 ; 22T(i+ 1) ; [(7 4 1)2(2w)? 2 w?
Por lo cual,

R SQi—le—ws
A1l ———ds < 00.
/R+(S )Z 92T (] + 1)2 §< 0

i=1
Por lo que la condicion de integrabilidad se cumple para esta intensidad de Lévy. El tltimo
paso antes de proceder al andlisis posterior es la obtenciéon del exponente laplaciano y

verificar que sea finito, para lo cual se puede obtener primero la funcional de Laplace.

88



Para esto, sea f, una funcion medible y si ® es la medida completamente aleatoria de

Bessel se tiene que

(- from)] o[- 1~

Donde

1 0 S2i—1€—ws
1— e ®)p(ds) = / 1—e @) [ —eds+ Y ————d
/&( INptds) = [ (eI (L ;rml)?z% .

La primer integral del lado derecho de la ecuacién (4.1) se resuelve de manera similar a

lo realizado para el proceso Dirichlet, ya que

—ws j+1 7 —ws
[ ameron Tl o [ SV o,
Ry ]R+j 1

S S
_ Z )J;'If( ) / Sj—le—wsds
Jj=1 R+
= (1) EPTG)
- z:; |w]

g1 12)

~ g (1) (12)
Y donde para la segunda integral se tiene que
e 2i—1 ,—ws
1 — o—s/@) Sy
/IR+< € ) (ZZ T(i + 1)222% s
(x)+w) 13
A+iz Z+12221 /]R+ZZ Z+12221 § ()
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Las integrales de la expresion (4.3) son sencillas de calcular y que ya se obtuvieron

anteriormente, por lo que

= —ws = ['(2i) 1 Jw2—-1
, = —log | = +1] ],
AZ%wHWZ = 2 TG 1R %@< o »

=1

/ i82i_16_8(f(x)+w)s B io: 22>
e 2 TGt I T D22 + )P

N EY N (PR )
i 1g<2(¢ ) “))‘

Por lo que utilizando las ecuaciones (4.2) y (4.3) se obtiene que (4.1) es igual a

o (1) o (3 () s (3 ()
(=) (Veim +Y

(/%)

ﬂ@+w+vﬂﬂ@+wﬁ—1>.

= log

= log

wH+Vw? -1

De esta manera la funcional de Laplace esta dada por

f@)+w+ V(@) +w)? -1
exp [—G/RI% ( Y > Py(dz)

(4.4)

Y a partir de ella podemos obtener el exponente laplaciano

0
(u) =1 utw+/(ut+w)?—1 _
u) = 10 Q0.
¥ g oo 1
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Con lo cual se cumplen todas las condiciones necesarias para poder definir una medida
de probabilidad aleatoria mediante la normalizacién del proceso de Bessel. Mas aun, de la
ecuacién (4.4) se puede caracterizar la distribucién de ®(B) a través de su transformada

de Laplace. Tomando a f = Al p, se obtiene que

—0Py(B)
(200 = <>\ tw+ /A tw)?— 1)
R '

Para el andlisis posterior se debe recordar que
. n(m) .

i=1

Donde ®(n) tiene una intensidad de Lévy asociada dada por

vWUn(ds, dz) = e Yp(ds)a(dx)

€
1 0 82i—1€—(w+Un)s
— = —(w+Un)s 2 - |4 d
(Se + ; TG+ 1) so(dx)

. . (m)y .
Que tiene la misma estructura que v(ds,dz). Y donde los saltos JZ-(U"’X ) tienen una

densidad f;(s) tal que

fi(s) o s"je’U"sp(ds)
0 S2i+nj—1€—(w+Un)s

(i + 1)22%

— Snjflef(erUn)s +

> 52i+nj—1e—(w+Un)s

T(i + 1)22%
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Por lo que la constante de normalizacion es igual a

/ i sttni—le=(wtlns i I'(2i + ny)
Rt 5= [(i 4 1)22% N — [ (i + 1)222i(w + U, )%+
_ Ty i (2 +n;) 1 1
W+ U™ & 25T (ny) T+ 12 (w+ V)2

(4.5)

Donde se puede notar que

@), (422), -

i—1
A |
ﬂH) (%; +0
=0
; %)11(%+1+%)
2 2
=0

i—1
(n; +1)
0

@
|
—

—
N |3

T
- O

I
T \
o
VR
3

_I_

[\~

1
5%
=

Por lo que la ecuacién (4.5) se puede reescribir como

L(nj) ~=/n;\ (nj+1 1 1
(w+ Uy Z <?>Z ( ;_ )Z T(i + 1) (w + Uyp)%

_ F(nj) Ja iz nj+1.1. 1
- 2471 ) ) .
(w+ Uy 2 2 (w+Uy,)?

Donde o F (a, b; ¢; z) representa la funcién hipergeométrica. De esta manera los saltos resul-
tan ser una mezcla de variables aleatorias gammas, por lo cual obtener una caracterizacién
de ®UnX™) 4 través de su transformada de Laplace ya no resulta tan sencillo como en
casos anteriores y llevara a resultados dificiles de interpretar en comparacion con las medi-
das del Capitulo 3. Sin embargo, es claro que puede hacerse y que una expresién numérica

puede encontrarse para la funcién hipergeométrica cuando se tienen parametros fijos.
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Dado lo anterior, se continuara con el andlisis posterior, para lo cual se necesitan los

siguiente elementos:

-0
) _ utw+(u+w)?—1
w4+ vVw? —1 ’

I'(n; ; 41 1
T, (u) _ / Snie—usp(ds) — %2}7’1 (& n; + 1 ) ’
Ry

27 2 7 (wHu)?

por lo que

n(m) n(m)

1 n; n;+1 1

(1) = ——— | | T(n)2F, | =2, -2 ;1 .

HT](U) (w—i—u)”H (n;) 1<2’ 2 7(uH—u)2)
7j=1 7j=1

De esta manera se sigue que la distribucién condicional de la variable latente U,, dada la

muestra es tal que

n(m)

fUnlx(n)(u) o< u”_lﬂTnj(u)e_‘p(“)

J=1

—0
utw+(ut+w)?—1
w+vVw?—1
En el Capitulo 2 qued6 de manifiesto la importancia de fUn\X(”) para la obtencién de los

pesos que permiten caracterizar a la distribucién predictiva, ya que se puede recordar que

estan dados por

0
w™ = —/ uty (ul ) fy, 1x o (w)du
n Ry

(n) _ / Tpit1(ulY?)
w; = U————=f7 1xm (u)du.
R4 Tnz<u|Y;) UnlX ( )

Ahora bien, no es dificil darse cuenta que la obtencion de dichas integrales se tiene que

hacer de manera numérica, por lo cual en este caso no se cuenta con expresiones cerradas.
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Esto mismo ocurre cuando se trabaja con la EPPF, ya que esta dada por

k
n 1 n— —p(u
H,(C)(nl,...,nk) = W/ﬂhu Lol )Jl_[l/RTnj(uM)oz(da:)du
0
o / ol w+vw? —1 1
Ry

I'(n) utw+/(utw?2—1) (WH+u)"
k
nj 7’LJ—|—1 . 1
X HF(nJ)QFl (?7 9 7]-a (w +U)2 du

Por lo cual siguiendo este acercamiento es imposible simplificar mas las expresiones. Auna-
do a lo anterior las rutinas numéricas también se vuelven mas complejas, lo cual resalta la
importancia de la computacion para esta rama de la estadistica. Sin embargo, no es todo
lo que se puede hacer, como ya se vio en el Capitulo 2 cuando no se tienen expresiones
cerradas para la EPPF, se puede encontrar una version de ella condicionada a la variable

latente que permitia expresarla como la de una particién de Gibbs.

De esta manera se puede recordar que

e—ew) H;liﬂl) Ko, (u)

fR+ tne—ut fT (t)

1™ (7|u) = dt,

donde
o, (1) = /R o (ulz)a(da).

Y como se estd trabajando con una medida de Lévy homogénea se tiene que 7,,; no depende
de z, por lo que &y, (u) = 07,,(u). Por lo que recordando la ecuacién (2.13) se tiene que

para la medida completamente aleatoria de Bessel

(X410 € da[X™, U, = ) o< iy ()71 (u) Py(da) + 3 o

J=1
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Donde

7’1(“) = y '2F1('571;1§(W+U)2)
1 1

wtu (1_ 1 )1/2
(wtu)?

B 1 (w+u)
 wHu (w+u)?—1

(wHu?—1

Y de manera inmediata se sabe que

6
(wHu?—1

k1(u) =

Por lo que estaremos obteniendo una nueva observacién con un peso proporcional a

7

Ky (u)m(u) = [CESIEESE

Y donde se tendra una observacion repetida con un peso proporcional a

I'(n;+1 ni+1 n;+2
Tnj+1 (u) B (w—f—zj)j:]ll ' 2F1 ( ]2+ ) 32+ ) 17 (wju)Q)
s o I'(n;) n; nj+1 4. 1
T]<u> (w+uj)nj -2F1 (7’ 32 ’17 (w+u)2)

Y con lo anterior realizar un esquema de muestreo como el presentado en la pagina 49. Es

importante senalar que ambos acercamientos traeran consigo complejidades al momento

de establecer la rutina numérica, caso totalmente contrario al del proceso Dirichlet, o-

estable y Poisson-Dirichlet; sin embargo, se pueden realizar y como prueba de ello esta la

aplicacién presente en el trabajo de Argiento, Bianchini y Guglielmi (2016).
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Finalmente y como tltimo comentario acerca de la medida completamente aleatoria de
Bessel, se tiene la siguiente proposicion que es ciertamente interesante y cuya demostracion

se puede ver en el trabajo de Argiento, Bianchini y Guglielmi (2016).

Proposicién 4.1. Sea (nq,...,ny;) una composicion de n. Entonces la EPPF asociada a

la medida de probabilidad aleatoria de Bessel es tal que

: (n) _ 1qn)
1_15{1 Hk (n1,--~,nk)Bessez—Hk (nla---ynk)Dirichlet
w oo

Por lo que se puede apreciar el porque el proceso Dirichlet es considerado como uno

de los procesos clave dentro de la estadistica bayesiana no paramétrica.
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Conclusiones

Tedéricamente, la estadistica bayesiana no paramétrica es una gran alternativa a la
hora de manejar grandes cantidades de datos ya que se trabaja con espacios infinito
dimensionales, lo cual brinda una nueva forma de modelar problemas de interés en areas
como la genética y las finanzas. Sin embargo, no fue hasta anos recientes y con ayuda del
gran avance en la computacién que se ha podido explotar de manera mas amplia toda la

teoria de esta rama de la estadistica.

Uno de los procesos més importantes es el proceso Dirichlet introducido por Ferguson
(1973), siendo clave para el posterior desarrollo de la estadistica bayesiana no paramétrica.
Para su construccién se pueden seguir varios caminos, siendo uno de ellos la normalizaciéon
de un subordinador gama cuando se trabaja en la recta real. Este acercamiento no se
retomdé hasta anos después y fue el tema principal de este trabajo en donde se cubrié la
teoria sobre el denominado andlisis posterior y se estudiaron algunas de las medidas que

se pueden construir de esta manera.

La normalizacion de medidas completamente aleatorias es una forma de construir
medidas de probabilidad aleatorias en espacios generales y se ha podido ver a lo largo de
estos cuatro capitulos aspectos tedricos de gran interés para la estadistica bayesiana no
paramétrica. Se pudieron observar ventajas y desventajas; siendo una de las ventajas el
hecho de que algunos de los procesos més utilizados en la literatura pueden ser construidos
de esta manera; sin embargo, no engloba a todos y como ejemplo de esto se tiene al proceso

Poisson-Dirichlet.
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Otro aspecto importante a mencionar es el hecho de que los procesos estudiados a
lo largo de los capitulos 3 y 4 pertenecen a la clase caracterizada por tener asociada
una medida de Lévy homogénea; lo que en algunos casos permitié encontrar expresiones
cerradas y faciles de interpretar para la distribucion predictiva, lo cual a su vez permitié
establecer algoritmos de muestreo sencillos del tipo Blackwell-MacQueen. Esto tltimo
en particular para el proceso Dirichlet, el proceso o-estable y el Poisson-Dirichlet. Sin
embargo, no siempre se puede garantizar esto para los procesos con medidas homogéneas
tal y como se vio para el proceso de Bessel, lo cual hace énfasis en la importancia de la

computacién para la estadistica bayesiana no paramétrica.

También se pudo hacer notar la importancia de la funcién de probabilidad para parti-
ciones intercambiables (EPPF), ya que con ella se puede caracterizar el sistema de ecua-
ciones predictivas, lo que ciertamente facilita para algunos procesos, como el Poisson-
Dirichlet, la obtencién de los pesos de la distribucion predictiva. Sin entrar en mucho
detalle se vio que algunas de estas funciones de probabilidad para particiones intercam-
biables pertenecen a una clase denominada del tipo Gibbs siendo esto el objetivo de

condicionar con la variable latente cuando no se tuvieran expresiones cerradas.

Es claro que atin queda mucho por hacer y mucha teoria por desarrollar. Pero de la
misma manera se estd avanzado a un ritmo formidable. Ya no sélo se trabajan con los
procesos clésicos, se estdn buscando nuevas medidas y ciertamente hay mucho margen
para hacerlo. El proceso de Bessel es un claro ejemplo de ello al considerar una mezcla
infinita de procesos gamas. La estadistica bayesiana no paramétrica va mas alla de la
normalizacion de medidas completamente aleatorias, por lo cual es clave para un correcto

desarrollo el completo entendimiento de los deméds acercamientos.
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Apéndice A
Teorema de representacion

El teorema de representaciéon para variables aleatorias intercambiables tiene un papel
fundamental dentro de la estadistica bayesiana, por lo cual este apéndice esta dedicado
unicamente a su demostracion. Este resultado corresponde al Teorema 1.4 del Capitulo 1

cuyo enunciado es el siguiente.

Teorema A.1. Teorema de representacion

Sea X(®) = {X;}2°, una coleccion de variables aleatorias definidas en un espacio de
probabilidad (Q, . F,P), con valores en un espacio polaco X que estd dotado con su o-
dlgebra de Borel 2 . Entonces X ™) se dice intercambiable si y sélo si existe una medida

Q en Px tal que para todan > 1y Ay, ...A, € Z se cumple que

P(X) € Ay, .oy X € Ay) = / ﬁp(A,-)Q(dp).

Px =1

Donde Px denota al espacio de todas las medidas de probabilidad sobre (X, Z").

Esta es una de las muchas formas en las que se puede encontrar enunciado el teorema
de representacion y al cual se dard una demostraciéon basada en teoria de martingalas y

basada en el articulo de Kingman (1978) y en los libros de Klenke (2014) y Durrett (2010).
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Demostracion. Dada la sucesién de variables aleatorias X = {X;}52; se dice que ¢(X) es
una variable aleatoria n-simétrica si es invariante ante permutaciones de las primeras n-
entradas del vector aleatorio. Por lo cual se define a .%,, como la minima o-algebra que hace
medibles a todas las funciones n-simétricas. Esta o-algebra cumple con ser decreciente,

i.e., ﬁn-l—l g Lgn

Considerando a f una funcién tal que E(f(X;)) < oo v a ¢(x) una funcién acotada y

n-simétrica y por intercambiabilidad se tiene que para 1 < j <n

E(f(X;)o(X)) = E(f(X1)o(X;, Xoy ooy, Xj1, Xu, Xy, 00)
= E(f(X1)o(X)).

De esta manera se tiene que
E (% > f(Xj>¢(X)> = E(f(X1)9(X)).

Si se toma a un evento A € %, se puede elegir a ¢(X) como la indicadora de A, que es

claramente una funcion acotada y n-simétrica, por lo que

E (% Zf(Xj)¢>(X)) ~E (% Zf(ij) — B(/(X0)1a). (A1)

/. ’ . 1 n . T o .
M4ds atin, se tiene que ;- > 7| f(X;) es una variable n-simétrica, por lo cual es .7, medible

y cumple con la ecuacién (A.1), que es la definicién de esperanza condicional, por lo que

L3 X) = BU(X)LF). (A2)
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La expresion (A.2) define una martingala reversa con respecto a {.%, }nen y méas ain

utilizando el teorema de convergencia para martingalas reversas se tiene que
§Y ) S5 )
j—
donde F o = MpenFn. Si f(2) = L~ se tiene que
F,(z) = %;1%@} =2 Fx) = P(X, < 2| Z).

Lo cual nos da una pauta de lo que se debe hacer cuando se busque una generalizacion

para n-variables. Para esto se define a
1
An(f) = — Xy ooy X, ).
N = 2}) F(Xis o X)

Con f una funcién medible de R* — Ry donde I,, ; denota al conjunto de indices distintos
1 <iy,...,1; < n. Por intercambiabilidad se tiene que A, (f) es una funcién n-simétrica y

por ende .%, medible por lo que

An(f) = E(Au()Fn)

Utilizando de nueva cuenta el teorema de convergencia para martingalas reversas se tiene
que

An(f) i> ]E(f<X17 7Xk)|¢6/\OO)

Lo que se quiere demostrar es que E(f(X7, ..., Xi)|-Zx) = E(f(X1, ..., Xx)) para lo cual

se toman funciones medibles f : R*! - Ry g : R — R y se define a ¢(x1,...,23) =

f(.ﬁEl, ceey I‘kfl)g(.ﬁﬂk) Yy a ¢j($1, ceey I’k) = f(l’l, ceey l'k,l)g(l'j)
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De esta manera

(n)k—lAn(f)nAn<g) = Z f(Xil""7Xik—1)Zg(XJ)

Zleln,k—l
Z f P19 vy zk 1 Z Zf AEIEE) Zk 1)g(X])
i€l k 1€lp k-1 j=1

Por lo que,

An(¢) = %Z ¢(Xi1a-"77Xik)

_ % FXir o Xo g(Xa)
_ ()gan _ (7)1 —
- (n)k AN(f)An<g) (n)k ;An(qﬁ])
n 1 k—1
= n——lmA"(f)A"(g)_n_—;m;An<¢j)~ (A.3)

Al hacer n tender a infinito el segundo término del lado derecho de la ecuacién (A.3) se va
a cero y utilizando el teorema de convergencia para martingalas reversas en A,(¢), A,(f)

y An(g) se tiene que

E(f (X1, Xi1)9(Xp) | F o) = E(f(X1; 0y Xi1)|Foo ) E(9(Xk) | Foo)-

De manera inductiva se sigue que

(Hfj ) HE (fi(X

Por lo que la sucesion de variables aleatorias es independiente e idénticamente distribuida

dada Z.
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Finalmente, si tomamos a la funcién de distribucién empirica,

1 n
Q”:E;(SXJ"

se tiene que existe una distribucién condicional Q := P(X; < x|-%), tal que para eventos
Ay, Ay € 2, se tiene que P(X; € Aj|F ) = Q(A;), por lo que si se elige a P ~ Q se

tiene que

P(X; € Ay, ..., X, € A,|P) = E(P(X; € Ay,.... X, € A,|F)|P))

= E (ﬁ P(A;) P)

= [ PA).

1

<

Con lo cual se demuestra la ida del teorema de representacion, para la vuelta basta notar
que el producto es una funcién simétrica e invariante ante permutaciones, por lo cual si se
tiene la representacion integral dada en el teorema se cumple que las variables aleatorias

son intercambiables. O
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Apéndice B

En este apéndice se mencionan bajo la nomenclatura de la presente tesis los resultados

descritos por James (2005) para la demostracién de los teoremas de la seccién 2.2.

El primero de ellos es una proposicion relacionada con un cambio de medida exponen-
cial. Para esto se debe considerar un proceso Poisson, II definido en un espacio polaco
(X, Z7) , de intensidad v y cuya ley esté descrita por PP,. También se debe considerar el
espacio (M, .#x) descrito como en la seccién 2.1. y el espacio de funciones con soporte
acotado denotado por BM(X) y de manera equivalente a BM, (X) como el espacio de

funciones no negativas de soporte acotado.

Proposicién B.1. Para toda f € BM(X) y g € (Mx, #x) se tiene

/ g(I)e~ TP, (dIT) = =2 / (P, (dIT).

Mx

Donde ¢(u) es el exponente laplaciano y

(f) = / f()TI(dz).

En otras palabras, se sigue que e WP, (dI) = e ¢WP,_;, (dIl). El resultado se puede

extender a cualquier funcion f medible y no negativa tal que [, (1 — e~ @ (dr) < oo.
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Si ahora, se toma a W = R, x X como el espacio producto, a IT un proceso Poisson en
este espacio con intensidad v(ds, dx) = p,(ds)a(dzr) y a ® una medida aleatoria (descrita

como en el Capitulo 2) en X entonces,

@(daz):/R sIl(ds, dz).

Se puede construir una clase de medidas de probabilidad aleatorias que sean discretas en
X como

Po(dz) = q(x, ®)P(dzr) = q(=x, (ID)/ sll(ds, dx). (B.1)

R4
Donde ¢ es una funcién medible y estrictamente positiva que haga que Pg esté bien
definida. La representacion en B.1 sirve para construir una nueva clase de medidas de

probabilidad aleatorias en el espacio producto R, x X, definidas como

Po(ds, dx) = q(x, ®)sll(ds, dz). (B.2)

Recordando que dada una muestra Xy, ..., X, |p, w Po, ésta admite una representacion en
términos de Y, ..., Yy, (x), que son las distintas observaciones y 7 una particién de {1, ...,n},
con correspondientes saltos J;. Se denota a W; = (J;, X;), parai = 1, ..., n, como los puntos
en el espacio producto y a W} = (J;,,Y;), con j =1,...,n(m), como los valores tinicos de

esta muestra. Se puede definir la siguiente medida aleatoria,

n(r)
O, (dx) = ®(dx) + > Jjnby, (da).
j=1
Y
™
Un(IY) = | T] 775 | ¢a(3,Y).
j=1
Donde
n(r)
0,0 = [ TLta(v; @) | B, (a)
MX ]:1



Y se llega al siguiente teorema.

Teorema B.2. Sea Py como en B.2, con Il un proceso Poisson en Ry x X y de intensidad
v. Sea X = (Xy,....,X,) tal que Xy, ..., Xy|p, & Ps, entonces se siguen los siguientes

resultados.

1. La distribucion posterior de 11| X corresponde a la ley condicional de la medida aleatoria

I, = I+ Z?g) d1,.y;, donde la ley condicional de I dado J,X estd dada por

n(m)
FAT,X) = (6u(J, X)) [ [ (a(Y;, @0)™) | P, (dID).

=1

Mas ain, la distribucion condicional de J| X es proporcional a ¢,,(J,X) H;ﬁ? Ji oy, (dJj ).

La ley de <I> fR s, (ds,dx), dada X, estd determinada por la ley de 1:In|X, Y

corresponde a la distribucion posterior de ®|X.

2. La distribucion posterior de Pg| X es equivalente a la distribucion condicional, dado X,

de la medida de probabilidad aleatoria Pg (dx) = q(y, $,)®,, (dz).

3. Finalmente, la distribucion (intercambiable) marginal de X estd dada por

n(m)
Bo(dX) = [ 0u(s,X) [ 5, (dsy.)0(d).
+ 7=1
Y la EPPF se puede expresar como
n(r)
fome) = [ anls@) [[on(smatan). (B3)
X n(m

1

<.
Il
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