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de la especialización en estad́ıstica aplicada

Instituto de Investigaciones en Matemáticas Aplicadas y en Sistemas
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Introducción

La estad́ıstica bayesiana no paramétrica se podŕıa decir que tuvo sus inicios a ráız del

trabajo de Ferguson (1973) titulado A Bayesian Analysis of some Nonprametric Problems.

Han sido más de 40 años de un interés creciente en esta área de las matemáticas y con

auge significativo en los años recientes, gracias a los avances computacionales. Una rápida

y sencilla caracterización, como bien describen Hjort, Holmes, Müller y Walker (2010),

es el hecho de trabajar con espacios parametrales grandes, probablemente de dimensión

infinita y la construcción de medidas de probabilidad en ellos.

Los métodos para construir estas medidas de probabilidad aleatoria son muchos y muy

variados, uno de ellos es mediante la especificación de la ley que gobierna esta medida; sin

embargo, este trabajo se centra en una construcción directa de la medida. Esta construc-

ción se hará a partir de la normalización de medidas completamente aleatorias, lo que da

lugar a lo que se conoce como una medida de probabilidad aleatoria.

El concepto de medidas completamente aleatorias fue introducido por Kingman (1967),

en la década de los 60 y representa una herramienta que ha sido muy utilizada en la

estad́ıstica bayesiana no paramétrica. Un ejemplo claro de ello es nuevamente el trabajo

de Ferguson (1973). En él se hace introducción de un proceso clave en la estad́ıstica

bayesiana no paramétrica: el proceso Dirichlet y del cual Ferguson da una construcción a

partir de la normalización de una medida completamente aleatoria.
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Este trabajo está dividido en 4 caṕıtulos. El Caṕıtulo 1 sirve como una introducción,

tanto histórica como teórica hacia el problema de interés; para esto, primero se describe a

grosso modo lo que es la estad́ıstica bayesiana paramétrica y no paramétrica y posterior-

mente se detallan los resultados que servirán como la base para los caṕıtulos posteriores.

En el Caṕıtulo 2 se detalla la teoŕıa concerniente a la construcción v́ıa el proceso de

normalización y resultados derivados a ella, como el cálculo de la distribución predicti-

va, la función de probabilidad para particiones intercambiables (EPPF por sus siglas en

inglés), entre otros. En el Caṕıtulo 3 nos enfocamos en medidas de probabilidad aleato-

rias obtenidas a partir de medidas completamente aleatorias que ya han sido exploradas

con anterioridad y que son algunas de las más utilizadas, como el proceso Dirichlet, en

los trabajos de Ferguson (1973), Lijoi y Prünster (2009); el proceso estable en el trabajo

de Kingman (1975); o el proceso gama generalizado descrito por primera vez por Brix

(1999). Finalmente, en el Caṕıtulo 4 se explora la normalización de la medida completa-

mente aleatoria de Bessel, introducida en el trabajo de Argiento, Bianchini y Guglielmi

(2016).
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Estad́ıstica bayesiana no paramétrica

La estad́ıstica es la ciencia encargada del estudio de la incertidumbre. A grandes rasgos,

se puede pensar que dentro de la estad́ıstica existen dos claras ideoloǵıas o paradigmas

sobre cómo se debe hacer un análisis estad́ıstico: la visión clásica o también llamada fre-

cuentista y la visión bayesiana.

Para poder cuantificar la incertidumbre, se debe hacer inferencia sobre un parámetro, θ

(no necesariamente univariado), dada una colección de datos, x = (x1, ..., xn). A grosso

modo el enfoque clásico toma a θ como desconocido pero fijo y para hacer inferencia sobre

él, se hace uso de la función de verosimilitud, lo cual provoca que los datos se consideren

aleatorios, a pesar de haber sido ya observados. Por el contrario, bajo el paradigma baye-

siano se toma a θ como aleatorio, por lo cual, al ser un objeto aleatorio tendrá una ley de

probabilidad asociada (antes de observar los datos), que reflejará el conocimiento previo

que se tenga sobre el fenómeno aleatorio. Para poder hacer la inferencia se debe actualizar

este conocimiento a partir de la información proporcionada por los datos, lo cual se verá

reflejado en la ley posterior de θ.

De esta manera, el modelo bayesiano consta de cuatro pasos claves:
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1. Obtención de la distribución inicial de θ, π(θ).

2. Calcular la función de verosimilitud de los datos dado θ, f(x|θ).

3. Usando el teorema de Bayes, actualizar la información inicial y obtener la distribución

posterior, i.e.,

f(θ|x) =
f(x|θ)π(θ)∫

Θ
f(x|θ)π(θ)dθ

.

4. A partir de la distribución posterior hacer inferencia para θ. Y si se quieren hacer

predicciones para futuras observaciones de los datos, se puede obtener la distribución

predictiva, i.e.,

f(y|x) =

∫
Θ

f(y|θ, x)f(θ|x)dθ.

Uno de los argumentos que se da en contra de la visión clásica, es que presenta muchas

inconsistencias, que pueden ser bien resueltas usando las herramientas del marco baye-

siano. Sin embargo, la estad́ıstica bayesiana, a pesar de estar ligada al teorema de Bayes

de 1763, tuvo su auge hasta mediados del siglo pasado. Este auge está ligado a los avances

que hubo en la computación y los software matemáticos, que hicieron asequibles cálculos

que salen con frecuencia al hacer un análisis estad́ıstico bajo el paradgima bayesiano y

que sólo son tratables de forma numérica.

La estad́ıstica bayesiana ha proporcionado muchas herramientas para la resolución

de problemas estad́ısticos y es considerada por muchos como superior. Sin embargo, no

fue suficiente para la resolución de problemas no paramétricos. Como bien lo menciona

Ferguson (1973), el principal problema radica en la dificultad de encontrar distribuciones

iniciales en el espacio parametral, que bajo el marco no paramétrico es el conjunto de

medidas de probabilidad sobre algún espacio dotado de alguna topoloǵıa, que en la mayoŕıa

de los casos será un objeto infinito dimensional. Esto último provoca que la complejidad

matemática sea mucho mayor que en el caso paramétrico.
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A pesar de la complejidad inherente a este enfoque, la estad́ıstica bayesiana no pa-

ramétrica se ha visto favorecida por los avances computacionales, por lo cual ya no es

vista como únicamente teórica. Las aplicaciones son muchas y muy variadas y abarcan

áreas como las finanzas, bioloǵıa, ciencias de la computación, entre otras.

1.2. Intercambiabilidad

Habiendo mencionado en general algunas de las bondades de la estad́ıstica bayesiana,

se tiene que hacer énfasis en los conceptos claves que la definen. Bajo el contexto clásico de

la estad́ıstica se asume que los datos forman una muestra aleatoria, i.e., que las variables

aleatorias que modelan estos datos son independientes e idénticamente distribuidas, por

lo que no hay ninguna dependencia entre ellas. Sin embargo, se debe tener mucho cuidado

con este supuesto, ya que asumir que las observaciones no tienen una dependencia f́ısica no

implica que las variables aleatorias sean estocásticamente independientes. El aprendizaje

estad́ıstico demanda dependencia estocástica entre las variables aleatorias al ser réplicas

del mismo fenómeno aleatorio. De esta manera, bajo el contexto bayesiano, asumiremos

que śı existe una dependencia entre los datos, los cuales se asumen como intercambiables.

Definición 1.1. Intercambiabilidad finita.

Se dice que una colección finita de variables aleatorias {Xi}ni=1, definidas en el mismo espa-

cio de probabilidad (Ω,F ,P), son intercambiables si para toda permutación σ : {1, ..., n} 7→

{1, ..., n}. Se tiene

(X1, ..., Xn)
d
= (Xσ(1), ..., Xσ(n)).

La intercambiabilidad establece que sólo lo que se ha observado es de interés, más no

el orden con el que se observó. A partir de la definición se puede hacer notar que cualquier

sucesión de variables independientes será intercambiable, más el reverso no tiene porque

ser cierto.
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El concepto de intercambiabilidad se extiende de una forma bastante natural cuando

consideramos una sucesión infinita de variables aleatorias.

Definición 1.2. Intercambiabilidad infinita.

Se dice que una sucesión de variables aleatorias {Xi}∞i=1, definidas en un mismo espacio

de probabilidad (Ω,F ,P), es intercambiable si toda subcolección finita es finitamente in-

tercambiable. Esto es, si para toda n ∈ N y toda sucesión de ı́ndices {i1, ..., in} la colección

de variables aleatorias {Xik}nk=1 es finitamente intercambiable.

La intercambiabilidad proporciona una noción de simetŕıa en los datos y fue estudiada

por primera vez de manera sistemática por el matemático italiano Bruno de Finetti en

1931. Del trabajo de de Finetti se desprende el teorema de representación para variables

aleatorias binarias, enunciado a continuación.

Teorema 1.3. Teorema de representación para variables binarias.

Se dice que una secuencia de variables aleatorias binarias {Xi}∞i=1 es intercambiable si y

sólo si existe una distribución Q sobre el intervalo unitario tal que

P(X1 = x1, ..., Xn = xn) =

∫ 1

0

θyn(1− θ)n−ynQ(dθ).

Donde

Q(θ) = ĺım
n→∞

P

(
1

n

n∑
i=1

xi ≤ θ

)
, Yn =

n∑
i=1

Xi y yn =
n∑
i=1

xi.

Demostración. Por intercambiabilidad, para 0 ≤ yn ≤ n, se tiene que

P(Yn = yn) =

(
n

yn

)
P(x1, ..., xn) =

(
n

yn

)
P(xσ(1), ..., Xσ(n)). (1.1)
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Con σ una permutación de {1, ..., n}. Luego, de nueva cuenta por intercambiabilidad,

si se toma N tal que 0 ≤ yn ≤ n ≤ N , se sigue que:

P(Yn = yn) =
∑

P(Yn = yn|YN = yN)P(YN = yN).

Donde la suma se hace sobre el conjunto {yn, ..., N − (n− yn)}. Se puede mostrar que la

probabilidad condicional de Yn|YN = yN sigue una distribución hipergeométrica, por lo

que

P(Yn = yn|YN = yN) =

(
yN
yn

)(
N−yN
n−yn

)(
N
n

) =
(yN)yn(N − yN)n−yn

(N)n
,

donde (x)r := (x)(x − 1) · · · (x − r + 1) denota el factorial decreciente. Reemplazando la

expresión obtenida para la probabilidad condicional, se obtiene lo siguiente:

P(Yn = yn) =
∑ (yN)yn(N − yN)n−yn

(N)n
P(YN = yN).

Definiendo a QN(θ) como la función que tiene saltos de tamaño P(YN = yN) en θ = YN
N

y

reescribiendo la suma en términos de la integral de Lebesgue,

P(Yn = yn) =

(
n

yn

)∫ 1

0

(θN)yn((1− θ)N)n−yn
(N)n

QN(dθ). (1.2)

El caso que interesa es cuando N →∞, para esto se utiliza el hecho de que para r fija se

tiene que ĺımx→∞(x)r = xr. De esta forma

(θN)yn((1− θ)N)n−yn
(N)n

→ (θN)yn((1− θ)N)n−yn

(N)n
= θyn(1− θ)n−yn .

Finalmente, QN(dθ) es una función escalonada que cumple con las hipótesis del teorema

de Helly, que garantiza la existencia de una subsucesión {QNi(dθ)}, tal que

ĺım
i→∞

QNi(dθ)→ Q(dθ).
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Con lo que, comparando la expresión (1.1) con la expresión (1.2) y tomando el ĺımite

cuando N tiende a infinito, se llega al resultado deseado.

Este resultado es uno de los pilares de la estad́ıstica bayesiana, ya que relaciona el

concepto de intercambiabilidad con el concepto de independencia condicional. Esto último

es más fácil de ver si se reescribe la integral como sigue,

∫ 1

0

θ
∑n
i=1 xi(1− θ)n−

∑n
i=1 xiQ(dθ) =

∫ 1

0

n∏
i=1

θxi(1− θ)1−xiQ(dθ).

Por lo que pensándolo en un sentido paramétrico, se está garantizando la existencia de un

parámetro θ tal que,

P(X1 = x1, ..., Xn = xn|θ) =
n∏
i=1

θxi(1− θ)1−xi .

El resultado de de Finetti fue extendido por Hewitt y Savage en 1955, dando lugar a lo

que ahora se conoce como el teorema de representación. Para esto se debe considerar una

colección de variables aleatorias X(∞) = {Xi}∞i=1 definidas en un espacio de probabilidad

(Ω,F ,P). Donde cada una de ellas toma valores en un espacio polaco X dotado con su

σ-álgebra de Borel X . Finalmente, se debe de considerar a PX que denota al espacio de

todas las medidas de probabilidad sobre (X,X ).

Teorema 1.4. Teorema de representación.

La colección X(∞) es intercambiable si y sólo si existe una medida Q en PX, tal que para

toda n ≥ 1 y A1, A2, ..., An ∈X se cumple

P(X1 ∈ A1, ..., Xn ∈ An) =

∫
PX

n∏
i=1

P (Ai)Q(dP ).
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La demostración del teorema de representación puede resultar algo extensa, por lo cual

se incluye en el Apéndice A. Este resultado puede ser expresado en una manera elegante

y sencilla a través de un modelo jerárquico,

Xi|P
iid∼ P

P ∼ Q.

El cual nos regresa a la idea de independencia condicional y de idéntica distribución de la

secuencia de variables aleatorias. Los principales elementos que componen este teorema

son P , que es una medida de probabilidad aleatoria yQ que se le conoce como la medida de

de Finetti. La medida Q llega a tener la interpretación de ser la distribución inicial para P ;

dependiendo de su soporte, se tendrá un problema paramétrico (si es finito-dimensional)

o un problema no paramétrico (si es infinito-dimensional).

La estad́ıstica bayesiana no paramétrica está centrada en la construcción de distribu-

ciones iniciales para P . Una forma de hacerlo es a través de la especificación de la ley que

la rige, i.e., Q. La construcción también se puede hacer de forma directa. Existen varios

métodos; sin embargo, como ya se mencionó antes este trabajo se centra en la construcción

que está basada en la normalización de medidas completamente aleatorias obteniendo lo

que se conoce en la literatura, como una NRMI, que denota por sus siglas en inglés una

medida aleatoria normalizada con incrementos independientes.

Antes de proceder con el estudio de medidas completamente aleatorias, se puede hacer

notar que cuando tomamos X = R, se estará haciendo énfasis en lo que se conoce como

procesos aditivos o procesos con incrementos independientes y en algunas ocasiones se

tendrá el caso en el que los incrementos sean estacionarios. Por lo que, a manera de

introducción, en la siguiente sección se definen y caracterizan a los procesos de Lévy

con respecto a lo que se conoce como variables aleatorias infinitamente divisibles y la

representación de Lévy-Khintchine.
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1.3. Procesos de Lévy

Los procesos de Lévy, que deben su nombre al matemático francés Paul Lévy, son

una clase de procesos estocásticos caracterizados por tener incrementos independientes y

estacionarios. Algunos de los ejemplos más conocidos son el proceso Poisson y el movi-

miento browniano con deriva, siendo este último el único proceso de Lévy con trayectorias

continuas.

Los procesos de Lévy están muy ligados a la noción de variables aleatorias infinita-

mente divisibles. Esto último será de gran utilidad al momento de trabajar con la función

caracteŕıstica y la transformada de Laplace de los procesos. El concepto de variables alea-

torias infinitamente divisibles fue introducido por Bruno de Finetti (1929) para procesos

con incrementos independientes y estacionarios.

Definición 1.5. Variable aleatoria n-divisible.

Se dice que la variable aleatoria X es n-divisible si para toda n ≥ 2, con n ∈ N, existen

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas Y1, ..., Yn tales que

X
d
= Y1 + · · ·+ Yn.

La propiedad de ser n−divisible puede tener muchas ventajas en el modelado de muchos

fenómenos a estudiar; sin embargo, es un concepto que puede ser mejorado, en el sentido

de que si una variable aleatoria X es n+ 1-divisible no implica necesariamente que X sea

n-divisible. De esta forma surge el concepto de divisibilidad para toda n y en el que se

hará mayor enfoque.

Definición 1.6. Variable aleatoria infinitamente divisible.

Se dice que una variable aleatoria X es infinitamente divisible si para toda n ∈ N

X
d
= Xn,1 + · · ·+Xn,n.

8



Donde las variables aleatorias {Xn,i}ni=1 son independientes y Xn,i
d
= Xn para toda i y

alguna variable Xn.

La definición anterior puede ser expresada en términos de la función de distribución y

de la función caracteŕıstica. De esta forma se dice que F es una distribución infinitamente

divisible si para toda n, F es la n-ésima convolución de una distribución Fn consigo misma

y φ una función caracteŕıstica es infinitamente divisible si para toda n, φ es la n-ésima

potencia de alguna función caracteŕıstica φn. Esto es,

F = F ∗nn y φ(t) = φn(t)n.

Se puede caracterizar a las variables aleatorias infinitamente divisibles a través de su

exponente caracteŕıstico, que está definido como ϕ(u) := −logE(eiuX) a través del siguiente

teorema.

Teorema 1.7. Fórmula de Lévy-Khintchine.

Sea X una variable aleatoria con función de distribución FX(·) y con exponente carac-

teŕıstico ϕ(·), donde ∫
R
eiuxF (dx) = e−ϕ(u).

Se dice que FX(·) es infinitamente divisible si existen a ∈ R, σ ≥ 0 y ν una medida

concentrada en R \ {0} tal que,

ϕ(u) = iau+
1

2
σ2u2 +

∫
R
(1− eiux + iux1(|x|<1))ν(dx).

Donde ν es tal que
∫
R(1 ∧ x2)ν(dx) < ∞ y se le conoce como la medida de Lévy. Y a la

terna (a, σ, ν) se le conoce como la terna generadora.

La demostración de este teorema puede ser consultada en Sato (1990), donde además

se pueden encontrar más resultados sobre el tema en cuestión. Ahora que ya se han

caracterizado a las variables infinitamente divisible se continuará con los procesos de Lévy.
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Definición 1.8. Proceso de Lévy.

Un proceso estocástico {Xt; t ≥ 0} definido en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) es un

proceso de Lévy si cumple lo siguiente:

1. X0 = 0 c.s.

2. Incrementos independientes, i.e., para 0 ≤ s ≤ t, se tiene Xt −Xs ⊥ {Xu : u ≤ s}.

3. Incrementos estacionarios, i.e., para s, t > 0, se tiene Xt+s −Xt
d
= Xs.

4. Tiene trayectorias càdlàg.

Si {Xt; t ≥ 0} cumple todas las propiedades, excepto la de tener incrementos esta-

cionarios, se dice que {Xt; t ≥ 0} es un proceso aditivo. Una clase especial de procesos

de Lévy son los conocidos como subordinadores, que son aquellos procesos de Lévy con

trayectorias no decrecientes. A partir de la definición se puede establecer la conexión con

las variables infinitamente divisibles.

Proposición 1.9. Sea {Xt; t ≥ 0} un proceso de Lévy, entonces para toda t > 0, Xt es

una variable aleatoria perteneciente a la clase de variables infinitamente divisibles. Más

aún, si se define para u ∈ R a

ϕt(u) = − log(E(eiuXt))

entonces

ϕt(u) = tϕ1(u).

Demostración. Dada una t > 0, fija, se define a τk := kt
n

para toda n = 1, 2, ..., de esta

manera

Xt = Xτ1 + (Xτ2 −Xτ1) + · · · (Xτn −Xτn−1).
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Utilizando las propiedades de incrementos independientes y estacionarios del proceso,

se sigue que se tiene la suma de n variables independientes e idénticamente distribuidas,

de acuerdo a la ley de Xτ1 . Por lo que efectivamente está en la clase de variables aleatorias

infinitamente divisibles.

Para la segunda parte de la proposición basta notar que para enteros m,n se puede escribir

a Xm de las siguientes maneras

Xm = X1 + (X2 −X1) + · · ·+ (Xm −Xm−1)

Xm = Xm
n

+
(
X 2m

n
−Xm

n

)
+ · · ·+

(
Xm −X (n−1)m

n

)
.

De donde se sigue que mϕ1(u) = ϕm(u) = nϕm
n

(u). Por lo que la igualdad vale para núme-

ros racionales. Si ahora se elige a t irracional, basta tomar una sucesión de racionales tn

tales que tn ↓ t y usando la continuidad de exp(·) y el teorema de convergencia dominada,

se obtiene lo siguiente,

e−ϕt(u) = E
[

ĺım
n→∞

eiuXtn
]

= ĺım
n→∞

E[eiuXtn ] = ĺım
n→∞

e−ϕtn (u) = ĺım
n→∞

e−tnϕ1(u) = e−tϕ1(u)

por lo que la igualdad se cumple para todo t > 0.

Este resultado permite garantizar que la distribución de un proceso de Lévy está

completamente determinada por X1, que es una variable infinitamente divisible. Siendo

una especie de converso, el hecho de que dada una variable aleatoria infinitamente divisible

X, entonces existe un proceso de Lévy {Xt; t ≥ 0} con X1
d
= X. Esto último se puede

demostrar construyendo las familias finito dimensionales y viendo que se satisfacen las

condiciones del teorema de consistencia de Kolmogorov.
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Utilizando los resultados anteriores y el teorema de representación de Lévy Khintchi-

ne, se puede garantizar que dado un exponente caracteŕıstico ϕ(u), existe un espacio de

probabilidad (Ω,F ,P) en el cuál está definido un proceso de Lévy {Xt; t ≥ 0} que tendrá

ese exponente caracteŕıstico. De esta manera si recordamos que

ϕ(u) = iau+
1

2
σ2u2 +

∫
R
(1− eiux + iux1(|x|<1))ν(dx).

Se puede ver que el proceso está completamente caracterizado por la terna (a, σ, ν). La

medida de Lévy ν será de vital importancia ya que caracteriza los saltos y la frecuencia

de los saltos; si esta medida es infinita, se dice que el proceso tiene actividad infinita.

En algunas ocasiones, los procesos a considerar pertenecen a los ya mencionados su-

bordinadores. Se mencionó una caracteŕıstica esencial; sin embargo, podemos dar una

definición más completa.

Definición 1.10. Un proceso de Lévy es un subordinador si y sólo si ν(−∞, 0) = 0,∫
R+

(1 ∧ x)ν(dx) <∞, σ ≡ 0 y −
(
a+

∫ 1

0
xν(dx)

)
≥ 0.

Las condiciones anteriores permiten asegurar que el proceso no tendrá saltos negativos

y que tendrá trayectorias no decrecientes, un análisis más extenso puede hacerse a través

de la descomposición de Lévy-Itô, una referencia a lo anterior se puede encontrar en

Kyprianou (2006).

Asumiendo las caracteŕısticas anteriores, el exponente caracteŕıstico tendrá la siguiente

representación para u > 0,

ϕ(u) = iau+

∫
R+

(1− e−iux + iux1(|x|<1))ν(dx).
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En algunas ocasiones esta expresión se suele simplificar como sigue.

ϕ(u) = iua′ +

∫
R+

(1− e−iux)ν(dx). (1.3)

Donde

a′ = a−
∫ 1

0

ν(dx).

Más aún, en este caso como se está trabajando en R+, se puede trabajar con la transfor-

mada de Laplace en lugar de la función caracteŕıstica, tomando u = −iu, de esta forma

el exponente laplaciano está dado por

ϕ(u) = ua+

∫
R+

(1− e−ux)ν(dx) (1.4)

Para ejemplificar todo lo anterior y siguiendo las últimas notaciones mencionadas, se

presenta a continuación un proceso clave en el desarrollo de la estad́ıstica bayesiana no

paramétrica y que será retomado más adelante.

Ejemplo 1.11. Proceso gama.

Sea {Xt; t ≥ 0} un proceso de Lévy con terna caracteŕıstica (0, 0, ν), donde ν está concen-

trada en (0,∞) y es tal que

ν(dx) =
e−x

x
dx.

De esta manera, es sencillo verificar que cumple lo necesario para ser un subordinador y

además ∫
R+

(1 ∧ x2)ν(dx) =

∫ 1

0

xe−xdx+

∫ ∞
1

e−x

x
dx <∞.

Y cuyo exponente caracteŕıstico está dado por

ϕ(u) =

∫
R+

(1− eiux)ν(dx)

= log(1− iu).
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Y de la misma forma su exponente laplaciano está dado por

ϕ(u) =

∫
R+

(1− e−ux)ν(dx)

= log(1 + u).

Más aún ν(R+) =∞, por lo que es una medida con actividad infinita.

El proceso gama fue utilizado por Ferguson (1973) para la construcción del proceso Di-

richlet v́ıa la normalización de este subordinaror. De ah́ı su importancia para el desarrollo

de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica.

1.4. Medidas completamente aleatorias (CRM)

Una vez que se ha desarrollado un poco la teoŕıa concerniente a los proceso de Lévy y

que sirve como una introducción sencilla al problema de interés, ya que se restringe al caso

donde X = R, podemos proceder al siguiente paso, que es la definición de medidas com-

pletamente aleatorias. Este concepto fue introducido por Kingman (1967). Sin embargo,

primero se hará mención a los procesos conocidos como de Poisson en espacios generales.

Mucha de la notación y teoŕıa que se presenta a continuación, está basada en el libro de

Kingman (1993) y en la tesis de maestŕıa de Gil Leyva (2016).

Definición 1.12. Proceso Poisson.

Dado un espacio medible (S,S), se dice que un subconjunto aleatorio y contable de S,

denotado como Π es un proceso Poisson en S si

1. Para cualesquiera A1, ..., An subconjuntos medibles y disjuntos de S, las variables alea-

torias N(A1), ..., N(An) son independientes. Donde N(A) = #(Π ∩ A).

2. N(A) se distribuye como una variable Poisson(µ(A)), donde 0 ≤ µ(A) ≤ ∞.
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No es dif́ıcil verificar que µ(·) es una medida en S y se le conoce como la medida media

del proceso Poisson. Es importante notar que no cualquier medida puede ser una medida

media, se tiene que garantizar que µ sea no atómica, i.e.,

µ({x}) = 0 ∀x ∈ S.

A continuación se enuncian las principales propiedades de este tipo de procesos y cuyas

demostraciones se omiten, pero que pueden ser consultadas en Kingman (1993). A partir

de este momento y hasta indicar lo contrario estaremos trabajando en un espacio medible

(S,S ) donde estará definido el proceso Poisson.

Teorema 1.13. Teorema de superposisición.

Sean Π1,Π2, ... una colección de procesos Poisson independientes en S, donde ∀n Πn tiene

medida media µn. Entonces

Π =
∞⋃
n=1

Πn

es un proceso Poisson con medida media

µ =
∞∑
n=1

µn.

Teorema 1.14. Teorema de restricción.

Sea Π un proceso Poisson en S con medida media µ y sea S1 subconjunto medible de S.

Entonces

Π1 = Π ∩ S1

es un proceso Poisson en S, con medida media

µ1(A) = µ(A ∩ S).

Equivalentemente, Π1 es un proceso Poisson en S1 con medida media µ|S1.
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Teorema 1.15. Teorema del mapeo.

Sean (S,S ) y (T,T ) dos espacios medibles, Π un proceso Poisson en S, con medida media

µ, tal que µ es σ-finita y sea f : S 7→ T un mapeo medible tal que la medida inducida

µ∗(·) = µ(f [−1](·)) es no atómica. Entonces f(Π) es un proceso Poisson en T con medida

media µ∗.

Una vez establecidas algunas de las propiedades, se puede proceder al teorema de

Campbell.

Teorema 1.16. Teorema de Campbell.

Sea Π un proceso Poisson en S, con medida media µ y sea f : S 7→ R medible. Entonces

Σ =
∑
X∈Π

f(X)

es absolutamente convergente en probabilidad si y sólo si

∫
S

(|f(x)| ∧ 1)µ(dx) <∞.

Más aún,

E(euΣ) = exp

(∫
S

(euf(x) − 1)µ(dx)

)
.

Para u ∈ C tal que la integral definida en la exponencial sea convergente.

Demostración. El primer paso consiste en tomar a f una función simple, i.e., existen

A1, ..., An subconjuntos medibles y disjuntos (siempre podemos garantizar esto) y cons-

tantes a1, ..., an positivas distintas entre si tales que

f(x) =
n∑
i=1

ai1x∈Ai .
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De esta manera también se garantiza que las variables aleatorias N(A1), ..., N(An)

sean mutuamente independientes y con distribución Poisson(µ(Ai)) ∀i ∈ {1, ..., n}. De

esta forma,

E(euΣ) = E

[
exp

(
u
∑
X∈Π

n∑
i=1

ai1X∈Ai

)]

= E

[
exp

n∑
i=1

(uaiN(Ai))

]

=
n∏
i=1

E
[
euaiN(Ai)

]
=

n∏
i=1

exp[µ(Ai)(e
uai − 1)]

= exp

[
n∑
i=1

∫
S

(euai − 1)1Aiµ(dx)

]

= exp

[∫
S

(eu
∑n
i=1 ai1Ai − 1)µ(dx)

]
= exp

[∫
S

(euf(x) − 1)µ(dx)

]
.

Por lo que el teorema es válido para funciones simples. Sin embargo, como bien lo hace

notar Kingman, hay varios puntos importantes a considerar.

1. Si f puede tomar valores tanto positivos como negativos, entonces es mejor que la parte

real de u sea igual a 0 y obtener la función caracteŕıstica de Σ.

2. Si f sólo toma valores positivos es mejor que u ≥ 0 para trabajar con −u y aśı tener

una especie de transformada de Laplace.
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De esta manera si f es una función no negativa, se puede ser expresar como el ĺımite

de una sucesión creciente de funciones simples no negativas. Por lo que se toma a u ≥ 0

y utilizando el teorema de convergencia monótona se obtiene que,

E(e−uΣ) = ĺım
n→∞

E(e−u
∑
X∈Π fn(X))

= ĺım
n→∞

exp

[
−
∫
S

(1− e−ufn(x))µ(dx)

]
= exp

[
−
∫
S

(1− e−uf(x))µ(dx)

]
.

Más aún, la condición de integrabilidad para f garantiza que si u→ 0 entonces

∫
S

(1− e−uf(x))µ(dx)→ 0.

Por lo que Σ es una variable finita casi seguramente. Y si ahora la integral diverge entonces

E(e−uΣ) = 0, por lo que Σ =∞ c.s. Finalmente, si f es cualquier función medible, se sabe

que se puede expresar como f = f+ − f−, donde f+ y f− son funciones medibles no

negativas. Aśı Σ converge si y sólo si

Σ+ =
∑
X∈Π

f+(X) y Σ− =
∑
X∈Π

f−(X)

convergen. Donde Σ+ y Σ− son procesos Poisson independientes ya que están restringidos

a los conjuntos {x : f(x) > 0} y {x : f(x) < 0} respectivamente. De esta forma,

E(e−uΣ) = E(e−uΣ++uΣ−)

= E(e−uΣ+)E(euΣ−)

= exp

[
−
∫
{x:f(x)>0}

(1− e−uf+(x))µ(dx)−
∫
{x:f(x)<0}

(1− euf−(x))µ(dx)

]
= exp

[
−
∫
{x:f(x)>0}

(1− e−uf(x))µ(dx)−
∫
{x:f(x)>0}

(1− e−uf(x))µ(dx)

]
= exp

[
−
∫
S

(1− e−uf(x))µ(dx)

]
.
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Con lo cual es válido para u ≥ 0, por lo que debe valer para u ∈ R y mediante una

extensión anaĺıtica se verifica que es válido para u ∈ C.

Si en el teorema de Campbell se fija f ≥ 0 y u = 1 se obtiene la funcional caracteŕıstica

del proceso aleatorio

E(e−Σ) = exp

(
−
∫

(1− e−f(x))µ(dx)

)
(1.5)

que caracteriza por completo al proceso Poisson. Antes de seguir con el análisis e im-

portancia del teorema de Campbell se debe definir lo que es un medida aleatoria y una

medida completamente aleatoria, como en el trabajo de Kingman (1967).

Definición 1.17. Medida aleatoria y medida completamente aleatoria.

Dado (S,S ) un espacio medible una medida aleatoria Φ es una aplicación Φ : Ω×S →

[0,∞), tal que

1. Para todo ω ∈ Ω, el mapeo A 7→ Φ(ω,A) es una medida en S .

2. Para todo A ∈ S , el mapeo ω 7→ Φ(ω,A) es una variable aleatoria.

Más aún, se dice que Φ es una medida completamente aleatoria si para toda familia finita

y disjunta A1, ..., An las variables aleatorias Φ(ω,A1), ...,Φ(ω,An) son independientes.

Uno de los resultados más importantes para la teoŕıa concerniente a las medidas com-

pletamente aleatorias es el teorema de representación de Kingman. Este teorema establece

que una medida completamente aleatoria se puede representar como la suma de tres com-

ponentes, uno determinista, otro concentrado en un conjunto de átomos fijos y uno último

concentrado en un conjunto de átomos aleatorios; por lo que, salvo una componente de-

terminista, una medida completamente aleatoria es puramente atómica.
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Antes de enunciar el teorema de representación de Kingman se debe continuar con el

estudio de los procesos Poisson. Para esto, primero se puede ver que si se tiene a Π un

proceso Poisson en S con medida media µ y se define a la función de conteo N como

N(A) = #(Π ∩ A).

Entonces N cumple lo siguiente,

1. N(∅) = #(Π ∩ ∅) = #(∅) = 0.

2. Si se tiene una colección disjunta A1, A2, ..., en S, entonces

N

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= #

(
Π ∩

∞⋃
i=1

Ai

)
= #

(
∞⋃
i=1

(Π ∩ Ai)

)
=
∞∑
i=1

#(Π ∩ Ai) =
∞∑
i=1

N(Ai).

Por lo que N(·) es una medida en S, de esta manera y dado que las demás condiciones las

cumple trivialmente se dice que N(·) es una medida completamente aleatoria en S y se

le conoce como la medida aleatoria de Poisson. La existencia de estas medidas se puede

probar y para verlo uno puede referirse a Kingman (1993) o a Uribe (2013).

Lo que se busca es dar una representación en el espacio producto. La idea es que para

cada punto X ∈ Π se tiene asociada una variable aleatoria mX , que toma valores en algún

espacio M y donde se asume que la distribución de mX sólo podrá depender de X, i.e.,

otro punto Y ∈ Π no la alterará y más aún las variables aleatorias asociadas a diferentes

puntos serán independientes.

De esta manera, la pareja X∗ = (X,mX) se puede pensar como un punto aleatorio

en S ×M y el total de puntos denotado por Π∗{(X,mX) : X ∈ Π} forma un conjunto

aleatorio que como se verá a continuación será un proceso Poisson en el espacio producto.

Antes de enunciar el teorema que garantiza lo anterior se da la siguiente definición.
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Definición 1.18. Proceso Poisson marcado.

Sea Π un proceso Poisson en S con medida media µ y una función de distribución p(x, ·)

en M que depende de x ∈ S de tal forma que para B ⊆ M , se tiene que p(·, B) es una

función medible en S. Se dice que una versión marcada de Π es un subconjunto aleatorio

de S ×M cuya proyección en S es Π y tal que la distribución condicional de Π∗ dado Π

hace que las variables aleatorias mX sean independientes con distribución p(X, ·).

Con esta definición ya se tienen los elementos necesarios para enunciar el teorema.

Teorema 1.19. El subconjunto aleatorio Π∗ definido como arriba, es un proceso Poisson

en el espacio producto S ×M con medida media µ∗ dada por,

µ∗(A) =

∫∫
(x,m)∈A

p(x, dm)µ(dx).

Demostración. Para una función medible f en el espacio producto, sea

Σ∗ =
∑
X∈Π

f(X,mX).

Por definición se sabe que dado Π, se tiene una suma de variables aleatorias independientes,

de esta forma y utilizando la esperanza condicional.

E(e−Σ∗|Π) = E

[
exp

(
−
∑
X∈Π

f(X,mX)

)∣∣∣Π]
=

∏
X∈Π

E[exp(−f(X,mX))|Π]

=
∏
X∈Π

∫
M

e−f(X,m)p(X, dm).
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De esta manera,

E(e−Σ∗) = E(E(e−Σ∗)|Π)

= E

(∏
X∈Π

∫
M

e−f(X,m)p(X, dm)

)

= E

[
exp

(
−
∑
X∈Π

−log

(∫
M

e−f(X,m)p(X,m)

))]

Aplicando el teorema de Campbell al proceso Poisson Π e intercambiando a f por g, que

está definida como

g := −log

(∫
M

e−f(X,m)p(X,m)

)
.

Se tiene que,

E(e−Σ∗) = exp

(
−
∫
S

(1− e−g(x))µ(dx)

)
= exp

[
−
∫
S

(∫
M

p(x, dm)−
∫
M

e−f(x,m)p(x, dm)

)
µ(dx)

]
= exp

[
−
∫
S

∫
M

(1− e−f(x,m))p(x, dm)µ(dx)

]
= exp

[
−
∫
S×M

(1− e−f(x,m))µ∗(dx, dm)

]
.

Por lo que efectivamente Π∗ es un proceso Poisson en el espacio producto y con medida

media dada por µ∗.

Una de las implicaciones inmediatas es que por el teorema del mapeo, mX al ser una

proyección es un proceso Poisson en M . De esta manera se puede aplicar el teorema de

Campbell a
∑
mX y de esta manera trabajar no sólo con funciones f(X) que dependen de

una forma determinista de X, sino de forma aleatoria e independiente de punto a punto.
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De esta manera si las variables mX son positivas, entonces su funcional caracteŕıstica

estará dada por

E(e−
∑
mX ) = exp

[
−
∫
M

(1− e−m)µm(dm)

]
= exp

[
−
∫
S

∫
M

(1− e−m)µ(dx)p(x, dm)

]
.

Ahora bien, regresando al tema de medidas completamente aleatorias, se sabe que para

conjuntos disjuntos A1, ..., An se tiene que Φ(A1), ...,Φ(An) es una colección de variables

aleatorias independientes. Por lo cual su distribución conjunta está completamente espe-

cificada para cualquier familia de conjuntos (no necesariamente disjuntos), ya que siempre

se puede considerar a la familia

{B : B = A∗1 ∩ · · · ∩ A∗n}.

Donde A∗i = Ai ó A∗i = Aci . Que es una familia disjunta y finita y que recupera a cada uno

de los elementos originales A1, ..., An.

Una manera conveniente de caracterizar la distribución de Φ(A) es mediante la función

λu(A) = −log[E(e−uΦ(A))], u > 0 (1.6)

Para la cual se pueden agrupar sus propiedades y su clara relación con Φ en la siguiente

proposición.

Proposición 1.20. Definiendo a λu(A) como en (1.4) se cumple lo siguiente.

1. λu(·) es una medida en S y tal que 0 ≤ λu(A) ≤ ∞.

2. λu y Φ son absolutamente continuas una con respecto a la otra.

3. λu es finita (infinita) si y sólo si Φ es finita (infinita) c.s.
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Demostración. Claramente λu(A) ∈ [0,∞] por como está definida. Ahora bien, lo primero

que se mostrará es que efectivamente es una medida. Para esto, claramente se tiene que

es nula en el vaćıo ya que,

λu(∅) = −log[E(e−uΦ(∅))] = −log[1] = 0.

Ahora, se puede ver que λu es contablemente aditiva. Para esto sea A1, A2, ..., una colección

mutuamente excluyente de tal forma que,

λu

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= −log

[
E
(
e−uΦ(

⋃∞
i=1 Ai)

)]
= −log

[
E
(
e−u

∑∞
i=1 Φ(Ai)

)]
= −log

[
E

(
∞∏
i=1

e−uΦ(Ai)

)]

= −log

[
∞∏
i=1

E(e−uΦ(Ai))

]

=
∞∑
i=1

−log[E(e−uΦ(Ai))]

=
∞∑
i=1

λu(Ai).

Por lo que efectivamente λu es una medida en S.

Ahora bien, si se considera a A tal que Φ(A) = 0 se tiene que λu(A) = 0 (siguiendo los

mismos pasos que para ∅). Si ahora se considera a A de tal forma que λu(A) = 0 se sigue

que

0 = −log[E(e−uΦ(A))] ⇔ E(e−uΦ(A)) = 1 ⇔ Φ(A) = 0.

Esto último ya que u > 0. Por lo que λu y Φ son medidas absolutamente continuas una

con respecto a la otra. Finalmente, si Φ(A) es infinita se sigue que e−uΦ(A) = 0 c.s. por lo

que λu(A) =∞, siendo cierto el converso también. El caso finito es idéntico.
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Se pueden imponer restricciones a la medida λu, siendo una de ellas que sea σ finita,

i.e., que exista una partición contable

S =
∞⋃
j=1

Sj

de S tal que Φ(Sj) < ∞ con probabilidad positiva, cuando esto se cumpla se dice que Φ

es Σ finita. Una implicación de esto, es que λu tendrá los mismos átomos que Φ, donde se

dice que {x} es un átomo de Φ si y sólo si

P(Φ({x}) > 0) > 0.

Estos átomos estarán fijos y forman a lo más un subconjunto contable X = {x1, x2, ...} de

S. De esta manera si se define a S0 := S\X, se puede demostrar que Φ0 (la restricción de

Φ a S0) es una medida completamente aleatoria sin átomos fijos y que es independiente

de las variables aleatorias {Φ({xi})}∞i=1.

Con el procedimiento mencionado arriba se llega a una primera descomposición para

medidas completamente aleatorias Σ finitas. Definiendo a

Φf (A) := Φ(A ∩X), Φ0(A) := Φ(A ∩ (S\X)).

Que son las correspondientes restricciones, entonces se puede escribir a Φ como,

Φ = Φf + Φ0

donde Φ0 es una medida completamente aleatoria sin átomos fijos y Φf es una medida

completamente aleatoria que puede ser escrita como

Φf =
∑
x∈X

φ(x)δx.
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Donde las variables aleatorias {φ(x)}x∈X son independientes. De esta manera los puntos

fijos se pueden remover, por lo que se puede asumir sin pérdida de generalidad que una

medida Σ finita no tiene átomos fijos, i.e., Φ = Φ0 y como consecuencia directa que la

medida λu sea no atómica.

Asumiendo lo anterior y tomando A tal que λu(A) = l < ∞ un resultado debido al

teorema de Lyapunov, garantiza la existencia de una partición An,j, con j = 1, ..., n, de A

tal que λu(An,j) = l
n
. De esta manera se tiene que

E
[
e−uΦ(An,j)

]
= e−

l
n .

Ahora, bien la desigualdad de Markov, garantiza que para una variable aleatoria X no

negativa y una constante a > 0

P(X ≥ a) ≤ E(X)

a
.

De esta manera se obtiene lo siguiente,

P(Φ(An,j) ≥ c) = P
(
e−uΦ(An,j) ≤ e−c

)
= P

(
1− e−uΦ(An,j) ≥ 1− e−c

)
≤ 1− e− l

n

1− e−c
.

Donde el último término converge uniformemente para toda j cuando n tiende a infinito.

Luego, como para toda n

Φ(A) =
n∑
j=1

Φ(An,j).

Se tiene que Φ(A) es infinitamente divisible, por lo que usando la representación de Lévy-

Khintchine (para variables no negativas), se tiene que

E
(
e−uΦ(A)

)
= exp

(
−β(A)u−

∫
R+

(1− e−us)ν(A, ds)

)
. (1.7)
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Donde β ≥ 0 y ν(A, ·) es una medida en R+. De esta manera λu tiene la siguiente

representación.

λu(A) = β(A)u+

∫
R+

(1− e−us)ν(A, ds). (1.8)

Al ser λu una medida, se tiene que β(A) y ν(A, ·) están completamente determinadas por

λu(A) ya que se debe cumplir lo siguiente

β

(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

β(Ai),

ν

(
∞⋃
i=1

Ai, ·

)
=
∞∑
i=1

ν(Ai, ·).

Por lo que se tiene una representación para medidas completamente aleatorias Σ finitas

y sin átomos fijos en términos de las ecuaciones (1.6) y (1.7). Con β una medida (no

atómica) en S, ν(A, ·) medida en R+ ∪ {∞} y ν(·, B) medida (no atómica) en S. Sin

embargo, no es todo lo que podemos decir sobre esta representación. A continuación se

verá la relación que se tiene con los procesos Poisson.

El teorema de Campbell y la ecuación (1.6) están ligadas de tal forma que gracias a esta

conexión se pueden construir medidas completamente aleatorias a partir del conocimiento

de β y ν, definidas como arriba. Para esto se hará uso de la derivada de Radon-Nikodym,

por lo que primero se enuncia este resultado.

Teorema 1.21. Teorema de Radon-Nikodym

Sea (S,S ) un espacio medible y α, γ dos medidas definidas en este espacio tal que α es

σ-finita y γ es finita y absolutamente continua con respecto a α. Entonces existe f ∈ L1

tal que para toda A ∈ S

γ(A) =

∫
A

fdα.

Donde f es conocida como la derivada de Radon-Nikodym.
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Si se supone que la medida definida en S como

µ(A) = ν(A, (0,∞])

es σ-finita, se tiene que para s > 0 la medida

µu(A) = ν(A, (0, s])

es absolutamente continua con respecto a µ por lo que tiene una derivada de Radon-

Nikodym que se denotará por F (x, s), por lo que

µu(A) =

∫
A

F (x, s)µ(dx).

Donde F (·, s) está determinada salvo en un conjunto de medida cero para cada s. Para

demostrar que F (x, s) es la distribución de una variable aleatoria con soporte en (0,∞]

para toda s, primero se debe tomar una versión para s en los racionales y después se

extiende para toda s por continuidad por la derecha. Esto se puede consultar más a

detalle en Kingman (1967).

Con lo anterior en mente se puede construir a la siguiente medida en el espacio producto

S∗ = S × (0,∞]

µ∗(A∗) =

∫∫
A∗
dF (x, s)µ(dx).

Cuando A∗ = A×B, se tiene que

µ∗(A×B) =

∫
A

∫
B

dF (x, s)µ(dx) =

∫
B

dν(A, (0, s]) = ν(A,B).

Se sabe que en general la medida ν no tiene porqué ser σ-finita; sin embargo, se sabe que

cumple con una condición de integrabilidad a decir:

∫
(1− e−s)ν(Sj, ds) <∞.
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De tal manera que para todo ε > 0 se tiene que ν(Sj, (ε,∞]) <∞ y aśı se puede definir a

µn(A) := ν

(
A,

(
1

k + 1
,

1

k

))

que es una medida σ finita y a

µ :=
∞∑
n=1

µn.

Aplicando todo lo anterior a µn y después sumándolas para obtener a µ se tiene que en

efecto hay una medida µ∗ en S∗ tal que µ∗(A×B) = ν(A,B).

De esta manera si Π∗ es un proceso Poisson en S∗ con medida media µ∗ y se define a

Ψ(A) :=
∑
{s : (x, s) ∈ Π∗, x ∈ A},

se tiene que Ψ es una medida puramente atómica en S cuyos átomos corresponden a los del

proceso Poisson Π∗. Por lo que si (x, s) es un punto en Π∗ se tiene que Ψ tiene un átomo

con peso s en x. Más aún, Ψ es una medida completamente aleatoria y su distribución se

puede obtener a través del teorema de Campbell como,

E
[
e−Ψ(A)

]
= exp

[
−
∫
A

∫
R+

(1− e−us)µ∗(dx, ds)
]

= exp

[
−
∫
R+

(1− e−us)ν(A, ds)

]
(1.9)

De esta manera comparando las respectivas expresiones obtenidas para Φ (1.7) y para Ψ

(1.9), se puede observar que

Φ = β + Ψ.

Siendo esta finalmente la representación para medidas completamente aleatorias Σ finitas.

Todo lo anterior puede ser resumido en el siguiente teorema.
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Teorema 1.22. Teorema de representación de Kingman.

Sea Φ una medida completamente aleatoria definida en un espacio medible (S,S ) tal que

Φ es Σ finita. Entonces, existen medidas β , Ψ y Φf tal que

Φ = Φf + β + Ψ.

Donde

1. β es una medida determinista y no atómica definida en S.

2. Ψ es una medida completamente aleatoria y puramente atómica. Y que puede ser escrita

como

Ψ =
∑
x∈Π∗

sxδx.

Esto es, Ψ tiene átomos correspondientes a los puntos de un proceso Poisson Π∗ con

medida media µ∗ y con pesos aleatorios dados por las variables aleatorias {sx}x∈Π∗ de

distribución F (x, ·).

3. Φf es una medida completamente aleatoria con átomos fijos en el subconjunto contable

X = {x1, x2, ...}. Que puede ser escrita como,

Φf =
∑
x∈X

φ(x)δx.

Donde las variables aleatorias {φ(x)}x∈X son independientes. Y además Φf es inde-

pendiente de β + Ψ.

Para fines de la normalización se tomará a Φ = Ψ, por lo cual se estará trabajando

con medidas completamente aleatorias que cumplen con ser discretas casi seguramente.

De esta manera pueden ser caracterizadas a partir de la ecuación (1.9),

E
[
e−uΦ(A)

]
= exp

[
−
∫
R+

(1− e−us)ν(A, ds)

]
.
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También se sabe que al ser ésta su representación de Lévy-Khintchine, ν es denominada la

medida de Lévy. Esta medida contiene toda la información referente sobre la distribución

de los saltos y la localización. Esta medida se suele separar (para fines prácticos) como

ν(dx, ds) = α(dx)ρx(ds). Donde α es una medida en (S,S ) y ρ es un kernel de transición

en S ×B(R+) y donde a partir de ρ se pueden tener dos clases de medidas de Lévy.

1. Se dice que la medida de Lévy ν es homogénea si ρx(ds) = ρ(ds). Que significa que los

saltos serán independientes de los puntos donde se localiza el salto.

2. De lo contrario, se dice que ν es no-homogénea.

Para terminar el caṕıtulo se presentan dos medidas de Lévy que serán estudiadas con

mayor profundidad en el caṕıtulo 3. La primera de ellas es la correspondiente con el proceso

gama. Para esto sea ν como sigue

ν(dx, ds) =
e−s

s
dsα(dx),

que es una medida homogénea.

La segunda medida de Lévy a considerar es la correspondiente con el proceso σ-estable.

Sea σ ∈ (0, 1) y la siguiente intensidad de Lévy

ν(dx, ds) =
σ

Γ(1− σ)s1+σ
dsα(dx),

que también es una medida homogénea.
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Caṕıtulo 2

Construcción v́ıa normalización

A partir del teorema de representación para variables aleatorias intercambiables se

sabe que uno de los principales objetivos de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica es

la construcción de distribuciones iniciales para P , que es una medida de probabilidad

aleatoria (RPM por sus siglas en inglés). Para esto ya se ha hecho una introducción al

concepto de medidas completamente aleatorias y a sus propiedades, siendo una de las

principales el que sean discretas casi seguramente.

La normalización de medidas completamente aleatorias es una herramienta que ha

sido utilizada en una gran variedad de contextos alejados de la estad́ıstica bayesiana como

problemas de almacenamiento y en ciertas áreas de la ciencia como ecoloǵıa, genética, entre

otras. A pesar de que una de las construcciones dadas por Ferguson (1973) del proceso

Dirichlet viene de la normalización del proceso gama, esta técnica fue retomada hasta

los trabajos de Regazzini, Lijoi y Prünster (2003) donde se presenta una normalización

de un proceso con incrementos independientes para generar una medida de probabilidad

aleatoria en R. Lo que conllevó a un claro beneficio para la estad́ıstica bayesiana no

paramétrica.
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Como se hará una normalización de estas medidas se debe restringir a una clase especial

de ellas. De esta manera, este caṕıtulo se centra en la construcción y obtención de las

principales caracteŕısticas como: la distribución posterior, la distribución predictiva, la

función de probabilidad para particiones intercambiables, entre otras. Para el desarrollo

del caṕıtulo se hace especial enfoque en la teoŕıa desarrollada por Hjort, Holmes, Müller

y Walker (2010) y en los art́ıculos de Lijoi y Prünster (2009) y Lijoi, James y Prünster

(2009).

2.1. Medidas completamente aleatorias normalizadas

A partir de este momento se debe considerar un espacio polaco (X,X ) y se denotará

por MX al espacio de medidas en (X,X ) tales que para toda Φ ∈ MX y cualquier

conjunto acotado A ∈X se tiene que Φ(A) <∞. Este espacio de medidas estará dotado

con su σ-álgebra de Borel, MX.

Recordando que si Φ es un mapeo medible de (Ω,F ,P) a (MX,MX) tal que para con-

juntos ajenos A1, ..., An ∈X , las variables aleatorias Φ(A1), ...,Φ(An) son independientes,

entonces se dice que Φ es una medida completamente aleatoria; para la cual, se tiene un

teorema de representación (1.22) que garantiza que se puede pensar a Φ como la suma de

tres componentes, uno determinista, un componente aleatorio con átomos fijos (subcon-

junto contable) y un componente donde los saltos y sus localizaciones son aleatorios.

Pensando por un momento que el componente determinista es idénticamente cero, se puede

escribir a Φ como

Φ =
M∑
i=1

Viδxi +
∞∑
i=1

JiδXi = Φf + Ψ. (2.1)

Donde {xi}Mi=1, con M ∈ N ∪ {∞}, son los puntos fijos con masas aleatorias {Vi}Mi=1

y {Xi}∞i=1 son las localizaciones aleatorias con saltos aleatorios {Ji}∞i=1. Y {Vi}Mi=1 son

variables mutuamente independientes e independientes de Ψ.
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Más aún, se sabe que Ψ está completamente determinada por su representación de Lévy-

Khintchine, por lo que si f es una función medible de (X,X ) a (R,B(R)) tal que

∫
|f |dΨ <∞

entonces, se tiene que la funcional de Laplace estará dada por

E
[
exp

(
−
∫
X
f(x)Ψ(dx)

)]
= exp

[
−
∫
R+×X

(1− e−sf(x))ν(ds, dx)

]
. (2.2)

Donde ν cumple con la siguiente condición de integrabilidad

∫
B

∫
R+

(s ∧ 1)ν(ds, dx) <∞.

Y se le conoce como la medida de Lévy y que además contiene toda la información referente

a los saltos y a los sitios donde ocurren. De esta manera se puede dar una primera definición

de lo que se denotará como una NRMI.

Definición 2.1. NRMI

Sea Φ una CRM en X tal que 0 < Φ(X) < ∞ c.s. Entonces la medida de probabilidad

aleatoria P definida como:

P =
Φ

Φ(X)
.

Es una medida completamente aleatoria normalizada con incrementos independientes (NR-

MI).

A partir de la definición es claro el por qué Φ(X) debe ser finita y positiva. Ahora bien,

sabiendo que Φ está completamente caracterizada por la intensidad de Lévy asociada ν,

las condiciones impuestas para Φ pueden ser reexpresadas en términos de ν. Recordando

la descomposición de ν(ds, dx) = ρx(ds)α(dx), se tiene lo siguiente:
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1. Que Φ sea finita es equivalente a pedir que el exponente laplaciano sea finito para todo

u ≥ 0, i.e.,

ϕ(u) =

∫
R+×X

(1− e−us)ρx(ds)α(dx) <∞. (2.3)

Cuando ν es homogénea esta condición se reduce a pedir que θ := α(X) <∞. Cuando

ocurra esto, la medida α puede ser representada como α(dx) = θP0 donde P0 es una

medida de probabilidad en X.

2. Que Φ sea positiva es equivalente a pedir que exista un conjunto A tal que α(A) > 0

y que ∫
A

ρx(R+)α(dx) =∞.

Cuando ν es homogénea es equivalente a pedir que ρ(R+) =∞ i.e., que sea una medida

de actividad infinita.

Una vez definida la medida de probabilidad aleatoria el siguiente paso es la descripción

del análisis posterior que ya se ha mencionado en el primer caṕıtulo. De esta manera, en

la siguiente sección se verá la construcción de la distribución posterior que, salvo un caso,

representa desaf́ıos importantes.

2.2. Distribución posterior

Un concepto que permite que el análisis posterior sea más sencillo en la estad́ıstica

bayesiana es el de familias conjugadas. Lo que en el caso paramétrico se define como:

Definición 2.2. Familias conjugadas.

Se dice que una clase C de distribuciones iniciales para θ forma una familia conjugada

con respecto a f(x|θ) si la distribución posterior pertenece a C.
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De esta manera y dada la mayor complejidad matemática inherente a los problemas no

paramétricos, se podŕıa buscar esta caracteŕıstica al momento de normalizar para facilitar

los cálculos; sin embargo, se ha demostrado que las NRMI’s no son conjugadas, salvo

para el proceso Dirichlet. Por lo que para poder obtener la distribución posterior se debe

introducir una variable latente gracias a la cual se obtiene que la distribución posterior

también sea una NRMI.

Como es usual, primero se debe considerar una sucesión {Xn}∞n=1 de variables aleatorias

intercambiables definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) con valores en el espacio

polaco X, de tal manera que recordando el modelo jerárquico se tiene que

P(X1 ∈ A1, ..., Xn ∈ An|P) =
n∏
i=1

P(Ai). (2.4)

Dado que se están considerando medidas completamente aleatorias puramente atómicas, el

vector aleatorio X(n) = (X1, ..., Xn) admite la siguiente representación (Y(n), π) en donde

Y(n) = (Y1, ..., Yn(π)) denota las distintas observaciones y π es una partición del conjunto

[n] := {1, ..., n} de tamaño n(π), que permite identificar cuáles observaciones fueron igua-

les. El número de elementos en el i-ésimo bloque está dado por ni para i = 1, ..., n(π) de

tal forma que
∑n(π)

i=1 ni = n.

Ahora bien, si se considera a Wn una variable aleatoria gama de parámetros (n, 1) inde-

pendiente de Φ(X) = T , se define a la variable aleatoria

Un :=
Wn

T
.

Cuya densidad está dada por

fUn(u) =

∫
R+

fWn(uv)fT (v)vdv =
un−1

Γ(n)

∫
R+

vnfT (v)e−uvdv.
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Es importante mencionar que la distribución de T se asume absolutamente continua

con respecto a la medida de Lebesgue, por lo cual admite una densidad y se puede llegar

al resultado anterior.

Para el análisis posterior que se necesita, la distribución de Un|X(n) será de gran

importancia. En lo que sigue, para una pareja de objetos aleatorios X e Y definidos en

(Ω,F ,P) se denotará por X(Y ) al objeto aleatorio cuya distribución coincide con la de

distribución condicional de X dado Y . Con esto en mente se puede enunciar el teorema

que ejercerá un papel primordial en el análisis que sigue.

Teorema 2.3. Sea P una NRMI con intensidad de Lévy, ν(ds, x) = ρx(ds)α(dx). Enton-

ces

Φ(Un,X(n)) d
= Φ(Un) +

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi .

Donde

1. Φ(Un) es una medida completamente aleatoria con intensidad

ν(Un)(ds, dx) = e−Unsρx(ds)α(dx).

2. Yi con i = 1, ..., n(π) son los puntos fijos de discontinuidad y J
(Un,X(n))
i son sus corres-

pondientes saltos que son mutuamente independientes e independientes de Φ(Un) y cuya

densidad fi(s) es tal que

fi(s) ∝ snie−UnsρYi(ds).

Demostración. Hay dos formas de demostrar este teorema, una trabajando con el proceso

Poisson asociado a la medida completamente aleatoria y otra trabajando con la funcional

de Laplace. Las dos pruebas se pueden encontrar en el trabajo de Lijoi, James y Prünster

(2009). En este trabajo se hace énfasis en la prueba a partir del proceso Poisson y que está

guiada en resultados descritos por James (2005) y que por completez se pueden consultar

en el Apéndice B.
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Recordando que se está considerando a Φ de tal forma que es discreta casi seguramente,

se tiene que Φ = Ψ =
∑

x∈Π∗ JiδXi , donde Ψ tiene una construcción basada en un proceso

Poisson, Π, definido en R+ × X y de intensidad ν, por lo que para todo B ∈X se tiene

Φ(B) =

∫
R+×B

sΠ(ds, dx).

Denotando por Pν a la distribución del proceso Poisson asociado, Π de intensidad ν y

a Eν(·) como la esperanza respecto a Pν . Y recordando que la medida de probabilidad

aleatoria está definida como P(dx) := θ−1Φ(dx), se define a

Π̃n := Π′ +

n(π)∑
i=1

δJi,Yi y Φ̃n(dx) := Φ′(dx) +

n(π)∑
i=1

JiδYi(dx).

Donde Π′ y Φ′ son de la misma forma que Π y Φ respectivamente. Aśı,

Φ̃n(X) = Φ′(X) +

n(π)∑
i=1

Ji = T ′ +

n(π)∑
i=1

Ji.

Siguiendo la ĺınea del art́ıculo de James, se debe definir a

q(Yj, Φ̃n) := Φ̃n(X)−1 =
1

T ′ +
∑n(π)

i=1 Ji
.

Que no depende de los puntos de discontinuidad Yi ni del ı́ndice j, por lo que

n(π)∏
j=1

[q(Yj, Φ̃n)]nj =
1

(T ′ +
∑n(π)

i=1 Ji)
n
.

También, si se denota por J = (J1, ..., Jn(π)) al vector de saltos, se debe definir a

φn(J,X(n)) :=

∫
MX

Pv(dΠ)

(T ′ +
∑n(π)

i=1 Ji)
n

=

∫
R+

fT (t)

(t+
∑n(π)

i=1 Ji)
n
dt.
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El Teorema B.2. inciso 1., que corresponde al teorema 3.2 del trabajo de James (2005),

permite asegurar que la distribución posterior de Φ|X(n) es equivalente a la distribución

de Φ̃n|X(n) y está determinada por la distribución posterior de Π|X(n) que a su vez es

equivalente a la distribución de Π̃n|X(n).

Usando de nueva cuenta el inciso 1. del Teorema B.2, se puede obtener la distribución

de (Π′,J) dado X(n), como sigue,

f(Π′,J|X(n)) = f(Π′|J,X(n))f(J|X(n))

∝ φ−1
n (J,X(n))

n(π)∏
j=1

[q(Yj, Φ̃n)]nj

Pν(dΠ′)φn(J,X(n))

n(π)∏
j=1

J
nj
j ρYj(dJj)

=
1

(T ′ +
∑n(π)

i=1 Ji)
n
Pν(dΠ′)

n(π)∏
j=1

J
nj
j ρYj(dJj). (2.5)

Por lo que la distribución de (Π′,J) dado X(n), evaluada en un punto (π′, s1, ...sn(π)), es

proporcional a

1

(T ′ +
∑n(π)

i=1 si)
n
Pν(dπ′)

n(π)∏
j=1

s
nj
j ρYj(dsj) (2.6)

Que es una expresión que determina la distribución posterior de Φ|X(n). Una vez teniendo

lo anterior sólo hace falta ver lo que ocurre al introducir la variable latente Un, para esto,

primero se debe hacer notar que al considerar a Z una variable aleatoria con distribución

gama de parámetros (α, β),

∫
R+

zα−1βαe−zβ

Γ(α)
dz = 1 ⇒ 1

βα
=

∫
R+

zα−1e−zβ

Γ(α)
dz.

De esta manera,

1

(T ′ +
∑n(π)

i=1 Ji)
n

=
1

Γ(n)

∫
R+

un−1 exp

−u
T ′ + n(π)∑

i=1

Ji

 du
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Usando la identidad anterior, conocida como identidad gama, la expresión (2.6) puede

ser aumentada para poder encontrar la distribución conjunta del vector (Π′,J, Un,X
(n)),

que es proporcional a

un−1e−uT
′Pν(dπ′)

n(π)∏
j=1

s
nj
j e
−usjρYj(dsj)α(dYj). (2.7)

Utilizando la Proposición B.1., se obtiene la siguiente igualdad para las medidas,

e−uT
′Pν(dπ′) = e−ϕ(u)Pνu(dπ′).

Donde νu = e−usρx(ds)α(dx) y Eν(e−uT
′
) = e−ϕ(u), por lo que (2.7) se puede reescribir

como

un−1e−ϕ(u)Pνu(dπ′)

n(π)∏
j=1

s
nj
j e
−usjρYj(dsj)α(dYj) (2.8)

La expresión (2.8) permite derivar una expresión para la distribución de Π′,J|Un,X(n),

que es proporcional a

Pνu(dπ′)

n(π)∏
j=1

s
nj
j e
−usjρYj(dsj).

Donde Π′|Un,X(n) es un proceso Poisson con intensidad dada por ν(Un) = e−Unsρx(ds)α(dx),

que tiene asociada una medida completamente aleatoria asociada, que se denotó como

Φ(Un). Y los J
(Un,X(n))
i son los puntos de discontinuidad, independientes de Π′ y cuya den-

sidad es proporcional a

snii e
−UnsiρYi(dsi).

El teorema anterior muestra que condicional a una variable latente, la distribución pos-

terior de la medida completamente aleatoria Φ sigue siendo una medida completamente

aleatoria con puntos fijos de discontinuidad correspondientes a las n(π) distintas observa-

ciones. Otro resultado importante derivado del Teorema 2.3 es la siguiente proposición.
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Proposición 2.4. Sea P una NRMI. Entonces la distribución condicional de Un dado

X(n) admite una función de densidad fUn|X(n)(u) tal que,

fUn|X(n)(u) ∝ un−1

n(π)∏
i=1

τni(u|Yi)e−ϕ(u).

Donde

τni(u|Yi) =

∫
R+

snie−usρYi(ds), i = 1, ..., n(π),

y ϕ(u) es el exponente laplaciano como en (2.3).

Demostración. Para mostrar este resultado basta recordar la expresión (2.8), la cual da

salvo una constante de proporcionalidad la distribución del vector (Π′,J, Un,X
(n)) y que

es igual a

un−1e−ϕ(u)Pνu(dπ′)

n(π)∏
j=1

s
nj
j e
−usjρYj(dsj)α(dYj).

Basta integrar con respecto a π y a las si para obtener una expresión para la distribución

conjunta de (Un,X
(n)). No es un cálculo complicado; sin embargo, lo que podemos notar

del proceso es que al integrar sobre las si se obtiene la expresión dada por τni(u|Yi), de

esta manera la distribución conjunta es proporcional a

un−1e−ϕ(u)

n(π)∏
i=1

[∫
R+

snie−usρYi(ds)

]
α(dYi)

Y de donde se sigue que la distribución de Un|X(n) es proporcional a

un−1e−ϕ(u)

n(π)∏
i=1

τni(u|Yi)
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La proposición anterior será de gran utilidad al momento de calcular la distribución

predictiva. Para finalizar la sección se presenta el teorema del cual se desprende la distri-

bución posterior de P .

Teorema 2.5. Sea P una NRMI con intensidad de Lévy ν(ds, dx) = ρx(ds)α(dx), enton-

ces la distribución posterior de P dada Un es nuevamente una NRMI, con puntos fijos de

discontinuidad y es tal que

P|(X(n), Un)
d
= w

Φ(Un)

Φ(Un)(X)
+ (1− w)

∑n(π)
i=1 J

(Un,X(n))
i δYi∑n(π)

r=1 J
(Un,X(n))
r

.

Donde

w =
Φ(Un)(X)

Φ(Un)(X) +
∑n(π)

i=1 J
(Un,X(n))
i

.

De esta manera se tiene que la distribución posterior (condicional a la variable latente)

es una mezcla de NRMI’s con puntos fijos de discontinuidad que corresponden a las distin-

tas observaciones. La introducción de una variable latente causa que sea más elaborado el

proceso; sin embargo, permite tener una representación de la distribución posterior de la

que se pueden obtener algoritmos para muestrear trayectorias de una manera ciertamente

no tan complicada.

2.3. Distribución predictiva

Cuando un problema estad́ıstico se resuelve basado en la metodoloǵıa bayesiana se

sabe que además de la distribución posterior, la distribución predictiva tiene un rol de

suma importancia, ya que permite estudiar el comportamiento de futuras observaciones,

lo cual es vital en estudios de muestreo de especies por mencionar uno.

Para obtener dicha distribución predictiva, ya se tiene la herramienta necesaria que fue

desarrollada en la sección anterior y del cual se puede desprender la siguiente proposición.
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Proposición 2.6. Dada P una NRMI con intensidad ν(ds, dx) = ρx(ds)α(dx), entonces

la distribución predictiva de Xn+1 dado X(n) está dada por

P(Xn+1 ∈ dx|X(n)) = ω(n)P0(dx) +
1

n

n(π)∑
i=1

ω
(n)
i δYi(dx). (2.9)

Donde para i = 1, ..., n(π)

ω(n) =
θ

n

∫
R+

uτ1(u|x)fUn|X(n)(u)du, ω
(n)
i =

∫
R+

u
τni+1(u|Yi)
τni(u|Yi)

fUn|X(n)(u)du

Demostración. La demostración está basada en el hecho de que el lado izquierdo de la

ecuación (2.9) puede ser escrito como

P(Xn+1 ∈ dx|X(n)) = E(P(dx)|X(n)) =

∫
R+

E(P(dx)|Un = u,X(n))fUn|X(n)(u)du.

Utilizando el teorema 2.5, se tiene que

E(P(dx)|Un = u,X(n)) = E
[
ω

Φ(u)(dx)

T (u)

]
+ E

[
(1− ω)

∑n(π)
i=1 J

(u,X(n))
i δYi(dx)∑n(π)

r=1 J
(u,X(n))
r

]

= E

[
Φu(dx)

T u +
∑n(π)

i=1 J
(u,X(n))
i

]
+ E

[∑n(π)
i=1 J

(u,X(n))
i δYi(dx)

T u +
∑n(π)

i=1 J
(u,X(n))
i

]
= I1(u, x,X(n)) + I2(u, x,X(n)).

De esta manera,

P(Xn+1 ∈ dx|X(n)) =

∫
R+

I1(u, x,X(n))fUn|X(n)(u)du+

∫
R+

I2(u, x,X(n))fUn|X(n)(u)du.

(2.10)
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Lo que se mostrará es que el primer sumando de la expresión (2.10) será igual a

ω(n)α(dx), para esto primero se debe ver lo siguiente,

I1(u, x,X(n)) =

∫
R+×X

Φu(dx)

T u +
∑n(π)

i=1 J
(u,X(n))
i

PΦu(dΦu)

=

∫
R+

E
[
e−s

∑n(π)
i=1 J

(u,X(n))
i

]
E[Φu(dx)e−sT

u

]ds

Donde,

E
[
e−v

∑n(π)
i=1 J

(u,X(n))
i

]
=

n(π)∏
i=1

E
[
e−vJ

(u,X(n))
i

]

=

n(π)∏
i=1

∫
R+

e−vs
snie−usρYi(ds)∫

R+
e−vssnie−usρYi(ds)

=

n(π)∏
i=1

∫
R+

snie−(u+v)sρYi(ds)

τni(u|Yi)

=

n(π)∏
i=1

τni(u+v|Yi)

τni(u|Yi)
.

Y

E[Φu(dx)e−sT
u

] =

∫
R+

E(e−vΦu)se−(u+v)sρx(ds)α(dx)

=

∫
R+

e− logE[e−vΦu ]α(dx)se−(u+v)sρx(ds)

= e−ϕ
u(v)α(dx)τ1(u+ v|x).

Juntando estas expresiones y utilizando que

ϕu(v) + ϕ(u) =

∫
R+×X

(1− e−sv)e−suρx(ds)α(dx) +

∫
R+×X

(1− e−su)ρx(ds)α(dx)

=

∫
R+×X

(1− e−s(v+u))ρx(ds)α(dx)

= ϕ(v + u),
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se tiene que

I1(u, x,X(n)) =

∫
R+

e−ϕ
u(v)α(dx)τ1(u+ v|x)

n(π)∏
i=1

τni(u+v|Yi)

τni(u|Yi)
dv.

Y el primer sumando de (2.10) es igual a

∫
R+

∫
R+

e−ϕ
u(v)α(dx)τ1(u+ v|x)

n(π)∏
i=1

τni(u+v|Yi)

τni(u|Yi)
fUn|X(n)(u)dvdu

= α(dx)

∫
R+

∫
R+

e−ϕ(v+u)τ1(u+ v|x)

n(π)∏
i=1

τni(u+v|Yi)

τni(u|Yi)
un−1

n(π)∏
i=1

τni(u|Yi)dvdu

= α(dx)

∫
R+

∫
R+

e−ϕ(v+u)τ1(u+ v|x)

n(π)∏
i=1

τni(u+ v|Yi)un−1dvdu

(haciendo w = v + u y z = u)

= α(dx)

∫
R+

n(π)∏
i=1

τni(w|Yi)τ1(w|x)e−ϕ(w)

∫ w

0

zn−1dzdw

=
α(dx)

n

∫
R+

wnτ1(w|x)

n(π)∏
i=1

τni(w|Yi)e−ϕ(w)dw

=
α(dx)

n

∫
R+

wτ1(w|x)

wn−1

n(π)∏
i=1

τni(w|Yi)e−ϕ(w)

 dw
=

θ · α(dx)

θ · n

∫
R+

wτ1(w|x)fUn|X(n)(w)dw

= P0(dx)w(n).

Los pesos w
(n)
i se obtiene de forma análoga.

Se puede observar que la distribución predictiva es una combinación lineal de P0 y de

una versión ponderada de la distribución emṕırica, lo cual es de cierta manera intuitivo

ya que se tiene que las NRMI son discretas casi seguramente, por lo cual hay probabilidad

positiva de empates. Esta representación será de gran utilidad al momento de implementar

esquemas de muestreo tipo Blackwell-MacQueen.
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2.4. Función de probabilidad para particiones inter-

cambiables (EPPF)

La teoŕıa de las particiones aleatorias intercambiables tiene su origen en los estudios

hechos por Kingman (1982) y más adelante desarrollada, entre otros, por Pitman (2006).

Antes de estudiar la relación entre particiones aleatorias y las NRMI, se presenta una

recapitulación sobre conceptos de combinatoria y particiones.

Dado un conjunto (finito) A, se dice que una partición de A en k bloques es una

colección de conjuntos no vaćıos y disjuntos {A1, ..., Ak} tales que ∪ki=1Ai = A. Se denotará

por Pk
[n] al conjunto de posibles particiones en k bloques de [n] = {1, ..., n} y P[n] :=

∪nk=1P
k
[n] el conjunto de todas las particiones de [n]. Dada una partición en k bloques

de [n], se puede considerar al vector de tamaños de cada bloque, i.e., (|A1|, ..., |Ak|) que

forman una composición de n, que no es más que una secuencia de enteros no negativos

tales que la suma es igual a n. Al conjunto de todas las posibles composiciones de n se le

denotará por Cn.

Una partición aleatoria de [n], denotada a partir de este momento como Πn, se dice

intercambiable si su distribución es invariante ante permutaciones de [n], i.e., para cada

partición {A1, ..., Ak} de [n] se tiene que

P(Πn = {A1, ..., Ak}) = p(|A1|, ..., |Ak|)

para alguna función simétrica p de las composiciones (n1, ..., nk) de [n]. Esta función p

se le conoce como función de probabilidad para particiones intercambiables o EPPF por

sus siglas en inglés y será denotada por Π
(n)
k (n1, ..., nk). De esta manera se puede dar la

siguiente definición involucrando todo lo anterior.

Definición 2.7. Sea {Xi}i≥1 una secuencia intercambiable. Entonces, considerando a Π
(n)
k

como arriba, la colección {Π(n)
k : 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1} define una EPPF.
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Una caracteŕıstica esencial de las EPPF es que satisface la regla de adición, i.e.,

Π
(n)
k (n1, ..., nk) = Π

(n+1)
k+1 (n1, ..., nk, 1) +

k∑
j=1

Π
(n)
k (n1, ..., nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk).

De esta manera es sencillo ver cómo el estudio de las NRMI está ciertamente ligado

con el estudio de las particiones intercambiables y su función de probabilidad asociada,

EPPF. Se ha visto que dada una muestra X(n), ésta admite una representación (Y(n), π),

donde Y(n) denota las distintas observaciones y π es una partición de [n] = {1, ..., n}.

Por lo que puede haber empates y esto se obtiene por el hecho de que Φ es discreta casi

seguramente. Con lo anterior en mente se puede definir una partición de [n] mediante la

siguiente asignación:

i ∼ j ⇔ Xi = Xj ∀i, j ∈ {1, ..., n}, i 6= j.

Otra de las ventajas de contar con la EPPF es que permite obtener el sistema de distribu-

ciones predictivas inducidas por Q, ya que teniendo una muestra de tamaño n y n(π) = k

distintas observaciones Y1, ..., Yk se cumple que

P(Xn+1 6= Yj ∀j ∈ {1, ..., k}|X(n)) =
Π

(n+1)
k+1 (n1, ..., nk, 1)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

P(Xn+1 = Yj|X(n)) =
Π

(n)
k (n1, ..., nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

.

Donde no es dif́ıcil de mostrar, a partir de la ecuación (2.8) que

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

1

Γ(n)

∫
R+

un−1e−ϕ(u)

[
k∏
i=1

∫
X

τnj(u|x)α(dx)

]
du. (2.11)
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Más aún, con la expresión de la EPPF dada por (2.11) se recupera la distribución

predictiva obtenida en la sección anterior, ecuación (2.9). Es importante señalar que sólo

para ciertos casos se tienen expresiones cerradas, siendo la NRMI basada en la normali-

zación del proceso gama generalizado uno de estos casos. El tener una expresión cerrada

nos permite implementar algoritmos de muestreo de Blackwell-MacQueen. Sin embargo,

para cuando sea necesario aún se puede muestrear de la distribución predictiva mediante

el condicionamiento de la variable latente Un.

La idea detrás de condicionar con la variable latente Un es poder expresar a la EPPF

como

Π
(n)
k = Vn,k

k∏
i=1

Wni .

Donde Vn,k es una cantidad positiva y que no depende de la composición (n1, ..., nk) y

Wni es una cantidad positiva que sólo depende de ni. Si es posible encontrar una EPPF

con esta descomposición se dice que la partición aleatoria es una partición de Gibbs.

De esta manera y de nueva cuenta a través de la ecuación (2.8) se puede verificar que

condicionando a Un

Π(n)(π|u) =
e−ϕ(u)

∏n(π)
i=1 κni(u)∫

R+
tne−utfT (t)dt

, (2.12)

donde,

κni(u) =

∫
X

τni(u|x)α(dx).

Por lo que la partición π condicionada a Un es una partición de Gibbs. Y de esta manera,

se tiene que la distribución predictiva condicionada a la variable latente es

P(Xn+1 ∈ dx|X(n), Un = u) ∝ κ1(u)τ1(u|x)P0(dx) +
k∑
j=1

τnj+1(u|Yj)
τnj(u|Yj)

δYj(dx). (2.13)
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Con la representación anterior se puede implementar un esquema de muestreo como

el de Blackwell-MacQueen para obtener una muestra. Para esto se debe definir a

m(dx|u) ∝ τ1(u|x)α(dx)

m(dxi|x1, ...., xi−1, u) = P(Xi ∈ dxi|X1, ..., Xi−1, Ui−1 = u) i ≥ 2.

Y U0 una variable aleatoria positiva con densidad q0(u) ∝ θe−ϕ(u)
∫
X
τ1(u|x)P0(dx). De

esta manera el algoritmo queda descrito como:

1. Simular U0 de q0.

2. Simular X1 de m(dx|U0).

3. En el paso i

a. Simular Ui−1 de fUi−1|X1,...,Xi−1
(u).

b. Generar εi de fi(ε) ∝ τ1(Ui−1|ε)P0(dε).

c. Simular Xi de m(dx|X1, ..., Xi−1, Ui−1), con lo cual está ocurriendo lo siguiente:

Xi =

εi ∝ κ1(Ui−1)

Yj,i−1 ∝ τnj,i−1+1(Ui−1|Yj,i−1)/τnj,i−1
(Ui−1|Yj,i−1).

.

Donde Yj,i−1 es el j-ésimo valor distinto habiendo muestreado i − 1 valores y con

nj,i−1 el número de empates.

Para este punto del trabajo se ha visto que las NRMI son discretas casi seguramente,

por lo cual hay probabilidad positiva de empates, de esta manera se sabe que al tener

n observaciones se tendrán n(π) distintos grupos de observaciones. Con lo cual surge

de manera muy intuitiva el estudio de conglomerados en la estructura de los datos y

estimación de densidades en modelos de mezclas. Lo cual es posible ya que ya se cuenta

con un esquema de muestreo.
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2.5. Estimación de mezclas

Este método fue propuesto por primera vez en 1984 por Lo. La idea principal consiste

en la introducción de una secuencia intercambiable de variables {βi}i≥1, gobernadas por

una medida de probabilidad completamente aleatoria discreta P y con valores en un

espacio polaco B, que está dotado de su σ-álgebra de Borel y un kernel k. Donde k es

una aplicación medible del espacio producto X×B a R+ y es tal que para λ una medida

σ-finita en X se tiene que la aplicación

C 7→
∫
C

k(x, β)λ(dx)

define una medida de probabilidad en X para toda β ∈ B. En la práctica un kernel

sumamente utilizado es el gaussiano con vector de parámetros β = (µ, σ2) ∈ R× R+. De

esta manera se puede construir un modelo jerárquico,

Xi|βi,P
ind∼ k(Xi, βi)

βi|P
iid∼ P

P ∼ Q.

Si se define a una función de densidad aleatoria dada por

x 7→ fP(x) =

∫
B

k(x, β)P(dβ).

El modelo jerárquico puede ser escrito como

Xi|P
iid∼ fP

P ∼ Q.
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Al ser P discreta, propicia que haya empates en las variables latentes {βi}i≥1, lo que

se verá reflejado en una partición de las observaciones. De esta manera si se denota a

β∗1 , ..., β
∗
k como las distintas observaciones en una muestra de tamaño n y se define a

Cj = {i : βi = β∗j }, entonces cualesquiera dos observaciones r y s estarán en el mismo

grupo Cj si y sólo si βr = βs. El número de distintas observaciones permite identificar el

número de conglomerados que se denotará como Kn.

El tratar de esta manera el problema de mezclas de densidades tiene como objetivo

hacer inferencia sobre P y sobre Kn condicionado a la muestra. Sin embargo, obtener

expresiones cerradas no es posible y un claro ejemplo de esto último se puede observar al

momento de dar un posible estimador de fP , dado por

E(fP |X(n)) =

∫
B

k(x, β)E(P(dβ)|X(n))

=

∫
B

k(x, β)

∫
Bn

E(P(dβ)|X(n), β(n))Q(dβ∗1 , ..., dβ
∗
n(π)|X(n))

=
n∑
k=1

∫
Bk+1

k(x, β)
∑
π∈Pk

[n]

E(P(dβ)|β∗1 , ..., β∗n(π))Q(dβ∗1 , ..., dβ
∗
n(π)|X(n)).

La principal dificultad al evaluar esta expresión es el tener que hacer la suma sobre todas

las particiones, ya que la distribución predictiva E(P(dβ)|β∗1 , ..., β∗n(π)) se puede tener de

forma cerrada para algunas NRMI. Aunado a lo anterior es necesario usar métodos de

Monte Carlo v́ıa Cadenas de Markov (MCMC) para generar una muestra de variables

latentes provenientes de la distribución posterior, Q(dβ∗1 , ..., dβ
∗
n(π)|X(n)).

Para dar solución a las dificultades que se presentan con esta metodoloǵıa se han des-

crito varios algoritmos, siendo uno de los principales el obtenido por Escobar (1988,1994)

y por Escobar y West (1995). Este algoritmo fue descrito para cuando se utiliza el proceso

Dirichlet, pero que se puede extender para cualquier medida P tal que la EPPF asociada

o equivalentemente el sistema de distribuciones predictivas se conozca de forma expĺıcita.
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Procediendo de manera similar a como se ha venido trabajando se tiene que

Q(dβ∗1 , ..., dβ
∗
n(π)|X(n)) ∝ Π

(n)
k (n1, ..., nk)

k∏
j=1

P0(dβ∗j )
∏
i∈Cj

k(Xi, β
∗
j ).

Para muestrear de esta distribución, se utilizan las condicionales de las variables latentes,

i.e.,

P(βi ∈ dβi|β−i,X(n)) = q∗i,0P0,i(dβi) +

ki,n−1∑
j=1

q∗i,jδβ∗i,j(dβi).

Donde β−i = (β1, ..., βi−1, βi+1, ...βn), ki,n−1 es el número de valores distintos β∗i,j en β−i,

ni,j es la frecuencia de β∗i,j en β−i y

P0,i(dβi) ∝ k(Xi, βi)P0(dβi)

q∗i,0 ∝ Π
(n)
ki,n−1+1(ni,1, ...., ni.ki,n−1

, 1)

∫
B

k(Xi, β)P0(dβ)

q∗i,j ∝ Π
(n)
ki,n−1

(ni,1, ..., ni,j + 1, ..., ni.ki,n−1
)k(Xi, β

∗
i,j).

A partir de los pesos anteriores es fácil darse cuenta el por qué se necesita tener expre-

siones cerradas para la EPPF, situación que se verá en el caṕıtulo siguiente cuando se

introduzcan los ejemplos más conocidos y tratados en la literatura. De esta manera se

puede implementar el siguiente algoritmo de MCMC.

1. Simular valores iniciales β
(0)
1 , ..., β

(0)
n de P0.

2. En el paso i simular β
(i)
1 , ..., β

(i)
n como,

β
(i)
1 ∼ P(dβ1|β(i−1)

2 , ..., β(i−1)
n ,X(n))

β
(i)
2 ∼ P(dβ2|β(i)

1 , β
(i−1)
3 , ..., β(i−1)

n ,X(n))

...

β(i)
n ∼ P(dβn|β(i)

1 , ..., β
(i)
n−1,X

(n))
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En la iteración j se tiene k(j) el número de valores distintos, β∗1,j, ..., β
∗
k(j),j

.

Después un cierto número apropiado de iteraciones, digamos N , se pueden dar los siguien-

tes estimadores para fP y para la distribución posterior del número de conglomerados.

f̃P(x) ≈ 1

N

N∑
i=1

∫
B

k(x, β)E(P(dβ)|β∗1,i, ..., β∗k(i),i)

P(Kn = k|X(n)) ≈ 1

N

N∑
i=1

1k(i)=k.

Una posible complicación en este esquema de Gibbs Sampler ocurre cuando los pesos q∗i,j

son mucho más grandes que q∗i,0, problema que ha sido estudiado y tratado en los trabajos

de MacEachern (1994), Busch y MacEachern (1996) e Ishwaran y James (2001) y al cual

dan como una posible solución la introducción de un paso adicional; el cual consiste en una

vez teniendo las k(j) distintas observaciones, proceder con un remuestreo de los valores de

dichas observaciones, i.e., dado k(j) y el vector β(j) = (β∗1,j, ..., β
∗
k(j),j

) se debe muestrear

de la distribución

P(β∗i,j ∈ dβ1, ..., β
∗
k(j),j ∈ dβk(j)|X(n), β(j)) ∝

k(j)∏
i=1

∏
l∈Ci,j

k(Xl, βi)P0(dβi)

53



Caṕıtulo 3

Medidas de probabilidad aleatorias
v́ıa las CRM más utilizadas

A lo largo de este caṕıtulo se explorarán las medidas de probabilidad aleatorias genera-

das por los procesos de normalización más conocidos, para los cuales se tienen expresiones

cerradas para la función de probabilidad para particiones aleatorias (EPPF), lo que per-

mite a su vez obtener la distribución predictiva e implementar los algoritmos vistos en la

sección anterior.

A partir de este momento se considerará a X = R, el cual es claramente un espacio

polaco y que estará dotado de su σ-álgebra de Borel denotada por B(R), por lo cual

el problema se interpreta como la construcción de medidas de probabilidad en la recta

real y que permite establecer con mayor claridad todas las caracteŕısticas posteriores

desarrolladas en la sección anterior.

El caṕıtulo inicia con un proceso que ya ha sido mencionado a lo largo de este trabajo

y que representó el inicio de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica. El proceso Dirichlet

es una NRMI que cuenta con la propiedad de conjugación, lo cual propicia que los cálculos

sean más fáciles de tratar a comparación de otras NRMI. Sin embargo, no siempre modela

con total fidelidad el problema a estudiar por lo cual se han tenido que utilizar otros

procesos como el σ-estable, el gama generalizado, entre otros.
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Estos procesos con la ayuda de la variable latente Un descrita en el caṕıtulo anterior

pueden ser manejados y son algunos de los cuales se pueden obtener expresiones cerradas

para la EPPF y por lo tanto para los que se pueden implementar algoritmos similares a

los del proceso Dirichlet.

3.1. Proceso Dirichlet

Antes de introducir la construcción v́ıa normalización del proceso Dirichlet, se hará una

breve introducción a la distribución Dirichlet. Esta distribución es conocida en la rama de

la estad́ıstica bayesiana paramétrica, por ser conjugada para la distribución multinomial.

Para su construcción se consideran a Z1, ..., Zn variables aleatorias independiente, tales

que Zi ∼ Gama(αi, 1) con αi > 0 (otra posible construcción permite que haya variables

degeneradas, para lo cual se definen a los parámetros αi ≥ 0 y que para algún ı́ndice j se

tenga que αj > 0) y se define a

Yj :=
Zj∑n
i=1 Zi

j = 1, 2, ..., n.

Entonces se tiene que el vector aleatorio (Y1, ..., Yn) tiene distribución Dirichlet con vector

de parámetros (α1, ..., αn) y donde
∑n

i=1 Yi = 1. Dado que se está tomando a αi > 0 para

toda i ∈ {1, ..., n}, se sigue que el vector es absolutamente continuo con respecto a la

medida de Lebesgue, por lo cual acepta una densidad dada por

f(y1, ..., yn−1) =
Γ (
∑n

i=1 αi)∏n
i=1 Γ(αi)

(
n−1∏
i=1

yαi−1
i

)(
1−

n−1∑
i=1

yi

)αn−1

1∆(y1, ..., yn−1).

Donde ∆ denota el simplejo de dimensión n− 1, i.e.,

∆ =

{
(y1, ..., yn−1)

∣∣∣yi ≥ 0,
n−1∑
i=1

≤ 1

}
.
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Si un vector (Y1, ..., Yn) tiene distribución Dirichlet, que se denotará como D(α1, ..., αn),

los momentos de orden 1 y 2 son

E(Yi) =
αi
α

E(Y 2
i ) =

αi(αi + 1)

α(α + 1)

E(YiYj) =
αiαj

α(α + 1)
i 6= j.

Con estas expresiones para los momentos, se pueden obtener la varianza y la covarianza y

donde α =
∑n

i=1 αi. La idea de introducir la distribución antes del proceso es que su cons-

trucción además de la proveniente mediante la normalización de un subordinador, puede

hacerse a través de las distribuciones infinito dimensionales. Ferguson (1973) demuestra

que al tomar una medida finita y no nula α sobre un espacio polaco (X,X ), entonces una

medida de probabilidad aleatoria P con valores en el espacio de todas las medidas sobre X

tiene una distribución Proceso Dirichlet, (Dα), si para toda partición medible (A1, ..., An)

se tiene que

(P(A1), ...,P(An)) ∼ D(α(A1), ..., α(An)).

Una construcción que se puede checar más a fondo en el trabajo de Ferguson. El otro

método es a través de la normalización del proceso gama y que también es tratado en el

art́ıculo de Ferguson y que puede encontrarse en gran parte de la literatura concerniente

con la estad́ıstica bayesiana no paramétrica. Para esto se debe considerar a la siguiente

medida de Lévy,

ν(ds, dx) = ρ(ds)α(dx) =
e−s

s
dsα(dx).

Se puede observar que es una medida homogénea y donde α será una medida no nula

y finita y que por ende se sabe que tiene la siguiente representación α(dx) = θP0(dx).

La medida α funcionará como un parámetro. Para poder garantizar que sea una medida

apropiada debe cumplir ciertas caracteŕısticas.
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Primero y como ya se vio en el Caṕıtulo 1, se tiene que ρ(R+) =∞ lo cual garantiza

que ν es una medida de actividad infinita. También debe cumplir con una condición de

integrabilidad dada por la siguiente ecuación

∫
B

∫
R+

(s ∧ 1)ν(ds, dx) <∞ (3.1)

Como ν es homogénea y α será elegida de tal forma que sea finita, la siguiente condición

se cumple si y sólo si
∫
R+

(s ∧ 1)ρ(ds) <∞, pero esto es cierto ya que

∫
R+

(s ∧ 1)ρ(ds) =

∫ 1

0

e−sds+

∫ ∞
1

e−s

s
ds <∞

La última condición tiene que ver con el exponente laplaciano, ϕ(u), que se le pide que

sea finito, para esto primero sea f una función medible de (R,B(R)) a (R,B(R)) tal que∫
|f |dΦ <∞ y calculando la funcional de Laplace,

∫
R×R+

(1− e−sf(x))ν(ds, dx) =

∫
R

[∫
R+

(1− e−sf(x))
e−s

s
ds

]
α(dx).

Donde

∫
R+

(1− e−sf(x))
e−s

s
ds =

∫
R+

[
∞∑
j=1

(−1)j+1(sf(x))j

j!

]
e−s

s
ds

=
∞∑
j=1

(−1)j+1f(x)j

j!

∫
R+

sj−1e−sds

=
∞∑
j=1

(−1)j+1f(x)j

j!
Γ(j)

=
∞∑
j=1

(−1)j+1f(x)j

j

= log(1 + f(x)).
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De esta manera se tiene que el exponente laplaciano es

ϕ(u) =

∫
R

log(1 + u)α(dx) = θ log(1 + u) <∞

Más aún, de la expresión (2.2) se sigue que

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(dx)

)]
= exp

[
−
∫
R

log(1 + f(x))α(dx)

]
. (3.2)

Que está bien definida para funciones f , tal que
∫

log(1 + f)α < ∞. Si se considera a

f(x) = λ1A para alguna A ∈ B(R) y λ > 0 se tiene que

E(e−λΦ(A)) = exp

[
−
∫
R

log(1 + f(x))α(dx)

]
= exp

[
−θ
∫
R

log(1 + λ1A)P0(dx)

]
= exp[−θP0(A) log(1 + λ)]

= (1 + λ)−θP0(A).

Por lo que Φ(A) ∼ gama(θP0(A), 1). Y de esta manera dada una partición medible

A1, ..., An de R se tiene que la colección de variables aleatorias Φ(A1), ...,Φ(An) son inde-

pendientes y cada una con distribución gama de parámetros (θP0(Ai), 1), por lo que

P(Ai) =
Φ(Ai)

Φ(R)
=

Φ(Ai)∑n
j=1 Φ(Aj)

.

Que es la construcción dada para la distribución Dirichlet, por lo tanto, para toda partición

medible se tiene que

(P(A1), ...,P(An)) ∼ D(θP0(A1), ..., θP0(An)).
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Que es justo lo que se estaba buscando. Ahora bien, como ya se mencionó anterior-

mente, si P ∼ DθP0 entonces se va tener un modelo conjugado por lo cual la distribución

posterior también caerá dentro de la misma familia pero con una actualización en el

parámetro. Para ver esto, sólo basta recordar el Teorema 2.3. por el cual se tiene que

Φ(Un) tendrá una medida de Lévy

ν(Un)(ds, dx) = e−Unsρ(ds)θP0(dx) =
e−(1+Un)s

s
dsθP0(dx).

Y los saltos J
(Un,X(n))
i tienen densidad proporcional a

snie−sUnρYi(ds) = sni−1e−(1+Un)sds.

Por lo cual J
(Un,X(n))
i ∼ gama(ni, 1 + Un). Con lo anterior en mente se puede obtener la

transformada de Laplace para la medida posterior, la cual tendrá la siguiente expresión

E

[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(dx)

) ∣∣∣∣∣Un,X(n)

]

= E

exp

−∫
R
f(x)

Φ(Un)(dx) +

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi(dx)




= E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(Un)(dx)

)]
E

exp

−∫
R
f(x)

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi(dx)


(3.3)

El primer término de la ecuación (3.3) se resuelve de forma análoga a lo que se hizo arriba

para calcular la transformada de Laplace de Φ, por lo cual se sigue de manera inmediata

que

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(Un)(dx)

)]
= exp

[
−(θ + n)

∫
R

log

(
1 +

f(x)

1 + Un

)
θP0(dx)

θ + n

]
.
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Para el segundo término se utilizará el hecho de que se conoce de manera exacta la

distribución de los saltos, por lo que

E

exp

−∫
R
f(x)

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi(dx)

 = E

n(π)∏
i=1

exp
(
−J (Un,X(n))

i f(Yi)
)

=

n(π)∏
i=1

(
1 +

f(Yi)

1 + Un

)ni

= exp

− n(π)∑
i=1

ni log

(
1 +

f(Yi)

1 + Un

)
Utilizando el hecho de que ni =

∑n
j=1 δXj({Yi}), se tiene

exp

− n(π)∑
i=1

ni log

(
1 +

f(Yi)

1 + Un

) = exp

(
−

n∑
j=1

∫
R

log

(
1 +

f(x)

1 + Un

)
δXj(dx)

)

= exp

(
−(θ + n)

∫
R

log

(
1 +

f(x)

1 + Un

)∑n
j=1 δXj(dx)

(θ + n)

)
.

Juntando las últimas expresiones se tiene que

E

[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(dx)

) ∣∣∣∣∣Un,X(n)

]
= exp

(
−(θ + n)

∫
R

log

(
1 +

f(x)

1 + Un

)
P0,n(dx)

)
.

Donde P0,n = θ
θ+n

P0 +
∑n
j=1 δXj (dx)

(θ+n)
, por lo que Φ(Un,X(n)) es una CRM gama con intensidad

dada por

νn(ds, dx) =
e−(1+Un)s

s
ds(θ + n)P0,n(dx).

Más aún, se puede observar que al tomar a f(x) = λ1B para B ∈ B(R) se tiene que

E
[
exp(−λΦ(B))

∣∣∣Un,X(n)
]

=

(
1 +

f(x)

1 + Un

)−(θ+n)P0,n(B)

.
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De esta manera Φ(Un,X(n))(B) ∼ gama((θ+n)P0,n(B), 1+Un), por lo que se puede fijar

a 1 + Un = 1 y aśı, al momento de normalizar como se hizo para Φ se obtiene un proceso

Dirichlet de parámetro ((θ + n)P0,n).

Ahora que ya se tiene caracterizada la distribución posterior, se puede proceder con la

distribución predictiva, para la cual se necesitan los siguientes elementos.

e−ϕ(u) = exp

[
−
∫
R

∫
R+

(1− e−us)e
−s

s
dsθP0(dx)

]
= exp

[
−
∫
R

log(1 + u)θP0(dx)

]
= (1 + u)−θ.

También se requiere una expresión para τni(u|Yi) que estará dada por,

τni(u|Yi) =

∫
R+

snie−us
e−s

s
ds

=

∫
R+

sni−1e−(1+u)sds

=
Γ(ni)

(1 + u)ni
.

Finalmente, la distribución posterior de la variable latente dada la muestra,

fUn|X(n)(u) ∝ un−1

n(π)∏
i=1

τni(u|Yi)e−ϕ(u)

=
un−1

(1 + u)θ

n(π)∏
i=1

Γ(ni)

(1 + u)ni

∝ un−1

(1 + u)n+θ
.

Y donde

∫
R+

un−1

(1 + u)n+θ
du =

Γ(n)Γ(θ)

Γ(n+ θ)
.
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Por lo que

fUn|X(n)(u) =
Γ(n+ θ)

Γ(n)Γ(θ)
· un−1

(1 + u)n+θ
.

Con las expresiones anteriores se puede obtener los pesos ω(n) y ω
(n)
i , que permiten dar

una expresión cerrada para la distribución predictiva.

ω(n) =
θ

n

∫
R+

uτ1(u|x)fUn|X(n)(u)du

=
θ

n

∫
R+

u

1 + u

Γ(n+ θ)

Γ(n)Γ(θ)
· un−1

(1 + u)n+θ

=
θ

n
· Γ(n+ θ)

Γ(n)Γ(θ)

∫
R+

un

(1 + u)n+θ+1
du

=
θ

n
· Γ(n+ θ)

Γ(n)Γ(θ)
· Γ(n+ 1)Γ(θ)

Γ(n+ θ + 1)

=
θ

n+ θ
.

De forma análoga se obtiene que

ω
(n)
i =

∫
R+

u
τni+1(u|Yi)
τni(u|Yi)

fUn|X(n)(u)du =
n · ni
n+ θ

.

Por lo que la distribución predictiva tiene la siguiente forma

P(Xn+1 ∈ dx|X(n)) = ω(n)P0(dx) +
1

n

n(π)∑
i=1

ω
(n)
i δYi(dx)

=
θ

n+ θ
P0(dx) +

1

n+ θ

n(π)∑
i=1

niδYi(dx)

Lo cual dice lo siguiente sobre la observación n+ 1,

P(Xn+1 6= Yj ∀j ∈ {1, ..., n(π)}|X(n)) =
θ

n+ θ

P(Xn+1 = Yj p.a. j ∈ {1, ..., n(π)}|X(n)) =
nj

n+ θ
.
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Por lo cual se recuperan las siguientes expresiones sobre la EPPF asociada, ya que se

cumple lo siguiente

Π
(n)
k+1(n1, ..., nk, 1)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

=
θ

n+ θ

Π
(n)
k (n1, ..., nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

=
nj

n+ θ
.

Para el proceso Dirichlet no es dif́ıcil encontrar una expresión para la EPPF, ya que está

definida como

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

1

Γ(n)

∫
R+

un−1e−ϕ(u)

(
k∏
i=1

∫
R
τni(u|x)θP0(dx)

)
du

=
1

Γ(n)

∫
R+

un−1(1 + u)−θ

(
k∏
i=1

∫
R

Γ(ni)

(1 + u)ni
θP0(dx)

)
du

=
θk

Γ(n)

k∏
i=1

Γ(ni)

∫
R+

un−1

(1 + u)n+θ
du

=
θkΓ(θ)

Γ(n+ θ)

k∏
i=1

Γ(ni)

=
θk

(θ)n

k∏
i=1

Γ(ni).

Donde (θ)n es el factorial decreciente definido en el Caṕıtulo 1 y que también es conocido

como el śımbolo de Pochammer.

Regresando a la distribución predictiva, uno puede darse cuenta de que para el pro-

ceso Dirichlet el muestreo de una muestra no requiere de simular la variable latente y se

establece el esquema de muestreo de Blackwell-MacQueen de la siguiente forma.
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1. Simular X1 de P0.

2. Al paso i.

a) Simular εi de P0.

b) Xi =



εi con probabilidad θ
θ+i−1

X1 con probabilidad 1
θ+i−1

...

Xi−1 con probabilidad 1
θ+i−1

.

Algoritmo que será de utilidad al momento de trabajar con la estimación de mezclas.

3.2. Proceso σ-estable

Esta medida de probabilidad aleatoria fue introducida por primera vez por Kingman

(1975), para su construcción se debe considerar un parámetro σ ∈ (0, 1) y la medida

completamente aleatoria, Φ, tendrá la siguiente intensidad de Lévy

ν(ds, dx) =
σ

Γ(1− σ)
s−1−σdsα(dx).

Que al igual que para el proceso Dirichlet es una medida homogénea y donde si α es una

medida no negativa y finita se puede realizar el mismo proceso de normalización y definir

a la medida de probabilidad aleatoria como

P(dx) =
Φ(dx)

Φ(R)
.

De la expresión anterior se puede observar que

ρ(ds) =
σ

Γ(1− σ)
s−1−σds ⇒ ρ(R+) =∞.
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Por lo que se tiene una medida con actividad infinita y que además cumple con la condición

de integrabilidad ya que,

∫
R+

(s ∧ 1)
σ

Γ(1− σ)
s−1−σds =

σ

Γ(1− σ)

(∫ 1

0

s−σds+

∫ ∞
1

s−1−σds

)
=

σ

Γ(1− σ)

(
s1−σ

1− σ

∣∣∣1
0
− s−σ

σ

∣∣∣∞
1

)
=

σ

Γ(1− σ)

(
1

1− σ
+

1

σ

)
<∞.

Para obtener el exponente laplaciano primero se puede ver lo que sucede cuando tomamos

una función, f , medible y se obtiene la funcional de Laplace,

∫
R×R+

(1− e−sf(x))ν(ds, dx) =

∫
R

[∫
R+

(1− e−sf(x))
σ

Γ(1− σ)
s−1−σds

]
α(dx).

Donde mediante integración por partes se tiene que

∫
R+

(1− e−sf(x))s−1−σds = −(1− e−sf(x))
s−σ

σ

∣∣∣∞
0

+

∫
R+

s−σf(x)e−sf(x)

σ
ds.

Donde el primer término es igual a 0 y para resolver el segundo término se hace lo siguiente,

∫
R+

s−σf(x)e−sf(x)

σ
ds =

f(x)σ

σ

∫
R+

f(x)(sf(x))−σe−sf(x)ds.

Realizando el cambio de variable w = sf(x) se llega a que esta última expresión es igual

a
f(x)σ

σ

∫
R+

w−αe−wdw =
Γ(1− σ)f(x)σ

σ
.

Por lo que,

∫
R×R+

(1− e−sf(x))ν(ds, dx) =

∫
R
f(x)σα(dx) = θ

∫
R
f(x)σP0(dx)
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Que está bien definido para cualquier función f tal que
∫
fσα < ∞. De esta manera, se

sigue de forma inmediata que el exponente laplaciano será igual a

ϕ(u) = θuσ <∞.

Más aún, tomando a f = λ1B para B ∈ B(R). Se obtiene que el exponente laplaciano de

Φ(B) está dado por

E(e−λΦ(B)) = exp

[
−θ
∫
R
λσ1BP0(dx)

]
= exp [−θλσP0(B)] .

Por lo cual Φ(B) tiene la misma transformada de Laplace que la de una variable aleatoria

positiva estable. De esta manera se dice que la correspondiente medida de probabilidad

aleatoria se distribuye como un proceso σ-estable, que se suele denotar en la literatura

como P ∼ N − St(σ, θP0).

El siguiente paso es la caracterización de la distribución posterior, que como ya se ha

dicho anteriormente y a diferencia de lo que pasa con el proceso Dirichlet, no se tendrá

una familia conjugada. Para esto, primero se debe obtener la medida de Lévy de Φ(Un) y

la distribución de J
(Un,X(n))
i . De esta manera se tiene que

ν(Un)(ds, dx) = e−Uns
σ

Γ(1− σ)
s−1−σdsθP0(dx).

Y la densidad de los saltos J
(Un,X(n))
i será proporcional a

snie−Uns
σ

Γ(1− σ)
s−1−σds ∝ sni−σ−1e−Uns.
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Se puede notar que es el kernel de la distribución gama con parámetros (ni − σ, Un).

Con lo anterior en mente se puede obtener la funcional de Laplace de Φ(Un,X(n)) y que

estará dada por

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(dx)

∣∣∣Un,X(n)

)]

= E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(Un)(dx)

)]
E

exp

−∫
R
f(x)

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi(dx)


(3.4)

Donde el primer término del lado derecho de la ecuación (3.4) se desarrolla como sigue

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(Un)(dx)

)]
= exp

(
−
∫
R

∫
R+

(1− e−sf(x))e−Uns
σ

Γ(1− σ)
s−1−σdsθP0(dx)

)
= exp

(
−θ
∫
R

σ

Γ(1− σ)

∫
R+

(e−Uns − e−(f(x)+Un)s)s−1−σdsP0(dx)

)
. (3.5)

Donde mediante integración por partes y de manera similar a como se procedió arriba se

tiene

∫
R+

(e−Uns − e−(f(x)+Un)s)s−1−σds

= −(e−Uns − e−(f(x)+Un)s)
s−σ

σ

∣∣∣∞
0

+

∫
R+

s−σ

σ
(−Une−Uns + (f(x) + Un)e−(f(x)+Un)s)ds.

El primer término es 0 y la segunda integral se puede dividir y mediante cambios de

variable dados por w = −Uns y w′ = (f(x) + Un)s se tiene

∫
R+

s−σ

σ
(−Une−Uns + (f(x) + Un)e−(f(x)+Un)s)ds = ((f(x) + Un)σ − Uσ

n )
Γ(1− σ)

σ
.
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Por lo que, sustituyendo esta expresión en la ecuación (3.5), se tiene que

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(Un)(dx)

)]
= exp

(
−θ
∫
R
((f(x) + Un)σ − Uσ

n )P0(dx)

)
.

Y el segundo término del lado izquierdo de la ecuación (3.4) y aprovechando que se conoce

con exactitud la distribución de J
(Un,X(n))
i se desarrolla como sigue,

E

exp

−∫
R
f(x)

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi(dx)

 =

n(π)∏
i=1

E
[
exp

(
−J (Un,X(n))

i f(Yi)
)]

=

n(π)∏
i=1

(
1 +

f(Yi)

Un

)−(ni−σ)

=

n(π)∏
i=1

Uni−σ
n

(Un + f(Yi))ni−σ
.

De esta manera, la funcional de Laplace de la medida Φ(Un,X(n)) está dada por

exp

(
−θ
∫
R
((f(x) + Un)σ − Uσ

n )P0(dx)

) n(π)∏
i=1

Uni−σ
n

(Un + f(Yi))ni−σ
.

Una vez obtenida la caracterización posterior para la medida completamente aleatoria,

el siguiente paso en el estudio del proceso σ-estable es la obtención de la distribución

predictiva. Para esto se necesita recordar que e−ϕ(u) = e−θu
σ

y que se deben obtener las

siguientes cantidades.

τni(u|Yi) =

∫
R+

snie−us
σ

Γ(1− σ)
s−1−σds

=
σ

Γ(1− σ)

∫
R+

sni−σ−1e−usds

=
σΓ(ni − σ)

Γ(1− σ)uni−σ
.
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Y la distribución posterior de la variable latente dada la muestra, suponiendo que

n(π) = k, se tiene que

f(Un|X(n))(u) ∝ un−1e−θu
σ

k∏
i=1

σΓ(ni − σ)

Γ(1− σ)uni−σ

∝ ukσ−1e−θu
σ

.

Para encontrar la constante de normalización basta hacer el cambio de variable

uσ = w ⇒ w
1
σ = u ⇒ du =

1

σ
w

1
σ
−1.

Por lo que,

∫
R+

ukσ−1e−θu
σ

du =

∫
R+

(w
1
σ )kσ−1e−θw

1

σ
w

1
σ
−1dw

=
1

σ

∫
R+

wk−1e−θwdw

=
1

σθk

∫
R+

θ(θw)k−1e−θwdw

(haciendo z = θw) =
1

σθk

∫
R+

zk−1e−θzdz

=
Γ(k)

σθk

Que proporciona una expresión cerrada para la densidad posterior de la variable latente

y que está dada por

f(Un|X(n))(u) =
σθk

Γ(k)
ukσ−1e−θu

σ

.
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Con las expresiones anteriores se tiene todo lo necesario para la obtención de los pesos

ω(n) y ω
(n)
i que permiten caracterizar a la distribución predictiva.

ω(n) =
θ

n

∫
R
uτ1(u|x)f(Un|X(n))(u)du

=
θ

n

∫
R+

uσuσ−1 σθ
k

Γ(k)
ukσ−1e−θu

σ

du

=
σ2θk+1

nΓ(k)

∫
R+

uσ(k+1)−1e−θu
σ

du

=
σ2θk+1

nΓ(k)
· Γ(k + 1)

σθk+1

=
kσ

n
.

Y con pesos para las distintas observaciones,

ω
(n)
i =

∫
R+

u
τni+1(u|Yi)
τni(u|Yi)

f(Un|X(n))(u)du

=

∫
R+

u · σΓ(ni + 1− σ)

Γ(1− σ)uni+1−σ ·
Γ(1− σ)uni−σ

σΓ(ni − σ)

σθk

Γ(k)
ukσ−1e−θu

σ

du

=
(ni − σ)σθk

Γ(k)

∫
R+

ukσ−1e−θu
σ

du

=
(ni − σ)σθk

Γ(k)
· Γ(k)

σθk

= (ni − σ).

Teniendo estas expresiones se puede dar una expresión cerrada y fácil de analizar, como

en el caso Dirichlet, de la distribución predictiva, que estará dada por

P(Xn+1 ∈ dx|X(n)) =
kσ

n
P0(dx) +

1

n

k∑
i=1

(ni − σ)δYi(dx).
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Lo cual dice lo siguiente sobre la observación n+ 1 dada la muestra,

P(Xn+1 6= Yj ∀j ∈ {1, ..., n(π)}|X(n)) =
kσ

n

P(Xn+1 = Yj p.a. j ∈ {1, ..., n(π)}|X(n)) =
nj − σ
n

.

Que además permite recuperar cierta información relacionada con la EPPF, ya que se

cumple lo siguiente,

Π
(n)
k+1(n1, ..., nk, 1)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

=
kσ

n

Π
(n)
k (n1, ..., nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

=
nj − σ
n

.

Y donde la obtención de la EPPF resulta factible y que está dada por

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

1

Γ(n)

∫
R+

un−1e−ϕ(u)

(
k∏
i=1

τnj(u|x)θP0(dx)

)
du

=
1

Γ(n)

∫
R+

un−1e−θu
σ

(
k∏
i=1

∫
R

σΓ(ni − σ)

Γ(1− σ)uni−σ
θP0(dx)

)
du

=
θkσk

Γ(n)Γ(1− σ)

k∏
i=1

Γ(ni − σ)

∫
R+

uσk−1e−θu
σ

du

=
θkσk

Γ(n)

k∏
i=1

Γ(ni − σ)

Γ(1− σ)
· Γ(k)

σθk

=
σk−1Γ(k)

Γ(n)

k∏
i=1

(1− σ)ni−1.

Se puede observar que θ está siendo irrelevante para la EPPF y para la distribución

predictiva, por lo cual se suele tomar a θ = 1. Otro detalle a destacar es que al tener

expresiones cerradas para la distribución predictiva, el esquema de muestreo de Blackwell-

MacQueen se simplifica y es ciertamente intuitivo y cuyo algoritmo es el siguiente.
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1. Simular X1 de P0.

2. Al momento i + 1, se denota por Y1,i, ..., Yki,i los distintos valores observados en la

colección X1, ..., Xi y con respectivas frecuencias n1,i, ..., nki,i.

a. Simular εi+1 de P0.

b. Xi+1 =



εi+1 con probabilidad kσ
n

Y1,i con probabilidad
n1,i−σ
n

...

Yki,i con probabilidad
nki,i−σ

n
.

3.3. Proceso gama generalizado

Hasta este momento se ha visto que el proceso Dirichlet y el proceso gama son dos

procesos que tienen estructuras similares, como ejemplo de esto se tiene que la distribución

de los saltos condicionados a la variable latente y a la muestra se distribuyen gama en

ambos casos y se han podido obtener expresiones cerradas y ciertamente sencillas para

la distribución predictiva. Esto no es casualidad y como se verá a continuación ambos

procesos pertenecen a una clase más amplia, que es la del proceso gama generalizado.

El proceso gama generalizado fue introducido por Brix (1999) y para el cual se consi-

dera una medida de Lévy homogénea dada por

ν(ds, dx) =
1

Γ(1− σ)
s−1−σe−γsdsα(dx).

Donde como de costumbre se pedirá que α sea una medida no nula y finita y donde

σ ∈ (0, 1) y γ > 0. De este proceso se desprenden casos particulares de interés como:

72



1. Si γ ↓ 0 se recupera el proceso σ-estable, con una ligera modificación en la constante

que acompaña a la ρ(ds), que es un término igual a σ, todo esto con el objeto de poder

recuperar el proceso Dirichlet.

2. Si γ = 1 y σ ↓ 0 se recupera el proceso Dirichlet.

3. Si σ = 1
2

se tiene el proceso inverso gaussiano, que ha sido estudiado por Lijoi, Mena,

Prünster (2005) en el trabajo titulado Hierarchical mixture modelling with normali-

zed inverse Gaussian priors. En el cual también se da una caracterización para las

distribuciones finito dimensionales.

Verificando las mismas condiciones que para los casos anteriores se tiene que

∫
R+

s−1−σe−γsds = −e
−γss−σ

σ

∣∣∣∞
0
−
∫
R+

s−σγe−γsds =∞.

Ya que la segunda integral es finita y el primer término es igual a ∞, por lo cual se tiene

que ρ(R+) =∞ y aśı se cuenta una medida de actividad infinita. Más aún, se sigue que

∫
R+

(s ∧ 1)
1

Γ(1− σ)
s−1−σe−γsds =

∫ 1

0

s−σe−γsds+

∫ ∞
1

s−1−σe−γsds

< γσ−1

∫
R+

γ(γs)−σe−γsds+

∫ ∞
1

s−1−σe−γsds

= γσ−1Γ(1− σ)− e−γss−σ

σ

∣∣∣∞
1
−
∫ ∞

1

s−σγe−γsds.

Siendo todos los términos finitos por lo cual se cumple la condición de integrabilidad, i.e.,

∫
R×R+

(s ∧ 1)
1

Γ(1− σ)
s−1−σe−γsdsα(dx) <∞.
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Para obtener la funcional de Laplace se debe calcular la siguiente integral, que se

puede identificar como una de las integrales que se resolvieron para obtener la funcional

de Laplace de Φ(Un,X(n)) en el proceso σ-estable

∫
R+

(1− e−sf(x))s−1−σe−γsds =

∫
R+

(e−γs − e−(γ+f(x))s)s−1−σds

=
Γ(1− σ)

σ
((f(x) + γ)σ − γσ).

Por lo que la funcional de Laplace en esta ocasión está dada por

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(dx)

)]
=

∫
R

∫
R+

(1− e−sf(x))
1

Γ(1− σ)
s−1−σe−γsdsα(dx)

=
θ

σ

∫
R+

((f(x) + γ)σ − γσ)P0(dx).

Que está bien definida para todas aquellas funciones medibles, f , tales que
∫

(f + γ)σα <

∞. De esta última expresión se sigue de manera inmediata que el exponente laplaciano

estará dado por

ϕ(u) =
θ

σ
((u+ γ)σ − γσ) <∞.

Y más aún, al tomar a f = λ1B se puede caracterizar la distribución de la variable

aleatoria Φ(B), cuya transformada de Laplace queda como

E(e−λΦ(B)) = exp

[
− θ
σ

((λ+ γ)σ − γσ)P0(B)

]
.

Claramente al tomar γ ↓ 0 se recupera la transformada de Laplace para la distribución σ-

estable y mediante el uso de la regla de L’Hôpital se recupera la transformada de Laplace

para la distribución gama cuando σ ↓ 0.
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Para encontrar la distribución posterior de la medida completamente aleatoria, se debe

recordar que se necesitan los siguientes elementos.

ν(Un)(ds, dx) = e−Uns
1

Γ(1− σ)
s−1−σe−γsdsθP0(dx).

Y la densidad de J
(Un,X(n))
i ,

fi(s) ∝ snie−Uns
1

Γ(1− σ)
s−1−σe−γs

∝ sni−σ−1e−(γ+Un)s.

Por lo que J
(Un,X(n))
i ∼ gama(ni−σ, γ+Un), lo cual era algo de esperarse en este momento.

De esta manera ya se tienen los elementos necesarios para obtener la funcional de Laplace

de Φ(Un,X(n)).

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(dx)

∣∣∣Un,X(n)

)]

= E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(Un)(dx)

)]
E

exp

−∫
R
f(x)

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi(dx)


(3.6)

Donde el primer término del lado derecho de la ecuación (3.6) se desarrolla como sigue,

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(Un)(dx)

)]
= exp

(
−
∫
R

∫
R+

(1− e−sf(x))
e−Uns

Γ(1− σ)
s−1−σe−γsdsθP0(dx)

)
= exp

(
−θ
∫
R

1

Γ(1− σ)

∫
R+

(e−(Un+γ)s − e−(Un+γ+f(x))s)s−1−σP0(dx)

)
= exp

(
− θ
σ

∫
R
((f(x) + Un + γ)σ − (Un + γ)σ)P0(dx)

)
.
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Y el término correspondiente a los saltos que está dado por,

E

exp

−∫
R
f(x)

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi(dx)

 =

n(π)∏
i=1

E
[
exp

(
−J (Un,X(n))

i f(Yi)
)]

=

n(π)∏
i=1

(
1 +

f(Yi)

γ + Un

)−(ni−σ)

=

n(π)∏
i=1

(γ + Un)ni−σ

(γ + Un + f(Yi))ni−σ
.

Por lo cual, la funcional de Laplace es igual a

exp

(
− θ
σ

∫
R
((f(x) + Un + γ)σ − (Un + γ)σ)P0(dx)

) n(π)∏
i=1

(γ + Un)ni−σ

(γ + Un + f(Yi))ni−σ
.

Con lo cual ya se tiene caracterizada a Φ(Un,X(n)) y por ende la medida de probabilidad

aleatoria asociada. Para la obtención de los pesos de la distribución predictiva se necesitan

la siguiente expresión.

τni(u|Yi) =

∫
R+

snie−us
1

Γ(1− σ)
s−1−σe−γsds

=
1

Γ(1− σ)

∫
R+

sni−σ−1e−γsds

=
Γ(ni − σ)

Γ(1− σ)(u+ γ)ni−σ
.

Y la densidad condicional de la variable latente dada la muestra, que para el proceso gama

generalizado tendrá la siguiente forma, (suponiendo n(π) = k),

f(Un|X(n))(u) ∝ un−1

(
k∏
i=1

Γ(ni − σ)

Γ(1− σ)

)
(u+ γ)σk−ne−

θ
σ

((u+γ)σ−γσ)

∝ un−1(u+ γ)σk−ne−
θ
σ

((u+γ)σ−γσ).
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En esta caso la constante de normalización no tendrá una expresión tan sencilla como

para los procesos anteriores; sin embargo, tiene una expresión cerrada, lo cual permitirá

a su vez encontrar expresiones cerradas para los pesos y por ende para la distribución

predictiva, lo cual es importante al momento de establecer algoritmos de muestreo del

tipo Blackwell-MacQueen.

Procediendo con el cálculo de la constante de normalización, lo primero que se hace es

considerar una reparametrización, elegida como β = θγ
σ

, por lo que,

∫
R+

un−1(u+ γ)σk−ne−
θ
σ

((u+γ)σ−γσ)du =

∫
R+

un−1(u+ γ)σk−ne−
θ
σ

(u+γ)σeβ

(3.7)

El siguiente paso es considerar el cambio de variable

w = (u+ γ)σ ⇒ u = w
1
σ − γ ⇒ du =

1

σ
w

1
σ
−1.

De esta manera la integral en la ecuación (3.7) se convierte en

eβ

σ

∫ ∞
γσ

(y
1
σ − γ)n−1(y

1
σ )σk−n+1−σe−

θ
σ
ydy

=
eβ

σ

∫ ∞
γσ

(y
1
σ − γ)n−1yk−

n
σ

+ 1
σ
−1e−

θ
σ
ydy

=
eβ

σ

∫ ∞
γσ

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(y

1
σ )n−1−i(−γ)i(y

1
σ − γ)n−1yk−

n
σ

+ 1
σ
−1e−

θ
σ
ydy

=
eβ

σ

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(−γ)i

∫ ∞
γσ

yk−
i
σ
−1e−

θ
σ
ydy

=
eβ

σ

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(−γ)i

(σ
θ

)k− i
σ

∫ ∞
γσ

θ

σ

(
θy

σ

)k− i
σ
−1

e−
θ
σ
ydz

=
eβ

σ

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(−1)iβ

i
σ

(σ
θ

) i
σ
(σ
θ

)k− i
σ

∫ ∞
β

zk−
i
σ
−1e−zdz

=
eβ

σ

(σ
θ

)k n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(−1)iβ

i
σΓ

(
k − i

σ
; β

)
.
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Donde Γ (x; s) es la función gama incompleta, i.e.,

Γ (x; s) =

∫ ∞
s

zx−1e−zdz.

Denotando por c la constante de normalización, se pueden obtener los pesos ω(n) y ω
(n)
i ,

que estarán dados por

ω(n) =
θ

nc

∫
R+

u(u+ γ)σ−1un−1(u+ γ)σk−ne−
θ
σ

((u+γ)σ−γσ)du

=
θ

nc

∫
R+

un(u+ γ)σ(k+1)−n−1e−
θ
σ

((u+γ)σ−γσ).

Que es una integral que se resuelve de forma análoga a la constante de normalización, por

lo cual se obtiene de forma inmediata que

ω(n) =
θ

n

eβ

σ

(
σ
θ

)k+1∑n
i=0

(
n
i

)
(−1)iβ

i
σΓ
(
k + 1− i

σ
; β
)

eβ

σ

(
σ
θ

)k∑n−1
i=0

(
n−1
i

)
(−1)iβ

i
σΓ
(
k − i

σ
; β
)

=
σ

n

∑n
i=0

(
n
i

)
(−1)iβ

i
σΓ
(
k + 1− i

σ
; β
)∑n−1

i=0

(
n−1
i

)
(−1)iβ

i
σΓ
(
k − i

σ
; β
)

Y de forma similar se obtiene una expresión para ω
(n)
i que será igual a

1

c

∫
R+

u

(
Γ(ni + 1− σ)

(u+ γ)ni−σ+1

)(
(u+ γ)ni−σ

Γ(ni − σ)

)
un−1(u+ γ)σk−ne−

θ
σ

((u+γ)σ−γσ)du

=
(ni − σ)

c

∫
R+

un(u+ γ)σk−n−1e−
θ
σ

((u+γ)σ−γσ)du.

Donde la última integral se resuelve de forma similar a lo que ya se hizo anteriormente,

por lo cual

ω
(n)
i = (ni − σ)

∑n
i=0

(
n
i

)
(−1)iβ

i
σΓ
(
k − i

σ
; β
)∑n−1

i=0

(
n−1
i

)
(−1)iβ

i
σΓ
(
k − i

σ
; β
) .
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Que como ya se mencionó antes, son expresiones ciertamente un poco más complica-

das que las obtenidas con el proceso Dirichlet y el proceso σ-estable y que conllevan la

evaluación de varias integrales incompletas, que si bien pueden ser resueltas involucrarán

una rutina más compleja. Sin embargo, son expresiones cerradas y eso permite poder

obtenerlas de forma exacta.

Finalmente, la EPPF también puede ser obtenida de forma cerrada y estará dada por,

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

1

Γ(n)

∫
R+

un−1e−ϕ(u)

(
k∏
i=1

∫
R

Γ(ni − σ)(u+ γ)σ−ni

Γ(1− σ)
θP0(dx)

)
du

=
θk

Γ(n)

k∏
i=1

(1− σ)ni−1

∫
R+

un−1(u+ γ)σk−ne−
θ
σ

((u+γ)σ−γσ)du

=
θk

Γ(n)

k∏
i=1

(1− σ)ni−1

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(−1)iβ

i
σΓ

(
k − i

σ
; β

)
eβ

σ

(σ
θ

)k
=

σk−1eβ

Γ(n)

k∏
i=1

(1− σ)ni−1

n−1∑
i=0

(
n− 1

i

)
(−1)iβ

i
σΓ

(
k − i

σ
; β

)
.

Ahora que ya se tiene una expresión para la EPPF asociada al proceso gama generalizado

es importante hacer notar que puede ser escrita como

Π
(n)
k = Vn,k

k∏
i=1

Wni .

Por lo cual esta familia genera una partición aleatoria de Gibbs y que para el proceso

Dirichlet se tiene que

Vn,k =
θk

(θ)n
, Wni = Γ(ni).

Y para el proceso σ-estable,

Vn,k =
σk−1Γ(k)

Γ(n)
, Wni = (1− σ)ni−1.
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3.4. Proceso Poisson-Dirichlet (σ, θ)

En las secciones anteriores se han estudiado a fondo 2 de los procesos más utilizados

en la estad́ıstica bayesiana no paramétrica para la construcción de medidas aleatorias

de probabilidad, por lo que la normalización de medidas completamente aleatorias ha

probado ser de gran utilidad. Sin embargo, el proceso Poisson-Dirichlet que también es

conocido en la literatura como el proceso de Pitman-Yor no puede ser construido de esta

forma.

Este proceso fue introducido por Pitman, Yor y Perman en su art́ıculo de 1992 ti-

tulado Size-biased sampling of Poisson point processes and excursions. Y posteriormente

retomado en Pitman y Yor (1997). El proceso Poisson-Dirichlet (σ, θ) pertenece a los mo-

delos de Poisson-Kingman; sin embargo, se puede construir a través de la normalización

de una medida que no será completamente aleatoria y su análisis posterior se puede hacer

de forma similar a lo realizado con los procesos de las secciones anteriores. Por esto último

y por su importancia en la estad́ıstica bayesiana no paramétrica es que se hace mención

de él en esta tesis.

Para su construcción se toman dos parámetros, σ ∈ (0, 1) y θ > −σ. De esta manera si

Pσ define la distribución de probabilidad de una medida completamente aleatoria σ-estable

y se toma a Pσ,θ absolutamente continua con respecto a Pσ y tal que

dPσ,θ(m)

dPσ
=

Γ(θ + 1)

Γ
(
θ
σ

+ 1
)(m(R))−θ,

se tiene un cambio de medida mediante un tilting polinomial. Por lo que si Φ ∼ Pσ,θ enton-

ces Φ no es una medida completamente aleatoria pero es tal que al hacer la normalización

P =
Φ

Φ(R)
,

se sigue que P se distribuye como un proceso Poisson-Dirichlet (σ, θ).
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Otro aspecto importante a mencionar del proceso Poisson-Dirichlet es que engloba los

siguientes casos:

1. El proceso Dirichlet al hacer σ ↓ 0.

2. El proceso σ-estable al hacer θ ↓ 0.

Por lo cual no será de extrañar que el comportamiento posterior estará relacionado con el

del proceso gama generalizado; sin embargo, esto se verá más adelante. Por el momento, se

hará énfasis en la obtención de la función de probabilidad para particiones intercambiables

y la obtención de la distribución predictiva a través de ella.

A través del tilting polinomial y suponiendo que la distribución de la masa total,

Φ(R) = T es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue se tiene que

fσ,θ(T ) =
Γ(θ + 1)

Γ
(
θ
σ

+ 1
)T−θfσ(T ).

Por lo que la EPPF asociada se puede obtener de la siguiente manera,

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

Γ(θ + 1)(−1)n−k

Γ
(
θ
σ

+ 1
)

Γ(θ + n)

∫
R+

uθ+n−1e−ϕ(u)

k∏
j=1

ϕ(nj)(u)du. (3.8)

Donde, ϕ(u) = uσ es el exponente laplaciano de la distribución σ-estable y ϕ(nj) denota

la nj-ésima derivada. Este resultado puede verificarse en Ghosal y van der Vaart (2017)

y que por tratarse de una expresión relacionada con las procesos Poisson-Kingman no se

entrará en detalle a su demostración; sin embargo, si se obtendrá una expresión cerrada

para ella. Para calcularla primero se debe obtener una expresión para la nj-ésima derivada

del exponente laplaciano.
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ϕ(1)(u) = σuσ−1

ϕ(2)(u) = σ(σ − 1)uσ−2 = (−1)σ(1− σ)uσ−2

...

ϕ(nj)(u) = (−1)nj−1σ(1− σ)nj−1u
σ−nj .

Por lo que,
k∏
j=1

ϕ(nj)(u) = (−1)n−kσkuσk−n
k∏
j=1

(1− σ)nj−1.

Sustituyendo en la expresión (3.8) se tiene que,

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

Γ(θ + 1)

Γ
(
θ
σ

+ 1
)

Γ(θ + n)

∫
R+

uθ+n−1e−ϕ(u)σkuσk−n
k∏
j=1

(1− σ)nj−1du

=
Γ(θ + 1)σk

Γ
(
θ
σ

+ 1
)

Γ(θ + n)

k∏
j=1

(1− σ)nj−1

∫
R+

uθ+σk−1e−u
σ

du

(haciendo w = uσ)

=
Γ(θ + 1)σk−1

Γ
(
θ
σ

+ 1
)

Γ(θ + n)
Γ

(
θ

σ
+ k

) k∏
j=1

(1− σ)nj−1

=
Γ(θ + 1)σk−1

Γ
(
θ
σ

+ 1
)

Γ(θ + 1 + n− 1)
Γ

(
θ

σ
+ 1 + k − 1

) k∏
j=1

(1− σ)nj−1.(3.9)

En esta última expresión se puede observar que

Γ(θ + 1)

Γ(θ + 1 + n− 1)
= (θ + 1)(n−1).

Que representa el śımbolo de Pochhammer que ya se hab́ıa definido anteriormente. Y

donde
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1

Γ
(
θ
σ

+ 1
)Γ

(
θ

σ
+ 1 + k − 1

)
=

(
θ

σ
+ 1

)(
θ

σ
+ 2

)
· · ·
(
θ

σ
+ k − 1

)
=

(
θ + σ

σ

)(
θ + 2σ

σ

)
· · ·
(
θ + σ(k − 1)

σ

)
=

1

σk−1

k−1∏
i=1

(θ + iσ)

Por lo que, sustituyendo en (3.9) se obtiene finalmente que

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

∏k−1
i=1 (θ + iσ)

(θ + 1)(n−1)

k∏
j=1

(1− σ)nj−1

De esta manera se tiene una expresión cerrada para la EPPF, que se puede observar genera

una partición aleatoria de Gibbs con

Vn,k =

∏k−1
i=1 (θ + iσ)

(θ + 1)(n−1)

, Wni = (1− σ)ni−1

y que además permite recuperar la distribución predictiva, ya que

P(Xn+1 6= Yj ∀j ∈ {1, ..., k}|X(n)) =
Π

(n+1)
k+1 (n1, ..., nk, 1)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

P(Xn+1 = Yj|X(n)) =
Π

(n)
k (n1, ..., nj−1, nj + 1, nj+1, ..., nk)

Π
(n)
k (n1, ..., nk)

.

Por lo que mediante unos cálculos sencillos se obtiene que

P(Xn+1 6= Yj ∀j ∈ {1, ..., k}|X(n)) =
θ + kσ

θ + n
.

Y

P(Xn+1 = Yj|X(n)) =
nj − σ
θ + n

.
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Y aśı la distribución predictiva tiene la siguiente representación,

P(Xn+1 ∈ dx|X(n)) =
θ + kσ

θ + n
P0(dx) +

1

θ + n

k∑
i=1

(ni − σ)δYi(dx).

Que es una expresión bastante sencilla de trabajar y para la cual se tiene un algoritmo

de muestreo de Backwell-MacQueen bastante parecido al proceso σ-estable, lo cual no es

una sopresa y cuyo algoritmo es:

1. Simular X1 de P0.

2. Al momento i + 1, se denota por Y1,i, ..., Yki,i a los distintos valores observados en la

colección X1, ..., Xi y con respectivas frecuencias n1,i, ..., nki,i.

a. Simular εi+1 de P0.

b. Xi+1 =



εi+1 con probabilidad θ+kσ
θ+n

Y1,i con probabilidad
n1,i−σ
θ+n

...

Yki,i con probabilidad
nki,i−σ
θ+n

.

A partir de la distribución predictiva se puede observar que a diferencia del proceso

Dirichlet, que es un caso particular, habrá dependencia en el número de grupos, lo cual

proporciona mayor flexibilidad al momento de modelar fenómenos. Aunado a que tiene

una estructura más sencilla que la del proceso gama generalizado, provoca que el proce-

so Poisson-Dirichlet tenga tanta importancia hoy en d́ıa en la estad́ıstica bayesiana no

paramétrica.

Como ya se mencionó, el proceso Poisson-Dirichlet no pertenece a la clase de las NRMI;

sin embargo, la distribución posterior puede ser estudiada de una manera similar a lo que

se ha venido haciendo para los otros procesos, i.e., se puede escribir como una mezcla con

respecto a una variable latente.
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Para esto, sea Uk una variable aleatoria con densidad dada por

fσ,θ,k(u) =
σ

Γ
(
θ
σ

+ k
)uθ+kσ−1e−u

σ

.

Entonces se puede mostrar que

Φ(Uk,X
(n)) d

= Φ(Uk) +
k∑
i=1

J
(Uk,X

(n))
i δYi .

Donde Φ(Uk) es un proceso gama generalizado con intensidad de Lévy dada por

ν(Uk)(ds, dx) =
σ

Γ(1− σ)
s−1−σe−UksdsP0(dx).

Y donde los brincos J
(Uk,X

(n))
i con localizaciones en las observaciones Yi son variables

aleatorias gama independientes de parámetros (ni − σ, Uk) y que son condicionalmente

independientes de Φ(Uk) dada la variable latente Uk. Que es una estructura similar a la

que se vio para el proceso gama generalizado.
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Caṕıtulo 4

Medida completamente aleatoria de
Bessel

En el caṕıtulo anterior se estudiaron las medidas de probabilidad aleatorias asociadas

a algunos de los procesos más utilizados en la literatura como lo son el proceso Dirichlet,

el proceso σ-estable y el proceso Poisson-Dirichlet. Se pudo observar que muchas de las

expresiones del análisis posterior como lo son la distribución predictiva y la función de

probabilidad para particiones intercambiables tienen soluciones cerradas, lo cual provoca

que sea sencillo el proceso de muestreo de estas medidas.

Una caracteŕıstica importante que comparten estos procesos es que todos tienen una

medida de Lévy homogénea asociada, por lo cual pudiera pensarse que esto es lo que

provoca que se tengan expresiones cerradas; sin embargo, como se verá a continuación, no

tiene por que ser cierto en todos los casos.

En este último caṕıtulo se estudiará a la medida completamente aleatoria de Bessel

que fue introducida por Argiento, Bianchini y Guglielmi (2016), la cual tiene una medida

de Lévy homogénea y para la cual no se cuenta con expresiones cerradas en su análisis

posterior, lo que sin duda recalca la importancia de la computación para la estad́ıstica

bayesiana no paramétrica.
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La medida completamente aleatoria de Bessel considera a la siguiente intensidad de

Lévy

ν(ds, dx) =
1

s
e−ωsIo(s)dsα(dx).

Donde ω > 1 e Iv(s) denota a la función modificada de Bessel de orden v, que está definida

como

Iv(s) =
∞∑
i=0

(
s
2

)2i+v

i!Γ(v + i+ 1)
.

De nueva cuenta la medida α(dx) puede ser considerada como un parámetro, la cual se

debe elegir que sea no negativa y finita, por lo cual se puede centrar el análisis en la

intensidad de los saltos

ρ(ds) =
1

s
e−ωsI0(s)ds.

La cual puede ser expresada como

ρ(ds) =
1

s
e−ωsds+

∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

22iΓ(i+ 1)2
ds,

que representa la suma de procesos gama. Una de las ventajas en expresar de esta manera

la intensidad de los saltos es que permite verificar con facilidad las condiciones que se

piden para ρ. Para esto primero se debe verificar que ρ(R+) =∞, lo cual ocurre ya que

ρ(R+) =

∫
R+

1

s
e−ωsds+

∫
R+

∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

22iΓ(i+ 1)2
ds

Con ∫
R+

1

s
e−ωsds =∞.
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Y

∫
R+

∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

22iΓ(i+ 1)2
ds =

∞∑
i=1

1

22iΓ(i+ 1)2

∫
R+

s2i−1e−ωsds

=
∞∑
i=1

Γ(2i)

Γ(i+ 1)2(2ω)2i

= − log

(
1

2

(√
ω2 − 1

ω2
+ 1

))
.

Que es finito ya que ω > 1, por lo cual se tiene que ρ(R+) =∞ y aśı se tiene una medida

con actividad infinita. Otra condición a verificar es la de integrabilidad para ν, que se

reduce a pedir que ∫
R+

(s ∧ 1)ρ(ds) <∞.

Lo cual es cierto ya que claramente se tiene que

∫
R+

(s ∧ 1)
1

s
e−ωsds =

∫ 1

0

e−ωsds+

∫ ∞
1

1

s
e−ωsds <∞

Y de forma similar a lo realizado para verificar que ρ(R+) =∞ se tiene que

∫ 1

0

∞∑
i=1

s2ie−ωs

Γ(i+ 1)222i
ds <

∞∑
i=1

Γ(2i+ 1)

Γ(i+ 1)222iω2i+1
=
ω −
√
ω2 − 1

ω2
√
ω2 − 1

<∞,

y

∫ ∞
1

∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

22iΓ(i+ 1)2
ds <

∞∑
i=1

Γ(2i)

Γ(i+ 1)2(2ω)2i
= − log

(
1

2

(√
ω2 − 1

ω2
+ 1

))
<∞.

Por lo cual, ∫
R+

(s ∧ 1)
∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

22iΓ(i+ 1)2
ds <∞.

Por lo que la condición de integrabilidad se cumple para esta intensidad de Lévy. El último

paso antes de proceder al análisis posterior es la obtención del exponente laplaciano y

verificar que sea finito, para lo cual se puede obtener primero la funcional de Laplace.
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Para esto, sea f , una función medible y si Φ es la medida completamente aleatoria de

Bessel se tiene que

E
[
exp

(
−
∫
R
f(x)Φ(dx)

)]
= exp

[
−
∫
R

∫
R+

(1− e−sf(x))ρ(ds)α(dx)

]

Donde

∫
R+

(1− e−sf(x))ρ(ds) =

∫
R+

(1− e−sf(x))

(
1

s
e−ωsds+

∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

Γ(i+ 1)222i
ds

)

=

∫
R+

(1− e−sf(x))
e−ωs

s
ds+

∫
R+

(1− e−sf(x))

(
∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

Γ(i+ 1)222i

)
ds

(4.1)

La primer integral del lado derecho de la ecuación (4.1) se resuelve de manera similar a

lo realizado para el proceso Dirichlet, ya que

∫
R+

(1− e−f(x)s)
e−ωs

s
ds =

∫
R+

∞∑
j=1

(−1)j+1(f(x)s)j

j!
· e
−ωs

s
ds

=
∞∑
j=1

(−1)j+1f(x)j

j!

∫
R+

sj−1e−ωsds

=
∞∑
j=1

(−1)j+1f(x)jΓ(j)

j!ωj

= log

(
1 +

f(x)

ω

)
= log

(
ω + f(x)

ω

)
(4.2)

Y donde para la segunda integral se tiene que

∫
R+

(1− e−sf(x))

(
∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

Γ(i+ 1)222i

)
ds

=

∫
R+

∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

Γ(i+ 1)222i
ds−

∫
R+

∞∑
i=1

s2i−1e−s(f(x)+ω)

Γ(i+ 1)222i
s (4.3)
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Las integrales de la expresión (4.3) son sencillas de calcular y que ya se obtuvieron

anteriormente, por lo que

∫
R+

∞∑
i=1

s2i−1e−ωs

Γ(i+ 1)222i
ds =

∞∑
i=1

Γ(2i)

Γ(i+ 1)2(2ω)2i
= − log

(
1

2

(√
ω2 − 1

ω2
+ 1

))
,

y

−
∫
R+

∞∑
i=1

s2i−1e−s(f(x)+ω)

Γ(i+ 1)222i
s = −

∞∑
i=1

Γ(2i)

Γ(i+ 1)2(2(ω + f(x)))2i

= log

(
1

2

(√
(ω + f(x))2 − 1

(ω + f(x))2
+ 1

))
.

Por lo que utilizando las ecuaciones (4.2) y (4.3) se obtiene que (4.1) es igual a

log

(
ω + f(x)

ω

)
− log

(
1

2

(√
ω2 − 1

ω2
+ 1

))
+ log

(
1

2

(√
(ω + f(x))2 − 1

(ω + f(x))2
+ 1

))

= log


(
ω+f(x)

ω

)(√
(ω+f(x))2−1

(ω+f(x))2 + 1
)

(√
ω2−1
ω2 + 1

)


= log

(
f(x) + ω +

√
(f(x) + ω)2 − 1

ω +
√
ω2 − 1

)
.

De esta manera la funcional de Laplace está dada por

exp

[
−θ
∫
R

log

(
f(x) + ω +

√
(f(x) + ω)2 − 1

ω +
√
ω2 − 1

)
P0(dx)

]
. (4.4)

Y a partir de ella podemos obtener el exponente laplaciano

ϕ(u) = log

(
u+ ω +

√
(u+ ω)2 − 1

ω +
√
ω2 − 1

)θ

<∞.
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Con lo cual se cumplen todas las condiciones necesarias para poder definir una medida

de probabilidad aleatoria mediante la normalización del proceso de Bessel. Más aún, de la

ecuación (4.4) se puede caracterizar la distribución de Φ(B) a través de su transformada

de Laplace. Tomando a f = λ1B, se obtiene que

E(e−λΦ(B)) =

(
λ+ ω +

√
(λ+ ω)2 − 1

ω +
√
ω2 − 1

)−θP0(B)

.

Para el análisis posterior se debe recordar que

Φ(Un,X(n)) d
= Φ(Un) +

n(π)∑
i=1

J
(Un,X(n))
i δYi .

Donde Φ(Un) tiene una intensidad de Lévy asociada dada por

ν(Un)(ds, dx) = e−Unsρ(ds)α(dx)

=

(
1

s
e−(ω+Un)s +

∞∑
i=1

s2i−1e−(ω+Un)s

Γ(i+ 1)222i

)
dsα(dx)

=
1

s
e−(ω+Un)sIo(s)dsα(dx).

Que tiene la misma estructura que ν(ds, dx). Y donde los saltos J
(Un,X(n))
i tienen una

densidad fj(s) tal que

fj(s) ∝ snje−Unsρ(ds)

= snj−1e−(ω+Un)s +
∞∑
i=1

s2i+nj−1e−(ω+Un)s

Γ(i+ 1)222i

=
∞∑
i=0

s2i+nj−1e−(ω+Un)s

Γ(i+ 1)222i
.
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Por lo que la constante de normalización es igual a

∫
R+

∞∑
i=0

s2i+nj−1e−(ω+Un)s

Γ(i+ 1)222i
=

∞∑
i=0

Γ(2i+ nj)

Γ(i+ 1)222i(ω + Un)2i+nj

=
Γ(nj)

(ω + Un)nj

∞∑
i=0

Γ(2i+ nj)

22iΓ(nj)

1

Γ(i+ 1)2

1

(ω + Un)2i
(4.5)

Donde se puede notar que

(nj
2

)
i
·
(
nj + 1

2

)
i

=
i−1∏
l=0

(nj
2

+ l
) i−1∏
l=0

(
nj + 1

2
+ l

)

=
i−1∏
l=0

(
nj + 2l

2

) i−1∏
l=0

(
nj + 1 + 2l

2

)

=
1

22i

2i−1∏
l=0

(nj + l)

=
Γ(nj + 2i)

22iΓ(ni)
.

Por lo que la ecuación (4.5) se puede reescribir como

Γ(nj)

(ω + Un)nj

∞∑
i=0

(nj
2

)
i

(
nj + 1

2

)
i

1

Γ(i+ 1)2

1

(ω + Un)2i

=
Γ(nj)

(ω + Un)nj
2F1

(
nj
2
,
nj + 1

2
; 1;

1

(ω + Un)2

)
.

Donde 2F1(a, b; c; z) representa la función hipergeométrica. De esta manera los saltos resul-

tan ser una mezcla de variables aleatorias gammas, por lo cual obtener una caracterización

de Φ(Un,X(n)) a través de su transformada de Laplace ya no resulta tan sencillo como en

casos anteriores y llevará a resultados dif́ıciles de interpretar en comparación con las medi-

das del Caṕıtulo 3. Sin embargo, es claro que puede hacerse y que una expresión numérica

puede encontrarse para la función hipergeométrica cuando se tienen parámetros fijos.
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Dado lo anterior, se continuará con el análisis posterior, para lo cual se necesitan los

siguiente elementos:

e−ϕ(u) =

(
u+ ω +

√
(u+ ω)2 − 1

ω +
√
ω2 − 1

)−θ
,

τnj(u) =

∫
R+

snie−usρ(ds) =
Γ(nj)

(ω + u)nj
2F1

(
nj
2
,
nj + 1

2
; 1;

1

(ω + u)2

)
,

por lo que

n(π)∏
j=1

τnj(u) =
1

(ω + u)n

n(π)∏
j=1

Γ(nj)2F1

(
nj
2
,
nj + 1

2
; 1;

1

(ω + u)2

)
.

De esta manera se sigue que la distribución condicional de la variable latente Un dada la

muestra es tal que

fUn|X(n)(u) ∝ un−1

n(π)∏
j=1

τnj(u)e−ϕ(u)

=
un−1

(ω + u)n
·
n(π)∏
j=1

Γ(nj)2F1

(
nj
2
,
nj + 1

2
; 1;

1

(ω + u)2

)

·

(
u+ ω +

√
(u+ ω)2 − 1

ω +
√
ω2 − 1

)−θ
.

En el Caṕıtulo 2 quedó de manifiesto la importancia de fUn|X(n) para la obtención de los

pesos que permiten caracterizar a la distribución predictiva, ya que se puede recordar que

están dados por

ω(n) =
θ

n

∫
R+

uτ1(u|x)fUn|X(n)(u)du

ω
(n)
i =

∫
R+

u
τni+1(u|Yi)
τni(u|Yi)

fUn|X(n)(u)du.

Ahora bien, no es dif́ıcil darse cuenta que la obtención de dichas integrales se tiene que

hacer de manera numérica, por lo cual en este caso no se cuenta con expresiones cerradas.
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Esto mismo ocurre cuando se trabaja con la EPPF, ya que está dada por

Π
(n)
k (n1, ..., nk) =

1

Γ(n)

∫
R+

un−1e−ϕ(u)

k∏
j=1

∫
R
τnj(u|x)α(dx)du

=
θk

Γ(n)

∫
R+

un−1

(
ω +
√
ω2 − 1

u+ ω +
√

(u+ ω)2 − 1

)θ
1

(ω + u)n

×
k∏
j=1

Γ(nj)2F1

(
nj
2
,
nj + 1

2
; 1;

1

(ω + u)2

)
du

Por lo cual siguiendo este acercamiento es imposible simplificar más las expresiones. Auna-

do a lo anterior las rutinas numéricas también se vuelven más complejas, lo cual resalta la

importancia de la computación para esta rama de la estad́ıstica. Sin embargo, no es todo

lo que se puede hacer, como ya se vio en el Caṕıtulo 2 cuando no se tienen expresiones

cerradas para la EPPF, se puede encontrar una versión de ella condicionada a la variable

latente que permit́ıa expresarla como la de una partición de Gibbs.

De esta manera se puede recordar que

Π(n)(π|u) =
e−ϕ(u)

∏n(π)
j=1 κnj(u)∫

R+
tne−utfT (t)

dt,

donde

κnj(u) =

∫
R
τnj(u|x)α(dx).

Y como se está trabajando con una medida de Lévy homogénea se tiene que τnj no depende

de x, por lo que κnj(u) = θτnj(u). Por lo que recordando la ecuación (2.13) se tiene que

para la medida completamente aleatoria de Bessel

P(Xn+1 ∈ dx|X(n), Un = u) ∝ κ1(u)τ1(u)P0(dx) +
k∑
j=1

τnj+1(u)

τnj(u)
δYj(dx).
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Donde

τ1(u) =
1

(ω + u)
· 2F1(.5, 1; 1; (ω + u)2)

=
1

ω + u
· 1(

1− 1
(ω+u)2

)1/2

=
1

ω + u
·

(
(ω + u)√

(ω + u)2 − 1

)
=

1√
(ω + u)2 − 1

.

Y de manera inmediata se sabe que

κ1(u) =
θ√

(ω + u)2 − 1
.

Por lo que estaremos obteniendo una nueva observación con un peso proporcional a

κ1(u)τ1(u) =
θ

(ω + u)2 − 1
.

Y donde se tendrá una observación repetida con un peso proporcional a

τnj+1(u)

τnj(u)
=

Γ(nj+1)

(ω+u)nj+1 · 2F1

(
nj+1

2
,
nj+2

2
; 1; 1

(ω+u)2

)
Γ(nj)

(ω+u)nj
· 2F1

(
nj
2
,
nj+1

2
; 1; 1

(ω+u)2

)
=

nj
(ω + u)

2F1

(
nj+1

2
,
nj+2

2
; 1; 1

(ω+u)2

)
2F1

(
nj
2
,
nj+1

2
; 1; 1

(ω+u)2

)
Y con lo anterior realizar un esquema de muestreo como el presentado en la página 49. Es

importante señalar que ambos acercamientos traerán consigo complejidades al momento

de establecer la rutina numérica, caso totalmente contrario al del proceso Dirichlet, σ-

estable y Poisson-Dirichlet; sin embargo, se pueden realizar y como prueba de ello está la

aplicación presente en el trabajo de Argiento, Bianchini y Guglielmi (2016).
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Finalmente y como último comentario acerca de la medida completamente aleatoria de

Bessel, se tiene la siguiente proposición que es ciertamente interesante y cuya demostración

se puede ver en el trabajo de Argiento, Bianchini y Guglielmi (2016).

Proposición 4.1. Sea (n1, ..., nk) una composición de n. Entonces la EPPF asociada a

la medida de probabilidad aleatoria de Bessel es tal que

ĺım
ω→+∞

Π
(n)
k (n1, ..., nk)Bessel = Π

(n)
k (n1, ..., nk)Dirichlet

Por lo que se puede apreciar el porque el proceso Dirichlet es considerado como uno

de los procesos clave dentro de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica.
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Conclusiones

Teóricamente, la estad́ıstica bayesiana no paramétrica es una gran alternativa a la

hora de manejar grandes cantidades de datos ya que se trabaja con espacios infinito

dimensionales, lo cual brinda una nueva forma de modelar problemas de interés en áreas

como la genética y las finanzas. Sin embargo, no fue hasta años recientes y con ayuda del

gran avance en la computación que se ha podido explotar de manera más amplia toda la

teoŕıa de esta rama de la estad́ıstica.

Uno de los procesos más importantes es el proceso Dirichlet introducido por Ferguson

(1973), siendo clave para el posterior desarrollo de la estad́ıstica bayesiana no paramétrica.

Para su construcción se pueden seguir varios caminos, siendo uno de ellos la normalización

de un subordinador gama cuando se trabaja en la recta real. Este acercamiento no se

retomó hasta años después y fue el tema principal de este trabajo en donde se cubrió la

teoŕıa sobre el denominado análisis posterior y se estudiaron algunas de las medidas que

se pueden construir de esta manera.

La normalización de medidas completamente aleatorias es una forma de construir

medidas de probabilidad aleatorias en espacios generales y se ha podido ver a lo largo de

estos cuatro caṕıtulos aspectos teóricos de gran interés para la estad́ıstica bayesiana no

paramétrica. Se pudieron observar ventajas y desventajas; siendo una de las ventajas el

hecho de que algunos de los procesos más utilizados en la literatura pueden ser construidos

de esta manera; sin embargo, no engloba a todos y como ejemplo de esto se tiene al proceso

Poisson-Dirichlet.
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Otro aspecto importante a mencionar es el hecho de que los procesos estudiados a

lo largo de los caṕıtulos 3 y 4 pertenecen a la clase caracterizada por tener asociada

una medida de Lévy homogénea; lo que en algunos casos permitió encontrar expresiones

cerradas y fáciles de interpretar para la distribución predictiva, lo cual a su vez permitió

establecer algoritmos de muestreo sencillos del tipo Blackwell-MacQueen. Esto último

en particular para el proceso Dirichlet, el proceso σ-estable y el Poisson-Dirichlet. Sin

embargo, no siempre se puede garantizar esto para los procesos con medidas homogéneas

tal y como se vio para el proceso de Bessel, lo cual hace énfasis en la importancia de la

computación para la estad́ıstica bayesiana no paramétrica.

También se pudo hacer notar la importancia de la función de probabilidad para parti-

ciones intercambiables (EPPF), ya que con ella se puede caracterizar el sistema de ecua-

ciones predictivas, lo que ciertamente facilita para algunos procesos, como el Poisson-

Dirichlet, la obtención de los pesos de la distribución predictiva. Sin entrar en mucho

detalle se vio que algunas de estas funciones de probabilidad para particiones intercam-

biables pertenecen a una clase denominada del tipo Gibbs siendo esto el objetivo de

condicionar con la variable latente cuando no se tuvieran expresiones cerradas.

Es claro que aún queda mucho por hacer y mucha teoŕıa por desarrollar. Pero de la

misma manera se está avanzado a un ritmo formidable. Ya no sólo se trabajan con los

procesos clásicos, se están buscando nuevas medidas y ciertamente hay mucho margen

para hacerlo. El proceso de Bessel es un claro ejemplo de ello al considerar una mezcla

infinita de procesos gamas. La estad́ıstica bayesiana no paramétrica va más allá de la

normalización de medidas completamente aleatorias, por lo cual es clave para un correcto

desarrollo el completo entendimiento de los demás acercamientos.
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Apéndice A

Teorema de representación

El teorema de representación para variables aleatorias intercambiables tiene un papel

fundamental dentro de la estad́ıstica bayesiana, por lo cual este apéndice está dedicado

únicamente a su demostración. Este resultado corresponde al Teorema 1.4 del Caṕıtulo 1

cuyo enunciado es el siguiente.

Teorema A.1. Teorema de representación

Sea X(∞) = {Xi}∞i=1 una colección de variables aleatorias definidas en un espacio de

probabilidad (Ω,F ,P), con valores en un espacio polaco X que está dotado con su σ-

álgebra de Borel X . Entonces X(∞) se dice intercambiable si y sólo si existe una medida

Q en PX tal que para toda n ≥ 1 y A1, ...An ∈X se cumple que

P(X1 ∈ A1, ...., Xn ∈ An) =

∫
PX

n∏
i=1

P (Ai)Q(dP ).

Donde PX denota al espacio de todas las medidas de probabilidad sobre (X,X ).

Esta es una de las muchas formas en las que se puede encontrar enunciado el teorema

de representación y al cual se dará una demostración basada en teoŕıa de martingalas y

basada en el art́ıculo de Kingman (1978) y en los libros de Klenke (2014) y Durrett (2010).
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Demostración. Dada la sucesión de variables aleatorias X = {Xi}∞i=1 se dice que φ(X) es

una variable aleatoria n-simétrica si es invariante ante permutaciones de las primeras n-

entradas del vector aleatorio. Por lo cual se define a Fn como la mı́nima σ-álgebra que hace

medibles a todas las funciones n-simétricas. Esta σ-álgebra cumple con ser decreciente,

i.e., Fn+1 ⊆ Fn.

Considerando a f una función tal que E(f(X1)) <∞ y a φ(x) una función acotada y

n-simétrica y por intercambiabilidad se tiene que para 1 ≤ j ≤ n

E(f(Xj)φ(X)) = E(f(X1)φ(Xj, X2, ..., Xj−1, X1, Xj+1, ...))

= E(f(X1)φ(X)).

De esta manera se tiene que

E

(
1

n

n∑
j=1

f(Xj)φ(X)

)
= E(f(X1)φ(X)).

Si se toma a un evento A ∈ Fn se puede elegir a φ(X) como la indicadora de A, que es

claramente una función acotada y n-simétrica, por lo que

E

(
1

n

n∑
j=1

f(Xj)φ(X)

)
= E

(
1

n

n∑
j=1

f(Xj)1A

)
= E(f(X1)1A). (A.1)

Más aún, se tiene que 1
n

∑n
j=1 f(Xj) es una variable n-simétrica, por lo cual es Fn medible

y cumple con la ecuación (A.1), que es la definición de esperanza condicional, por lo que

1

n

n∑
j=1

f(Xj) = E(f(X1)|Fn). (A.2)
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La expresión (A.2) define una martingala reversa con respecto a {Fn}n∈N y más aún

utilizando el teorema de convergencia para martingalas reversas se tiene que

1

n

n∑
j=1

f(Xj)
c.s.−→ E(f(X1)|F∞),

donde F∞ = ∩n∈NFn. Si f(x) = 1(−∞,x] se tiene que

Fn(x) =
1

n

n∑
j=1

1{Xj≤x}
c.s.−→ F (x) = P(X1 ≤ x|F∞).

Lo cual nos da una pauta de lo que se debe hacer cuando se busque una generalización

para n-variables. Para esto se define a

An(f) =
1

(n)k

∑
i∈In,k

f(Xi1 , ..., Xik).

Con f una función medible de Rk → R y donde In,k denota al conjunto de ı́ndices distintos

1 ≤ i1, ..., ik ≤ n. Por intercambiabilidad se tiene que An(f) es una función n-simétrica y

por ende Fn medible por lo que

An(f) = E(An(f)|Fn)

=
1

(n)k

∑
In,k

E(f(Xi1 , ..., Xik)|Fn)

= E(f(X1, ..., Xk)|Fn).

Utilizando de nueva cuenta el teorema de convergencia para martingalas reversas se tiene

que

An(f)
c.s.−→ E(f(X1, ..., Xk)|F∞).

Lo que se quiere demostrar es que E(f(X1, ..., Xk)|F∞) = E(f(X1, ..., Xk)) para lo cual

se toman funciones medibles f : Rk−1 → R y g : R → R y se define a φ(x1, ..., xk) =

f(x1, ..., xk−1)g(xk) y a φj(x1, ..., xk) = f(x1, ..., xk−1)g(xj)
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De esta manera

(n)k−1An(f) · nAn(g) =
∑

i∈In,k−1

f(Xi1 , ..., Xik−1
)

n∑
j=1

g(Xj)

=
∑
i∈In,k

f(Xi1 , ..., Xik−1
)g(Xik) +

∑
i∈In,k−1

k−1∑
j=1

f(Xi1 , ..., Xik−1
)g(Xj).

Por lo que,

An(φ) =
1

(n)k

∑
i∈In,k

φ(Xi1 , ..., , Xik)

=
1

(n)k

∑
i∈In,k

f(Xi1 , ..., Xik−1
)g(Xik)

=
(n)k−1n

(n)k
An(f)An(g)− (n)k−1

(n)k

k−1∑
j=1

An(φj)

=
n

n− k + 1
An(f)An(g)− 1

n− k + 1

k−1∑
j=1

An(φj). (A.3)

Al hacer n tender a infinito el segundo término del lado derecho de la ecuación (A.3) se va

a cero y utilizando el teorema de convergencia para martingalas reversas en An(φ), An(f)

y An(g) se tiene que

E(f(X1, ..., Xk−1)g(Xk)|F∞) = E(f(X1, ..., Xk−1)|F∞)E(g(Xk)|F∞).

De manera inductiva se sigue que

E

(
k∏
j=1

fj(Xj)
∣∣∣F∞) =

k∏
j=1

E(fj(Xj)|F∞).

Por lo que la sucesión de variables aleatorias es independiente e idénticamente distribuida

dada F∞.
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Finalmente, si tomamos a la función de distribución emṕırica,

Qn =
1

n

n∑
j=1

δXj ,

se tiene que existe una distribución condicional Q := P(X1 ≤ x|F∞), tal que para eventos

A1, ..., An ∈ X , se tiene que P(Xi ∈ Ai|F∞) = Q(Ai), por lo que si se elige a P ∼ Q se

tiene que

P(X1 ∈ A1, ..., Xn ∈ An|P ) = E(P(X1 ∈ A1, ..., Xn ∈ An|F∞)|P ))

= E

(
n∏
j=1

P (Aj)
∣∣∣P)

=
n∏
j=1

P (Aj).

Con lo cual se demuestra la ida del teorema de representación, para la vuelta basta notar

que el producto es una función simétrica e invariante ante permutaciones, por lo cual si se

tiene la representación integral dada en el teorema se cumple que las variables aleatorias

son intercambiables.

103



Apéndice B

En este apéndice se mencionan bajo la nomenclatura de la presente tesis los resultados

descritos por James (2005) para la demostración de los teoremas de la sección 2.2.

El primero de ellos es una proposición relacionada con un cambio de medida exponen-

cial. Para esto se debe considerar un proceso Poisson, Π definido en un espacio polaco

(X,X ) , de intensidad ν y cuya ley está descrita por Pν . También se debe considerar el

espacio (MX,MX) descrito como en la sección 2.1. y el espacio de funciones con soporte

acotado denotado por BM(X) y de manera equivalente a BM+(X) como el espacio de

funciones no negativas de soporte acotado.

Proposición B.1. Para toda f ∈ BM+(X) y g ∈ (MX,MX) se tiene

∫
MX

g(Π)e−Π(f)Pν(dΠ) = e−ϕ(u)

∫
MX

g(Π)Pe−fν(dΠ).

Donde ϕ(u) es el exponente laplaciano y

Π(f) :=

∫
X
f(x)Π(dx).

En otras palabras, se sigue que e−Π(f)Pν(dΠ) = e−ϕ(u)Pe−fν(dΠ). El resultado se puede

extender a cualquier función f medible y no negativa tal que
∫
X(1− e−f(x))ν(dx) <∞.
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Si ahora, se toma a W = R+×X como el espacio producto, a Π un proceso Poisson en

este espacio con intensidad ν(ds, dx) = ρx(ds)α(dx) y a Φ una medida aleatoria (descrita

como en el Caṕıtulo 2) en X entonces,

Φ(dx) =

∫
R+

sΠ(ds, dx).

Se puede construir una clase de medidas de probabilidad aleatorias que sean discretas en

X como

PΦ(dx) = q(x,Φ)Φ(dx) = q(x,Φ)

∫
R+

sΠ(ds, dx). (B.1)

Donde q es una función medible y estrictamente positiva que haga que PΦ esté bien

definida. La representación en B.1 sirve para construir una nueva clase de medidas de

probabilidad aleatorias en el espacio producto R+ × X, definidas como

P̃Φ(ds, dx) = q(x,Φ)sΠ(ds, dx). (B.2)

Recordando que dada una muestra X1, ..., Xn|PΦ

iid∼ PΦ, ésta admite una representación en

términos de Y1, ..., Yn(π), que son las distintas observaciones y π una partición de {1, ..., n},

con correspondientes saltos Jj. Se denota a Wi = (Ji, Xi), para i = 1, ..., n, como los puntos

en el espacio producto y a W ∗
j = (Jj,n, Yj), con j = 1, ..., n(π), como los valores únicos de

esta muestra. Se puede definir la siguiente medida aleatoria,

Φ̃n(dx) = Φ(dx) +

n(π)∑
j=1

Jj,nδYj(dx).

Y

ψn(J,Y) =

n(π)∏
j=1

J
nj
j,n

φn(J,Y).

Donde

φn(J,Y) =

∫
MX

n(π)∏
j=1

(q(Yj, Φ̃n)nj)

Pν(dΠ)
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Y se llega al siguiente teorema.

Teorema B.2. Sea PΦ como en B.2, con Π un proceso Poisson en R+×X y de intensidad

ν. Sea X = (X1, ..., Xn) tal que X1, ..., Xn|PΦ

iid∼ PΦ, entonces se siguen los siguientes

resultados.

1. La distribución posterior de Π|X corresponde a la ley condicional de la medida aleatoria

Π̃n = Π +
∑n(π)

j=1 δJj ,Yj , donde la ley condicional de Π dado J,X está dada por

f(dΠ|J,X) = (φn(J,X))−1

n(π)∏
j=1

(q(Yj, Φ̃n)nj)

Pν(dΠ).

Más aún, la distribución condicional de J|X es proporcional a φn(J,X)
∏n(π)

j=1 J
nj
j,nρYj(dJj,n).

La ley de Φ̃n(dx) =
∫
R+
sΠ̃n(ds, dx), dada X, está determinada por la ley de Π̃n|X, y

corresponde a la distribución posterior de Φ|X.

2. La distribución posterior de PΦ|X es equivalente a la distribución condicional, dado X,

de la medida de probabilidad aleatoria PΦ̃n
(dx) = q(y, Φ̃n)Φ̃n(dx).

3. Finalmente, la distribución (intercambiable) marginal de X está dada por

Pν(dX) =

∫
Rn(π)

+

φn(s,X)

n(π)∏
j=1

s
nj
j,nρyj(dsj,n)α(dyj).

Y la EPPF se puede expresar como

f(n1, ..., nn(π)) =

∫
Rn(π)

+ ×Xn(π)

φn(s,x)

n(π)∏
j=1

s
nj
j,nρyj(dsj,n)α(dyj). (B.3)
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