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RESUMEN

Los flujos pulsados son relevantes en una gran variedad de sistemas bioldgicos e industria-
les y tienen multiples aplicaciones tecnoldgicas. La dinamica de un solo fluido Newtoniano
o viscoelastico se entiende tan bien, que ésta se puede estudiar en geometrias complejas,
como redes de flujo. Por otro lado, cuando se tienen dos o mas fluidos es necesario hacer
investigacién bésica en geometrias simples. En este trabajo desarrollamos dos modelos para
estudiar la dinamica pulsada de flujo en dos sistemas, el primero corresponde a una red
de vasos sanguineos (con un solo fluido) y el segundo a un canal rectangular en el que se

tienen dos fluidos inmiscibles entre si.

En la primera parte de la tesis, presentamos y validamos un modelo lineal 1-D para calcu-
lar senales de flujo y presién sanguineas en una red de vasos eldsticos. Derivamos nuestro
modelo suponiendo valida localmente una ley de Darcy generalizada, que se obtiene de
la ecuacién lineal de balance de momento para fluidos Newtonianos o viscoelasticos de
Maxwell en tubos rigidos; utilizando la ecuaciéon de continuidad, la cual toma en cuen-
ta la velocidad axial y radial del fluido; e incluyendo la elasticidad del vaso a través de
una relacién, tipo ley de Hooke, entre la presién y la deformacién eldstica del tubo. El
desarrollo de nuestro modelo permite obtener soluciones analiticas en el dominio de la fre-
cuencia. Probamos la exactitud de nuestra formulacién en diferentes casos de referencia en
los que el grado de complejidad aumenta, para tales casos se cuenta con resultados numéri-
cos 1-D y 3-D de la literatura. Los resultados obtenidos con nuestro modelo muestran la
capacidad del mismo para reproducir las principales caracteristicas de las ondas de flujo
y presion, tanto en un solo vaso arterial, como en redes de vasos con curvatura, torsion
y estrechamiento del radio. Nuestros resultados sugieren que el modelo desarrollado tiene
una precisién razonable para explorar el rol que juegan diferentes parametros fisicos del
sistema cardiovascular en la forma de las senales de flujo y presién.

En la segunda parte de la tesis desarrollamos un modelo de campo que toma en cuen-
ta la inercia de los fluidos, con la finalidad de estudiar la dindmica del flujo pulsado de dos
fluidos inmiscibles en un microcanal rectangular hidroéfilo. Este efecto es muy importante
cuando se tienen flujos pulsados. Hemos comprobado que cuando se tienen paredes neutras,
esto es, ni hidréfilas ni hidréfobas, la interfase entre los fluidos es plana y nuestro modelo
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es capaz de reproducir el comportamiento dindmico de un fluido Newtoniano. Ademads,
hemos encontrado que para interacciones hidréfilas de uno de los fluidos con la pared, la
dindmica de la interfase estd determinada por una competencia entre el forzamiento pul-
sado y el grado de hidrofilia de la interaccién. Encontramos un régimen en el que surge
espontaneamente una frecuencia de modulacion del movimiento, la cual analizamos como
funcion de los parametros del sistema. Una de las ventajas del modelo desarrollado es que
su solucién numérica es facil de implementar y que se puede utilizar en sistemas de estudio
con diferentes geometrias, como canales con rugosidad, por lo que esperamos que este nue-
vo modelo sea una herramienta teérico-computacional para el disefio y estudio de nuevos
dispositivos de microfluidica.
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INTRODUCCION

Los flujos pulsados son relevantes en diversos sistemas: bioldgicos, microfluidicos, indus-
triales y de aplicacién tecnolégica. Un ejemplo claro de un sistema biolégico en el que se
tiene un flujo pulsado, es el de la circulacién sanguinea, en la cual el corazén actia como
una bomba que envia sangre a todo el cuerpo a través de la red de vasos sanguineos. Otro
sitio en el que se tienen flujos pulsados es en el cerebro, la onda de pulso generada por el
corazon se transmite a los vasos sanguineos del cerebro, dicha onda se refleja en el craneo
y se transfiere al tejido cerebral y a los fluidos contenidos en el mismo, como el fluido
cerebro-espinal, el cual se mueve de forma pulsada dentro de la cavidad craneal [1]. Las
funciones de dicho fluido son importantes para el correcto desempeno de las actividades del
cerebro [2]. Por otro lado, en muchos sistemas de microfluidica, cuyos disenos van desde
simples canales hasta sistemas “organs on chips” (dispositivos utilizados para cultivar célu-
las en cdmaras micrométricas con la finalidad de modelar funciones fisiologicas de tejidos
y 6rganos), se busca tener flujos y forzamientos mecanicos pulsados [3]. Dada la diversidad
de este tipo de sistemas es importante desarrollar herramientas para modelar la dindmica
de los fluidos que contienen.

En este trabajo desarrollamos dos modelos para estudiar la dindmica pulsada en dos siste-

mas:

e El primer sistema es una red arterial en la que la sangre se mueve de forma pulsada.
Con la finalidad de validar nuestro modelo, estudiamos diferentes casos de referencia
que van desde vasos aislados, como la arteria carétida comun, hasta una red con
multiples bifurcaciones que representa a la aorta y sus principales ramificaciones. En
cada caso de estudio, la condicién impuesta en la entrada del sistema es una senal
periddica de flujo, la cual se obtuvo previamente de medidas experimentales in-vivo.

e Kl segundo sistema de estudio es un microcanal rectangular formado por dos placas
paralelas entre si, las cuales confinan dos fluidos viscosos e inmiscibles, con lo cual se
forma una interfase. Para tener un flujo pulsado, se impone un forzamiento pulsado
en la entrada del microcanal. El modelo desarrollado para estudiar dicho sistema
permite introducir facilmente interacciones fluido-pared, con ello se puede estudiar
el efecto del mojado en la dindmica del sistema. La geometria de flujo de este sistema

11
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es sencilla, sin embargo, tener un flujo bifasico, imponer un forzamiento pulsado e
introducir interacciones fluido-pared, hacen que dicho sistema sea interesante y tenga

posibles aplicaciones a la microfluidica.

Las longitudes caracteristicas de ambos sistemas de estudio se encuentran en la micro-
escala, cuya fisica se puede estudiar desde el punto vista macroscépico o mesoscopico, es
decir, las escalas de longitud, son tales que, el efecto del comportamiento de los dtomos
individuales se puede despreciar. La relevancia de este tipo de sistemas consiste en que, a
dicha escala, los efectos del confinamiento son importantes. Por ejemplo, en microfluidica,
las fuerzas de superficie (como la capilar) se utilizan para mover fluidos dentro de los mi-
crocanales sin la necesidad de utilizar algin tipo de bomba [4,5]. En el caso del sistema
cardiovascular, las propiedades elasticas de los vasos juegan un papel determinante tanto
en la forma de las senales de flujo y de presién, como en el modo en que la onda de presién

se transmite [6].

En el sistema cardiovascular, el flujo pulsado es generado por la contraccién del ventriculo
izquierdo. La onda de pulso generada por el corazén se propaga a través del arbol arte-
rial provocando tanto la distensién y contraccién de los vasos sanguineos, como cambios
temporales y espaciales, de la presion arterial y del flujo sanguineo. Dichos cambios son
determinados por las propiedades fisicas del sistema cardiovascular, algunas de las cua-
les se ven alteradas en estado de enfermedad; por ejemplo, los problemas basicos en la
hipertension son el incremento en la resistencia periférica y el decremento de la distensibi-
lidad arterial [6]. Por lo tanto, la forma de las senales de flujo y presién, medidas en algin
punto del sistema arterial, portan informacién valiosa sobre la funcionalidad del sistema
cardiovascular. Sin embargo, aun no es claro cudl es el papel que juega cada una de las
propiedades fisicas del corazon, de los vasos grandes y de la microcirculacion, en la for-

ma de las ondas de pulso, en condiciones normales o en enfermedades, como la hipertension.

Existen diferentes aproximaciones para estudiar el flujo sanguineo. Una de las clasificacio-
nes de dichas aproximaciones se basa en la dimension espacial utilizada, es decir, existen
desde modelos cero dimensionales (0-D) hasta modelos tridimensionales (3-D). Los modelos
cero dimensionales (0-D) agrupan las propiedades del arbol vascular, para ello, se hace una
analogia con un sistema eléctrico, en la cual, las distintas resistencias de los vasos de una
red se agrupan en una sola resistencia, y las propiedades elasticas de los vasos, relacionadas
a distintas capacitancias, también se agrupan en una sola capacitancia [7]. Este tipo de
modelos se pueden describir mediante ecuaciones diferenciales ordinarias en el tiempo, por
ello, son una herramienta computacional no costosa y constituyen, mateméaticamente, un
marco de referencia [8-12]. Sin embargo, son inadecuados para estudiar el fenémeno de
propagacion de ondas, ya que el arbol arterial no se toma en cuenta de forma explicita. Los
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modelos unidimensionales (1-D), en los que se utilizan sistemas de ecuaciones diferenciales
parciales unidimensionales, describen de forma aproximada el fenémeno de propagacion
de ondas y son de bajo costo computacional [13-22]. Cabe destacar que, comtinmente la
solucién de las ecuaciones diferenciales de este tipo de modelos se resuelve numéricamente.
Los modelos tridimensionales (3-D) se utilizan para estudiar las caracteristicas del flujo en
geometrias complejas como las observadas en aneurismas y estenosis [23-25]. Su desventaja
es que computacionalmente son muy costosos.

Los modelos 0-D relacionan la forma de las senales de presién y flujo con propiedades
globales del sistema cardiovascular como la distensibilidad arterial, la resistencia periférica
y la presion de entrada al sistema venoso. Dichos modelos proveen relaciones, entre las
propiedades globales del sistema cardiovascular y la presién sanguinea, las cuales son ttiles
desde el punto de vista clinico en condiciones de enfermedad como la hipertensién [11].

Algunas soluciones analiticas 1-D para el fenémeno de propagacion de ondas se han emplea-
do para estudiar el flujo sanguineo en un vaso [26,27] y se han utilizado como condiciones
de frontera para representar la red periférica de vasos en formulaciones 1-D numéricas [16]
y 3-D [28]. Sin embargo, las soluciones analiticas para estudiar el flujo sanguineo en redes
de vasos como la aorta y sus ramas sistémicas principales son muy poco comunes. Una
solucién analitica para redes como la aorta y sus principales ramificaciones, podria ayudar-
nos a investigar de manera sencilla el papel que juegan las diferentes propiedades fisicas
del sistema cardiovascular en la forma de las ondas de pulso.

Uno de los objetivos de este trabajo es introducir y validar un nuevo modelo lineal del flujo
sanguineo en redes de vasos eldsticos para el cual se pueden obtener soluciones analiticas
en el dominio de la frecuencia. El desarrollo de tal modelo se basa en la ley de Darcy ge-
neralizada 0-D para el flujo en vasos rigidos [29-31], la cual previamente se extendié para
estudiar el flujo en redes tipo arbol de vasos rigidos [32]. Dicho modelo extendido, se ha
utilizado para estudiar, numérica y analiticamente, el efecto que tiene el lugar geométrico
en el que ocurren diferentes variaciones anatémicas (anastomosis, obstrucciones y supresién
de vasos) en el flujo global de una red [33,34].

Comprobamos la exactitud de la nueva formulaciéon en una serie de casos de referencia
que van desde la cardtida, hasta una red de vasos que representa a la aorta y sus princi-
pales ramificaciones; para tales casos se cuenta con resultados numéricos 1-D y 3-D [13].
La comparacién de estos resultados muestra que la nueva formulacién tiene la capacidad

de reproducir las principales caracteristicas de las ondas de pulso y los perfiles de velocidad.
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En nuestro segundo sistema de estudio, se tienen dos fluidos separados por una interfase
cuya posicién cambia en el tiempo. En las aproximaciones convencionales para estudiar la
dindmica de una interfase, la regién que separa a los dominios de composicion es tratada
matematicamente como una frontera bien definida que evoluciona en el tiempo. En esta
formulacion, se presenta el problema de fronteras libres, en el cual, para obtener la posiciéon
de la interfase, se requiere conocer la forma de la misma (ya que esta forma parte de las
condiciones de frontera), pero conocer la forma de la interfase constituye la solucién al
problema. En esta formulacion, para estudiar la dindmica del sistema bulto-interfase es

necesario rastrear de forma explicita la posicién de la interfase.

Una manera de evitar el problema de fronteras libres es a través del uso de modelos de
campo. La principal caracteristica de dichos modelos es que la region interfacial es difusa,
para ello, se introduce un pardametro de orden que cambia de forma suave entre las fases
del sistema; dicho parametro se puede interpretar como una variable intensiva del sistema,
como la densidad. Los modelos de campo han emergido como una poderosa herramienta
computacional para predecir, a escalas mesoscépicas, la evolucion y morfologia de interfa-
ses [35-38]. En el drea de dindmica de fluidos, algunos fenémenos como la formacién de
dedos viscosos, se han estudiado exitosamente a través de estos modelos [39-42]. Las pre-
dicciones de algunos de estos trabajos [42,43] han ayudado a conducir experimentos para
reproducir sus resultados [44,45].

Los modelos de campo utilizados para reproducir la dindmica de bulto y de interfases
fluido-fluido en el limite de una interfase bien definida, no contienen un término relacio-
nado con la inercia del sistema, cuyo efecto es relevante cuando se desean estudiar flujos
pulsados a altas frecuencias. En otras palabras, en la literatura no existe un modelo de
campo cuya ecuacion sea capaz de describir el comportamiento dinamico, del bulto y de
una interfase viscosa, al imponer una presién pulsada con una frecuencia arbitraria. El ob-
jetivo de este trabajo es desarrollar un modelo de campo con tales caracteristicas. A través
de las condiciones de frontera se impone un forzamiento pulsado e interacciones hidrofilicas
fluido-pared. Estudiamos los efectos que tienen, en la dindmica del bulto y de la interfase,
la frecuencia impuesta en el forzamiento pulsado y el grado de hidrofilicidad. Demostra-
mos que para un canal sin mojado, esto es, un canal sin interacciones fluido-pared (que
corresponde a una interfase plana en la que no se tiene efecto de la tensién superficial),
el modelo de campo reproduce el comportamiento dindamico tipico de un fluido Newtoniano.

Al introducir paredes hidrofilicas observamos tres diferentes comportamientos para el mo-
vimiento de la interfase como funcién de la intensidad de la interaccién hidrofilica. Para
interacciones débiles, la dindmica del sistema es dominada por el forzamiento pulsado,
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mientras que para interacciones fuertes ésta es dominada por el mojado. En este ultimo
caso, el movimiento global de la interfase se puede describir mediante la ley de Washburn,
la cual se utiliza para estudiar el movimiento de fluidos en medios porosos [46]. Ademds,
encontramos un régimen intermedio en el que de manera espontanea surge una modula-
cién del movimiento global de la interfase. Desarrollamos una expresiéon para calcular la
frecuencia de dicha modulacién, la cual combina tres efectos, el de la viscosidad, el del
mojado y el de la tension superficial.

Una de las ventajas del modelo desarrollado es que su solucién numérica es facil de im-
plementar y que se puede utilizar en sistemas de estudio con diferentes geometrias, como
canales con rugosidad, por lo que esperamos que este nuevo modelo sea una herramienta
tedrico-computacional para el disefio y estudio de nuevos dispositivos de microfluidica.



3

FLUJO EN REDES ARTERIALES

3.1. Antecedentes

El estudio del sistema cardiovascular es importante para entender su funcionamiento en
condiciones normales y de enfermedad (como la hipertensién). Se estima que aproxima-
damente el 22% de la poblacién mundial sufre de hipertensién (dato del Global Health
Observatory, World Health Organization [47]). Investigar cudl es el papel que juegan las
distintas propiedades del sistema cardiovascular en la forma de las ondas de presién y flujo,
es importante para identificar los factores responsables de condiciones patoldgicas y para

orientar las terapias adecuadas para su tratamiento.

3.1.1. Descripcion del sistema cardiovascular

Circulacién hacia los
tejidos de la cabeza y la

Capilares parte superior del cuerpo

sistemicos

<rumen | Figura 3.1: Esquema de la circulacion
sistémica y pulmonar. En gris claro se
representa la sangre oxigenada y en gris
obscuro la desoxigenada. Las flechas in-
dican el sentido del flujo de la sangre.
Tomada de [48].

Pulmoén b

Circulacién
pulmonar

Capilares

pulmonares Circulacién hacia los

te}'idos de la parte
inferior del cuerpo

Circulacion
sistémica

La principal funcién del sistema cardiovascular es la de transportar gases, hormonas, nu-
trientes, desechos metabdlicos y células a través del cuerpo [48]. Dicho sistema se puede
dividir en dos circuitos: a) el pulmonar, que transporta sangre desoxigenada del corazén a

16
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los pulmones y regresa sangre oxigenada de los pulmones al corazén y b) el sistémico, que
transporta sangre oxigenada del corazén al resto de los érganos y tejidos, y regresa sangre

desoxigenada al corazon [48] (vea la Fig. 3.1).

El circuito sistémico se compone del corazoén, el cual actiia como una bomba que inyecta
sangre a la red de vasos sanguineos, por la cual circula la sangre a los diferentes 6rganos
v tejidos. La red de vasos es una red tipo arbol que comienza en el ventriculo izquierdo
y se extiende, con sus ramas mas pequenas, hasta las partes periféricas del cuerpo [50].
Para nuestro estudio, utilizaremos geometrias de flujo que representan vasos, bifurcaciones
y redes pertenecientes a este circuito.

Presién Figura 3.2: Ondas de presion y flu-

S g jo medidas en la aorta ascendente

| Presién de pulso \ de un individuo joven. En la par-

& Ko MJ%'s,ca te inferior se muestran como refe-
4 Presién Dicrética

diastolica rencia lineas que marcan los perio-

o dos de sistole y didstole. En la onda

2 de presion se muestran puntos ca-

racteristicos de la sefial. Adaptada

t de [6], reproduccién aprobada por

Sistole Diastole la editorial'

La onda de pulso generada por el corazén provoca, tanto la distensién y contraccién de los
vasos sanguineos, como cambios temporales y espaciales de la presion arterial y del flujo
sanguineo. En la Fig. 3.2 se muestran las ondas de presiéon y flujo medidas en la aorta
ascendente de un individuo joven, durante un ciclo cardiaco. Como referencia, en la parte
inferior se muestran los periodos de sistole, relacionado con la contraccién del miocardio
(tejido muscular del corazén) y el de didstole, relacionado con la relajaciéon del miocardio.
En la onda de presiéon se muestran puntos caracteristicos de la sefial, estos son: la presién
diastdlica, que es la minima presién que se tiene en un ciclo cardiaco, la presiéon sistélica,
que corresponde a la méaxima presién en un ciclo cardiaco, y la muesca dicrética, la cual
se forma debido a un pequerno retroceso del flujo que ocurre cuando las véalvulas cardiacas
se cierran [48]. En la Fig. 3.2 también se muestra la presiéon de pulso, que es la diferencia
entre la presiéon diastélica y la presion sistélica. Los puntos caracteristicos mencionados
y la presion de pulso, forman parte de los signos vitales y son medidas que sirven para
conocer el estado de salud de una persona [49].

Los cambios temporales y espaciales de la presion arterial estdn determinados por las pro-
piedades fisicas del sistema cardiovascular [6]. La forma de las senales de flujo y presién

medidas en algiin punto del sistema arterial portan informacién valiosa sobre la funciona-
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lidad del mismo. En la Fig. 3.3 se muestran ejemplos de ondas de presién en diferentes
posiciones a lo largo de la aorta y sus principales ramificaciones en individuos de distintas
edades. En dicha figura se puede observar, que a diferencia del sujeto més joven, para el su-
jeto de mayor edad hay muy poca amplificacién de la onda durante su transmision y que la
forma de la sefial casi no cambia al transmitirse, esta 1ltima condicién también se presenta
en personas con hipertension arterial [6]. Las observaciones anteriores estan relacionadas
con la disminucién de la elasticidad de las arterias, es decir, al aumentar la edad, los vasos
se vuelven més rigidos, lo que provoca cambios en la forma en la que la onda se transmite.
A pesar de que se sabe el papel de muchas de las variables en la forma de las ondas de
presién, no es totalmente claro el rol que juegan las propiedades fisicas del corazén (como
su tiempo de contraccion y relajacién), de las arterias grandes y de la microcirculacién, en

la forma de las ondas de pulso en condiciones normales o en estado de enfermedad.

3.1.2. Modelos de flujo sanguineo

Al igual que cualquier otro sistema de flujo, el flujo sanguineo se estudia a través de leyes de
conservacion de masa y momento. Existen diversos estudios sobre el flujo sanguineo y dife-
rentes formas de clasificarlos. Por ejemplo, se pueden clasificar en aquellos que se hacen en
el dominio del tiempo o los que se analizan en el dominio de la frecuencia. En estos dltimos,
se utiliza la forma lineal de las ecuaciones de balance de momento [7]. Otra clasificacién, se
basa en la dimension espacial utilizada, es decir, existen desde modelos cero dimensionales
(0-D) hasta modelos tridimensionales (3-D). La seleccién de la dimensionalidad depende
en gran medida de la resolucion espacial que se desea tener y en el caso de los modelos
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cuyas ecuaciones se resuelven numéricamente, del tiempo de cémputo.

Los modelos 0-D agrupan las propiedades del arbol vascular. En éstos, las caracteristi-
cas de los vasos del arbol (como su longitud y radio), no se toman en cuenta de forma
explicita. Para ello se hace una analogia con un sistema eléctrico, en la cual, las propieda-
des resistivas de los vasos que conforman una red, se agrupan en una sola resistencia y las
propiedades elasticas de los vasos, relacionadas a distintas capacitancias, se agrupan en una
sola capacitancia [7]. Este tipo de modelos se pueden describir mediante ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en el tiempo, por ello, son una herramienta computacional poco costosa y
matematicamente constituyen una referencia importante para poder conectar con variables
medibles en medicina [8-12]. Sin embargo, los modelos 0-D son inadecuados para estudiar
el fenémeno de propagacién de ondas. Los modelos unidimensionales (1-D) describen las
ondas de flujo y presién a lo largo de la direccién de flujo y simulan de forma aproximada,
pero muchas veces suficiente, el fenémeno de propagacion de ondas. Estos modelos son de
bajo costo computacional [13-22]. Cabe destacar que cominmente las soluciones de las
ecuaciones diferenciales de este tipo de modelos se obtienen de forma numeérica. Los mode-
los 3-D se utilizan para estudiar las caracteristicas del flujo en geometrias complejas como
las observadas en aneurismas y estenosis [23-25]. Su desventaja es que computacionalmente
son muy costosos y que por su sofisticacion, a veces es dificil dilucidar el papel que juegan
las distintas variables del corazon, de la sangre y de los vasos, en la forma de las ondas de

presién.

Los modelos 0-D relacionan la forma de las senales de presion y flujo en el tiempo con
propiedades globales del sistema cardiovascular, tales como la distensibilidad arterial, la
resistencia periférica y la presién de entrada al sistema venoso. Dichos modelos proveen
relaciones entre las propiedades globales del sistema cardiovascular y la presion sanguinea,
que son ttiles desde el punto de vista clinico en ciertas condiciones como la hipertension [11].

Algunas soluciones analiticas de modelos 1-D se han empleado para estudiar el flujo san-
guineo en un vaso [26,27] y se han utilizado como condiciones de frontera para representar
la red periférica de vasos en formulaciones numéricas 1-D [16] y 3-D [28]. Sin embargo,
las soluciones analiticas de modelos 1-D para estudiar el flujo sanguineo en redes de vasos

como la aorta y sus ramas sistémicas principales, son muy poco comunes.

En las formulaciones 1-D y 3-D de la red arterial, la geometria se descompone en seg-
mentos arteriales conectados entre si, mediante nodos. Mientras mas grande es la cantidad
de segmentos en una red, mayor es la cantidad de ecuaciones necesarias para obtener el

flujo y la presiéon en cada segmento. Por tanto, es necesario truncar la red a cierto ni-
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vel y escoger las condiciones de frontera apropiadas en los puntos de truncamiento. Estas
condiciones deben contener la informacién de la red periférica [51]. Los modelos 0-D, han
sido utilizados ampliamente como condiciones de frontera en tales puntos. Uno de los mas
empleados es el modelo de Windkessel [52], que en analogia con un sistema eléctrico, es un
arreglo de una capacitancia (relacionada con la distensibilidad de los vasos) y resistencias.
En la figura 3.4 se muestra el esquema del circuito eléctrico que corresponde a un modelo
tipo Windkessel de tres elementos, en donde la primera resistencia, R, es igual a la impe-
dancia caracteristica del sistema. Dicha configuracion toma en cuenta de manera adecuada
la reflexién de ondas en el sistema arterial [53]. La segunda resistencia, Ry, de cada modelo
de Windkessel, acoplado a un vaso terminal, se calcula a partir de la resistencia a la salida
del vaso terminal, Ry, dada por, Ry = R, + R,; esta ultima se obtiene a partir del
flujo promedio incidente en la red, de la resistencia total de la red y de la distribucién del
flujo sanguineo en cada vaso terminal. La capacitancia del modelo de Windkessel, Cyy,
se obtiene a partir de la distribucién del flujo sanguineo en cada vaso terminal y de la
capacitancia total periférica. Esta tultima se obtiene de la capacitancia total del sistema,
la cual se puede calcular de los datos de la senal de flujo incidente y de la resistencia total
del sistema [13,55]. La metodologia detallada para calcular el valor de los pardmetros de
la condicién de frontera de Windkessel en cada vaso terminal, se puede consultar en el
apéndice B.

Figura 3.4: Esquema del circuito eléctrico

'\/\/\, que corresponde a un modelo de Wind-
entrada R2 kessel de tres elementos. La capacitancia
o 8. _OI' q contiene informacion de la distensibilidad

R1=ZO | Wk allda e 1a red periférica. La primera resistencia
I

|
| es igual a la impedancia caracteristica del
sistema [53].

En los modelos de flujo sanguineo, la distensibilidad del vaso se introduce a través de una
ecuacion constitutiva que relaciona los cambios de presién con la deformacién del tubo. Con
la finalidad de simular el flujo en arterias grandes cuyo grosor disminuye en la direccion
del flujo [13,54], en algunos estudios se ha considerado que las propiedades elasticas (como
el médulo de Young) y geométricas (como el radio y el espesor del vaso) dependen de la
direccién de flujo. También se puede considerar que la respuesta de la pared a la presion,
es eldstica o viscoelastica [54].

Las ecuaciones para describir la dindamica de un fluido monofasico confinado en una cierta
geometria rigida, se pueden obtener a partir de las ecuaciones de balance de momento y de
una ecuacién constitutiva que describa al tipo de fluido que se desea estudiar. En algunos

sistemas, la solucién de las ecuaciones mencionadas junto con las condiciones de frontera
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apropiadas, lleva a obtener una relacién lineal entre el gradiente de presion y la velocidad
del fluido en el dominio de Fourier. A esta relacién se le conoce como ley de Darcy gene-
ralizada. En el apéndice A se puede consultar la derivacién de dicha ley para la geometria

de un tubo rigido. El desarrollo de nuestro modelo se basa en la misma.

3.2. Formulacién del nuevo modelo

Uno de los objetivos de este trabajo es presentar y validar un nuevo modelo 1-D lineal
del flujo sanguineo en redes de vasos eldsticos, para el cual se pueden obtener soluciones

analiticas de la presién y el flujo en el dominio de la frecuencia en cada punto de la red.

Proponemos que la ley de Darcy generalizada 0-D (obtenida para el flujo en vasos rigi-
dos) es valida localmente cuando los vasos son elasticos. Con la finalidad de tener un
modelo en el que se puede tomar en cuenta la viscoelasticidad de la sangre, presentamos
las ecuaciones generales que dejan abierta tal posibilidad, sin embargo, en este trabajo se
considerara a la sangre como un fluido Newtoniano, ya que los tamanos de los vasos que
componen las redes de estudio utilizadas, son tales que, el efecto de la viscoleasticidad es
insignificante. Las ecuaciones descritas posteriormente se pueden simplificar facilmente al

caso de un fluido Newtoniano.

Consideramos que una red arterial se conforma por segmentos elasticos, los cuales se co-
nectan entre si en nodos. Cada segmento -que representa un vaso sanguineo- se modela
como un tubo cilindrico deformable, como se aprecia en la Fig. 3.5. Presentamos en primer
lugar la teoria para un vaso aislado y después para una red genérica.

Ay

|
Figura 3.5: Geometria utilizada para el

desarrollo de las ecuaciones.

&
- - T S
A AR

a v
.'II-LII“

3.2.1. Derivacion de las ecuaciones para un vaso

Modelamos cada vaso de la red como un segmento cilindrico con paredes impermeables y
la sangre como un fluido viscoelastico de Maxwell; estas ecuaciones se pueden simplificar
facilmente al caso Newtoniano fijando el tiempo de relajacion igual a cero, i.e., t, = 0.

Ademas, imponemos condiciones de frontera de no resbalamiento en las paredes para la
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velocidad axial en la posicion promedio de la pared, Ry. Estas consideraciones permiten
obtener, a partir de las ecuaciones de conservacién de momento en el dominio de frecuencia,
una expresion para la velocidad axial del fluido en un tubo rigido, 4(w), en el dominio de
Fourier. La velocidad axial del fluido, @, es proporcional al gradiente de presion en la

direccion axial: .
KL (Ta W) ap

u(x,r,w) =

en donde, x es la coordenada axial, r es la coordenada radial y n es la viscosidad del fluido.

K (r,w) es la permeabilidad dindmica local, la cual estd dada por:

o Jo(kr)
Ki(r,w) = i {1 — Jo(kRo)] . (3.2)

En esta expresién, k? = % (t,w? + iw), p es la densidad del fluido, w es la frecuencia angular,
i =+/—1y Jyesla funcién de Bessel de orden cero, primera clase. Al promediar la ecuacion
3.1 en el drea promedio de la seccién transversal, Ay, obtenemos una expresién para el flujo
en un tubo rigido, Q, que pasa a través de dicha area, en el dominio de Fourier,

)= 2 3.3
Q=2 (33)
La ecuacién 3.3 es conocida como la ley de Darcy generalizada. En ella, K(w), es la per-

meabilidad dindmica, dada por:

n 1 2J1(kRo)

K [ P S A,
(W) pr kRoJo(kRo) ’

(3.4)
en donde Ji, es la funcién de Bessel de primer orden. La derivacién de las ecuaciones 3.1,3.2,
3.3 y 3.4, se puede consultar en el apéndice A.

Estas ecuaciones fueron derivadas para un gradiente de presién dindmico que es cons-
tante en la direccién de flujo [26,29]. Sin embargo, en este trabajo consideramos que dichas
ecuaciones son validas localmente, esto es, que en cualquier posicién a lo largo de la di-
reccién axial x, el gradiente de presién local determina tanto la velocidad como el flujo.
K (r,w) al igual que K (w), pueden ser consideradas como una medida de la resistencia a
fluir. Una permeabilidad dindmica grande en magnitud, implica baja resistencia a fluir.

Introducimos la elasticidad del vaso a través de una relacién tipo ley de Hooke entre la
presion y la deformacién eldstica del tubo, AR, [56,57].

Eh AR

1—v2 R’

D — Pext = (35)
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en donde, p — pext, €s la diferencia de presion adentro y afuera del vaso; E es el mddulo
elastico de Young, h es el espesor del vaso y v es la relacién de Poisson, la cual toma-
mos como, v = 1/2, ya que suponemos que la pared arterial se compone de un material
incompresible. Alrededor del radio de diastole, R4, la ecuacién 3.5 se puede aproximar

comao:

4 R—R
p—pa=-Eh d

35 (3.6)

en donde pq es la presion en diastole. Este tipo de ecuacién se ha utilizado ampliamente
en la literatura [13,15-17,53, 58-63].

La ecuacién 3.6 se acopla a la ecuacién de continuidad promediada en el area de la seccién
transversal, con lo cual se obtiene una ecuacién diferencial unidimensional que relaciona la

presién y el flujo en el vaso.

La velocidad del fluido v = u(x, r,t)i + v(x, r, )7 cumple con la ecuacién de continuidad

op B
o TV (ev) =0, (3.7)

Para un fluido incompresible en coordenadas cilindricas, dicha ecuacién estd dada por:

du  19(rv)

8:E+r or

~0. (3.8)

Promediando la ecuacion 3.8 en el area de la seccién transversal obtenemos,

oUu 2w
Dz + XOROU’I‘:RO =0, (3.9)

en donde U(z,t) es la velocidad axial promediada en el drea de la seccién transversal.
Consideramos que la velocidad del fluido y la velocidad de la pared son iguales en el radio

promedio, i.e., V=g, = %—ﬂ Ro? lo que lleva a
oU 2w _ OR
—+ —Ry—| =0. 3.10
oz A4, 0Dt |, (3.10)

En términos del flujo, Q(z,t) = AgU(z,t), la ecuacién 3.10 se puede escribir como:

@ + 27TR067R

o 5| =0 (3.11)

Ro

Para describir el cambio temporal del radio local del vaso en términos del cambio temporal

de la presién local sanguinea, utilizamos la ecuacién 3.6 que nos da una relacién entre la
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deformacion elastica y la presién. Derivamos dicha ecuacion respecto al tiempo y evaluamos
el resultado en el radio promedio, Ry, con lo que obtenemos,

R
ot

_ 3RZOp
r, AFEh ot

_ 3RZ0p
r, AER Ot

(3.12)

Combinando las ecuaciones 3.11 y 3.12, llegamos a

0Q | Lon _

o, 05 =0, (3.13)

en donde, definimos
37TR0R(21
2Eh

la cual es una constante conocida como la distensibilidad del vaso (compliance en inglés).

C = (3.14)

La ecuacion 3.13 se puede escribir en el dominio de Fourier como:

—iwCp + % = 0. (3.15)

Esta ecuacion relaciona la presién, p(z, w), y el flujo, Q(x,w), en el dominio de la frecuencia.

3.2.2. Solucién espacial de las ecuaciones para un vaso en funcién de las pre-

siones en sus extremos

Derivamos la ecuacién 3.3 respecto a x y sustituimos el resultado en la ecuacion 3.15,
con ello llegamos a una ecuacién diferencial similar a la de un oscilador armoénico para la

presion en el dominio de Fourier, esto es,
9°p .
(W) = —k:p, (3.16)

9 wCn . .
en donde, k. = ————— es una constante compleja. Resolvemos esta ecuacién para conocer

AoK((JJ)
la presion en cualquier punto, x, del vaso, dadas las presiones py, v P, a la entrada y a la

salida del mismo,

. Do — Din cos(k.l)

p(x) = Pin cos(kex) + sin(kl) sin(k.x). (3.17)
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La derivada de la ecuacién 3.17 respecto a x nos permite obtener el gradiente de presion
como funcién de la posicion, x,

9% _

Ao - Ain kcl
e —k. pinsin (k.x) + k‘cp Din €05 (kcl)

sin (k1)

cos (k.x) . (3.18)

Cabe destacar que la elasticidad del vaso determina la variacién del gradiente de presién a
lo largo del mismo. Cuando no hay elasticidad, C' = 0, lo que implica, k. = 0 y el gradiente
de presién se reduce a un gradiente de presion constante, i.e.,

@ — ﬁo - ﬁin

ox l
Al sustituir la ecuacién 3.18 en la ecuacién 3.3, valida localmente para cualquier gradiente
de presion, se obtiene una expresion para el flujo como funcion de la posicién en la direccién

axial, esto es,
ﬁo - ﬁin COs (kcl)
sin (k.l)

Q(z) = M |pisin (k.z) — cos (kex)| , (3.19)

en donde OAK
2 = WOAK(W) (3.20)
n

De forma similar, al sustituir la ecuacién 3.18 en la velocidad axial del fluido (ecuacién
3.1) se obtiene una expresién que permite calcular los perfiles de velocidad a lo largo de la
direccién de flujo:

ﬁo - ﬁin COS (kcl)
sin (k1)

(r,x) = Mp(r) | P sin (k.x) — cos (k.z)| , (3.21)

en donde V) M . 22)
n(r _7A0K(w) L(r,w). .

Las ecuaciones 3.17, 3.19 y 3.21, permiten calcular la presion, flujo y los perfiles de velocidad

en cualquier punto, x, a lo largo del vaso, como funcién de la presién en los extremos del

mismo.

3.2.3. Presion, flujo y perfiles de velocidad para vasos con diferentes tipos de

condiciones de frontera

Una red arterial genérica puede tener multiples entradas y multiples salidas. En este traba-
jo, imponemos como condiciones de frontera en la red, flujos volumétricos en las entradas
y acoplamos un modelo de Windkessel en las salidas. De acuerdo con las condiciones de
frontera en un vaso, clasificamos a éstos en tres tipos:
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(a) Vaso tipo I (b) Vaso tipo II

Q) P Pin s o) Po

(©) Vaso tipo III R,

Pin (’ . W CWk VWS Pout

Po

Figura 3.6: Tipos de vasos en una red. La clasificacién se basa en las condiciones de frontera
en los extremos de los mismos.

e Vaso tipo I, vea la Fig. 3.6a. Este tipo de vaso tiene como condiciones de frontera un
flujo de entrada, Qin, y una presion de salida, p,. Dicha presién se determina como
parte de la solucién del sistema de ecuaciones. Una vez que se conoce p,, la presién,
el flujo y los perfiles de velocidad como funcién de la posicién axial, estan dados por
las ecuaciones 3.23 a 3.25.

A~

). sin(k.l 5 4
plx) = Cin S]E/l(cocs()kiypo cos(k.z) — C]‘?\; sin(k.x), (3.23)
A Ain . kcl MAO . A
Olz) = ¢ Si‘és ( k);; Po sin(kor) + Qi cos(kex), (3.24)
i(r, ) = MJL\;T) Qu Shclc(f:é) ;)f MPo Gin(hoz) + On cos(hoz) | - (3.25)

e Vaso tipo II, vea la Fig. 3.6b. Este tipo de vaso tiene como condiciones de frontera
presiones de entrada, py,, v de salida p,. Estas presiones se determinan como parte de
la solucién del sistema de ecuaciones. Una vez conocidas ambas presiones, se pueden
calcular la presién, el flujo y los perfiles de velocidad como funcién de la posicién
axial, a través de las ecuaciones 3.17, 3.19 y 3.21.

e Vaso tipo III, vea la Fig. 3.6c. Este tipo de vaso tiene como condiciones de frontera
una presién de entrada, p;, y un modelo de Windkessel de tres elementos a la salida,
como se indica en la Fig 3.7. Tanto p;, como p, se determinan como parte de la
solucién del sistema de ecuaciones. Una vez conocidas ambas presiones, se pueden
calcular la presion, el flujo y los perfiles de velocidad como funcién de la posicién
axial, a través de las ecuaciones 3.17, 3.19 y 3.21.
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—>Q2 Figura 3.7: Esquema del circuito eléctrico

QWk /\N\l que corresponde a un modelo de Windkes-

Po —_— R2 Pout sel de tres elementos. La capacitancia, Cyyx,
O /\N\' pb —O contiene informacién de la distensibilidad de
R1 ICIWk la red periférica. Por conservacién de flujo

| Qwx = Q2 + Q3. La presién de entrada al

- 5 Q3 sistema venoso, poyt, se considera constante.

El modelo de Windkessel relaciona la presion y el flujo en la salida de un vaso terminal. En
la figura 2.4 se muestra el esquema del circuito eléctrico que corresponde a un modelo tipo
Windkessel de tres elementos. Este modelo concentra la informacién de la resistencia de la
red de vasos periféricos y el cardcter distensible de los mismos. Consiste en una resistencia
R, conectada en serie con un depdsito distensible de presién, Cyy, conectado en paralelo

con una segunda resistencia R,.

La ecuacion del modelo se obtiene de la conservacién de flujo en el circuito, esto es,
Qwi = Q2 + Q3, en donde,

- out — d
PP, = Pt Z P 0 = O (Dot —pb) - (3.26)

QWk = - Rl ; R2 dt

Pout €8 Una constante que representa la presion de entrada al sistema venoso. De la conser-
vacion de flujo, la ecuacién del modelo se puede escribir como,

Rl aQWk Do — Pout apO
wk | 1+ = CwiR = Cwx—— 3.27
Qk<+R2>+ WE T ot R, W or (3.27)
que en el dominio de la frecuencia estd dada por:
Qwi = ]0707 (3.28)

Z

en donde, en analogia con un circuito eléctrico, se llama impedancia a la constante de
proporcionalidad, Z,
R1 + R2 — Z(/JRlRQCWk

7 = 3.29
1-— iUJRgCWk ( )

3.2.4. Derivacion de las ecuaciones para una red de vasos

A continuacién mostramos cémo escribir un sistema de ecuaciones para calcular las pre-
siones en los nodos de una red, en funcién tanto de las propiedades del vaso y de la sangre

como de las condiciones de frontera. Definimos un nodo como el punto matematico en don-
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de se conectan dos o tres vasos. De acuerdo con los tipos de vasos conectados a un nodo,
clasificamos a éstos en cuatro tipos,! vea la Fig.3.8:

Nodo §, tipo II
j+1

Nodo N, tipo I

51 Nodos T-1 y T, tipos Il y IV

ka

5] . m-1 m out

Figura 3.8: Tipos de nodos, la clasificacién se basa en el tipo de vasos conectados a los
mismos.

e Nodo tipo I, vea el nodo N en la Fig. 3.8. Este tipo de nodo tiene una presién
desconocida p!¥! y conecta un vaso tipo I (el vaso h) con dos vasos tipo II (los vasos
h+1y h+2). En dicho nodo la conservacién de flujo se expresa como:

Ql = Qi +Qi?, (3.30)

en donde el flujo de salida, Qg, se obtiene de la ecuacion 3.24 evaluada en x = [ y los

Ah+1 Ah+2

flujos de entrada, Q.7 y Qi °, estan dados por la ecuacion 3.19 evaluada en x = 0.

Con ello podemos escribir la ecuacién 3.30 de la forma:

b 4 M pIN sin (k")
cos(khih)

Y p[NH} _ﬁ[N] COS(]{:?Jrlthrl) e ﬁ[N+2] _ﬁ[N] cos(k?”lh”)
sin(kgrtint) sin(kpH2(m+2) '

(3.31)

e Nodo tipo II, vea el nodo S en la Fig. 3.8. Este tipo de nodo tiene una presién
desconocida pl®! y conecta tres vasos tipo II: los vasos j, j+ 1y j +2. En dicho nodo

la conservacién de flujo se expresa como:
Q)= Qi + QL™ (332)

Para obtener el flujo de salida del vaso, Qg, evaluamos la ecuacién 3.19 en x = [;

para los flujos Qf:l y ij2 evaluamos la ecuacion 3.19 en z = 0. Con ello podemos

'De aqui en adelante utilizaremos superindices para indicar el niimero de vaso y superindices entre
corchetes para denotar el niimero de nodo.
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escribir la ecuacion 3.32 de la formas:

Mj <ﬁ[51] _ﬁ[s]cos(k.glj)> _
sin(kil7)

JVEAR! (ﬁ[SH] — ¥ COS("%“”“)) M+ <13[S+2] — pl) cos(kIT21712)

sin(k2T1+1) sin(k4T215+2)

>.@%)

e Nodo tipo III, vea el nodo T'— 1 en la Fig. 3.8. Este tipo de nodo tiene una presién

1]

desconocida p!" ! y conecta dos vasos tipo II: los vasos m — 1 y m. En este nodo la

conservaciéon de flujo se expresa como:
Am—1 _ Am
Qo - in* (334)

Para el flujo de salida, Q;”_l, evaluamos la ecuacién 3.19 en x = [ y para el flujo
de entrada, Qi’ﬁ, evaluamos la ecuacion 3.19 en x = 0. Con ello podemos escribir la
ecuacion 3.34 de la forma:

AT—2] _ »lT—1] COS(k.m—llm—l) ﬁ[T] _ ﬁ[T_l] COS(I{Imlm)
M-t (2 P c >:—Mm< c )..
< sin(km—tm-1) sin(kmi™) (3:35)

e Nodo tipo IV, vea el nodo T en la Fig. 3.8. Este tipo de nodo tiene una presién
desconocida p!”! y conecta un vaso terminal Tipo III con un modelo de Windkessel

de tres elementos. En el nodo T' la conservacién de flujo se puede expresar como:
Q' = Qi (3.36)

Para obtener QQ"”, evaluamos la ecuaciéon 3.19 en z = [. Para obtener el flujo del
modelo de Windkessel conectado al vaso m, QA{,”Vk, utilizamos la ecuacion 3.28. Con

ello podemos escribir la ecuacion 3.36 de la forma:

AT—1] _ AT femm AT
e <p pt cos(kg )> b (3.37)

Sln(klnlm) - Z7n ’

Nuestra formulaciéon permite obtener un sistema de ecuaciones para las presiones en los
nodos, el cual escribimos en forma matricial. Con el fin de reducir la notacién para la
construccién de la matriz definimos tres cantidades, 1, k3 y K3, las cuales dependen de las
caracteristicas de los vasos aislados, las propiedades del fluido y la frecuencia:
ccos(kilh) ; | , -sin(kAlT)

iEM’L — =M — =M ——=;
1 sin(kili)’ 2 yoo s cos(kilt)’

i sin(kil')’ (3:38)
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en donde el superindice i denota el nimero de vaso y M? estd dada por la ecuacién 3.20
para el i-ésimo vaso. En términos de estas cantidades, las ecuaciones 3.31, 3.33, 3.35 y 3.37

para los nodos tipo I, I, III y IV, se pueden escribir como:

(k= KIFY = gh2) IN] L pINHIL Ly che2 N2 _(:()S(Ak%lh) , (3.39)
70— (w0 ) B R 20 (3a0)
Ry T = (AT D) T kg T =0 (3.41)

K T (/@’1” + Z}m> =0 . (3.42)

El sistema de ecuaciones en forma matricial estd dado por Kp = Q, en donde la matriz
K contiene explicitamente los términos para cada uno de los cuatro tipos de nodos. Esto es:

K =
KMl _ght2  Ghtl hi2 g 0 0 0 -~ 0 0 0
0 0 o .- /ﬁé 7!{‘{7Iijl.+lffi‘{+2 né‘H K%+2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 s K
0 0 0 0 0 0 0 0 K K =
HIV] Qo
PN+ cos(kpM)
ﬁ[N+2]
SlS—1
pls—1l 0
515]
A[S+1] =
5— | 7! -
p pse | Y Q
: 0
=2l
AT—1
p[AT ] 0
pll

La matriz K tiene dimensiones N x N, en donde, NN es el niimero de nodos de la red.
La solucién para las presiones en los nodos, p, estd dada por el producto de la matriz
inversa, K™, con el vector de condiciones de frontera de flujos, Q; i.e, P = Kle’. La
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matriz K y su inversa K~! contienen informacién sobre las caracteristicas de los vasos,
las propiedades del fluido y las condiciones de frontera del modelo de Windkessel. Dichas
matrices pueden ser consideradas como funciones respuesta para un sistema con multiples
entradas y muiltiples salidas. K= se puede obtener de invertir simbdlicamente la matriz
K. Una vez conocidas las presiones en los nodos, se pueden usar las ecuaciones 3.17, 3.19,
y 3.21 para obtener de forma analitica la presion, el flujo y los perfiles de velocidad en el
dominio de Fourier a lo largo de cualquier vaso de la red que no contenga como condicién

de frontera un flujo incidente; en este caso se pueden utilizar las ecuaciones 3.23, 3.24 y 3.25.

3.2.5. Acoplamiento de las condiciones de frontera en el dominio del tiempo

con la formulacion analitica en el dominio de la frecuencia

Las mediciones in vivo se obtienen en el dominio del tiempo. Nuestra formulacion se en-
cuentra en el dominio de Fourier; por ello, es necesario transformar al dominio de Fourier
las mediciones in vivo del flujo que se utilizan como condiciones de frontera en las entradas.
Por otro lado, una vez obtenida la solucién de nuestro problema en el dominio de Fourier, es
necesario anti-transformar los perfiles de velocidad, presion y flujo al dominio del tiempo.
Lo anterior es con el fin de relacionar los resultados obtenidos con senales que puedan ser
interpretadas fisicamente y ser comparadas con senales medidas. Las transformaciones del
dominio del tiempo al dominio de frecuencia, y la transformacién inversa del dominio de

frecuencia al dominio del tiempo, se hacen numéricamente.

3.3. Soluciones analiticas para casos particulares

3.3.1. Modelo para un vaso aislado

Condicién de

Frontera Pin Po R1 R2 A
Q. — ) e Cue W) Poy

Q=Q Condicién de
= “wk
© Frontera

Figura 3.9: Representacién esquemética de un vaso aislado. Este tiene como condiciones
de frontera un flujo de entrada y un modelo de Windkessel de tres elementos a la salida.

El modelo de un vaso aislado es una combinaciéon de un vaso tipo I y un vaso tipo III, ya
que tiene como condiciones de frontera un flujo de entrada y un modelo de Windkessel a
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la salida, como se aprecia en la Fig. 3.9. A la salida del vaso, la conservacion de flujo esta
dada por:

Qo = Qwi, (3.43)

en donde el flujo de salida del vaso, Qm estd dado por la ecuacion 3.24 evaluada en x = [
y el flujo en el modelo de Windkessel, OQwr, esta dado por la ecuacién 3.28. Esto permite
escribir la ecuacién 3.43 como:

Qun + Mposin(kel) _ po

=2 3.44
cos(k.l) 7z’ (344)

en donde Z estd dada por la ecuacién 3.29. Dado que este modelo es el mas simple, tenemos

. 1 o
una matriz K de un solo elemento, esto es, K = rj — 5 De forma similar, tenemos

vectores con un solo elemento para la presién en el nodo p = pl!! = p, y el flujo de entrada
)1
Q = ———"—. Resolvemos para la presién p,, y tenemos,
cos(kllY)

Z Ain
Do = C? . (3.45)
cos(k.l) — ZM sin(k.l)

Para obtener la presion, el flujo y los perfiles de velocidad como funcién de la posicién
axial, x, introducimos la expresiéon para p, en las ecuaciones 3.23, 3.24 y 3.25, esto es,
C?in COS(]CC.I) CA?inZ

, 3.46
M cos(k.l) (cos(k‘cl) —ZM sin(kcl)) (346)

) = [l ot

cos(kad) Sin(m)}

5 () = sin(kel) sin(k.x) cos(k.z)] O sin(ke) QmMZ &7
) [ cos(kel) T+ eosthe )} Qi+ cos(k.l) (cos(kcl) —IM sin(kcl)) , (347

alr. o) = w cos(k ML(T)Qin sin(k.x) QinML(r)Z . 4
() { cos(kel) + cos(ke )} M i cos(k.l) (cos(kzcl) —ZM sin(k’cl)) (349

3.3.2. Modelo para una bifurcacion simple

Consideramos un modelo para una bifurcacién simple, que contiene un segmento padre
que se bifurca en dos segmentos hijos. Con el fin de obtener un sistema de ecuaciones para
las presiones en los nodos utilizamos la notacién de la Fig. 3.10. El primer nodo es de
tipo I mientras que el segundo y el tercero son de tipo IV. En consecuencia, utilizando las
ecuaciones 3.39 y 3.42, el sistema de ecuaciones para las presiones, en forma matricial, esta
dado por:
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] pout

3 pout

1

1,2 _ .3 2 3 Al1] __ Qm
K3 K1 K1 Ko Ko p cos(kll1)
2 2 _ 1 A2 —
Ky —K1 — 23 0 | = 0
3 3_ 1 Al3
Ky 0 —KY — 2 Pl 0

La solucién del sistema de ecuaciones, obtenida al invertir simbdlicamente la matriz res-

puesta del sistema, permite obtener expresiones para las presiones en los nodos:

oN (1 +RIZ2+ K3ZP + Ii%ﬁ?2223)

in

A — 3.49
b cos(kXY)F, ’ (349)
oN (n222 + ﬂ2H32223)
p = A e (3.50)
cos(klMF, ’
31 373 2,37273
]5[3] _ (I{QZ + KiKks Z°Z ) (351)
cos(klMF, ’

en donde,

F, = 23(1 + 22/%)(/{%)2 —(1+ ZAS/f:f) (li% + Ii:l)) — /1% + 72 [(H%)Q + Ii%/ﬁl% — H%/ﬁé — (KS)QD . (3.52)

Con el fin de obtener expresiones para la presion, el flujo y los perfiles de velocidad a lo
largo del vaso padre, la ecuacién 3.49 se puede utilizar como la presién de salida en las
ecuaciones 3.23, 3.24 y 3.25. Las ecuaciones 3.49, 3.50 y 3.51 se pueden emplear como las
presiones de entrada y salida en las ecuaciones 3.17, 3.19 y 3.21 para obtener la presién,
el flujo y los perfiles de velocidad a lo largo de los dos vasos hijos. En el caso particular en
que los vasos hijos sean idénticos, x? = K3, k2 = k3, y las impedancias caracteristicas sean
iguales, Z2 = Z3, tenemos po(z) = ps3(x) v Qg(m) = Qg(az); las ecuaciones para la presion,
el flujo y los perfiles de velocidad para el vaso padre estan dadas por:
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oN (1 + 2216%) cos(klx) OL sin(kLl") O!
o m ¢ in c 1 _ in s 1
p(z) = cos? (k1) F, tan cos(kil) cos(k.x) Ui sin(k,x), (3.53)

in(k. )1 cos(k; 54
Ql(x) COSz(k‘gll)Fg COS(ngll) Sln( cx)—’_QmCOS( cx)v (35 )
My (r) QL (1 + Z%@'%) sin(klz) ML(r)OL [sin(kL!
. _ L in c ol 1
1 (r,z) = — cos2 (KT + e [cos(kgll) sin(k,z) + Cos(kzca;)} ,
(3.55)
en donde,
Fp = [k — 263 + 22 (k3rd — 2(63)° + 2(3)?) |. (3.56)
Para los vasos hijos dichas ecuaciones estan dadas por:
oL (1 n Z%g) [sm(kgﬁ) cos(k2z) — cos(k212) sin(kzz)} + 0L 22k2 sin(k2z)
pa(r) == sin(k212) cos(kli1)Fy , (357)
) L@ (1+ 2263) [Fa| — QL2243 cos(k2a)
@2(w) = =M sin(k212) cos(kLI1)Fo ’ (3:58)
A , -QL (1 + ZQK%) |:F3:| + QL Z%K3 cos(k2x)
ia(r @) = Mi(r) Sin(k202) cos (k1) Fs ! (3.59)
en donde,
Fy = sin(k21?) sin(kZz) + cos(k21?) cos(k2x). (3.60)

3.3.3. Modelo para la aorta y sus principales ramificaciones

Consideramos un modelo con 20 arterias, el cual representa a la aorta y sus ramificaciones
principales, vea la Fig. 3.11. La solucién analitica para el primer nodo de la red se muestra

en el Apéndice C.

3.4. Resultados numéricos para casos particulares

Considerando que la sangre es un fluido Newtoniano, comparamos los resultados obteni-
dos con nuestra formulacién analitica con aquellos obtenidos numéricamente de un modelo
lineal 1-D [64] y un modelo no lineal 3-D de la literatura reciente [25], para una serie de
modelos idealizados de la arteria cardtida comin, la aorta toracica y la aorta completa con
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Figura 3.11:

Representacién esquemati-
ca de un modelo con 20
vasos, el cual simula a la
aorta y sus ramificaciones
principales. Los nuimeros
encerrados en  circulos
denotan el numero de
vaso, las caracteristicas
de cada uno de ellos se
muestran en la Tabla 3.5.
Los numeros encerrados
en cuadros denotan el
numero de nodo. Estas
notaciones se utilizaron
para la derivacién de la
matriz K, la cual se puede
consultar en el apéndice C.

sus ramificaciones principales.

Tanto en el modelo 1-D como en el modelo 3-D utilizados para la comparacién, se considera
que la pared arterial es una membrana delgada, conformada por un material eldstico lineal,
homogéneo, incompresible e isotrépico. En el modelo 1-D se supone que la deformacion de
la pared es axisimétrica, mientras que en la formulacién 3-D no se hacen suposiciones sobre
la direccién de la deformacion de la pared. En la formulacién 3-D se obtienen perfiles de
velocidad similares a los de Womersley [26], en tanto que en la formulacién 1-D se impone
una forma para el perfil.

3.4.1. Arteria carétida comiin

Modelamos la arteria carédtida comin como un vaso aislado con caracteristicas uniformes
para la pared y la sangre. Acoplamos un modelo de Windkessel de tres elementos a la salida
de la misma, tal y como se describe en la seccién 3.3.1.

En la figura 3.12 se muestran la condicién de frontera de flujo en la entrada, Q;,(t),
medida in vivo y las predicciones para la presion, el flujo y los perfiles de velocidad en
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diferentes posiciones, dadas por nuestro modelo (ecuaciones 3.46, 3.47, y 3.48) y aquellas
obtenidas de las formulaciones 1-D y 3-D de la literatura. Todos los modelos comparten
propiedades mecanicas y geométricas, asi como las mismas condiciones de frontera en la en-

trada y la salida [13]. En la Tabla 3.1 se muestran los parametros utilizados en este modelo.

De la presion en un sitio dado, calculamos el cambio en el radio Ar, tomando como refe-
rencia el valor del mismo en didstole. Dicho cambio estd dado por la ley de Hooke para un
tubo (ecuacién 3.6). Los resultados de los tres modelos presentan un excelente acuerdo: el
error relativo promedio para nuestro modelo es menor al 1.0 % para la presion, el flujo y el
cambio en el radio; mientras que para la diferencia de presiones entre la entrada y la salida,
es menor al 5.0 %. La descripcién de como se calculan los errores relativos se encuentra en

el apéndice D.

Tabla 3.1: Parametros del modelo de la arteria carétida comun.

Propiedad Valor

Longitud, L 126 mm

Radio a la presién diastélica, Ry 3 mm

Radio promedio, Ry 3 mm

Espesor de la pared, h 0.3 mm

Densidad de la sangre, p 1,060 Kg m~3
Viscosidad de la sangre, 7 4 mPa s

Reynolds, 365

Modulo de Young, E 700.0 kPa

Presién diastélica, Py 10.933 kPa

Presion de salida, P, 0

Resistencia de Windkessel, R, 2.4875-10% Pa s m~3
Distensibilidad de Windkessel, Cyyi 1.7529 - 1071% m? Pa~!
Resistencia de Windkessel, R, 1.8697 - 10° Pa s m—3

Los parametros se tomaron de la referencia [13], Xiao et al. El radio Ry,
se obtuvo promediando en el tiempo y en el espacio las senales resultantes
del modelo 1-D de Xiao et al. [13].

Los perfiles de velocidad obtenidos con nuestro modelo son similares tanto a los perfiles su-
puestos en la formulaciéon 1-D como a los obtenidos con la formulacién 3-D de la literatura.
Sin embargo, hay mayor diferencia entre ellos que la diferencia que existe entre las senales
de flujo, por lo que uno podria preguntarse por qué existen diferencias en los perfiles de
velocidad, mientras que el acuerdo entre las senales de flujo como funcién del tiempo es casi
perfecto. El origen de estas diferencias es que en nuestro modelo definimos el flujo como el
producto de un area promedio por una velocidad, mientras que en los otros dos modelos, el
flujo se define como el producto de un area dependiente del tiempo por una velocidad. El
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Figura 3.12: Arteria cardtida comin. a) De izquierda a derecha, esquema en el que se muestran

las dimensiones del vaso, cambio en el radio como funcién del tiempo, desde el valor de diastole

(en el punto medio) y diferencia de presién entre la entrada y la salida como funcién del tiempo.

b) Presién y ¢) flujo como funcién del tiempo en la entrada, punto medio y salida. d) Perfiles

de velocidad para los tres modelos en tres posiciones a tres diferentes tiempos. Los parametros

del modelo se muestran en la Tabla 3.1. Los resultados analiticos de nuestro modelo (Darcy) se

muestran con lineas negras continuas, los resultados para las soluciones numéricas 1-D y 3-D se

muestran con lineas rojas continuas y con lineas azules punteadas, respectivamente. Los errores

relativos se calculan como se describe en el apéndice D, en primer lugar se utilizan como referencia

los resultados del modelo 1-D (primera columna en cada figura) y en segundo lugar se utilizan como

referencia los resultados del modelo 3-D (segunda columna en cada figura).
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acuerdo entre los perfiles obtenidos con nuestro modelo y los obtenidos con la formulacién
3-D es claramente mejor que entre los obtenidos con nuestro modelo y la formulacién 1-D.

3.4.2. Aorta toréacica superior

Modelamos la aorta toracica, desde la raiz adrtica hasta la aorta descendente, como un vaso
aislado con caracteristicas uniformes para la pared. Acoplamos un modelo de Windkessel
de tres elementos a la salida, el cual modela al resto de la circulacion sistémica [13].

Tabla 3.2: Parametros del modelo de la aorta toracica comun.

Propiedad Valor

Longitud, L 24.137 cm

Radio a la presién diastolica, Ry 1.2 cm

Radio promedio, R, 1.27 cm

Espesor de la pared, h 1.2 mm

Densidad de la sangre, p 1,060 Kg m~3
Viscosidad de la sangre, n 4 mPa s

Reynolds, 1364

Modulo de Young, FE 400.0 kPa

Presion diastolica, Py 9.46 kPa

Presion de salida, P, 0

Resistencia de Windkessel, R, 1.1752 - 107 Pa s m~3
Distensibilidad de Windkessel, Cyyi 1.0163 - 10~® m3 Pa~!
Resistencia de Windkessel, R, 1.1167 - 10 Pas m~3

Los pardmetros se tomaron de la referencia [13], Xiao et al. El radio
Ry, se obtuvo promediando, en el tiempo y en el espacio, las senales
resultantes del modelo 1-D de Xiao et al. [13].

En la Fig. 3.13 se muestran la condicién de frontera de flujo en la entrada, Q;, (), medida
in vivo y las predicciones para la presion, el flujo y perfiles de velocidad en varios puntos
de la aorta, dadas por nuestro modelo (ecuaciones 3.46, 3.47, y 3.48) y aquellas obtenidas
de las formulaciones 1-D y 3-D. Todos los modelos comparten propiedades mecanicas y
geométricas, asi como las mismas condiciones de frontera en la entrada y en la salida [13].
Los parametros utilizados en este modelo se muestran en la Tabla 3.2.

Nuestro modelo es capaz de reproducir senales de presiéon y flujo similares a las obtenidas
con las formulaciones 1-D y 3-D. Los errores relativos promedio més pequenos ocurren
en las presiones y los mayores ocurren en la diferencia de presiones. Los errores relativos
promedio para la presion, el flujo y el cambio en el radio son menores al 1.5%; para la
diferencia de presiones entre la entrada y la salida del vaso, son menores al 5.0%. Los
perfiles de velocidad calculados con nuestro modelo son més parecidos a los obtenidos con
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la formulacién 3-D que a los supuestos en la formulacion 1-D.

3.4.3. Bifurcacién de la aorta

Consideramos un modelo, con una unica bifurcacién para la aorta abdominal que se divide
en las dos arterias iliacas [13]. Dado que en este modelo las ilfacas son vasos terminales,
acoplamos un modelo de Windkessel de tres elementos a la salida de las mismas, el cual
modela al resto de la circulacion sistémica.

Tabla 3.3: Pardmetros del modelo de la bifurcacién de la aorta.

Propiedad Aorta Iliaca

Longitud, L 8.6 cm 8.5 cm

Radio a la presion diastolica, Ry 0.86 cm 0.60 cm

Radio promedio, Ry 0.89 cm 0.615 cm

Espesor de la pared, h 1.032 mm 0.72 mm

Densidad de la sangre, p 1,060 Kg m~3

Viscosidad de la sangre, 7 4 mPa s

Reynolds, 151 109

Moédulo de Young, 500.0 kPa 700.0 kPa

Presion diastdlica, Py 9.1 kPa 9.1 kPa

Presion de salida, P,y — 0

Resistencia de Windkessel, R; - 6.8123 - 10" Pa s m™3
Distensibilidad de Windkessel, Cyyy — 3.6664 - 1071 m3 Pa~!
Resistencia de Windkessel, R, - 3.1013-10° Pas m—3

Los parametros se tomaron de la referencia [13], Xiao et al. El radio Ry, se
obtuvo promediando, en el tiempo y en el espacio, las senales resultantes del
modelo 1-D de Xiao et al. [13].

En la Fig. 3.14 se muestran la condicién de frontera de flujo en la entrada, @, (t), medida in
vivo y los resultados, para la presion, el flujo, el cambio en el radio y perfiles de velocidad en
varios sitios de la bifurcacién, dados por nuestro modelo (ecuaciones 3.53, 3.54, 3.55, 3.57,
3.58 y 3.59) y aquellos obtenidos de las formulaciones 1-D y 3-D. Todos los modelos com-
parten propiedades mecanicas y geométricas, asi como las mismas condiciones de frontera

en la entrada y en la salida [13]. Los pardmetros de este modelo se muestran en la Tabla 3.3.

Los resultados entre los tres modelos presentan un excelente acuerdo. Los errores rela-
tivos promedio son menores al 2.0 %, para las presiones y los flujos; y menores al 8.6 %
para el cambio en el radio. Nuevamente, los perfiles de velocidad calculados con nuestro
modelo son maés parecidos a los obtenidos con la formulacién 3-D que a los supuestos en la

formulacién 1-D.



3 Flujo en redes arteriales 40

’0 Ar [mm] medio Pentrada—Pati da‘[kPa] |
g | |
prom % 0.51 1.25 44 prom % 4.40 277 —
max % 3.06 5.40 max % 30.91 20.94
24.14 cm 1.5 l\ s % 903 075

IS | ] sis % -0.51 -2.26 2 y
ST e D ® dias % 0.01  0.01 dias % -10.85 -2.60
a) I+ - 10
o  Entrada P. Medio Salida \&\ 0 \ A —_ -
=——Darcy ===1-D =m=3-D A W\

03 \\ -2 “\"./

080 02 04 06 08 00 02 04 06 08
t[s] t[s]
P [kPa] entrada P [kPa] medio P [kPa] salida
16 prom% 041 0.71 | N\ prom% 0.28 059 |6 AN prom % 0.30 0.83
max % 2.52 3.11 max% 1.45 1.54 max% 1.13 3.21
14 sis % 0.03 095, sis % -0.09 024, sis % -0.16 —0.10
/ dias % 0.11 0.69 / " dias % 0.19 0.69 l % dias % 0.19 -0.18
b) 12 / 12 / \ 12 /
10¢ L, S 10 .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s] t[s] t[s]
Q [ml/s] entrada Q [ml/s] medio Q [ml/s] salida
| | |
200 / 7 prom % 040 1.01 prom% 054 1.37

400 ’ max% 1.90 7.09— 400 f\
sis % -1.71 -5.17_

max% 2.93 744
is % -1.90 -4.50—

Condicién de

[ \
| \ frontera [\ dias% 0.86 1.80 | I\ dias% 211 161
200 200 200
) M\ [\ I\
\, y \ J\,
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s] t[s] t[s]
t=0.15s
d) - :
t=0.33s

Figura 3.13: Aorta tordcica. a) De izquierda a derecha, esquema en el que se muestran las dimen-
siones del vaso, cambio en el radio como funcién del tiempo, desde el valor de didstole (en el punto
medio) y diferencia de presién entre la entrada y la salida como funcién del tiempo. b) Presién y
¢) flujo como funcién del tiempo en la entrada, punto medio y salida. d)Perfiles de velocidad para
los tres modelos en tres posiciones a tres diferentes tiempos. En los tiempos ¢ = 0.33 y t = 0.70, los
perfiles se multiplicaron por factores de 3 y 4, respectivamente, esto con el fin de visualizarlos de
manera sencilla. Los parametros del modelo se muestran en la Tabla 3.2. Los resultados analiticos
de nuestro modelo (Darcy) se muestran con lineas negras continuas, los resultados para las solu-
ciones numéricas 1-D y 3-D se muestran con lineas rojas continuas y con lineas azules punteadas,
respectivamente. Los errores relativos se calculan como se describe en el apéndice D, en primer
lugar se utilizan como referencia los resultados del modelo 1-D (primera columna en cada figura)
y en segundo lugar se utilizan como referencia los resultados del modelo 3-D (segunda columna en
cada figura).
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Figura 3.14: Bifurcacién de la aorta. a) En la 1%, 2% y 3% columnas se muestran, el flujo, el cambio en
el radio (desde el valor de didstole) y la presién como funcién del tiempo, para diferentes posiciones,
de arriba hacia abajo desde la entrada del sistema a la salida del mismo. b) Perfiles de velocidad para
los tres modelos en tres posiciones a tres diferentes tiempos. En los tiempos ¢t = 0.45s y t = 0.54s,
los perfiles se multiplicaron por factores de 6 y 8, respectivamente, esto con el fin de visualizarlos de
manera sencilla. Los pardametros del modelo se muestran en la Tabla 3.3. Los resultados analiticos de
nuestro modelo (Darcy) se muestran con lineas negras continuas, los resultados para las soluciones
numéricas 1-D y 3-D se muestran con lineas rojas continuas y azules punteadas, respectivamente.
Los errores relativos se calculan como se describe en el apéndice D, en primer lugar se utilizan como
referencia los resultados del modelo 1-D (primera columna en cada figura) y en segundo lugar se
utilizan como referencia los resultado del modelo 3-D (segunda columna en cada figura).
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3.4.4. Aorta y sus principales ramificaciones

El ultimo modelo idealizado que utilizamos para probar nuestra formulacién analitica, es
una red tipo arbol, la cual representa a la aorta y sus principales ramificaciones, dicha red
contiene 20 segmentos arteriales [13]. La topologia de la red se muestra en la Fig. 3.11.
En los vasos terminales se acoplan modelos de Windkessel de tres elementos, los cuales

modelan la red subyacente de vasos.

Tabla 3.4: Parametros generales para el modelo de la aorta completa.

Propiedad Valor
Densidad de la sangre, p 1,060 Kg m~3
Viscosidad de la sangre, n 4.0 mPa s
Presién diastélica, Py 9.5 kPa
Presion de salida, P,y 0

Los parametros se tomaron de la referencia [13], Xiao et al.

Tabla 3.5: Parametros para los segmentos arteriales del modelo de la aorta completa.

Segmento Longitud R4 Ry E Ry R> C Reynolds
arterial (cm) (mm) (mm) (kPa) (107 %) (108 %) (10—10 Tg—z)

1. Aol 7.0357 14.55 14.59 372.2 - - - 1191
2. Ao 11 0.8 13.8 13.8 384.2 - - - 1124
3. Ao III 0.9 13.60  13.65 387.6 - - - 1113
4. Ao IV 6.4737 12.9 12.9 400.0 - - - 1062
5. AoV 15.2 11.1 11.1 437.8 - - - 1235
6. Ao VI 1.8 9.8 9.8 471.8 - - - 1164
7. Ao VII 0.7 9.66 9.66 475.9 - - - 895
8. Ao VIII 0.7 9.585 9.6 478.1 - - - 665
9. Ao IX 4.3 9.31 9.31 486.5 - - - 441
10. Ao X 4.3 8.88 8.88 502.0 - - - 422
11. Braquiocefdlica 34 6.35 6.35 612.0 5.1918 10.6080 8.6974 285
12. Carétida Com. 1. 3.4 3.6 3.6 860.4 19.1515 52.2129 1.7670 103
13. Subclavia I. 34 4.8 4.8 724.0 9.8820 13.0183 7.0871 299
14. Celiaca 3.2 4.45 4.45 757.6 11.7617 7.5726 12.1836 516
15. Mesentérica Sup. 6 3.75 3.75 839.6 17.4352 5.5097 16.7453 736
16. Renal D. 3.2 2.8 2.8 1000.4 34.1378 5.3949 17.1017 810
17. Renal 1. 3.2 2.8 2.8 1000.4 34.1378 5.3949 17.1017 810
18. Mesentérica Inf. 5 2.0 2.0 1224.2 74.0167 46.2252 1.9959 186
19. Ilfaca Com. D. 8.5 6.0 6.0 633.3 5.9149 10.1737 9.0686 311
20. Ilfaca Com. I. 8.5 6.0 6.0 633.3 5.9149 10.1737 9.0686 311

Los parametros se tomaron de la referencia [13], Xiao et al. En dicha referencia se reportan para
cada arteria, valores del radio en didstole a la entrada (R}) y del radio en didstole a la salida
(R9"). En nuestros calculos consideramos que cada arteria tiene un radio promedio en didstole,
dado por, Rq = (R + R§")/2. De acuerdo con Nichols y O’Rourke [6], el espesor de la pared, h,
se eligié como el 10 % de Rq4. De acuerdo con Xiao et al., [13] el médulo eldstico se calculé mediante
la ecuacién E = (3pc?Rq)/(2h), en donde la velocidad de propagacién de la onda ¢ (en m/s) estd
dada por la relacién empirica [65] ¢ = 13.3/(2R4)%3 con Rq medido en mm.
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Figura 3.15: Representacién esquematica de la aorta completa. Flujo (columna de la izquierda) y
presién (columna de la derecha) como funcién del tiempo en diferentes sitios de la red. Los resultados
analiticos de nuestro modelo (Darcy) se muestran con lineas negras continuas, los resultados para
las soluciones numéricas 1-D y 3-D se muestran con lineas rojas continuas y con lineas azules
punteadas, respectivamente. Los errores relativos se calculan como se describe en el apéndice D,
en primer lugar se utilizan como referencia los resultados del modelo 1-D (primera columna en
cada figura) y en segundo lugar se utilizan como referencia los resultados del modelo 3-D (segunda
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columna en cada figura). Los pardmetros del modelo se muestran en las Tablas 3.4 y 3.5.
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En el apéndice C se muestra el procedimiento para obtener la matriz, K, que es la funcién
respuesta de la red. Para ello se sigue la metodologia descrita en la seccién 3.2.4. La inver-
sién simbdlica de la matriz se realizé con Wolfram Mathematica 7. El apéndice C contiene
una expresién analitica para la presiéon en el primer nodo de la red. Los pardmetros ge-
nerales para este modelo se muestran en la Tabla 3.4; los parametros para cada segmento
arterial se muestran en la Tabla 3.5.

En la Fig. 3.15 se muestran la condicién de frontera de flujo en la entrada, Q;,(t), me-
dida in vivo y comparaciones entre las senales de presién y flujo en diferentes sitios de la
red, obtenidas con nuestro modelo y de las soluciones numéricas 1-D y 3-D. Los resultados
muestran una excelente concordancia entre los tres modelos: los errores relativos promedio

son menores al 2.1 % para las presiones y menores al 2.3 % para los flujos.

3.5. Separacién de los términos de la ecuacion del modelo

para un vaso aislado

Los modelos unidimensionales reportados en la literatura para estudiar el flujo sanguineo
en redes arteriales, se resuelven de forma numérica. En dicho tratamiento es dificil desaco-
plar el efecto de las diferentes propiedades del sistema cardiovascular, como la elasticidad
de los vasos, en la forma de las ondas de flujo y presion sanguineas. Una de las ventajas de
contar con una solucién analitica, es que se puede hacer una inspeccion visual de en qué
términos de una ecuacién se encuentran los diferentes parametros fisicos. En otras palabras,
en una solucion analitica se puede examinar explicitamente el rol que juegan cada una de
las variables del sistema en la descripcién cualitativa de algin fendmeno.

La presion como funcién de la posicién en la direccién axial para un vaso aislado, ecuacion

3.46, se puede escribir como,

QinZ. (3.61)

sin(k.l) cos(k.x) Qin cos(k.l) cos(k.x)
cos

ple) = cos(k,l) — ZM sin(k.l) N sin(kcl‘)] M (kcl) — ZM sin(k.l)

Exploramos la estructura de esta solucién analitica y presentamos los resultados de separar
los términos de la ecuacién anterior para los datos de la aorta toracica. Denotamos cada

término de la siguiente forma:

(3.62)

. _ sin(k.l) cos(k.x) Qin
Ti(xz) = lCOS(kcl) —IM sin(kcl)l M
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To(z) = —sin(kcx)%[n y (3.63)
Ty(z) = cos(k.l) cos(k.x) O 2. (3.64)

cos(kl) — ZM sin(k.l)

de modo que en el dominio de Fourier, la presién para un vaso aislado estd dada por
p(x) = Ty (z) + Ty(z) + Ts(z). En la figura 3.16 se muestra la sefial de presién como funcién
de la posicion en la direccién axial y del tiempo, obtenida a partir de la ecuacién 3.61 para
la aorta toracica. En la figura 3.17 se muestra el mapa de colores correspondiente a los
datos de la figura 3.16. Las lineas negras son curvas de nivel cuya distancia entre ellas es
de 1 kPa. En dicha figura se puede observar que en la regién de diastole, las curvas de
nivel son lineas practicamente verticales, lo cual indica que a un tiempo dado, el valor de

la presién es practicamente independiente de la posicién axial.

16 r AN
S
14 b AN |
LN N \\\\\\\\\\\\\\\\\\\&\\\\\\\\\\\\\\\\\ T N
g Y L&%WWQ% Figura 3.16: Presiéon como funcién
0.24 < \\ \Q\\\\\\\\\\\\\\\\&\Q\\\\\\\\\\\K\\\\\\\\\\\\&\\\\\‘ N de la posicién en la direccién axial
0.2%‘.1‘—».‘. \ ~\\\:\\\\\\\\\\\\\\\\\\\§\§§\\\§\\¥§§\§§\\\\§\\\\\\\\\§§ y el tiempo’ p(x’ t)7 en la aorta
0‘16%, \\2§~ , \\\\\“\\\\\%§\\\\ toracica.
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Figura 3.17: Mapa de colores para la
presién como funcién del tiempo y de
la posicién en la direccién axial. Las
lineas corresponden a curvas de nivel
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% 0.15 cuya distancia entre ellas es de 1kPa.
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A y de la muesca dicrética. Con tridngu-
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del término Ty(z,t).
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Figura 3.18: En el lado izquierdo se muestran los términos a) Ty, b) T y ¢) T3 como funcién del
tiempo en el punto medio de la aorta. En el lado derecho se muestran los correspondientes mapas de
colores como funcion del tiempo y de la posicién en la direccion axial. Las lineas negras corresponden
a curvas de nivel cuya distancia entre ellas es de a) 1 kPa, b) 0.5 kPa y c) 1 kPa, respectivamente.
En el mapa de colores del término T5, se muestra con cuadrados blancos algunas posiciones de su
segundo minimo. En la grafica del término T3, se muestra con una linea roja punteada la presién en

la region de diastole en el punto medio de la aorta, es decir, se muestra el valor de la senial completa
T+ 15+ Ts.
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En el lado izquierdo de la Fig. 3.18 se muestran los términos 77, T3 y T3 como funcion
del tiempo, evaluados en el punto medio de la aorta toracica. Se encontré que el segundo
minimo del término 75 determina a grosso modo la posicién de la muesca dicrética. Con la
finalidad de observar claramente este comportamiento, en la Fig. 3.19 se muestran algunas
posiciones de la muesca dicrética y del segundo minimo del término 75, se puede observar
que ambas posiciones son cercanas. Este resultado también se puede observar en el mapa de
colores de la presién en la Fig. 3.17, en la que con cuadrados verdes se muestran posiciones

del segundo minimo del término 75 y con puntos blancos posiciones de la muesca dicrética.

X [m]
0.20f
I Figura 3.19: Los puntos rojos corres-
0.15¢ ponden a la posicién de la muesca
E dicrética. Los cuadrados azules corres-
0.10¢ _ ponden a la posicién del segundo mini-
[ -e-Presion , X
0.05" T mo del término 7.
oL | ]
' —— 1[s]

0.34 0.35 0.36 0.37

Por otro lado, se encontrd que el término T3 determina la caida de presién en didstole. En
la gréfica de la Fig. 3.18c izquierda, se muestra con una linea roja la presion en la region
de diastole como funcién del tiempo calculada en el punto medio de la aorta toracica. Se
puede observar que el término 73 se traslapa con la presion en esta region. En el mapa
de colores de dicho término, Fig. 3.18c derecha, se observa que al igual que en el de la
presién (Fig. 3.17), las curvas de nivel son lineas verticales, lo cual significa que en didsto-

le el valor del término T3 es practicamente independiente de la posicién en la direccién axial.

Por 1ltimo, encontramos que la posicion del pie de la onda, que corresponde a la posi-
cién de la presion diastolica, estd dada por el primer minimo de la suma de los términos
T1 + T5. En la figura 3.20 izquierda, se muestra dicha suma como funcién del tiempo, cal-
culada en el punto medio de la aorta toracica y en la derecha el correspondiente mapa de
colores como funcién de la posicién en la direccién axial y del tiempo. Como referencia se
muestran con tridngulos blancos posiciones del primer minimo de la suma. En el mapa de
colores de la presién, vea la figura 3.17, se comparan la posicién del primer minimo de la
suma T + T (tridngulos verdes) con la posicién de la presién diastélica (puntos blancos).
Se puede observar que ambas posiciones coinciden.
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Figura 3.20: Suma de los términos 77 4+ T5. En el lado izquierdo se muestra las suma como
funcién del tiempo en el punto medio de la aorta tordcica. En el lado derecho se muestra el
mapa de colores de la suma como funcién de la posicién en la direccién axial y del tiempo.
Las lineas negras corresponden a curvas de nivel cuya distancia es de 1 kPa.

Estos resultados indican que el avance de la muesca dicrética depende de las propiedades
del vaso y del flujo sanguineo proveniente del corazén, pero no de la condicién de frontera
a la salida del vaso, ya que el término 7, no contiene a las propiedades de la condicién de
frontera, mientras que la caida de presién en didstole depende fuertemente de la condicién
de frontera a la salida del vaso, ya que las propiedades de dicha condicién estan contenidas
en el término T3, el cual determina la caida de presién en didstole.

El analisis de los términos 17, Ty y T3, permitié identificar cudles de éstos determinan
algunas de las caracteristicas de la onda de presién, como la caida de presién en didstole y
el avance tanto de la muesca dicrética como el de la presiéon en diastole.

Nuestro modelo se podria aplicar a diferentes redes. El analisis de la solucién analitica
para cada caso, podria ayudar a identificar cuales de las propiedades del sistema en estudio
determinan las caracteristicas de la onda de presién sanguinea en condiciones normales y

patoldgicas.

3.6. Reduccidon de nuestro modelo 1D a un modelo 0D

Nuestro modelo 1-D para un vaso aislado se puede reducir a un modelo 0-D tipo Windkessel.
Los modelos 0-D relacionan la forma de las senales de presion y flujo con propiedades glo-
bales del sistema cardiovascular. Dichos modelos proveen relaciones entre las propiedades
globales del sistema cardiovascular y la presién sanguinea en condiciones como hiperten-
sién, que son ttiles desde el punto de vista clinico.
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Para reducir nuestro modelo 1-D a un modelo 0-D, promediamos en la direcciéon axial
la expresion para la presiéon en el dominio de Fourier de un vaso aislado, ecuacion 3.46,

esto es, X
~ _ Qin SIH(kcl) /I_l } C?in o=l B
p(w)) = IM costhd) s cos(k.x) dx e sin(k.x) dx+ (3.65)
. 7 x=l A . ~ .
QinZ i / cos(kor) da Qin |1 —cos(kel) + ZM sin(k.l)
Lcos(kel) [cos(kel) — ZM sin(kcl)} +=0 IMke | cos(kel) — ZM sin(k.l)

Desarrollamos una aproximacion a primer orden en w para la ecuacién 3.65, con lo cual se

obtiene un modelo tipo Windkessel en el dominio de la frecuencia,

[1 - inRC]ﬁfb = Rs@irm (366)

en donde, denotamos a la presién obtenida de la aproximacién a frecuencias bajas como
pfb7
nl

A K (w=0)) (3:67)

RS: |:R1+R2+

es una resistencia en términos de las propiedades del vaso, del fluido y de la condicién de
frontera de Windkessel; y

2
2 [7/40[;('50:0)} Cl+ gt CI(R, + Ry) + (Ry + Ro)*Cl + R3C,,

l
2A0[{7](w:0) + Rl + R2

Xne = ) (3.68)

es una variable que tiene dimensiones de resistencia por distensibilidad, RC, en términos
de las propiedades del vaso, del fluido y de la condicién de frontera de Windkessel.

Con la transformada inversa de Fourier de la ecuacién 3.66, se obtiene una ecuacién que

relaciona el flujo y la presién en el dominio del tiempo,

Py, (t) + Xre - RSQin (t) (369)

La solucién de la ecuacién anterior sujeta a la condicién de frontera p,, (t = 0) = py, en
donde py es la presion diastolica, esta dada por:

R —t t t
* Tne / Q. (f)evne dt. (3.70)
XRC 0

D,u(t) = puc¥ac +

Wang et. al. [9] sugirieron que la presién en la aorta, pa,, se puede representar como la
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suma de un reservorio de presién dependiente del tiempo e independiente de la posicién,
es decir, una presién dada por un modelo tipo Windkessel, més una presién de exceso,

Pex(x,t), la cual depende de la posicién en la direccién de flujo, esto es,
Pao(®,t) = Py (t) + Pex (1), (3.71)

de donde, se tiene que la presion en exceso estd dada por:

pex(xvt) :pAo(x7t) _ka(t)' (372)
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Wang et. al. [9] demostraron con senales de flujo y presiéon medidas en vivo, que la presién
de exceso es proporcional a la senial de flujo medida en la entrada de la aorta. Dicho trabajo
se realizé con la finalidad de encontrar una explicacion alternativa de porqué la forma de
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las senales de flujo y presién en la aorta son diferentes.

Siguiendo el trabajo realizado por Wang et. al. [9] calculamos la presién de exceso pa-
ra los datos de la aorta tordcica. Para ello utilizamos la presion a frecuencias bajas, p,,,
como la presiéon de un modelo tipo Windkessel, esto es, p,, = p,,. En la figura 3.22, se
muestran la sefial de flujo en la entrada de la aorta toracica y la presiéon de exceso obtenida
a partir de la ecuacién 3.72. Se ajustaron las escalas para poder comparar ambas senales.
Se puede observar que la forma de la senial de la presion de exceso es semejante a la forma

de la senal de flujo. Este resultado es similar al que obtuvieron Wang et. al. [9].

Nuestros resultados indican que la presién dada por un un modelo tipo Windkessel se
puede interpretar como una aproximacion de la presién total a frecuencias bajas. La reduc-
cién de nuestro modelo 1-D a un modelo 0-D nos permitié comparar algunos de nuestros

resultados con los obtenidos en trabajos previos [9].

3.7. Discusién

Derivamos un nuevo modelo para estudiar el flujo sanguineo en redes de vasos. A este
modelo lo nombramos modelo elastico de Darcy generalizado (MEDG), el cual se puede
resolver de forma analitica en el dominio de la frecuencia. El nombre proviene del campo
de estudio de medios porosos, en el cual existe una relacién entre el flujo y un gradiente
de presion constante, llamada ley de Darcy. En el campo de estudio de flujos pulsados se
ha derivado una relacién, en el dominio de la frecuencia, entre el flujo y el gradiente de
presién, llamada ley de Darcy generalizada o modelo generalizado de Darcy. Cuando se in-
cluye elasticidad, como en este trabajo, el gradiente de presion dependiente de la frecuencia
varia a lo largo de la posicién axial. Se supone que la ley de Darcy generalizada se cumple
localmente y en consecuencia, nombramos a nuestra formulacién MEDG.

Determinamos la exactitud de nuestra formulacion en distintos modelos idealizados que
van desde vasos aislados hasta una red de vasos que representa a la aorta y sus ramificacio-
nes principales, en condiciones fisiolégicas normales. En todos los casos, los errores relativos
promedio entre los resultados de nuestro modelo y las formulaciones 1-D y 3-D son meno-
res al 2.3 % para el flujo y menores al 2.1 % para la presién. Los resultados demuestran la
habilidad del MEDG de reproducir las principales caracteristicas de la ondas de presién y

flujo en redes de vasos sanguineos en condiciones fisiolégicas normales.

Nuestro andlisis de los términos de la presién en la aorta tordcica, nos permitié saber
cudles de ellos determinan algunas de las caracteristicas de la onda de presién como la
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muesca dicrotica, la presion diastolica y la caida de presion en didstole. Ademas redujimos
nuestro modelo 1-D a un modelo 0-D tipo Windkessel, lo cual nos permitié demostrar que
la presién en un modelo tipo Windkessel es una aproximacion a frecuencias bajas de la

presion.

3.7.1. Caracteristicas del modelo

Combinamos un modelo generalizado de Darcy 0-D, vélido para tubos rigidos, el cual
toma en cuenta la ecuacién lineal de balance de momento para fluidos Newtonianos o
viscoeldsticos de Maxwell, con un modelo 1-D derivado de la ecuacién de continuidad
2-D, la cual toma en cuenta las velocidades axial y radial del fluido, y una relacién, tipo
ley de Hooke, entre la presiéon y los desplazamientos en la direccién radial. Para ello,
suponemos que la contribucion méas importante a la variacién de la velocidad, en la direccién
axial, proviene de la presién. Derivamos nuestro modelo considerando que la ley de Darcy
generalizada se cumple localmente para cualquier gradiente de presiéon. La ecuacién de
continuidad acoplada a la ley de Hooke, combinada con la ley de Darcy generalizada,
permite escribir una ecuacién diferencial tipo oscilador armonico para la presién en el
dominio de la frecuencia. Una vez que la ecuacién diferencial se resuelve con condiciones de
frontera conocidas en los extremos del vaso, se puede obtener una expresién para calcular el
gradiente de presién en cualquier punto a lo largo de la direccién axial. En consecuencia, con
dicho gradiente, la ley de Darcy generalizada nos permite calcular los perfiles de velocidad
y flujo para vasos eldsticos.

3.7.2. Limitaciones del modelo

Nuestro modelo tiene dos limitaciones importantes: uno es que considera inicamente térmi-
nos lineales, ya que despreciamos los términos convectivos de la ecuacién de balance de
momento, lo anterior es con el fin de poder trabajar en el dominio de la frecuencia. La li-
nealizacién de las ecuaciones es una aproximacion vélida para las redes estudiadas, ya que
los niimeros de Reynolds en los vasos que las conforman son tales que el flujo es laminar.
La segunda limitacion es que debido a que utilizamos una aproximacién 1-D, el flujo es
axisimétrico. El rango de aplicabilidad de nuestra metodologia se validé para la aorta y
sus principales ramificaciones. En este sentido, la concordancia con los resultados de la for-
mulacién 3-D con geometria realista (curvatura, torsién y estrechamiento del radio) indica
que, al menos bajo condiciones fisioldgicas normales -en ausencia de estenosis o aneurismas-
nuestra aproximacion 1-D y la linealizacién de las ecuaciones, son razonables. Suponemos
que alrededor de valvulas, obstrucciones y estenosis grandes, la formulacién 1-D lineal sera

menos precisa. Sin embargo, esta suposicién necesita ser corroborada.
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La solucién analitica que hemos obtenido es valida para tubos sin estrechamiento en el
radio, lo cual no constituye una seria limitacién, ya que el estrechamiento se pude simular
de manera discreta dividiendo un segmento en sub-segmentos, cada uno de ellos con un

radio y propiedades elasticas distintas.

3.7.3. Ventajas analiticas del modelo

Una vez que se conocen las presiones en cada uno de los nodos de la red, las ecuaciones de
nuestra formulacién se pueden utilizar para obtener, de forma analitica, senales de flujo y
presién, asi como perfiles de velocidad en cualquier punto de la red. Una solucién analitica
permite hacer una inspeccion visual de en dénde se encuentran los diferentes parametros
fisicos en los diferentes términos de una ecuacién. Por ejemplo, en las ecuaciones 3.46, 3.47
y 3.48 para un vaso aislado, uno puede observar cémo el pardmetro elastico C entra en
dichas ecuaciones, examinando como este interviene en las variables k. y M. Para una red,
tener una solucion analitica permite identificar la contribucion de cada vaso a los elemen-
tos de la matriz K. Vea, por ejemplo, la matriz para el modelo de la aorta completa en
el apéndice C. Si uno quiere analizar en qué lugar las propiedades de la arteria celiaca
(segmento arterial 14), por poner un ejemplo, entran en la matriz respuesta, uno puede
identificar los dos términos en la diagonal y los dos términos fuera de la diagonal que con-
tienen las propiedades de este vaso en particular.

Contar con una soluciéon analitica permite hacer cdlculos en menor tiempo. Para una red
dada, la inversion analitica de la matriz K se tiene que hace una sola vez. Posteriormente,
si se quieren probar diferentes valores de las propiedades de la sangre y de los vasos san-
guineos, la solucién se puede evaluar de forma numérica sin tener que resolver el sistema
de ecuaciones cada vez, tal y como se hace en las aproximaciones numéricas. La inversion
simbdlica para obtener la matriz K1 se puede llevar a cabo de forma sencilla para redes
pequenas. Por ejemplo, para el modelo de la aorta completa, la inversién simbdlica de la
matriz de tamano 20x20 en Mathematica 7, tarda 0.93 segundos de tiempo de maquina,
utilizando el método de descomposicién LU (del inglés Lower-Upper) en una computadora
personal con un procesador Intel CORE i5-3427U a 1.8GHz, con una memoria RAM de
4GB a 1600MHz, con un sistema operativo Ubuntu 14.04 LTS. Ademads de ello, nuestra
aproximacién analitica permite obtener resultados en poco tiempo cuando se quieren pro-
bar diferentes flujos incidentes, una vez mds sin tener que volver a calcular K= para cada
flujo incidente. Esta ventaja es relevante en estudios en los que se requieren cientos de
miles de simulaciones, por ejemplo, para crear poblaciones virtuales [67] y en anélisis de
incertidumbre y sensibilidad de las senales de flujo y presién [68,69].
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3.7.4. Resultados para los vasos aislados estudiados

Comenzamos por probar nuestra formulaciéon en dos modelos de referencia que representan
a la arteria cardtida comin (Fig. 3.12) y a la aorta toracica superior (Fig. 3.13) en condi-
ciones fisiolégicas normales. Estos modelos idealizados no toman en cuenta la curvatura,
la torsion, el estrechamiento del radio, ni las bifurcaciones, todas ellas propiedades que se
pueden encontrar en aortas y cardtidas. Bajo estas suposiciones nuestro modelo es capaz
tanto de capturar las principales caracteristicas de las ondas de flujo y presién, contenidas
en las soluciones de modelos numéricos 1-D y 3-D, como de reproducir perfiles de velocidad
similares a los obtenidos en la formulacién 3-D [13]. Los errores relativos son consistente-
mente mas pequenos para el modelo de la carétida que para el modelo de la aorta. Esto se
debe a que las fuerzas inerciales son mas importantes en el modelo de la aorta; en donde
el nimero de Reynolds es aproximadamente un orden de magnitud més grande que en la

carétida y los términos no lineales tienen mayor relevancia [13].

3.7.5. Resultados para las redes estudiadas

Los dos modelos de referencia que utilizamos para evaluar nuestra formulacién contienen
bifurcaciones arteriales, una caracteristica anatémica importante en el estudio del flujo san-
guineo en redes de vasos. Estos modelos son el de una bifurcacién simple y el de la aorta
completa con multiples bifurcaciones. El MEDG de la aorta completa contiene, de forma
aproximada, el estrechamiento del radio, esto es, la aorta se modela en varios segmentos,
cada uno de ellos con diferente radio. En los dos modelos de referencia para redes, el MEDG
es capaz de reproducir las principales caracteristicas de las senales de flujo y presién con
un error promedio menor al 2.1 % para la presién y menor al 2.3 % para el flujo (Figs. 3.14
y 3.15). Tanto en la formulacién 1-D como en la 3-D se considera estrechamiento del radio.
Adicionalmente, en la aproximacién 3-D se simula la curvatura y torsién del arco aodrtico.
Las diferencias entre los resultados de nuestra formulacién analitica y los obtenidos de la
formulacién 1-D surgen de las distintas consideraciones de los modelos. Por ejemplo, en la
formulacién 1-D se impone una forma para el perfil de velocidad mientras que el MEDG
predice perfiles de velocidad similares a los de Womersley [26]. Las diferencias entre los
resultados del MEDG vy los resultados numéricos de la formulacién 3-D surgen de las con-
sideraciones y simplificaciones del MEDG. Sin embargo, es relevante hacer notar que las
diferencias entre nuestra solucion analitica y las soluciones numéricas utilizadas, podrian ser
irrelevantes en aplicaciones clinicas, ya que las diferencias observadas en los modelos serian
insignificantes con respecto a las incertidumbres provocadas por diferentes fuentes fisicas y
fisiol6gicas. Vea por ejemplo el trabajo de Chen et. al. [66] en el cual se estudié el efecto de
la variacién de algunos de los pardmetros de un modelo 1-D, como el médulo eléstico, en la
forma de las ondas de presién con la finalidad de cuantificar la incertidumbre de las mismas.
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Se requieren pruebas adicionales para evaluar la exactitud del MEDG para reproducir
perfiles de velocidad y ondas de flujo y presién en geometrias arteriales anatémicamente
realistas e incluir la comparacién con mediciones hemodindmicas in vivo. Ademaés, se de-
beria validar nuestra formulacién con un modelo 3-D en el que la deformacién de la pared
sea mas realista que el de una pared compuesta por un material elastico lineal, empleado
en Xiao et. al. [13]. Asimismo, los resultados del MEDG se podrian comparar con los de
una formulacién 1-D no lineal que no impusiese una forma para el perfil de velocidad (vea
por ejemplo Bessems et. al. [14]).

3.8. Conclusiones y perspectivas

Demostramos que las senales de flujo y presion en arterias grandes se pueden reproducir
con un modelo elastico de la ley de Darcy generalizada, para el cual se tiene una soluciéon
analitica en el dominio de frecuencia. Se probo la exactitud de nuestra formulacién en dife-
rentes casos de referencia en los que el grado de complejidad aumenta. Para tales modelos
se cuenta con resultados numeéricos 1-D y 3-D para perfiles de velocidad, y senales de flujo
y presion. Los resultados muestran la capacidad de nuestro modelo para reproducir las
principales caracteristicas de las ondas de flujo y presién, tanto en un solo vaso arterial,
como en redes de vasos con curvatura, torsién y estrechamiento del radio. Este estudio
proporciona apoyo adicional al uso de modelos 1-D para simular de forma aproximada las
senales de flujo y presién con un bajo costo computacional.

Nuestros resultados sugieren que el MEDG tiene una precisién razonable para explorar
el rol que juegan diferentes parametros fisicos del sistema cardiovascular en la forma de las
senales de flujo y presion. Para el caso més sencillo de un vaso aislado, encontramos que
la posicién de la muesca dicrética no depende de la condicién de frontera de Windkessel,
mientras que la caida de presién en didstole es determinada por dicha condicién. Nuestro
modelo se puede utilizar en diferentes redes. Un andlisis detallado de la solucién analitica
para cada caso, podria permitir identificar las propiedades del sistema que determinan las
caracteristicas de las ondas de presién que cambian con enfermedades, tales como la hiper-
tension, y con ello poder orientar las terapias adecuadas para su tratamiento. Demostramos
que la presién obtenida de un modelo tipo Windkessel es una aproximacién a frecuencias
bajas de la senal de presién medida en la aorta.

El carédcter analitico de nuestro modelo tiene la ventaja de bajar el costo computacional,
lo cual es importante para estudios en los que se requieren cientos de miles de simulacio-
nes [67-69].



4

DINAMICA INTERFACIAL EN
MICROCANALES

4.1. Antecedentes

Los fenémenos interfaciales son muy comunes en la naturaleza y juegan un papel muy
relevante en muchos sistemas bioldgicos y procesos industriales. Ejemplos de este tipo de
fenémenos se pueden observar en algunas plantas, ya que algunas de ellas tienen superficies
con caracteristicas superhidrofébicas, como las hojas de loto, en la que su nano y micro
estructura minimizan la adhesién del agua; otras tienen superficies superhidrofilicas como
los musgos, los cuales carecen de raices, de modo que han desarrollado superhidrofilicidad
como un mecanismo para obtener agua y nutrientes del ambiente [70]. Otro sistema en
donde los fendmenos interfaciales son importantes es en las bombas pasivas utilizadas para
mover fluidos en sistemas microfluidicos. Estas utilizan la presién capilar, la cual est4 rela-
cionada con la tensién superficial y la curvatura de una interfase, para generar gradientes
de presion dentro de microcanales [4,5]. Este tipo de bombas permiten mayor portabilidad,
ya que evitan el uso de equipo externo para mover fluidos.

En los ultimos afios, el uso de sistemas de microfluidica se ha incrementado considera-
blemente. Una de las primeras aplicaciones tecnolégicas de este tipo de sistemas fue en
el analisis quimico, para el que los sistemas microfluidicos presentan ventajas importantes
como ahorro de muestras y reactivos, fabricacién de bajo costo, tiempos de analisis cortos
y buena portabilidad [71]. Un uso mds reciente de estos sistemas es la fabricacién de 6rga-
nos en circuitos integrados (organs on chips, en inglés), en los cuales se cultivan células
en diferentes cdmaras micrométricas, con la finalidad de simular las funciones fisiologicas
de érganos y tejidos. En algunos de ellos se busca tener flujos y forzamientos pulsados [3].
Por otro lado, se ha demostrado que la imposicién de presiones pulsadas es una estrategia
sencilla para controlar el flujo en los microcanales [72]. A pesar de todas sus aplicaciones tec-

noldgicas, la comprension de los principios fisicos que regulan estos sistemas es solo parcial.

En el area de microfluidica existen diversos estudios experimentales de flujos bifdsicos
liquido-gas y liquido-liquido. El uso de este tipo de flujos en microsistemas tiene diversas

56



4 Dindmica interfacial en microcanales 57

aplicaciones en sensores biomédicos, reactores quimicos y sistemas de fabricacién de espu-
mas y emulsiones [73-75]. Debido a la presencia de interfases, las ecuaciones hidrodindmicas
para estudiar algin sistema de flujo se vuelven complicadas y por tanto, a diferencia de
los muchos trabajos experimentales que existen, hay pocos trabajos teéricos o estudios
numéricos, que utilizando dichas ecuaciones exploren este tipo de sistemas. Por lo tanto,
es necesario desarrollar modelos para entender la dindmica de fluidos bifasicos pulsados a
microescalas.

4.1.1. Sistema de estudio

Nuestro sistema de estudio, consiste en un microcanal rectangular rigido, formado por un
par de placas paralelas rectangulares de dimensiones L x w (vea la Fig. 4.1). Dichas placas
estan separadas por una altura, b, la cual es mucho menor que las otras dimensiones del
sistema. Esta configuracion se ha utilizado para estudiar el movimiento de interfases en
microcanales con rugosidad [76]. Dentro del microcanal se tienen dos fluidos viscosos que
son inmiscibles entre si, lo cual da lugar a la formacion de una interfase. Se desea analizar
la dindmica del sistema bulto-interfase al imponer una presién oscilatoria en la entrada del

microcanal.

A Z
| L |
i
> |b
“Fluido 1~~~ Fluido 2
/4/ < v
Y Interfase

Figura 4.1: Microcanal rectangular con dos fluidos inmiscibles entre si.

La geometria de nuestro sistema de estudio es sencilla, sin embargo, la existencia de la
interfase y la condicién de frontera oscilatoria hacen que la solucién de las ecuaciones de
la formulacién macroscépica sea complicada. En dicha formulacién, la dindamica interfacial
se puede estudiar a través de las ecuaciones de Navier-Stokes para el bulto de cada uno
de los fluidos mas un par de condiciones de frontera en la interfase fluido-fluido. Desde el
punto de vista macroscépico la regién que separa los dominios de composicion (es decir, la
interfase) es tratada como una linea matemética bien definida. A continuacién se presentan

las ecuaciones de la formulacién macroscopica para nuestro sistema de estudio.
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4.1.2. Ecuaciones de la descripcion macroscépica

Las ecuaciones de Navier-Stokes estan dadas por:

0
p {6: +(v-V) v] = —Vp+nV3v, (4.1)

en donde v es el campo de velocidades, p es la presion, p es la densidad del fluido y 7 su
viscosidad. En la ecuacién 4.1 no se toma en cuenta el efecto de la gravedad ya que la altura
de los microcanales es pequena. La ecuacién 4.1, junto con la ecuacién de continuidad para
un fluido incompresible,

V-v=0, (4.2)

son necesarias para describir la dindmica de bulto de un fluido viscoso.

Dado que tanto las velocidades como las longitudes caracteristicas en los microcanales
son pequenas, los nimeros de Reynolds son tales que se tiene un flujo laminar (los nimeros
de Reynolds tipicos en los sistemas de microfluidica se encuentran por debajo de 1000 [77]),
por lo que podemos despreciar los términos convectivos de las ecuaciones 4.1, con lo que
éstas se reducen a:

pSY = —Vp + V3. (4.3)

ot

Dada la geometria del microcanal y su rigidez, suponemos que el fluido sélo se mueve en
la direccién z. En consecuencia, la presion sélo cambia en la misma direccion y no existe
velocidad en la direccién z. Asi las ecuaciones lineales de Navier-Stokes (ecuaciones 4.3) se

reducen a:

8vx__@+ 0%v,,
Por = Tdr " Toz

La ecuacién anterior se puede resolver en el dominio de Fourier. Al imponer condiciones de

(4.4)

frontera de no resbalamiento en las paredes del microcanal, v, (z = —b/2) = v, (2 = b/2) =
0, se obtiene una expresion para la velocidad en la direccién axial en el dominio de Fourier,
0, (z,w), la cual se puede promediar en la direccién normal a las paredes para obtener una

ley de Darcy generalizada, esto es,

K (w) dp
n dx’

(D) = — (4.5)

en donde, (0,) es la velocidad axial promediada en la direcciéon normal a las paredes y

K(w)=—--—1 {1 (4.6)

wp
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es la permeabilidad dindmica, con % = ijf—n”. La solucién detallada de la ecuacién 4.4 para
un solo fluido en una celda rectangular y un gradiente de presion dependiente del tiempo,

se puede consultar en el apéndice E.

Y
Ap = ok
e
1 ) Figura 4.2: Esquema de las variables del sis-
tema y de las condiciones a la frontera en la
Vi Un, V2 interfase fluido-fluido.
P1 D2

La ecuacion que gobierna la dindmica de la presién en el bulto de cada uno de los fluidos,

se obtiene de la combinacién de las ecuaciones 4.2 y 4.3, esto es,
Vip =0. (4.7)

Las condiciones en la interfase fluido-fluido relevantes para el sistema de estudio son dos.
Una de ellas se obtiene al considerar un equilibrio termodinamico local. Esta condicion es
conocida como la ecuacién de Young-Lapace:

Ap = ok, (4.8)

en donde, Ap = p,—p; es la caida de presién a través de la interfase, s es su curvatura y o es
la tensién superficial (vea la Fig. 4.2). La otra condicién se obtiene de la impenetrabilidad
de los fluidos y garantiza la continuidad de la velocidad normal de la interfase, v,,, con la
velocidad del fluido en la interfase, la cual estd dada por,

6 pb* Ov, b?

6pbron Y G4 4.9
512p ot ¢ 19, P B (4.9)

en donde, f1 es un vector normal a la interfase.

La ecuacién 4.9 se obtiene de una aproximacién a primer orden en la frecuencia de la
ley de Darcy generalizada. Dicha ley, tiene una forma integral complicada en el dominio
del tiempo. Con la finalidad de tener una expresion sencilla para la velocidad del fluido en
el dominio del tiempo, aproximamos 7/ K (w) a orden lineal en w y encontramos una forma
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aproximada de la ley de Darcy generalizada en el dominio de la frecuencia, esto es,

12n . 6 L op

Con la transformada inversa de Fourier la ecuacién anterior se puede escribir en el dominio

del tiempo como,
6 pb* O{va).
512n Ot

v dp

+ (Ve). = —max- (4.11)

Esta ecuacion se obtuvo para la velocidad en el bulto de uno de los fluidos a lo largo de la
direccién axial, sin embargo, cuando se introduce una interfase, la curvatura de la misma
puede causar gradientes de presién en direcciones diferentes a la axial. En este caso, se
puede asumir que la ecuacién 4.11 es valida localmente, con lo que en cualquier punto del
fluido se tiene que,

6 pb* 0T b2

bpo”ov Vg, 4.12
si2not T 12y VP (4.12)

Las ecuaciones 4.7, 4.8 y 4.9, constituyen las ecuaciones de la formulaciéon macroscépica.

4.1.3. Mojado y tubo capilar

La miniaturizacién de las geometrias de flujo en los sistemas de microfluidica hace que los

fenémenos interfaciales como el mojado sean importantes.

La palabra mojado se refiere al estudio de como un liquido se extiende sobre una su-
perficie sélida o liquida. El mojado es relevante en multiples sistemas y procesos, como los
siguientes [46]:

e Fn el ojo. La cornea por naturaleza tiene un caracter hidrofébico, sin embargo, un
ojo sano debe encontrarse humectado. Para ello, las ldgrimas contienen proteinas
(lamadas mucinas) que le infieren un cardcter hidrofilico a la superficie del ojo, lo

que permite la formacién de una pelicula acuosa.
e El ascenso de la savia en una planta.
e En la fabricacién y diseno de pinturas, impermeabilizantes, tintas y recubrimientos.
e En la fabricacién de saborizantes, colorantes y conservadores.

En equilibrio mecéanico, las propiedades de mojado de un liquido sobre una superficie sélida
surgen de la competencia de las tensiones superficiales de cada una de las interfases del
sistema. En la Fig. 4.3 se muestran, para dos fluidos inmiscibles entre si en contacto con
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una fase sélida, dos condiciones de mojado caracterizadas por el dngulo de contacto 6.
Cuando 6. < 90° el sistema es hidrofilico y cuando 6. > 90° el sistema es hidrofébico [78].

Fluido 2
m Fluido 2 [ Fluido 1
Hidrofilico Hidrofébico 0.
0. < 90° 6. > 90°
Fluido 1 QZ Fluido 2 Fluido 1 ee) Fluido 2

Figura 4.3: Izquierda, sistema hidrofilico. Derecha, sistema hidrofébico.

Un ejemplo sencillo en el que se puede observar el efecto del mojado en la dinamica de una
interfase es el avance de un liquido hidrofilico dentro de un tubo capilar hidrofilico de radio
R (vea la Fig. 4.4). Para estudiar la dindmica de la interfase, se supone que el dngulo de
contacto, #, no cambia durante el ascenso del liquido y que su valor es aproximadamente
el de equilibrio # =~ #,. La interaccién del fluido con las paredes del tubo capilar induce
una curvatura en la interfase, la cual estd dada por: k = 2cos./R, en donde R es el radio
del tubo capilar. Para el caso de un microcanal rectangular la curvatura esta dada por:
k = 2cosf,/b, en donde b es la separacién entre las placas. La curvatura de la interfase a
su vez produce un cambio en la presién antes del menisco, p4, la cual se pude calcular a

través de la ecuaciéon de Young-Laplace, esto es,

20 cos b, 20 cosf,

7 con lo que p4 =pg — 7 (4.13)

Ap. =po —pa=ok =
en donde, Ap, es la presién capilar, py es la presion atmosférica y o es la tensién superficial.
Por tanto, la presién en el aire, pg, es mayor que la presiéon medida en el liquido antes del
menisco, pa. Si consideramos que la presién en el fondo del capilar, pg, es la presion
atmosférica, esto es, pp = Po = Patm, la diferencia de presiones a lo largo de la columna
de liquido se puede escribir como pg — ps = %, la cual hace que el liquido se mueva
dentro del tubo capilar. En equilibrio dicha diferencia debe ser igual a la presion de la
columna del liquido, Ap, = pgH.,, por lo que igualando ambas diferencias obtenemos que

la posicién de equilibrio, H,,, estd dada por [78]:

_ 20cosf,

H, = 4.14

La evolucion temporal de la posiciéon promedio del menisco se puede estudiar a través de
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R Figura 4.4: Representacién esquematica del

Q_/Jﬂ/ ascenso de un liquido hidrofilico en un tubo

N 9: capilar. La curvatuga ingucidea en el liquido

estd dada por Kk = — = o8 °, en donde R

H(D) es el radio del tubo gapilar. En el caso del mi-
crocanal rectangular, la curvatura esta dada

aire 2cosf
& % por: Kk = ¢ en donde b es la separacién
liquido b

entre las placas.

un balance de las fuerzas que juegan un papel en el movimiento del fluido [78]. Una de
las fuerzas que induce el movimiento del fluido dentro del tubo es la capilar, la cual es
ocasionada por la presién capilar, esta es,

f. = nR*Ap... (4.15)

Por otro lado, las fuerzas que se oponen al movimiento del fluido son la generada por el
peso de la columna de liquido, dada por,

f, = pgmR2H(t) (4.16)

v la de friccidn, la cual es generada por la caida de presién viscosa, esta tltima se obtiene
de la relacién de Poiseulle, Q = mR?V (t), que para un tubo se puede escribir como, Q =
TAp,

R*. Por tanto, la fuerza de friccién estd dada por,
SnH (1) ’ P

fn=7R*Ap, = 8nH(t)V(t). (4.17)

La ecuacién de balance de fuerzas se puede escribir como:

d(MV)
dt

=fe—fo—Io (4.18)

en donde, la masa depende del tiempo, esto es, M (t) = nR*pH(t) y V(t) = 4L Sustitu-
yendo las ecuaciones 4.15, 4.16 y 4.17 en la ecuacién 4.18 obtenemos:

d[H(t)V(t)] 20cosb.
dt - R

pgH (L) — %H(t)V(t). (4.19)

p
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Tubo horizontal

Para el caso de un tubo capilar horizontal, el término pgH (t) en la ecuacién 4.19 se puede
despreciar. En tal caso, la solucién de dicha ecuacion estd dada por:
Rcos@,
HOV(t) = % (1 - e_t/T> , (4.20)
n

2
P . ;e . p
en donde 7 = e es un tiempo caracteristico del sistema, el cual separa dos regimenes:
n

e Régimen inicial, ¢ << 7. Desarrollando la exponencial de la ecuacién 4.20 a orden
lineal en el tiempo adimensional ¢/7 e integrando tenemos que la posicién promedio

del menisco se puede calcular como:

1/2
20 cosbe 98) ¢ (4.21)

H{t) = ( pR

En este régimen la posicién del menisco crece linealmente en el tiempo. La duracion
del mismo es muy pequena en la mayoria de los sistemas capilares. Por ejemplo, para

un tubo de 1mm de radio que contiene agua 7 ~ 1s [78].

e Régimen viscoso, t >> 7. A un tiempo mucho més grande que 7, la solucién de la

ecuacion 4.20 es:
ocRcos6, ; 1/2

2n

en donde Hj es la posicién inicial del menisco. En este régimen la inercia del liquido es

H(t) = |H; + : (4.22)

superada por la fuerza viscosa. La ecuacion 4.22 es conocida como la ley de Washburn
y se utiliza también para estudiar el avance de liquidos en medios porosos. A tiempos
suficientemente grandes dicha ecuacién se reduce a H (t) ~ t1/2,

Las ecuaciones anteriores describen la posicion promedio del menisco en el tiempo. Por
lo tanto, en ellas se desconoce la dependencia de la posicién del menisco con la direccién
normal a la pared.

4.1.4. Modelos mesoscopicos

En la formulacion macroscépica se contempla una interfase bien definida con un ancho
infinitamente pequeno. En consecuencia, tanto las variables que definen al sistema como su
derivadas son discontinuas en la interfase. La condicién de frontera dada por la ecuacion
de Young-Laplace (ecuacién 4.8) contiene la curvatura de la interfase, por lo que, para
determinar dicha condicién se requiere conocer la forma de la interfase, que es la solu-

cion al problema. A este tipo de problema se le conoce como problema de fronteras libres.
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Dicho problema impide obtener soluciones analiticas a cualquier tiempo. Ademas de ello,
al imponer un gradiente de presién dependiente del tiempo los métodos computacionales
para estudiar dindmicas interfaciales se vuelven complicados ya que requieren rastrear la

posicion de la interfase a todo tiempo.

a) b)
b

A

Figura 4.5: a) Perfil del pardmetro de orden en equilibrio como funcién de la posicién z.
b) Potencial quimico de doble pozo como funcién del pardmetro de orden.

Una alternativa para evitar el problema de fronteras libres son los modelos de campo, cu-
ya solucién numérica es facil de implementar. Uno de los primeros usos de este tipo de
modelos fue para estudiar la evolucién de la microestructura en aleaciones durante proce-
sos de solidificacién fuera de equilibrio [36]. Sin embargo, el uso de este tipo de modelos
se ha diversificado. En el area de dinamica de fluidos, algunos fenémenos como el de la
formacién de dedos viscosos [41,42] y el de movimiento de interfases en microcanales con
rugosidad [76], se han estudiado exitosamente a través de estos modelos.

La principal caracteristica de los modelos mesoscopicos es que en ellos la region inter-
facial es difusa, su ancho es proporcional a un pardmetro €, el cual se encuentra en la
mesoescala (vea la Fig. 4.5a). Por lo tanto, en dichos modelos no existen discontinuidades
en las variables, no se tiene una condicién de frontera que dependa de la forma de la in-
terfase y en consecuencia no es necesario rastrear la posicién de la misma. Para tener una
interfase difusa se introduce una ecuaciéon de movimiento para un parametro de orden ¢,
el cual cambia de forma suave entre dos valores de bulto bien definidos, ¢, = £1, como
se aprecia en la Fig. 4.5a, y permite determinar la ubicacion de las fases que componen al
sistema. El pardmetro de orden se relaciona con una variable intensiva del sistema, como
la densidad o la concentracién de alguno de los fluidos. En el esquema de la Fig. 4.5a se

ilustra con un mapa de colores.
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En los modelo de campo la dindmica del sistema se describe a través de una ecuacion de
movimiento, la cual se basa en una formulacién similar a la de Ginzburg-Landau [79] en la

que el funcional de energia libre del sistema, F[¢], estd dado por:

~ [ars(o /W( WW) (4.23)

en donde f(¢) representa la densidad de energfa libre del sistema y V(¢) = V — %qf)Q + %gﬁ‘l
es un potencial de doble pozo (vea la Fig. 4.5b), el cual permite la coexistencia de dos fases.
En la ecuacion 4.23 el término que contiene al gradiente del pardmetro de orden permite
la existencia de la interfase.

Para escribir la ecuacién de movimiento se requiere la derivada del funcional ! de la energia

'La derivada funcional se puede definir como:

070 = [ a3 Booa).

en donde, F[¢] es un funcional de la funcién ¢ (z). Para obtener la derivada funcional de la ecuacién
4.23, usaremos como ejemplo el término |V¢|?, esto es,

Flo] = / (jﬁ)z da.

Evaluamos 0.F para el término seleccionado,

3 = Flort b0~ 7ol - | [(f)ff{jﬁﬁ ()" (%) ]dx.

Debido a que d¢ es un cambio infinitesimal de la funcién ¢, podemos despreciar el término cuadrati-

co. Por tanto,
do d5¢
22 A
0F = / dxr dx

Esta integral se puede resolver por partes,

2
Ry P

Finalmente, comparamos el resultado anterior con la definicién de la derivada funcional, con lo que
llegamos a

oF 2d2¢

5o Tdax?’

Los otros cuatro términos de la ecuacion 4.24 se obtienen de forma similar.
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libre con respecto a ¢, esto es,

0OF

o - (9) =V'(¢) = €V =~ + ¢ — V9, (4.24)

en donde, el potencial quimico, u(¢), se define como el cambio del funcional de la energia
libre del sistema con respecto a un cambio del parametro de orden.

En términos del pardmetro de orden, la ecuacién de conservacion de masa se puede es-

cribir como,

9¢ .
= = —V -j(9), (4.25)

en donde, el flujo se puede definir en términos del gradiente de potencial quimico, esto es,

i(@) = =MV pu(¢), (4.26)

M es un parametro relacionado con la movilidad del sistema.

Por lo tanto, la ecuacién de movimiento del parametro de orden estd dada por,

% =V <M V?Z) =V -MVu(p). (4.27)
La ecuacién anterior es conocida como la ecuaciéon de Cahn-Hilliard o ecuacién del modelo
B, de acuerdo con la clasificacién propuesta por Hohenberg y Halperin [79]. En el édrea
de dindmica de fluidos, esta ecuacién se ha utilizado para estudiar diferentes problemas
como la formacién de dedos viscosos de Saffman-Taylor [41] y la dindmica de interfases en
microcanales rugosos [43]. Dicha ecuacién también se ha utilizado para estudiar dindmicas
interfaciales al imponer gradientes de presién oscilatorios [42]. Para ello se consideré que la
respuesta del sistema a la condicion de frontera era instantanea. Los resultados del trabajo
mencionado ayudaron a plantear y analizar estudios experimentales en dedos de Saffman-
Taylor al imponer forzamientos periédicos [45].

En equilibrio termodindmico, es decir cuando u(¢) = 0, a partir de la ecuacién 4.24 se
puede demostrar que el pardmetro de orden adopta el perfil:

¢ = ¢, tanh (\/g) : (4.28)

el cual se ilustra en la Fig. 4.5a.
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4.1.5. Identificacién de parametros macroscépicos y mesoscopicos

Para que un modelo de campo se pueda utilizar en el estudio de algin sistema, se debe
probar que en limite de una interfase bien definida, el modelo reproduce las ecuaciones de
la descripcién macroscépica. Para ello se hace un estudio de las ecuaciones cuando el ancho
de la interfase tiende a cero, es decir, se hace un desarrollo asintético de la ecuacién de

movimiento en el limite en el que € — 0.

Para el modelo de campo cuya ecuaciéon de movimiento estd dada por la ecuacién 4.27, el
desarrollo asintético se puede consultar en la tesis de licenciatura de Rodrigo Ledesma [80].
De dicho desarrollo se obtiene una expresion para la velocidad normal de la interfase, v,
definida en un sistema coordenado curvilineo, (u, s), en donde u mide la distancia normal
a la interfase y s la longitud de arco sobre la misma, en términos de la derivada espacial

del potencial quimico, es decir,

M O

w1 en la ecuaciéon 4.29 es el potencial quimico a primer orden de un desarrollo en potencias
de €. La ecuacién 4.29 es equivalente a la condicién de frontera para la velocidad normal
de dos fluidos inmiscibles en contacto, es decir, es equivalente a la ecuacion 4.9 en estado
estacionario, en donde, v, estd dada por la ley de Darcy de estado estacionario (vea la
ecuacién E.4 en el apéndice E).

Ademas de la ecuacion 4.29, a través del desarrollo asintético se obtienen dos ecuacio-
nes adicionales, una para el bulto del fluido y otra para la diferencia de presiones en la

interfase, es decir:

0_/

26,

las cuales son equivalentes a la ecuaciones 4.7 y 4.8 de la descripcion macroscépica. De

Vi =0 'y = K, (4.30)

aqui se puede obtener la siguiente identificaciéon entre los parametros mesoscopicos y ma-

croscopicos,
M !

g
p = bepn, K:_2¢2 Y 0=550 (4.31)
eq e

< 109,
en donde M es un pardmetro relacionado a la permeabilidad del fluido y o’ = / <80) dw
o w

es un parametro relacionado al ancho de la interfase. De esta identificacion se tiene que el
potencial quimico juega el papel de la presion en la descripciéon macroscopica, la movilidad
el de la permeabilidad y que la tensién interfacial esta relacionada con el ancho de la inter-
fase. La identificacion entre el potencial quimico y la presién se ha utilizado previamente
para estudiar la dindmica de interfases al aplicar diferentes gradientes de presién [41-43,76].
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Los modelos de campo utilizados para estudiar dindmicas interfaciales anteriores a este
trabajo, no han tomado en cuenta la inercia del sistema, es decir, en ellos se consideré que
la respuesta a una condicién de frontera pulsada era instantdnea. Dicha aproximacion es
vélida para frecuencias bajas.

En este trabajo desarrollamos un modelo de campo cuya ecuacién en el limite de una
interfase bien definida reproduce un término asociado a la inercia del sistema. Por lo tanto,
la respuesta del sistema a un forzamiento pulsado dependera de la frecuencia impuesta
en el mismo. Estudiamos este efecto y el de la interaccién fluido-pared en la dindmica
interfacial.

4.2. Ecuacién de movimiento del nuevo modelo de campo

Dado que en el limite de una interfase bien definida los modelos de campo existentes para
estudiar dindmicas interfaciales fluido-fluido no reproducen un término relacionado a la
inercia del sistema, el cual es importante cuando se desean estudiar movimientos pulsados,
desarrollamos un nuevo modelo de campo cuya ecuacién de movimiento si reproduce un
término de este tipo. En dichos modelos existentes, se encontré que en el limite de una
interfase bien definida, la derivada temporal del pardmetro de orden reproduce un término
relacionado a la velocidad de la interfase, ésto es, %‘f SmiiN v,,. Utilizando este hecho, agrega-
mos un término de segunda derivada temporal del parametro de orden y demostramos que

en el limite de una interfase bien definida, este término reproduce una derivada temporal
32¢ e—=0 9u,

de la velocidad de la interfase, es decir, 5.7 — %. La ecuacién de movimiento para este
nuevo modelo de campo esta dada por,

*¢ 09

— + —=V - MV 4.32

en donde, o es un coeficiente que controla el efecto de la segunda derivada temporal del
parametro de orden, u es el potencial quimico, dado por la ecuacién 4.24 y M es un parame-
tro relacionado a la permeabilidad de estado estacionario del sistema.

Debemos probar que el nuevo modelo de campo en el limite de una interfase bien definida,
reproduce las ecuaciones 4.7, 4.8 y 4.9, que constituyen las ecuaciones de la formulacion
macroscopica de nuestro sistema. A continuaciéon presentamos un resumen del desarrollo
asintético de la ecuacién del modelo de campo con inercia (Ec. 4.32). El desarrollo completo

se puede consultar en el apéndice F.
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4.3. Desarrollo asintdtico de la ecuacion del modelo

Fluido 2
?=0 g<0

»

Figura 4.6: Coordenadas curvilineas
(u,s), para la regién externa y (U,S)
para la regién interna. Ambas estan
referidas a la curva de nivel en la
que ¢ = 0. Las lineas punteadas co-
rresponden a puntos en los que u es
constante. La velocidad de la cur-
va en la direcciéon normal, estd dada

. _ _ou
por, v = — 5.

Para llevar a cabo el desarrollo asintético, las variables del modelo de campo se escriben en
potencias del ancho de la interfase, €. Debido a que en la regién interfacial existen cambios
abruptos de las variables, el desarrollo se lleva a cabo en dos regiones: interna y externa.
También es necesario definir un sistema coordenado y calcular sus factores de escala; para
ello se utiliza la curva de nivel en la que el pardmetro de orden es igual a cero, ¢ = 0, y sus
coordenadas intrinsecas: s(7), la longitud de arco; y u(7), la distancia normal a la curva de
nivel (vea la Fig. 4.6). Utilizamos letras minidsculas para denotar coordenadas y variables
en la regién externa y letras mayusculas para denotar coordenadas y variables en la regién
interna. Por lo tanto, las coordenadas intrinsecas de la curva de nivel, ¢ = 0, en la regién
interna son U (7, t) y S(7,t). La regién externa corresponde al bulto de los fluidos. En dicha
region las escalas de las longitudes caracteristicas involucradas son mucho més grandes
que € y el sistema coordenado empleado puede considerarse independiente del tiempo. La
region interna corresponde a la region interfacial. En esta regién se reescala la coordenada
normal a la interfase, esto es w = U/e, de forma que en el limite ¢ — 0, la coordenada w

toma valores en el rango —oo < w < 0.

Podemos escribir las variables en la region externa e interna mediante un desarrollo en

potencias de €, respectivamente, como:

a(u, s,t) = ag + €ay + ag + -+ -, (4.33)
A(w, S, t) = AO —+ €A1 + 62142 4+ .- (434)

Las condiciones de continuidad entre las variables en la regién interna y externa estan
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dadas por,
lim a; = lim A, (4.35)
u—=+0 w—Fo0
A
lim dai _ lim ? HL para >0,

u—t0 Qu  wotoo  Ow

A
lim 240 _ 0, (4.36)

w—too Ow

en donde, el indice i se refiere a un término de la serie de potencias de €. Por el efecto de
la transformacién de coordenadas, w = U/e, el indice en la ecuacién 4.36 se desfasa por 1.

Para el sistema de coordenadas seleccionado, los laplacianos de una funcién, f, en la regién

externa e interna, estdn dados, respectivamente por:

of  f of f

Vi = kgt o+ Vi + (Vs (4.37)
kOf 1 an af f

en donde k es la curvatura local de la interfase.

La ecuacién de movimiento del modelo de campo, ecuacién 4.32, se escribe para cada
una de las regiones. Para ello se utilizan los desarrollos de las variables del modelo de
campo en potencias de € (ecuaciones 4.33 y 4.34), las condiciones de frontera (ecuaciones
4.35, 4.36 y 4.36) y las expresiones para el laplaciano (ecuaciones 4.37 y 4.38). Por otro
lado, se desarrolla el potencial quimico en la regién interna y externa en series de Taylor
alrededor del parametro de orden cuando el ancho de la interfase es igual a cero, es decir,
alrededor de @ y ¢, respectivamente. Combinando cada desarrollo con su correspondiente
ecuacién de movimiento y utilizando las condiciones de frontera, se obtienen las siguientes

expresiones:

e Ecuacién de bulto
Para la region externa se obtiene que el laplaciano del potencial quimico a primer

orden en el desarrollo en potencias de € es igual a cero, es decir,
MV, =0 = Vu =0. (4.39)

Esta ecuacién es equivalente a la ecuacién de bulto para un fluido incompresible en
la descripciéon macroscépica, ecuacién 4.7, la cual se obtiene de la combinacion de
las ecuaciones 4.2 y 4.3.
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e Ecuaciones para la interfase
En la regién interna se obtienen dos ecuaciones, una de ellas es equivalente a la

condicién de equilibrio termodinamico local, ecuacion 4.8, y esta dada por la ecuacion

4.40. )
!/ o0 (p
py = (2;&) k, en donde ~' = /_OO (%wo) dw (4.40)

La otra ecuacion es equivalente a la condicién de continuidad para la velocidad
normal de la interfase, ecuacién 4.9, y estd dada por la ecuacion 4.41.

01}1 M 6,“/1
+ |lao— = + 4.41
{a 5 —|—v1] oo Du (u — £0), ( )

en donde v; es la velocidad de la interfase.

De las ecuaciones anteriores se obtienen las identificaciones entre parametros mesoscopicos

y macroscopicos dadas por las ecuaciones 4.31, con Ky = %, por lo que el parametro M
eq

esta relacionado con la permeabilidad de estado estacionario del sistema, K.

4.4. Condiciones de frontera del sistema

Para llevar a cabo la integracién numérica de la ecuacién de movimiento del modelo de
campo, consideramos una celda rectangular con L, x L, x L., puntos de red, como se
muestra en la Fig. 4.7. De la identificaciéon de parametros se tiene que el potencial quimico

AZ

n-v _ — Condiciones periddicas
¢ |Z—Lz AS en la direccién y

ﬁvp‘ |z:Lz =0

Figura 4.7: Celda rectangular en

/ |sz _la que se muestran las condicio-
’ / < "X nes de frontera utilizadas para la
L < _ /Ly integracion numérica de la ecua-
/ ........... Te . cién del modelo de campo.
y 0-Vil,_g=0
0-Vo | _o=As

en el modelo de campo juega el papel de la presién en el modelo macroscépico. Debido
a que queremos estudiar la dindmica de una interfase viscosa pulsada, imponemos como

condicién de frontera en la entrada de la celda, un potencial quimico oscilatorio de la forma:

p(x =0) = pgcos(wyt), (4.42)
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lo cual es equivalente a imponer una presién pulsada en la entrada del microcanal.

En las paredes de la celda, colocadas en z = 0y z = L., se imponen dos condiciones
de frontera. La primera asegura que no haya flujo a través de las mismas, esto se tiene

cuando el gradiente de presién en la direccién normal a ellas es igual a cero, esto es,
ﬁ : vlu |z=0 = ﬁ : VN |z=Lz = O (443)

La segunda condicién que se impone introduce la interaccién fluido-pared, es decir, el efecto
del mojado. Para incluir dicha interaccién, se agrega a la energia libre del sistema (ecuacién
4.23) en la direccién normal a las paredes, z, un término relacionado con la energia de la
superficie de la pared [78], esto es,

Flgl = f.(¢5) + /OOO lV(gb) +2 (‘%>2

d 4.44
az Z? ( )

en donde f,(¢s) = Asps, con ¢s = ¢(z = 0) = ¢(z = L,). El pardmetro A, describe la
preferencia de la pared por el liquido Ay > 0 (paredes hidrofilicas) o por el aire A, < 0
(paredes hidrofébicas). El caso en el que A = 0, corresponde a mojado neutro para el cual
la interfase es plana, vea la Fig. 4.8.

As=0

Z Figura 4.8: Interfases con diferentes
As<0 As>0 o Mojados.

La condicién de frontera que introduce el efecto del mojado, se conoce como la condicion
natural de frontera y se obtiene de la solucion de equilibrio de la ecuacién 4.44. Para obtener
dicha solucién se toma una pequena perturbacién alrededor del pardmetro de orden de
equilibrio, esto es, ¢ = ¢y + Ay, con lo que, por medio del cdlculo de variaciones ! se tiene
que:

or
O

R e P L e P T

el d (Ip\> d 9 [9\° B
+/0 2l<9¢><6z> " dz 9. (az”%d“o'
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Dado que tanto f, como V(¢) no dependen de ¢, = d¢/0z, en la ecuacién 4.45 el segundo
término de la primera y segunda integral es igual a cero y también lo es, el primero de la

tercera integral, con lo que dicha ecuacién se reduce a,

_ [T ofs < IV (¢) [ ed 9 (06
)\:0_ 0 a¢¢1d2+A a¢ ¢1dZ /0 2dza¢z< ) (;Sle—O (4_49)

or
O

La primera y tercera integral de la ecuacion 4.49, se pueden resolver por partes, esto es,

9, of.| >,
- 96| Jo 00

/omgciazz (%) 1 Z—E[ 1(%” / ¢182¢ ] (4.51)

El segundo término del lado derecho de la ecuacion 4.50 es igual a cero. Sustituyendo el

resultado de las integrales anteriores en la ecuacion 4.49, esta se puede escribir como:

ar = /OOO [V (¢) + eff] Prdz + [¢1 (dfs - e?ﬁ)]ro =0. (4.52)

d\ do

IE] céalculo de variaciones involucra problemas en los que la cantidad a minimizar o maximizar, se
escribe como una integral estacionaria del tipo,

J:/ 2f(g/7ygg,x)dyc, (4.46)

en donde, J representa una cantidad estacionaria y f es una funcién conocida que depende de las
variables y(z), y, = dy(z)/dz y x. La dependencia de y con z no es fija, esto es, y(z) no se conoce.
Esto significa que a pesar de que la integral va desde x1 a x2, se desconoce la trayectoria exacta de
integraciéon y por tanto se debe encontrar aquella que minimiza J. Para ello se utiliza una variacién
de y, 0y, la cual relaciona la trayectoria desconocida que minimiza J, y(x,0) y una trayectoria
vecina, y(z, «), esto es,

oy =y(r,a) —y(z,0) = an(z) — y(r,a)=an(z)+y(z,0) (4.47)

en donde, a es un pardmetro relacionado con la magnitud de la variacién y n(z) es una funcién
arbitraria que define a una cierta trayectoria. Dado que cualquier trayectoria debe pasar por los
puntos iniciales y finales, z1 y x2, se tiene que n(z1) = n(z2) = 0.

La condicién para encontrar un valor extremo de J, se puede escribir como [82]:

[5}7)(;)]&_0 /T {‘;g - ;;aéi] n(x)dz = 0. (4.48)
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Con lo que las soluciones de equilibrio de la ecuacion anterior estan dadas por:

V'(¢o) = —eV7¢, (4.53)
dfs| ..
io| = -V, . (4.54)

La ecuacion 4.54 se conoce como la condicién natural de frontera del problema [81] y cons-
tituye la segunda condicién de frontera. En este trabajo estudiaremos los casos de mojado
neutro, A, = 0 y aquel en el que se tiene un canal con paredes hidrofilicas, A, > 0.

De la integracién numérica de la ecuacién 4.32 sujeta a las condiciones de frontera, ecua-
ciones 4.42 y 4.54, se obtiene el perfil del pardmetro de orden como funcién del tiempo,
¢(x, z,t). La posicién de la interfase en cada punto z, H;,(z,t), se calcula a través de dicho
perfil, esto es, la posicién de la interfase se fija con la curva de nivel en la que el pardametro

de orden es igual a cero, ¢(H;ny, z,t) = 0.

4.5. Mojado neutro, A, =0

El caso de mojado neutro corresponde a una interfase plana, esto es, a una interfase cuya
curvatura es igual a cero. Con ello, la condicién de frontera dada por la ecuacién 4.8 se
reduce a ps — p; = 0, lo que implica que las presiones son iguales en ambos lados de la
interfase, y en la interfase misma. En este caso, las ecuaciones que son validas para estudiar
la dindmica de bulto de uno de los fluidos también son vélidas para estudiar la dindmica
de la interfase. La condicién de frontera oscilatoria impuesta produce un movimiento pe-
riédico de la interfase, como se observa en la Fig. 4.11. Dado que la interfase es plana, el

movimiento es unidimensional.

4.5.1. Permeabilidad dinamica del modelo de campo

La ecuacién para la continuidad de la velocidad de la interfase (ecuacién 4.41), se puede

escribir como,

Vi op
i = —M—=—| . 4.55
“op Tl oz |, (4.55)
La ecuacion anterior se puede transformar al domino de Fourier,
Of
— W Vg + gy = =M ==| 4.56
WA Vit + VUint axmt ( )
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con lo cual se puede obtener una expresion para la velocidad de la interfase en el dominio

e (M) 00
mt 1 —iwa /) Oz

Esta ecuacién tiene la forma de una ley de Darcy generalizada, esto es, se tiene una rela-

de Fourier,

. (4.57)

int

cién lineal entre la velocidad y el gradiente de presién en el dominio de Fourier. En dicha
ley, la funciéon que relaciona la velocidad con el gradiente de presién se conoce como la
permeabilidad dindmica del sistema, la cual se puede considerar como una medida de la
resistencia a fluir de algin fluido en un medio confinado.

Para el bulto de un fluido Newtoniano en una celda rectangular rigida, la ley de Darcy

generalizada estd dada por,
K (w) dp

4.
e (458)

<@z> = -

en donde, la permeabilidad dindmica, ecuacién 4.6, se puede escribir como

tan (Wb> tan l(iwplﬁ)lﬂ]
2 4
K(w):—_i 1_—77 SRS/ P 7 7 ) (4.59)
iwp iwp b wp <iwpb2>
n 2 4n

La deduccién de las ecuaciones 4.58 y 4.59 se puede consultar en el apéndice E.

Conservando la estructura de la ecuacién 4.58 y utilizando la ecuacién para la velocidad de
la interfase en el dominio de Fourier (ecuacién 4.57), se puede identificar una permeabilidad
dindmica del modelo de campo, K¢ (w), dividida entre la viscosidad, es decir:

K]\/jc(W) _ M
n 1 —iwa’

(4.60)

Las partes real e imaginaria de la permeabilidad dindmica divididas entre la viscosidad,

estan dadas por,

Re[K o (aw)] M Im[Kye (aw)] — Maw
— Sy = 5 (4.61)
n 1+ (aw) 7 1+ (aw)
La magnitud de la permeabilidad dinamica dividida entre la viscosidad es,
Kye(aw 1 M
M == (ReQ[KMC] + ImQ[KMc])l/2 =T iz (4.62)

7 7 [1+ (aw)?]
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4.5.2. Identificacién de los parametros ' y M

Para encontrar la relacién entre las variables macroscopicas del sistema con los pardmetros
a vy M del modelo de campo, comparamos términos del mismo orden en w obtenidos de
desarrollos en series de Taylor de la expresion para la permeabilidad dindmica de un fluido
Newtoniano y de la expresién para la permeabilidad dindmica del modelo de campo.

El desarrollo en series de Taylor para la permeabilidad dinamica de un fluido Newtoniano
(ecuacion 4.59) es:

o0 [, Liwpb® 2 (w?p?b*
K (W) = iwp{l (1+3 " 15<16n2 )] (4.63)

Para poder comparar los desarrollos, dividimos la ecuacién 4.63 entre la viscosidad,

Kw) ¥  6/b0\
- Y A 4.64
1 12y T P5 (12n> + (4.64)

El desarrollo en series de Taylor para la permeabilidad dindmica del modelo de campo

(ecuacion 4.60) es:

KMC(W)

=M(Q+iwa+...)=M+iMwa+... . (4.65)
n

Comparando términos del mismo orden en w de las ecuaciones 4.64 y 4.65, encontramos la

siguiente identificacién entre parametros mesoscopicos y macroscopicos,

b? 6 [ pb?
_ _ 67y 4.66
12 7 5<12n) (4.66)

Debido al tratamiento a través del cual se obtuvo la identificacién de parametros, dicha
identificacién es valida a frecuencias bajas.

4.5.3. Comparacién entre la permeabilidad dindmica del modelo de campo
con la permeabilidad dindmica de un fluido Newtoniano

La expresién para la permeabilidad dindmica de un fluido Newtoniano en un microcanal
rectangular (ecuacién 4.59) dividida por la viscosidad, se puede escribir en términos de
las variables del modelo de campo. Para ello utilizamos la identiﬁ(;acién de parametros
(ecuaciones 4.66), de donde se obtienen las siguientes igualdades: 277 =3Myp= g%
Sustituyendo estas igualdades en la ecuacién 4.59, obtenemos una expresion para la per-
meabilidad dindmica dividida entre la viscosidad para un fluido Newtoniano en un canal
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rectangular rigido en términos de las variables del modelo de campo, esto es,

K(aw) 6 M - tan [(5@'0400/2)1/2]
n Biaw | Giaw2)? | (467

Lop — Re[Kyc(aw)]/n == RelK (aw)]/1

0.8] —Im[Kyc(aw)]/n  ===-Im[K (aw)]/n

0.6;

04+

02!

ool
0 1 2 3 4

aw

Figura 4.9: Partes real e imaginaria de la permeabilidad dindmica entre la viscosidad co-
mo funcién del producto aw, las lineas continuas corresponden a las expresiones para la
permeabilidad dindmica entre la viscosidad del modelo de campo (con M = 1). Las lineas
punteadas corresponden a las partes real e imaginaria de la permeabilidad dinamica entre
la viscosidad para un fluido Newtoniano, escrita en términos de las variables del modelo
de campo.

Al igual que la permeabilidad dindmica para el modelo de campo (ecuacién 4.57), la per-
meabilidad dindmica para un fluido Newtoniano dividida entre la viscosidad, en un canal
rectangular escrita en términos de las variables del modelo de campo (ecuacién 4.67), de-
pende solamente del producto cw y no contiene términos en w con otra dependencia. En la
Fig. 4.9 se muestran con lineas continuas las partes real e imaginaria de la permeabilidad
dindmica del modelo de campo dividida entre la viscosidad y con lineas punteadas las co-
rrespondientes funciones para un fluido Newtoniano, ambas como funcién del producto aw.
En dicha figura se puede observar que las tendencias son iguales, esto es, a frecuencia cero
se recupera la permeabilidad de estado estacionario, la parte real decae mondétonamente
con el producto aw y la parte imaginaria crece, llega a un maximo y luego decrece conforme
aumenta aw. A pesar de que la identificaciéon de pardmetros se hizo con un desarrollo a
bajas frecuencias, las curvas coinciden en un amplio rango de frecuencias. Este resultado
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muestra que nuestro modelo de campo es capaz de reproducir el comportamiento dindmico

de un fluido Newtoniano.

Gradiente de presion de serie de Fourier

Con la finalidad de corroborar que los resultados de la integraciéon numeérica del modelo
de campo satisfacen la ecuacion 4.57, es decir, que la velocidad del fluido es proporcional
al gradiente de presién en el dominio de Fourier y asi obtener una expresién para calcular
la magnitud de la permeabilidad dindmica, ecuacién 4.62, en funcién de ellos, utilizaremos
algunos de los resultados analiticos para el bulto de un fluido Newtoniano. La dindmica de
bulto de dicho fluido se puede estudiar a través de la ley de Darcy generalizada (ecuacién
4.58). Para ello, un gradiente de presién dependiente del tiempo se transforma al dominio
de Fourier, el resultado se sustituye en la ley de Darcy generalizada y ésta se antitransforma
para obtener una ecuacion para la velocidad en el dominio del tiempo.

Para un gradiente de presién escrito como una serie de Fourier de la forma,

d o0 o0 oo
Vp, = ﬁ = ; a, cos (nwt) + 7; b, sen (nwt) = ; |Vp,| cos (nwt — av,) (4.68)
en donde |Vp,| = [a? + bfb]l/ 2 , es la amplitud del n-ésimo modo del gradiente de presion,

y o, = arctan (b, /a,) (la igualdad en la ecuacién 4.68 se obtiene utilizando el cambio de
variables, a,, = |Vp,|cosa, y b, = |Vp,|sena,), se ha demostrado que la velocidad del
bulto de un fluido Newtoniano en el dominio del tiempo, estd dada por:

v(t) = —717 [Z a,ReK (nw) cos(nwt) + Z a,ImK (nw) sin(nwt)

n=1 n=1

+ Z b,ReK (nw) sin(nwt) — Z b, ImK (nw) cos(nwt)] =

n=1 n=1

_?17 lz a,| K (nw)| cos(nwt — ¢,,) + Z b, | K (nw)| sen(nwt — gon)‘| =

_717 lz | K (nw)||Vp,| cos(nwt — Cn)l , (4.69)
n=1

en donde, |K(nw)| = [Re’K (nw) +Im2K(nw)]1/2, ¢, = arctan (ImK (nw)/ReK (nw)) y
Cn = @n + . La deduccién de la ecuacion 4.69 se puede consultar en la seccién E.1 del
apéndice E.
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Para el caso de mojado neutro, en el que la interfase es plana, consideramos que la ecuacion
que describe la velocidad del bulto de un fluido Newtoniano (ecuacién 4.69) es vélida para
la velocidad de la interfase. Esta se puede integrar para obtener la posicion de la interfase

como funcién del tiempo, esto es,

1 | |K ; =
Hip(t) = —= Z K () [1VPrine sen(nwt — )| = — ZB}} csen(nwt — ¢,,)  (4.70)
n n=1 nw n=1 -
en donde,
[ K (nw)| [VPaint
B} = 4.71
Hint n nw ( )

denota la amplitud de la posicién de la interfase para cada modo y |Vp,|in: es la magnitud
del gradiente de presion correspondiente al n-ésimo modo. Sustituyendo la expresién para la
magnitud de la permeabilidad dindmica entre la viscosidad del modelo de campo (ecuacién
4.62) en la ecuacién 4.71 con |K (nw)| = |Kyc(w)| ¥ |VDoline = V(W) |ine, la amplitud de
la posicion de la interfase para cada frecuencia w se puede escribir como,

M |9

By, (W) = 1/2
) [1+ (ow)?]"

(4.72)

w

Tanto By,,, como |V u(w)]|in: se pueden obtener de los resultados de la integracién numérica

int

de la ecuacién del modelo de campo.

4.5.4. Resultados de la integracién numérica de la ecuacion del modelo de
campo

Dado que en nuestro sistema de estudio la condicién de frontera impuesta a través del po-
tencial quimico corresponde a una presion oscilatoria de la forma p(x = 0) = pg cos(wyt),
el gradiente de potencial quimico medido en la interfase, equivalente a un gradiente de pre-
sién, es una funcién periédica. En la Fig. 4.10 se muestran dos ejemplos de gradientes de
potencial quimico en la direccién axial, medidos en la interfase, como funcién del tiempo,
para dos condiciones de frontera con distintas frecuencias.

El gradiente de presion en la interfase obtenido de los resultados de la integracién numéri-
ca de la ecuacién del modelo de campo, se puede expresar como una serie de Fourier.
Al imponer un sélo modo en la condicién de frontera, los términos relevantes de la serie

corresponden a los de la frecuencia de forzamiento, a la que llamamos wy,

Vit (t) = s = acos(wyt) + bsen(wyst) = |V )i cos(wst — ). (4.73)

’ dl? int
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En la ecuacion 4.73, |V il = [az + bz}l/ % es la amplitud de la oscilacién del gradiente de

presion en la interfase y ¢ = arctanb/a.

Vi (t)

0.006’ _W]_=0003125 - Cd2=000625

'S Y &
l| '’ [H

O S a " " ) N 5 [ -
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- 0.006 ¢

804000 808000 812000

Figura 4.10: Gradiente del potencial quimico en la direccién axial medido en la interfase
como funcién del tiempo, para dos condiciones de frontera con igual amplitud, ug, pero
diferente frecuencia, w; = 0.003125 y we = 2w;. Como referencia se muestran las amplitudes

de las oscilaciones de los gradientes, |Vl v [Vul:Z.

(1)
3085 ) =0.003125  ---w»=0.00625

30.6|

304, 4 7
302 if A i,
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Figura 4.11: Posiciéon de la interfase como funcién del tiempo para dos condiciones de
frontera con igual amplitud, pp, pero diferente frecuencia, wi = 0.003125 y wo = 2ws.
Como referencia se muestran las amplitudes de las oscilaciones de las posiciones de la

. w1 w2
interfase, By. . v By -

La condicién de frontera oscilatoria produce un movimiento periédico de la interfase. En la
Fig. 4.11 se muestran, para las mismas condiciones de frontera utilizadas para la Fig. 4.10,
las posiciones de la interfase como funcién del tiempo. Al igual que el gradiente de presion,
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la posicién de la interfase se puede expresar como una serie de Fourier y al imponer un
sélo modo en la condicién de frontera, los coeficientes relevantes de la serie son los que

corresponden a los de la frecuencia del modo impuesto, esto es,
H;,y = Acos(wyst) + Bsen(wyst) = By,,, cos(wst — C), (4.74)

en donde By,, = [A2+ B*"? y ¢ = arctan B/A. Por lo tanto, de los resultados de la

integracién numérica del modelo de campo se obtienen los valores de |Vy|in: v Bpy,,,, con

int?

_ [ Kare (@)l [Valie

By, . =
n wr

(4.75)

int

De la ecuacion 4.75, se tiene que el cociente entre la amplitud de la posicién de la interfase
y la amplitud del gradiente de presion medido en la interfase estd dado por:

By
Vi

. M
it — : (4.76)
i wp [L+ (aws)?)'

En la Fig. 4.12 se muestra con una linea punteada la relaciéon dada por la ecuacién 4.76.

Los puntos corresponden a los resultados de la integraciéon numérica del modelo de campo.
3000,

2500 3

By, /|Vitlint
s z
8 8 8

[

e
500r “‘~
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0.000 0.004 0.008 0.012
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Figura 4.12: Cociente entre la amplitud de la oscilacién de la posiciéon de la interfase y
la amplitud del gradiente de presién medido en la interfase, By, ,/|Vit|int. Los puntos
corresponden a los resultados de la integracién numérica de la ecuacién de movimiento del
modelo de campo (con a = 400 y M = 1) para diversas condiciones de frontera con la

misma amplitud, pg, y distintas frecuencias. La linea punteada corresponde a la ecuacion
4.76.
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La ecuacion 4.76 tiene dos limites como funcién del producto aw,

By, M

cuando awy << 1 e 2 (4.77)
|V,u int Wy
By, M

d >>1 T~ : 4.78

y cuando awy il a? (4.78)

En la Fig. 4.13 se muestra el logaritmo de la relacién dada por la ecuacién 4.76 como funcién
del logaritmo de la frecuencia. Los puntos corresponden a los resultados de la integracion
numérica de la ecuacion 4.32. Como referencia se muestran dos lineas con pendientes —1 y
—2. En la Fig. 4.13 se puede observar que los resultados numéricos satisfacen las tendencias
esperadas como funcién de la frecuencia, es decir, cuando el producto aw; < 1 la relacién
dada por la ecuacién 4.76 es aproximadamente M /w; y cuando el producto aw; > 1 la
relacién dada por la ecuacién 4.76 es aproximadamente M/ (aw?). Los parametros utiliza-
dos son a =400 y M = 1. Por lo tanto, alrededor del valor w = 0.0025, cuyo logaritmo es
—2.6, se tiene el cambio de comportamiento como funcién de la frecuencia.

4.5,
405 @ m=-1
— 3.5} e
= I Wi,
=30 T T -
> o Tl N
Sos ®a
i ) . m=-2
A 20} ®, \\
%D ‘\ \\\\
5] 0'.'
1.0 ’“..u‘ S
- 4.0 -35 - 3.0 -25 - 2.0
logfiy]

Figura 4.13: Logaritmo de la relacién Bp, ,/|Vp|int como funcién del logaritmo de la
frecuencia. Las lineas roja y verde punteadas son de referencia, las pendientes de las mismas
son —1 y —2, respectivamente. Los puntos corresponden a los resultados de la integracién
numérica de la ecuacién del modelo de campo, los parametros utilizados son: a = 400
y M = 1. Para estos pardmetros, el valor aws = 1, que para o = 400 corresponde a
w = 0.0025 (cuyo logaritmo es —2.6) separa los dos regimenes (vea las ecuaciones 4.77 y
4.78).

De la ecuacién 4.75 se puede obtener una expresién para calcular la magnitud de la per-
meabilidad dindmica entre la viscosidad como funcién de la amplitud de la posicion de la
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interfase y de la amplitud del gradiente de presién, esto es,

Ko (@)] _ @B ()
n V@)l

(4.79)

En la Fig. 4.14 se muestran con puntos la magnitud de la permeabilidad dindmica divi-
dida entre la viscosidad como funcién del producto aw obtenida de los resultados de la
integraciéon numérica de la ecuacién de movimiento del modelo de campo sustituidos en el
lado derecho de la ecuacién 4.79. La linea punteada corresponde a la ecuacién 4.62. Dado
a que en nuestro modelo de campo el parametro « y la frecuencia impuesta en la condicién
de frontera se fijan de manera independiente, el resultado para la permeabilidad se puede
obtener de dos formas: una de ellas es fijar un valor para el pardametro a y cambiar la
frecuencia en la condicién de frontera, este caso corresponde a los circulos azules en la
grafica; la otra, es fijar una frecuencia en la condicion de frontera y cambiar el valor del
parametro «, este caso corresponde a los cuadrados rojos. En ambos casos, los resultados
numéricos siguen la tendencia, como funcién del producto aw, dada por la ecuacién 4.62.

| Kmc(@w)|/n
100
i ® a constante
0.8+ “a m  constante
: “”"
0.6 R
| “Re
L . .Q..
ol ~-'..l...l
O 2: ..... .o 0 L
: | | 3 . % aw

Figura 4.14: Magnitud de la permeabilidad entre la viscosidad como funcién del producto
aw, los puntos corresponden a los resultados de la integracion numérica de la ecuacion
de movimiento del modelo de campo sustituidos en el lado derecho de la ecuacién 4.79.
Para los circulos se imponen condiciones de frontera de diferente frecuencia con un valor
de a = 400. Para los cuadrados se impone una condicién de frontera con w = 0.0025 con
diferentes valores del pardmetro «. La linea punteada corresponde a la expresién analitica
dada por la ecuacién 4.62.

Una de las posibles causas de porqué los resultados numéricos no coinciden de manera
exacta con los descritos por las expresiones analiticas para la magnitud de la permeabili-
dad (Fig. 4.14), es que la respuesta al forzamiento impuesto en la entrada del microcanal
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se mide en la interfase. Dicha respuesta es una funcién periddica que predominantemente
se compone del modo impuesto en el forzamiento, sin embargo, la senal completa se com-
pone de otros modos de menor amplitud, que no se tomaron en cuenta en el andlisis de
los resultados. Otra posible causa es que las expresiones analiticas se obtienen en el limite
en que € — 0, mientras que en la integracién numeérica se considera que el ancho de la
interfase es igual a uno (e = 1), éste valor es igual a la distancia entre dos puntos de la
malla (Az = 1). Sin embargo, nuestros resultados son suficientemente buenos para saber
que estamos en el limite en el que se puede estudiar el comportamiento dinamico de una

interfase bien definida.

4.6. Paredes hidrofilicas, A; > 0

Las longitudes caracteristicas en los sistemas de microfluidica, del orden de 1-100 micras,
hacen que las interacciones del fluido con la pared sean relevantes. En el modelo de campo
la interaccién del fluido con la pared se impone a través de las condiciones de frontera (vea
la seccién 4.4). Estudiamos el caso en el que las paredes del microcanal son hidrofilicas,
esto es, el angulo de contacto que se genera entre la superficie sélida y el fluido 1 es menor
a 90°, como se aprecia en el esquema de la izquierda de la Fig. 4.3. La intensidad de la
interaccién del fluido con la pared es proporcional al valor del pardmetro de mojado A,,
mientras mas grande es el valor del pardmetro A, mayor es la intensidad de la interaccion
fluido-pared.

20 20

41 415 39
Hip (20 Hiy(z.)

Figura 4.15: Posicién de la interfase a distintos tiempos, los cuales cubren un periodo de
la frecuencia impuesta en la condicién de frontera, el color mas obscuro indica un tiempo
mayor. El valor del parametro de mojado es 0.1. Para la grafica de la izquierda el intervalo
de tiempo es [62769-63789] y para la gréfica de la derecha es [63789-65319] de modo que
ambas figuras cubren un ciclo completo de oscilacién.
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La condicién de mojado provoca que la interfase se curve y por tanto su posicién depende
tanto de la direccién normal a las paredes como del tiempo, es decir, H;,y = Hin (2,1),
como se observa en la Fig. 4.15. Con la finalidad de simplificar el anélisis de los resultados
obtenidos, promediamos la posicion de la interfase en la direcciéon normal a las paredes y
denotamos a este promedio como (H,; (t))..

Para un microcanal con paredes hidrofilicas encontramos que al imponer una presién oscila-
toria en la entrada del microcanal, la posicién promedio de la interfase, (H;,; (t))., presenta
tres comportamientos distintos como funcién del tiempo, dependiendo de la intensidad de
la hidrofilicidad:

e Para valores pequenos del parametro de mojado, la interfase oscila alrededor de una
posicién promedio constante. Por ejemplo, observe (H;,; (t))., para Ay = 0.006 en la
Fig. 4.16. Con la finalidad de mostrar claramente la oscilaciéon de la posicién de la
interfase, para este valor del pardmetro de mojado se muestra en la parte superior

de la gréfica, (H;,; (t)). en un intervalo de tiempo méas pequeno que el de la grafica

completa.
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Figura 4.16: Posicién de la interfase, promediada en la direccién normal a las paredes, como
funcién del tiempo para diferentes valores del pardmetro de mojado. Para cada valor del
parametro de mojado se indica el valor correspondiente del promedio temporal del dngulo
de contacto dindmico (04 (t))¢ en grados.

e Para valores intermedios del parametro de mojado, el fluido 1 avanza llenando el
microcanal, la interfase oscila con la frecuencia impuesta en la condicién de frontera
y de manera espontanea surge ademads una frecuencia de modulacién. Vea como
ejemplos las curvas de (H,,; (t)). para A; > 0.006 en la Fig. 4.16.
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e Para valores grandes del parametro de mojado, el primer fluido avanza llenando el
microcanal, la interfase oscila con la frecuencia impuesta en la condicién de frontera y
la modulacién desaparece, como se observa en las curvas de (H;,; (t))., para diferentes
valores de A, en la Fig. 4.17. Con la finalidad de mostrar claramente la oscilacién
de la posicién de la interfase, para A, = 0.1 se muestra en la parte inferior izquierda
de la grafica, (H;,,; (t)). en un intervalo de tiempo més pequefnio que el de la grafica
completa.
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Figura 4.17: Posicién de la interfase, promediada en la direccién normal a las paredes, como
funcién del tiempo para diferentes valores del parametro de mojado. Para cada valor del
parametro de mojado se indica el valor correspondiente del promedio temporal del angulo
de contacto dindmico (04 (t)): en grados.

Nuestros resultados indican que la dindmica de la interfase estd determinada por una
competencia entre el forzamiento pulsado y la intensidad de la interaccién fluido-pared.
Para valores pequenos del parametro de mojado, el forzamiento pulsado domina la dindmica
de la interfase y ésta oscila alrededor de un valor promedio constante, mientras que para
valores grandes del parametro de mojado la interaccién hidrofilica del primer fluido domina
la dindmica de la interfase provocando que éste avance llenando el microcanal.

4.7. Angulo de contacto y curvatura

Con la finalidad de analizar la dinamica de la interfase, calculamos algunas de las carac-
teristicas asociadas a la interaccién del fluido con la pared, como el dngulo de contacto y

la curvatura.

El forzamiento pulsado produce un dngulo de contacto dindmico, 6,4(t), cuyo promedio
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temporal depende de la intensidad de la interaccion del fluido con la pared, como se ob-
serva en la Fig. 4.18a. En ésta se muestra como referencia el valor del angulo de contacto
estatico, 0., con una linea punteada [78]. En la Fig. 4.18b se muestra el promedio temporal
del coseno del angulo de contacto dindmico, (cos[f4(t)]):, como funcién del pardmetro de
mojado, la linea punteada corresponde al coseno del angulo de contacto estatico, esto es,
cos [0.]. En ésta, se puede observar que al aumentar el valor del pardmetro de mojado,
se incrementa el valor del promedio temporal del coseno del angulo de contacto dindmico
y por lo tanto, aumenta la fuerza capilar. Para cada valor del parametro de mojado el
dngulo de contacto estdtico es menor al dngulo de contacto dindmico, lo que siguiere que
el forzamiento dindmico cambia de manera efectiva el grado de hidrofilicidad de la pared,
haciendo la interaccion menos hidrofilica que en el caso estatico
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Figura 4.18: a) Promedio temporal del dngulo de contacto dindmico como funcién del
pardametro de mojado. b) Promedio temporal del coseno del angulo de contacto dindmico
como funcién del parametro de mojado.

La curvatura de la interfase se puede calcular mediante la siguiente expresién [46],

dQHint (Z, t)
K(z,t) = — dz? (4.80)

()]

Encontramos una relacion entre la curvatura promediada en la direccion normal a las

paredes, (k(t))., y el coseno del éngulo de contacto dindmico, cos [04(t)], la cual nos permiti6
identificar que la separacién entre las placas, b, es el niimero de puntos de red en la direccién

B <dHint> ]
b dz 0 ’

normal a las paredes. Dicha relacion estd dada por:

1 b 1 (*d (dH,, 1[/dH;.,
<">z—b/0 r(z)dz=—7 | d( P )d'z_—bK P )
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que con las identificaciones = cos[04] ¥ P Ll = —cos[fy], se puede escribir como:
b 0
2 0
(k). = —COZ[ 4 (4.81)

Calculamos de manera independiente el angulo de contacto dinamico y la curvatura pro-
medio de la interfase. En la Fig. 4.19 se muestra, para diferentes valores del parametro
de mojado, el valor del promedio temporal del coseno del dngulo de contacto dindmico
multiplicado por 2/b, como funcién del negativo del promedio espacial y temporal de la
curvatura. Para que la pendiente de esta grafica fuera igual a uno, necesitamos un valor
b = 19. Este corresponde al nimero de puntos de red en la direccién normal a las paredes

que se uso en la integraciéon numérica.

El coseno del angulo de contacto dindmico y, por lo tanto, la curvatura promedio de la
interfase dependen del pardmetro de mojado. Mientas mas grande es el valor del pardme-
tro de mojado, mayores son el coseno del dngulo de contacto dindmico y la curvatura de la
interfase. Ambas variables estdn relacionadas con la intensidad de la interaccién del fluido
con la pared.

2(cos[64]):/b

0.08+ Figura 4.19: Promedio temporal del co-
seno del angulo de contacto dinamico

0.06¢ multiplicado por 2/b como funcién del

0.04 correspondiente valor del promedio es-

pacial y temporal de la curvatura. Para
estos resultados b = 19. Este valor co-
rresponde al ntimero de puntos de red
en la direccién z.

0.02¢

: ‘ : - —(k
002 004 006 008 Kz

4.8. Exponente del avance global

Calculamos el exponente del avance global del cuadrado de la posicién de la interfase, v,
esto es, realizamos un ajuste en escala logaritmica de (H;,;(t))? — HZ ~ t“, en donde,
Hj es la posicién inicial de la interfase. Para valores del pardmetro de mojado pequenos
(As < 0.006) en los que globalmente la interfase no avanza, el exponente del avance global
es igual a cero y la dindmica de la interfase esta dominada por el forzamiento pulsado.
Para valores del pardmetro de mojado grandes (A, > 0.02) el valor de v es cercano a 1,
es decir, H(t)? ~ t lo que corresponde a una interfase cuyo exponente de avance global es
el de la ley de Washburn, en tales casos la dindmica de la interfase estd dominada por la
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interaccién hidrofilica del fluido 1 con la pared. Para valores de mojado intermedios existe
un comportamiento transitorio de los exponentes que tiende al exponente de Washburn

conforme t — oo.

4.9. Tension superficial

Para valores grandes del parametro de mojado, encontramos que el exponente del avance
global de la interfase es el de la ley de Washburn (ecuacién 4.22), que para la geometria
del microcanal se puede escribir como [83]:

1/2

obcosll,] | (4.82)

H(t) = |HZ + 3

en donde, 0, es el angulo de imbibicidn.

De la identificacion de parametros dada por las ecuaciones 4.66, la ley de Washburn se
puede escribir en términos de las variables del modelo de campo, como:

4o M cos[d,] ; 1/2

H(t)= |Hj + 3

(4.83)
Con la finalidad de obtener el valor de la tensién superficial, o, de los resultados de la
integraciéon numérica del modelo de campo, consideramos que en los casos en los que la
intensidad de la interaccién fluido-pared es grande, la ecuacién 4.83 es valida para describir
la dindmica global de la interfase, si se remplaza cos[f,] por (cos[04(t)]);, en donde 6, es el
angulo de contacto dindmico obtenido de la integracién numérica; y H () se remplaza por
(H;nt(t))., esto es:

4o M {cos[04(t)]): t} 12 ' (4.84)

(Ho(0)). = | 1+ 272

Esta se puede escribir como:

log[(H;mi ()2 — HZ| = logt] + log [40M(cos[9d(t)])t} |

b

4o M Oa(t
De un ajuste lineal de log[(H;,.:(t))2— HZ] = v log[t]+1og[c] , se tiene que ¢ = o M (cos|0a( )]>t

Tanto el valor de ¢ como el de v se calculan del ajuste lineal. Este tltimo valor corresponde
al exponente del avance global de la interfase. En la gréafica de la Fig. 4.20a se muestra como
ejemplo dicho ajuste, para A, = 0.5, del cual se obtuvo que v = 0.996 y log[c] = —1.255.



4 Dindmica interfacial en microcanales 90

a) b)

- > L 025

% 4.50 =

| = 024; .'/-\F

= N 0 % o0

= % el G0 0o e _

< s B 0.23

= S oz

20

= 570 575 sgologll I o2ip oo o L
/ : : : b 0.20 0.30 0.40 050 “**

020t

Figura 4.20: a) La linea negra corresponde al log[(H;nt(t))2 — HZ] como funcién del log|t]
para A; = 0.5, la linea roja corresponde a la recta que resulta de un ajuste lineal, la
pendiente de la misma es 0.996 y su ordenada al origen es -1.255. A partir de este ultimo
dato se puede calcular el valor de la tensién superficial. b) Tensién superficial como funcién
del valor del parametro de mojado. Con una linea azul se muestra el valor promedio de la
tensién superficial en el intervalo A4[0.2 —0.5]. Adoptamos este promedio como el valor de
la tensién superficial del sistema, esto es, o = 0.23.

Realizamos el ajuste mencionado para diferentes posiciones promedio de la interfase corres-

pondientes a diferentes valores de A,, con lo cual calculamos para cada valor del parametro

be
de mojado un valor de o, esto es, 0 = . Los valores de o obtenidos como
J AM (cos[04(t)])

funcién del parametro de mojado se muestran en la Fig. 4.20b para valores de A, mayores

a 0.2, para estos resultados se tiene que M =1 y b = 19. Como puede observarse, el valor
de o es préacticamente constante. En el rango de valores A4[0.2 — 0.5] calculamos el valor
promedio de la tensién superficial y obtenemos o = 0.23. Este valor se indica en la Fig.
4.20b con una linea punteada azul, el cual tomamos como el valor de la tensién superficial
del sistema.

4.10. Dinamica para valores altos del parametro de mojado

Para valores del pardmetro de mojado grandes se tiene que la interfase avanza con el ex-
ponente de Washburn. Esto indica que la dindamica de la interfase estd dominada por la
hidrofilicidad del microcanal.

En la Fig. 4.21 se muestran, con lineas punteadas, las posiciones de la interfase como
funcién del tiempo dadas por la ecuaciéon 4.84 con o = 0.23, para los diferentes valores
del parametro de mojado utilizados en la Fig. 4.17. Con lineas continuas se muestran los
resultados obtenidos para la posicién de la interfase, de la integracion numérica del modelo
de campo. Ambas posiciones son muy similares, lo cual implica que la ecuacién 4.84 es una

buena aproximacién. En la grafica de la derecha se muestran los resultados anteriores en
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escala logaritmica. En ésta se muestra como referencia una linea con pendiente 1/2. En
este régimen la dindmica global de la interfase puede ser descrita a través de una ley tipo

Washburn para el valor promedio (en z) de la posicién de la interfase.

-
=
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Figura 4.21: Las lineas punteadas corresponden a posiciones de la interfase como funcion
del tiempo, dadas por la ecuacion 4.84 con ¢ = 0.23. Las lineas continuas corresponden a
las posiciones promedio de la interfase como funcién del tiempo obtenidas de la integracion
numérica del modelo de campo. Para cada valor del parametro de mojado se indica el valor
correspondiente del promedio temporal del angulo de contacto dindmico (6, (t)); en grados.

4.11. Dinamica para valores intermedios del parametro de

mojado

Para mojados intermedios el fluido 1 avanza llenando el microcanal, la interfase oscila con
la frecuencia impuesta en la condicién de frontera y de manera espontanea surge ademas
una frecuencia de modulacién. En la Fig. 4.16 se puede observar que, para A, > 0.006, el
periodo de la modulacién disminuye al aumentar el valor del pardametro de mojado. De-
notamos a la frecuencia asociada a dicho periodo como w,, y la llamamos frecuencia de

modulacién.

Con la finalidad de calcular el valor de la frecuencia de modulacion, sustraemos el comporta-

’
v

miento global a la posicién promedio de la interfase, es decir, calculamos (H (t);n;). — at”,
en donde, a y v/ son constantes que se obtienen de un ajuste lineal de (H(t);n¢). como
funcién del tiempo en escala log-log. En la grafica de la Fig. 4.22 se puede observar con
una linea azul continua este resultado para A, = 0.01. Posteriormente quitamos el efecto
asociado a la frecuencia impuesta en la condicion de frontera. Para ello, sustituimos cada
punto en el tiempo de la funcién (H(¢)in:). — at”’ por su promedio en un intervalo de
tiempo igual al periodo de la frecuencia de forzamiento, Ty = 27/wy, es decir, calculamos

1 :
T / ((H(t)mt>z — at” ) dt. El resultado se puede observar en la grafica de la Fig. 4.22
£t



4 Dindmica interfacial en microcanales 92

con una linea negra punteada. Finalmente obtenemos la serie de Fourier de este ultimo
resultado, en la cual los coeficientes relevantes corresponden a los de la frecuencia de mo-

dulacion.

<Hint(t)>z_atv’
Figura 4.22: Posicién promedio de
la interfase sin el comportamiento

po igual al periodo de la frecuencia
e forzamiento.

N %%i%%{%%%é% g:é
al 'H Il ’

‘ linea azul en un intervalo de tiem-

Calculamos la frecuencia de modulacién como funcién del pardmetro de mojado para dis-

[oB

tintas frecuencias de forzamiento. El resultado se muestra en la Fig. 4.23. La modulacién
del movimiento desaparece al aumentar el valor del parametro de mojado, como se observa
en la Fig. 4.17. Por lo tanto, se considera un rango de valores de A, en el cual se puede
calcular facilmente la frecuencia de modulacién. En la Fig. 4.23 se puede observar que la
frecuencia de modulacion crece al aumentar el valor del parametro de mojado y que no hay
una dependencia clara con la frecuencia de forzamiento. Por otro lado, encontramos que la

A
8838 8676 8514 8352 8190

0.0006
| e w=0.0025 . 1 '
0.0005; ©7=0.0050 ghe | Figura 4.23: Frecuencia de modula-
0.0004. - @;=0.0075 | cién como funcién del pardmetro de
< ) 4 w0,=0.0100 { mojado para distintos valores de la fre-
3 0.0003} 1 cuencia de forzamiento. La escala su-
} 1 perior corresponde al promedio tem-
0.0002¢ 1 poral del dngulo de contacto dindmico
0.0001} 1 (04 (t)) en grados.

000 002 004 006 008 010
Ag

frecuencia de modulacion cambia con el valor del parametro «, asociado a la inercia del sis-
tema. Este resultado se muestra para diferentes frecuencias de forzamiento en la Fig. 4.24.

En ésta se puede observar que la frecuencia de modulacién crece al aumentar el valor de a.
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A partir de un anélisis dimensional encontramos tres frecuencias caracteristicas del sis-
tema dadas por:

n
o
Woyy = % y (4.86)
|Paine
wr = P (4.87)

en donde, p,.., es la presién capilar si consideramos que la presién en el aire es cero. Con
ayuda de éstas obtenemos una expresién para la frecuencia de modulacién que involucra la
frecuencia viscosa (ecuacién 4.85), una frecuencia asociada a la presencia de una interfase
a través de la tensién superficial (ecuacién 4.86) y una frecuencia asociada a la presién
capilar (ecuacién 4.87), esto es:

12 52 172
Wy = <wp> Wo /y = (!pam!p ) 7. (4.88)

Wy n? bn

En términos de las variables del modelo de campo las frecuencias caracteristicas estan

dadas por:
1
= — 4.89
wTI 10&7 ( )
12Mo
Wo/my = = y (4.90)
w2 = % (4.91)

P 5ab?
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Por lo tanto, la frecuencia de modulacién (ecuacién 4.88) toma la forma:

120aM |y [\ Y* 12M
wm:< aMlu |> ’. (4.92)

b2 b3

Del perfil de potencial quimico pu(x, z,t), equivalente a un perfil de presién, calculamos el
promedio temporal y espacial del potencial quimico medido antes de la interfase, u,,,,,

para diferentes valores del parametro de mojado y del valor de «. Los resultados se pueden
observar en las graficas de la Fig. 4.25.

a) b)
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Figura 4.25: Valor del promedio temporal y espacial de la presion medida antes de la
interfase a) como funcién del pardmetro de mojado y b) como funcién de « .

Utilizando tanto el valor de p,,,, como los pardmetros del modelo de campo, calculamos la
frecuencia de modulacién dada por la ecuacién 4.88. Comparamos el valor de esta frecuencia
con el que se obtiene a partir de la posicién de la interfase. El resultado se puede observar
en la Fig. 4.26, en la cual, se muestra como referencia una linea con pendiente m = 1,
que corresponde al caso en que ambas frecuencias son iguales. En dicha grafica, los puntos
corresponden a un valor de « constante y diferentes valores del parametro de mojado, y los
cuadrados corresponden a un valor del pardmetro de mojado constante y diferentes valores
de «, ambos para diferentes frecuencias del forzamiento. Encontramos que la expresiéon
propuesta para la frecuencia de modulacién reproduce de forma razonable la frecuencia de
las integraciones numéricas del modelo de campo, ya que la pendiente es muy cercana a
uno, esto es, m = 1.0066 con un coeficiente de correlacién de R = 0.973.
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Figura 4.26: Frecuencia de modulacién obtenida de la posicién de la interfase como funcién
de la frecuencia de modulacién que se obtiene de la ecuacion 4.88. Los puntos corresponden
a un valor a constante y diferentes valores del parametro de mojado, y los cuadrados
corresponden a un valor del parametro de mojado constante y diferentes valores de o, ambos
para diferentes frecuencias del forzamiento pulsado. La linea se muestra como referencia y
corresponde al caso en que ambas frecuencias son idénticas.

Nuestros resultados indican que para valores intermedios del pardmetro de mojado la mo-
dulacién espontanea del movimiento se deriva de la combinacién de tres efectos, el del
mojado, a través de la presién capilar, el de la viscosidad y el de la tensién superficial.

4.12. Efecto de la intensidad del forzamiento

Los resultados anteriores se obtuvieron para una amplitud constante del forzamiento im-
puesto en la entrada del microcanal, |pu(z = 0)|. El efecto de cambiar dicha amplitud
muestra un comportamiento muy rico que se puede resumir en el diagrama de la Fig 4.27.
En éste se muestran: con puntos rojos, los pares de pardmetros (amplitud de forzamien-
to, mojado) que corresponden al régimen en el que domina el forzamiento; con cuadrados
verdes los pares correspondientes al régimen en el que domina el mojado; y con tridngu-
los azules, los pares correspondientes al régimen en el que hay una competencia entre el

forzamiento y el mojado, en éste ultimo régimen se observa una frecuencia de modulacién.
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Figura 4.27: Diagrama en el que se muestran las diferentes regiones para la dindmica de la
interfase como funcién de la amplitud del forzamiento y del parametro de mojado.

4.13. Conclusiones y perspectivas

Desarrollamos un nuevo modelo de campo que en limite de una interfase bien definida
reproduce un término relacionado a la inercia del sistema. Este término se vuelve relevante
cuando se desean estudiar movimientos pulsados a frecuencias arbitrarias. Una de las prin-
cipales ventajas de nuestro modelo es que evita el problema de fronteras libres y que su
solucién numérica se puede implementar de manera sencilla. Ademads, en este tipo de formu-
lacién, se pueden introducir interacciones del fluido con la pared, a través de las condiciones
de frontera del sistema. Esto abre la posibilidad de estudiar sistemas con geometrias arbi-

trarias, en los que ademas, se pueden tener paredes con propiedades superficiales diferentes.

Encontramos que en el limite de una interfase bien definida nuestro modelo reproduce
una ley de Darcy generalizada para la velocidad de la interfase, en donde la permeabilidad
analitica coincide de manera razonable con la permeabilidad de un fluido Newtoniano.

Para el caso en el que no se tienen interacciones fluido-pared, la dindmica del bulto de
uno de los fluidos es igual a la dindamica de la interfase, ya que en ausencia de curvatura
el efecto de la interfase no afecta la dindmica del fluido (al menos en la aproximacién de
equilibrio local). Esta consideracién nos permitié encontrar identificaciones entre las varia-
bles del modelo mesoscépico y del modelo macroscépico.

Por otro lado, para un forzamiento pulsado y un microcanal neutro, la integracién numérica
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de nuestro modelo de campo, confirma que la permeabilidad dindmica es la del limite de
una interfase bien definida.

Estudiamos el movimiento de una interfase en un canal hidrofilico al imponer un for-
zamiento pulsado y encontramos tres diferentes comportamientos para la dindmica de la

misma, los cuales corresponden a diferentes régimenes como funcién de la hidrofilicidad:

e Cuando el pardmetro de hidrofilicidad es pequeno, la dindmica de la interfase esta
dominada por el forzamiento pulsado y la interfase oscila con la frecuencia del for-

zamiento alrededor de una posicién promedio constante.

e Para valores intermedios del parametro de hidrofilicidad, la interfase avanza mientras
oscila, con la frecuencia impuesta por el forzamiento pulsado, y de manera espontanea
surge ademds una frecuencia de modulacién. Desarrollamos una expresién para la
frecuencia de modulacién del movimiento, la cual se derivé de la combinacién de tres
frecuencias caracteristicas: la de mojado, la viscosa y una frecuencia asociada a la

tensién superficial.

e Para valores grandes del pardmetro de mojado, encontramos que la dindmica de la
interfase estd dominada por la hidrofilicidad de las paredes y que dicha dindmica

puede ser descrita a través de una ley tipo Washburn.

Esperamos que este nuevo modelo sea una herramienta tedrico-computacional para el diseno

y estudio de nuevos dispositivos de microfluidica en los que existan flujos bifasicos.
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Abstract—Haemodynamic simulations using one-dimen-
sional (1-D) computational models exhibit many of the
features of the systemic circulation under normal and
diseased conditions. We propose a novel linear 1-D dynam-
ical theory of blood flow in networks of flexible vessels that is
based on a generalized Darcy’s model and for which a full
analytical solution exists in frequency domain. We assess the
accuracy of this formulation in a series of benchmark test
cases for which computational 1-D and 3-D solutions are
available. Accordingly, we calculate blood flow and pressure
waves, and velocity profiles in the human common carotid
artery, upper thoracic aorta, aortic bifurcation, and a 20-
artery model of the aorta and its larger branches. Our
analytical solution is in good agreement with the available
solutions and reproduces the main features of pulse wave-
forms in networks of large arteries under normal physiolog-
ical conditions. Our model reduces computational time and
provides a new approach for studying arterial pulse wave
mechanics; e.g., the analyticity of our model allows for a
direct identification of the role played by physical properties
of the cardiovascular system on the pressure waves.

Keywords—1-D arterial haemodynamics, Pulse wave propa-
gation, 1-D blood flow modelling, Generalized Darcy’s
model, Benchmark test cases.

INTRODUCTION

Pulsatile blood flow in the systemic arterial tree is
generated by the contraction of the left ventricle (LV).
The pulse wave propagates in the arterial tree dis-
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tending and contracting blood vessels (e.g., it pro-
duces the pulse that can be felt in the wrist) and
producing changes in blood pressure and flow in time
and space. These changes are determined by physical
properties of the cardiovascular system, some of which
are altered by disease; e.g., heart contraction, arterial
stiffness, and peripheral vascular resistance. Therefore,
the shapes of pressure and flow contours (also called
pulse waves) measured at a given arterial site carry
valuable information about the functionality of the
cardiovascular system. However, it is not clear yet
what is the relative role of physical properties of the
heart, large arteries and smaller blood vessels in gen-
erating arterial pulse waves in normal conditions or
with diseases such as hypertension.

Different modelling approaches have been proposed
to study arterial blood flow. Lumped parameter zero-
dimensional (0-D) models, group the properties of the
cardiovascular system without considering its spatial
characteristics. They are described by ordinary differ-
ential equations and, hence, provide a computationally
inexpensive and mathematically simple framework to
study whole-system dynamics.'>2!46-3%-32 However,
they are not suitable for studying pulse wave propa-
gation phenomena. 0-D accumulated and one-dimen-
sional (1-D) models can accurately describe pulsatile
blood flow in the arterial network while keeping the
computational cost down,467:20.27.29.32.33,35.39.41.47.54
Three-dimensional (3-D) techniques are used to de-
scribe complex 3-D flow features and their interaction
with the vessel wall, such as those observed in stenosis
and aneurysms.” 7232437384548 O the downside,
using 3-D techniques to investigate arterial pulse wave
propagation is computationally expensive.

0090-6964/16/1000-3047/0 © 2016 Biomedical Engineering Society
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SUMMARY

We present analytical solutions of a 1-D dynamical theory of blood flow in networks of flexible vessels
that is based on a generalized Darcy’s theory. We explore the structure of such analytical solutions for
single vessels and simple networks, and identify the role of the different contributions to the pressure
wave in such systems. We also show how reducing our 1-D model to a simpler 0-D Windkessel-type
model allows us to obtain analytically parameters related to the system compliance and resistance.

Key words: [-D arterial haemodynamics; 1-D blood flow modelling; Generalized Darcy’s model;
Pulse wave propagation; Pressure decomposition.

1 INTRODUCTION

The pulse wave generated by the contraction of the left ventricle propagates in the arterial tree and
produces changes in blood pressure and flow in time and space. These changes are determined by
physical properties of the cardiovascular system, some of which are altered by disease. The shapes of
pressure and flow contours carry valuable information about the functionality of the cardiovascular
system. An analytical model of the aorta and large arteries would allow one, in principle, to investigate
the role of individual physical properties of the cardiovascular system on pulse waveforms; and to
identify properties responsible for pathological conditions that should be targeted for treatment.

We have recently presented a novel linear 1-D dynamical theory of blood flow in networks of flexible
vessels [1], that is based on a generalized Darcy’s theory [2, 3], and for which a full analytical solution
exists in frequency domain (w-domain). Our model has shown good agreement with existing 1-D and
3-D numerical schemes [4]. Our analytical solution captures the main features of pulse waveforms in
large arteries and networks and it enables the understanding of relevant mechanisms.

Our aim in this work is to further explore the structure of such analytical solutions. We present the
example of the upper thoracic aorta pressure decomposition, for which our analytical treatment allows
us to identify the terms leading to some of the features of the pressure wave, such as the advancement
of the dicrotic notch and the pressure decay during diastole.

Our aim is also to show that this type of analytical solutions can be reduced to simpler 0-D models
of the Windkessel type, and that this allows one to know how the vessel parameters and the boundary
conditions enter the system compliance and resistance.

2 METHODOLOGY

By assuming the vessel wall to be impermeable, blood to be a Newtonian fluid, of density p and
viscosity 7, and no-slip boundary conditions for the axial velocity at the average wall position, Ry,
conservation of momentum, in w-domain, gives an expression for the local axial velocity of the fluid,
that is linearly related to the pressure gradient along the flow direction z. Averaging such expression
over the cross sectional area at a certain z, leads to a linear relation between the average flow, and
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LEY DE DARCY GENERALIZADA PARA UN
TUBO RIGIDO

La derivacién de las ecuaciones presentadas en este apéndice fueron tomadas de la tesis de

licenciatura de Collepardo Guevara [84].

Las ecuaciones que describen el flujo pulsado en una geometria dada se pueden obte-
ner a partir de las ecuaciones de balance de momento, la ecuacién de continuidad y una
ecuacion constitutiva que describa al tipo de fluido que se desea estudiar. Con la finalidad
de tener una relacién lineal entre la velocidad y el gradiente de presion en el dominio de
la frecuencia y dado que los niimeros de Reynolds en los vasos que conforman las redes de
flujo estudiadas son pequetios, despreciamos los términos convectivos de la ecuaciones de
balance de momento, con ello dichas ecuaciones se reducen a:

ov

Y _VUp_V. Al
P Vp—-V -7, (A1)

en donde, p es la densidad del fluido, v es el campo de velocidades del mismo, p es la
presién y V - 7 representa la divergencia del tensor de esfuerzos viscosos. Para nuestro
estudio decidimos utilizar un fluido de Maxwell, el cual es el fluido mas simple que presenta
un comportamiento viscoelastico. Para dicho fluido la velocidad y el tensor de esfuerzos
estan relacionados por la ecuacién:

or

t,— +7=-—nVv, A2

5 n (A.2)
en donde t, es el tiempo de relajacién de Maxwell, el cual es el cociente de la viscosidad,
n, entre el médulo eldstico, G; i.e. t, = £. En el limite en el que el tiempo de relajacion es
cero, la ecuacion A.2 se reduce a la ecuacion constitutiva de un fluido Newtoniano, 7 = nVv.

Introducimos la ecuacién de balance de momento (Ec. A.1) en la ecuacién constitutiva
de un fluido de Maxwell (Ec. A.2) y obtenemos,

v dv OVp

b - g E 2 A.
rPon erat S Vp+nViv, (A.3)
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que es la ecuacién diferencial para la velocidad de un fluido de Maxwell.

La ecuacién A.3 es valida para cualquier geometria. Para nuestro estudio asumimos que las
paredes de un vaso tienen una geometria cilindrica con radio Ry (vea la Fig. A.1). Ademas,
consideramos que la velocidad radial es mucho més pequena que la velocidad axial. En

consecuencia, las ecuaciones A.3, se reducen a:

0*u ou Op 0%*p %u  10u
"o TP T ar orow T (a * a) (4-4)
Jp
o 0, (A.5)
en donde, u es la velocidad en la direccién axial.
A
|
|
IRo
- - - -—-——— - >

Figura A.1: Geometria utilizada para el desarrollo de las ecuaciones de tubo rigido.

La ecuacién A.5 implica que la presion sélo depende de: x y t; v que se ajusta instantdnea-

mente en cualquier punto en el area de la seccion transversal.

En situaciones dinamicas, la ecuacién A.4 se puede resolver utilizando la transformada
de Fourier, la cual es una herramienta matemaética que sirve para resolver algunas ecuacio-
nes diferenciales de manera mas sencilla. Una vez que se resuelve la ecuacién en el dominio

de Fourier se usa la transformada inversa para regresar la solucién al dominio original.

A.1. Solucion en el dominio de Fourier

Utilizamos la transformada de Fourier de acuerdo a la siguiente definicién:

R 1 > iwt
flrw) = = / S e (A.6)
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en donde w es la frecuencia y la funcién f (r,w) es la transformada de Fourier de f(r,t).
Denotaremos las funciones en el dominio de Fourier con gorro ().

La transformada de Fourier inversa estd dada por:

flrt) = \/12? /:: f(r,w)e “dw. (A.7)

En el dominio de Fourier la ecuacién A.4 tiene la siguiente formas:

0% ou
2 225 2
rw—i—rg—i—kru—Br, (A.8)
en donde, por simplicidad de notacién, hemos definido k* = £ (t,w® +iw) y B(z,w) =
(HT‘”“) %. La ecuacién A.8 es una ecuacién diferencial de Bessel, cuya solucién general
esta dada por:

W(z,r,w) = aJy(kr) + bNy(kr) + 4°(z,w), (A.9)

en donde Jj es la funcién de Bessel de orden cero de primera clase y Ny es la funcién de
Bessel de orden cero de segunda clase. La solucién particular, u?(z,w), esta dada por:
B 1 dp

p_ B _ 1 dp
W= iop dr (A.10)

Por tanto, la solucién general para 4(x,r,w) es,

w(z,r,w) = aJy(kr) + bNo(kr) + zi,o C@(dij’m (A.11)
Con el fin de determinar los valores de las constantes a y b, imponemos las siguientes
condiciones a la frontera: la velocidad axial, 4, tiene un valor finito en 7 = 0 y es igual a
cero en la pared del tubo. De la condicién de frontera @(r = 0) = finita, se pude concluir
que b = 0, ya que Ny diverge. De la condicién de frontera u(r = Ry) = 0 y la ecuacién
(A.11), se tiene que

1 dp
= A.12
iwpJo(kRy) dx ( )
Al sustituir los valores de a y b en la ecuacién A.11, obtenemos
K .
oo  Kilrnw) 0p (A.13)

n Oz’
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en donde, K es la permeabilidad dindmica local y estd dada por:

U Jo(kr)
K =——|1- . A.14

e(rw) = =2, { Jo(kRo) (A4.14)
La transformada inversa de Fourier de la ecuaciéon A.13 permite obtener los perfiles de

velocidad u(z,r,t) en el dominio del tiempo.

Para obtener una ley de Darcy generalizada promediamos la ecuacién A.13 en el édrea

de la seccién transversal,

o (Kp(r,w)) Op
() = E— (A.15)

en donde

(Kplr)) = K@) = == [1 - m} . (A.16)

El promedio de la funcién de Bessel de orden cero (Jy(kRy)) queda en términos de la
funcion de Bessel de primer orden, Ji, esto es:

1 [l 2 [ 2J,(kRy)
Al sustituir la ecuacién A.17 en la ecuacién A.16, obtenemos la permeabilidad dindmica,
K (w), para un tubo rigido, esto es,

K(w) =

U [1 wl(kRO)}. (A.18)

Ciwp || kRoJo(kRy)

La permeabilidad dindmica es una medida de la resistencia a fluir de algin fluido en un
medio en particular, es decir, dado un gradiente de presién, una permeabilidad grande

implica una mayor magnitud de flujo y viceversa.
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PARAMETROS DE LAS CONDICIONES DE
FRONTERA DE WINDKESSEL

Este apéndice contiene las ecuaciones utilizadas para calcular los parametros, Ry, Ry y C,,,,
de las condiciones de frontera del modelo de Windkessel (ver Fig. B.1). El método para
calcular dichos pardmetros fue tomado de las referencias [13] y [55].

R, Figura B.1: Esquema del circuito
o W\/ —O eléctrico que corresponde a un modelo
Rl ﬁWk de Windkessel de tres elementos.

Empleando valores conocidos de la presién diastélica, py, sistélica, ps v del promedio del

flujo incidente, @,,, correspondientes a un cierto modelo de red, se calcula un estimado

inicial de los parametros R, y C,,, de cada modelo de Windkessel acoplado a un vaso
terminal. Para ello se calcula un estlmado inicial de la resistencia periférica total de la red,

esto es,
Ry = anof’ (B.1)
1 . .
en donde, p,, = pq + 3 (ps — pa) es la presién media.

La resistencia periférica total de cada condicién de frontera acoplada al vaso terminal j,
ij = RJ + R), se calcula con el porcentaje del flujo de entrada que sale del vaso terminal

; J
Js Qouta esto €8,

R} = Ry —+, (B.2)
out
de modo que la suma de las resistencias periféricas totales de los modelos de Windkessel

es igual a la resistencia periférica total de la red, es decir:

ERJT ; +RJ’ (B.3)
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en donde, m es el nimero de vasos terminales de la red.

Con la finalidad de reproducir de manera adecuada la reflexién de ondas en los vasos
terminales, la primera resistencia del modelo de Winkessel acoplado al vaso terminal j, R},
se fija igual a la impedancia caracteristica del vaso terminal j, esto es,
P

RJ

1= F) (B4)
d

L 1/2
4 ; 2E7h/
en donde, p es la densidad de la sangre, A’ es el drea en didstole, ¢/, = ( o ) es la
Pra

velocidad de propagacién de la onda con E’ el modulo eléstico, h’ el espesor y rﬁl el radio
en didstole, correspondientes al vaso j. La segunda resistencia del modelo de Windkessel
acoplado al vaso terminal j, se puede calcular como:

R, = R, — R]. (B.5)

La distensibilidad total del sistema, Cr, se puede calcular de dos maneras. La primera es
utilizando la constante temporal del decaimiento de la presion en didstole, 7, (la cual se

determina de senales de presiéon medidas in vivo), esto es:

T

Cr=—. B.6
=1 (B.6)
La segunda manera es utilizando una aproximacién del cambio del volumen con respecto
al cambio en la presién, Cp = ‘;—‘;, dada por:
Qmaz - szn
Cr=—"————"At, B.7
r P, — P, (B.7)

en donde, Quz ¥ @Qmin corresponden a los valores del maximo y del minimo en la con-
dicién de frontera de flujo en la entrada y At es la diferencia temporal entre el tiempo
correspondiente a @Q,,;, y €l tiempo correspondiente a Q45

La distensibilidad total del sistema tiene dos contribuciones, la de los vasos que confor-
man la red, C, y la periférica, C,, esto es:

Cr=C.+C,, (B-8)
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en donde,

N NAu
Co=> Ci,=> , (B.9)
i=1

N2
= p(ch)

con l; la longitud del vaso 7 y N el nimero total de vasos en la red. La distensibilidad

periférica total, C,, se puede calcular a partir de la ecuacién B.8, esto es:

C,=Cr—C.. (B.10)

Una vez que se conoce la distensibilidad periférica total, utilizando el porcentaje del flujo
de entrada que sale de cada vaso terminal j, se calcula la distensibilidad periférica asociada
a cada vaso terminal j, C}, es decir,

J

C;,=C, @: (B.11)
Finalmente la distensibilidad del modelo de Windkessel asociado al vaso terminal j estéd
dada por:
=6 (B.12)
Wk J R%

Utilizando la condicién de frontera de flujo incidente, las ecuaciones del modelo de la red
correspondiente y los valores de R] e iniciales de R} y Cévm se calcula la senal de presion
en la entrada del sistema, de la cual se obtienen valores iniciales de la presién diastélica,
pY, v sistdlica, p?.

Los valores de los parametros R} y C{Vk se ajustan de modo que los valores de la pre-
sién diastdlica y de la presién de pulso, ppuso = Ps — pa, de la senal de presién calculada
con un cierto modelo, se acercan a los valores de la presiéon diastélica y de la presién de
pulso conocidos para dicho modelo. Para ello se realiza un proceso de iteracion en el que se
utilizan expansiones a primer orden en series de Taylor de las ecuaciones B.1 y B.7. Para
la ecuacion B.1 el desarrollo se realiza alrededor de la presiéon media, esto es,

Ry = Ry 4 2P (B.13)

Qin

en donde, n denota el paso de iteracion y Ap,, = ps — pjj, es una aproximaciéon de la
diferencia de las presiones medias, p; es el valor en la iteracién n de la presién diastoélica de
la sefial de presién calculada. El valor inicial de la resistencia total de la red RY. estd dado
por la ecuacién B.1. Para la ecuacién B.7 el desarrollo se realiza alrededor de la presion de
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pulso, esto es,

Qmar - Qmin
2
(p;ulso)

en donde, Apy ;.. = Ppuiso — Ppuiso = (Ps — Pa) — (s — pg)- El valor inicial de la distensibi-

Cit =Cp — AtAD 1500 (B.14)

lidad total del sistema, C2, estd dado por la ecuacién B.7.

Con los nuevos valores de la resistencia periférica total y de la distensibilidad total del
sistema, se calculan, a través de las ecuaciones B.2 y B.5, nuevos valores para las resisten-
cias periféricas Rg y a través de las ecuaciones B.10, B.11 y B.12 nuevos valores para la
distensibilidad C’gv .- Con ello se calcula una nueva senal de presion, de donde se obtienen
nuevos valores de la presién didstolica y sistélica. El proceso de iteracién se detiene cuando
tanto la diferencia entre la presion diastélica calculada y conocida como la diferencia entre
la presién de pulso calculada y conocida son menores al 1%.

Para el modelo de la aorta y sus principales ramificaciones se utilizé la siguiente distri-
bucién del flujo de entrada en cada vaso terminal.

Tabla B.1: Distribucién del flujo de entrada que sale de los vasos terminales.

Vaso terminal % del flujo de entrada
11. Braquiocefélica 10.40
12. Carétida Com. L. 2.14
13. Subclavia 1. 8.27
14. Celiaca 13.24
15. Mesentérica Sup. 15.97
16. Renal D. 13.15
17. Renal 1. 13.15
18. Mesentérica Inf. 2.16
19. Iliaca Com. D. 10.76
20. Iliaca, Com. I. 10.76

Los valores se tomaron de la referencia [13], Xiao et al.
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MODELO DE LA AORTA COMPLETA

En este apéndice describimos la solucién analitica del modelo de la aorta completa. Dicho
modelo consiste de 20 vasos los cuales representan a la aorta tordcica y sus principales rami-
ficaciones. A la entrada de la aorta ascendente, se impone como condicién de frontera una
senal de flujo medida in vivo, Q;,(t). Los vasos terminales se acoplan a modelos de Wind-
kessel de tres elementos, los cuales representan la presion y el flujo en los vasos circundantes.

Utilizando la notacion de la Fig. 3.11, el nodo 1 es de Tipo I; los nodos 2, 3, 5, 6, 7,
8,9 v 10 son de Tipo II; el nodo 4 es de Tipo III; y los nodos 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18,
19 y 20 son del Tipo IV. De acuerdo con las ecuaciones 3.39, 3.40, 3.41 y 3.42, el sistema
de ecuaciones para las presiones en los nodos en forma matricial, escrito términos de las

funciones k!, kb y k% (definidas en las ecuaciones 3.38), esta dado por: 5 =K~'Q. En donde

P es el vector de 20 elementos para las presiones en los nodos, () es el vector de condiciones
de frontera de flujos de entrada. Para nuestro sistema el tnico elemento diferente de cero

1

es el primero y estd dado por _cosc()ﬁzl)' K~! es la matriz inversa de K, ambas matrices

pueden considerarse funciones respuesta del sistema. K estd dada por:

a k20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
K2b k20 0 0 0 0 0 0 0 20 0 0 0 0 0 0 0
00 k¥ c kX0 0 0 0 0 0 0 0 w0 0 0 0 0 0 0
0 0 k#d 20 0 0 0 0000 0O0O0OUO0O0 0 O
0 0 00 ke w60 0 0 0 0 0 0 k40 0 0 0 0 0
0 00 0 K5 f x10 000 00 0 w0 00 0 0
0000 0 «xIg w8000 00 0 0 k¥0 0 0 0
0000 0 0 kKh k0000 00 0 kK70 0 0
00 00 0 0 0 wx2j kK0 0 0 0 0 0 0 x*0 0
K_|0 0000000 wkkOOOO0O0O0 0 0 s
| &0 00 00 O0O0OO0ODOTL1O0O0TUO0OGO0OO0TO0O0O0 0 |
00 k20 0 0 0 00 000 mOO0UO0O0O0O0 0 0
0 0 %0 0 0 000000 n0UO0O0UO0O0 0 0
0 0 00 K0 00 O0O0UO0UO0O0TPOOO0O0 0 O
0000 0 %0 0000000 qgO0O0O0 0 0
0000 0 O0 k000000 0O0T 0O0 0 0
00 00O 0O OO0 w0 0000000 s 0 0 0
0000 0O 00 O0 k¥0 0000000t 0 0
00 0 0 0O OO0 O0 0 00 0000 0 u 0
0000 0O O0UO0TO 0 K000 0O0O0UO0UO0 0 v
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en donde
ol 2l 6 T 15 11 _ 16 1
a =Ky — K| — K, f=—K} —K{ — K, l=—ky — oo, r=—K"— -,
232 T8 16 _ 121 _ a7
b= —k{— K — K%, g=—K{— K} — K, m=—K"— ;- s=—K'— o,
- 3 413 8,9 17 _ 131 _ 181
c=—K] — K] — K{", h=—ki{—K] — K", n=-kr’ - -, t=—kry — o,
45 S 9 _ .10 _ .18 _ 141 _ 191
d = —kKi — kY, j=—K] — K —K, p=—K"—:5 u=—K - -,
5,6 14 _ 10,19 .20 _ 15 _ 1 20 _ 1
€= —hy — Ky — ki k=—kr" =K =k, 4= =k =35 V=R T

La inversién simbdlica de la matriz K se realiz6 con Mathematica, lo cual tarda menos
de un segundo en una computadora personal estandar. No obstante, la cantidad de texto
requerida para escribir de forma explicita las presiones en los nodos y K~ es excesivamente

larga para presentarla en un apéndice.

Una vez que se conocen las presiones en los nodos, se pueden obtener expresiones analiticas
para calcular la presion, el flujo y los perfiles de velocidad. Para el vaso 1 esto se obtiene
a partir de las ecuaciones 3.23, 3.24 y 3.25 y para el resto de los vasos a partir de las
ecuaciones 3.17, 3.19 y 3.21. Por ejemplo, para el primer segmento adrtico, la presién en el
primer nodo pl*!, es necesaria en las ecuaciones 3.23, 3.24 y 3.25, en donde p, = pl'l. Dicha

presién estd dada por:

. nmeFLQL B QL pryky R F2  F1T9 1)
P = k3 ki3 cos(kllY) K3 ki'kiZcos(klY) d m k3 k3 dm K3 (553)2 ’ '
eon F2T7 d 6 ki3 F3
q K9 Rg

Fl= . g 0.2
n k3 K3 kit + n K3 K3 K3° (C.2)

F F3 r Ky kit F4
F2=— ( 4+ —2 2 > , C.3
pril AR ()

G F4 s kS KIS F5
F3=— ( + —22 ) : C.4
T ATy (e

HF5 t k) kOF6
F4=— 2 2 C.5
<rﬁ;§/ﬁ;§7+ r kS K38 >’ (C.5)

N3 JF6
B= oo T C.6
d M s k) RS (C.6)
N1 —-N2

F6=—-—. (C.7)
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Estas cantidades contienen otra serie de expresiones dadas por:

N1 = dimnpqrsu KkaKksKyKSKS KoK KRS (/{%2@4@5/@56/@%7%;8&30)2 (H%?’)S K, (C.8)
N2 = dimnpqrsv K3KksKyKSKS KRS KKy (/1%2@4&;5%;6&;7&%9/130)2 (/ﬁé%?)g , (C.9)
N3 = dimnpqriuv KakskyKSKSKeKS KA (/1%%%2/&%4@5&%6&%8%30)2 (/1%3/157)3 ) (C.10)
M= —v k5PK3° (még)Q T1 4+ u k2° (K T1—tv Ky Ky K3 (/1%0)2 TZ) : (C.11)
T1 = k2T T2 — s t k3® Ky K3 K3 (53)2 T3, (C.12)
T2 = ky°H T3 — 1 8 Ky K" Ky Ky (m§)2 T4, (C.13)
T3 =Ky G Td—qr ry' k3 kylry (ﬁ;)z T5, (C.14)
T4 =k FT5 —dpqry Ky Ky ks (/ig)2 T6, (C.15)
T5 = k3> T6 TT+n p Ky ky' Ky (kg Ky /<a§3)2 TS, (C.16)
T6 =d mn k' kY (k) Ky /{%3)2 A — k3t T8 T9, (C.17)
T7=p D —d k)’ (/{%4)2 ) (C.18)
T8 = ky” ky' A B —1m k' Ky Ky (/433)2 , (C.19)
T9=d C Ky’ —n ky’ky’ (Iﬁ;)Q, (C.20)

que a su vez contienen una tercera seria de definiciones dadas por,
A=al- (H%l)z , (C.21)

B=bmrl —wl (x12)?,

C=cn Ky — Ky (mé?’)Q ,

J=jtky — Ky (558)2,

K=kvry®— Ky (/@30)2.
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CALCULO DE ERRORES

Para los modelos de referencia, desde la arteria cardtida comun hasta el de la aorta y
sus principales ramificaciones, las soluciones dadas por el MELDG, para la presién (p),
diferencia de presiones entre la entrada y salida (Ap), flujo volumétrico (@) y el cambio
en el radio (Ar), fueron comparadas con las correspondientes soluciones numéricas de dos
formulaciones, 1-D y 3-D. Para calcular los errores de p y @, utilizamos las siguientes

métricas:
1 < [ pMELDG _ g, 2 1 <n [ QMELDG _ 9 2
gReP _ | 2 i i grer _ | — L= D.1
P n 1221 K ’ Q n L:Z1 max;(2;) ’ (D-1)
MELDG _ . QMELDG _ o
eMAX _ 4 b; i EMAX _ | i i D2
p mzax ,@Z ’ Q mzax méxj(Qj) ’ ( )
SIS _ méx (pM"PC) — mix () £sIs _ méx (QM"PY) — méx(2) (D.3)
po T max(2) ’ e - mix(2) ’ '
pras  min (pMELPY) — min(2) pras  min (QMFLPY) — min(2)
Ep = ~ s EQ = , ’ (D4)
min(Z) méx(2)
en donde, pMELPG v QMELDG corresponden a los resultados obtenidos de la formulacién
analitica del MELDG dados una posicién espacial y un tiempo i (i = 1,...,n). Para una

misma posicién espacial y tiempo (i), &; y Z; son: ya sea la presién y el flujo dados por
la soluciéon numérica del modelo 1-D o la presién y flujo -promediados en el area de la
seccién transversal- dados por la soluciéon numérica del modelo 3-D. El niimero de puntos
n se determina a partir del nimero de datos que se tienen en la solucién 3-D. EFCP y E5CF
son la rafz cuadrada del promedio de los errores relativos para la presién y el flujo; £4%
y E54X son los errores relativos méximos para la presion y el flujo; £575 y £5'% son los

EPIAS y D145 son los errores en didstole

errores en sistole para la presion y el flujo; y
para la presién y el flujo, respectivamente. Los errores para el flujo se normalizaron con el
maximo valor de flujo en un ciclo cardiaco ya que con ello se evita la division por nimeros
pequenos. Para calcular los errores de Ap vy Ar utilizamos las mismas métricas que para
el flujo. Todos las métricas se calcularon en un ciclo cardiaco, utilizando los resultados

numéricos de formulaciones 1-Dy 3-D.
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LEY DE DARCY GENERALIZADA PARA UN
CANAL RIGIDO

Para un canal rectangular rigido, las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a:

8vm__@+ 0%v,,
Por = Tdr " Toz2

(E.1)

en donde, v, es la velocidad en la direccion axial, n es la viscosidad del fluido, z es la

direccién normal a las paredes y p es la presion.

En estado estacionario, la solucion de la ecuacién anterior, junto con las condiciones de
frontera de no resbalamiento,

(=) =u(:=0) =0 £2)

permite calcular el perfil de velocidades de Poiseuille, esto es:

_ldp [, ¥
”Uw(Z) - %% <Z 4) ) (Eg)

en la Fig. E.1 se puede observar un esquema de dicho perfil.

N

Figura E.1: Perfil de Poiseuille para la ve-
ey locidad como funcién de la posicion z, in-
0 —— dependiente de la posicién en .

|
NS

La ecuacién anterior promediada en la direccién normal a las paredes permite obtener
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la ley de Darcy en estado estacionario, esto es,

1/b/2 Ko dp
Vg) = — Vy(2)dz = ——— E.4
o) = [, velehdz =0 (B.4)
en donde,
b2
= — E.
o=1 (E5)

es la permeabilidad de estado estacionario para una celda rectangular.

Para situaciones dindamicas, la ecuacién E.1 se pude resolver de una manera sencilla en
el dominio de Fourier. Para ello utilizamos la transformada y la transformada inversa de

acuerdo con las definiciones establecidas en las ecuaciones A.6 y A.7.

FEn el dominio de Fourier la ecuaciéon E.1 tiene la siguiente forma:

iwp.  ldp 9%,

n ndr 922

(E.6)

Para simplificar la notacién definimos k% = z‘pr y B(z,w) = 12 Con ello, la ecuacién E.6

n dx
se puede escribir como,

0%, 9.
922 + k%0, = B, (E.7)
cuya solucion estd dada por:
U, = ¢ cos (kz) + cosen (kz) + 07 (E.8)

en donde la solucién particular, 02, es;

== P (E.9)

Para determinar las constantes ¢; y ¢y, se imponen las condiciones de frontera de no res-

balamiento (ecuaciones E.2), con lo que la ecuacién E.8 se puede escribir como,

. 1 dp cos (kz)
g = —— |1 — ——=| . E.10
Y iwp dx [ cos (kzb)] ( )

2

La ecuacion E.10 se puede promediar en la direccién normal a las paredes, z, esto es,

1 E K (w)dp
() = /_ 0y(2)dz = E— (E.11)
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en donde, la permeabilidad dindmica como funcién de la frecuencia, K (w), estd dada por:

K (w) :-% ll—m’;ékg)]. (E.12)

Las ecuaciones A.18 y E.12 son similares, la primera es véalida para el bulto de un fluido
de Maxwell en una geometria cilindrica y la segunda es véalida para un fluido Newtoniano

en una geometria rectangular.

FEn la Fig E.2 se muestran la parte real e imaginaria de la permeabilidad dindmica co-

mo funcién de la frecuencia para un fluido Newtoniano en un microcanal con b = 100um.

Figura E.2:  Permeabilidad
dindmica como funcién de
la frecuencia para un fluido

con p = 1 x 103kg/m3,
n = 1 x 1073kg/(ms)
en un microcanal  con
b=1x10"m.

rad

1000 2000 3000 4000

La ecuacion E.11 se conoce como la ley de Darcy generalizada ya que relaciona la velocidad
y el gradiente de presion, ambos en el dominio de la frecuencia. Para obtener la velocidad en
el dominio del tiempo, dado un gradiente de presién oscilatorio, Vp(t), éste se transforma
al dominio de la frecuencia, se sustituye, Vp(w) en la ley de Darcy generalizada (ecuacién
E.11) con lo que se obtiene la velocidad, ©(w), en el dominio de Fourier y finalmente se
anti-transforma dicha velocidad para tener en el dominio del tiempo, v(t).

E.1. wv,(t) para un gradiente de presion de serie de Fourier

Cualquier funcién periédica se puede expresar como una suma de senos y cosenos de la

forma:

n=oo

ft) = % + ”i‘io a,, cos(nwot) + Z by, sen(nwot), (E.13)

n=1
Los coeficientes ag, a, y b,, se determinan por medio de las integrales,

a, = Yo [ f(t) cos(nwyt)dt, (E.14)
™ Jo
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Wo

b, = — /wg f(t) sen(nwot)dt, (E.15)

™

en donde n=0,1,2,....

Por tanto, cualquier gradiente de presion periddico se puede expresar como una serie de

Fourier, esto es,

Vp(t) = % + Z a, cos(nwot) + Z b, sen(nwot). (E.16)
n=1 n=1

Con la finalidad de simplificar la solucién de la ecuacién E.1, para un gradiente de presién
dado por la ecuacién E.16, tomaremos solamente un modo del mismo,

Vp(t) = a; cos(wot) + by sen(wpt). (E.17)

El término constante del gradiente de presion % = Vpy, reproduce la ley de Darcy de estado
estacionario, ecuaciéon E.4. Hacemos la transformada de Fourier de la ecuacién anterior,

esto es,

Vp(w

cos(wot)e™tdt + / sen(wot)e™ dt E.18
\/% 0 0 ) ( )

= \/6121? {/_Z cos(wot) cos(wt)dt + i /_OO

\/b%r [/: sen(wyt) cos(wt)dt +z/o; sen(wot) sin(wt)dt] .

Utilizando las identidades trigonométricas del producto a suma, la ecuaciéon anterior se

o0

cos(wot) sen(wt)dt} +

puede escribir como,

Vih(w) = 23127 {/ cos(w — wy)t dt +/ cos(w + wo)t dt (E.19)

- z/ sen(w — wy)t dt —|—z'/ sen(w + wo)t dt] _

by [ /Oo . ./Oo .
) sin(w + wo)t dt — ¢ sin(w — wg)t dt
221 | - ( 0) - ( 0)

_/ cos(w — wo)t dt +/ cos(w + wp)t dt} :

— 00 — 00
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Con la identidad de Euler la ecuacién anterior se simplifica a

Vh(w) = 5 7= GLQW { / el dt 4 / ei(“’“’O)tdt]

by [/OC i(w+wo)t /oo (w—
+ e\ Teoltdt — etwmwoltgr| E.20
2271 /- —o ( )

Utilizando la definiciéon de la funcién delta de Dirac,

1 [ .
(w —wp) = / ellmwatgy, (E.21)

2 ) o

la ecuacion E.20 se puede escribir como,

Vh(w) = a; z lé(w — wp) + 6(w + wp)

. ™
+ Zbl\/;

Sustituimos la expresién anterior en la ley de Darcy generalizada y obtenemos la velocidad

2

d(w +wp) — 0(w — wo)] . (E.22)

en el dominio de Fourier,

O(w) = —\/ZK?(;]) <a1 lé(w — wp) + 6(w + wp)

Hacemos la transformada inversa de la velocidad, ©(w), para obtener la velocidad en el

+ by

d(w+ wpy) — 6w — wo)]> . (E.23)

dominio del tiempo,

v(t) = —;—717 [/Z K(w)d(w — wp)e™ “tdw + /Z K(w)d(w + wo)ei“’tdw]

—Z2b7; [/ K(w)é(w + wp)e ™ dw — / K(w)d(w — wo)ei“’tdw}
— ﬂ —iWQt _ int _ & —iUJot _ _ int
=5 [K(wo)e + K(—wp)e ] 2 [K(wo)e K(—wp)e } (E.24)

Para que la funcién v(t) sea real, la permeabilidad dindmica debe cumplir con K(—w) =
K (w)*. Utilizando la expresién para la permeabilidad K(w) = Re[K (w)] + {Im[K (w)], la
ecuacién E.24 se puede escribir como,

v(t) = —% [ReK(wp) cos(wpt) + ImK (wy) sen(wot)]—l;1 [ReK(wp) sen(wot) — ImK (wp) cos(wot)] -
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Un tratamiento similar se puede realizar para cada modo en el gradiente de presién, por
lo que la velocidad, para el gradiente de presiéon dado por la ecuacion E.16, es:

v(t) = —K(O)vnpo B :Z %n [ReK (nwy) cos(nwot) + ImK (nw) sen(nwot)]
AN b; [ReK (nwo) sen(nwot) — ImK(nwo ) cos(nwot)] . (E.25)



F

DESARROLLO ASINTOTICO DEL MODELO
DE CAMPO

Para realizar el desarrollo asintético se tomé como guia, el elaborado para la ecuacion de
movimiento dada por la ecuacién 4.27, el cual se puede consultar en la tesis de Ledesma [80].

Para el nuevo modelo de campo la ecuaciéon de movimiento estd dada por:

I J—
“or T o = MV~ u(9), (F.1)

en donde, el potencial quimico, p(¢), tiene la forma

1(d) = pp(d) — V3, (F.2)
up(9) es el potencial quimico en el bulto y estd dado por:
3
np(9) = —o+ (F.3)
eq
Y Fido1 Fluido 2

<
Y
o

¢ = Q »<0 Figura F.1:  Coordenadas cur-
vilineas (u,s), para la regién
externa y (U,S), para la regién
interna. Ambas estdn referidas
N a la curva de nivel ¢ = 0. Las
\' lineas punteadas corresponden a
U

puntos en los que u es constante.
o - La velocidad de la curva en la

direccion normal, estd dada por

NN i
N N N v = ot

Las ecuaciones macroscopicas 4.7, 4.8 y 4.9, se pueden recuperar mediante un andlisis del

comportamiento de las ecuaciones del modelo de campo en el limite en el que € tiende
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a cero. Dicho limite corresponde al de una interfase bien definida, en el cual la regién
interfacial es un linea matematica y el pardmetro de orden se vuelve discontinuo. Para tal
analisis es necesario expresar las variables del modelo de campo en potencias de €. Debido
a que existen variaciones abruptas de dichas variables a través de la interfase, es necesario
realizar el analisis en dos regiones, externa e interna. También es necesario definir el sistema
coordenado curvilineo y calcular sus factores de escala. Para ello, se utiliza la curva de nivel
¢ = 0y sus coordenadas intrinsecas s(7), la longitud de arco a lo largo de la curva y u(7), la
distancia normal a la curva, positiva para un punto ¢ > 0 y negativa para un punto ¢ < 0
(ver Fig. F.1). Las letras maytsculas y minusculas se utilizan para denotar variables en la
regién interna y externa, respectivamente, de forma que U(7,t) y S(7,t) corresponden a
las coordenadas curvilineas en la regién interna. En esta region se re-escala la coordenada
normal a la interfase, como, w = U/e, de forma que en el limite € — 0 la coordenada w toma
valores en el rango —oo < w < co. En dicho limite, la coordenada normal a la interfase en

la regién externa toma valores en el rango,
0" <u<oo parael fluido1y (F.4)

—o00 <u <0 para el fluido 2. (F.5)

Las variables en la region externa e interna se pueden escribir en potencias de ¢ como,

a’(u757t):a0+60/1+62a2+... y
A(wvs7t):Ao+6A1+e2A2+.... (FG)

Por tanto se pueden establecer las siguientes condiciones de continuidad:

lim a; = lim A,, (F.7)
u—=+0 w—Fo0
lim % = lim L para i>0, (F.8)

u—+0 Ou w—too  Jw

04,
lim — =0, (F.9)

w—too aw
en donde, el indice ¢ se refiere a un término de la serie de potencias. Como efecto de la
transformaciéon de coordenadas, el indice en la ecuacién F.8 estd fuera de fase. Estamos
interesados en estudiar el comportamiento de la ecuacién de movimiento (Ec. F.1) a tiempos

largos, asi es que re-escalamos el tiempo como 7 = et.
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F.1. Ecuaciones en la regién externa

La expansion de las variables del modelo de campo en la region externa se pueden escribir

como,

¢ =o+ e+ Pyt - (F.10)
= o + €ty + g + -+ . (F.11)

Podemos escribir el lado derecho de la ecuacién de movimiento en términos del tiempo 7
y de la expansion del parametro de orden en potencias de ¢, esto es,
¢  0p 0 <8¢d7> d7+8¢d7_ , 0% oo

9T o Yor\orat)at Torar - o2 o

2

0 0
aeQﬁ(¢o+e¢1+e2¢2+---)+eE (do+epr+Eha+---),

que a segundo orden en € se reduce a:

¢ 00 Do o[ Ppo O
i Tk b . F.12
“or T T 7€ (O‘afﬂLaf) (F.12)
Sustituyendo la ecuacién F.11 en el lado derecho de la ecuacién F.1, tenemos:
MV = MV?puo + eMV?uy + MV g + -+ - . (F.13)

Comparamos términos del mismo orden en € en ambos lados de la ecuacién de movimiento

(ecuaciones F.12 y F.13), esto es,

e MYy = 0 (F.14)

e MV?u, = % (F.15)
0? 0

€ MViu, = « aj—io + % (F.16)

De la ecuacién F.10 tenemos que ¢(e = 0) = ¢y. Desarrollamos el potencial quimico alrede-
dor de ¢y, con ello obtendremos ecuaciones que utilizaremos posteriormente. Comenzamos
por desarrollar el potencial quimico en el bulto (primer término del lado derecho de la

ecuacién F.2), esto es,

1
p = pBo + tpe(P — o) + 5/1%0((1) — o)+ (F.17)
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Sustituimos la ecuacién F.10 en la ecuacion F.17,

1
1B = fipo + fpo(edr + €a) + 5#%0(‘5(%51 +ga)  + -, (F.18)
que a segundo orden en €, se reduce a:
AU3=:MBO-%€MEO¢1%—62<MBO¢2+- L ¢2) (F.19)

Utilizando la ecuacién F.10 el segundo término del lado derecho de la ecuacién F.2 se puede

escribir como,

V23 = &V (po + €1 + E€do + -+ +), (F.20)
que a segundo orden en epsilon, se reduce a:
V% = V2. (F.21)
En la regién externa, el laplaciano en coordenadas curvilineas (Ec. F.96) es

0 o? 0 82
V2 ——n8—+ﬁ+v2 —+\V |2 (F.22)

Aplicamos el laplaciano a ¢ (Ec. F.21), sustituimos el resultado de ello junto con la

ecuacion F.19 en la ecuacién F.2, con lo que el potencial quimico se puede escribir como:
o )

(F.23)

: D00 00 0%
ﬂznm+wm@+8(@wr%um& i U el AL

Comparamos términos del mismo orden en € de las ecuaciones F.11 y F.23, esto es,

e fo = [Bo (F.24)
e i = ppeh (F.25)
!/ 1 "
e P = fipo®2 + 5HBo : (F.26)
ad)O 82¢0 2 a¢0 2 0
—-— - —V3s Vs .
T " T o s VI

Utilizaremos estas ecuaciones para la expansion en la regién interna.

F.2. Ecuaciones en la regién interna

En la region externa la longitud de escala involucrada es mucho mas grande que €, por
lo que el sistema coordenado utilizado (u, s) es independiente del tiempo. En el caso de
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la region interna, la coordenada U es dependiente del tiempo y la curva no se mueve con
respecto a la coordenada S.

La ecuacién de movimiento (Ec. F.1) en la regién interna esta dada por:

0°d 0P ,

en donde, & = &(U(t), 5, 1).

Las expansiones de las variables del modelo de campo en la regién interna son:

P = Py+ed +Dy+ - (F.28)
M = Mo+eM;+eEMy+ - (F.29)

ou ov 0*U
vz—g = votev vt = EE T o (¥.30)

en donde, v es la velocidad de la curva. El signo menos en la derivada temporal de la
coordenada normal a la interfase (Ec. F.30) hace que la velocidad de la curva sea positiva
cuando el fluido en el que ¢ > 0 desplaza al fluido en el que ¢ < 0, vea la Fig. F.1.

El lado izquierdo de la ecuacién F.27, para ® = ®(U(t), S,t), esta dada por:

e 00 10 (090r 020wl 0095
Yorr "ot~ “lot\orot  owoU ot | oS ot
0 0r 0B 0w dU 0 9S

o ot Tawou ot T os ot (F.31)

S
Dado que relativo a la longitud de arco la curva no se mueve T 0, con ello, la ecuacién
F.31 se puede escribir como:

Fo 00 [0 (00 vow\ 00 o0
Yorr "ot T “Not\“or  cow/)| T 9r  cow
[P (Y or v (0w owoU 1ovow] 0w wow
- _687' Oor) 0t €0w \Ow /) OU It € Jt dw “or  cow
[,0°® 120°® 10v0d oo vod
_ 207 vTo®  1Ovo® o® _vo®
- _E or? + €2 0w? €Ot Gw} +€87‘ € 0w’ (F.32)

Substituyendo las ecuaciones F.28 y F.30 en la ecuacién F.32, llegamos a:

e b, 0 ) 07

Q@
aﬁ + o= ae2ﬁ (<I>0 + ey + 62(I>2) + = (vo + ev; + 62112) 22 ((I>0 +ed; + 62<I>2)
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0 0 0
T (vo +evy +€ vg) oo (<I>0 +€eP; + ¢ <I>2) 87 (<I>0 +ed, + 62(1)2)

1 0
_E (1)0 + ev; + 621)2)

87(‘0 (q)o + 6@1 + 62(b2) . (F33)

La ecuacién anterior, a orden €°, se puede escribir como:

82<I>+8® 1 [a 82@0] 1 [0411262@ 4 200w 92d, B 81}0 0Pq Y &{30] L [0“}282@2
oz ot e " aw? | e M 0w o T Yot ow " ow 0 gu?
82@1 82(1)0 8’1)0 8@1 6’01 8@0 8@1 8(1)0
2 — 2 2 - -
+ 20000 5o (2w + 1) o — g — e — g~ Gw]
(F.34)
El lado derecho de la ecuacion F.27 esta dada por:
MV?*M = MV? (Mo + eM; + €M,) . (F.35)
En la region interna, el laplaciano en coordenadas curvilineas (Ec. F.101) es
2 kOf 10°f 2 0f 2 O f
-z = F.
vaf 68w+6282+vsas+|v5| 752" (F.36)
aplicindolo a M (Ec. F.35), llegamos a:
oM 1 9°M oM 9*M,
MV2 - M _k o L 0 2 0 2
VM caw T awr TV 55 TV s
oM,  10°M, 5 o OMy , 0° M,
T e Teaw TV 5 TV g
IMy  PMy ., OM, 5 , * My
- R8w+8w2 +6V5’8S + €|V S| 852]

Re-ordenamos la ecuacién anterior en potencias de €, con lo que hasta orden € tenemos,

uoia ~ M {32/\40] LM {awl 8/\/10]
€

Ow? ow? a Ow
0? 0 0
+ EOM[ aﬁfz x g‘jl + V28 ggoﬂvsﬁ a/S\f ] (F.37)

Comparamos términos del mismo orden en € en ambos lados de la ecuacién de movimiento

en la regién interna (ecuacién F.34 para el lado izquierdo y ecuacién F.37 para el lado
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derecho), esto es,

e avgé;q); = Ma;i;lo (F.38)
et ang %2@2 + 20w01)1862¢;0 — a%% — Uo% = (8;2/211 — /ﬁaé\;lo> (F.39)

€ 1 av? %2;1) + 2041)01)1682(1)2 + o (2vovs + v}) %2;1)20 — %Q:)é?: — %1;18;3 —
vo ‘9;; - ufg{;’ =M (iﬁ? - /ia(;\jl + v?sag;" +|VS[? ag;l ) . (F.40)

El potencial quimico en la regién interna se puede escribir como:
M= Mg — V0. (F.41)
Desarrollamos el potencial quimico en el bulto, Mg, alrededor de ®,
M = Mo+ Mgy (% — ) + EMG (8 — ) - (F.42)

substituimos la ecuacién F.28 en la expresién anterior,

MB = MBO + MIBO(E(I)l + 62q)2) + 5 /éo(f(I)l + 62@2)2 + - (F43)
que a segundo orden en € se simplifica a:
1
MB = MBO + GMIBO(I)l + 62 ( 390@2 -+ QM/{%O@?> . (F44)

Con la ecuacién F.44, el laplaciano en la regién interna (Ec. F.101) y la ecuacién F.28
podemos escribir el potencial quimico en la regién interna (Ec. F.41) como:

1
M = MBO + EM/B()(I)I + 62 < /BO(I)Q + 5 %O(I)?) (F45)
92,

052

_ 62 _ﬁ% 1 62(b0 vzs@@o

€ Ow | € Ow? a8

0%, 10°®, , .0,

T " T TV %8s
00y | 0Dy | o (O,

“om a2 TV %5

+|VS|?

2P,
052

0?P,

+ €|V S|?
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a segundo orden en €, tenemos,

82(1)0 a<I>0 azq)l
M:€O|:MBO_8LU2:|+€1|: IBO(bl—f‘liaa)—&wZ]
1 0P 9*® 0P 9*®
2 2 2 0 2 0 1 2
Comparamos términos del mismo orden en € de las ecuaciones F.29 y F.46, esto es,
0. M Mo P (F.47)
€ : = - .
0 B0~ 55
ov, 0*®,
61 . M1 == /BOq)l + HE — 8w2 (F48)
1 0P, 9?®, 00, 0P,
2, _ 2 2 2
€ .M2 == IBO‘I)Q‘f’ §M/]§O(I)1 -V Sﬁ — ]VS] 652 + K 8(,0 - aw2 . (F49)
F.3. Solucién para oy My
Sustituimos la ecuacién F.47 en la ecuacién F.38 con lo que llegamos a,
0*P P M 0? 0*®
2 0 _ 0 0
av awz =M 8w2 = ]\480‘}2 (MB() — 78&;2 ) s (F50)
lo cual se puede escribir como:
0? av? 0? PPy  av?
M@ <M0 - M(I)(]) = MW <MB() — 78(&}2 — M(I)O) =0. (F51)
Integramos dos veces en w el lado izquierdo de la ecuacién anterior,
av?
My — —P5 = c¢; + cyw. (F.52)

M

2
v
Fijamos ¢, = 0, con lo que, en el limite w — +o00, My — ﬁoq)o tiene un valor finito. Una

posible solucién de la ecuacion F.51 es,

0*d av?
MBO - WQO - VOQ)O — 0, (F53)
en donde
@

2 7
oz,
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(vea la ecuacién F.3). Substituimos Mg en la ecuacién F.53,

o3 avg 9?P,
— — 14+ —— | P — —= =0. F.
2, (1457 20 G =0 (F-55)

Para resolver la ecuacién anterior hacemos el siguiente cambio de variables,

o 8(130 aq o 82q)0 62(130 (9q 8@0 8q

— = 1 = = = F.56

17 ow ow  Ow? 0?0 0w 0D, (F36)
aplicando este cambio en la ecuacién F.55, tenemos
Jq ¥ av?

—=——(14+—-—1]® F.57

i = (1452 ) @ (F.57)

cuya solucion es,
% av?
P=0 (14 —") D) F.
q 292, ( + % o+e, (F.58)

fijamos ¢ = § (1 + %SY P2

eq’

1 [ ®2 av2\1? L) 1 [ ®2 av?
22|20 _g, (1420 = 2= |9 . (1+=2])|. (F59
q 2 |:(Deq q ( + M 8w \/§ @eq q + M ( )

con lo que podemos escribir la ecuacion anterior como:

Separamos variables e integramos,

2 av2\17! 1
o v (10 57)] 0w = 5 fo

a2\ V2 d w
- (1 + M°> arctanh | ———— | = ¢, (F.60)
® )14 o V2

eq M

de donde, obtenemos:

av?\ ? a2\ [ w
dy = D, <1 + MO) tanh l_ (1 + MO> <ﬁ + c>

Los limites de ®, en la frontera de la regién interna son:

(F.61)

Dy(w — +o00) = £B,, = £1. (F.62)
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Esta condicién se satisface si vy = 0 en la ecuacion F.61. Ademds, fijamos ¢ = 0, de forma
que ¢ (w = 0) = 0, con lo que obtenemos:

®, = ®,,tanh [— (\%ﬂ . (F.63)

El potencial relacionado a este perfil es:

3 2
Mo(w) = 20 _ g, - T _ (F.64)

= 0—
2 2
Pz, ow

de forma que ¢l = 0 en la ecuacién F.52.

Utilizando las ecuaciones F.7, F.63 y F.64 podemos escribir las relaciones de continuidad

entre la regién interna y externa, como:
gbo(u — Zl:O) = @0(&) — Zl:OO) = :l:(beq ==+l (F65)

po(u — £0) = My(w — £o0) = 0. (F.66)

Con las ecuaciones F.14 y F.24, el laplaciano del potencial quimico a orden € se puede
escribir como:

MVQHO == MVQ/LBO =0. (F67)

Una solucién a esta ecuacion diferencial que no diverge lejos de la interfase y que satisface
la condicién a la frontera F.66 es,

Ho (U) = 07
de forma que el pardmetro de orden en la regiéon externa cumple con,

5

— — @y =
¢gq

0 (F.68)

esta ecuacién se satisface con las siguientes condiciones:

Po(u) = g =1 para u>0 = Fluido 1 (F.69)
Go(U) = =g = —1 para u<0 = Fluido 2 (F.70)

F.4. Ecuaciones macroscopicas

F.4.1. Condicién de equilibrio local

En esta secciéon vamos a obtener la condicién local de equilibrio dada por la ecuacién 4.8.
Utilizamos el hecho de que vy = 0 y que My(w) = 0 (Ec. F.64), con lo que la ecuacién de
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movimiento en la regién interna a orden €' (Ec. F.39) se reduce a:

M,
=0. F.71
Ow? ( )
Integramos dos veces en W,
Ml = 1w + b]_, (F72)

fijamos a; = 0, con lo que M tiene un valor finito en las fronteras, luego M; = b;. De la
ecuacién F.48, tenemos,

00, 0*®,
Ml = bl = ;30(1)1 + HaT — (%)2 s (F73)
multiplicamos esta ecuacién por %‘i‘) e integramos en la region interna,
aq»o a<1>0 ® 10D, > 2P, a@o

el primer término del lado derecho de la ecuacion se puede integrar por partes, lo que da

como resultado:

/ My, dw — [ B M) / Mgoaa‘il dos. (F.75)
Para ello, se utiliz6 el cambio de variables dado por:
u =& = du = 68(:21 dw
dv = My, %(io dw = 8(';\;? %(io dw = v = Mpq,

ya que Mpo(w — +o0) = 0 (Ecs. F.54 y F.65), el término [ Mpo]~ = 0. El tltimo
término de la ecuacién F.74 también se puede integrar por partes, lo que da como resultado

* 0", 0%, [a@o aq»lr (™09, 9P

— F.
oo Ow? Ow ow Ow oo Ow Ow? “ (F.76)

para ello se utiliz6 el cambio de variables dado por:

09, 0?®,

“= o = W=
i) P
oy dw = v 0P1

Ow? Ow '’

dv =
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ya que 92 (w — F00) = 0 (Ec. F.66), el término |22 aq)l]io = 0. Sustituyendo el resultado

ow Ow
de las integrales, podemos re-escribir la ecuacion F.74 como:
o 0P, < 10®\? > 9B, §2®,
P = —d — | d ————d
M1[ OLOO / Mo w / R(@w) w + oW dur w
> 3@0 (9‘1)1 a2©0
= — | dw— d F.
/OOH<8QJ> w a (MBO w2 ) Ww. ( 77)
Dado que vy = 0, la ecuacién F.53 se puede simplificar a:
0%,
_Z %9
MBO aw2 ’
de forma que la ecuacién F.77 se puede escribir como;
Y p—— /Oo 0%\* (F.78)
= w. .
Yo, o\ dw
Utilizando la condicién de frontera hIﬂI:l M, = hm w1 (Ec. F.7), la ecuacién anterior se
wW—r 00
puede escribir como:
,.Y/
= F.
th <2<I>eq)” (£.79)
/ 8(I>0 .z . . o2
en donde, 7' = e dw. Esta ecuacién es equivalente a la condiciéon de frontera
o w

macroscépica que se obtiene de considerar un equilibro termodinamico local, ecuacién 4.8.

F.4.2. Condiciéon de continuidad para la velocidad normal

Utilizando vy = 0, My = 0 y la ecuacién F.78, podemos simplificar la ecuacién F.40 a:

62<I>0 8'1)1 B(I)Q 8@0 BZMQ
oy — =M F.
v ow? (F.80)

integrando en w tenemos,

oM,
ow

2000 _ ( Ov, 4 by (F.81)

a——+uv | Po=M
o ot 1) ’
fijamos b; = 0 de forma que M, es finito en las fronteras. En los extremos de la zona
interna (w — £00), la ecuacién anterior se reduce a:

0
w — +o0o = :I:(am—l—vl)@eq:—

OM,
M
ot

Ow ’

(F.82)
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0 0
que con la condicién a la frontera, lim M: — lim 2 (Ec. F.8), se puede escribir
w—too 8&) u—=+0 8“
como,
81}1 M (9,&1
-0 = Lla— =——— F.83
" (O‘ ot ”1) B, O’ (F.83)

esta ecuacién constituye la ecuacién de continuidad de la velocidad normal de la interfase,

ecuacion 4.9.

F.4.3. Ecuacién para el bulto

El laplaciano del potencial quimico a orden € es (Ec. F.15),

Do

MV, = ==
i or’

(F.84)
dado que adoptamos como marco de referencia a la interfase y el campo ¢ se mueve con
ella, la derivada temporal de dicho campo es igual a cero, por lo que la ecuacién anterior
se simplifica a:

MV, =0 = Vu =0. (F.85)

Esta ecuacion constituye la ecuacién de bulto, la cual es vélida para los dos fluidos y es
equivalente a la ecuaciéon macroscopica dada por la ecuacién 4.7, la cual se obtiene de
combinar las ecuaciones 4.2 y 4.3.

F.5. Identificaciéon de parametros
Las ecuaciones 4.7, 4.8 y 4.9 de la formulaciéon macroscépica, se pueden escribir como las
ecuaciones F.85, F.79 y F.83 mediante la identificacién de los siguientes parametros:

24 M
2¢eq

b= d)equl Y= (F86)
en donde, p; tiene el efecto de la presion, M el papel de la permeabilidad de estado
estacionario (Kj) y ' es un pardmetro relacionado a la tensién superficial.

F.6. Laplaciano en la regién externa

Nuestro propdsito es mostrar como se calcula el laplaciano en términos de las coordenadas
locales u y s. Para ello utilizamos las definiciones de gradiente y laplaciano en coordenadas
curvilineas generalizadas, esto es, respectivamente:

1o0f,. 10f,

0+ —— (F.87)

V= h Ou hs 95>
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1 3(22)af+162f+ 1 3(2’:)Bf+162f

2
Vf_hh Ou Ou  h20u®  h,hy, 0s 0O0s h20s*

(F.88)

En las ecuaciones anteriores primero fijamos v como f y posteriormente s como f, calcu-
lamos la magnitud de los gradientes y los laplacianos.

Para u tenemos,

1 ou 1 ou

=——0+-——8§ 2= F.
Vu ™ 8uu+ I 950 = |Vul nr (F.89)
Vo= 3(2;)au+1a%+ ! 3(’;1“;)au+1a2u_ ! a(;ﬂ (F.90)
~ huhs Ou Ou  h20u  h,h, Os O0s h2d%s  h,h, Ou '
y para s tenemos,
1 0s 1 as , 1
Nl = . F.91
Vs = » 8uu+h 5 = [Vs| 2 (F.91)
oo, 1 3(%)@ Lo, 1 (r) L1 1 o (%) F92)
"~ hyhy Ou Ou h2 02u ' hyh, Os h2 025 huhs s ’
Con las ecuaciones F.89-F.92, podemos re-escribir el laplaciano (Ec. F.88) como:
0 0
Vif =Viu f+|V |2—f+v2 f +|V |2 f (F.93)

Con la finalidad de calcular los factores de escala h, y h,, utilizamos la curva de nivel
¢ = 0 (vea la Fig. F.1). Llamamos 6 al dngulo que va desde ¥ hasta §, por tanto, x = %
es la curvatura de la curva de nivel ¢ = 0. Denotamos X y Y como valores z y y de un
punto sobre la curva ¢ = 0. Si movemos infinitesimalmente dicho punto a lo largo de s,
podemos expresar dX = dssenf y dY = dscosf. Tomando en cuenta que el dngulo 6 es el
mismo que va desde X hasta @1, podemos escribir las coordenadas = y ¥y, de un punto en la
vecindad cercana de la curva de nivel ¢ = 0 en el que ¢ # 0, en términos de los valores X
y Y, estoes,x = X +ucosf yy=Y —usenf. Con ello podemos calcular los siguientes

factores de escala:

ox\? oy\ >
2 g —J — —
h? = <8u) + (au) 1 = h,=1 (F.94)
oz\> [dy\® [0X 06 oY 00
2 _ [ Y4 A _ (== _ - —
h5_<83> +<8s) <8s usen@as) —i—(as ucosGas)
(1—uk)®> = h,=11—uxl (F.95)

Substituimos la ecuacién F.94 en la ecuacién F.89 con lo que llegamos a: |Vu|?> = 1. Por
otro lado, con las ecuaciones F.94, F.95 y F.90 tenemos que V?u ~ —x, de forma que el
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laplaciano (Ec. F.93) se puede expresar como,

of  0*f of
2 _L2 9 2
Vof = a+a2+v8

f

+|Vs 12 (F.96)

F.7. Laplaciano en la regién interna

Utilizando la expresién para el laplaciano en la regién externa (Ec. F.93), podemos escribir

el laplaciano en la regién interna como,

of
oU

o f
05%’

P o g0f
ou? S@S

V2if = VUL + |VU|? + VS|P (F.97)

que en términos de la coordenada normal re-escalada éste estd dado por:

vif = vl L gu P <8f8“>+v2 s L wsplt (pos)

Ow U Ow U oS 052
_ 1, 0f 1 gif 2 0f O f
= EV U(9 + |VU| +V S8S+WS‘ 752"
Calculamos el factor de escala, hy, como:
oz \> oy \*
2 el el — 2 2 — —
hi; = <8U) + <8U> sen“f+cos=1 = hy=1, (F.99)

en donde,
r=X+4+Ucosf y y=Y —Usend.

Para hg, tenemos:

ox\> [Oy\® [0X o0 oY o0

2 _ Y~ el — (== ~7 _

hS_(@S) +<85’> (85 Usen085> —1—(85 U co s965>
(1-Uk)?> = hs=|1-Uk|, (F.100)

en donde,
dY =dScosf and dX =dSsenb.

Finalmente, el laplaciano en la regién interna se puede escribir como:
kOf 1 0%f

2
cow 2oz as”VS' 952"

(F.101)



Lista de los principales simbolos y abreviaciones usadas

Cwi distensibilidad del modelo de Windkessel

C distensibilidad del vaso (compliance en inglés)
C. distensibilidad total de una red

C, distensibilidad periférica

Cr distensibilidad total del sistema

Ciey distensibilidad del vaso % de una red

Ky permeabilidad dindmica local

K permeabilidad dindmica

Ko permeabilidad dindamica del modelo de campo
P presion

Dy presion en diastole

Dfb presion a frecuencias bajas

Din presién a la entrada de un vaso

P presién media

Do presion a la salida de un vaso

Pout presién a la salida de un modelo de Windkessel
s presion en sistole

PWk presion en un modelo de Windkessel

Q flujo

Qin flujo a la entrada de un vaso

Q. flujo a la salida de un vaso

Qwr flujo en un modelo de Windkessel

R radio de un tubo rigido

R, radio en didstole

R, radio promedio de un tubo elastico

R, resistencia del sistema en nuestro modelo 0-D
Rr resistencia total de una red

R% resistencia periférica total del vaso terminal ¢
Ry R, resistencias del modelo de Windkessel

MEDG modelo elastico de Darcy generalizado
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