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Capitulo 1

Introduccion

La historia de los nimeros “nuevos”siempre ha sido tumultuosa. Desde
la tragica adiciéon de los irracionales en la época de los griegos, hasta la
aceptacion de los nimeros complejos. No menos conflictiva fue la discusion
en torno a los infinitesimales en el siglo XVII.

Introducidos por Leibniz en su desarrollo del calculo, los infinitesimales
eran nimeros menores que cualquier cantidad positiva, pero diferentes de cero.
Sin embargo, el hecho de que pudieran usarse como cero y como distintos
de cero segin la conveniencia del matematico les generé muchas criticas.
Uno de los principales opositores fue George Berkeley el cual llamé a los
infinitesimales los fantasmas de las cantidades muertas.

El tiempo pasé y los infinitesimales no se pudieron justificar, aun sabiendo-
se que los resultados a los que se llegaban con ellos eran correctos. Esto llevo
a que Cauchy iniciara los métodos a través de limites que eventualmente
formalizé Weirstrass en los métodos omnipresentes de J y €.

Fue hasta 1966 que Abraham Robinson finalmente pudo justificar a los
infinitesimales utilizando las herramientas de la 16gica moderna. Las pléticas
de Robinson fueron muy exitosas y generaron varios desarrollos de la teoria.
El mismo Kurt Godel después de escuchar una de sus lecturas dijo que este
serfa el futuro del analisis.

A partir de lo que demostré Robinson ha habido numerosas aproximacio-
nes al analisis no estandar. Aqui analizaremos una que tiene una aproximacion
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bastante robusta y que otorga muchas ventajas. Esta se le atribuye a Nelson
y la manera en la que aborda el tema es a través de la teoria de conjuntos
internos o TCI.

La construccion de Nelson consiste en hacer una extension conservativa de
ZFC a TCI, de forma que en la nueva teoria se pueden utilizar infinitesimales.
El hecho de que se realice de manera axiomaética es un fuerte argumento para
considerar que los infinitesimales siempre han estado ahi, pero que no se tenia
una axiomatica lo suficientemente rica como para observarlos.

Lamentablemente para gente como yo, que encuentra los métodos de de o
y € poco elegantes y laboriosos, la profecia de Godel no se ha cumplido atn.
Pero aun si los infinitesimales no son utilizados en la matematica de manera
regular, por su simpleza se siguen usando en carreras mas técnicas, como en
fisica e ingenieria. A manera comparativa vale la pena mencionar la historia

del arreglo QWERTY de nuestros teclados.

En un principio las méaquinas de escribir no eran lo suficientemente so-
fisticadas como para permitir escribir rapidamente sobre ellas, asi que para
resolver el problema de que se atoraran las teclas ante mecanistas cada vez
mas diestras, se disenio un teclado especialmente organizado para que se
escribiera més lento.

Eventualmente este arreglo dejo de ser necesario con el avance de tecno-
logia en las maquinas de escribir pero este ya se habia vuelto el estandar. Este
teclado es el que usamos hoy en dia, el arreglo QWERTY. De igual manera los
limites, que fueron introducidos para remplazar a los infinitesimales porque
estos no podian ser justificados, se siguen usando hasta hoy.

Es claro que dependerd de cada quien decir que métodos son mas elegantes
o sencillos, sin embargo creo que nadie negara que ver los problemas de otra
forma hace la diferencia a la hora de solucionarlos. Por lo tanto, el propdsito
de esta tesis es hacer una presentacién del analisis no estandar en aras a que
tenga una mayor difusion.



Capitulo 2

Teoria de conjuntos internos

La teoria de conjuntos internos (la abreviaremos TCI ) se obtiene a partir
de modificar la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel. Los cambios consisten
en ajustar un par de los axiomas de ZFC, anadir un nuevo predicado unario
indefinido y 3 axiomas nuevos.

El nuevo predicado unario es e(x) y se leerd cémo “x es estdandar”; y
al igual que la pertenencia € no sera definido. Como al hacer esto estamos
modificando el lenguaje de ZFC, dividiremos en dos grupos las férmulas de
TCI: férmulas internas, que son las que no utilizan el nuevo predicado e (las
férmulas de ZFC); féormulas externas, las que utilizan e.

Es por esta extension al lenguaje que también tenemos que modificar los
esquemas de axiomas de ZFC ya que utilizan formulas: El axioma de remplazo
y el axioma de separacion. Dentro de TCI ambos solo podran usar féormulas
internas.

Con esto aseguramos que dentro de TCI se seguird comportando de la
misma forma todo lo que conociamos. Es decir que no estamos cambiando
la teoria de ZFC sino que solo estamos anadiendo (o descubriendo) nuevas
cosas.

El predicado estandar va a representar esa divisién a nivel de los elementos.
Un objeto de TCI sera estandar si es un objeto de ZFC. Es decir, todas las co-
sas que ya conociamos de ZFC seran lo estandar, mientras que lo no-estandar
sera todo lo que aparecera como nuevo.

11
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Antes de presentar los axiomas, seran de utilidad las siguientes abrevia-
ciones:

Si ¢(x) es una férmula, en vez de Vz(e(z) — ¢(x)) usaremos Vexp(x).

En vez de Jx(e(x) A ¢(x)) usaremos F°xp(x).

Axioma de Transferencia (T)

Si ¢ es una férmula interna cuyas tnicas variables libres son x, 1y, to, ...,
entonces:

Vet N [YVexd(x, ty, ... ty) — (VYad(x, ty, ..., )]

También tenemos el regreso del axioma y se cumple de manera trivial.

De forma intuitiva el axioma de transferencia nos dice que todo lo que vale
para los estandar vale para los no-estandar también. Por ejemplo, si todos los
enteros estandar tuvieran inverso aditivo, entonces por transferencia todos
los enteros ( estandar y no-estandar) tendrian inverso aditivo.

Uno de los principales usos de (T) es confirmar a los estandar como los
objetos “clasicos”de ZFC.

Teorema 2.0.1. Sea ¢ una formula interna cuya unica variable libre es x
entonces:

1) Fzxp(z) — Fxp(z)

2) Bleg(r)) = (Fle(x))

Esta férmula se deriva de (T) pero usando su contrapositiva y la negacién

de ¢. [ |
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De esto concluimos que si un objeto satisface de manera inica una féormula
(interna) entonces ese objeto es estandar. Y estos son todos los elementos
“clasicos”de ZFC. Por ejemplo: 0,4,0,7,N,R...

También podemos decir que cualquier cosa que construyamos a partir de
objetos estandar usando férmulas internas, sera estandar. Por ejemplo, si z es
estandar tenemos que su conjunto potencia serd estandar. Si z es no-estandar
entonces no se puede aplicar (T) ya que esta solo acepta parametros forzo-
samente estandar. De igual manera, el axioma de separacién aplicado a un
conjunto estdndar usando una férmula con parametros estandar generara un
conjunto estandar.

Hay que tener en cuenta que las férmulas de ZFC no dicen lo mismo en
TCI ya que nuestros cuantificadores ahora “alcanzan”nuevos elementos, es
decir Vn(n € N — 0+ n = 0) en TCI no significa lo mismo que en ZFC. Sin
embargo, Vn(n € N — 0 + n = 0) seria equivalente tanto en ZFC como en
TCI. Esto motiva la siguiente definicion.

Si 0 es un enunciado interno llamaremos la relativizacion a los estandar
de o, denotada por ¢¢ a la féormula que se obtiene de remplazar todas las
apariciones de V y J por V¢ y 3¢

Es facil ver que o¢ <> 0 ya que 0 — ¢° es trivial y ¢ — o se obtiene
de aplicar (T) y el teorema 2.0.1. Es decir, podemos concluir que todos los
enunciados que teniamos para los estandar se extienden hasta los no-estandar
también.

El siguiente resultado es importante porque nos empieza a dar una idea
sobre la naturaleza de los elementos no-estandar. Se obtiene simplemente de
aplicar transferencia a el axioma de extensionalidad:

VaaVey(Vez(z €ex > 2z €y) m» x =1y)

De donde obtenemos que dos conjuntos estandar son iguales syss tienen los
mismos elementos estdndar. Con esto tenemos que los elementos no estandar
siguen como una sombra a los estandar.
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El siguiente axioma es el que por fin nos va a revelar los nuevo elementos:
Axioma de Idealizacién (I)

Si ¢ es una férmula interna cuyas variables libres son al menos z,y y
posiblemente %1, t5, ..., t; entonces:

Vty.. Yt (Vez(z finito — JaVy(y € z — d(x,y,t1, ..., tx)))) >

H (3xv6y¢(:’v7 y? tl? A tk‘))

El axioma de idealizacién puede parecer un poco oscuro a primera vista, sin
embargo es el axioma que garantiza la existencia de los elementos no-estandar.
En principio lo que hace es una forma de teorema de compacidad llevada a
relaciones. Si para cada conjunto finito hay alguien que esta relacionado con
todos sus elementos, entonces hay alguien que esta relacionado con todos.

Sabiendo eso, veamos nuestro primer elemento no-estandar. Consideremos
los naturales con la relacién de mayor, la cual es una férmula interna de dos
variables libres por lo que podemos aplicar (I).

Vez(zfinito —» Jx(Vy(y € z — (y e NAz e NAy < z))) ¢
< JVylye NAz e NAy < x)

Como cada subconjunto finito de los naturales tiene un elemento maximo
M, para satisfacer el lado izquierdo del bicondicional basta elegir x como
M + 1. Esto nos garantiza entonces que hay un elemento en los naturales que
es mayor que todos los naturales estandar. Este elemento necesariamente es
no-estandar.

Una duda interesante puede surgir aqui. Por una parte mencionamos que
todo sigue funcionando como en ZFC, en especifico la finitud. Es decir, un
conjunto es finito si es biyectable con un natural. Por otra parte acabamos
de ver que hay un nuevo natural que es mas grande que todos los naturales
que conociamos, lo cual pareceria llevarnos a una paradoja. Sin embargo,
contrario a lo que podriamos esperar, estos nuevos niimeros siguen siendo
finitos. Ya que los naturales estandar son finitos, entonces por transferencia
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los naturales no-estandar también.

Por otra parte, si un conjunto es finito y estandar, y por lo tanto biyec-
table con un natural, este natural es inico. Por lo que aplicando el teorema
anterior este natural es estandar. Esto nos deberia dejar ya tranquilos de que
la finitud sigue funcionando igual, ya que siempre que exista una biyeccién
de un estandar con un natural, este natural sera estandar.

Sin embargo, el axioma de idealizacién va mucho mas alla y nos garantiza
el siguiente sorprendente resultado:

Teorema 2.0.2. A es un conjunto estandar y finito syss Todos los elementos
de X son estandar.

Lo que queremos probar formalmente es:

VA((e(A) A Afinito) <> Va(x € A — e(x)))

Consideremos la formula interna x € A A x # y. Como es interna y tiene
al menos dos variables libres podemos aplicar (I).

VA(Vez(zfinito — JaVy(y € z = (x € ANz #y))) <>
o Vylr e ANz #vy))

De aqui tomamos A un conjunto y desarrollamos ambos lados del bicondi-
cional.

Primero JxVéy(x € A A x # y) lo podemos escribir como
Jz(x € AN —e(x)).

Ahora negando ambos lados:
Fz(zfinito ANVxIy(y € 2 A (0(x € A) Vo =1y))) <

> Vr(r € A — e(x))
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La parte Vz3y(y € z A (—(z € A) Vo = y)) es equivalente a
Vedy(y € zA (x € A — x =y)) y esto equivale Vo(r € A - x € z) y a su
vez a (A C 2)

Por lo tanto obtenemos:

Fz(zfinito N A C z) <> Vz(r € A — e(x))

Esto ya es muy parecido a lo que necesitamos probar, siendo solamente el
lado izquierdo diferente. Asi que usando este resultado pasamos a demostrar
el teorema. Tomamos A un conjunto y empezamos por la ida:

(e(A) A Afinito) — Va(x € A — e(x))

Usamos nuestro resultado previo y como A es estandar y finito lo podemos
usar en lugar de la z en el existencial lo cual nos implica lo que necesitamos.

Para el regreso usamos de nuevo nuestro resultado anterior, lo que nos
da un conjunto z estandar y finito. Nos fijamos en su potencia P(z). Esta
sigue siendo estandar y finita ya que z es estandar y finito. Esto nos permite
entonces usar la ida para garantizar que todos sus elementos son estandar, en
especifico A. Y como A C z con z finito, tenemos que A es estandar y finto.

Este resultado probablemente sea el mas significativo de esta seccion. Nos
dice que cualquier conjunto estandar infinito tiene elementos no-estandar,
empezando por los naturales, como ya habiamos visto. Es también la razén
por la que TCI tiene mayores implicaciones que otras aproximaciones al
andlisis no-estandar, y es porque justo nos permite aplicarlo a otras ramas de
la matematica como topologia y probabilidad, ya que nos habla de todos los
espacios y no solo de los reales.

Axioma de Especializacion (E)

Si ¢ es una férmula (interna o externa) con al menos x como variable libre
entonces:

VezIYVr(x € y <> o € 2 N\ ¢(x))
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El axioma de especializacion es el més legible de los tres. Basicamente
lo que hace es complementar el axioma de separaciéon para poder construir
conjuntos con férmulas externas, con la restriccion de que solo nos habla
sobre los elementos estandar.

Como dos conjuntos estandar son iguales si tienen los mismos elementos
estandar el conjunto creado por (E) es unico y lo denotaremos “{z € z|¢(x)}.

Hay que tener cuidado con como se interpreta este conjunto. No es el
conjunto cuyos elementos son solamente los estandar que cumplen ¢, sino
el conjunto cuyos elementos estandar son los que cumplen ¢. Es decir, si
E =“{z € z|¢(x)}, puede haber elementos en E que no cumplan ¢ o elemen-
tos fuera de E que si cumplan ¢ pero que estén en z. Estos necesariamente
serfan no-estandar, pero es algo que hay que tener en cuenta.

Como ejemplo de esto, vamos a demostrar que en los naturales, si m es
un no-estandar, entonces “{z € NjJz < m} =N.

Para demostrar esto basta ver que tienen los mismos elementos estandar
con la doble contencion. Omitiendo la contencién trivial tenemos que sin € N
y e(n) entonces n # m ya que m es no-estdandar. Por lo tanto n < mVm < n.
Por otro lado, como {x € N|z < n} es un conjunto estandar y finito todos sus
elementos son estandar (2.0.1), por lo tanto m no puede pertenecer a el, osea
ser menor que n. Concluimos entonces que n < my que “{x € Njx < m} = N.

Este ejemplo muestra lo enganoso que puede ser (E). Mientras que no
pasa que m < m de todas formas m € “{z € N|z < m}.

Esto nos muestra que los no-estandar no pueden ser manipulados de la
misma forma que los elementos estandar. La naturaleza de estos objetos
impide que podamos trabajar con ellos de la misma forma que con conjuntos
estandar. Por eso es importante para trabajar con TCI notar las restricciones
que hay a la hora de formar conjuntos, ya que no podemos controlar lo que
hagan los no-estandar. Es decir, podemos controlar al objeto, pero no lo que
hara su sombra, la cual se puede deformar dependiendo de donde estemos.

Y para finalizar de hablar sobre la esencia distintiva de los no-estandar,
veamos la caracteristica quiza mas asombrosa.
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Teorema 2.0.3. Euxiste un conjunto F' tal que todo elemento estdndar perte-
nece a €l y es finito.

La férmula y € F' A F finito es interna y contiene solo dos variables libres
por lo tanto es candidata para usar (I).

Vez(zfinito — IFVy(y € z — (y € FAF finito)) <» 3FV°y(y € FAF finito)

Como Vez(z finito — FFVy(y € z — (y € F' A F finito)) se satisface tri-
vialmente ya que para cada z, ella misma puede fungir como las F' necesaria.

Por lo tanto siempre tenemos 3FVey(y € F' A F finito). [ |

Esto significa, por ejemplo, que hay un conjunto que contiene a todos los
ordinales estandar pero que es finito. Sin embargo, el conjunto F' necesaria-
mente es no estandar.

L Qué pasaria si no lo fuera? Sea E un conjunto que contiene infinitos
elementos estandar y F' el conjunto finito que contiene todos los elementos
estandar de E. Si F fuera estandar, como es finito, todos sus elementos serian
estandar y luego por extensionalidad seria igual a F'. Sin embargo, F es infi-
nito y por lo tanto contiene elementos no estandar, lo cual es una contradiccion.

Tomando de nuevo el caso de los naturales no-estandar, demostrar que
el “conjunto”{1,2,3,..} C m y que por lo tanto m es infinito, es imposible.
Aun si individualmente cada natural estandar estd en m. Esto es porque el
conjunto de los naturales estandar no se pude construir, no existe dentro de
TCI, como acabamos de ver.

Asi, la finitud juega un papel curioso con los no-estandar ya que estos
parecen no tener consideraciones de espacio. Pero quiza esto no tendria que
ser tan sorprendente, después de todo un objeto con un volumen basto puede
tener una sombra de volumen nulo.
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Terminemos por ver un caso curioso. Como el 0 es estandar y si n es
estandar, entonces n 4+ 1 también es estandar, entonces podriamos concluir
que todos los naturales son estandar por induccién.

Uno podria pensar que la induccién ya no funciona pero si nos remitimos
a su formula tenemos que si A C Nluego 0 € AAVn(n € A — s(n) € A) —
A = N). Visto asi es facil ver dénde estd el error en la paradoja anterior. Para
realizar la induccién estamos suponiendo que existe el conjunto de todos los
naturales estandar, lo cual ya sabemos es imposible.

Con esto terminamos la presentacion de TCI y recalcamos que lo mas
importante a la hora de trabajar con TCI, es tomar en cuenta las restricciones
que impone la naturaleza de los no-estandar; tener claro cuando se puede
aplicar transferencia y las limitaciones que hay a la hora de crear conjuntos.






Capitulo 3

Los reales no estandar

Ahora que ya hemos presentado la teoria de conjuntos internos, podemos
pasar a trabajar con ellos. Este capitulo tiene como propdsito ejemplificar
cémo se trabaja con los infinitesimales. Se hablarad del comportamiento de los
nuevos elementos asi de como de continuidad.

3.1. Definiciones

En esta primera parte veremos cémo se comportan los reales en nuestra
nueva teorfa. Asi que empecemos por ver algunas caracteristicas generales de
los reales estandar.

Teorema 3.1.1. Sean a y b reales estandar, entonces:

1) a+b es estindar
2) ab es estandar
3) —a y 1/a son estindar

Como a y b son numeros estandar y el resultado de la suma es tnico,
entonces tenemos que a + b es estandar. Lo mismo ocurre para el producto.
Como los inversos aditivos y multiplicativos son unicos, tenemos que ambos
son estandar por el teorema 2.0.1.

21
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En el capitulo anterior construimos nuestro primer elemento no-estandar
utilizando el axioma de idealizacion, el cual nos mostraba la existencia de
un natural mayor que todos los naturales estandar. De igual forma podemos
hacer esto en los reales, para obtener un nimero h.

A un real h que cumpla que para todo real estdndar = entonces z < |h| le
llamaremos ilimitado. Si un nimero x no es ilimitado, entonces es limitado,
i.e. existe un real estandar y tal que |z| < y.

Ahora podemos preguntarnos cuantos reales ilimitados hay. Si tenemos
que h es ilimitado, entonces es facil ver que h+ 1 también lo es. Lo mismo para
todo real estandar, por lo que tenemos al menos tantos reales no-estandar
como reales estandar.

Teorema 3.1.2. Sean a y b reales limitados, y ¢ un real ilimitado entonces:

1) a+ b es limitado.
2) ab es limitado.

3) a + c es ilimitado.
4) ac es ilimitado.
5) ¢ es no-estandar.

Como a y b son limitados entonces existen reales estandar r, ¢ que cumplen
la| <ry|b] <t.

1) Sumando |a| < 7y |b] <t tenemos |a| + |b] <+t y por desigualdad
del triangulo |a + b| < |a| + |b| de donde obtenemos que |a + b| < r + ¢ por lo
que a + b es limitado.

2) Ahora multipliquemos |a| < r y |b| < t de donde tenemos |ab| < rt por
lo que ab es limitado.

3) Sea r un real estdndar. Primero supongamos que 0 < a, entonces como
r < |c| es claro que r < |c+ a|. Ahora, si a < 0 entones supongamos que
|c+a| < r. Entonces tendrfamos que que |c| < r+|al, ya que || —|a| < |c+al,
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pero r — |a| es estdndar y c es ilimitado, lo cual es una contradiccién, por lo
tanto r < ¢+ a.

4) De nuevo, r/|a| < |c| entonces r < |c||al, es decir r < |cal.

En estas primeras demostraciones es importante senalar el uso implici-
to de (T). Por ejemplo, en que las propiedades sobre desigualdades siguen
cumpliéndose con los no-estandar. Esto es porque como vimos en el capitulo
anterior, TCI hereda todas las propiedades clasicas (internas) a través de
transferencia.

5) Como |c| es mayor que todos los estdndar, el mismo debe ser necesaria-
mente no-estandar.

Se puede ver de forma trivial que el producto de ilimitados es ilimitado.
No pasa lo mismo con la suma ya que si a es ilimitado, a — a es limitado.

Ahora, si h es un nimero ilimitado, consideremos 1/h. Como tenemos que
para todo real estandar r, 1/r < |h| obtenemos que 1/|h| < r. Esto nos dice
que el nimero 1/|h| es més pequeno que todos los reales estandar positivos,
pero es diferente de cero.

Si h es un real tal que para todo real estandar positivo r, se tiene |h| < r
llamaremos a h infinitesimal. Notemos que el tinico infinitesimal estdndar es
el cero y que si h es un infinitesimal entonces 1/h es ilimitado.

Teorema 3.1.3. Sean a un real estandar y ¢ un real infinitesimal entonces:

1) a+ c es limitado.
2) ac es infinitesimal.
3) ¢ es no-estdndar.

La demostracion de estos incisos es analoga a las del teorema anterior.
De igual manera es trivial ver que suma y producto de infinitesimales es
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infinitesimal.

En los reales, diremos que dos nimeros estan infinitamente cercanos si su
diferencia es un infinitesimal. Lo representaremos por a ~ b. Esta relacion es
de equivalencia.

Teorema 3.1.4. Sean a,b,c,d reales tal que a ~ b y c ~ d entonces:

l)a+c~b+d.
2) ac =~ bd.
3) Si a y b no son infinitesimales 1/a ~ 1/b.

1) Queremos ver que a+ ¢ —b— d es un infinitesimal. Para esto agrupamos
(@ —b) + (¢ — d) y como sabemos que a — b es un infinitesimal, al igual que
¢ —d, vy que la suma de infinitesimales es infinitesimal, obtenemos lo que
queremos.

2) (a—b) =hy (¢c—d)=h donde h y I/ son infinitesimales. De ahi
tenemos a = h+by ¢ =h' + d, y si multiplicamos las igualdades obtenemos
ac = hh' + hd + Wb+ bd. De aqui obtenemos ac — bd = hh' + hd + h'b, donde
hh' 4+ hd + h'b es un infinitesimal como buscabamos.

3) Queremos demostrar que 1/x —1/y es un infinitesimal. Observemos que
en la expresion |%|, y — x es un infinitesimal por hipétesis, 1/z es limitado al
igual que 1/y ya que tanto x como y no son infinitesimales. Como el producto
de un ntmero limitado por un infinitesimal, es un infinitesimal, tenemos el

resultado deseado.

Teorema 3.1.5. Si a y b son reales estandar y a >~ b entonces a = b

Como a — b es un infinitesimal, y la resta de estandares es estandar,
a — b =0 ya que es el inico infinitesimal estandar.



3.1. DEFINICIONES 25

Teorema 3.1.6. Todo real limitado esta infinitamente cercano a un real
estandar.

Sea a un real limitado, i.e. hay un real esténdar positivo r tal que |a|] < 7.
Usando (S) sea A = “{z € R|z < a}. Ahora como todos los elementos
estandar en A son menores que 7, entonces por (T) todos los elementos de A
son menores que 7. Por lo tanto, como al menos —r € A tenemos que A es un
conjunto no vacio y acotado. Como todo conjunto acotado de los reales tiene
un supremo, sea « tal nimero. Por el teorema 2.0.1 sabemos que « es estandar.

Ahora veamos que « >~ a y procedamos por reduccion al absurdo en ambos
casos del valor absoluto. Sea e un estandar positivo. Si @ — a > e entonces
a > e+ a pero e + a es una cota superior de A menor que «, contradic-
cién. Si a—a > e entonces a > a+e pero a > a y e es positivo, contradiccion.

;Porqué no habriamos podido simplemente decir que el conjunto A del
teorema anterior es acotado por a y es no vacio porque a € A? Aqui tenemos
que recordar sobre la advertencia sobre el uso de (S) ya que no sabemos si
a es estandar por lo que no podemos asegurar ninguna de las dos afirmaciones.

Otro punto que podria haber salido mal habria sido decir que como todos
los elementos estandar de A son menores que a por (T) todos los elementos
de A son menores que a. Esto de nuevo es un uso incorrecto de (T) ya que a
no es estandar necesariamente.

Con esto queda demostrado el teorema y al mismo tiempo vemos un
ejemplo de qué cuidados se deben tener al usar (T) y (S). Ahora podemos
dar la siguiente definicion:

Llamaremos parte estdndar de un nimero limitado al real estandar infini-
tamente cercano a él.
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Definiremos el halo de un punto x como el conjunto h(x) = {y|ly ~ =}

3.2. Continiudad

Una funcién f : [a, b] — R es continua en un punto = € [a, b si f(z) ~ f(y)
para cualesquiera y ~ x. Una funcién continua, es una funcién que es continua
en todos los puntos de su dominio.

Tomemos por ejemplo la funcién f(x) = 23 + 22 + 3 . Para demostrar que
es una funciéon continua basta con tomar un punto estandar x de su dominio

y un y tal que x ~ y. Ahora queremos ver que f(z) ~ f(y).

Como 2 ~ y?, 22 ~ 2y y 3 ~ 3 tenemos que la suma de nos da f(x) ~ f(y)
como buscabamos, por lo que la funcién f(x) es continua.

En cambio consideremos la siguiente funcién en el punto 0.
1 =0
ro={ i)

Tomamos un punto h tal que 0 ~ h. Por una parte tenemos que f(0) =1
pero f(h) = h? donde h* ~ 0 por lo que no estd infinitamente cercano a 1.
De ahi que la funcién no es continua en el punto 0.

Teorema 3.2.1. Si f y g son funciones continuas en un domino D:

1) f+ g es continua.
2) fg es continua.
3)f o g es continua .

1) Sean x y y tal que x >~ y. Como f + g(z) = f(z) +g(z) y f(z) = f(y),
g(x) ~ g(y) tenemos que f + g(x) ~ f + g(y) por el teorema 3.1.3.
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2) Igual que el inciso anterior.

3) Sean z y y tal que x ~ y. Queremos ver que f(g(x)) ~ f(g9(y)) .
Como g es continua tenemos que g(x) =~ g(y) y como f es continua entonces

flg(z)) = f(g(y))-

Teorema 3.2.2. Sea f : [a,b] — R una funcion. Si f es continua entonces f
alcanza su valor mdximo.

Por el teorema 2.0.3 del capitulo anterior tenemos que hay un conjunto
E C [a,b] que contiene todos los elementos estdndar de [a, b] y que es finito.
Como FE es finito podemos tomar el maximo de las imagenes de f restringida
a FE. Seam € F el maximo y tomemos m’ su parte estandar.

Supongamos que hay un elemento esténdar r tal que f(m') < f(r) . Como
f(m)> f(r), m>~m'y f es continua tenemos f(m) ~ f(m’) . Por lo tanto
f(m') ~ f(r). Sin embargo, como m’ y r son estdndar, y f es estandar, sus
imagenes son estandar y por el teorema 3.1.5 entonces f(m') = f(r), lo cual
contradice nuestra suposicion.

Recordemos que ahora usamos en varias partes (T) a la hora de demostrar
las cosas solo para los elementos estandar. Si nos fijamos en la parte estdandar
de r fue justo para poder utilizar (T) de forma legal en los varios pasos.






Capitulo 4

Teorema de conservacion

4.1. Modelos internos

En esta seccion probaremos que TCI es una extension conservativa de ZFC,
i.e. lo que se puede probar en ella se puede probar en ZFC (en su respectivo
lenguaje). Este resultado es crucial ya que, como vimos en la primera seccién,
nos induce a pensar que en realidad los elementos no-estandar siempre han
estado ahi, y que solo necesitdbamos una axiomatica mas rica para poder
identificarlos.

Formalmente lo que queremos probar es que si ¢ es un teorema interno
de TCI entonces o también es un teorema de ZFC. Realizaremos nuestra
demostraciéon utilizando la teoria de modelos internos desarrollada por Von
Neumann. Para esto seleccionaremos 3 variables de nuestro lenguaje que
reservaremos exclusivamente para este uso. Elijamos entonces E, Sy M.
Intuitivamente estas variables representaran: M el universo de conjuntos; S
los elementos estandar; E la relacién de pertenencia.

Puesto de otra forma, M se puede ver como un conjunto fijo, S C My
ECMxM.

Entonces a una férmula o le asignaremos su relativizacién o™ de la si-
guiente forma.

29
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(o A =™ N M

(Veo(z))M =V € Mo (x)

Como ejemplo, si tenemos la férmula Vz(x € B — = € A) su relativizacién
aMesVr(re MANzeB—uzeA).

A la terna (M,S,F) que cumple S C M y E C MXM le llamaremos
interpretacién. A una interpretacién para ZFC (es decir, uno que no tenga la
variable S) le llamaremos interpretacién estandar.

Sil'= {1, qe,...,an} es un conjunto de férmulas y {z1, xs, ..., x,} son
las variables libres que aparecen en ellas, abreviaremos con M |= T la férmula:

Vo, Vao.. Vo, € M(ad Aad' ... Aol

m

Esto se suele leer como M modela T'.

4.2. Teorema de Reflexion

En ZFC tenemos la siguiente sucesion definida por recursién sobre los
ordinales:
Vo=10
(

VaJrl =P Va)
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w=UW
o<\
Donde A es un ordinal limite.

A cada V,, lo podemos ver como una interpretacién estandar tomando
V,=M y E = €. De esta forma podemos enunciar ya el siguiente teorema.

Teorema 4.2.1. Teorema de Reflexion

SiI'=A{ay, ag, ..., } es una coleccion finita de formulas cuyas variables
son {x1,xq,...,x,}, en ZFC se demuestra que existe un ordinal limite X tal
que para cada i € {1,2,...,m}:

V.. Y, € V(o & o)

Para la prueba tomamos una sucesiéon de expresiones 61, ..., 0, de la si-
guiente forma:

1) Todas las férmulas de I' estan entre 6, ..., 0,.
2) Todas las subférmulas de cada 6; estan en la sucesion.

Con esta coleccion de férmulas procedemos a realizar la demostracion
usando induccion sobre la formacién de las férmulas ;.

Para encontrar el ordinal limite A que estamos buscando crearemos recur-
sivamente una sucesion numerable de ordinales 5y < 1 < ...0; < ... de forma
que su supremo sea A\ .

Primero elegimos cualquier ordinal como Sy y asumiendo que [ ya esta
definido, definiremos su sucesor f;.1 de la siguiente manera:

A cada 0; le asignaremos un ordinal v; de forma que Sy, serd el maximo
entre £ + 1 y todos los ;.

Tomamos pues un 6;. Vamos a tomar 7; = 0 en todo caso excepto si es de
la forma 0; = Vza(r, 71, ...,7,). En ese caso para cada § = (y1, ..., yn) € V3,
asignaremos el minimo ordinal ¢y tal que hay un z € Vs que cumpla que
—(z,7). Sino hay tal z entonces d; = 0. Definimos ; como el minimo ordinal
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tal que V,, contiene todos las dj.

Asi podemos elegir a 5,1 como el maximo entre Sy + 1 y todos los v; y
considerar a A como el supremo de la sucesién de los 5 que construimos.

Con esto podemos ya empezar nuestra induccién. Demostraremos para
las férmulas que:

Vo, ...z, € V(0i(21, ..., ) <> 9;/*(1:1, ey T))
Si 6; es una féormula atémica:

a)Si 0; = x1 = x5 tenemos:

Vai,...,x, € V)\(ZL’1 =Tg <> T1 = x2)

Por lo que el resultado es obvio. Lo mismo tenemos cuando 0; = x; € x».
Si v es una férmula que cumple el teorema con (1, ..., x,) como variables
libres tenemos:

b)Si 6 = —a(xy, ..., x,) entonces por hipdtesis de induccién tenemos:

Yy, ..., 1, € N(a(zy, ..., x,) & o™ (21, ..., 1))

Lo cual se sigue cumpliendo si negamos ambos lados.

Yoy, ..., 1, € Va(ma(zy, ..., 2) &m0 (1, ..., 20))

c¢) De forma andloga se cumple para § = a A 5.
d) si 0 =Vza(z,xy, ..., x,) por hipdtesis de induccién tenemos:

Vavay, ...z, € Vi(a(z, 2y, ..., 1) < @ (2,21, ..., 1))

Entonces probaremos:

Vay, ..., 1, € V\(Vaza(z, 21, ..., 1,) < Vo € Via™ (z, 21, ..., 2,))
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Fijamos (y1,...,y,) € V) para la demostracién y suponemos primero
Vea(x, yi, ..., Yn)-

Si tomamos una x € V), tenemos que «(x,yi, ..., Yn) por hipdtesis y por
lo tanto por hipétesis de induccién tenemos o' (z,y1, ..., yn), v por ende
Vr € V)\CYVA<3:,:U]_, 7yn)

Para demostrar el bicondicional veremos que:
Nza(z, Y1, .y Yn) — Vo € VA (2,91, oy Yn)-

Como —Vza(z,y1, ..., y,) hay una z tal que —a(z,y1,...,yn) y por como
construimos nuestro V) existe una z’ (sabemos que existe ya que al menos
existe z para la (y1,...,y,) que fijamos) en V) que cumple —a(2',y1, ..., Yn)-
Luego por hipétesis de induccién tenemos que —=a" (2, vy, ..., y») por lo cual
tenemos —Vz € Via" (z,y1, ..., yn).

Le llamaremos inmersién elemental a una funcién j: M — M’ inyectiva
entre dos interpretaciones del mismo lenguaje que cumpla que para toda
férmula (en realidad para un conjunto lo suficientemente grande) a(xy, .., z,):

Vg, . x, € MM (zy, .. x,) < ™ (G (1), ..., j(20))).

4.3. Construccién de la interpretacion no-estandar

El siguiente paso serd construir nuestra interpretacion no-estandar que
cumpla nuestros requerimientos. Nuestra construccion seguira los siguientes
pasos: Filtro, ultrafiltro, ultrapotencia, ultrapotencia adecuada, limite induc-
tivo y ultralimite.

Un filtro U sobre el conjunto I es un subconjunto de la potencia de I tal
que cumple las siguientes propiedades:
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a) ) g U
b)SiX,YeU—-XNYeU
c)SiX,)Yep) - (XeUANXCY)—=Yel)

Un filtro es ultrafiltro si ademds cumple que para todo conjunto X € p([)
entonces X e U 61\ X e U.

Ahora consideraremos el conjunto V! de las funciones que van de I a V' y
U un ultrafiltro sobre 1.

Definimos la relacion g =y h <+ {i € I|g(i) = h(i)} € U. Es obvio que
esta relacién es de equivalencia sobre V1.

Llamaremos ultrapotencia de V' respecto a U al conjunto cociente *V =
V1/U de U respecto de =¢. Si f € V! entonces su clase estard denotada por
[f] € *V.

Definiremos la inmersién natural j: V' — *V definida por j(x) = [C,]
donde Cy: I — V iy Cp(i) = .

Si tenemos que (V, E) es una interpretacién estandar podemos definir
la interpretacién (*V,*E,S) de forma natural. Aqui S = j[V] y *E queda
definido de la siguiente manera:

[g]*E[h] <> {i € I|g(i)ER(i)} € U.

Teorema 4.3.1. Sea 0 una formula con x1, ..., x,, como unicas variables libres.
Si (V, E) es una interpretacion estandar y *V' la ultrapotencia respecto al
ultrafiltro U, se demuestra en ZFC:

Vi fu € VIOV (LA o [fal) 0 {0 € 110V (Fu0), s ful0)} € U)

Para la demostracién vamos a proceder por induccion sobre la formacién
de férmulas.

Si 8 es una férmula atémicas
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a) Si 0 = 1 € xq se obtiene de manera directa de la definicién de *E.

0,V ([f1), [fa]) < [AJElfa] < {i € I|fi(i) Efa(D)} € U >
{ieI|(Ef)V} e U «
{i € 116} (f1(0), f2(4))} € U

b) S 6 = z1 = x5 se obtiene de forma manera directa de la definicién de

Sean « y [ son férmulas cuyas unicas variables libres son (xy, ..., z,) en-
tonces:

c) 0 =-a

Por hipétesis de induccion tenemos que:

o V(L] [fa]) > {i € 1o (f1(0), -, fu(0))} €U

De donde podemos negar ambos lados:

=V ([fi] s [fa]) & i € LoV (f1(0), s fu(D)} €U

Pero como U es un ultrafiltro tenemos que :

{i € NV (f1(i), -, f(@))} €U <

VIN{i € IV (f1(4), ..., fn(i)} €U <

{i € I1=aY (1 (i), ..., fu(0))} €U

Es decir:

_'a*v([fl]’ XX [fn]) A {Z € ]|_'av(f1(i)v afn(z))} eU
d)b=anp

Por nuestra hipotesis de induccion tenemos que:

o V(L] [fa]) & {i € LoV (f1(0), oo, fu(D)} €U
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BY(AL - [fa]) < {i € 11BY (11(0), -, fu(i))} € U

De donde tenemos que:

oV ([fu, s L) ABVLAL - [fa]) 2
{i € 110" (@), o Ful@)} € U A {i € 118 (fi(0)s oo fuli))} € U

Y como U es un filtro esto equivale a :

{i S I|O‘V(f1(i)v 7fn(z> N /Bv(fl(i)7 afn(z))} SHER
{i € I|aY A BV (f1(i), oo, fuli)} €U ¢

e) 0 = Vra

Por construccion de nuestra sucesion de 6 tenemos que « aparece antes
asi que por hipotesis de induccién tenemos:

]) <
i), Ju0))} €U

Ve VIaV([f], [fil, - [fa
Vf € VI{i € Tla¥ (7). Al

Si llamamos 1) al lado derecho de la bicondicional, demostraremos enton-
ces que equivale a la proposicién:

2) {i e INz e VaY(z, f1(4),..., fn(i)} €U

Suponiendo 2), entonces sea f € VI, yllamemos A = {i € I|aV (f(i), f1(i), ...

y B={ieINzeVa(z, fi(i), ..., f»(i))}.

Tomemos i € B, es obvio que i € A también ya que f(i) € V por lo que
cumple Vz € VaV(z, f1(i), ..., fn(i))} tomando z = f(i), por lo tanto B C A
y como B € U y U es un ultrafiltro entonces A € U .

Suponiendo 1), tomemos B como antes y f tal que si i € B entonces
f toma cualquier valor, pero si i € B entonces existe un ' € V tal que

v (2!, f1(i), ..., fn()), en ese caso f = .

Tomamos como A de nuevo como al conjunto que genera esta f. Por
nuestra construcciéon A C B y como U es filtro tenemos que B € U.

» Ju(0))}
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De aqui tenemos que si # es una férmula sin variables libres:

VEO o VED

Teorema 4.3.2. Sea V una interpretacion estandar y *V una ultrapotencia
de V', entonces *V' cumple el principio de transferencia.

Tenemos que el principio de transferencia dice lo siguiente:

Vexy..Vex, (Vera — Yra)

Lo que relativizado a *V nos da:

Vay, ...z, € SVr € SOV (2,21, ..., 2,) < V2l V(2,21 ..., 2,,))

De donde como S = j[V] tenemos:

Vai,..,1, € VIV € VOV (j(2),5(x1), ..., j(T0)) > V2OV (2, 21, ..., 7))

Como tenemos que j : V — *V es una inmersion elemental:

Vo e VOV (ji(x),5(x1), ..., j(xn)) < Vo € VOV (z, 21, ..., 2,) & (V20)V (2,21, ..., T,,)

Y utilizando de nuevo que es una inmersion elemental tenemos:

(Va0)Y (z, 21, ..., 2n) < (V20) (2, 5(21), ..., j () <> Vo € *VO V(2 j(21), ..., j(20))
|

Ahora refinaremos mas nuestra construccién y definiremos una ultrapo-
tencia adecuada.

Primero definiremos para todo X C V a *X C *V como:
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[fle* X «{iel|lf(i)e X} eU

Sea v el conjunto de todos los ultrafiltros de V' (se podrian conside-
rar sus ultrapotencias también) de V. Definiremos t : *V — v como
t([f]) : {X € P(V)|[f] € *X}. Diremos que *V es una ultrapotencia adecuada

si la aplicacién t es suprayectiva.

Teorema 4.3.3. Todo conjunto tiene una ultrapotencia adecuada.

Sea A un conjunto y tomemos a I como el conjunto de los subcon-
juntos finitos de la potencia de A. Luego, para cada X C A definimos
X' ={i € I|X €i}. Ahora veamos que cumplen que la interseccién finita es
no vacfa. Si X1, Xo C A entonces X[ X5 # 0 ya que al menos contiene a
{X1, X2}. Por lo tanto la familia de los X’ estd contenido en un ultrafiltro U
y veremos que su ultrapotencia es adecuada.

Sea F' un ultrafiltro de A. Entonces queremos buscar f : I —> V tal que
t([f]) = F . Para esto tomamos para cada ¢ € I el conjunto A; que es la
interseccién de todos los conjuntos de ¢ que pertenecen a F'. De no haber
elementos que esten en F', tomaremos por default A; = V. Entonces tomamos

f de forma que f(i) € A; .

Ahora veremos que t([f]) = F. Para esto probaremos que F' C t([f]). Sea
X € F, entonces queremos ver que [f] € *X ie. {i € I|f(i) € X} € U y para
esto tomamos X' € Uy Y ={i € I|f(i) € X} . Veremos que X’ C Y para
demostrar que Y esta en U por propiedades de filtro.

Sea 7 € X' entonces X € iy por lo tanto 4; € X. Entonces como definimos
que f(i) € A; tenemos que f(i) € X de donde X’ C Y, por lo tanto [f] € *X
y luego F' C t([f]). Como F'y t([f])son ultrafiltros tenemos la igualdad.

Teorema 4.3.4. Sea 0(x,y, 1, ..., Ty) una formula cuyas unicas variables
libres son las indicadas. Si V' es una interpretacion estdndar que cumple una
cierta cantidad de aziomas A y *V es una ultrapotencia adecuada:
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Vewy, .., Ver,,Vez(z finito — 3aVy(y € z — 0(z,y)) — (FaVeyb(x,y))

Primero relativizamos a *V

Vz1..Vx,, € SVz € S(zfinitoV — JavVy(y € 2 —
0V (z,y)) — (32vy € SOV (2,y))

Fijamos j(z1),..,j(zm) € S donde z1,....,z, € V y sea A la coleccién
de axiomas necesarios para demostrar la existencia de {z}, que la unién de
dos conjuntos es un conjunto, unién de finitos es finita y que {z} siempre es
un conjunto finito. Con esto podemos afirmar que si tomamos yy,...,y, € V
existe un z € V A z finito” de forma que y; Ez para toda i € [1,n] .

Usando que j es una inmersién elemental tenemos que j(z) finito ¥ y que
J(y:)*Ej(z). Esto junto al teorema nos da:

Jze*VVy e V(y* Ez = 07V (2,y,j(x1), .., j(m)))

Donde usando otra vez que j es elemental tenemos que existe x € V' tal
que 0V (x,y) para cada ;.

Ahora consideremos la familia de conjuntos:
Ay = {.77 € V\@V(x, Y, L1y ey xm)}

Por lo que acabamos de decir esta familia cumple la propiedad de la intersec-
cién finita, ya que si tenemos A,, y A,, hay una z tal que contiene ambas y
por nuestra hipétesis una z relacionada con ellas, de donde A,, (A, # 0.
Por lo tanto la familia {A,} esta contenida dentro de un ultrafiltro F.

Como *V es una ultrapotencia adecuada existe ¢ € *V tal que t(p) = F,
la cual cumplira la implicacién que buscamos.

Para esto tomemos y € S entonces hay un ¢ tal que j(v') =y y {z €
V|0V (x,y,x1,...,2m)} € F de donde por definicién de (¢) tenemos que enton-
ces p € {z € V|0V (2,9, 21, ..., ) } que significa {i € I10(0(i),y',, 71, ..., Tm)}
por lo que por el teorema 4.3.1 tenemos que 0"V (p,y, j(x1), .., j(2,,)) como
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buscabamos, ya que esto nos da:
v € *VVy € S(07Y (2,9, (x1), -, j(xm)))
[ |

Con esto demostramos una implicacién del axioma de idealizacién pero
restringiendo los z; a los estandar. Para demostrar la version completa del
teorema continuamos refinando nuestra interpretacién a través de limites
inductivos.

Un sistema inductivo consiste de una familia de conjuntos no vacios
{My}a<r donde X es un ordinal limite, y una familia de aplicaciones in-
yectivas joor : Mo —> M, que cumplen para a < o < o < X\ entonces

Jao! © Jo'a = Jaa! -

Una sucesion {Z,}ag<a<x donde o varia, se llamara inductiva si cum-
ple que z, € M, para toda ay para ay < o < o < A satisfaga 2o = jao (o).

Por 1ltimo definiremos el limite inductivo de un sistema inductivo como
el conjunto cociente de todas las sucesiones inductivas a través de la relacion
de equivalencia donde dos sucesiones estan relacionadas si su interseccion es
no vacia.

Sea M el limite inductivo y definamos las aplicaciones
Ja: My — M
como jo(z) = [{Jaar(€) }acar<al-
Ahora, si tomamos los M, como interpretaciones estandar tal que para
a < o < \entonces VaVy € My (2E.y < Joo () ExJaa (Y) Y Jao (o) = do

entonces podemos ver también a M como interpretacion estandar tomando
la relacion £ como:

rEy < Jala < AN 'Y € My(jo(2') =2 A jo (V) =y AN TELY))
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Teorema 4.3.5. Si M es un limite inductivo y las aplicaciones joo Son
immersiones elementales entonces las aplicaciones j, también lo son.

En particular lo que queremos demostrar es que:

Vay.. Vo, € My(oMe(xq, ..., 2,) <> M (ju(21), ..., Jal2n)))
Procedemos por induccién sobre la construccién de férmulas.
a) 0 =z € x9

De aqui lo que queremos demostrar es:
(21 € 22)™ < (jal21) € Ja(22))"

Lo cual equivale a:

1By < Jo(21) Ejo(72)

Lo cual se da trivialmente por la definiciéon de F en M.

b) 0 =z = 2o

Se da de forma trivial.

Por hipétesis tenemos que:

M (@1, o 20) < M (Jal21), s Ja(T0))

De aqui tenemos directamente el resultado con negar ambos lados:
=M (21, o ) > 2N (Ja(21), o0, JalTn)

d)d=d Ny
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Se sigue inmediatamente de la hipdtesis como en el inciso anterior.
e) 0 =V

Por hipétesis de induccion tenemos:

VaVzy.. Vo, € My(¢oM(z, 21, ... 20) < OM(GalT), ja(T1)s -y Ga(Tn)))
y por demostrar:

Va1V, € My(Vz € MypMe(x, 21, ..., 1,) <
vx € M¢M($,ja($1), ?ja('xn»)

Para esto necesitaremos un par de observaciones: La primera es que para

todo x € M existe un « tal que 32’ € M, (j,(2') = ).

La segunda es que jao © jor = Jo. Para demostrarlo veamos:
Jor (Jaa (7)) = Jor(Tar) = {Jarp(Tar) bar<pn]

Jo() = [{Jap() ta<p<r]

Queremos ver que ambas clases son iguales, asi que buscaremos un ele-

mento que tengan en comun ambas sucesiones.

Sea ' tal que o < ' < A. Tenemos que jog (Tor) = jarp (Jao (z)) de

donde por la propiedad de las aplicaciones j tenemos que jo/ g (Zor) = jap (),
por lo que tenemos que la interseccién es no vacia.

Con esto podemos pasar a la demostraciéon. Sea x4, ..., x, € M,, y veamos

la primera implicacién:

Vo € MM (z, jo(21), ..., jo(2)) = Vo € Myd™Me(z, 24, ..., 2,,)

Sea x € M, entonces como supusimos ¢™ (j,(x), jo(71), ..., ja(z,)) por

hipétesis de induccién tenemos que ¢pMe (z, x4, ..., 2,).
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Para la ida:
Vo € MuoMe (2,21, ..., w,) = Vo € MM (2, jo (1), -, Ja(T0))

Sea x € M, existe entonces un S tal que a < f < ANz’ € Mg jg(a') = .
Como la aplicacién j,g es elemental tenemos que:

Vr € M5¢M£($/,jaﬂ($1), --wjaﬁ(xn))

Luego aplicando la hipétesis de induccién sobre ¢4 (', jo5(x1), ...y Jas(2n))
tenemos que:

" ((Gs(2), Jp(Jap (1)), s J5(Jap (zn))

Que nos da el resultado que buscabamos:

¢M<x7ja($1)> "'7ja<xn))
|

Con este teorema tenemos lo necesario para construir una interpretacion
no-estandar lo suficientemente resistente como para satisfacer nuestros reque-
rimientos. El siguiente teorema es inmediato y resume la construccién de la
interpretacién que buscamos:

Teorema 4.3.6. Sea V' una interpretacion estindar y A nuestro ordinal limite
de forma que existe una familia de interpretaciones estandar {*V } o< donde
OV =V y una familia de inmersiones elementales joo : V. — “V tal que
para todo o < X\ tenemos que TV es una ultrapotencia adecuada de *V
respecto de un ultrafiltro Uy y Jaas1 €S la inmersion canonica que nos da la
ultrapotencia.

Llamaremos a *V = *V el ultralimite adecuado de la interpretaciéon V. Si
consideramos la aplicacién j, = 7 podemos definir a *V' como una interpreta-
cién no estandar tomando S = j[V/]

Para nuestra interpretacion estandar V' tomaremos un A de forma que
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V\ = V satisfaga el principio de transferencia.

Teorema 4.3.7. Si \ es un ordinal limite, tal que para un conjunto finito de
axiomas A tal que Vy E A y:

Vz € Va(zfinito™ < z finito)

Entonces el ultralimite adecuado *V cumple los axiomas de transferencia,
1dealizacion y estandarizacion.

a) Transferencia

Como j = jp sigue siendo siendo una inmersién elemental el teorema 3.2
sigue siendo valido.

b) Idealizacién

VEVz.. Ve, Vez(zfinito — JxVy(y € z — O(x,y, 11, ..., T,))) <
Vey(0(x,y, 1, ..., )

Relativizando tenemos:

Vzy..Vz, € *V(Vz € S(zfinitoV — JaVy € *V(y € 2 — 0 V(x,y, 21, ..., 7,)))

Jr € VVy € S0V (2, y, 21, ..., 7))
Empecemos por la ida:

Tomemos xy, ..., x, € *V entonces existe un m tal que 2/, ...,z € "V'y

Por hipétesis tenemos entonces que:

(Vz € S(zfinito” — JaVy € *V(y € 2 = 0V (2, y, jm(T1), .., Jm(T0))))
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Ahora nos fijaremos en ™'V | pensando en utilizar nuestro resultado del
teorema 4.3.4. Como tanto jpa1 : ™V — *V' ¥ Jmer : ™V — ™V son
inmersiones elementales tenemos que:

Vz € ™S (2 finito™ "V —
Vy €™ V(y € 2 — Qm“V(x, Ys Jmmt1 (1) o Jmm1(2,))))

Fijando z €™ S A zfinito™"V tenemos que a su vez jm41(2) € Sy que
Jme1(2) finito™V de donde tenemos que:

FaVy € V(Y € jmri(z = 0V (2,9, Jn(21), --o; (7))

Ahora como por construccién ™1V es la ultrapotencia adecuada de ™V
podemos aplicar el teorema 4.3.4 de donde tenemos que:

EL’L’ €m+1 vvy €m+1 S(8m+lv(x7y7jmm+l<x/1)a 7]mm+1(x;1))

Ahora fijamos la  que nos da el inciso anterior como xy y vemos que
Jm+1(xo) satisface nuestras necesidades, i.e. cumple que:

vy € S(Q*V<jm+1($0)> Y,r1,..., xn))
Ya que toda y € S viene de algtin yy €™ S y como tenemos que:

9m+1v<1’07 y07jmm+1<x/1>7 e jmm+1 (x%))

Aplicando que j,,11 es elemental tenemos que:
(0 (Gmr1(20), Jms1(¥0), T1, s Tn))

Lo cual nos garantiza lo que queriamos:

v € *VVy € SO0V (z,y, 11, ...,7,)))

Para el regreso:

(Vz € S(zfinitoV — JaVy € *V(y € 2 + 0V (2,9, jm(z1), .o Gm(72))))
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Para demostrar esto basta con demostrar que:
Vz € S(zfinitoV — Vy € *V(y*Ez =y € 5))

Ya que entonces como las y son estandar, nuestra hipétesis de la implica-
cién garantiza que hay una x con la que estan relacionadas.

Tomemos z € S, al estar en S sabemos que existe entonces un z’ € V) tal
que j(2') = z y como j es elemental tenemos que zfinito V' < 2’ finito'> y
por hipétesis 2/ finito"» < 2/ finito de donde tenemos que 2’ = {y1, ..., yn}
donde cada y; € V) y por lo tanto j(y;) € S.

Ahora veamos por induccién sobre n que si y*Ez entonces y = j(y;) para
alguna i € [1,n].

Si z = {y1} entonces podemos afirmar que Yy(y € z — y = y;) y como j
es elemental tenemos Vy € *V(y*Ez — y = j(y1)) como necesitdbamos.

Si suponemos para n — 1 consideremos a z = {yi,...,yn} v a 20 =
{y17 D) yn—l}'

Aqui podemos afirmar que Yy(y € z — (y € 20 Vy = y,)) y aplicando que
j es elemental obtenemos Yy € *V (y*Ez — (y*Ej(z0) Vy = j(yn)) de donde
aplicamos nuestra hip6tesis de induccién a y*E7j(zg) para saber que y = j(y;)

para alguna i € [1,n — 1] o que y = (y,) como buscabamos.
|
¢) Estandarizacién
VEVzy, ..V, Vo3 yVez(z € y < 0(x,y, 2,21, ..., )
Relativizando:
Vay,..Vo, € *VVzIWz(2*Ey € S < 2*Ex A0V (2,9, 2,71, ..., 7))

Fijamos zy,...,x, € *V y x € V) y buscaremos un y € V) que cumpla lo
que buscamos.
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Definamos yo = {2Ez|0"V (j(x), j (o), j(2), 21, ..., ,,)) } y veamos que cum-
ple.

Entonces como j(z) € S:

) J(2)*Ej(yo) « 2By < zExAN0V ((x), 5 (Y0), 5(2), 21, ., 1)) > 5(2)* Ej(z)A
0 V(j(I),j(yo),j(Z),SL’l, >xn))

Como buscédbamos.

Ahora pasamos a nuestro resultado final:

Teorema 4.3.8. Sea I' una coleccion finita de axiomas de ZFC y 0 una

formula interna sin variables libres. Fxiste entonces una interpretacion M tal
que MET y 0 < MEH

Tomamos una coleccion de axiomas A de ZFC tal que contenga a I" y
satisfaga el teorema 4.3.7. Entonces existe un A por el teorema de transferencia
tal que V) satisface el teorema 4.3.7 y 6 <+ ">, De aqui tomamos *V = M el
ultralimite adecuado de Vy el cual satisface " <+ ME 0 asi como ME Ay
los axiomas de transferencia, idealizacion y estandarizacion.
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