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Capitulo 1

Introduccion

Un material compuesto es aquel que estd hecho de dos o mdas materiales con caracteristicas
diferentes, es decir, es un material heterogéneo. A los materiales que lo forman se les llama
constituyentes o fases. Si el material estd constituido por dos fases, una de ellas es llamada
matrizy la otra refuerzo. Las propiedades del compuesto visto como material homogéneo son
llamadas propiedades efectivas. Estas dependen de las propiedades de los materiales que lo
constituyen y la geometria del compuesto. En la naturaleza podemos encontrar compuestos,
la madera es un ejemplo de ellos que a nivel macroscépico es un material homogéneo, es decir,
constituido por un s6lo material, pero a nivel microscépico es un material heterogéneo formado
por fibras de celulosa de estructura tubular y una matriz de lignina. Otro ejemplo de compuesto
natural es el hueso, el cual estd formado por coldgeno, una proteina resistente pero blanday por
hidroxiapatita, un mineral fragil. Como compuesto el hueso posee una dureza comparable con
el acero pero més ligero.

El uso de materiales compuestos artificiales es muy antiguo. Un ejemplo de ello es el uso del
adobe por los egipcios. El adobe estd hecho de una masa de arcilla y paja secado al sol en
forma de ladrillo. Agregar paja a la arcilla permite una correcta aglutinacién de la masa, le da
resistencia a la intemperie y evita que una vez solidificados, los bloques se agrieten. En este
compuesto la caracteristica de dureza de la arcilla es mejorada. Esto es lo que se busca en
un material compuesto, que por lo menos una de las propiedades del compuesto mejore. En
Oaxaca se utiliza fibra de maguey en lugar de paja para el mismo propdsito. En la actualidad el
concreto reforzado es un compuesto clave en la construccioén, el cual estd formado por barras
de acero, un material duro pero caro, embebidas en concreto un material ligero y barato. Como
resultado el concreto reforzado es barato, relativamente ligero y duro. La madera es rigida en la
direccion de las fibras pero en la direccion perpendicular éstas se pueden separar facilmente. La

madera contrachapada es un compuesto que se forma al alternar ldminas de madera que son



duras en la direccién x; con ldminas que son duras en la direccién x; lo que da como resultado
un compuesto duro en ambas direcciones. Este es un ejemplo de los llamados compuestos
laminados.

En conclusién los compuestos poseen mejores propiedades que sus constituyentes. Estas

mejoras y sus posibles aplicaciones son la motivacion del estudio de materiales compuestos.

El principal problema en los compuestos es la predicciéon de sus propiedades efectivas como
funciéon de sus constituyentes y de su microestructura. Trabajos previos se remontan hasta
Maxwell (1873), en su tratado obtiene una expresion para la conductividad efectiva de una
dispersion de esferas que es exacta para concentraciones diluidas de esferas. Rayleigh! (1892)
desarrollo el formalismo para calcular la conductividad efectiva de arreglos regulares de esferas
que se usa hoy en dia. El trabajo de las propiedades de materiales heterogéneos comenzé con el
famoso articulo deEinstein| (1905) en el cual determina la viscosidad efectiva de una suspensiéon

diluida de esferas.

Existen diversos métodos para el estudio de compuestos, unos con enfoque analitico y
otros con enfoque numérico. En el enfoque analitico se incluyen: los métodos variacional,
autoconsistente y de homogeneizacién, y técnicas de optimizaciéon. Los procedimientos

numéricos comprenden el andlisis de Fourier y el método de elementos finitos (MEF).

En el método variacional se usan los principios variacionales para calcular cotas de las
propiedades efectivas de compuestos. Los primeros trabajos son de Hill| (1952), [Paul (1960) y
Hashin y Shtrikman (1962,1963). Las cotas variacionales estdan basadas en la minimizacion de
la energia, o més precisamente, minimizando el poder de disipacién en el sistema (Torquato,
2001).

En la actualidad existen diferentes versiones del método autoconsistente pero hay dos enfoques
principales: el método de campo efectivo y el de medio efectivo. Ambos métodos se basan en
dos hipétesis: la primera, el problema de particulas multiples se reduce a un problema de una
particula y la segunda es la condicién de autoconsistencia en la cual el campo que actia en
cada inclusion es el campo externo aplicado al medio o bien que la inclusién se encuentra en el
medio efectivo, que se desconoce. Hay que sefalar que las hipétesis son introducidas de forma
heuristica y existe la dificultad de evaluar ad hoc su regiéon de validez. S6lo al comparar las
predicciones de los métodos con datos experimentales o soluciones exactas se puede estimar
las regiones donde éstos dan resultados confiables (Kanaun y Levin (2008)). Budiansky, (1965),
Hilll (1965), Hershey (1954), [Kerner (1956) y [Kroner (1958) obtuvieron las primeras soluciones
autoconsistentes en la mecanica del medio heterogéneo en la mitad del siglo XX. En sus trabajos

se determinaron las propiedades eldsticas de policristales y compuestos.

La teoria de homogeneizacion se ocupa de la conducta de la ecuaciones diferenciales parciales
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que son vélidas en un material heterogéneo cuya razéon entre la escala microscopica y
macroscopica tiende a cero. La teoria de homogeneizacion asintética de compuestos periédicos
fue desarrollada en las décadas setentas y ochentas del siglo pasado (Bakhvalov and Panasenko,
1989; Bensoussan et al.,|1978). El método de homogenizacion asinttica (MHA) es una técnica
basada en un desarrollo asintético a dos escalas. El problema fundamental del MHA es que
los coeficientes efectivos dependen de la solucién de los problemas locales sobre una celda
periddica, es decir, requiere la solucién de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones

de frontera periodicas y condiciones de conjugacion en las interfaces.

En el caso de compuestos laminados, es decir, con la homogeneizacién unidimensional, los
problemas locales involucran derivadas ordinarias. Se han obtenido férmulas exactas para los
coeficientes efectivos por diferentes autores. En|[Pobedrial (1984) se determinan las propiedades
efectivas de compuestos eldsticos con cualquier nimero finito de ldminas por celda periédica.
En Bravo-Castillero et al. (1998) estos resultados se extendieron a medios piezoeléctricos y
la importancia de las férmulas deducidas se muestra mediante su aplicacién al disefio de
hidr6fonos. En [Rodriguez-Ramos et al.| (1996), se estudian compuestos formados por laminas
de simetria hexagonal 6mm acoplados en paralelo, se sefiala la importancia de sus resultados

en el disefio de transductores ultrasénicos para propdsitos médicos.

Los problemas bidimensionales sobre la celda unidad son mas complicados. Sin embargo, para
compuestos fibrosos unidireccionales con fibras cilindricas periédicamente distribuidas en una
matriz is6tropa, se obtuvieron férmulas exactas para los coeficientes efectivos (Pobedria} [1984;
Meguid and Kalamkarov, [1994) utilizando la teoria de las funciones elipticas. Estos resultados
fueron extendidos al caso de componentes de simetria hexagonal 6mm en|Bravo-Castillero et al.

(1997) para obtener los coeficientes efectivos basicos en las aplicaciones a transductores.

También se han estudiado diversos aspectos de materiales reforzados de fibras: eldstico con
simetria cuadrada (Rodriguez-Ramos et al., 2001); eldstico con simetria hexagonal (Guinovart-
Diaz et al., 2001); piezoeléctrico y simetria cuadrada (Bravo-Castillero et al., 2001); piezoeléc-
trico y simetria hexagonal (Sabina et al., 2001). Compuestos reforzados de fibra con estructura
periddica del tipo paralelogramico han sido estudiados por|Guinovart-Diaz et al. (2011).

El dltimo método analitico que mencionaremos tiene que ver con las técnicas de optimizacion.
El problema central aqui consiste en disefiar varios materiales en un dominio determinado
para maximizar o minimizar una integral funcional asociada, por ejemplo, con la elasticidad o
conductividad de un medio. Se utilizan materiales compuestos en el disefio porque se prefieren
materiales con nuevas propiedades que se puedan obtener al combinar materiales de los que
se disponen (Cherkaev,|2000). El disefio 6ptimo con componentes multiples fue considerado en
Burns y Cherkaev (1997).



Ahora pasamos a describir en forma general los métodos numéricos arriba mencionados. El
andlisis de Fourier se usa para superar algunas limitaciones de la espectroscopia infrarroja
para obtener el espectro infrarrojo de la superficie de los materiales compuestos. Esto da
informacién acerca de la composicion quimica y de la estructura molecular del material (Cole
et al., 1988). En el método de elementos finitos se representa el dominio como una coleccién
de geometria de subdominios, llamados elementos finitos, los cuales se ensamblan de tal forma
que representa la distorsion de la estructura bajo cargas especificas. Una parte importante en
la aplicacion del método es la habilidad de seleccionar apropiadamente las distribuciones y el

tamaiio correcto de los elementos.

El MEF fue inicialmente desarrollado para materiales is6tropos. Para aplicar la técnica a
compuestos se requieren formulaciones que adecuen apropiadamente su anisotropia, su
rigidez y fuerza, asi como la forma del compuesto (Matthews et al., 2000). Por medio de este
método se han calculado propiedades efectivas como médulo de Young, médulo de rigidez e
indentacion para compuestos laminados (Kocer et al., 2009;|Chirima et al.,|2009).

Los métodos antes mencionados se han utilizado para estudiar compuestos con diversos
tipo de constituyentes. Recientemente se tiene un interés especial en materiales que han
mostrado mejoras en ciertas propiedades mecanicas por si mismos o como constituyentes
de compuestos, entre ellos estdn los materiales auxéticos, éstos tienen cociente de Poisson
negativo, es decir, se expanden lateralmente al ser estirados longitudinalmente; el otro
tipo de material es el que posee coeficiente de expansiéon térmica (CET) negativo; este
material al calentarse se contrae. Y por supuesto, la combinacién de materiales con estas dos
caracteristicas, puede dar lugar a nuevos efectos.

Los materiales auxéticos son poco comunes en la naturaleza para entender el por qué de
este hecho recordemos que el cociente de Poisson, v;;, se define como menos la deformacion
transversal e; en la direccion x; sobre la deformacion longitudinal e; en la direccion x; cuando
el esfuerzo se aplica en la direccion x;, es decir, v;; = —ej/e;. Los materiales con los que
generalmente estamos en contacto en nuestra vida diaria se contraen transversalmente al
ser estirados longitudinalmente de aqui que los materiales mds comunes posean cociente de

Poisson positivo. De hecho 0.3 <v;; <0.5.

La palabra auxético fue introducida por Evans et al.| (1991) para reemplazar la frase cociente
de Poisson negativo. Se han descubierto materiales que naturalmente presentan auxeticidad,
por ejemplo, las piritas de fierro, [Love| (1944), rocas con microfracturas Nur y Simmons ,
Homand-Etienne y Houpert, la piel de gato, Veronda y Westmann (1970) . Pero no fue
hasta que |Lakes| (1987a,b) produjo un nuevo material, una espuma porosa isoétropa que
poseia cociente de Poisson negativo, que se puso un especial interés en ellos. Muchos otros
autores después han presentado estructuras auxéticas. [Ravirala et al.| (2005a) reportan la
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produccion de peliculas auxéticas de polipropileno usando un proceso de extrusion. Ravirala
et al. (2005b) describen la produccién de las peliculas auxéticas de polipropileno desarrolladas,
y presentan fibras de poliéster y poliamida auxéticas; entonces un sistema de ldminas con
multicomponentes auxéticos y positivos es realizable. |Glazzard and Breedon| (2014) reportan
el disefno, la fabricacion y la prueba de un tejido auxético. |Ge et al. (2013) reportan un
andlisis con elemento finito de una nueva estructura textil que consiste de tres hilos; ésta
exhibe una conducta auxética. Los materiales auxéticos, su fabricacion y aplicaciones han sido
considerados en varias revisiones por |[Evans and Alderson! (2000) Yang et al.[ (2004), |Alderson
and Alderson (2007) yLiu and Hu/(2010).

Cuando Lakes| (1987a) present6 su nueva estructura auxética, se planteo la idea de que ciertas
propiedades mecédnicas como la indentacién de resistencia, la resistencia a fractura y la
absorcién de energia podrian exhibir una mejora, esto basado en que algunas propiedades
mecdnica son proporcionales al cociente de Poisson como el médulo corte, E/(1 + v), lo cual
indica que si el cociente de Poisson es cercano a -1, este valor crece haciendo mas dificil
la deformacion del material. Esto es posible ya que de la estabilidad termodindmica se sabe
que para un material is6tropo v;; puede variar de -1 a 0.5 y para un material anis6tropo v;;
puede alcanzar cualquier valor (Ting, | 2004). Estas mejoras en las propiedades de los materiales
dan lugar a posibles aplicaciones como el uso de espumas auxéticas en cojines para asientos
(Loureuro and Lakes, 1997). Estos asientos ayudarian en la prevencion de llagas por presion y

ulceras en los enfermos que pasan mucho tiempo en cama, Wangy Lakes (2002).

Otras aplicaciones biomédicas incluyen los vendajes, vasos sanguineos artificiales e hilo dental
por mencionar algunas. Los vasos sanguineos hechos de un material auxético aumentarian
el grosor de la pared en respuesta a un pulso de sangre, lo cual evitaria la ruptura del vaso
(Evans and Alderson, 2000). En combinacién con otros materiales puede ser usado para fabricar
accesorios de proteccion personal, como es el casco protector o el chaleco a prueba de balas,
rodilleras o barreras porosas. En la industria, algunas de sus aplicaciones serian los cinturones
de seguridad, los amortiguadores de sonido y materiales de empaquetamiento (Liu and Hu,
2010).

Mejoras en la dureza han sido encontradas para un conjunto de materiales auxéticos tan
variados como los metales y espumas poliméricas (Chan y Evans, 1997, Lakes,1987a), y
polimeros microporosos (Alderson et al.,[2000). La resistencia a fracturas fue estudiada por Choi
y Lakes (1992) quienes encontraron un aumento de la resistencia en los materiales auxéticos con
respecto a los materiales convencionales. La cuestion sobre la mejora en el amortiguamiento y
absorcion del sonido fue tratada por |Howell et al. (1994), Alderson et al. (1994} |2000) y Lipsett
and Beltzer| (1988), Scarpa et al. (2004). M4s recientemente Yang et al. (2013) proponen un panel

tipo sdndwich con ntcleo auxético y mediante un andlisis muestran que éste es muy superior



en la resistencia balistica comparado con uno en el cual el niicleo es una espuma de aluminio.

El estudio de materiales con componentes multiples como los laminados con constituyentes
isoétropos auxéticos y con cociente de Poisson positivo han sido estudiados por diferente autores
como [Chirima et al. (2009), [Ravirala et al. (2005b), [Kocer et al.| (2009), [Lim! (2009, |2010), |Lim
and Acharya (2010)/ Ramirez, M. and Sabina (2012) y| Ramirez, M. et al.[(2012). En el caso
de bilaminados, es decir, laminados con dos componentes diferentes se han dado férmulas
para los médulos de Young (Lim, [2009,|2010). Para el cociente de Poisson fuera del plano, Hsieh
and Tuan| (2005) proporcionan una férmula. Christensen| (1979) da férmulas para el médulo de
Young y el cociente de Poisson fuera del plano. Lim/| (2009) muestra que el médulo de Young
puede presentar un aumento con respecto a los valores de los constituyentes pero presenta
4 gréficas erroneas que fueron corregidas por Ramirez y Sabina (2012). De hecho el efecto de
aumento es mucho mayor que el reportado por|Lim| (2010). Kocer et al.[(2009) y|Chirima et al.
(2009) muestran esto mismo usando elemento finito. Chirima et al.| (2009) presentan resultados
que no satisfacen el intervalo de validez de las cotas variacionales. | Ramirez, M. et al. (2012)
muestran por medio de férmulas analiticas y el método de elemento finito cuéles son los
resultados correctos de las propiedades efectivas.

Ahora que ya hemos introducido los materiales auxéticos pasaremos a los materiales con
coeficiente de expansién térmica (CET) negativo para eso recordemos lo que aprendimos en
la educacién basica en la cual nuestros profesores nos decian que la calentar un material este
se dilataba. Tomamos la definicion de CET, que es la medida del cambio de volumen o el
cambio lineal con la temperatura y se define como ay = AV/VoAT o o; = Al/V;,AT, donde AV
es el cambio de volumen, Al el cambio de longitud, Vy y /o el volumen y la longitud inicial,
respectivamente, y AT el cambio de temperatura. Entonces sabemos que los materiales que se
dilatan al calentarse poseen CTE positivo pero no todos los materiales se comportan de esa
forma por ejemplo a ciertas temperaturas en el rango por debajo de 15 °K hasta su temperatura
de descomposicion de 1500 °K, el Tungnesteno de zirconio se contrae al calentarse (Sleight,
1998). Ciertos materiales se contraen en una direccién y se expanden en otra como los cuarzos
Q.

Del mismo modo que existen técnicas para producir materiales auxéticos también se han
reportado métodos para producir materiales con CET negativo. Miller et al. (2008) describen
un procedimiento para disefiar estructuras a partir de materiales con CET positivo. Grima et al.
(2010) proponen una estructura cilindrica con inclusién més suave en el cual las propiedades
térmicas se pueden modificar. [Kelly et al. (2006) demuestra como obtener valores negativos
de expansion térmica. Grima et al.| (2007) analiza una estructura rigida hecha con varillas de
diferentes materiales, muestran que esta estructura puede exhibir, CET negativo, en ciertas
direcciones o su CET puede ser mads positivo que los CET de los constituyentes.
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El interés en esta clase de materiales es por su uso en el control de expansion térmica, es decir
para combinarlos con otros materiales de CET positivo y obtener materiales con expansion
cercana a cero. Esto es ttil en el drea de electronicos, donde son necesarios materiales que
compensen la expansion térmica del silicio. Otra aplicacion de la expansion térmica cercana

a cero es en los espejos de los telescopios (Sleight, 1998).

Wu et al.| (2013) concluyen que los compuestos Al/ZrW,0g de baja expansion térmica pueden
ser fabricados por una técnica de fundicion. [Shokrieh et al.| (2014) fabrican un compuesto
reforzado teniendo como matriz epoxy y como fibra nanotubos de carbono de pared multiple,
el cual tiene una gran reduccién del CTE y un ligero aumento del médulo de Young.

Hasta ahora hemos hablado de compuestos que tienen como constituyentes materiales
auxéticos o con CTE negativo pero también existen estudios de compuestos cuyas fases son
auxéticas y/o con CTE negativo. Lim (2011) muestra que un laminado en el cual una de las fases
tiene coeficiente de expansion térmica negativo y cociente de Poisson positivo y la otra ldmina
es auxética con coeficiente de expansion térmica negativo tiene una reduccion del coeficiente
efectivo comparado con el laminado en el cual los constituyentes tienen propiedades inusuales
y los dos tienen propiedades positivas. La patente de un compuesto que puede tener ambas
propiedades negativas o una combinaci6n de ellas fue hecha por|[Namburi et al. (2010).

Los materiales auxéticos o con CET negativo presentan una conducta poco usual pero como
mencionamos anteriormente existen en la naturaleza a diferencia de los metamateriales. No
hay una definicién universal para metamateriales, aqui diremos que son materiales que poseen
microestructura y que como mencionamos sus propiedades no se encuentran en la naturaleza.
Como un ejemplo de ellos podemos mencionar a los metamateriales doblemente negativos,
estos permiten que una onda electromagnética transmita energia en la direccién opuesta a su
velocidad de fase. Un metafluido tiene una densidad de masa anisétropa a diferencia de los
fluidos convencionales que tienen una densidad de masa is6tropa. Smith| (2011) muestra un
compuesto laminado periédico formado por dos fluidos inviscidos. Este posee una densidad de
masa anisotropay una compresibilidad is6tropa. Si las propiedades de los fluidos son tales que
se presentan efectos resonantes entonces la compresibilidad asi como la densidad de masa del
laminado son anisétropas. Reyes-Ayona et al.[(2012) emplean el método de dispersién multiple
para analizar la dispersion de ondas actsticas a través de cilindros eldsticos embebidos en un
fluido viscoso. Ellos obtienen férmulas analiticas para los parametros del medio efectivo, el cual

es una clase de metamaterial elastico.

Nuestro objetivo principal en esta tesis es estudiar como influyen los materiales auxéticos en
las propiedades eldsticas efectivas al ser considerados como constituyentes de compuestos
laminados y compuestos reforzados de fibras. Ver el efecto en las propiedades termoeldsticas
de un compuesto reforzado con arreglo hexagonal en el cual sus componentes pueden ser



auxéticos y/o tener coeficiente de expansion térmico negativo. Ademads de iniciar un estudio
sobre los compuestos laminados periddicos que tienen como constituyentes fluidos viscosos.
Dichos compuestos resultan tener propiedades de metamateriales.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo |2 se dan elementos
bésicos de la teoria de termoelasticidad lineal para introducir notacién y definiciones asi
como algunas relaciones entre las propiedades ingenieriles y las eldsticas. Se describen las
diferentes simetrias de los materiales en los que estamos interesados. El Capitulo |3| esta
dedicado a describir los tipos de compuestos considerados, las ecuaciones que gobiernan el
comportamiento de los mismos y las consideraciones que hacemos sobre los compuestos. En el
Capitulo [4] se desarrollan los métodos utilizados para obtener féormulas para las propiedades
efectivas. Primeramente se describe la aplicacion del método de Backus, que se utilizé
para determinar las propiedades efectivas de los laminados, después el de homogenizacién
asintética que es el utilizado para los compuestos reforzados de fibras. En el Capitulo
se exponen los resultados para compuestos laminados. Se dan férmulas cerradas para un
laminado de n fases con simetria isGtropa, cubica y transversalmente is6tropa. Asi como
ejemplos numéricos para bilaminados. Para la validacién, de las férmulas se realiza una
comparacioén con elemento finito para el caso de laminados con fases isétropas. Ademads se dan
ventanas de auxeticidad, y condiciones bajo las cuales los mdédulos de Young son més grandes
que los médulos de Young de los constituyentes.

El Capitulo [6] se divide en dos secciones en la primera se muestran ejemplos numéricos de
las propiedades eldsticas efectivas de un compuesto reforzado de fibras cuyos constituyentes
son isétropos y que pueden ser auxéticos. Los ejemplos muestran que el endurecimiento del
compuesto es mayor si la fibra es auxética. Ademads conforme los cocientes de Poisson se
acercan a los limites termodindmicos la dureza de los compuestos se mejora con respecto a sus
constituyentes. En la segunda seccion se muestran las propiedades termoeldsticas efectivas de
compuestos reforzados de fibras con constituyentes is6tropos los cuales pueden ser auxéticos
y/o tener CET negativo. Las propiedades son mejoradas si el compuesto estd formado por un
material auxético con CET positivo y uno convencional con CET negativo. En ambas clases de
compuestos se observa que para fracciones volumétricas pequenas las propiedades no varian
mucho de un compuesto a otro con diferente arreglo paralelogramico.

En el Capitulo [7| se estudia un laminado periédico formado por dos fluidos viscosos. Se
analizaron dos casos, uno en el que las propiedades son tales que se presentan efectos de
resonancia y otro en el cual esto no ocurre. En ambos casos se determinaron la densidad de

masa efectiva, la compresibilidad efectiva y la ecuacién homogeneizada para la presion.

En el Capitulo [8] y dltimo, se presentan las conclusiones a las que se llegaron con el presente
trabajo y las posibles extensiones del mismo.



Capitulo 2

Termoelasticidad lineal

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados que usaremos en el resto de la tesis.
También introduciremos la notacién usada en la misma. Iniciamos con las definiciones de
termoelasticidad. Después damos las restricciones termodindmicas de las propiedades de los

materiales. Por ultimo, damos las relaciones entre las constantes eldsticas y las ingenieriles.

En el andlisis de las propiedades efectivas es importante saber cudles son los valores que
pueden tomar las propiedades de los materiales que son usados como constituyentes, por
esta razén incluimos las restricciones de las mismas en esta seccion. Las restricciones de las
propiedades efectivas son consecuencia de la estabilidad del sistema. Unicamente escribimos
las restricciones para los materiales con simetria isotropa, ctbica, transversalmente is6tropa y
tetragonal. Las restricciones para éstas y demds simetrias se pueden encontrar en|Ballato| (2010)
o(ling (2004).

Sabemos que los tensores de esfuerzo y deformacion se relacionan por medio del tensor de
rigidez y también por el tensor de flexibilidad. Los elementos del tensor de rigidez son las
llamadas constantes de elasticidad mientras que los del tensor de flexibilidad son las constantes
ingenieriles. En ocasiones solamente se cuentan con los datos ingenieriles o los eldsticos de aqui
que sea importante saber cudl es la relacién entre estos componentes. Este es el motivo por
el cual en el presente capitulo damos la relacién entre estos, para los materiales en los cuales

estamos interesados. Una explicacion con mads detalle se puede encontrar en|{Nowinski (1978).

Primeramente introducimos los conceptos de termoelasticidad. Un desarrollo méds amplio de

estos conceptos se puede encontrar en Parton y Kudrayavtsev (1993) y en Nowinski| (1978).

La teoria de la elasticidad explica la respuesta de los materiales a una fuerza aplicada, Love
(1944). Si la respuesta es lineal se dice que el material es eldstico lineal. En un cuerpo eldstico
en equilibrio y en la ausencia de fuerzas de cuerpo, las ecuaciones de elasticidad lineal toman



la forma
o =Ce, V-0=0, e:[Vu+(Vu)T]/2, (2.1)

donde o y e son los tensores de segundo orden de esfuerzo y deformacion, respectivamente, y
C es el tensor de cuarto orden de elasticidad. El superindice T denota el operador transpuesto.
El tensor de esfuerzo, o, es simétrico, es decir, 0;; = 0j;, por lo tanto C;jx; = Cjjx;. El tensor
de deformacion también es simétrico, (ex; = ejx) y de esto tenemos que C; jx; = Cjjjk. De estas
condiciones se puede reducir las 81 constantes de C a 36 independientes para la elasticidad en
tres dimensiones. Ahora tomando en cuenta que la energia de deformacioén debe ser positiva,
es decir,

U= %eijcijklekl > 0; (2.2)

tenemos que el tensor de rigidez debe cumplir la condicion de simetria, C;jx; = Cgy;5 lo que
reduce de 36 a 21 constantes independientes el tensor de rigidez C. Para abreviar notacién
escribiremos los elementos de C en una forma sencilla usando la notaciéon de Voigt que reduce la
relacién constitutiva a una ecuacion matricial con las ventajas algebraicas que esto representa.

Asi, cada par de indices se representa como uno de la forma siguiente
11—1, 22—2, 33—3, 23~—~4, 13~5, 12—6. (2.3)

Usando esta notacion podemos escribir en forma matricial la relacién constitutiva (2.1) como

01 Cii Ci2 Ci3 Ciy Ci5 Cye e)
op) Co2 Cpz Cpy Cps Cos ()
o3 | _ Csz3 C3a C35 Csp es
O4 B sim C44 C45 C46 (] ’
04 Css  Cse es
Og Ces es

con eq = 2ey3, €5 = €13 Y €g = 2e12. Esta relacion es la ley de Hooke generalizada. La relacion
constitutiva entre los campos o y e también se puede escribir en términos del tensor de

flexibilidad, S, y se expresa de la siguiente forma:
e=So0, (2.4)

donde
Si1 Si2 Si3 Sis Si5 Sis
Soo Szz Sosa Sos S

S33 Ss3s S35 S3s
sim Sasa S45 Sue
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y C™! =S. En general como mencionamos anteriormente sélo hay 21 constantes independien-
tes, como ya se mencioné anteriormente, pero dependiendo de la simetria del material puede
haber un ntimero menor. Los casos extremos de materiales eldsticos son los triclinicos con 21
constantes independientes y los is6tropos con s6lo dos.

Para la estabilidad del sistema la energia de deformaciéon U, y la de esfuerzo U; deben ser

positivas, es decir,
Ue=ex)C(x)e(x) >0 y Ugz=0x)Sx)o(x)>0, (2.5)

lo que significa que la representacién matricial del tensor de esfuerzo y el de deformacién deben
ser definidos positivos. Esta condicion, nos da restricciones sobre S;;(x) y C;;(x), las cuales
daremos en la siguiente seccion. Estas restricciones son deducidas de la estabilidad del sistema

y nos referiremos a ellas como las condiciones debidas a la termodindmica.

En la teoria de elasticidad se considera que la temperatura es la misma en todos los puntos del
medio y que no cambia durante la deformacién pero en realidad una deformacién es seguida
de un cambio en la temperatura, y en forma inversa, un cambio en la temperatura del cuerpo es
seguido de una deformacion debida a la expansién térmica. Si alguna fuente de calor cambia la
temperatura del cuerpo habrd una deformacién de éste atin si no hay un esfuerzo o fuerzas de
masa. La teoria que acopla estas dos “ideas” es la termoelasticidad.

Larelacion constitutiva que relaciona el esfuerzo, la deformacién y el cambio en la temperatura:

e=So+ a0, (2.6)

o equivalentemente
o =Ce—-f36, 2.7)

donde a es el tensor de segundo orden de expansion térmica y 3 es el tensor de esfuerzo térmico

y 0 es el cambio de temperatura relativo a una temperatura fija. Ademas se tiene que

B = Ca, 2.8)
o =-Sp. (2.9)

La forma matricial de (2.7), por ejemplo, es

0] Cn G2 Ciz3 Ciy G5 Cye el B1
02 Coz Coz Gy Cos Gy e B2
03 | _ Csz3 C3q4 C35 Cg % |_q B3
04 sim Cqq Cy5 Cye ey Pa
o5 Cs5 Cse es Ps
Os Ces es Pe
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con P4 = 2023, s =2P13 y Ps = 2P12.

En las siguientes secciones describimos las simetrias que poseen los materiales que son de
nuestro interés en este trabajo. Damos la relacion que se tiene entre S;; y C;j. También se dan
restricciones de las constantes obtenidas de la condicion de estabilidad del sistema. Los detalles

de como se obtienen estas restricciones estdn incluidas en el Apéndice Al

2.1. Relaciones y restricciones

2.1.1. Material con simetria is6tropa

El material is6tropo tiene la simetria mas simple. Sélo tiene dos constantes independientes. En

este tipo de materiales las propiedades son independientes de la direccion.

Las componentes diferentes de cero del tensor de rigidez, C, en términos de las constantes de

Lamé, Ay .
Ci1 =Co2 =Cg3 =A+2y, (2.10)
Ci2=Ci3=Cp3 =A, (2.11)
Ci1-C
Cy4 =Cs55 =Cep = ule =U, (2.12)

Notemos que estamos usando la notacién de Voigt. Las componentes del tensor de esfuerzo

térmico diferentes de cero son

B1 =p2 =Ps. (2.13)

Las componentes correspondientes al tensor de flexibilidad, S, dadas en términos de las
constantes ingenieriles son

S11=Sx=S33=E7}, (2.14)

S12=S13=Sy3=-VE™}, (2.15)
S11-S

S44 =S55 = Sg6 = ule =u, (2.16)

donde E es el m6dulo de Youngy v el cociente de Poisson. Es bien conocido que con cualquier
par de éstos (es decir, de A, , E, v y x, la compresibilidad) es posible caracterizar un medio
isotropo.

Las componentes del tensor de expansion térmica como funcién del tensor de esfuerzo térmico
son
o) =02 =a3=—P1BA+2p). (2.17)
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Usando la igualdad C = S™! podemos relacionar E'y v con A asi

vE

A=——m«——— (2.18)
1+v)(1-2Vv)

esta ecuacion tiene implicaciones importantes para auxéticos. De la teoria de la termodindmica
se tiene que E >0y —1 < v < 1/2, lo cual significa que A es negativa cuando v < 0, es decir, los
elementos que estdn fuera de la diagonal principal de C son negativos para un material auxético.
La importancia de saber si un material es auxético radica en sus posibles aplicaciones, por
ejemplo, en la industria. Estas son debidas a que los materiales auxéticos presentan una mejora
en ciertas propiedades mecdnicas como la indentacién o absorcién de sonido, por mencionar
algunas, con respecto a los materiales comunes.

El esquema de tensor de rigidez y el de flexibilidad es de la forma

N

Los puntos que estdn unidos por una linea indican que tienen los mismos valores. Entonces
para un material isotropo se tienen tres diferentes valores en el tensor de flexibilidad y en el de

rigidez pero s6lo dos de ellos son independientes.

2.1.2. Material con simetria cubica

La simetria cubica se encuentra en muchos semiconductores. El esquema del tensor de rigidez
y flexibilidad es idéntico al del material is6tropo salvo que aqui el coeficiente C44 no depende
de Cy1, C12 ¥ S44; tampoco depende de S1; y S12. Para este tipo de materiales hay tres constantes
independientes para el tensor de rigidez que son:

Ci1 =Cp2 =Cag, (2.19)
Ci2 =Ci3=Cpz, (2.20)
Cy4 = Cs55 = Cgg. (2.21)
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Recordemos que la componente Cy4 es independiente de C;; y Cyo.

Las componentes del esfuerzo térmico son

P1=P2=Ps.

Las restricciones sobre las constantes elasticas debidas a la termodinamica son:

Ci1—C12>0,
Cll + 2C12 >0,
Cyy > 0.

Las componentes correspondientes al tensor de flexibilidad son:

S11 = S22 =833,
S12 =813 =523,

S44 = Ss5 = Seé.

(2.22)

(2.23)
(2.24)
(2.25)

(2.26)
(2.27)
(2.28)

Recordemos que S44 es independiente de S;; y S12. Las componentes del tensor de expansion

térmica son

a1 = Q2 = Q3.

Larelacion entre S;; y C;; estd dada de la siguiente forma

Ch+C
Sy = 1/E, = 11 +Cr2 ’
(C11 = C12)(C11 +2C12)
-C
Si2=-V/IE; = 2 )
(C11 = C12)(C11 +2C12)
1
Spp=—.
“= e

Larelacion entre a; y; es

a1 = —P1/(Cq1 +2Cy2).

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

De (2.31) vemos que el material es auxético siy sélo si Cy2 es negativo ya que de (2.23) y (2.24)

se tiene que los términos (C;; — C;2) y C11 +2Cj2 son positivos.
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2.1.3. Material con simetria transversalmente is6tropa

El tensor de rigidez de los materiales con simetria transversalmente is6tropa tiene cinco

constantes independientes. Las constantes diferentes de cero en el tensor son

Co2 =Cs3, Ci1, (2.34)
Ci2=Cy3, Cg3, (2.35)
Cs5 =Ce6, Caq = (Cpp —Cp3)/2. (2.36)

Para el tensor de esfuerzo térmico las constantes independientes son dos, los elementos

diferentes de cero son

1y P2=0Ps. (2.37)

Los términos diferentes de cero de S en términos de las constantes ingenieriles son

S11=1/E;, S92 =S33=1/E,, (2.38)
V23 V12
Sog=——, S15=S13=——, 2.39
23 E, 12 =913 E, ( )
S44 = (S22 —S523)/2 =1/p23, Ss55=Se6=1/H13, (2.40)

donde E; es el mddulo de Young en la direccion x;, v;; es el cociente de Poisson, es decir, la
deformacion transversal en la direcciéon j sobre la deformacién en la direcciéon i cuando el
esfuerzo se aplica en la direccion i y po3, (i3 son los médulos de corte en el plano xpx3 y X1 X2,

respectivamente.

Los elementos del tensor de expansién térmica diferentes de cero son

ai, (2.41)
a2 = (3. (2.42)

Las ecuaciones dadas son para materiales cuyo eje de simetria es el eje x;. Las restricciones

termodindmicas sobre C;j son

C22 —C23 >0, (2.43)
Ci1(Coz +Ca3) —2CF, >0, (2.44)
[C11 — (Ca2 + Cp3)]* + 8CF, > 0. (2.45)
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De la relacién entre C y S tenemos

Coo +Cp3) (Co2+C
Sqp = (Ca2 232)( 22 + C23) (2.46)
—2C12 +Cq1
C
S12= ———— = : (2.47)
2C7, —C11 (Cz2 + Cy3)
C2,-CniC
Sa3 = e e : (2.48)
(Caz2 — Ca3) (—2CF, + C11 (Coz2 + C23))
—C2,+Cy;C
Soo = 21— : (2.49)
(Co2 — C23) (—2CF, + C11 (Ca2 + Ca3))
1
866 = 1/H66 = (2.50)
Ces

De (2.47) observamos que para que vj, sea negativo, C;» deber ser negativo y de (2.48) que va3

es negativo si se cumple la desigualdad sz > C11Cz3. Larelacion entre o y B es

a; = —Cq1P1 —2C12P2,
az = —Ci2 + (Co2 — C23)P2

El tensor de rigidez y el de flexibilidad tienen un esquema de la forma

Para materiales son simetria transversalmente isétropa el tensor tiene 6 valores diferentes pero

solo 5 independientes.
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2.1.4. Material con simetria tetragonal

Para este sistema hay 6 constantes independientes en el tensor de rigidez.

C11=C22, Css, (2.51)
Co3=Ci3, Cip, (2.52)
Cs5 = Caa,  Cos, (2.53)
Ci6 = —Co. (2.54)

La diferencia con los materiales con simetria transversalmente is6tropa es que aqui Cgg €s

independiente de C;; y Cj2. Este material tiene las siguientes restricciones debidas a la

termodinamica

Ce6(C11 — C12) —2CT >0, (2.55)
[(C11 — C12) — Cesl® +8Cig > 0, (2.56)
Cs3(Cy1 — Cr2) —2C35 >0, (2.57)
[(Cy1 +Cp2) — Ca3]* +8Cy3 > 0. (2.58)

Si Ci6 = 0 se reducen a tres
(C11 —C12) >0, (2.59)
Cs3(C11 +C12) —2C33 >0, (2.60)
[(C11 + Ci2) — C33]* +8Cy3 > 0. (2.61)

Que son las mismas que tiene un material transversalmente is6tropo con eje de simetria x3. Las

constantes de flexibilidad en términos de las constantes elasticas se escriben como,

C2,Cs3 + (C3; — C11Cs3) Ces

. , (2.62)
(2C3, ~ (€1 + C12)Cs) (~2C162 + (11 — C12)Coo)

. C2:Cs3 — C2,Cgg + C12C33Ce6 (2.63)

12= ’ .
(2Cf3 = (C11 + C12)C33) (~2Cf + (C11 — C12)Ceo)
-C

Si3= 2 = ’ o

—2C15 + (C11 +C12)Css
Cii+C
822 _ 11 12 (2.65)

—2C132+(Cy; +C12)Cs3

De (2.64) y la condicion (2.57) se tiene que el material es auxético en el plano x;x3 si C;3 es
negativo. Para que v, sea negativo la condicion es:

C7Cs3 < Cgp (CT3 — C12Cs3) (2.66)
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esto de (2.63) y las condiciones (2.55) y (2.55). El tensor de rigidez y flexibilidad tienen un

esquema de la forma

Para este tipo de materiales hay 8 valores diferentes pero recordemos solo 6 son independientes.
Ahora ya conocemos las restricciones y las relaciones que deben guardar S;; y C;;. En el

siguiente capitulo nos dedicaremos a plantear los problemas que deseamos estudiar.
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Capitulo 3

Descripcion de los problemas

Este capitulo estd dedicado a describir el objetivo del trabajo y los dos tipos de compuestos
que estudiamos, asi como las ecuaciones que los gobiernan. El primer tipo son los llamados
compuestos laminados (CL) y el segundo son los compuestos reforzados de fibras (CRF). Nuestro
principal objetivo es estudiar el efecto de introducir materiales auxéticos y/o con coeficiente
de expansion térmica negativa (CETN) como constituyentes en estos materiales compuestos
cuyos efectos no estan suficientemente estudiados. Suponemos que en ambos compuestos los
constituyentes estdn en contacto perfecto.

Enlos compuestos laminados CL nos enfocamos en el efecto que tienen los materiales auxéticos
sobre las propiedades eldsticas, es decir, no tomamos en cuenta el cambio en la temperatura.
En este caso, la ley generalizada de Hooke es la que caracteriza el comportamiento de un
solido elastico lineal. Estudiamos tres diferentes tipo de constituyentes; isotropos, de simetria
cuibica y transversalmente isotropos. En CL de 7 fases es relativamente facil obtener férmulas
para las propiedades efectivas. En bilaminados también se pueden obtener las regiones de
la fracciéon volumétrica en la cual los médulos de Young son aumentados con respecto al de
los constituyentes asi como las condiciones bajo las cuales se da el aumento. Igualmente las

regiones en las cuales los compuestos son auxéticos.

En compuestos reforzado de fibras CRF tomamos en cuenta la temperatura. Aqui nos interesa
saber como se afectan las propiedades de los compuestos cuando son incluidos como
constituyentes materiales auxéticos y/o con coeficiente de expansién térmica negativa. En el
caso de solidos termoeldsticos su comportamiento es determinado por la ley de Neumann-
Duhamel. El arreglo que estudiamos es un arreglo paralelogramico, es decir, estudiamos un CRF

en el cual la celda repetitiva es un paralelogramo.

En las siguientes secciones describimos por separado cada uno de los problemas que estudia-
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mos empezando con el compuesto laminado.

3.1. Compuestos laminados

Se considera un compuesto formado de laminas paralelas con grosor constante. El vector
normal a cada plano esté dirigido a lo largo del eje x3, este es llamado la direccién del laminado,
en un sistema coordenado Cartesiano x; x» x3. El compuesto es periddico y la celda unidad tiene
n ldminas hechas de m diferentes materiales. Este compuesto llamado laminado puede ser
extendido infinitamente en la direccién x3 o acotado por uno o dos planos (ver Fig.[3.1). Sea
Vi, i =1,2,3...n, la fraccién volumétrica, o grosor por unidad de area, de cada ldmina. Por lo
tanto

Vi+Vo+Vi+... 4V, =1 3.1)

La iésima lamina estd hecha de un material eldstico lineal cuyo tensor eldstico de rigidez y

X3

S® v
1 2

S(l)’ Vl -

Fig. 3.1: Celda unidad compuesta de tres ldminas cuya fraccién volumétrica se denota por Vi, Vo y Vs; sus

respectivos tensores de flexibilidad son SV, $ y S®)_ La direccién del laminado es x3 .

flexibilidad se denotan por C”) y S, respectivamente. La ley generalizada de Hooke para cada
ldmina es
oW =cWel? ¢ =gWg ¢con W =D)L (3.2)

donde el superindice (i)denota la ldmina i. Las laminas estdn en contacto soldado, es decir, el
desplazamiento y la traccién son continuas en la interfaz comun. Nuestro objetivo es estudiar
el efecto de una o méas fases auxéticas sobre el compuesto, lo cual no ha sido estudiado
completamente hasta la fecha. [Kocer et al. (2009) y |Chirima et al. (2009), en particular, han
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estudiado parcialmente este problema. Sin embargo, los dltimos autores presentan errores
notables que es necesario corregir. Un conocimiento completo de las propiedades es til en
el disefio del compuesto. Las propiedades efectivas que denotaremos sin superindice obedecen

las leyes

0=Ce,e=So con c=S"L 3.3)

Las ecuaciones de elasticidad lineal que gobiernan un compuesto periddico acotado por una
superficie plana con una traccién y desplazamiento prescritos producen un efecto de capa
limite. Es bien sabido que las propiedades efectivas del laminado no se afectan por esta
presencia (Bakhvalov y Panasenko, 1989) . Las férmulas discutidas en el siguiente capitulo son
aplicables igualmente a ldminas de extension infinita, en una o dos direcciones, o acotadas por
dos planos.

3.2. Reforzado de fibras

También vamos a considerar un compuesto binario periédico de estructura columnar. Las
fibras son cilindros muy largos de seccion transversal circular de radio R. Las fibras estdn
distribuidas en un arreglo paralelogramico cubriendo todo el espacio. La Fig. muestra una
seccion transversal del plano y; ), y la celda unidad que se repite periédicamente, es decir, un
paralelogramo de base 1, lado w, y dngulo agudo ¢. La celda incluye al origen y estd en el plano

¥1¥2, la celda se denota por Y. En este compuesto de dos constituyentes tiene lugar un problema
Y2
A

5757576575, o/ V4
% SIN > L)
GAAA 0 o\ S y

0/0/0/0/0 w1 =1

Fig. 3.2: a) Secci6n transvers(gl) del compuesto reforzado de fibras en el cual la cgﬁ%a es un paralelogramo. b) La
celda unidad que se repite periédicamente. Paralelogramo de base 1, lado w, y dngulo ¢. Contiene dos regiones
S1 USs. La fibra ocupa la regién S», un circulo de radio R. S; es el complemento de S, ocupado por la matrizy I la
interfaz comtin. El tensor de rigidez de la matriz se define como C!V) y el esfuerzo térmico como pV); los respectivos
tensores de la fibra son C? y p?), respectivamente.

de termoelasticidad. La matriz y la fibra estdn hechas de materiales termoeldsticos. La matriz
ocupala region que se denota por S1, su tensor de rigidez por C'!) y su tensor de esfuerzo térmico
por B, La fibra ocupalaregion S,, su tensor de rigidez se denota por C? y su tensor de esfuerzo
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térmico como B®. La fraccién volumétrica de la matriz es V1, la de la fibra V»; al igual que para
los laminados estamos tomando
Vi+Vy,=1. (3.4)

Vamos a considerar un medio no acotado con estructura periddica en una region Q2 contenida
en R3. Las propiedades del material estdn determinadas por C; ikt(y), Pij(y), donde y = x/ey
x = (x1, X2, X3),

e=|wy|/Lx1, (3.5)

donde L es el didmetro de Q. Asi que consideramos el siguiente problema de ecuaciones
diferenciales parciales con condiciones de contacto ideal entre ambos materiales. El problema
es

0ijj+Xij=0. (3.6)

Los subindices pueden ser 1,2,3 y la coma denota la derivada parcial con respecto a y;. Aqui
se estd usando la convencion de suma de Einstein. X; es la fuerza de cuerpo. Los tensores de
esfuerzo o y deformacion e estan relacionados con el cambio en la temperatura 0 mediante la

relacién constitutiva

0;j(x) =Cjjri(x/€)er(x) —P(x/€)0(x), (3.7)
Bij(x/e) =Cijri(x/e)a(x/e). (3.8)

Los coeficientes dependen de la variable x/e porque estos presentan cambios rdpidos de las
propiedades en el compuesto o un alto nivel de heterogeneidad ya que € < 1. Esto quiere decir
que estamos ante un problema a dos escalas.

El vector de flujo de calor se expresa en términos del cambio en la temperatura por la ley de
Fourier segun la cual
qi(x0) = —x;j(x/€)8;(x), (3.9)

donde x;; es la conductividad térmica. La ecuacién de balance de calor (caso estacionario) se

escribe de la forma
gi,i = — (Kij(x/€)0 j(x)),i = f(x), (3.10)

donde f(x) es la densidad de fuentes de calor internas las cuales dependen de la posicion,
x. Una explicacién mds amplia de la teoria termoeléstica se puede encontrar en Parton y
Kudryavtsev (1993).

Al igual que para laminados, los tensores efectivos se denotardn por C, S, 0 y e para el tensor
efectivo de rigidez, flexibilidad, esfuerzo y deformacion, respectivamente. Los tensores de
esfuerzo térmico efectivo por f y el de expansion térmica efectivo por a. Todos los tensores

efectivos se escriben sin superindices.
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Capitulo 4

Obtencion de propiedades efectivas

Para la prediccion de las propiedades efectivas de los compuestos con estructura periédica
planteados en el Capitulo usamos dos métodos de homogeneizacion. Para los CL el
método basado en la idea de Backus (1962) descrito en la en la seccion 4.1 y el método de
homegeneizacion asint6tica (MHA) para los CRE el cual se describe en la seccic’)n

En este capitulo se describen cada uno de los métodos de homogeneizacién. Empezando con el
método deBackus| (1962), este se aplica a un laminado de n constituyentes eldsticos de simetria
arbitraria. El método se aplica a la ley de Hooke generalizada. Aqui s6lo se escriben los tensores

de esfuerzo y deformacion efectivos.

En la seccion |4.2| se aplica, el método de homogeneizacion asintética (MHA) se aplica a
un compuesto termoeldstico, en el cual una celda con arreglo paralelogramico se repite
peri6dicamente; la celda estd formada por una matriz y una fibra cilindrica, ambas is6tropas.
El MHA es una técnica basada en un desarrollo asintético a dos escalas. El problema
fundamental de este método es que los coeficientes efectivos dependen de la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de frontera periédicas y con condiciones
de conjugacion en las interfaces. Aqui describimos la aplicacién del MHA y la solucién de las
ecuaciones diferenciales que se obtienen en el proceso del método y que son necesarias para

determinar las constantes efectivas.

4.1. Método de Backus

Para CL usamos el conocido método basado en la idea de Backus (1962) quien obtuvo los
tensores efectivos de un laminado no homogéneo de ldminas eldsticas por medio de una técnica
de promedios. Recientemente se han usado métodos alternativos (Milton, 2002) para tratar el
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mismo problema. Férmulas similares han sido obtenidas usando homogeneizacién asintética
para laminados con materiales piezoeléctricos y magnetoelectroeldsticos (Bravo-Castillero
et al., [2008; [Rodriguez-Ramos et al., [1996) que en el caso de desacoplamiento de campos
resultan las mismas que los casos eléctrico y eldstico en el primero y los casos magnético,
eléctrico y elastico en el segundo. La clave en el método de Backus es buscar soluciones donde
los campos varian en la direccién del laminado y observar que las restricciones sobre éstos, las
ecuaciones diferenciales y las relaciones constitutivas, implican que ciertos componentes de los

campos son constantes o, equivalentemente, que las proyecciones son constantes.

En el campo que estamos tratando, los tensores S(x), C(x), e(x) y o(x) s6lo varian en la direccion,
X3, que es la direccion del laminado por lo que buscamos soluciones que s6lo dependan de
esta coordenada. Ademas de las restricciones V-0 = 0y e = [Vu+ (Vu)']/2, se tiene que las
componentes egil) , egz), egiz), Gé’g, 0;2, 0(12 en cada constituyente son independientes de x3.

Milton! (2002) proporciona férmulas para las constantes elasticas efectivas de un laminado. Para

esto, él divide el tensor de rigidez en bloques de la siguiente manera:

cy < o i o o
A= e e e | Ag=| el il |
clj < cf i ¢
¢ o :
M| cl ol e | eonaf=(ag)"
cli ¢

.\T .
y (A(llz)) indica la transpuesta de A(llz). Los bloques asociados al tensor efectivo C estdn dados por

las expresiones

A =(ATH 4.1)
A = (AT AT AL, (4.2)
Az = (Agp — Ag1 AT A1) + (A1 AT (AT THATT AL, (4.3)

n . .
donde (F) = ZViF(” es el promedio aritmético de las fases F® también conocido como la
i=1
n .
regla de mezclas simple. Renombramos (F~1) = Y Vil F, al promedio geométrico de las fases,
i=1
es lallamada regla inversa de mezclas. La formulacion de Milton de (4.1)-(4.3) estd basada enla

relacion (3.2k).

Férmulas similares a (4.1)—(4.3) para S no han sido dadas, hasta donde sabemos. La contraparte
de la deduccién de Milton| (2002) est4a basada en la ecuacion (3.2b). Para la deduccion de las
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férmulas primeramente usamos el hecho de que las seis cantidades egi), eg), eg), Géi ), Gi" ) y 0(12

que aparecen en (3.2) son independientes de x3 y escribimos

el = (el(i), eI(Ii) T (4.4)
o = (0”67, (4.5)
con
@) _ (@) @) SONT ) _ (@) ) L(\T
e, =(e;",e,,e5") e =(e3,e,,65°), (4.6)
) _ (@ ) ONT () _ (D) () ()T
(o —(03 04,05 ), Oy —(01 05°,067) . (4.7)

De aqui que podamos escribir a (3.2p) como

@) _ @) ) (1) (1)
ep =Qpop +Qp oy,
@) _ @) ) (1) ()
ey’ = Q3307 +Qyp 0y, (4.8)
(1) (7) (1) (i) (9) (7)
Si3 S Sis Si1 Siz2 Sis
(i) _ () () (i) (i) _ (i) (i) (1)
donde 12=| Sz Sy Sy | 1= Sz Sy Sy |
(i) (i) (i) (i) (i) (i)
Se3 Sea Ses Se1 Se2 Ses

O] O] O]
(i) B oom o 0 _ (0"
D _ (1) (1) (1) i) _ i
Qs3=| Sus Sas Sas |» ¥ QZI_( 12)
(@) (@) (@)
Ss53 Ssa Sss

Ahora reescribimos la relacion (4.8) de forma que los elementos de los tensores de esfuerzo y de
deformacion que dependen de x3, oy y ey, queden del lado izquierdo de la relacion y los que no

tienen dependencia de x3, 01y e, del lado derecho, es decir,
@ _[a®] o O] A0 )
op =|Qu| e —|Qi| Q07
. . -1 . ) . -1 . .
@) _ @ (i) (@) (i) @ | @ @) ~@
én =Ny [Qll] o +(Q33_ 21 [Qll] QIZ)GI : (4.9)

Como segundo paso se toma el promedio sobre la celda unidad tomando en cuenta que el(i)

y 0}” no dependen de x3. Por lo tanto, su promedio sobre la celda es constante y podemos

desacoplar el promedio del producto.

(o) = Qi) {en) — Qi Quz){o),
(em) = (Q21Q7171)¢en) + {(Q33 — Q21Q11 Q12)) (o). (4.10)
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Ahora reescribimos las ecuaciones en la forma quedando la siguiente relacion

(er) = Q) QT Qi) (o) + Q) Hom), (4.11)
(em) = ({Qa3 — Q21Q71 Q12) + (Q21 Q1) Q1) Q71 Q1)) (o)
+(Qu1 Q1 QH o). (4.12)

De aqui que los correspondientes bloques efectivos para el compuesto son dados por:

Q12 = Qi) Q1! Qua), (4.13)
Qi =QiH7 Y (4.14)
Q33 = (Q33 — Q21Q11 Q12) + (Q21 Q1 QT Q11 Qua). (4.15)

Como las ecuaciones (4.13)—(4.15) son promedios esto nos dice que el orden en el cual las
laminas se toman no tiene influencia en las propiedades efectivas. Ldminas con las mismas
propiedades materiales contribuyen proporcionalmente al total de su fraccion volumétrica en
la propiedad efectiva.

4.2. Método de homogeneizacion asintdtica

Este método se basa en la idea de resolver problemas con oscilaciones rdpidas en la forma de
un desarrollo asintético a dos escalas. Una escala rdpida que describe la microestructura del

compuesto y la segunda una variable lenta que describe el comportamiento del mismo.

Los coeficientes efectivos dependen de la solucién de problemas locales, sobre una celda
periddica, es decir, se requiere solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales con

condiciones de frontera periddicas y condiciones de conjugacion en las interfaces.

Las ecuaciones de gobierno de nuestro problema son

0ij,j(x)+X;=0 en Q, (4.16)
0;j(%) = Cjjri(x/€)er(x) —Pij(x/€)0(x), (4.17)
Pijx/e) =Cjri(x/€)ag(x), (4.18)
2er; = (Up,1 + ULk, (4.19)

qi,i(x) = —(x;j(x/€)0 ;(x)),; = f(x) en Q, (4.20)

qi = —K;j(x/€)0 j(x), (4.21)

donde X; es una fuerza de cuerpo, 0;; es el tensor de esfuerzo, C; jx; es el tensor de elasticidad,
ex es el tensor del deformacion, 6(x) es el cambio de temperatura, §;; es el tensor de esfuerzo
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térmico, ay; es el coeficiente de expansion térmica, k;; es la conductividad térmica, g; es el
flujo de calor, f(x) es la densidad de fuentes de calor interna y € es un pardmetro pequeno.
Las ecuaciones (4.16), (4.17) y (4.20) son independientes. Primeramente se resuelve para
determinar O(x) y después se introduce como una funcién conocida en la ecuacién y
4.17).

Las ecuaciones (4.16), (4.17), (4.21) y (4.20) forman un sistema de ecuaciones lineales acopladas
cuyos coeficientes que varian rdpidamente. Las condiciones en la interfaz son

[lu; ()| =0 en I, (4.22)
lloij(x)njll=0 en T, (4.23)
y
[10(x)]|=0 en T, (4.24)
llgi(x)||=0 en T. (4.25)

Buscamos reducir este sistemas de ecuaciones a otro que sea mds sencillo con coeficientes
constantes. Esto lo haremos por medio del método de homogeneizacién asintética. Se supone

que la solucion es de la forma

wi(x) = ul” (x,y) +eul (x,y) +€uP (x, )+, (4.26)
0(x) =09 (x,y) +e0W (x, ) + €20 (x, ) +-+- . (4.27)
Las funciones ugm) (x, )y 95.’”) (x,y) son funciones Y-periddicas, Y es la celda unidad que se

repite periddicamente con y = x/e. Primeramente empezamos a trabajar con la ecuacion (4.20)
para poder obtener 0(x) y después sustituiremos en (4.16) y (4.17).

Haciendo uso de la regla de la cadena,

0 0 +1 0 4.28)
dx; 0x; €dy; '
tenemos
o L0 k001 1 009 209 30" ]
it = €20y, | 0y; el Yox;ox; Yoydx; Y oydy;
0 [96@ oM 0 00 5@
ki () — +— |+ — ki) | =—+ Y. 4.29
“iiW 5% (aax; T ox; | T oy K”(y)(axj ay,-) e (4.29)

El siguiente paso es ordenar en términos de potencias de €. Para orden e 2

o
ayi

aK,'j 9(0)
0y

=0 enY, (4.30)
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De aqui que
09(x,y) =0 ), (4.31)

es decir, 09 es independiente de la escala rapida. A orden e~!

0 K;i(y) 061 = 0 [K' .66(0) ) en. (4.32)
ay,- Y ayj ay]- Y ax]' ' '
De aquiy de se tiene
° |« ()_aeﬂ)} O i) ) ey (4.33)
- .. = — ny; .
ayi 1“7 3y, ax; oyi ¥

dado esto, podemos escribir una solucién del tipo separacion de variables como
0 (x,3) = gM1)0F (x), (4.34)
donde 4M(y) es solucion de la ecuacion diferencial del siguiente problema canoénico, g = 1,2,3
(kig) +XikgM,k (1)),i=0 enY, (4.35)
con condiciones de interfaz
IgMIl =0, Il (kig(¥) +Kik qMi() ill =0 enT. (4.36)
Hasta aqui ya sabemos de qué forma debe ser 6(x) a O(e) la cual es

0(x) =0 (x) +€M(»)0Y (x) +---. (4.37)

Ahora regresamos a (4.16) y sustituimos 0(x) para obtener u;(x). Para esto procedemos de la

misma forma que lo hicimos para obtener 6(x) primeramente a orden e > tenemos

0u® ou®
— | C;iri(x/€) + =0 enY. (4.38)
ay; | ( dy;  Oyk )
Por lo tanto tenemos que a primer orden el campo s6lo depende de x, la variable macroscopica,
es decir,
0) _ .0
u; (x,y)=u; (2. (4.39)
Aordene!
oul  oul! ou®  oul?
— | Gjirx/ kv —L || +Ciipxr ko1
ayj ijk1(x 6)( 3y, vk ) ijki(x/€) ox, oxy
0
"3 [Cirri(x/€)a(x/€)0P(x)] =0 enY. (4.40)
J
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09 s6lo depende de x. Propongo una solucién tipo separacién de variables para

u (x,9) = paUi()u® (1) g+ N: (10 (). (4.41)
La ecuacion diferencial que ,4U;(y) debe cumplir es

(Cijpg +Cijki(y) pgUki(»),j=0 enY, (4.42)

con condiciones de interfaz

l pgUillr=0 enT, (4.43)
1(Cijpg+Cijki(¥) pgUr,0njll =0 enT, (4.44)
mientras que N;(y) debe satisfacer
(Bij(3) +CijriNk:1(3)),j=0 enY, (4.45)
con condiciones
IN;ll=0, I(Bij(»)+CijriNki())njll=0 enT. (4.46)

Hasta aqui tenemos que u;(x) a primer orden se escribe de la forma

(0)

u
ui (1) = ul” () + € ( pgUg,1(x) + N; ()0 () ﬁ T (4.47)
q

Resolviendo los problemas canénicos tenemos los campos a primer orden, nos faltan las

propiedades efectivas para esto se hace uso de los términos a orden €° de las ecuaciones (4.17)
y (4.29). Para 0(x) y u;(x) tenemos

o [00@ 5o® 0 206 5@
(V) — + — | Kjj -—+ = Y, 4.48
K”(y)axi ox; " ay; ] 1 [Kl](y)( ox; oy, )] f(x) en (4.48)
C o |0 ug)) 0 ugo) Oug) 0 ugl) 90© (x)
ijkl(y)a_xj axl axk - le " axk ~h ax]'

oul oul ou® ou®
+ + +
axl axk ayl axk

)_

9
5 [B:;0(x, )] +X;=0, enY. (4.49)
J

0
+6yj( l]kl(.V)

Tomando el promedio sobre la celda unitaria y usando las condiciones de interfaz obtenemos

las ecuaciones homogeneizadas

—K;j8%;(0) = f(x) enY, (4.50)
Cijrittg);(x)—Pij07 (0 +X; =0 enY, (4.51)
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Notemos que x;j, C;jr; y Pij en (4.50) y (4.51) ya no tienen dependencia de y esto es porque
éstas son las propiedades efectivas del compuesto, son constantes en la celda unidad y estan

dadas por
Cijpg=<Cijpg(¥) +Cijki pgUr,1(¥)), (4.52)
Bij = PBij +Cijki Nk, (y)), (4.53)
Kig = (Kig(¥) + Kik gM,k (1)). (4.54)

Las propiedades efectivas estdn determinadas por las propiedades de los constituyentes, la
fraccién volumétrica que ocupan en el compuesto y por la soluciéon de (4.35), (4.42) y (4.45).

Para resolver estos problemas se usan métodos de teoria del potencial de variable compleja,
las propiedades y relaciones de las funciones elipticas de Weirstrass con periodos w; =1y
w2 = exp(ia), o es el dangulo del paralelogramo. La obtenciéon de la solucién se detalla en la

siguiente seccion.

4.3. Solucién de los problemas locales

Resumiendo tenemos que para determinar las constantes eldsticas efectivas C; j,4 del compues-
to, es necesario resolver gp problemas

(Cijpg +Cijki(y) pgUki(1)),j=0 enY, (4.55)
I pgUill=0 enT, (4.56)
1(Cijpg +Cijki(¥) pgUk,1);njll =0 enT. (4.57)

Para determinar el tensor de esfuerzo térmico efectivo f3;; se deben resolver los i-problemas

(Bij(3) +CijriNk1()),j=0 enY, (4.58)
IN;l=0 enT, (4.59)
I(Bij(») +CijkiNk:()) njll =0 enT. (4.60)

Para la conductividad térmica efectiva k; 4, los g-problemas

(Kig(1) + Kik Mk (1)),i=0 enY, (4.61)
[ gM[|=0 enY, (4.62)
I (kiq(3) +Kik qM,x (1)) 7:ll =0 enY. (4.63)

Describiremos la solucion de los problemas para ,,U\ ya que para Ny la solucion es andloga a
ellos. La solucién para cada uno de los problemas ;M y 2M es analéga a la del problema 13Uj3
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ya que los tres se reducen al problema de Laplace. Mientras que no es necesario resolver el
problema 3M ya que se puede ver la solucién directamente de la expresion (4.54), pues

K33 = (K33()) + K3 3M, ), (4.64)

K3x es diferente de cero sélo para k = 3 pero M,3= 0 porque las propiedades no varian en la

direccion xs. Por lo tanto (4.64) se reduce al problema aritmético, es decir,

K33 = (K33())). (4.65)

Dicho lo anterior, pasamos a la descripcion de obtener las soluciones a los problemas pg.

Los valores que pg puede tomarson 11, 22,33, 12,31, 32. Para 11, 22, 33, 12 se tiene una ecuacion
(4.55) que toma la forma

C1122 pgU2,21 + C1111 pgU1,11 + Ci212 ( pgUz12 + pgU222) =0 en Y, (4.66)

para pqg = 31,32 se tiene
Cisi3 (quI-_’;,ll + qug,gg) =0 en Y. (4.67)

Los problemas locales se desacoplan en dos categorias a los que se les denomina problemas
planos y antiplanos. Empezaremos la descripcion por los problemas antiplanos 13 y 32. En
ambos hay que resolver la ecuacion de Laplace y usar las condiciones de frontera que son muy
similares, por esta razon sélo escribiremos en detalle la solucién para el problema 13.

Problema antiplano 13

Se busca 13U3 como una solucién doblemente peridédica que cumpla las siguientes condiciones

AUY =0 en Sy, (4.68)

IUs1=0 en T, (4.69)

1(C3j13 +C3jkiUk,)njll=0 en T, (4.70)
(U3) =0. (4.71)

Omitimos los preindices 13 por conveniencia en la notacién, y donde A es el operador
Laplaciano en dos dimensiones, el vector unidad normal exterior a la interfaz ' es n = (n;, ny) =
(cosB,senB) y y puede tomar el valor 1 o 2. Para encontrar la soluciéon de este problema se
hace uso de la teoria de funciones elipticas. Para ello se propone una soluciéon dada por la
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combinacién lineal completa de estas funciones, asi

) 20, V@
U;’ =Re{ apz+ ) akﬂ enS, (4.72)
k=1 B
U® =Re i"b k
3 = [¥ enS,, (4.73)
k=1

donde z = y; +iy», {(2) es la funcién Zeta de Weierstrass la cual es cuasiperiédica con periodos
w1 Y w2 y (¥ (2) indicala iésima derivada de esta funcion, las cuales son doblemente periédicas.
Los coeficientes ay y by son reales y desconocidos. El superindice ° en la suma indica que
s6lo se suma sobre los indices impares. Ahora el objetivo es encontrar estos coeficientes.
Antes de continuar podemos ver que se puede encontrar una relaciéon entre ay y a; usando

la cuasiperiodicidad de {(z) y tomando en cuenta la doble periodicidad de Us, tenemos
U (z+01)-UL(2) =0 (4.74)

entonces

00 (k-1)
Uél)(ZﬂDl) - Uj(2) =Re{ao(z+m1) +) Oakﬂ}Jr

= (k—1)!
2, (V)
—Re { ap(z) + kgl akm
=Re{apw) + a1 (((z + w1) — {(2))} (4.75)

De la cuasiperiodicidad de la funcién ((z), es decir, {(z + w1) — ((z) = §;. Esto lleva a
ap + a161 =0. (4.76)

Haciendo el desarrollo en serie de potencias de la funcién { de Weierstrass obtenemos

UWD(z) = Re{ Y oaqz7 =Y Car Y Onklzl} 4.77)
=1 k=1 =1
donde
(k+1-1)!
Nkl = TS]H_I’ k» I= L3, (478)
/
Sk= Y (mo;+nwy) ¥, k=48, (4.79)
m,n

Sk es la suma de la latiz asociada a la celda de periodos w =1y w, = exp(i¢). De la suma se
excluyen los casos m = n = 0 denotando esto con la prima en la suma. Notese que la matriz ng;
es simétrica. Definimos

Sz =0;. (4.80)
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Para determinar los coeficientes de las series (4.72),(4.73) vamos a hacer uso de la continuidad
en el desplazamiento y en la traccién. Primeramente de la continuidad del desplazamiento en
la interfaz se tiene

UW(2)=UP(z) enT, (4.81)

donde I' = Rexp(i0) que en términos de las series de potencias se escribe como

oo oo o0
*aR " cosl0- Y %a; Y “niiR!cos 10 = byR! cos 16. (4.82)
=1 k=1 =1

Esta se reduce a una serie de cosenos nula. La condicién de continuidad en el desplazamiento
se escribe como

(o0
alR'-R'Y °ang; = bR (4.83)
k=1

Para trabajar con la condicion de traccién continua
1C1313Us,1711 + Cg232Us 22|l = —[|Chz13ll 721, (4.84)

Para facilitar el siguiente cédlculo introducimos las funciones

2, @)

- 4,
f@) z:zl G e (4.85)
g2 =) bz (4.86)
I=1
Luego,
U} =Re{ag+ f'(2)}, (4.87)
U, =-Im{ao+ f'(2)}, (4.88)
UY) =Re{g'(2)}, (4.89)
U$) =-1m{g'(2)}, (4.90)

entonces la condicion de interfaz (4.84) se puede escribir como

Célz)sz apn, +Re {C§12)32f’(z) - Cézz)szg'(z)} n (4.91)
—im {C§12)32f’(z) - C§22)32g'(z)} nz = Ci3ym — Cigyymi, (4.92)

en la interfaz T, z = Re'®

y1 =RcosH, y2 =Rsen0 (4.93)

1 ayg 1 6y1
=cosf=——— =senf = ———. 4.94
n; = cos R 30 no = sen R 30 ( )
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Sea
v(2) =1m{CHs, f(2) - CHyg (D)} (4.95)

En términos de v(z) la condicion de interfaz queda de la forma

12%4_ lﬂaﬂ — (C(Z) _C(l)

ROy; 06 ROy, 00 1313 1313) €08 6. (4.96)

Integrando indefinidamente con respecto a 0 tenemos que

2) cb

() _
C 1313 1313

3232 )senB +C, (4.97)

a sen8+v—(C
0 R

donde C es una constante de integraciéon que es igual a cero por la periodicidad de las funciones.
Escribiendo las series de Laurent de f(z) y g(z) en (4.95) queda

v(2) =Im{CUL[-Y a1z =Y °ar Y. “nuz'|-CEL, Y bz (4.98)
I=1 k=1 I=1 I=1

Entonces la condicién en la interfaz (4.97) es
o0 o0 o0
—COn Y °a[R —ar Y. “nuR ! |senl0-CE,, Y °biR'senl® = —R||Ci313llsen®.  (4.99)
=1 k=1 1=1
Para [ = 1 tenemos
1
C1313llsen B + §C§12)32 (—R_lal - aknklR) sen0 = C\o,, biRsen. (4.100)
k=1
mientras que [ # 1

Cio (—R_lal +) aknklRl) senlf = Cézz)gzblRlsen 10 (4.101)
k=1

Escribiendo la condicién de interfaz (4.83) junto con la segunda condicién de interfaz, de
la combinacién (4.100) y (4.101), se obtienen, los siguientes sistemas para los coeficientes

desconocidos ay y by

alR_l — Z OaknklRl = blRl, (4.102)
k=1
R(CY ,-C% )8, -CL, (R—’ a+ k; *apniR! ) =CY., bR (4.103)

Despejando bR de (4.102) y sustituyendo en (4.103) obtenemos

R(C{Y,—C% )8, —CL, (R"a, + kzl "aknklRl) =cy,, (alR_l ~ kzl "aknklRZ) (4.104)
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o bien

o0
aR'+x Y °agniR’ = xRdy,, (4.105)
k=1
donde x es el contraste relativo
C(l) _ C(Z)
y= 1318~ 1313 (4.106)
C(l) + C(Z)
1313 7 1313

Para simplificar el sistema de ecuaciones (4.105) hacemos el siguiente reescalamiento a,, =
vma,,R™"" entonces el sistema queda como

a;+x Y a R *nVIik = xRd1, V1. (4.107)
k=1

Ahora definimos wy; = RHkT]kl\/ I/ k, notese que wy; = wyi. El sistema final a resolver para a; es
un sistema algebraico simétrico de ecuaciones lineales infinito cuyo término inhomogéneo es

un vector con s6lo una componente no nula.

ay+x Y °awi = xR, V1. (4.108)
k=1

Propiedades efectivas

Para tener un expresion analitica de la propiedad efectiva Cy3,3 dada por la expresion[4.52]vamos
a calcular (C;313 p4U3s,1) por medio del Teorema de Gauss y la continuidad del desplazamiento
en la interfaz. Ver Fig.[3.2]b.

Ci313 = (C1313) + (C1313 pqUs3,1) = (C1313) +f Ci313pqUsz1dy1dy?

S1US)»

=(C1313>+fs C1313qu3,1dyldJ/2+fS Ci313 pgUsdy1dy
1 2

={C1313) — I1C1313 ||fr paUL dys. (4.109)

Como I es la circunferencia de radio R, podemos parametrizar en coordenadas polares, es decir,
hacer y; =Rsen6 dy, =Rcos. Entoncesy Uéz) =Re{X72, bz},

fUéZ)dyz =) Of by cos(kO)RF*! cos0dB = b1 R?x; (4.110)
T k=1 T
ahora de
o0
bi=aR*- Y °arni (4.111)
k=1
yde
() 0 alR—Z
Y Cagng = - +1. (4.112)
k=1
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De aqui

Ci313 = (C1313) — IC1313IR°t (@R > [1+x '] - 1) (4.113)
2naiCiyyy  ICia13 MR
=(C - + ; 4.114
(C1313) v v ( )
tomando en cuenta que
(Ci313) = C{Y (1= V) + VoY%,
=CY5 —VallCrausl (4.115)
y sustituyendo lo anterior en (4.113) tenemos que la propiedad efectiva estda dada por
2Ttay
Ciz13=C, (1 -5 ) : (4.116)
Nos queda por determinar a;, para esto retomemos el sistema (4.108)
(e.0]
ay+x Y a wir = xR, V1. (4.117)
k:
En forma matricial se escribe como
(x'1+W)D=U, (4.118)
con
I;j=8;j, D=(a},apa;---) y U=(R,0,0,---). (4.119)
El sistema (4.118) se puede escribir equivalentemente como
x '+ wi)a, +7'D' = -R, (4.120)
Vay+x 'T+W)D' =0, (4.121)

donde la matriz Wy el vector D se descomponen de la siguiente forma

D’ y 7 son vectores infinitos y W’ es una matriz infinita. Esto se hace con el fin de encontrar
una expresion para a; y poder sustituirla en la ecuacion anterior. Al despejar D’ de la ecuacion
y sustituir obtenemos

[+ wn) =TT W)Y lag = R;
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de aqui se tiene
ay =R (1 +wpx - X7 A+ xw)H 1ty
=R+ wnx - 7" M7 (4.122)

con
IM=1+xW'. (4.123)

Sustituimos a; en (4.116) para obtener la propiedad efectiva C;313
2mR%x

— 1t lwllx—xszlM—W]—l}. (4.124)

Ciz13= C%)IS { 1-

Para determinar Cy323 necesitamos resolver el problema pg = 23; haciendo un procedimiento
andlogo al problema pg = 13 obtenemos

2nR? 1oy
Coso3 = C%)Zs{l - sen@x [1- 2W11X—X27/T 1N 17 1}, (4.125)

con |N=1-xW'.
Las férmulas para las propiedades efectivas Ci313 y Cosp3 estdn escritas de tal manera que
la periodicidad se manifiesta en W debido a las sumas de la latiz. La dependencia de las

propiedades de los constituyentes esté en el contraste relativo x. La dependencia de la geometria

estd en el radio del cilindro R. Las férmulas son expresiones sencillas.

Solucion de los problemas ,,Uy ,,U

Para poder determinar las propiedades efectivas C;j,, es necesario resolver los problemas pp
los cuales son de la forma siguiente

C1212U§T2)2 + CllllUﬁ)l + (Cr122 + Ci212) quz =0 enSy (4.126)
IU;l=0 enT, (4.127)
losnsll = =NCis1llns enT. (4.128)

lo cual haremos en esta seccion. Al igual que en el caso anterior suprimimos los preindices
para facilitar la notacion. Para la solucion de los problemas ,,U se utilizardn los potenciales
de Kolosov-Muskhelishvili. Los potenciales ¢ y W estdn relacionados con el desplazamiento y la

traccién mediante las formulas

ol + o) =2|9}(2) +9';(2)], (4.129)
o) — ot +2i0l) =2(Z¢i(2)"(2) +yi(2) (2), (4.130)
20, (U + 105 = xips(2) - 20(2) - (2, (4.131)
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donde k; = 3 —4v;. Los potenciales ¢;(z), ¢2(2), W1(2) y W2(z) en S; se pueden escribir en
términos de ¢, {®¥ y Q%=1 (Parton and Kudryavtsev, 1993) como

2,

®1(2) = apz+ Z %ax 1! enS;, (4.132)
k=1 -4
oo (k-1) 00 (k-1)

v1(2) = boz + Z obkc (2) + Z "aku enS, (4.133)

2 k-2 e-!

[e.°]

@2(2)= Y %crzF en$,, (4.134)
k=1

V2(2) = Y %dizF enS$,, (4.135)
k=1

donde ayg, by, ¢k y di son las incognitas por encontrar. Q(z) es la funcién Natanzon que cumple

Qz+wj)—Q(z) =w;P(2) +vj, (4.136)
Q¥ (z+w)-QW () =w;p? (4.137)

y [V Wi
vi=2Q(5)-w;p(S): (4.138)

Los periodos w; y los valores en w /2 de y; estdn relacionados de la siguiente manera

YW1 —Y1W2 = 8162 - 661 (4.139)

Por las condiciones de periodicidad se tiene que

kip1(z+w;j) = (z+w)Q,(z+w)) -y, (z+w;) = ki@1(2) — 29, (2) — Y, (2). (4.140)
Usando (4.136) y (4.137) se obtiene
aowj(ky —1) = boj = a1 (Y; — k18;) + b1 3. (4.141)

De aqui que ay y by estan dados en funcion de a; y by como

ap = a1E1 + b1 Fy, (4.142)
by = a1E3 + b1 Fa, (4.143)
con
Syw; -8 k1 (@18 — 8
= 2] —01W2 + k1 (w102 — W2 1)’ (4.144)
Ak —-1)
028,015,
=) 4.145
YA - 1) (4.145)
Y -y + k(0 -0
E, = Yow1 — Y W2 + k1(0102 2001), (4.146)
A
5,-6
F2 = u, (4147)

A
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A= 61(1)2 - (1)162.

(4.148)
Las funciones incognitas se desarrollan en serie de Laurent de la forma
(&) o0 (&)
p1(@)=apz+ ) %arzP-) °> %apnipz” enSy, (4.149)
p=1 k=1 p=1
[e.°] [e.°] o0 o0 [e.°]
Vi@ =boz+ Y bz P =) °) °bengpe’+ ). %) k"akRkpkpzp, enS, (4.150)
p=1 k=1 p=1 k=1 p=1
y en serie de Taylor
[e.°]
@2(2)= Y °diz" enS$,, (4.151)
k=1
(o]
Yo (z) = Z %¢.z8 enS,, (4.152)
k=1
con e+ 1)
+ p)!
Pkp = —p!k! k+p+1 (4.153)
y

— \k+p+1
o« /(mw+nw TP
Tk+p+1 = Z - .

(4.154)
mn nwi+ nw;

Para determinar los coeficientes desconocidos ag, by, ck, di y ex se hard uso de las condiciones
de continuidad en la interfaz. De la continuidad en el desplazamiento (4.127) se tiene que

UV (2)+iUP (9 =0P @) +iUP(z) en T,

(4.155)
En términos de los potenciales esta relacién se puede escribir como

2)
1212

= (k101(2) - 297(2) - W1(2)) = Katps (2) — 293 (2) - W (2).
1212

(4.156)

Al sustituir los desarrollos en series de los potenciales @;(z) y Wws(z) se tiene las siguientes
ecuaciones

XmR (k; — 1) (ao + ;i oaknkl) —XmbiR™ ' =diR(ky - 1), (4.157)
Xm | k1 ki *aRPnip + R P2 (p-2)ay_o — bR | = kpdiR?, (4.158)
Xm | k1apRP —bod1p — ki ° akNkp+)RP T2 - ki ’benikpRP+
_y kakprpR? | = —(p+2)dp+2RP*? - e, RP,

k=1

(4.159)
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La continuidad en la traccion en términos de los potenciales se puede escribir como

l;(z) + zai (2) +y;(2)|l = —vz+ mZz,
donde 1Caspp + Caipp ICa2s— oo
o 1Cazpp . uppll - 1Cep : ppll

De (4.160) se obtienen las siguientes expresiones

00 -1
CloR+@+RZ okdkl’]kl-l-blR =d,
2 k=3
[&°]
*kagnkpR” — (p—2)R"P?a,_, +b,R " =d,R",
k=1

[e.°]
apRP+ 3" °kap(p+2)Nkp+2RP > + boRS1 , + MRSy,
k=1

+ Y binip+ Y Ckarppk = (p+2)dpi2 +ep.
k=1 k=1

De las ecuaciones (#.157)-(4.159) y (4.162)-(4.164) se obtiene

by = (—Elal - Odkﬂkl) by + n@

= Bo  Po’
k1—ky &
p= XL 22 N 0p gy + @y (p— 2R,
Xm+ke 5
Ckigmt+l @ 3
apR pIihm ™ _ Y "RPP2apnipez) (p+2) — boRO1, — ) *biniyp
L=Xm =1 k=1
e’} mR61
—Z okak‘[kp:—l p’
k=1 ~ Xm

Xm+1)

Xm [ki+1

dps2RP*2(p+2) +epRP = a,RP +

con

Bo=F1 (Xm(k1 = 1)) = (k2= 1) =R (xm + (k2 = 1),

Pr=xXml1—1) = (k2= 1),
-1
Br=—2—.

(4.160)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

(4.165)

(4.166)

(4.167)

(4.168)

(4.169)
(4.170)

(4.171)

Usamos la definicion de by y b, dados en (4.165) y (4.166) para escribir (4.167) s6lo en términos

de aj. Primeramente

o0 [e.0]
Y biNkp = binkt + Y by Nik+2)ps
k=1 k=1
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y de (4.165)

ki -
b(k+2) Xem Z a; f]](k+2)R + akkRZ. (4.173)
Xm + kz j=
Sumando sobre k tenemos
S o Xmki —ka & 0. o 2j+4 0 2
Y brsaNks2)p = N ik Y %ar Y. nG+pk+RT T+ Y. s pkarR®. (4.174)
k=1 mtK2 (=1 = k=1
Sustituimos b y 372, *bxnkp en (4.167)
k1+1 1 &
1|E1 (F281p+nlp)ﬁ__61p apxm— i (F281p+mip) Y. “akni
B2 Xm—1 Po k=1

- Z akR® [Nkp+2) (P +2) + knga)p ]
=1

o o —k —m61
Z ). ‘a Xm B ks R = Koy = ——- + 2= P (Fodip+mp).  (4.175)
: :1 k Xm ]‘ ﬁO

Como en el caso antiplano, reescalamos a/, = al\/i /R!, el sistema se reescribe como

l

00
n
a [H161p +E2LU1[R_1] +H26l;) + kZ: Oa;CHkp =Hy+ 61p + _ﬁﬁ()z Wip.
=1

donde
H, =EFPL_E
1=E1Fp— 2) (4.176)
B
k1+1
Hy = A2 (4.177)
Xm—1
Xmk1
Hs = ) (4.178)
: Xm + ko
H, = ( —m "—ﬁze) (4.179)
Xm—1 Bo
_ (k+2)
—H3 ) w(js2)p Wi(j+2) — 8kps (4.180)
j=1

el lado derecho de (4.176) es un vector que s6lo tiene una componente no nula lo cual permite

despejar a; facilmente. Asi

Ga,+7'D' = n&+A, (4.181)
0

(Eo¥y+7)d, + (Hol +.7') D' = ':fz (4.182)
0
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con

a=P_ _Xm (4.183)
Bo xm—1
V=, (4.184)
¥, = wi, (4.185)
= [G-7"™™M (B, +7)] ("—f’z w1 +A—7/TM—1”—527/), (4.186)
Po Bo
D' =¥ -G (B +7) " (Hal+5) + 7| [—wn +A=G(Ea¥, +7)” %7/ (4.187)
0

Propiedades efectivas

Al igual que en el problema antiplano para obtener una expresion analitica de las constantes
efectivas C; j,, vamos a hacer uso del teorema de Gauss y la continuidad del desplazamiento en
la interfaz para {,,0; ;). La expresion que se tiene para C; j,p €s

Cijpp =Cijpp+ pp0ij) =(Cijpp) + {pp0ij), (4.188)
donde

1 . .
{ppoij) = \_/fv(np(’ijdvzfvcijllnnUY,i+Cij22 nnUél,)z) av

— 1 €8] ( (2) 1)
f Cis ppUé?ide- (4.190)

Usando el teorema de Gauss esta expresion se puede reescribir como
1
LN = 0 _ @ U(Z) O _ @ U(Z)

Como y; =sen0y y» = cos0

(ppOij) = —{—||c§?11||frppug” cos0d0 + ||c,-j22||frppU§2)senede}. (4.192)

De
UP(2) = Re{kp2(2) - 20} (2) - W,(2) (4.193)
UP (@ = Im{k*g2(2) - 295(2) - W, (2}, (4.194)
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y (4.192) se convierte en

P Q
N Wy _re® ) ) )
pp0i? = (1c8,0-1e, 1) — ([SrMEaloEN] (4.195)
1313 1313
con 3
diR(ky—1 —3d3R’> - e1R
ng, Q:3—el_ (4.196)
Xm Xm
Usando (4.168) y (4.157) para despejar d; y d3 tenemos
F
P= [R(kl ~1E; (1 - 1—61) +R7E | ay + % [FiR(k; — 1) + 7]
0 1
F [e.@]
+|R(k1—1) (1—1—ﬁ1)+R_1&] Z "aknkl, (4.197)
ﬁO ﬁO k=1
1 k1'+ 1 1 mR
Q = alR + . (4198)
Xm—1\Xm+1 Xm+1
Ahora
Y Cagni =7,D' (4.199)
k=1

a; y D' estan dadas en (4.186) y (4.187), respectivamente. Luego sustituyendo tenemos las
propiedades efectivas definidas.

Para determinar Cy2;» es necesario resolver el problema pqg = 12. Este se resuelve de forma
analoga a los problemas pp usando los potenciales de Kosolov-Muskhelishvili. La relacion de
los potenciales para este problema pq = 12 y los potenciales para los problemas pp, es

129(2) = i pp@(2), 12W(2) =i ppW(2). (4.200)

Usando esta relacion, la condicién de desplazamiento continuo para este problema se escribe
como

CﬁZ) . L _ L
ﬁ (lq ppP1(2) + 2 ppp) (2) + ppwl(z)) = k2 pp®2(2) + 2 pp @} (2) + ppWa(2) (4.201)
1212

y la de traccién como

I pp9i(2) = 2 pp@';(2) = pp Wi (2]l = [Ci6161Z. (4.202)
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Con esto se encuentra un sistema infinito similar al dado para los problemas pp.

o0
Hya, +BR28,,- Y d| [\/(p T2 PWiiprz) + VK + DKWz
1

o0
—-A Z Wjt2PWi(j+2) — \/kka”’pkp = —C&)Rzﬁlp (4.203)
k=1
Para determinar Cj»;» usamos la igualdad
1
Ci212 =(Cr212) + \—/fvclzlz(Ul,z +Upz,1)dV. (4.204)

La cual al aplicar el teorema de Green y procediendo de forma andloga en la que procedimos

para determinar C;j,, se tiene que la propiedad efectiva es

a
Ci212 = C§12)12 = Va(k + l)R—;; (4.205)

también esta propiedad queda en términos de a; correspondiente al problema pgq = 12. Del

sistema (4.203) se tiene

(k1 +1)BV.
Ci212 =C), | 1+ L > 2 — , (4.206)
1-BHy =BV, 112
donde

N2 = [Hy3,His,Hyz.. (4.207)
M2 =Hp8;j —Hgy, (4.208)

—ky X
Hiy=+v(p +2)pwk(p+2) + vV (k+2)kl,l/(k+2)p - im n k2 Z Wir2PWi(j+2)~ (4.209)

m T R2 =1
\ kPR Py — S, (4.210)
S =BLR%. (4.211)
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Capitulo 5

Compuestos laminados

Recientemente se ha observado que los compuestos con constituyentes auxéticos presentan
mejoras en sus propiedades mecdanicas. Lim/ (2009), Kocer et al. (2009), |(Chirima et al.| (2009)
muestran ejemplos de compuestos laminados, CL, cuyo m6dulo de Young en la direccion del
laminado es mds grande que el de las ldminas que lo constituyen, es decir, los CL presentan un

aumento en la dureza con respecto a la de sus constituyentes.

En este capitulo estudiamos CL consistentes de n ldminas las cuales son paralelas al plano
X1X2 y cada una tiene grosor constante. Las ldminas estdn en contacto soldado de modo que el
desplazamiento y la traccién son continuas en la interfaz comiin entre dos ldminas. Se estudian

tres tipos de constituyentes: con simetria isotropa, cibica y transversalmente isétropa.

Nuestro principal interés es estudiar la influencia de constituyentes auxéticos en las propie-
dades efectivas de los CL. Para esto hacemos un andlisis de las propiedades efectivas. Estas se
obtienen usando el tensor de flexibilidad efectivo calculado en la primera parte del Capitulo
[4] Para determinar las propiedades efectivas se consideran las simplificaciones del tensor de
flexibilidad de cada constituyente y se sustituyen en los bloques efectivos (4.13)-(4.15).

Este capitulo se divide en tres secciones: la primera estd dedicada a CL con constituyentes de
simetria isotropa, en la segunda los constituyentes poseen simetria cibica y la dltima trata de

simetria transversalmente isGtropa.

En el caso de bilaminados con constituyentes is6tropos se han reportado férmulas analiticas
para los médulos de Young y para el cociente de Poisson calculados mediante métodos
diferentes al de Backus usado aqui. Las férmulas coinciden con las calculadas con el método
de Backus. En esta primera seccion se dan las férmulas de las propiedades ingenieriles para
un laminado de n constituyentes. Las férmulas se validaron realizando una comparacién con

elemento finito. Para bilaminados se dan las condiciones bajo las cuales los m6dulos de Young
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son mds grandes que los de los constituyentes y las condiciones bajo las cuales los cocientes de
Poisson efectivos serdn negativos. Se calcula la indentacién de flexibilidad de un bilamiando y
se comparan los resultados con los obtenidos mediante elemento finito.

En la seccién 2 se calculan las propiedades efectivas de un bilaminado en el cual los ejes de
simetria de los constituyentes no son los mismos. Se observa que las propiedades efectivas en
la direccién perpendicular al plano dependen del dangulo que hay entre los ejes de simetria de
las fases. Mientras que las que son paralelas no dependen de este dngulo. También, en este,
caso se observa un aumento en el médulo de Young con respecto al médulo de Young de los

constituyentes.

En la dltima seccion los constituyentes poseen simetria transversalmente is6tropa. Se considera
que el eje de simetria es el eje x; por lo tanto el eje de simetria y la direccion del laminado no
coinciden. Se calculan las propiedades ingenieriles efectivas para un laminado de n fases. Se
dan férmulas para las ventanas de auxeticidad del compuesto.

5.1. Constituyentes isGtropos

Sean A;, Y, las constantes de Lamé de la iésima ldmina y sean E; y v;, el m6dulo de Young y
el cociente de Poisson, respectivamente. En términos de las constantes de Lamé, las constantes

elasticas diferentes de cero de la iésima lamina son:

Cll =l ==z 5.1
cll =iy = -, 52
clf=cl) =i - 63

Las componentes diferentes de cero del tensor de flexibilidad son

i =513 =54 -k, 60
si2=513 =5 =ik 63

La simetria de este CL es la de un medio transversalmente is6tropo con Ox3 como el eje de

simetria.
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Las constantes eldsticas diferentes de cero del tensor de rigidez del compuesto son

C11=Coz = ApA+ W/ A+ 20y + A/ A+ 231/ A +2) 7L, (5.7)
Css = (L/(A+2p) 7", (5.8)
Crz = @A/ +2)) + A/ A+ 22 1/ A +2u) 7L, (5.9)
C13=Ca3 = A/ (A+2) [(1/ (A +21)), (5.10)
Caq = Cs5 = (1/wy 1, (5.11)
Ces = (1. (5.12)

Las formulas (5.7)-(5.12) se tomaron de Milton| (2002) (expresiones (9.9), pag. 163, secciéon 9) y
adaptadas para n laminas; es un caso particular de las férmulas para las constantes eldsticas
efectivas (4.1)-(4.3). Una errata menor ha sido corregida en (5.7). Estas férmulas aparecen, por
primera vez, en Postma (1955) para dos ldminas is6tropas. Backus| (1962) las obtuvo a través
de una técnica de promedios. Muchos otros han usado diferentes técnicas (ver Milton, 2002).
Usando el método de homogeneizacién asintdtica se han obtenido férmulas similares para
laminados con constituyentes piezoeléctricos y magnetoelectroeldsticos (Bravo-Castillero et al.,

2009), que en el caso de desacople, es decir, el caso elastico se llegan a estas mismas expresiones,

G.7)-(.12).

Las constantes ingenieriles del compuesto se obtienen al sustituir los elementos del tensor
de flexibilidad (5.4)—(5.6) en las expresiones (4.13)—(4.15). Después de un poco de élgebra se
pueden escribir de la siguiente forma:

. / E vVE \?/ E \!
Ein=E = -2 - -2 T2 (5.13a)
-1
i & ViVEE(vi-v)? | [ & VGE; (5.13b)
i=1 i=1j=i+1 (I_V?)(I_V?) i:11 V? ’ )
1 1 1 v2 VvV o\2 E \ !
E_:<—>—2[< >—< >< > ] (5.14a)
Eo,ur Es \E E(1-v) 1-v/ \1-v
-1
:i‘i i i _ VYRR (W —ﬁ)z i ViE,; (5.14b)
i-1 Bi i=1 =i A=v)A =V \E; E; Sl-vi|
_ /] Ev E \!
Vin=EVi2= 1-2 12 (5.15a)
-1
LViEivi | [ & ViE;
= (5.15b)
l-zzl 1-v? lzzl 1-v?
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Vour = Vi3 =E <L>< £ >_l (5.16a)
out = V13 out 1—v 1—v .

-1
Y — , (5.16b)

iz11-vi

Vv

>

im11-vi

=Eour

para un laminado de n fases isétropas donde E;; es el m6édulo de Young efectivo la direccién
perpendicular a la del laminado, es decir, en la direccion x; (x2), Eyy: es el médulo de Young
efectivo en la direccién del laminado, es decir, en la direccién x3; v;j, es el cociente de Poisson

efectivo en el plano x;x2 y vy es el cociente de Poisson en el plano xj xs.

A continuacién hacemos unas observaciones acerca de las ecuaciones (5.13a)—(5.16b). De
(5.13b) se sigue que

n
Ein=)_ VE; (5.17)
i=1

si v; # v; para al menos dos laminas; la igualdad ocurre cuando todas las ldminas tienen el
mismo cociente de Poisson. Por otro lado, de (5.14a) es claro que la desigualdad

Ejl <Y E— (5.18)
[ 1

se cumple si v;E; # v;E; para al menos un par i # j; la igualdad se da cuando v;E; = v;E;
para todo par de i, j. Alternativamente el mismo resultado se sigue usando la desigualdad de
Cauchy-Schwarz en el segundo término del lado derecho de (5.14a).

Las desigualdades y son consistentes con los resultados dados por Hill (1963). De
donde se tiene que dos de las cinco constantes introducidas para un material isétropo, K y 4,
estan acotadas inferiormente por las cotas de Reus kg, g y superiormente por las cotas de Voigt
Kv, My, respectivamente, definidas por |Hill (1963) como

-1
KRE<%> SKS(K)EK\/, (5.19)
1 _1
HRE<H> <sp<{p)=py. (5.20)

Ademas él defini6 Ey y Eg como

3 1 1 3 1 1
. A (5.21)
Ev 3xy uy Er 3kr Hr

Esto transforma a Eﬁl = (E7!); vemos que Ey # (E) en general. Ademads se puede probar que
Ev = (E) y la igualdad se da sé6lo cuando los cocientes de Poisson son iguales. Por lo tanto
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tenemos una cadena de desigualdades

E

<Ey. 5.22
B <Ey ( )

(B =Eg< {

No existe un orden universal para E y (E). Sabemos que E esta acotado por abajo por la regla de
mezclas inversa, que coincide con Eg definida en (5.21pb). Por otro lado E es acotado por arriba

por Ey lo cual en general no es igual a la regla de mezclas simple, (E).

Como ya se habia mencionado las expresiones para las propiedades efectivas del laminado
son independientes del orden en el cual se toman las ldminas. Esto se puede ver claramente
en (5.13a)-(5.16Db). Entonces, sin pérdida de generalidad, se eligen el orden de las laminas de
acuerdo a sus médulos de Young. EstoesEy = E; >... = E,;;,, m < n.

Ademas, todos los mddulos son normalizados de tal forma que E,;, la ldmina més suave, tiene
valor 1. De aqui en adelante, excepto cuando se mencione explicitamente, usaremos E,,; para
denotar E,,;/E.; E; es E1/E,,;, etc. No deberia crear ninguna confusién el uso de la misma
notacion para las cantidades antes usadas y las cantidades relativas que usaremos mads adelante.
Las férmulas (5.13a) a (5.16D) y las cotas se pueden programar facilmente. Se escribié un

programa usando el software Matlab

5.1.1. Comparacion con elemento finito

Con relacién al orden de las ldminas, podemos comparar los resultados obtenidos usando
y los célculos obtenidos usando elemento finito (EF) de Kocer et al. (2009) para
ldminas de la misma composicién. El nimero n de laminas cubre un rango amplio desde
n=2,3,4,..,15,19 a 23. El grosor de cada lamina es el mismo en todos los ejemplos. Los datos
aqui dados son tomados de su Tabla 1. Se debe enfatizar que Kocer et al. (2009) eligen n, como
su parametro en lugar de la fraccion volumétrica y sélo calculan E, ;. Se consideran s6lo dos
materiales en su trabajo, es decir, m =2 con E; =1y vy = -0.9, v» = 0.4 de modo que el
material auxético se alterne con el de cociente de Poisson positivo y viceversa, como se observa
en la Fig. en el laminado del lado izquierdo la primera lamina es auxética y la segunda es
convencional (v > 0), mientras que en la del lado derecho es lo opuesto.

La Fig. (a) muestra la gréficas de E,,; y Ei, contra la fraccién volumétrica V, del material
no auxético. Las lineas continua y discontinua corresponden a los resultados obtenidos usando
(5.134) o (5.13b) y (5.14a) o (5.14b), respectivamente. Las estrellas corresponden a los célculos

de los materiales alternados empezando con la ldmina con cociente de Poisson positivo; ellos

estdn en el intervalo V, > 0.5 mientras que en el intervalo V, < 0.5 estdn los cédlculos hechos
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Fig. 5.1: Laminado de [Kocer et al.| (2009). El signo — indica que el constituyente es auxético y el signo + que su
cociente de Poisson es positivo.

cuando el primer material tiene cociente de Poisson negativo y se denotan con circulos abiertos.
En estos dos ejemplos n es impar. Cuando 7 es par, ambas fracciones volumétricas son V, = 0.5.
Las cotas inferior Er y superior Ey de Hill contra la fraccién volumétrica también aparecen con
linea punteada y linea continua con puntos, respectivamente. Notemos que en este caso Eg = 1;
Eour, Ein estdn dentro de las cotas de Hill como debe de ser. Como se puede ver en la Fig.(a) la
comparacion entre los datos tedricos y los de EF es excelente. Es claro que el orden en el cual los
materiales se toman es irrelevante en lo que a propiedades efectivas se refiere. Sélo su fraccién
volumétrica total es importante, no el orden en que se consideran las ldminas como afirman
Kocer et al.[(2009).

Definimos una ventana de endurecimiento, VE, como el intervalo de fraccion volumétrica en
el cual el médulo de Young presenta un aumento con respecto al valor mds grande de los
modulos de Young de los constituyentes. Entonces aqui VE=(0,1) para E,,; y E;j, es decir, hay
un endurecimiento en las dos direcciones principales para cualquier fraccién volumétrica. El
maximo aumento es de cerca del 260% y se alcanza cerca de V, = 0.35. En lo que a E;, se refiere,
no hay datos de EF con los cuales podamos comparar. Este también aumenta aunque en menor

grado, cerca de 92 %, alcanzando el maximo cerca de V, = 0.7.

La Fig. (b) muestra la gréficas de v,,;, Vi, contra V, con lineas continua y discontinua, res-
pectivamente. Se define una ventana auxética (VAX) como el intervalo de fraccion volumétrica
en el cual el cociente de Poisson es negativo, definicion introducida por Wei y Edwards (1998).
Notamos que v,y Vi SON negativos para una fraccion volumétrica menor a 0.4, es decir, tie-
nen en comun una VAX = (0, 0.4). En el plano x; x, la ventana de auxeticidad se extiende hasta
0.9. Para V, = (.9,1) el compuesto no presenta auxeticidad, sin embargo, E;,, E,,; si presentan
aumento en esta region. La funcion v;, crece mon6tonamente desde -0.9 a 0.4, esto es, entre
los cocientes de Poisson de los constituyentes; v,,;, muestra intervalos donde es mayor que

vy = 0.4 y menor que vy = —0.9, 0 sea que es mds pequeno o mds grande que los cocientes de
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Fig. 5.2: (a) Gréfica de Eq,;, E;;, como funcién de la fraccién volumétrica, V,. Los datos del bilaminado son
E; =E» =1, vi = —0.9y v, = 0.4. La linea continua y discontinua son el resultado de aplicar la férmula
y (6.14a), respectivamente. Los datos de FE de E,,; son tomados de [Kocer et al, (2009) y aparecen con estrellas
o circulos abiertos. El orden de la sucesién con respecto a los cocientes de Poisson +,—,+,:-- es mostrado con
estrellas. Los circulos corresponden al orden —, +, —- - -. La cota superior de Hill, Ey, aparece con una linea continua
con puntos y la cota inferior, Er, una linea punteada. (b) Son las gréficas de v,,;, linea continua y v;,, linea
discontinua, contra V. Son el resultado de aplicar las férmula y (5.16a).

Poisson de los constituyentes, lo cual no se habia observado con anterioridad, o sea, que su

contraccion o expansion es mayor que la de sus constituyentes.

5.1.2. Comparacion con Chirima et al. (2009) EF)

Otro andlisis interesante de laminados se puede encontrar en|Chirima et al.| (2009), (C9), cuyo
principal objetivo es predecir numéricamente E,,; ¥ Uou: (de hecho, p13) como funcién del
numero de laminas n = 1,3,5,7,9. Excepto para n=1, ellos se ocupan de una composicion
de dos materiales. Es decir, modelan un laminado combinando dos laminas diferentes. Una
ldmina (auxética o convencional) a la que llamaremos capa y la otra ldmina es un adhesivo.
Se consideran dos adhesivos diferentes uno con médulo de Young alto y otro con médulo
de Young bajo. Ellos consideran dos configuraciones; en la primera el grosor del laminado es
constante igual a 1.0 mm, se denota a esta configuracién como CT (Constant Thickness) Fig.
[5.3|(@). El grosor de la capa es de 0.2 mm, el grosor de las ldminas adhesivas es uniforme pero
variable va de 1.0 mm (laminado formado sé6lo por el adhesivo) y decrece conforme aumenta el
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numero de laminas hasta llegar a 0.04 mm (laminado con 5 capas y 4 adhesivos). En la segunda
configuracion el grosor de los adhesivos estd fijo en 0.05 mm y el de la capa es de 0.2 mm. El
grosor del laminado varifa dependiendo del nimero de laminas. A esta segunda configuracion
la denotamos como PT (Progressive Thickness).

Modulo de Young Modulo de corte

Cadigo Material v
E en GPa n en GPa
HMA  Adhesivo de médulo alto 1.7 .65 0.30
LMA  Adhesivo de médulo bajo 0.12 0.044 0.30
CF Capa convencional 0.34 1.7 0.43
AF Capa auxética 0.34 0.12 -0.90

Tabla 5.1: Propiedades de los materiales isétropos y las claves usadas en el modelo.

La Tabla [5.1] reproduce las propiedades isotropas de los consituyentes usados en su modelo,
tomados de (C9). Las claves usadas y el m6dulo de corte, 1, también estdn incluidos ahi.

Adhesivo (grosor varibale ) 1

0.2 mm Capa (grosor constante )

Adhesivo (grosor variable)

Capa (grosor constante )

Longitud fja 1.0 mm

Adhesivo (grosor constante )

Adhesivo (grosor fijo )

Capa (grosor fijo ) 0.20 mm

Adhesivo (grosor fijo)

Grosor Variable

Capa (grosor fijo)

Adhesivo (grosor fijo)

_v 0.05 mm

Fig. 5.3: Configuraciones estudiadas por |Chirima et al.| (2009) (a) Configuracién de grosor constante (CT). Cada
capa tiene un grosor constante de 0.2 mm mientras que el del adhesivo es uniforme pero variable. El grosor total
dellaminado es de 1.0 mm. (b) Configuracién de grosor progresivo (PT). Cada capa tiene un grosor constante de 0.2
mm para la capa y 0.05 mm para el adhesivo. En ambas configuraciones la capa superior e inferior son adhesivos
independientemente del nimero de capas.

Ellos, al igual que Kocer et al.| (2009), utilizaron una técnica de EE Usando el paquete ANSYS
version 10.0 simularon numéricamente un modelo tres dimensional con SOLID45. Mas detalles
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de su modelo se pueden encontrar en C9, casi inmediatamente puede verse que sus resultados
numéricos son inexactos en muchos de sus ejemplos modelados. Para realizar una buena
comparacion con los datos dados en C9 en esta seccién regresamos a la notacion inicial para
los mé6dulos de Young, es decir, éstos no estdn normalizados con respecto al médulo de Young
mas bajo. Si tenemos una sola ldmina, es decir, n =1, E,,; deberia alcanzar un valor cercano a
E;, sin embargo, no es suficientemente cercano en todos los casos graficados. Por ejemplo, E,
es casi 80 % mayor de lo que deberia en la combinacién LMA-AF con configuracién PT, el codigo
esta dado en la Tabla (ver Fig. 6 de C9). Por otra parte la modelacion para p,,; cae fuera de
las cotas ya conocidas, pr. Ademds ellos usan g como una expresion analitica para comparar
la cual es bien conocida como una cota inferior para p,,; para esta geometria, Hill (1963). Los
resultados de EF casi siempre caen por abajo de pg, lo cual es una seria inconsistencia. Notemos
que nuestra féormula para W,y es de hecho pg, de aqui que surjan serias dudas sobre la
instrumentacion de su EE

Por lo tanto, para poder hacer una comparacién con nuestras predicciones analiticas, hacemos
el calculo de elemento finito usando la guia general reportada en Berger et al.[(2005) en ANSYS
12. Es importante aclarar aqui que este método estd basado en el uso de condiciones de frontera
periddicas|Suquet|(1987), y da resultados exactos cuando el modelo de EF tiene las restricciones

adecuadas (Berger et al., 2005).

Para la instrumentacién del modelo de EE se puede agregar una simplificacion. Esto ocurre
si primero se considera la naturaleza transversalmente is6tropa del laminado. Asi, en lugar de
resolver modelos 3D como los reportados en C9, con el método propuesto y las consideraciones
previas, las cinco constantes eldsticas independientes C;;, C12, C33, C13 y Cy4, Se pueden calcular
usando tres modelos bidimensionales independientes. Hasta donde sabemos, esta es la primera
vez que este enfoque se emplea para un laminado.

Hipétesis del modelo

Como el compuesto es transversalmente is6tropo, el laminado puede ser modelado geométri-
camente en 2D. Con esta simplificacion, el problema que tenemos aqui se puede tratar como un
problema de deformacion plana (e, = 0). Por lo tanto, nombramos cada frontera de la siguiente

forma: linea frontera superior, inferior, izquierda y derecha, respectivamente, Fig.

Ademads, usando la metodologia de Berger et al. (2005) y mediante el principio de Neumman, es
claro que s6lo son necesarios los tres modelos para obtener las 5 constantes eldsticas efectivas
con las cuales el medio es caracterizado. Con las consideraciones previas, se propone el modelo
de EF ilustrado en la Fig. Las condiciones especificas de los nodos de cada problema estdn
ilustradas en la Fig.[5.4]para un laminado.
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u=0 u,=cte
u,=0
u.=cte
b) 3
u=0 u=0
u,=0
o) fuerza nodal constante

¢—>—>—>—>—>¢
} y
} y

“— €— €“— “— <«——
u=0 u,=0

Fig. 5.4: a) Condiciones de los nodos usados en el modelo de EF desarrollado en ANSYS para el problem local »,L.
Los desplazamientos u; y u3 se dan a lo largo de las lineas indicadas. b) Andlogo a a) para s3L. c) Para el problema
local »3L, se obtiene un estado de corte al imponer una fuerza uniforme como se indica. Para evitar cualquier
movimiento rigido, los desplazamientos u; y u3z son impuestos como cero en la linea inferior del modelo de EE

Para obtener las propiedades elésticas efectivas: Cy;, C2 and Cy3, las condiciones impuestas
(mostradas en la Fig[5.4p) son : 1) sin desplazamiento vertical (u3) en cada nodo localizado
en las lineas de frontera superior e inferior, 2) sin desplazamiento horizontal («;) en cada
nodo localizado en las lineas de frontera izquierda y 3) desplazamiento horizontal uniforme
en cada nodo localizado en la linea de frontera derecha. Con estas restricciones se espera
un desplazamiento horizontal, y las siguientes aproximaciones para el promedio de las
componentes en el plano de deformacién son representativas (Berger et al., 2005). Se tiene que

(e22) y {e12), son aproximadamente 0 cuando se compara con {eji).

De forma similar para los coeficientes C3;, C3z y C33 se usaron las condiciones mostradas en
la Fig). Ellas son 1) sin desplazamiento horizontal en cada nodo localizado en las lineas
de frontera izquierda y derecha 2) sin desplazamiento vertical en cada nodo localizado en la
linea de frontera superior y 3) un desplazamiento vertical uniforme en cada nodo localizado
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MAT  NIM 14:55:32

PLOT MNO. 1

Fig. 5.5: Modelo 2-D de elemento finito para la configuracién de interfaz constante en ANSIS 12 con los detalles de
la malla. Las dimensiones del laminado es de 1 x 1. Las capas de adhesivo estdn coloreadas.

en la frontera superior. Con estas condiciones se obtienen las siguientes aproximaciones: {ej;)

y({e12), son aproximadamente 0 cuando se compara con
(e22). (5.23)

Finalmente, como se indica en Berger et al.| (2005), se adopta un estado cortante para calcular el
coeficiente Cy,. Para este problema se aplican fuerzas opuestas pero uniformes en cada nodo de
las fronteras, como indica la Fig[5.4fc). Para evitar movimiento rigido, la linea inferior se fija para
imponer la condicién de no desplazamiento. Para este caso las aproximaciones consideradas
(Berger et al., 2005) son: {(e11) y (e22), son aproximadamente 0 cuando se compara con {ej2).
Para todas las instrumentaciones de EF usamos ANSYS 12 PLANE42. Esto es, una estructura
solida 2-D 4-nodo cuyos grados de libertad son las componentes de desplazamiento uy w.

Las opciones de formulacion fueron establecidas a un modelo de deformacién plana (e; = 0)
con la solucién del esfuerzo como un dato de salida adicional, [[respectivamente.

Para obtener todas las constantes eldsticas efectivas de la configuraciéon con grosor constante
(CT), construimos un cuadrado unitario presentado en la Fig. Después de pegar las areas
involucradas usando las herramientas de modelacion de ANSYS, s6lo necesitamos imponer las

diferentes condiciones de frontera en los nodos del modelo de EF para simular las condiciones

L ANSYS opciones de elementos: KEYOPT(3)=2 y KEYOPT (5)=2
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periddicas requeridas. Fig.[5.4] (a)-(c).

Para la configuracion de grosor progresivo (PT), el modelo geométrico es similar, excepto por
el grosor. Sin embargo, dependiendo del modelo y la propiedad eléstica, algunas condiciones
han sido ajustadas. Como se trata de elementos bidimensionales, los promedios de esfuerzo y

deformacién estan dados como:

1

<Gij> - Z O_('e‘lemento) A(elemento) (i ] =1,2,3) (5.24a)
A V elementos Y
1

<ea[3> i Z e((x%emento) A(elemento) (a f) =1,2), (5.24b)
A V elementos
(elemento) (elemento)

donde A es el area total, o y Alelemento) g1y o] esfuerzo, deformacion y area

ij > Tap
de cada elemento, respectivamente. Junto con las restricciones especificas de cada problema
bidimensional, las propiedades efectivas estdn dadas, usando la notacién de Voigt, por las

siguientes férmulas de Berger et al.[(2005):

(o117

CHFB =y =Cpp m —, 5.25
11 11 22 (e11) ( a)
CIEB = Cy = Cyy ~ 0220 (5.25b)
(e11)
(033)
CiEP=Crp=Car—0r, (5.250)
(e11)
Chy" =Cs1=Caz ~ o) , (5.25d)
(e22)
(022)
CHEB = Cy3 = , (5.25€)
22 3 (e22)
(033)
ChyP = Cao=Cg1 = —, (5.25f)
(e22)
(012)
ngB = C44 = C55 = 12 . (5.25g)
(e12)

Hicimos la distincién entre nuestro modelo de EF 2-D, usando la notacion CfJEB (j,i=1,...,6),
y su equivalente 3-D (C;; notation) reportado en C9.

Procedemos a mostrar los cdlculos numéricos y la evaluacion de las férmulas en la Fig.[5.6|como
curvas de Eyyy, Ein, en MPa contra la fraccion volumétrica de la capa, V. Esta tltima es una
variable mas adecuada que el nimero de ldminas que se eligié en C9, porque E,,; s6lo depende
del namero de los diferentes constituyentes y el total de la fraccién volumétrica de cada ldmina
tomada en cuenta (ver seccion[5.1.1).

La Fig.muestra dos céalculos diferentes de EF: FEB, basados en el desarrollo con condiciones
periddicas de Berger et al. (2005), con diamantes para E,,; y con circulos para E;;,; FEC
con cuadros son los dados en C9. También los resultados de la férmulas (5.13b)—(5.14b) a
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Fig. 5.6: Graficas de Eoy y Ein en MPa contra la fraccion volumétrica de la capa V;,. Las curvas son graficadas
considerando LMA y AE Noétese que algunos de los valores de EF calculados por|Chirima et al.| (2009) se encuentran
fuera de las cotas de Hill mientras que nuestros célculos de EF estdn dentro de esas cotas y coinciden con las

férmulas analiticas.

los cuales nos referimos como exactos son dados como una linea discontinua y continua,
respectivamente, las cotas de Hill, Ey con una linea continua con puntos y Eg, una linea
punteada. Las curvas son graficadas considerando la ldmina adhesiva LMA y la capa auxética
(AF). Se puede observar inmediatamente que los datos de FEB coinciden plenamente con las
férmulas exactas. Los datos de EF asi como las curvas de los resultados analiticos estan dentro
de las cotas de Hill. Varios de los datos de |Chirima et al. (2009) estdn por arriba de las cotas de
Hill. Sélo tres de sus nueve calculos estdn cerca del valor exacto; para Vi, = 0, es decir, cuando

s6lo hay un constituyente su cédlculo esta en error por un 18 %.

Este ejemplo muestra que diferentes instrumentaciones del mismo problema pueden dar
resultados diferentes. Se debe tener mucho cuidado cuando no existen resultados analiticos
confiables o hay carencia de una comparacion con otros métodos numeéricos. Como se esperaba
de , al introducir una ldmina auxética (AF), E,,; presenta un aumento con respecto al
modulo de Young mdas duro (Exr = 340 MPa). Se tiene un intervalo de fraccion volumétrica

donde el aumento se manifiesta y este es (0.65, 1).

Las Fig. son andélogas a la Fig. En estas tres figuras al igual que en la Fig.
aparecen nuestros cdlculos hechos con elemento finito los cuales coinciden con los obtenidos

usando las férmula exacta (5.14b). Ademds estdn dentro de las cotas de Hill mientras que los
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realizados por|Chirima et al.| (2009), s6lo tres de sus cdlculos estan dentro de éstas.

2500 -=-E b

E.n en MPa

out’

E

Vv,

film

Fig. 5.7: Anélogo ala Fig.corresponden al caso HMA-AE Notese que algunos de los valores de EF calculados por
Chirima et al.| (2009) se encuentran fuera de las cotas de Hill mientras que nuestros célculos de EF estdn dentro de

esas cotas y coinciden con las férmulas analiticas.

En la Fig. los constituyentes son HMA-AE En las dos direcciones principales existe una VE.
Eour tiene un aumento maximo de 34 %y E;,, de un 8.5%. Observamos que el laminado es mas
duro en la direccion perpendicular al plano ya que se tiene que E,,; > E;,, para toda fracciéon

volumétrica de AF

En las Fig.[5.8]y[5.9los CL estan formados por LMA-CF y HMA-CE respectivamente (ver Tabla
[.1). No se observa un aumento en los médulos de Young. Ademds en los dos casos el laminado

es mas duro en la direccion del plano pues E;; > Eyy; para toda Ve;g,.

En la Fig. se muestras las graficas de po,; = pr €n MPa contra Vy;;,, para los CL, HMA-
AF (linea continua) y HMA-CF (linea punteada). También se muestran los valores de pg,;
dados por C9 para el laminado HMA-AF (cuadros ) los cuales estdn por abajo de p,,; que
como se sabe debe ser una cota inferior. También varios de los cdlculos del laminado HMA-CF
(diamantes)estan por debajo de su respectiva curva p,,;. Dado que existen cdlculos que estdn
debajo de su cota inferior esto indica que éstos estdn mal calculados.

La Fig. muestra las curvas de Wy Vs Vi, para los laminados LMA-AF y LMA-CF ademas
de los datos calculados con EF con las dos instrumentaciones. La curva analitica de [y, VS Vyiim
para MLA-AF se muestra con una linea continua y la de LMA-CF con una linea punteada. Los
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Fig. 5.8: Anélogo a la Fig.corresponden al caso LMA-CE Nétese que algunos de los valores de EF calculados por
Chirima et al.| (2009) se encuentran fuera de las cotas de Hill mientras que nuestros célculos de EF estdn dentro de

esas cotasy coinciden con las férmulas analiticas.

célculos dados por C9 en ambos laminados caen por debajo de su respectiva curva analitica pg,
la cota inferior, por lo tanto estos valores también estan mal calculados.

Para complementar las propiedades ingenieriles en las siguientes figuras aparecen vy, Vin
versus V¢, usando las formulas analiticas junto con los datos obtenidos mediante nuestro
EE En la Fig. los cocientes de Poisson que se muestran son los correspondientes a los
laminados LMA-AF y HMA-AE Como se puede observar todos los cédlculos hechos con EF caen
sobre sus respectivas curvas analiticas. El compuesto LMA-AF tiene una VAX més grande en el
plano x; x, pues va desde aproximadamente 0.1 hasta 1 mientras que la del laminado LMA-CF
va de 0.3 hasta 1. En el plano perpendicular a este las VAX para los dos compuestos van de 0.5

hasta 1. En conclusion para Vi, > 0.5 los dos laminados son auxéticos.

La Fig. muestra Vi, Vour cOmo funcion de Vy;;,, para los compuestos LMA-CF y HMA-CF
calculados con las férmulas analiticas y los calculados mediante EE Estos ultimos caen sobre

las curvas analiticas. Los cocientes de Poisson efectivos todos positivos.

Los célculos obtenidos usando las férmulas analiticas para las propiedades efectivas coinciden
con los obtenidos mediante una correcta instrumentacién de elemento finito. Las expresiones
analiticas son sencillas y se pueden evaluar facilmente. Esto da una ventaja sobre el elemento

finito.
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Fig. 5.9: Andlogo a la Fig. Corresponden al caso HMA-CE Nétese que algunos de los valores de EF calculados
por|Chirima et al.{(2009) se encuentran fuera de las cotas de Hill mientras que nuestros célculos de EF estdn dentro

de esas cotas y coinciden con las férmulas analiticas.
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Fig. 5.10: Gréfica de oy como funcién de Vy;,, para los laminados formados por los constituyentes HMA-AF y
HMA-CE
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Fig. 5.11: Gréfica de o,y como funcién de Vy;,, para los laminados formados por los constituyentes LMA-AF y
LMA-CF
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Fig. 5.12: Graficas de vy ¥ Vin como funcion de Vi, de LMA-AF y HMA-AE
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Fig. 5.13: Andlogo ala pero para CE
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5.1.3. Bilaminados

Por simplicidad haremos n = 2 en (5.13b)-(5.16b). Mencionaremos que para el caso de
bilaminados, férmulas para E;;, v;; aparecen en Christensen| (1979); vy, en Hsieh and Tuan
(2005); para E,us, Eip, en [Lim| (2009); [Lim and Acharyal (2010). Las férmulas (5.13b)—(5.16b)
para n = 2 coinciden con las obtenidas por ellos. Las cuales se obtuvieron usando modelos
de mecdanica simple. Es conocido que E,,; puede tener un gran aumento relativo a E;, la
ldmina mas dura, es decir, E,,;; > E; (Ramirez y Sabina, 2012) para un bilaminado semiauxético
esto es cuando una ldmina es auxética y la otra es convencional. Este aumento fue notado
previamente por Lim/ (2009, 2010) y Kocer et al. (2009) lo cual fue llamado aumento de un

laminado semiauxético.

Reescribimos (5.13b), (6.14b), (5.15b) y (5.16b) para un bilaminado donde V; +V, = 1.

VoE V] (Vi — v2)? EiVp Vs
Ein=E{V1+V, + > > / > + >0 | (5.26)
(l_Vl)(l—Vz) (]'_Vl) (1_V2)
1V V,V,E v 21 (V4E V.
Vv, [#(_1_ 2) ]/( 1B Ve ) (5.27)
Eour Ei (1-vi)(Ad—-v2) \E; I-vi 1-vp
Viv:E Vov V:1E V
vip= | 121+ 2 22 / 1 12+ 2 | (5.28)
l—v1 l—v2 1—\/1 l—v2
Vivi  Vovy ViE; Vs
Y =E + . (5.29)
out = “out 1-v& 1-v3 / 1-v& 1-v3

De (5.26), observamos lo siguiente. Si V, = 0, es decir, s6lo hay material 1, E;;, = Ey,; = E;
y cuando s6lo tenemos material 2, V; = 0, E;;, = Eoy; = E2 = 1 como debe ser. Una condicién
necesaria para el aumento de E;,, o de E,;; es que su pendiente en V, = 0 sea positiva, es decir,
0E;,
oV,

En términos de las caracteristicas de los materiales, (5.30) se convierte en

>0 en V,=0. (5.30)

E; <1+ (vi—v2)?/(1-V3). (5.31)

Nétese que la condicién s6lo depende de los cocientes de Poissson v; y v2. Recordemos que
estamos usando la notaciéon E; = E;/E,. De notamos que si el material més blando es
muy auxético el valor maximo de E; se incrementa, es decir, la diferencia entre los médulos de
Young puede ser mayor y atin asi el compuesto presentard un aumento en el médulo de Young
en la direccién perpendicular a la del laminado.

De forma similar para la condicién de aumento de E,;;

OEous
oV,

>0 en V=0, (5.32)
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de la cual se obtiene la desigualdad cuadrética
E1(E1 —1)(1-Vv2) <2(v; — v2E1)?. (5.33)

La desigualdad no se cumple para v; = E;v, pues el lado izquierdo de (5.33) no puede ser
negativo. Escribiendo la condicién (5.33) de la forma

@(E1) =E1(B1 — (1 - v2) —2(v1 — v2E})* <0, (5.34)

se tiene que, para cada v, vy dados, @(E;) es una pardbola que se abre hacia arriba con dos
raices reales, una negativa y la otra positiva. La raiz positiva es:
E+ _ 1—V2—4V1V2
;s —
2(1— vy —2v3)

\/(1 — Vo —4v1V2)? +8VA(1 - vp — 2V3)
. . , (5.35)
2(1=va2—2vj)

La negativa no interesa porque E; > 1. En conclusiéon cada punto (vi, vz, E;) que satisface las

condiciones

Vi # V2K, (5.36)
1<E;<Ef (5.37)

representa una familia de laminados con aumento de E, ;.

Dados los cocientes de Poisson y un valor de médulo de Young que cumpla (5.31), se tendrd un
aumento en la dureza del laminado en la direccion perpendicular a la del laminado. Si ademads
E; cumple las condiciones y , también se tendra un aumento en la dureza en la
direccion del laminado.

Una consecuencia inmediata de las condiciones y es que existe una Ventana de
Endurecimiento (VE). Esto es, existe un intervalo de fraccion volumétrica Vo, donde E;;, y Eqy ¢
son mayores que E;. Para E;; estd definida como VE; = (O,an), donde 0y an son las raices
reales de la funcién cuadrética V, que resulta cuando hacemos E;;, = E; en . Por lo tanto

E M
Vi, = . <1, (5.38)
M+ (1-V2)(E; - 1)
donde
M=E;[(vi = Vv2)? = (E; - D(1-V3)] >0, (5.39)
por .Anélogamente VE|, paraE,; es (O’V(I;:ut) donde
\ N <1 (5.40)
UL N4+ (E;-D(A-vy) ‘
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con
N:2(V1—V2E1)2—E1 (E1-1)(A-v2) >0, (5.41)

por (5.35). Lim and Acharyal (2010) deducen (5.38), el cual puede ser escrito como su ecuacion
(17). Una pequena errata fue encontrada en el numerador de la fraccién, donde el cociente de
Poisson que aparece en su féormula debe estar al cuadrado.

Otra vez con una simple inspeccion de (5.28), se muestra que Vi, Y Vour pueden ser cero
cuando v;Vvs < 0 revelando la existencia de una ventana de auxeticidad (VAX). Para esto sélo
tenemos que encontrar la fraccién volumétrica en la cual (5.28), esigual a cero. La ventana
de auxeticidad en el plano x; x; es VAX | = (O,Vl.vn) donde

Procediendo de manera anéloga obtenemos VAX)= (0,V},,,) con

V), = ! (5.43)
out — 1+ va | 1-v1 ’ °
V_l 1—\/2

v

el cual es independiente de E; y s6lo depende de v; y v». Es fécil probar que V),

<V} sivi<vy

y V, <V;,, siempre que vz < vi.

5.1.4. Correccién a las graficas de Lim! (2009)

Como se habia mencionado antes, Lim| (2009) obtuvo una férmula explicita de E,,; para un
bilaminado, la cual coincide con la obtenida con el método de Backus la (5.27). Su principal
interés fue considerar una celda semiauxética, es decir, un bilaminado formado por una ldmina
auxética y una convencional. El presenta algunos ejemplos numéricos. Tratamos de reproducir
éstos usando la formula (5.27). Observamos que las gréficas no correspondian con los valores
de entrada. No pudimos averiguar cuél fue la razon del error. El elige como primeros valores
E; =E» =1, V) =V, =0.5y grafica E,,; contra v; y v, en el intervalo —0.5 < vy, v, < 0.5 (Fig.
2 de Lim). La grafica correcta para estos valores estd dada en la Fig. la cual muestra en
particular, que el maximo valor de E,,; es aproximadamente igual a 2; este valor es 36 % mas
grande que el exhibido en su Fig. 2. Otros valores siguen un comportamiento similar. En general
sus valores estan por debajo de los obtenidos al usar con los datos dados por |Lim| (2009).

Después €l fija vo = —v; = V1 Yy —Vy = V] = Vi1 y da graficas de E,,; contra V, para E; =
1.2,1.4,1.6,1.8. Estas graficas mostradas en la Fig. (Figura 3 de Lim) también estdn en un
error. Las correctas estdn dadas en la Fig. |5.16, la cual muestra el m6dulo de Young efectivo,
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Fig. 5.14: Gréfica de E,,; como funcién de los cocientes de Poisson, —0.5 < vy,v, < 0.5, E; = E; = 1. Esta figura
corrige la Fig. 2 de|Lim|(2009).

E,.; graficado contra la fracccién volumétrica V, con vi = —v, = /0.1 con circulos abiertos y
—v1 = v = V0.1, circulos cerrados; la regla simple de mezcla (linea continua) y la reglas inversa
de mezcla (linea discontinua) también aparecen ahi para los cuatro valores considerados por
Lim/(2009) a) E,/E» =1.2,b)E;/E> =1.4,¢) E;/E; =1.6 yd) E;/E» = 1.8.

Hay cuatro caracteristicas que destacar: el aumento de E, ¢, el intervalo de fracciéon volumétrica
en el cual tal aumento ocurre, el valor de la fraccién volumétrica en el cual las curvas de los
laminados con cociente de Poisson intercambiado alcanzan el mismo valor de E,,; y la relacién

de E,,; con las reglas de mezcla.

El valor mds grande para E,,; se da en v, = —v; = /0.1, es decir, cuando el material m4s duro es
auxético, siendo el laminado mas duro que el material més duro por 17.85% en la Fig. [5.16|(a).
Hay una gran diferenciarelativa a la Fig. 3(a) de/Lim/ (2009) de 15.85 %. El aumento decrece como
una funcién de E; a 4.35% en la Fig. d) para E; = 1.8. Este mdximo valor también es mucho
mads grande que el mostrado en la Fig. 3(d) de|Lim|(2009), el cual muestra un aumento cercano
a0.4%. Para el caso —v, = v; = v/.1 el maximo porcentaje de aumento es 12.89 % mientras que
el de Lim es cercano a 0.5%, (comparar la Fig.[5.16{a) y la Fig. 3(a) de Lim). El aumento al igual
que antes también decrece como funcién de E;. Nuestras figuras (c),(d) exhiben muy poco

aumento o nada de aumento.

Ademads, el intervalo de fraccion volumétrica en el cual E,;; es més grande que la ldmina mas
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Fig. 5.15: Tomada de la Figura 3 de|Lim/(2009). Comparar con Fig. que muestra las curvas correctas.
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Fig. 5.16: M6dulo de Young normalizado E,,; como funcién de V, para el bilaminado estudiado por |Lim/ (2009),
es decir, con v; = —vy = v/0.1 (circulos) y —vj = v = v/0.1 (circulos llenos); también se grafican la regla directa de
mezcla (linea continua) y la regla inversa de mezcla, (linea discontinua). Estas gréficas corrigen la de |Lim, (2009)

véase Fig.
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dura es mucho més amplio que el mostrado por Lim. Por ejemplo en la Fig.|5.16{a) este intervalo
es (0,0.75) que es bastante més amplio que el de Fig.|5.15|a) el cual es (0,0.2).

Usando la expresion de Egy; es facil encontrar la fraccién volumeétrica en la cual dos
diferentes laminados tienen el mismo médulo de Young efectivo. En los cuatro ejemplos de
la Fig. 3 de Lim, hay una tnica interseccion con el intervalo de fraccién volumétrica. La cual
estd dada por la féormula E; (1 + E;). Calculamos E,;; en esta fraccién volumétrica para cada
ejemplo. Los médulos de Young efectivos E,,; para E; =1.2,1.4,1.6 y 1.8 son 1.35, 1.40, 1.44 'y
1.45, respectivamente. En las graficas de Lim los correspondientes valores estdn muy por debajo

de éstos. Por ejemplo, E,,; = 1.12 cuando E; = 1.2, lo cual estd 17 % por debajo de nuestro valor.

En todas las curvas de la Fig.|5.16} E,,; estd muy por encima de las reglas de mezcla. Esto no
pasa en todos los casos de Lim, sélo en su Fig. 3(a),(b), E,,; cae justo por encima o cerca de

estos valores.

En conclusiéon se ha mostrado que el aumento de E,,; con respecto a la fase més dura de
un laminado semiauxético es mucho mas grande y se extiende sobre un intervalo de fraccién
volumétrica mds amplio que los mostradas por Lim. Una observaciéon que debemos hacer es

que las reglas de mezcla no son una buena aproximacion en todos los ejemplos mostrados.

Ahora damos un ejemplo en el cual la diferencia entre los médulos de Young de los constituyen-
tes es grande, ver Fig.[5.17|(a), (b) E; =25,v; =0.3,v, = -0.4 E; =30, v; = —0.6, v, = 0.4, respec-
tivamente. Aqui la regla de mezcla directa coincide con E;;. En la Fig.[5.17|(a) la regla inversa de

mezcla coincide con E,,; mientras que en la Fig.[5.17|(b) s6lo es una buena aproximacion.

Habiendo encontrado los errores en |Lim! (2009), procedimos a escribir un articulo en la misma
revista sefialando s6lo las figuras erroneas aconsejados por el editor encargado que nos dijo que
se enviarian a Lim para que tuviera oportunidad de réplica. Después de transcurrir un tiempo en
el que no hubo la réplica esperada, nuestros resultado fueron publicados en| Ramirez, M. and
Sabinal (2012). Posteriormente apareci6 publicado en la misma revista, Lim| (2013) que senala
que errores cometio6 en Lim|(2009). Curiosamente no hizo referencia a| Ramirez, M. and Sabina
(2012).

5.1.5. Bilaminados auxético-auxético y convencional-convencional

En secciones previas se consideraron dos tipos de bilaminados, el uso de férmulas analiticas
y célculos numéricos llevan a las propiedades efectivas y efectos como ventanas de endureci-
miento para los mdédulos de Young y ventanas de auxeticidad para las cocientes de Poisson. El
primer tipo estd formado por una ldmina convencional y otra auxética, a la cual nos vamos a

referir como PA. El segundo estd formado por dos ldminas convencionales (cociente de Poisson
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Fig. 5.17: (a) Médulos de Young relativos efectivos, E;;, Eo,; como funcién de V;, correspondientes a un laminado

con datos E; =25,v; =0.3,v2 = -0.4, (b) como en (a) pero E; =30,v; =-0.6,v, =0.4..

positivo) que designaremos como PP. Ademas de estos dos casos, analizaremos un tercero que

involucra dos fases auxéticas al que referiremos como AA.

En esta seccion seguimos usando la notacién E; para denotar E;/E,, es decir, el médulo de
Young del primer constituyente estd normalizado con respecto al segundo. Vamos a examinar
primero el caso PP. Las propiedades de las fases del bilaminado son E; = 1.2, v; = 0.1, v, = 0.49,
noétese que el material 2 es casi imcompresible. Las desigualdades y para el aumento
de E;;, y Eoy; se satisfacen en ambos casos aunque marginalmente. Se esperaria tener una
VE para E,;;. No hay VAX para v;, ni para v,,;. La Fig. (a) muestra la gréfica de E,, Ein
en funcion de V,. Las lineas continua y discontinua se refieren a E,,; y E;;, respectivamente.
Ellas estdn dentro de las cotas superior e inferior de Hill, que también se muestran como
una linea con puntos y una linea punteada, respectivamente. El maximo aumento de E,,; es
aproximadamente 9 %. Se muestra un amplio intervalo de endurecimiento. No hay un aumento
para E;;, que es lo que se esperaba pues E; es apenas menor que la parte derecha de (5.31).
La Fig. (b) presenta Vvi,, Vou: contra V,. Se observa una conducta mondtona creciente en
ambos cocientes de Poisson. La Fig.[5.19|muestra las graficas de las constantes eldsticas como
funciéon de V,. Ellas muestran una conducta tipica de un compuesto reforzado, coeficientes

monaotonos crecientes y todas toman valores positivos.

Ahora discutiremos el laminado AA, donde E; = 1.2y vy = 0.2, v, = —0.9. Ambas desigualdades
(5.31) y (5.35) se cumplen. Por lo tanto hay VE, y VE|; de hecho estas ventanas son bastantes
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Fig. 5.18: (a) Gréficas de E,,; y E;, relativos como funcién de V, para el laminado PP E; 2,E2=1,v; =01y

vy =0.49. (b) Graficas correspondientes a vy, y Vi, contra V.

18

Fig. 5.19: Constantes elésticas Cj1, Cs3, C12 ¥ C3; como funcién de V;, correspondiente al laminado AA.

amplias pues van desde V;, = 0 hasta aproximadamente V, = 0.8 para ambos mdédulos de Young
efectivos como se pude ver en la Fig.|5.20(a) donde se grafican E,,; y E;; como funcién de V,
con lineas continua y discontinua, respectivamente. En la Fig. [5.20(b) se muestra v;, V Vour
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como funcién de V, los valores son negativos para toda fraccién volumétrica. En conclusién
este compuesto es auxético en cualquier plano para todo V; y las VE son bastantes amplias en
ambas direcciones principales. También se muestran en la Fig. (a) EvyEgracotandoaE,,; y
E;n. El comportamiento auxético caracteristico de las constantes eldsticas se muestra en la Fig.

5.21} es decir, C12 y C;3 son negativas.
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Fig. 5.20: Andlogo a la Fig. pero para el bilaminado AA.
Como ejemplo final tomamos tres bilaminados PA. Las propiedades son v; = 0.45, v, = —0.8

para los tres laminados y lo que cambia es E; = 1.2, 1.8,3. Los curvas obtenidas al usar (5.26)-
aparecen en la Fig. [5.22(a), (b), (c), (d) las cuales muestran a Equs, Ein ¥ Vour, Vin cOMO
funcién de V,, respectivamente. Las propiedades de cada uno de los laminados se muestran
como linea con puntos para E; = 1.2, linea discontinua para E; = 1.8 y finalmente para E; = 3
con una linea continua.

En la Fig. [5.22(a) se puede ver que el aumento en la dureza del laminado en la direccién
perpendicular al laminado sélo ocurre para E; = 1.2,1.8. Para E; = 1.2 el aumento maximo es
de 52% y de 21 % para E; = 1.8. En la Fig. (b) se observa que E,;; exhibe una amplia VE en
los tres casos. El aumento méaximo de E,,;; para E; = 1.2 es de 234 % y este disminuye conforme
E; aumenta llegando a 120% para E; = 3.

La Figl5.22|(c) muestra la grafica de v;,, como funcion de V,. Observamos que v, es decreciente
como funcién de E; ylas VAX; son bastante ampliasllegando hasta (0,0.9) paraE; = 3. Para vy,
Fig. (c), no se observa dependencia de E;. La VAX es independiente de E; de acuerdo con
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Fig. 5.21: Andlogo a la Fig. pero para el bilaminado AA con datos E; =1.2,E» =1,v; =0.2y v, = —0.9.

(5.43) y es corroborado aqui. Finalmente la Fig. muestra C;j, Cs3, C;2 y C13 como funcién

de V,. Las dos ultimas constantes son negativas en algun intervalo indicando auxeticidad.
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Fig. 5.22: (a) Graficas de E;; contra V, para un laminado PA con v; = —0.8,v, = 0.45, E; = 1.2 (linea continua con
puntos), E; = 1.8 (linea discontinua) y E; = 3 (linea continua). (b)-(d): Gréficas correspondientes a E¢y¢, Vin ¥ Vour,
versus Vs.
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Fig. 5.23: (a) Constante eldstica C;; vs Vo de un bilaminado PA con E; = 1.2, v = —0.8, v, = 0.45 mostrado con linea
continua con puntos, lalinea discontinua corresponde a E;.8 ylalinea continuaa E; = 3. (b)-(d) Andlogo a (a) pero

para Cs3,Cj2 y Cy3 vs V, respectivamente.
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5.1.6. Indentacion de flexibilidad

La dureza es una propiedad de los sélidos que permite conocer la capacidad de oponer resis-
tencia a ser deformados permanentemente. En los ensayos de dureza se supone la aplicaciéon
de una carga controlada (P) sobre el material, mediante un cuerpo rigido (indentador). La carga
sobre el material por el dispositvo causa una indentacién permanente, la penetracién (8) del

dispositivo en el material. La dureza no es una propiedad fundamental puesto que depende del

"y

indentador y de la carga aplicada.

Fig. 5.24: Bilaminado con constituyentes is6tropos con un indentador cilindrico de radio a al que se le aplica una

cargaP.

La indentacién de flexibilidad es una propiedad mecdanica que es posible calcular explicitamen-
te para el laminado de este capitulo. En particular, es interesante analizar el caso en el que el

laminado tiene una ldmina auxética pues la indentacién en un semiespacio is6tropo esta dada

1-v2
2Ea

con cociente de Poisson cercano a -1. Ademas hay célculos de EF dados por (Kocer et al., 2009)

porlaférmula % = , que en particular, da un efecto de reforzamiento para un medio auxético
con los cuales podemos comparar. Hay que sefalar que el laminado equivalente es transversal-
mente is6tropo. La indentacion para este tipo de materiales mediante un indentador cilindrico
ha sido estudiada por Fabrikant (1988) en el caso en el que el medio y el indentador estdn en
contacto sin friccién y en el que el estdn en contacto soldado en Fabrikant (1991). Calculamos
la indentacién de flexibilidad para estos dos casos y los comparamos con los datos dados por
Kocer et al.[(2009).

La solucidn analitica para la indentacion de flexibilidad de un medio transversalmente is6tropo,
el compuesto aqui estudiado, fue dada por [Fabrikant (1988) (también Kachanov et al.[ (2003))
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para el primer caso como

6 mnH
-—=—, (5.44)
P 2a
donde & es el desplazamiento vertical del indentador, P la fuerza vertical aplicada, a el radio del
indentador y
Cii(y1+y2)

© 2m(Cy1Cy3—C2y)’

(5.45)

C11, C13, Cs3, Cy4, Cgg son las constantes eldsticas de un medio transversalmente isétropo. Los

pardmetros Y, Y2 relacionan las constantes eldsticas por medio de las férmulas

Ys = (C4a/C20)'"?, (5.46)
Cas + mp(Ci3+C m;.C
Yi _ L k(Ci3 +Cyq) _ xC33 k=12, (5.47)
Cu M Cyq +Cr3+ Cyy

La segunda igualdad da lugar a una ecuacién cuadratica para m teniendo como raices
conjugadas m;, my (de tal forma que m;m, = 1). La primera igualdad fija y; y Y2, las cuales
son complejas conjugadas se elige de tal forma que Reyj > 0. La indentacion de flexibilidad en
el caso de contacto soldado estd dado como sigue (Fabrikant,|1991; Kachanov et al., 2003)

§ B Htanh(m0)

5.48
P 2a9 ( )
donde )
+
8= —In (M) (5.49)
27 VYiY2—a
vC11C33—-C
o = 11%-3 13 (5.50)

Ciulyi+v2)

La Fig. es la gréfica de la indentacion de flexibilidad 6/P en nm/N contra el cociente
del grosor de la ldmina auxética y la ldmina convencional, V,/(1 — V), para el compuesto
efectivo equivalente a m = 2 con constituyentes con datos Ey = E; =1, vi = =09y v, = 0.4.
Se muestran dos curvas la linea continua corresponde al caso de contacto sin friccion y la
discontinua al caso de contacto soldado. Las curvas son monoétonas decrecientes. Los valores de
la primera son mayores que los del tltimo para todos los cocientes de grosor. Cuando la ldmina
auxética es muy delgada comparada con la otra, es decir, V,/(1 —V;) << 1y el caso opuesto
cuando V,/(1 —V,) >> 1, se alcanzan los limites asint6ticos correspondientes de Bousinessq o

Mossakovski-Spence para un material is6tropo, respectivamente, los cuales son

6_1—\/2
P 2Ea’

(5.51)
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Fig. 5.25: Gréficas de la indentaciéon de flexibilidad /P en nm/N contra el cociente del grosor entre las ldminas
negativas y positivas V,/(1 —V;). La linea continua corresponde al caso en el que el indentador y el medio estan
en contacto sin friccion, la linea discontinua corresponde al caso cuando estdn en contacto soldado. Los cuadros
corresponden a los célculos hechos mediante EE

0 (A+wv(1-2v)
e —— (5.52)
P 2aln(2 —4v)

En ambos ejemplos la indentacion de flexibilidad crece sin limite cuando V,/(1-V,) — 0y

alcanza un limite finito cuando V»/(1 —V,) — oo para un bilaminado con una fase auxética.

Los resultados de EF de Kocer et al. (2009) para la misma configuracién y contacto sin friccién
se muestran en la Fig. Ellos estdn muy cerca de la curva teérica calculada con (5.44). O sea
que la comparacion entre las formulas analiticas y los calculos usando FE es excelente.

Observaciones
Para concluir esta seccion hacemos una recapitulacion de las observaciones con respecto a un
laminado de n ldminas hechas hasta ahora como son:

= Las constantes de elasticidad, ingenieriles y la indentacion de flexibilidad efectivas no
dependen del orden en el cual las ldaminas son colocadas. S6lo dependen del total de la
fraccion volumétrica que ocupan.
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Las propiedades efectivas calculadas con las férmulas cerradas coinciden con las obteni-
das mediante una correcta instrumentacién de elemento finito.

Las condiciones para el endurecimiento de un bilaminado son dadas en términos de los

modulos de Young y los cocientes de Poisson de los constituyentes.

Las ventanas de endurecimiento y auxeticidad se pueden predecir ficilmente mediante
las formulas dadas.

La ventana de auxeticidad en el plano Ox; x3 no depende de los médulos de Young de los

constituyentes.

Las ventanas de auxeticidad muestran subventanas donde los cocientes de Poisson del
compuesto puede ser menores que el mds pequefio y mayores que el mds grande cociente

de Poisson de los constituyentes.

El aumento en la dureza del compuesto es posible si ambas laminas son positivas,
auxéticas y si una es auxética y otra positiva.

La indentacion de flexibilidad obtenida con las férmulas analiticas y las obtenidas

mediante elemento finito coinciden.

La indentacion de flexibilidad de un bilaminado semiauxético decrece draméaticamente
cuando del cociente de Poisson de una de las ldminas tiende a -1, es decir, que la
deformacién de un material mediante la indentacion es mas dificil conforme el cociente

de Poisson del material se aproxima a -1.

El hecho de que un laminado tenga un reforzamiento agregado puede tener aplicaciones
practicas de proteccion contra fuerzas externas, por ejemplo empaquetamiento o cubier-

tas de materiales delicados.

Los resultados analiticos que son reportados aqui pueden ser utiles como referencia para
otros ejemplos numéricos y experimentales.
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5.2. Constituyentes con simetria cabica

Ahora consideramos un bilaminado cuyos constituyentes poseen simetria ctibica. Nos interesa
el efecto de los constituyentes auxéticos. Se presenta ademads la relacién que guardan los ejes de
simetria entre si. Vamos a considerar que el eje x3 coincide en ambas ldminas y que los ejes en
el plano del laminado estdn dispuestos de tal manera que los ejes x; de la primera ldmina y x|
de la segunda forman un dngulo 6, 0 < 6 < /4 donde x; x2 x3 son los ejes de simetria de una de
las ldminas y x’1 x’zxg los de la otra lamina ( ver Fig. .

Vamos a deducir las férmulas para las propiedades efectivas para este laminado usando el
método de Backus para esto primero haremos coincidir los ejes de simetria rotando los ejes

de simetria de una de las laminas.

©

Fig. 5.26: (a) Ldmina de simetria ctibica con ejes de simetria x; x,x3. (b) Ldmina de simetria ctibica con ejes de

simetria x] x;x5. Entre los ejes x; x, y los ejes Ox] x; hay un dngulo 0. (c) Bilaminado formado por las ldminas (a) y

(b).

! ! I ! I !
Sean Cgll), Cilz), Cﬁ) las constantes elasticas del constituyente 1 y sean E(ll ),v(llz) y pglz) sus
constantes ingenieriles y Cﬁ), ngz), Cﬁ), E?),ngz) y p(lzz) las correspondientes al constituyente 2.

Si rotamos los ejes de la ldmina 1 un dngulo 0, las constantes eldsticas con respecto a los ejes
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principales del material que ocupa la ldmina 2 son:

i = [t + i+ (il eosao] 559
ch = i e +3¢y -y + (-ci)’ + Y + €} cosap) (5.54)
C%) - Cg), (5.55)
Cﬂf _ Cﬁ), (5.56)
cW = % [Cg) - Cg) + Cﬁ) + (—Cﬁ,) + Cg) + Cﬂ)) cos46] , (5.57)
e = —% (cf)’ -ty - Cf)’) sen, (5.58)
Célg) _ Cg)- (5.59)

Las constantes ingenieriles se transforman en

a,,ah
Egn = — 4E,1 H , (5.60)
Ei ) - nMo+ B cos(40)
ESV =g’ =E, (5.61)
1) _

V1 v b (5.62)

12 — RD) an ) .
E;" —pa+Pcos(40)

m_,,a9

V31 = V125 (5.63)
1 iy

Mag = My (5.64)

a,,ah
Meo =~ = , ”(1,) : (5.65)
E} +p@) + nMvi’ — B cos(40)

(n) (1) V(112/) )

816 = - I/E1 _W_l/p‘44 sen(46), (566)

1
donde
o= —3+v(112) y Pp= —E(ll)+p(”+p(l)v(llz). (5.67)

Las propiedades relativas a este sistema de coordenadas es la de un material eldstico que posee

simetria tetragonal y S 516), Cig # 0. Notemos que C%), C&) y Cég son independientes de 0 asi como

Eg), vgll) y pfﬁf. Las componentes restantes son funciones de 0 con periodo n/2. Las constantes
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eldsticas efectivas para esta clase de laminados son

Ci1 = Cp2 = (Cy1 — Ci3/Cs3) +(C13/Cs3)* / (1/Cs3), (5.68)
C33=1/(1/Cgs), (5.69)
Ci3 = Ca3 = (C13/ C33) / (1/C33), (5.70)
Ci2 = {Ci2 —C%;/Cs3) +(C13/C33)* / (1/C33), (5.71)
Ci6 = (C16), (5.72)
Caa = Cs5=(1/Ca) ", (5.73)
Ce6 = (Ces) - (5.74)

Las féormulas para las constantes ingenieriles también se pueden calcular pero sus expresiones
son muy extensas y no dan informaciéon adicional, ademds sabemos que a partir de las

constantes eldsticas se pueden calcular las constantes ingenieriles.

Al igual que para el caso de constituyentes isotropos haremos el andlisis numérico de un

bilaminado con los materiales dados en la tabla[5.2]

Moédulo de Young Moédulo de corte  Cociente de Poisson

Material
E en GPa p en GPa Y
Plata 42.79 46.1 0.43
Teluro de estaio 98.26 1.2 x 104 -0.088

Tabla 5.2: Propiedades de los materiales con simetria ctibica usados como constituyentes.

La Fig. muestra la grafica del médulo de Young efectivo en la direcciéon perpendicular
a la del laminado, E;, en Gpa como funcion de 0 y V, de un bilaminado que tiene como
constituyentes una ldmina de Plata y una ldmina de Teluro de estafio (SnTe). NGtese que este
ultimo es casi 260 veces mds rigido que el primero, ademds el médulo de Young del segundo
material es el doble que el del primero. Podemos ver que hay una dependencia mondétona
creciente de E; con respecto al &ngulo de rotacién 0 que alcanza su méximo en 0 = /4.

La Fig. muestra el médulo de Young en la direccion del laminado, E3, como funcién de 6 y
V,. Vemos que no hay dependencia de 6. Se observa un aumento de aproximadamente 4% de

E3 con respecto al mas duro de los materiales, es decir, el compuesto se endurece un 4 %.

La Fig. muestra el cociente de Poisson en el plano perpendicular a la direcciéon del
laminado, v;2, como funcién de 0 y V,. Esta propiedad efectiva muestra dependencia de 0, la
cual va disminuyendo conforme aumenta V»; v;» es una funcién decreciente con respecto a 0,

alcanza su minimo en 6 = n/4.
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E1 en Gpa

95

0.9
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0.8
85

0.7
80
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>" 05 70
0.4 65
0.3 60
0.2 55
0.1 50
0 45

0 pi/16 pi/8 3pi/16 pi/4

Fig.5.27: Grafica de E; en GPa como funcién de 0 y V, de un bilaminado en el cual las ldminas no tienen los mismos
ejes de simetria. Los constituyentes son una ldmina de Plata y una de Teluro de estafio.

La Fig. es la gréfica de v3; como funcién de 0 y V,. Al igual que para E3 para esta propiedad
no existe dependencia de 0.

En resumen vy, y E; tienen dependencia débil de 6 que disminuye conforme V, aumenta,
lo cual era esperarse pues al aumentar V,, la fraccién volumétrica de la lamina cuyos ejes
de simetria fueron rotados disminuye y por lo tanto su efecto disminuye. De las figuras
anteriores sabemos que v, y E; dependen del dngulo de rotacién. Para tener més detalles de
esta dependencia veamos la Fig. la cual muestra graficas de E; como funcién de 6 para
diferentes V> fijas. Para cada V, = 0.55, 0.600.65, 0.70 fija, E; es creciente como funcién de 0.
Esto quiere decir que si entre los ejes de simetria de las dos ldminas hay un angulo 6, el médulo
de Young efectivo E; aumenta. Por ejemplo para V, = 0.55 y 6 = 0, es decir, las propiedades
estan referidas con respecto a los mismos ejes, tenemos el valor de E; = 78.22 Gpa que va
aumentando con respecto a 0 hasta alcanzar un aumento maximo de aproximadamente 82.05
Gpa en 6 = n/4; esto corresponde a un 4.9% de aumento relativo al que se alcanza en 6 = 0.
Sin embargo, el porcentaje de aumento es una funcién decreciente con respecto a V,. En la Fig.
se grafica a vi» como funcién del angulo 6 para los diferentes valores de Vy, son curvas
decrecientes como funcion de 0. Es interesante notar que para V, = 0.70, vy, tiene un valor
cercano a 0.01 en 6 = 0. Conforme 0 crece v, decrece hasta llegar a un valor negativo cercano a
-0.017, es decir, el compuesto pasa de tener cociente de Poisson positivo a negativo.
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E, en Gpa

1
100
0.9
0.8 90
0.7
06 180
SN 0.5
170
0.4
0.3 60
0.2
0.1 50
0

0 pi/16 pi/8 3pi/l6 pi/4
Fig. 5.28: E3 en GPa contra V, y 6 del bilaminado compuesto por una ldmina de Plata y una de Teluro de estafio.

La Fig. (a),(b) muestra las graficas de E;, E3 como funcion de V, y las gréficas de vy,
v3; como funcidén de Vy, respectivamente. Aqui los ejes de simetria de las laminas coinciden.
Observamos un aumento en la dureza en la direccién x3. El cociente de Poisson en el plano

x3x1 es mayor que el cociente de Poisson més grande de los constituyentes.

Obsevaciones
» La simetria cubica de una ldmina con ejes de simetria rotados con respecto al eje x3 es
tetragonal.

= El médulo de Youngy el cociente de Poisson efectivos perpendiculares a la direccion del
laminado dependen del angulo que hay entre los ejes de simetria de las ldminas y tienen

un periodo de /2.

= El médulo de Young efectivo en la direccion perpendicular a la del laminado es creciente

como funcién del dngulo para una fraccién volumétrica dada.

= El cociente de Poisson efectivo en el plano perpendicular a la del laminado es decreciente

como funcidn del dngulo para una fraccién volumétrica dada.

= El médulo de Young en la direccién del laminado y el cociente de Poisson en el plano
paralelo a la direccion del laminado no dependen del dngulo entre los ejes de simetria de
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Fig. 5.29: Gréfica de vy, como funcién de V; y 0 para un bilaminado que tiene como constituyentes Plata y Teluro
de estafio.
las ldminas.

= Sila fraccién volumétrica de la ldmina cuyos ejes de simetria son rotados disminuye la

dependencia con respecto al &ngulo de rotacién es menor.

= Se observa que un laminado pasa de tener cociente de Poisson positivo a negativo cuando
las ldminas no tienen los mismos ejes de simetria.

= El mddulo de Young efectivo puede tener un aumento con respecto al médulo de Young

mas grande de los constituyentes, es decir, hay una ventana de endurecimiento.
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Fig. 5.30: Gréfica de v3; como funcién de V; y 0 para un bilaminado que tiene como constituyentes Plata y Teluro

de estano.
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Fig. 5.31: Grafica de E; en GPa como funcién de 0 para diferentes fracciones volumétricas. N6tese para Vo, = 0.70
que hay una VAX.
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Fig. 5.32: Gréfica de v;2 como funcién del 4ngulo de rotacién 0 para diferentes fracciones volumétricas, V.
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Fig. 5.33: Graficas de las constante ingenieriles como funcién de V, de un bilaminado formado por Teluro de estafio

y Plata.
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5.3. Constituyentes con simetria transversalmente is6tropa

En esta seccion consideramos un laminado con constituyentes de simetria transversalmente
isotropa cuyo eje de simetria es el eje x; como se muestra en la Fig. La simetria del
compuesto resulta ser ortétropa por lo cual tenemos nueve constantes independientes. Sean
E(li),Eg),vgiz),vég y pg, las cinco constantes ingenieriles independientes del constituyente i y
sean CYI), ng), CYZ), ng) y Ci’z sus constantes eldsticas. Las constantes ingenieriles del compuesto
se obtienen sustituyendo las componentes correspondientes a un material transversalmente

isétropo en las formulas (4.13)-(4.15). Estas se pueden escribir de la forma,

X3

2) @ ,,2 @ 2)
Ef Ey7 Vi, vag, Gog

@1 O @ @D 1)
E; By vins Vogs Gog

Fig. 5.34: Bilaminado con constituyentes transversalmente is6tropos cuyo eje de simetria es el eje x;.

E1Epv2 EiEavie \°/ EiEp \ |
1E2
Ei=E0+ (s ) (5o o) (5.7
E1 _EZVIZ E1 - E2V12 E1 - E2V12
E2v2 EiEov 2 E2 -1
Ep=(Ep)+({ — 212 ) - ( —22 L), (5.76)
E1 —Eg\/lz El - E2V12 E1 - E2V12

Eyvi, +E1v3, E B E1vi2(1+va3) ?
1/E3 = (1/E,) + = 5 ;
Eb(—E; + E2V12) E; - E2V12 E; - E2V12
o Ei1Eavio _Eavipg+Ejvas N E} _Eavig+Ejvas
El - EZV%Z El - EZV%Z E1 —Ez\/%z E1 —Eg\/%z
1

E,E E2 EiEovis \ )
x s L)V (—= : (5.77)
El _E2V12 E1 —E2V12 E1 - E2V12
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EiEpv Elv -
12

vig={ —— L=, (5.78)

El —EZV12 El _EZVIZ
-1
E1V12(1+V23) + E1E2V12 _EZV%2+E1V23 E1E2 G 79)
El - EZV%Z E1 - EzV%Z El - EZV%Z E1 — EQV%Z ’ '
E1Exvio E1via(1+va3) N Ef Eovi, +E1vas
El - EZV%Z El - EZV%Z E] - EZV%Z El - EZV%Z

2 -1
X<E EE1 2> | (5.80)
1~ E2V

Hiz2 = (Mi12), (5.81)
iz = (/) ", (5.82)
Moz = (1/pgs) " (5.83)

Notemos que la cantidad de pardmetros en los médulos de Young y los cocientes de Poisson
efectivos aumentan conforme la simetria de los constituyentes se complica. Por ejemplo, para
dos fases is6tropas las constantes efectivas dependen de 5 pardmetros: 2 médulos de Young,
2 cocientes de Poisson y la fracciéon volumétrica. Para materiales transversalmente isétropos
dependen de al menos 7; 4 médulos de Young, 2 cocientes de Poisson y la fraccion volumétrica,

como en (5.75), (5.76), (5.78) y aumentan a 9 para (5.77), (5.79), (5.80) pues éstas también

1) 2)
23 ¥ Vo3

dependen de los otros dos cocientes de Poisson, v

Las reglas de mezcla son cotas inferiores de los m6dulos de Young en el plano, es decir,
E; =Y V;EY, (5.84)
n .
Ep =) V;EY, (5.85)
esto se sigue del hecho de que el segundo promedio del lado derecho en (5.75) y (5.76) son

positivos por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Al igual que en las secciones anteriores haremos un anadlisis de un bilaminado. Primeramente
determinamos ventanas de auxeticidad. Para hacer esto necesitamos saber qué valores de V>,
Vi2, V23 ¥ Vi3 son iguales a cero. Empezamos igualando a cero la parte derecha de y
sustituimos V; = 1 —V,. Asi obtenemos una expresion que no depende de V;. Despejando V,
de la ecuacion resultante se obtiene el valor de V; para el cual vy, = 0 que denotamos como V212
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donde

MrD,,Q
E, E} vy,

2
2) @ (,,@
Ef"-E; (V12) ]

Vy2=[1- > (5.86)
@)r2),,Q | g1 @ (,,10
E;"E) vip | By —Ey (VIZ)

La ventana de auxeticidad serd (0,V3?) si v{) <00 (V}2,1) si v? <0,

Para determinar el valor de V, en el cual vi3 es cero y asi obtener la ventana de auxeticidad,
hacemos cero la parte derecha de (5.79) y sustituimos V; por 1 —V,. Con lo anterior obtenemos
un polinomio de segundo grado

Pi3= A13V§ +B13Vy +Dss. (5.87)

Los coeficientes A3, B13, D13 dependen de los mdédulos de Young y los cocientes de Poisson de
los constituyentes. Entonces las ventanas de auxeticidad estdn determinadas por la raices de
este polinomio. Para v,3 hacemos lo mismo que en (5.79) pero para (5.80) y obtenemos otro

polinomio de segundo orden el cual escribimos como

Po3 = Ap3Vs + BysVy + Dys. (5.88)

Aqui también Ay3, Bo3 y D23 estdn en funcion de los médulos de Young y los cocientes de Poisson
de los constituyentes. Las formulas para los coeficientes son extensas y aparecen en el Apéndice
B. Asi, las ventanas de auxeticidad en el plano x;x3 estdn determinadas por las raices de este
polinomio. Por lo tanto dadas las propiedades de los constituyentes podemos determinar los

valores de V, para los cuales el material es auxético en cualquier plano.

A continuacién damos unos ejemplos numéricos de la aplicacién de las expresiones (5.75)—
(5.80) para bilaminados con los constituyentes dados en la Tabla[5.3]

Modulo de Young Modédulo de Young Moédulo de corte

Material V21 V32
E; en Gpa E, en GPa Uss en GPa
Zinc 36.3 123.84 39.6 0.87 -0.0751
Titanio 146.15 103.95 46.5 0.187 0.485
Hidroxiapatita 117.2 111.7 36.2 0.43 -0.12
Aluminato de Plata 118.1 84.06 34.1 0.23 0.47

Tabla 5.3: Propiedades de los materiales con simetria transversalmente isétropa.

Como primer ejemplo tomamos un bilaminado formado por una ldmina de Zinc, y una de

Titanio sus propiedades estdn dadas en la Tabla[5.3] Nétese que el Zinc es auxético en el plano
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x3x,. La Fig. [5.35(a) muestra la grafica del médulo de Young efectivo E; como funcién de la
fracciéon volumétrica V,. En esta direccién no se observa un aumento en la dureza. E; es una
funcién mondtona creciente de Vy, casi lineal. Las graficas de los médulos de Young efectivos
E, y E3 vs V;, estdn en la Fig.[5.35|(b). Aqui si se aprecia un aumento en la dureza con respecto a
sus constituyentes. Este compuesto serd mas duro que sus constituyentes en las direcciones
X2 v x3. El médximo aumento para Es es de aproximadamente 4.9% el cual se alcanza para
V, cercano a 0.2. Para E, el mdximo aumento es de aproximadamente 3.5%; se alcanza en
V, =0.15. En la Fig. c) se presenta el cociente de Poisson vs, contra V,. Este cociente crece
mondétonamente. Observamos que existe una VAX en el plano x3x, aunque ésta es pequeiia
y es VAX~ [0,0.1]. En la Fig.[5.35(d) se muestran los cocientes de Poisson v3; y Vo1 vs V; los
cuales decrecen mondtonamente, los valores son muy cercanos entre si y son positivos para

toda fraccion volumétrica.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 5.35: Gréficas de las constantes ingenieriles de un bilaminado con constituyentes Zinc y Titanio. (a) E; vs Vy,
(b) E2,E3 vs V3, (€) v23 V8 Va2, (d) Va1, V31 VS Va.

En la Fig. aparecen las constantes eldsticas del bilaminado formado por Zinc y Titanio. Es
interesante notar que Cy, presenta una concavidad hacia abajo, es decir, hay un intervalo de V,

en el cual Cy < cl)

29, I = 1,2. Las otras constantes son mondtonas crecientes Cyy, C3z, C12, Ci3y

decreciente Css.

Como segundo ejemplo consideramos como constituyentes una ldmina de Hidroxiapatita y una
de Aluminato de plata, las propiedades de éstas también estdn en la Tabla[5.3] La Fig. [5.37(a)
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Fig. 5.36: Las constantes eldsticas del bilaminado con constituyentes Zinc y Titanio.

muestra el médulo de Young efectivo E; como funcién de V,. Se observa un ligero aumento
de E; en el intervalo V, = [0.7,1]. El m6dulo de Young efectivo E3 presenta un aumento en
V, = [0,0.25] como se aprecia en la Fig. (b). En la direccién x, no existe aumento como
lo podemos ver en la grafica de E; vs V; en esta misma figura. De las expresiones y
sabemos que tanto E; como E; s6lo dependen de E(li), Eéi), vglz) y V. En este bilaminado vﬁ’z) > 0.
Entonces en este caso tenemos un aumento en la dureza en la direccién x, sin la auxeticidad de
los constituyentes. Al igual que en el ejemplo anterior los valores de vs; y v2; son monétonos
decrecientes y son muy cercanos entre si como lo podemos ver en la Fig. [5.37(d). El tnico
cociente de Poisson que es negativo es vi3, para un intervalo pequeno de V, que va desde 0

hasta 0.2 como lo podemos ver en la Fig.[5.37|(c).

De los ejemplos dados podemos concluir que los bilaminados con constituyentes transversal-
mente isdtropos pueden ser mds duros que sus constituyentes en cualquier direccion.

La Fig. presenta las constantes eldsticas correspondientes al bilaminado formado por
Aluminato de Plata e Hidroxiapatita. Para este caso C;; es mondtona creciente como funcién
de V3, Cy2 es concava hacia abajo y Cyz, Ca3, C13 y C12 son monoétonas crecientes. Notese que
en ambos ejemplos Cyy es concava hacia abajo. En el primer caso, Cy; es decreciente y aqui
creciente, C33 es creciente en el primer ejemplo y decreciente aqui. Las otras constantes tienen

el mismo comportamiento en los dos ejemplos.
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de plata.

Observaciones

» La regla simple de mezcla de E(li) es cota inferior para el médulo de Young efectivo en la

direccion x; y la regla simple de mezclas de Eg) es una cota inferior para el médulo de
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Young efectivo en la direccion x;.

El cociente de Poisson efectivo en el plano x;x, es independiente de los cocientes de

Poisson de los constituyentes en el plano x,x3

Para encontrar las ventanas de auxeticidad en el plano x,x3 y x3x; es necesario determinar
las raices de un polinomio de segundo orden donde los coeficientes dependen de las
propiedades de los constituyentes.

La ventana de auxeticidad en el plano x; x, estd dada explicitamente y es independiente

de los cocientes de Poisson v,3 de los constituyentes.

El bilaminado puede ser mds duro que cualquiera de sus constituyentes en cualquier
direccion.

La constante eléstica Cy, presenta una concavidad hacia abajo y un intervalo de V, con un
valor menor que cualquiera de los constituyentes, es decir, Cy, presenta un debilitamiento
con respecto a sus constituyentes.
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Capitulo 6

Compuestos reforzados de fibras

En este capitulo estudiamos la influencia de un material auxético y la combinacién de éste con
uno con CET negativo en CRF con dos constituyentes isoétropos. La fibra es un cilindro circular
muy largo que estd inmerso en una matriz distribuida en un arreglo paralelogramico periédico
en direcciones paralelas a los lados del paralelogramo. Las propiedades termoeldsticas efectivas

son las determinadas en la segunda parte del Capitulof4]

Este capitulo consta de dos secciones. En la primera analizamos las propiedades elasticas e
ingenieriles de un CRF en el cual el &ngulo de la celda unidad es /3 y /2. En la segunda parte
analizamos las propiedades térmicas e ingenieriles de un compuesto en arreglo hexagonal, es

decir, el angulo de la celda rémbica es n/3.

Las propiedades de la matriz se indican con el subindice 1 ylas de la fibra con 2. Aqui regresamos
a la notacion en la que E; se usa para denotar a E;/E,, E,,; para E,,:/E>, etc., es decir, los
modulos de Young estan normalizados con respecto al m6édulo de Young de la fibra. El cociente
de Poisson del constituyente i se denota por v;. Ademéas en nuestro andlisis se considera
que los coeficientes de expansion térmica (CET) de cada uno de los constituyentes tienen la
misma magnitud y sélo difieren en signo, esto es, |a;] = |a2| = a con a > 0; dado esto, vamos
a normalizar los CTE con respecto a y denotdndolos como o = a1/, a2 = a2/, Qi = Qip/ay

Qour = Aout! A.

Antes de continuar vamos a definir el volumen de percolacion, V,, como la maxima fraccion
volumétrica que puede ocupar la fibra en el paralelogramo de lados 1 y dngulo ¢. Este volumen
de percolacion es V, = nsen? ((p/2)/sen. Por lo tanto, las propiedades efectivas s6lo son
calculadas para el intervalo de fraccién volumétrica V, = [0,V),].
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6.1. Compuesto elastico

En esta secci6n se calculan las propiedades elésticas e ingenieriles efectivas de varios CRF
con arreglo rémbico. Primeramente comparamos las propiedades efectivas de CRF en arreglo
cuadrado (¢ = m/2) con las de CRF en arreglo hexagonal (¢ = 1/3). Estos compuestos han
sido estudiados previamente por (Guinovart-Diaz et al.| (2005) pero no en el caso en el que los

constituyentes son auxéticos.

Como primer ejemplo elegimos la combinacion de constituyentes con las siguientes propieda-
des: E; = 1.2, vi = -0.3y v2 = 0.3, porque en el caso de laminados se obtiene un aumento en la
dureza. Notemos que la matriz es auxética.

En la Fig.[6.1](@) se grafica el m6dulo de Young en la direccién transversal a los cilindros para el
compuesto en arreglo cuadrado E;; (n/2) (linea con cuadros) y el hexagonal E;,(1t/3) (linea con
estrellas) contra la fraccién volumétrica de la inclusién V,. Se observa que ambos médulos de
Young coinciden en V, = 0, como debe ser (pues en ausencia de inclusion E;,, = E;), E;,(m/2)
y E;,(m/3) son casi iguales hasta aproximadamente V, = 0.2 cuando se aprecia que difieren
hasta que alcanzan su respectivo volumen de percolacion. Se observa que el compuesto se
endurece en ambos casos. La ventana de endurecimiento es aproximadamente [0,0.65] en
ambos compuestos. El aumento méximo en esta direccién es de aproximadamente 12 % para
el compuesto en arreglo cuadrado y de 11 % para el hexagonal. Por lo tanto aqui el compuesto
en arreglo cuadrado serd ligeramente mds duro que el hexagonal en la direccion transversal a

los cilindros.

Las graficas del médulo de Young en la direccién de los cilindros para el arreglo hexagonal
Eou:(m/3) (linea con estrellas) y cuadrado E,,;(n/2) (linea con cuadros) como funcién de V;, son
dadas en la Fig. [6.1(b). Las curvas son muy cercanas entre si para toda fraccién volumétrica
aunque los valores de E,;;(m/3) son ligeramente mayores que los de E,,(1t/2), es decir, el
compuesto en arreglo hexagonal es un poco mas duro que el cuadrado a lo largo de los cilindros.
La ventana de endurecimiento en esta direccién es VE = [0,0.6]. El mdximo aumento en la
dureza que se alcanza es de aproximadamente 8.5% en ambos casos. Este es menor que el
alcanzado por E;; de aqui que los compuestos son mds duros en la direccion transversal a los

cilindros.

Las gréficas de v;,(1t/3), vin(t/2) como funcién de V, se presentan en la Fig. (c). Los
valores para los dos compuestos son muy cercanos entre si pero v;,(mn/3) > v;,(m/2). El
comportamiento es andlogo para v,,;(1/3) y vy, (m/2). La VAX=[0,0.4] en el plano de los

cilindros, ésta es méds amplia que la del plano perpendicular a estos que es VAX=[0,0.3].

La Fig (@), (b), (c), (d) muestran las gréficas de las constantes eldsticas efectivas C;;, C33, C12
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Fig. 6.1: Gréficas de (a) E;;, vs Vo, (b) Egyr VS Va, (C) Viy vs Vo v (d) Voyur Vs Vo de un compuesto en arreglo cuadrado
(lineas con cuadros) y uno en arreglo hexagonal (lineas con estrellas) cuyos constituyentes tienen las propiedades
E1 =1.2, —V]1=V2 = 0.333.

y Ca3 en GPa como funcién de la fraccién volumétrica de la fibra V,, respectivamente, para el
arreglo cuadrado (lineas con cuadros) y el arreglo hexagonal (lineas con estrellas). Se observa
en (a) que Cy;(m/2) > Cy;(n/3) mientras que en (b), (c) y (d) se tiene la relacion opuesta, e.g.,
Cs3(m/3) > C33(m/2). Es de destacar la dependencia de la concavidad hacia arriba de las gréficas
caracteristica de la auxeticidad. El minimo valor se alcanza en valores cercanos a V, = 0.5. Las

constantes en (c) y (d) son monétonas crecientes y son muy cercanas entre si.

En las siguientes las gréficas al igual que en este primer ejemplo las propiedades efectivas
de CRF en arreglo cuadrado se van a mostrar con linea continua con cuadros en el intervalo
de fraccion volumétrica [0,V, = 0.78]. Las de arreglo hexagonal con linea con estrellas en el
intervalo es V, = [0,V = 0.9].

En el siguiente ejemplo se consideran los siguientes valores para las propiedades vi = 0.3 y
vo = —0.3 y que E; = 1.2. Notemos que los cocientes de Poisson son los del ejemplo anterior
solo que aqui la fibra es auxética. En la Fig.[6.3|a) se presentan las graficas de E;,,(11/2), E;,(1/3)
vs V la diferencia entre ellos es muy pequefia para V, < 0.2. Ambos md6dulos de Young alcanzan
sumaximo en V, =0.45y es de 9% para E;;,(n/2) y 8% para E;;, (n/3). Por lo tanto el compuesto
en arreglo cuadrado serd un poco mds duro que el de arreglo hexagonal. La VE = [0,V] en la
direccion transversal a los cilindros. En la Fig. (b) se presentan E,,(11/2), Eyy(m/3) como
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Fig. 6.2: Graficas de las constantes eldsticas efectivas (a) C;;, (b) Cs3, (c) Cy2 ¥ (d) Ca3 como funcién de V, de un
compuesto reforzado de fibras con arreglo cuadrado (linea con cuadros) y arreglo hexagonal (linea con estrellas)

donde las propiedades de los constituyentes son

Ei=12,vi=-0.3 YV = 0.3.
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Fig. 6.3: Analogo a Fig.|6.1)con datos E; = 1.2, vi = —-v, =0.3.
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funcion de V», al igual que en (a) los valores son muy cercanos entre si para toda V, aunque los
del compuesto en arreglo cuadrado son ligeramente mayores que los del hexagonal. Para ambos
compuestos la VE= [0,0.7] y el mdximo aumento que se alcanza es aproximadamente de 5% el
cual se alcanza en valores cercanos a V, = 0.45. Notemos que los compuestos son mdas duros en

la direcci6én transversal a los cilindros.

Las gréficas de v;,(n/3), v;,(1/2) vs V, son dadas en la Fig. (c). Los valores son muy similares
para toda V. Esto también ocurre con v, (1/3), vy, (m/2) como lo podemos ver en la Fig.
(d). La VAX = [0.6,V)] en ambos compuestos. y para v, se tiene la VAX = [0.65,V,] que
es un poco mds amplia que la de v;,.

En la Fig. a), (b), (c) y (d) son exhibidas las graficas de constantes elésticas efectivas Cy, Css,
Ci2 vy Cp3 contra V,, respectivamente. Todas las curvas son monétonas decrecientes. En (c) y
(d) se observa que Cy2 y Cz3 son negativas para V, en [0.65,V,], esto debido a la auxeticidad de
los compuestos. Los valores de C;;(11/3) y Cq1(1/2) son muy cercanos entre si al igual que para
las constantes efectivas. Se tiene que Cj»(m/3) > Cy2(1t/2) y para las otras constantes elésticas la

relacion entre ellas es opuesta.
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Fig. 6.4: Andlogo a Fig.[6.2|con datos E; = 1.2, vi = —v3 =0.3.

De los dos ejemplos anteriores observamos que el endurecimiento es mayor si el constituyente
auxético es la matriz ya que en este caso éste alcanza hasta un 12 % mientras que si la fibra es
auxética es de alo mds a 8.5%. La longitud de las ventanas de auxeticidad también es mayor; si
la matriz es auxética (Fig.[6.I|(c), (d)) las ventanas tienen una longitud de 0.3 para v;, y 0.4 para
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Vou: pero sila fibra es la auxética la longitud mds grande de éstas es de apenas 0.3 (Fig.[6.3(d)).
Por lo tanto las mejoras en los compuestos se incrementan cuando la matriz del compuesto es

auxética.

En la siguiente combinacién las dos fases son auxéticas con v; = —0.9, v, = —0.2 y médulos de
Young iguales, es decir, E; = 1. En la Fig. (a) estdn las gréficas de E;,, vs V. El endurecimiento
ocurre para toda V>, es decir, la VE = [0,V ] enlos dos compuestos. El aumento maximo E;, (1t/2)
es de aproximadamente 24% y para E;,(n/3) de 21% por lo tanto el compuesto en arreglo
cuadrado es mds duro en la direccion transversal a los cilindros aunque para V, < 0.2 la dureza
es casi la misma. En la Fig. (b) se grafica E,,; vs Vo. Aqui también el endurecimiento es
para toda V; pero el compuesto en arreglo hexagonal es mds duro que el de arreglo cuadrado
pues el aumento maximo para E,,;(n/3) es de 33 % y de 31 % para E,,;(1t/2). Como conclusién

podemos decir que estos compuestos son mds duros en la direccion de los cilindros.

En las Fig. (c) y (d) se muestran v;, y Vo, como funcién de V,. Se observa que estos son
negativos para toda V, por lo tanto los compuestos son totalmente auxéticos. En (¢) notamos
que Vi, (1/3) > vi,(m/2) aunque para V, < 0.3 los valores son muy similares. En (d) la relacion es
opuesta, esto es, vy, (m/2) > v;i, (7/3) pero la diferencia es tan pequena que las curvas parecen

sobre ponerse.

Como ultimo compuesto se elige uno cuyo constituyente tiene las siguientes propiedades:
E; =1, vi = -0.8 y vo = 0.333. Notemos que la matriz es muy auxética. Las graficas de
E;, como funciéon de V, se muestran en la Fig. (a). El aumento maximo de E;,(1t/2) es
aproximadamente 90 % y para E;,(1t/3) es de 80%, es decir, el compuesto en arreglo cuadrado
es mas duro que el de arreglo hexagonal en la direccién transversal a los cilindros aunque para
V, < 0.2 tienen casi la misma dureza. En Fig. [6.6(b) se observa que la dureza en la direccion de
los cilindros es muy semejante para los dos compuestos para V, < 0.4. El mdximo aumento que
se alcanza es de aproximadamente 94 % para el compuesto en arreglo hexagonal y de 92 % para
el de arreglo cuadrado y ambos se alcanzan en un valor cercano a V, = 0.5. En este ejemplo los
compuestos son ligeramente mds duros en la direccion de los cilindros.

En la Fig.[6.6|(c) se tiene que v;,(1/2) y v;,(/3) son practicamente iguales para V, < 0.2 y para
V, mayor a este valor v;,(1/3) es ligeramente mayor. La VAX= [0,0.4] en el plano perpendicular
a los cilindros. Las curvas de v,,:(m/2) y vo,:(11/3) son muy cercanas entre si que parecen
sobreponerse. La VAX= [0,0.55] en el plano de los cilindros, la cual es un poco mdas amplia que

lade v;;.

La Fig. muestra las gréficas de las constantes eldsticas efectivas Cy;, C33, C12 y Cp3 como
funciéon de V,. Los valores para el compuesto con arreglo cuadrado y hexagonal son muy
similares en cada una de ellas. Las constantes Cj2 y Co3 son monétonas decrecientes y son
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Fig. 6.5: Andlogo a Fig.con datosE; =, v; =-0.9y vy =-0.2.

negativas en V, = [0,0.4] para la primera y en V, = [0,0.5] para la segunda. C;;, Cy2 son
monotonas decrecientes. Los valores de Cy;(nt/2) > Cy;(nt/3) para las constantes restantes la
relacion es opuesta.

En las siguientes dos figuras[6.8)y[6.9] se presentan E,,; y E;, como funcién de V;, respectiva-
mente, para compuestos con arreglo rémbico con ¢ = 60°, 70°, 75°, 80°, 90°.

En la Fig. se observa que para una fracciéon volumétrica menor a 0.4 las curvas de E,;; vs
V, son practicamente las mismas. Si V, > 0.4 los valores de E,,; decrecen conforme aumenta el
angulo de la celda ¢. Por lo tanto la dureza del compuesto a lo largo de los cilindros disminuye

conforme el 4ngulo de la celda crece, esta dureza se da para toda fraccién volumétrica.

En la Fig.[6.9|se nota que los valores de E;,, para V, < 0.3 son practicamente iguales. Si V, > 0.3,
este médulo de Young es creciente como funcion de ¢ esto quiere decir que conforme aumenta
el 4ngulo la celda el compuesto se hace mds duro en la direccién perpendicular a los cilindros.
La diferencia entre las curvas para los diferentes valores ¢ es més grande que para E, ;. En esta
direccion el aumento en la dureza también ocurre para toda fraccion volumétrica.

En resumen de los ejemplos de esta seccion concluimos que la dureza de un compuesto de
reforzado de fibras en arreglo paralelogramico puede ser mayor que la de sus constituyentes
si uno de ellos es auxético y el otro convencional. La dureza es incluso mayor si el material

auxético es la denominada matriz. Las propiedades efectivas muestran dependencia del angulo
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Fig. 6.6: Andlogo a Fig.con datosE; =1,v; =-0.8y vy =0.3.

del paralelogamo, la celda unidad, para una fraccién volumétrica mayor a aproximadamente

0.2. Al igual que los compuestos laminados las ventanas de auxeticidad de estos compuestos
pueden ser bastante amplias.
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g g g y

Fig. 6.8: Ey,; como funcién de V; para el compuesto cuyos constituyentes tienen las propiedades E; =1, v = -0.8
y v2 = 0.3 en arreglo paralelogramico con ¢ = 60°, 70°, 75°, 80°, 90°.
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6.2. Compuesto termoelastico

En esta seccidn calculamos las propiedades térmicas e ingenieriles efectivas para varios CRF en
arreglo hexagonal, es decir, ¢ = n/3. S6lo mostramos los médulos de Young efectivos E,;, E;p,
los cocientes de Poisson efectivos vy, Vi, ¥ los coeficientes de expansion (CET) efectivos a;y,,
Oyt La fraccion volumétrica méxima que puede ocupar la fibra en este tipo de arreglo es de 0.9

por esta razon las graficas de las propiedades efectivas se grafican en el intervalo V, = [0,0.9].

Lim (2010) estudi6 el efecto de auxeticidad combinado con CET negativo en dos compuestos
bilaminados. El primero estd formado por una lamina auxética cuyo CET es positivo y una
convencional con CET negativo; el segundo bilaminado estd formado por una ldmina auxética
que posee CET negativo y la otra es convencional con CET es positivo. El muestra que los CET
efectivos del primer laminado son menores que los del segundo para toda fraccién volumétrica.
La eleccién de pardmetros la hizo de tal manera que el cociente de Poisson y el CET tienen
signos opuestos en el primer bilaminado y signos iguales en el segundo.

Teniendo como referencia lo anterior vamos a hacer una comparaciéon similar con CRE Primero
consideramos un compuesto cuyos constituyentes tienen las siguientes propiedades E;=1,
-vy = vy = 0.333 y a; = —ap=1 al que nos referiremos como compuesto de Lim. Usamos la
notacion (——/++) paraidentificar a este compuesto. Donde indicamos los signos, de ambos, el
cociente de Poisson y el CET, en ese orden, de la matriz primero y de la fibra después. El segundo

compuesto que consideramos es denotado por (+ —/ —+).

En la Fig. se muestran las graficas de los CET efectivos normalizados «;;, y oy, contra V,
para los compuestos (+ +/ ——) y (+ —/ —+). En el primer caso «a;, vs V, aparece como una
linea discontinua con puntos y a,,; como una linea continua con puntos. Son las dos curvas
superiores de la figura. Se observa que «;, es mayor que o, para toda fraccién volumétrica.
Tanto a;, como a,,; toman valores negativos y positivos. o, ; €s negativo en el intervalo [0, 0.28]
y a;n lo es en [0,0.23]; este intervalo es ligeramente mds pequefo que el de a,,;. Consideremos
ahora el otro compuesto. En éste el cociente de Poisson y el CET tienen signos opuestos en cada
constituyente. Las graficas de a;, y a,,; como funcién de V, se muestran con linea discontinua
para la primera y con linea continua para la segunda. Para este compuesto se observa que
Oy €S mayor que «;, para toda fraccién volumétrica. Aqui también a;, y a,,; toman tanto
valores negativos como positivos. a;, < 0 en [0, 0.7] y ay,; < 0 en [0, 0.63] este intervalo es
ligeramente menor que el de «;,. Los CET efectivos del compuesto (+ — / — +) son menores que
los del compuesto (— -/ + +) para toda fraccién volumétrica. Ademas los intervalos de V, en los
cuales a;;, y ooy, SON negativos son mas amplios que los del compuesto anterior. En conclusion
los valores de CET efectivos de un compuesto reforzado de fibras son menores si «; y v; tiene
signos opuestos; ademads el intervalo de fraccién volumétrica en el cual el compuesto posee CET
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Fig. 6.10: Gréaficas de los CET efectivos. Comparaci6n de los coeficientes térmicos efectivos normalizados versus V,
de un CRF en arreglo hexagonal para los compuestos de Lim (- —/++) y (+ —/—+). En el primer caso se grafica a;,
vs V, (linea discontinua con puntos) y &,y vs Vo (linea continua con puntos). En el segundo caso «;, vs V, (linea
discontinua) y oy, vs V (linea continua).

negativos es mayor.

La Fig.[6.11](a) y (b) estdn dadas las gréficas de médulos de Young efectivos E;;, y Eo,; versus Vo y
los cocientes de Poisson efectivos v;, y vy, contra la fraccién volumétrica V,, respectivamente
del compuesto (+ —/ — +). Las lineas discontinuas estdn asociadas a E;;,, v;, y las lineas
continuas a E,yy, Vour. Se observa un aumento de la dureza en ambos mdédulos para toda
Vo v Eip, > Eour, siendo los aumentos maximos de aproximadamente 18% y 10% para E;;, y
Eout, respectivamente. Por lo tanto el compuesto es mds duro en la direccién de los cilindros.
Para toda fraccién volumétrica v;, es mayor que v,,;. La VAX en el plano perpendicular a
los cilindros es (0.7, 0.9); ésta es menor que la del plano paralelo a los cilindros que es VAX=
(0.6,0.9).

Como siguiente ejemplo tenemos un compuesto en el cual la matriz es casi incompresible y
la fibra es muy auxética. Consideramos los siguientes valores; E; = 1, v; = 0.45, vo = -0.8 y
—a; = ag = 1. Las graficas de o,y v @ como funcién de V, son dadas en la Fig. con
linea continua para el primero y con linea discontinua para el segundo. Para toda fraccion
volumétrica a,,; €s mayor que «;,. El intervalo de fraccion volumétrica en el que o, y Qpur
son negativos es bastante amplio. Para el primero es V, = [0,0.83], aproximadamente, y para
el segundo es un poco menor, V, = [0,0.73]. Recordemos que la fibra tiene CET positivo por lo
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Fig. 6.11: Constantes ingenieriles: (a) E;;,,Eour vs Vo (lineas discontinua y continua, respectivamente), (b) V;p, Vour
vs V, (lineas discontinua y continua, respectivamente), de un compuesto con propiedades E;=1, vi=—v»=0.333 y
-] =02 = 1.

tanto aun con un 70 % del material con CET positivo el compuesto tendra CET negativo.

En las Fig.[6.13|(a), (b) se presentan las curvas de médulos de Young y los cocientes de Poisson
efectivos como funcién de la fracciéon volumétrica V. La VE = [0.9], es decir, el compuesto se
endurece para toda fraccion volumétrica. Se observa que E;;, tiene un aumento maximo de
aproximadamente 100% y lo alcanza en un valor cercano a V, = 0.6. E,,; alcanza su aumento
maximo en V, = 0.5y es de aproximadamente 43 %. Este compuesto es mds duro en la direccién
de los cilindros que en la direcciéon perpendicular. La ventana de auxeticidad VAX= [0.4,0.9]
para vy, ésta es mayor que la VAX=[0.4,0.9] para v;,. Ademds v;, > v; en (0, 0.4), v; es el
valor mads alto de los cocientes de Poisson de los constituyentes, es decir, el compuesto se
expande lateralmente menos que cada uno de sus constituyentes. El compuesto presenta un
endurecimiento anisétropo que puede ser de casi mds 40% a lo largo de los cilindros y de casi
el doble en la direccién perpendicular a éstos.

En el siguiente ejemplo intercambiamos los constituyentes del ejemplo anterior, es decir, v, =
0.45, vi = -0.8; a; = —az = 1 y E; = 1. La matriz es auxética y la fibra casi incompresible. Para
este compuesto las graficas de a;, (linea discontinua) y oy, (linea continua) vs V, aparecen en
la Fig. Aqui también hay un gran intervalo de fraccién volumétrica en el cual los CET son
negativos, V, = [0.1,V,]. Al igual que en el ejemplo anterior a,,; €s mayor que «;, para toda
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Fig. 6.12: Coeficientes de expansién térmica efectivos: «;, vs V, (linea discontinua) y oy, vs V» (linea continua) de
un compuesto con datos E; =1, v =0.45, vo = -0.8, y —a; =ap = 1.
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Fig. 6.13: Anédlogo a Fig. condatosEj, vi =0.45 v, =-08y —a; =2 = 1.

fraccién volumétrica aunque la diferencia entre a;, y oy, €s menor.

La Fig. [6.15((a) muestra las graficas de los mé6dulos de Young efectivos contra V, los cuales
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Fig. 6.14: Andlogo a Fig. condatosE; =1,v; =-0.8,v2 =045y, = —ap = 1.

tienen un aumento maximo de 151% para E,,; y de 146% para E;;,. Este compuesto es mas
duro en la direccién perpendicular a los cilindros para V, < 0.3 y para V, > 0.3 es mds blando.
Este compuesto es mds duro para la misma combinaciéon mencionada anteriormente, 55%
del material casi imcompresible con CET igual -1 y 45% del convencional con CET positivo
producen un compuesto mds duro en al menos un 100 %. En la Fig.se presentan Vi, Y Voyr.
La VAX=(0,0.7) en el plano perpendicular a los cilindros y la VAX=(0,0.5) para el plano en la
direccion de los cilindros.

De la Fig.[6.10concluimos que los CET de un compuesto en el cual v; y a; tienen signos opuestos
son menores que los de un compuesto en el que v; y ; tienen el mismo signo. Ahora en la Fig.
[6.12)observamos que si ademads la matriz es auxética con CET> 0 entonces los CET son atin més
pequefios que si la fibra es auxética con CET> 0. Adicionalmente a esto los médulos de Young

son mads grandes tal y como lo habiamos visto en la seccion anterior.

Por lo tanto la mejor combinacion de los constituyentes en un compuesto reforzado de fibras
serd en el cual la matriz sea auxética con CTE positivo y la fibra sea convencional con CET
negativo.

En nuestro tltimo ejemplo consideramos un compuesto con dos constituyentes auxéticos uno
con CET positivo y el otro con CET negativo con las propiedades de los constituyentes son E; =
1,vy =-0.8, vo = -0.2y —ay = ap = 1. Las gréficas de «;, y oy, contra V, se muestran en la Fig.

6.16/ambos CET son negativos para una fraccién volumétrica menor a 0.4, aproximadamente.
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(a)

Fig. 6.15: Andlogo a Fig. datosE; =1,v; =-0.8,v,=045y0; = -0y = 1.

Como la matriz tiene CET< 0 se requiere por lo menos un 60% del material con CET negativo
para que el compuesto también tenga CET negativo.

La Fig.|6.17[(a),(b) muestra los médulos de Young E;,;, E,,: y los cocientes de Poisson v;,, V.
El aumento es de casi 13% para E;;, y de casi 18% para E,,;. Este compuesto es mds duro
en la direcciéon de los cilindros. Los cocientes de Poisson son negativos para toda fraccién

volumétrica.

De los ejemplos mostrados en esta seccién observamos que los coeficientes de expansion
térmica de un compuesto en el cual uno de sus constituyentes es auxético con CET positivo
y el otro es convencional con CET negativo son menores que los de un compuesto en el cual el
material auxético tiene CET negativo y el convencional CET positivo. Los intervalos de fracciéon
volumétrica en el que los CET efectivos son negativos pueden ser bastante amplios. También
observamos que ciertos compuestos muestran un cociente de Poisson mayor que el de sus
constituyentes. Por lo cual estos se expanden lateralmente mds que sus constituyentes. Aqui

también las ventanas de auxéticidad asi como las ventanas de aumento son bastante amplias.

Observaciones

Al igual que en el capitulo anterior haremos un resumen de las observaciones hechas acerca de
los compuestos estudiados.
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Fig. 6.16: Andlogo Fig. condatosE;=1,v; =—-0.8v,=-0.2, —a; =ap = 1.

Fig. 6.17: Andlogo a la Fig. condatosE; =1,v; =-0.8v, =-0.2, —a; =a = 1.

= Un compuesto reforzado de fibras en arreglo paralelogramico puede ser més duro que sus

constituyentes en cualquier direccion.

= El aumento en la dureza es mayor si matriz es un material auxético.
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El aumento en la dureza se puede dar para toda fraccién volumétrica.

Las propiedades efectivas de los compuestos en diferentes arreglos no varian mucho para

una fraccion volumétrica pequena, cilindros pequenios.

Las propiedades efectivas muestran una dependencia del d&ngulo de la celda paralelogra-

mica para una fraccién mayor a 0.2 aproximadamente.
El cociente de Poisson efectivo puede ser mayor que el de los constituyentes.
Las ventanas de auxeticidad pueden ser bastantes amplias en cualquier plano.

Los CET efectivos de un reforzado de fibras bifasico son menores si el cociente de Poisson
y el CET de cada constituyente tienen signos opuestos que si ambos tienen el mismo

signo.

El intervalo en el cual los CET son negativos pueden ser bastante amplios.
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Capitulo 7

Laminado de fluidos viscosos

Smith| (2011) usé el MHA para estudiar el problema de propagacion de ondas a lo largo de la
direcciéon normal a un laminado de fluidos ideales (no viscosos) en contacto perfecto en un
régimen de baja frecuencia. Las propiedades efectivas encontradas corresponden a un meta
fluido con densidad anis6tropa y médulo de compresibilidad is6tropo. En el caso de frecuencia
cercana a la resonancia, el médulo de compresibilidad efectiva del metamaterial también es

anisotropo.

El problema de dispersion de ondas acusticas por un arreglo de cilindros eldsticos inmersos
en un fluido viscoso fue estudiado por |Reyes-Ayona et al.| (2012) usando la teoria de dispersién
a escalas multiples. La homogeneizacion de este sistema da como resultado un medio efectivo
equivalente en el régimen de baja frecuencia. Este medio se comporta como un cilindro elastico
cuyas propiedades son: la densidad efectiva es igual al promedio aritmético de las densidades,
el modulo de compresibilidad es el reciproco del promedio geométrico de los modulos de
compresibilidad y el m6dulo de rigidez efectivo es el promedio aritmético de los constituyentes.
En las férmulas finales la viscosidad no esta presente pero si en la formulacién de las ecuaciones
y las condiciones de frontera. Para tratar sisteméticamente con este tipo de problemas aqui
vamos a considerar un laminado periédico formado por ldminas paralelas, las cuales estdn
ocupadas por fluidos viscosos. En ausencia de viscosidad las férmulas se deben recuperar. Aqui
una onda se propaga a lo largo de la direccién normal del laminado. En el régimen de frecuencia
baja el MHA se aplica para obtener las propiedades y ecuacion efectiva.

111



7.1. Formulacién del problema

Vamos a considerar un laminado peridédico de dos ldminas planas y paralelas de periodo / cuya
normal es paralela al eje x;. Cada ldmina D, j = 1,2, estd ocupada por un fluido viscoso de
densidad de masa p;, médulo de compresibilidad «;, viscosidad volumétrica K; y viscosidad
cortante n;. Ver Fig. El grosor de cada ldmina es h;, hy, respectivamente. El compuesto
se somete a una excitacion armoénica proporcional a exp(—iw?), donde w es la frecuencia
circular. Las relaciones constitutivas y las ecuaciones de movimiento linealizadas de cada
@]
1

ldmina relativas a la presién actstica p'/y la velocidad v\/) = (v;”’, véj )) en cada fluido son dadas

porlKinsler etal.(1982),

Xy

Fig. 7.1: Laminado consistente de dos fluidos viscosos. Un fluido viscoso, que ocupa el dominio Dy, tiene densidad
de masa p;, médulo de compresibilidad «;, viscosidad volumétrica K; y viscosidad cortante n; y la ldmina tiene
un grosor h;. El otro fluido viscoso tiene propiedades andlogas con subindice 2. La celda es peridédica de periodo
h+ ho.

. K .
N=Ly.v? enD; 7.1
p 10) r 7y
. 1 o Kj+2n; ;
v = - Vp(])—].—?’n]V(V-V(])) enDj, (7.2)
iwp; iwp;|

para j =1,2. De (7.1) y (7.2) se obtiene la ecuacién de movimiento para p'/’, esto es,

2
; w ;
Ap(])+——p(1)=0 enD;, 7.3
c?l—i(x)‘rj U (7.3)
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donde c? =«K;/pj eslavelocidad del sonido de la onda plana que se propaga alo largo del eje x;
en el medio i. La cantidad

K - 4 il .
Vj _ J Br]] (7.4)
Pj
es la viscosidad cinematica;
1= % (7.5)
j
es el tiempo de relajacion 'y
2Vj 1/2
8= (—) (7.6)
)

es la capa limite del fluido. Se considera que el contacto entre la interfaz de ambos fluidos es

perfecto, esto es,

lIpll =0, (7.7)
10
‘——p -0, (7.8)
p]' 0x

enx;=0,R, 1[,...

7.2. Método de homogeneizacion asintética

La onda plana que se propaga a lo largo del eje x; es

pY = Ajexp(i(k;jx; — 1), (7.9)

donde el nimero de onda k ji= o 1

Cj {/1-ioT;

en la direccion +x;; sea k; = Rek; + ilmk;.

es complejo. Esta onda se atentia conforme se propaga

Cuando la longitud de la onda propagada es mucho més grande que la dimension de la celda,
Smith| (2011) obtiene las propiedades efectivas de un sistema anédlogo constituido por ldminas
con dos fluidos ideales las cuales se repiten periédicamente. La componente de velocidad
v y la presién p son continuas a través de la interfaz entre los fluidos. El determina las
propiedades efectivas mediante el método de homogeneizacion asinttica (MHA) y muestra
que éstas corresponden a un metamaterial con densidad de masa anis6tropa y médulo de
compresibilidad igual al reciproco del promedio geométrico de las dos fases. Nuestro objetivo
en este capitulo es aplicar el MHA a una celda de dos fluidos viscosos y encontrar las
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propiedades efectivas del nuevo compuesto. En el caso de viscosidad nula una vez que se hayan
deducido los coeficientes efectivos se deben alcanzar los resultados de|Smith|/ (2011). Las nuevas
variables en la microescala se definen como § = (&1, 2) = (x1/h2, X2/ hy). El pardmetro pequeno,
se elige relativo a la longitud de onda del fluido 2, esto es € = C%I’lz y es muy pequeilo, es decir,
% < hy. Por otro lado la macroescala X = (X1, X>) se elige relativa a la otra escala de longitud k»
a través de la adimensionalizacion €, o sea,

X; = L(e) (ﬂ) X, = L(e) (ﬂ) (7.10)
1— h2 ) 2 — h2 ) .
donde L(e) es de la forma
L) ~e+€’Ly+0(€®) conforme €—0, (7.11)

con Ly por determinar. En dos dimensiones se sabe que términos asint6ticos como €lne
pueden aparecer en el desarrollo asintético para la ecuacion de Helmholtz (Sabina and Willis,
1975). Asi mantendremos L(e) arbitraria en el desarrollo asintético. Antes de continuar con
la aplicacion del MHA, vamos a adimensionalizar las relaciones constitutivas , y la

ecuacion gobernante (7.3) con respecto al medio 2 de tal forma que

P1

m=m=—, mp=1, (7.12)
P2
C2
a=a=—, ax =1, (7.13)
C1
e introducimos la cantidad .
p, =2 (7.14)
0,

la cual definimos como la porosidad del medio D;. Con el reescalamiento hecho, la variable &,
esta definida en los intervalos

I, = (0,R/ hy), (7.15)
I, = (R/hy, 1/ hy). (7.16)
Ahora se considera que los campos principales p') y v\/) son funciones de la microescala &

y la macroescala X. Se procede a sustituirlos en las relaciones constitutivas (7.1), (7.2) y en la
ecuacion diferencial (7.3). Aplicando la regla de la cadena para las derivadas,

1
Vx= 1, (Ve +L(e)Vx), (7.17)
2
donde Vg = (a%, 6%2) yVx = (6%1, %) , la ecuacion (7.1) toma la forma
. mipaC . )
0 = TIPZ2 (g, v 4+ Loy V- v9); (7.18)
iea?

J
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ahora es
l ZP
=20 (v p?P +Levxp?). (7.19)
ZEI’)’L] P2C2

La ecuacién de movimiento adimensionalizada estda dada por

Agp' +2L(e)Ve - Vxp' + L©)*AxpV + €% T p¥ =0, (7.20)
donde Ag = 652 + 622’ Ax = aaXZZ + ax2 Al hacer la expansion de (1 - iwT;)” 1
(l—iu)‘rj)_1 = 1+iw‘rj—(w‘rj)2+---,
=1 fe” 2 7.21
=1+ EO(] + .-, (7.21)

J

tenemos que la ecuacion de movimiento adimensionalizada es de la forma

2
. . i€ .
AgpY +2L) Ve - Vxp + L(e)* AxpV) + 2 (1 +§(x] +- )pm —0, (7.22)
J

Se propone el siguiente Ansatz para la presion y la velocidad en el fluido

pPEX) = pi &% +epl &%) +2pl €,X) +- (7.23)
vIEX) =v €% +ev'’ &%) + v € X) +---. (7.24)

Para obtener las ecuaciones que satisfacen las funciones po , pi] ) péj ) etc., se sustituye el

Ansatz en las ecuaciones (7.22), (7.7) y (7.8) y se agrupa en potencias de e. El término
dominante a O(eo) es el siguiente sistema

Axp’ =0 enDj, (7.25)
[lpoll =0, (7.26)

0po 0po

o0 g 220 (7.27)

061 lap, 01 [ap,

donde 0D; y 0D» son las fronteras de D; y D2, respectivamente. A este orden el sistema coincide
con el obtenido por Smith! (2011). Se obtiene inmediatamente que la solucién estd dada por

P €,X) = AX) (7.28)

con A(X), una funcién arbitraria. O sea, que la presién a orden cero es independiente de la
variable rapida.
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A O(e) las ecuaciones son las mismas que las dadas en Smith| (2011), éstas son

aZP(j) )
L - _2v;-Vxp) enD;, (7.29)
081
lip1ll =0, (7.30)
dp1 0 dp1 @
(ﬂ+ﬂ) :m(ﬁ+ﬁ) . (7.31)
0&1  0Xy/lap, 0&1  0X1)lap,

Dado que el lado derecho de (7.29) es una combinacion lineal de VxA, se propone que la

solucién sea de la forma de producto:

p\V = (bo + b1&1,@) - VxA+B,;(X) enD, (7.32)
p¥® = (do+d1&1,@) - VxA+B2(X) enDs. (7.33)

De la continuidad en la interfaz se tiene
Bl(X) :Bz(X), b0+b1r: d0+d1r, (734)

ademads de la periodicidad resulta también que

b() = d() + dll/hg. (7.35)
Por lo tanto b; y d; son
-1(r-1
bl = w, (736)
(r—-1)—-rm
— M (7.37)
Y imra-=n’ '

donde r = R/I. A este orden € la solucidon p, tiene tres constantes arbitrarias a, dy y by y la
funcion arbitraria B(X).

A O(e?) la ecuacion diferencial es

aza’zg) + 26% agj(j) + Lza% ag)‘(;j) +Vxpy +aép’ =0 enD;, (7.38)

con las siguientes condiciones en la interfaz
Ip2(&,X)Il =0, (7.39)
H% (2’512 + 2P, aa;;)) - 0. (7.40)

Debemos notar que hasta este orden el término de porosidad no ha aparecido. Por lo tanto estas
ecuaciones son vélidas para cualquier porosidad y son la mismas que las obtenidas para fluidos
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inviscidos. Usaremos la ecuacion (7.38). Para determinar la ecuaciéon homogeneizada para esto

la escribimos de la forma

§)] @) (7 (7 )

0pg
L
Theox

0
&,

0
0,

op, 619 L 0P, ap

Y3 279X

-A p(]) (xzp(()]). (7.41)

Ahora integramos (7.40) sobre I; y le sumamos m veces la integral de esa misma ecuacion sobre
I,. Ellado izquierdo de la ecuacidon resultante es

apél) ap(l) L ap(()l)

3, | ox | 2Tox

2 2 2

o |0p,” Op; op,
d +mf — + +L
‘1 L& | 08 oX | 2ax

9
I aE'l

dg.

Al aplicar el teorema de la divergencia y usando la ecuacion (7.40) se sigue que esta integral se

anula. El lado derecho de la ecuacion resultante también se anula y se escribe como sigue

02 p 52)

081

2 (1)
f + AxAX) + ®AX)
I 651

+ AxAX) +AX) | d&; = 0. (7.42)

dal —-m [
Iz

Después de reemplazar las expresiones de pij ) y usar las condiciones de continuidad en la
interfaz, (7.39) y (7.40), se obtiene la ecuacion homogeneizada para la presion media Py = A(X):

0%AX)

e [rby + m(—r)di] +AxAX) [r + m(1-1)] + [raé + m(1-1)]AX) =0 enR?  (7.43)
1

si multiplicamos (7.43) por p2

02AX)
aXz [rb1p2 +p1(1—- I‘)dl] + AxAX) [pzr +p1(1- r)]
+[rp2af +p11-1)]AXK) =0 enR”. (7.44)

Esta ecuacion es la misma que la obtenida por Smith| (2011). Se sigue por lo tanto que las

viscosidades de los fluidos no tienen efecto a este orden.

Para determinar las propledades efectivas retomamos las relaciones constitutivas (7.18) y (7
Primeramente de (7.19) definimos

1- %GZP_Z(XZ

VEX) =ev(E,X) = —2 1 (VE p + L(e)VXp(j)) . (7.45)
l€m]'p2()2
Se supone que la velocidad es de la forma
VEX) = ev=Vp&X) +eVi(E,X) +eVa(§,X) +---. (7.46)
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El Ansatz (7.23) se sustituye en (7.45) y se igualan los términos similares de € en (7.46) con lo que
se obtiene

1 .
v Ex) = ———vepl, (7.47)
Im;p202
) 1 () ()
Vit©,X)= ——|V +V , 7.48
0= Vet + v (7.48)
2
1 10
VY (€X) = ———— | Vepl + Vxp!” + LoVxp{ + - Lvepll|. (7.49)
m;jp2c2 2P

El término de la porosidad sé6lo aparece en la ultima ecuacion, pero, para determinar las
velocidades efectivas, este término no es necesaria pues la presion y la velocidad promedio
estan dadas por

HX) = fl pEXdE ~ A +O() (7.50)
1Ulp

9% = f V(E, X)dE| ~ f Vi€, X)dE; +0(), @7.51)
Iul, Lul,

respectivamente. Para determinar las velocidades efectivas s6lo usaremos la ecuacién (7.48).
Procedemos a esto tomando el promedio de esta ecuacion sobre la celda

1 0A OA 0A OA
fr(X)~f Vid :f,—[(b +1)— d f [(d +1)— ]d
I,Ul, 11 L [C2myp2 1 X, 90X, bt ip2C2 ! 0X; 90X ‘1
L [(b +1) 0A =~ 0A + di+1DA-r)— 0A (1 )] (7.52)
= T, r -r -r .
imcng ! 6X1 6X2 imgcng ! 6X1 6X2
Entonces cada componente de la velocidad promedio estd dada por
1
Nh~|——Wb+Dr+—d1 + 1)1 - r)] (7.53)
imycoP2 iMaP2Co 0X;’
. [ 0A
Vp~|r——+ (0 —1) reral (7.54)
imicop icopz | 0Xo
lo cual se reescribe de una manera mas conveniente como
D L 0A (7.55)
! ico[=r)p2+p17] 0X1’ '
+(1- 0A
s Trp2t(1-T1)p (7.56)

icop1pz 00Xy
De (7.55) y (7.56) se concluye que el compuesto tiene una densidad anis6tropa dada por

=({1-r)pz2+p11, (7.57)
P1P2

_ (7.58)
rp2+ (1 -r)p1

Px, =
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Las densidades efectivas son iguales a las de un bilaminado de fluidos inviscidos. Esto quiere
decir que las viscosidades no tienen influencia en las densidades efectivas. Hay que notar que
la densidad efectiva en la direcciéon x; es el promedio aritmético de las densidades de los

constituyentes y en la direccion x; es el inverso del promedio geométrico.

Para determinar la compresibilidad efectiva se hace uso de la relacién constitutiva (7.18)

. mM:05C . .
p? = P22 (v, w0 + L@ Vx v
l€0(l.
= ﬁ [Vg-(V(()f) +ev +e2vy) +) +L(eVx-) (V(()” +ev +e2vy) +)] . (7.59)
lezai

Una vez mis se sustituyen p) y v{/) por las expresiones dadas en sus Ansatz (7.23) y (7.46),
respectivamente, en la ecuacion anterior. Ordenando en términos de potencias de € obtenemos

0= Vg -V, (7.60)
OZVE'V1+VX'V0, (7.61)
mipP202
po = # [Ve-Va +Vx- V) + Ly Vx - Vol. (7.62)
j

Estas ecuaciones son iguales a las obtenidas por [Smith| (2011). Por lo tanto la relacién
constitutiva efectiva serd la dada por él en su ecuacion (2.33) la cual es

5 AK) ~ — KiK2 g9 (7.63)
~ ~———VxV; :
p icorko+(1-r)xy X

por lo tanto la compresibilidad efectiva es

K1K2
K= k2 (7.64)
r<o + (1-r)xq

Entonces la compresibilidad efectiva es el inverso del promedio geométrico de las compresibi-
lidades de los constituyentes. En conclusion el bilaminado de fluidos viscosos es un metamate-
rial con densidad de masa anis6tropa y médulo de compresibilidad isétropo. Las propiedades

efectivas no muestran dependencia de las viscosidades de los fluidos.

7.2.1. Caso localmente resonante

Vamos a considerar el caso localmente resonante en el que ¢; << ¢» y ko << hy. Para esto

hacemos

a;=—, oz=1. (7.65)

™
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Ademads L(e) = € pues en el caso anterior el término €* no tuvo efecto en las ecuaciones
obtenidas.

Sea
a=ay(l+ea+eas+--), (7.66)
con oy, = 2nmn/r, entonces la ecuacion diferencial (7.22) en D; toma la forma

1)

Aip(l) +2€V§-pr(” +e?Axp +fay, (1 +eay +€2ap +--)

el
€
x (1+Ecxn(l+ea1+€2ag+---)+---)p(1) =0 enD (7.67)

i
io? o
1+— +€a1 o nti—
2P% ps

p’ =0 enD;. (7.68)

la cual se escribe como

Agp(l) +2€Vg - pr(l) +e%A p(l)

io? 5ot
+e’ol | a5+ —ra5 |+ € — (af +2a3) +
p? 2P

Se sustituye el Ansatz (7.23) en la ecuacion anterior y se ordena en términos de € con lo cual se

obtiene la siguiente sucesién de problemas

2
(1) 1 _
Agp (1+2P1)]90 0, (7.69)
2 2
Agpi! +2V - Vxpy + o, “1(1“ )pél)“x (Hl )Pﬁn— ) (7.70)
P]. P]
2 2
Agpy’ +2VeVxpy” +Axpy” +o (1+2P )P§1)+0‘ “2(1+ p? )pf)l)— : (7.71)
1 1

Recordemos que las porosidades son pequefias, es decir, PJTl <« 1 entonces las ecuaciones

(7.69)—(7.71) se reducen a

Agpl + o py =0, (7.72)
Mgy +2Vg-Vxpy +oaipy +oqpy” =0, 7.73)
AEP(D + ZVEVXP(I) + AXP(()D + O‘npg) + “gp(()l) =0. @74
En el medio Dy la ecuacién es (7.22) con j =2,
ie?
Agp® +eVy - Vxp® +e*Axp® +e (1 "oprt ) p?=0. (7.75)
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Para determinar py necesitamos resolver el siguiente sistema

(1

con condiciones en la interfaz

[l poll

ap(l)

0¢;

Agp, +(xnp(()1) 0 en Dy,

A p(z) 0 en Dy,

0,
op,

2

0&1

Se encuentra que la solucion esté facilmente dada por

A O(e) el sistema a resolver para p! es:

AX)cos(a,€) en Dy,
Po®X) = s 1
AX) en D,.
m m )
o (0p; +al9 2 0 4 py —ap!
o5, | g axy | Pt T axGeg 1o
32 p®? d70
+2 =0 enD
3e2 | “aE.X, ’

Si se multiplica (7.81) por cos(a;,) y se integra sobre el medio 1 se obtiene

cos(ay,) (

o) M\ 1R/

op; . opy
0¢;  0Xy

+ [sen((xn)o(np1

Al integrar la ecuacion (7.82) sobre el medio 2

ap(z) ap(()z)
+ —_—
[ 0¢;  0Xy

1/hy

)]R/hg

2

l/hy

+ [prag sen(ay) |y ;2

R/ hy

f cos(an)zdﬁl.
I

=0.

La suma de la ecuacion (7.83) con m veces (7.84) da como resultado

apgl) a (1)

3, Xy

cos(ay) (

R/hy

ap(Z)

081

)
0X;

l/hy

R/hy

Por la condicién (7.31) junto con la periodicidad de p; y po se tiene

por lo tanto a; =

0. Asila ecuacion (7.81)

aZPEU

6&%

0=—oc a%,

se reduce a

1 _
np1 =
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62p(1)
08,0y

2

(7.76)
(7.77)

(7.78)

(7.79)

(7.80)

(7.81)

(7.82)

(7.83)

(7.84)

(7.85)

(7.86)

(7.87)



con las siguientes condiciones en la interfaz

(o )
061 0Xy

(on )
0¢1  0Xy

- ’
6D1 aDZ

lIp1ll =0.

Se puede verificar que la solucién de este sistema es

m 0A
= CX)cos(a,&)) + ———sen(a,&;) — ——¢&; cos(a,E;) en
op(l—r1) 0X;

r 6A+rﬁl 0A
—roX; 1-roX;

PP (E,X)

p? (€,X) = CX) -

en Do.

donde C(X) es una funcién arbitraria.

Al siguiente orden, €? se tienen las siguientes ecuaciones para p

02 p 2.,1)

0°p
2 1 _ 1 1) 2 2 (1)
+ -2 -V D ’
ae P = 2ax g T VxR —endpy enD:
__ 9 Cvun@_ @ D,.
o " 2 ox, b P enD:

(7.88)

(7.89)

(7.90)

(7.91)

(7.92)

(7.93)

las condiciones en la interfaz se deducen de (7.39) y (7.40) haciendo la sustituciéon de los

desarrollos (7.23) y (7.24). La solucion de este sistema estd dada por

piV (€,X) =D(X) cos (&) + EX) sen(a,&;) + 1 0A cos(a,&1) — 6—61 cos(a,&1)+

2 0X3 0X;4
P r oC 1 0*A 1
X GX——.,S,P - +-(1+nr% ,
&,X) =G(X) 251 (1—raxl 2(1—r)aX§ 2( N &
donde
2m\*A _, s
fflz(l—:)a—X%—VXA—anazA,
2r 9%A
.,%2: aX2+VXA+A

(7.94)

(7.95)

(7.96)

(7.97)

DX), EX), G(X) son funciones arbitrarias de X. Para determinar las propiedades efectivas

retomamos las relaciones constitutivas y usando a = a, (1l + €?ay + -

ecuaciones del medio D;.

--) en las

Se reemplazan p) y V por sus respectivos Ansatz (7.23) y (7.46) en la relacién constitutiva (7.19)
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para j =1 e igualando las potencias de € se obtiene a cada orden de €, n =0, 1,2

1as, )

I _
VO = I_EP_% pO , (798)
102
Vi = I_EP_Z [Vgp(l)-i-v p(l)]’ (7.99)
1
1a? 14a5
v = I_EP_Z [Vgp(l)+v pu)] ZP_gvi.p(()l), (7.100)

Para obtener la relacion constitutiva del compuesto se integra sobre el medio D; la igualdad
(7.100) y se suma la integral de (7.48) sobre el medio D;. Al considerar P < 1 y sustituir las

expresiones de p((,] ) y pij ) obtenemos las velocidades efectivas:

m-—r op . 1 ap

0= ippcom(1—r) 0X;’ b2 = ip2cp 0Xy (7.101)
De tenemos que las densidades efectivas estdn dadas por
1-r
Px = m» Px, = P2- (7.102)

En este caso la densidad en la direccién x, es la misma densidad del medio 2. De la relacién
constitutiva (7.18) y los Ansatz (7.23) y (7.46) se obtiene la siguiente sucesion de relaciones para
el medio D,

—imyp202 Vg - Vm = p(()”, (7.103)
—imip2ca(Vx -V + Ve - VD) = pl)) (7.104)
—imip2c2(Vg -V + Vx - VD) = o piV + a3 p V. (7.105)

Estas ecuaciones son las mismas que las obtenidas por |Smith! (2011), es decir, son vélidas para
cualquier porosidad, P;.

Enseguida vamos a obtener la compresibilidad efectiva. Primeramente la igualdad (7.104) se
integra sobre el medio D;:

ia f pdE; = mpyc (Vz1 /T2 +Vx'fl Vldﬁl), (7.106)
1

y se le suma la igualdad correspondiente en el medio D, que es

ij; Po d&l_lp poz(Vgl |R/h +Vx- fVldﬁl), (7.107)
2 I

donde V3, denota la primer componente de la velocidad V,. De la continuidad de V, en la

fr:f vldaI:L(mi
I pP2C2 m
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’A £

2
ox2 2

) . (7.108)



Al considerar la expresion de £ y las velocidades efectivas (7.101), se obtiene finalmente la
siguiente relacién constitutiva para el compuesto

oD oD
p=- 2 { n U1+(m(1—r)+r/2)£}, (7.109)
lCzpz[m(l—r)+r0(na2/2] 1-r/madX; X,
ov ov
_ K1K2 _ { m 0 +(1_r+L)£}_ (7.110)
ico [K1(1—1) +rke0gas/2] [ m—rdX; 2m) 0X,

A diferencia del caso anterior aqui la compresibilidad efectiva también es anis6tropa.

La ecuacion homogeneizada se obtiene a partir de la relaciones constitutivas (7.101) y (7.109)

quedando de la siguiente forma

M PA o n e S [m(1= 1)+ a2od/2] AX) =0 (7.111)
m—r 9X? 0X5 a2 - '

lo cual reescribimos en términos de la densidades de masa de los constituyentes

0%A
> +
GG

1 0%A r 1-r

N N 1—r+a§(2nn)2
P1—rp20X5  [2p1  p2

P2 2p1

AX) =0. (7.112)

7.2.2. Observaciones

El laminado de fluidos viscosos estudiado en este capitulo es un metamaterial cuyas propie-
dades y ecuaciones de movimiento homogeneizadas no dependen de las viscosidades de los
fluidos, es decir, son las mismas propiedades y ecuaciones de movimiento que las de un lami-
nado de fluidos ideales. Los casos resonante y no resonante analizados presentan diferentes
caracteristicas las cuales mencionamos a continuacion.

» Fllaminado de fluidos viscosos en el caso no resonante
* Posee una densidad anisotropa y una compresibilidad is6tropa.

* La densidad en la direccion paralela al laminado es el promedio aritmético de las
densidades de los constituyentes.

¢ La densidad en la direccién perpendicular al laminado es el reciproco del promedio
geométrico de las densidades de los constituyentes.

* La compresibilidad efectiva es el reciproco del promedio geométrico de las compre-
sibilidades de los constituyentes.

124



* Los resultados son independientes de la relacion entre la capa limite del fluido y el

grosor de la lamina.
= El laminado de fluidos viscosos en el caso localmente resonante
* Posee densidad y compresibilidad anisétropas.

* La densidad efectiva en la direccién perpendicular al laminado es la densidad del
medio 2.

* Los resultados son validos si la capa limite del fluido es muy pequefia comparada

con el grosor de la ldmina.
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Capitulo 8

Conclusiones

En esta tesis se da respuesta al problema fundamental de la teoria de materiales compuestos de
prediccion de propiedades efectivas de dos clases de compuestos periédicos cuando se conocen
las propiedades fisicas de sus fases, su fraccion de llenado y su microestructura. Se estudian
aquellos llamados compuestos laminados (CL), cuya celda periédica es una lamina infinita de
espesor constante que estd formada a su vez por dos o més constituyentes. Estos pueden ser
materiales eldsticos o fluidos viscosos. Y los llamados compuestos reforzados de fibras (CRF)
cuya celda periédica es un prisma recto de seccién transversal paralelogramica que cubre todo
el espacio. El prisma estd formado por dos materiales termoelasticos. Uno, el reforzamiento,
llena un cilindro infinito de seccién circular y eje de simetria paralelo al eje del prisma; el otro,
la matriz, ocupa su complemento en el prisma. Los materiales termoeldsticos que estudiamos

son auxéticos y/o con coeficiente de expansion térmica (CET) negativo.

Se estudian dos clases de CL: los CL formados por n laminas hechas de materiales elasticos
con tres diferentes anisotropias, que estan en contacto perfecto, es decir, el desplazamiento y
la tracciéon son continuos a través de la interfaz entre las ldminas; y CL constituidos por dos
fluidos viscosos. Se considera que la capa limite del fluido es muy pequefia en comparacion con
el grosor de la lamina y que la velocidad en la direcciéon del laminado y la presién son continuas

en la interfaz entre las laminas.

En el caso de CRF se considera que estdn constituidos por dos constituyentes isétropos

termoeldsticos. Aqui también se supone que los materiales estdn en contacto perfecto.

En los compuestos existen dos escalas de longitud, la microescala asociada a las heterogenei-
dades del compuesto y la longitud de la onda actstica que se propaga en el medio, la cual se
supone menor o igual a la escala macroscépica caracteristica del medio. En los compuestos es-
tudiados las heterogeneidades son muy pequefias comparadas con la escala caracteristica del
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medio por lo cual es posible aplicar métodos de homogeneizacién para determinar ecuaciones
y propiedades efectivas del compuesto. En este trabajo se utilizaron dos técnicas de homoge-
neneizacion, el método de homogeneizacion asintotica (MHA) aplicado a los CRF y al CL de
fluidos viscosos. La segunda técnica que se utiliza es el método de Backus el cual se aplica al CL
de materiales elasticos por su simplicidad. Las propiedades de los laminados también se pue-
den deducir mediante el MHA pero se eligi6 el método basado en la idea de Backus porque éste
es mucho mads sencillo de aplicar.

Compuestos laminados elésticos

Se estudiaron CL de constituyentes eldsticos para tres diferentes anisotropias: isotropa, ctibica
y transversalmente isotropa. Se determinaron las propiedades ingenieriles efectivas usando el
método de Backus en la relacién constitutiva entre la deformacion y el esfuerzo e = So. Las
expresiones que se obtuvieron para las propiedades efectivas de los laminados son expresiones
algebraicas sencillas. Se escriben como promedios que involucran las propiedades de las
fases y la fraccién volumétrica que ocupa cada una de ellas (5.13a)-(5.16d). Una consecuencia
inmediata de este hecho es que las propiedades efectivas son independientes del orden en que

las laminas son colocadas.

Primeramente discutiremos los resultados obtenidos para CL con materiales de simetria
is6tropa. De las expresiones analiticas de los médulos de Young efectivos (5.13b), se
deduce que el promedio aritmético de los mdédulos de Young de los constituyentes es una cota
inferior del médulo de Young del compuesto en la direccién perpendicular a la del laminado,
es decir, E;;, = Z;f‘:lEiVi. Asi mismo el reciproco promedio geométrico de los médulos de
Young es una cota inferior para el médulo de Young del compuesto fuera del plano, esto es,
Eour < (Z?Zl E;/V;)~!. De aqui que estos promedios, también llamados regla de mezclas, no son
una buena aproximacién en el caso de laminados como usualmente se supone. En cambio, para
el moédulo de rigidez efectivo en la direccion del laminado y en la direccion perpendicular a éste
son el reciproco del promedio geométrico y el promedio aritmético de los médulos de rigidez

de los constituyentes, respectivamente.

Las expresiones analiticas de las propiedades efectivas se validaron realizando una compara-
cion con EE Los valores obtenidos con la férmula del médulo de Young en la direccién del la-
minado se compararon con los obtenidos numéricamente mediante tres diferentes instrumen-
taciones de EE Una de ellas es la reportada por Kocer et al.| (2009), una segunda estd basada en
la guia general reportada por Berger et al.| (2005) la cual fue programada en ANSYS y la tercera
es lareportada por|Chirima et al.| (2009) cuya instrumentacién usando ANSYS mostraba errores.
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Todos los datos de las dos primeras coinciden perfectamente y estdn dentro del intervalo de
validez de las cotas de Hill que como se sabe son cotas vélidas para compuestos bifdsicos con
cualquier geometria. Es importante sefialar que Kocer et al.|(2009) modelan laminados con dos
constituyentes y los alternan para tener laminados con diferentes nimero de ldminas esto viene
a confirmar que las propiedades no dependen del orden en que las laminas se toman sino de
la fraccién volumétrica total de cada constituyente. La instrumentacién de EF de|Chirima et al.
(2009) deja mucho que desear pues sus cdlculos dan valores de médulos de Young y médulos de
rigidez que estan fuera del intervalo de validez de las cotas de Hill. Lo anterior muestra que di-
ferentes instrumentaciones del mismo problema puede dar resultados diferentes. Las formulas

analiticas tienen la ventaja sobre el elemento finito que éstas son sencillas y rdpidas de calcular.

Se encontraron nuevos resultados, que son contraintuitivos, para CL. Se dedujo el intervalo de
fraccion volumétrica VE en el cual el compuesto se endurece, relativo al médulo de Young,
que puede ser tanto en la direcciéon del laminado VE y en la direccién perpendicular
a é1 VE, (5.40). Es decir, el compuesto resulta mas duro que sus constituyentes bajo ciertas
condiciones. Estas estdn en funcién de los médulos de Youngy cocientes de Poisson de las fases.
Por otro lado, se determinaron férmulas para el intervalo de fraccion volumétrica VAX, respecto
a componentes auxéticos, en el que el compuesto es auxético. Igualmente se tiene VAX
y VAX | para denotar los respectivos intervalos de auxeticidad en el plano paralelo y
ortogonal al laminado. La VAX; depende de los médulos de Youngy de los cocientes de Poisson
de los constituyentes. En cambio la VAX| no depende de los m6dulos de Young. Es importante
determinar las ventanas de auxeticidad ya que como sabemos los materiales auxéticos son
poco comunes y estos tienen posibles aplicaciones médicas e industriales. Célculos numéricos
muestran que las ventanas de aumento y de auxeticidad pueden ser bastante amplias. También
se encontraron intervalos de la fraccién volumétrica en los cuales los cocientes de Poisson
pueden ser mds pequeiios que el mas pequetio de los constituyentes y mds grande que el mas
grande de ellos, es decir, el compuesto se ensancha o adelgaza en mayor medida que el mayor

o en menor medida que sus constituyentes.

Se calcul6 la indentacién de flexibilidad (IF) de un bilaminado de constituyentes is6tropos para
dos casos. En el primero el indentador y el medio estdn en contacto sin friccion y en el segundo
estan en contacto soldado. Para los cdlculos se usaron las férmulas dadas por Fabrikant (1988,
1991) ([5.44)5.48)y los datos obtenidos mediante las férmulas analiticas de las propiedades
ingenieriles efectivas. Los datos obtenidos coinciden con los calculados mediante de EF por
Kocer et al.| (2009) y estos coinciden. Se observa que si la ldmina auxética es mucho més gruesa
que la no auxética, la IF es menor, es decir, la penetracién del indentador en el laminado
disminuye y, por lo tanto, es mds dificil deformar el compuesto. Ademds en el caso limite en
el que el grosor de una de las ldminas tiende a cero, la IF del bilaminado coincide con la del
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respectivo material is6tropo.

Se estudiaron CL con dos constituyentes de simetria ctibica. Los ejes de simetria de uno de ellos
estan rotados un dngulo 0 alrededor de la direccion perpendicular al plano con respecto las ejes
de simetria de la segunda ldmina. En este caso se determinaron las constantes eldsticas efectivas
de CL (5.68H5.74). Después se calcularon las propiedades ingenieriles usando la relacion entre
éstas y las constantes eldsticas. Esto se hizo porque estas férmulas son mucho mads faciles
de manejar y hacerlo para las constantes ingenieriles no nos daria mucha més informacion.
Para calcular las propiedades efectivas primero rotamos los ejes de simetria para hacer que
coincidieran en los dos laminados. Al rotar los ejes de simetria el material pasa de tener simetria
cubica a tetragonal con respecto a los ejes de la otra ldmina. El m6dulo de Young en la direccién
x1, el cociente de Poisson del plano x;x», el mddulo de rigidez en la direccion x1x2 y Sig

dependen del angulo de rotacion. El resto de las propiedades es independiente de 0.

Los ejemplos numéricos muestran que el médulo de Young efectivo en la direccién perpendicu-
lar a la del laminado y el cociente de Poisson efectivo del plano perpendicular a éste dependen
del dngulo 0. En cambio el médulo de Young efectivo en la direccion paralela al laminado y el
cociente de Poisson en el plano x; x3 no dependen de este dngulo de rotacion. Las propiedades
efectivas son funciones n/2 periédicas como funcién de 6. El médulo de Young en la direccién
del plano es creciente como funcién de 0, es decir, entre mayor es el dngulo el laminado serd
mas duro en la direccién x3. El cociente de Poisson muestra ser decreciente como funcién del
angulo entonces entre mayor sea el &ngulo més pequeno serd el cociente de Poisson en el plano

X1X2.

Para CL con constituyentes transversalmente isotropos se determinaron expresiones analiticas
de las propiedades ingenieriles efectivas: m6édulos de Young, cocientes de Poisson y mé6dulos
de rigidez (5.75H5.83). De éstas se deduce que el promedio aritmético de los médulos de Young
de los constituyentes en la direccion x; es una cota inferior para el médulo de Young efectivo
en esa misma direccion (5.84). Al igual que el promedio aritmético de los médulos de Young
de los constituyentes en la direccién x, es una cota inferior para el médulo de Young en esa
misma direccién (5.85). Este compuesto posse simetria ortétropa y sélo uno de sus médulos
de Young y dos de sus cocientes de Poisson efectivos dependen de los dos médulos de Young y
de los dos cocientes de Poisson de los constituyentes. El cociente de Poisson en el plano x; x»,
los mé6dulos de Young en la direcciones x; y x2 que no depende de los cocientes de Poisson en
la direccion x,x3 de los constituyentes. Por esta razén la ventana de auxeticidad en ese plano
se puede dar explicitamente en una férmula sencilla (5.86). Para determinar las ventanas de
auxeticidad en los otros planos es necesario encontrar las raices de un polinomio de segundo

orden cuyos coeficientes dependen de las propiedades de los constituyentes.

Para los tres tipos de constituyentes los CL estudiados pueden presentar un aumento en la
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dureza en cualquier direccion aun si las ldminas no son auxéticas pero el aumento es mas
notable si una de las ldminas es auxética y este aumento se incrementa conforme la ldmina es
mas auxética. El aumento se puede presentar en un amplio intervalo de fraccién volumétrica.
También en los tres casos los cocientes de Poisson pueden ser més grandes o més pequefos que

los respectivos de los constituyentes.

Compuestos reforzado de fibras

Ahora pasamos a discutir los resultados sobre CRE Las expresiones para las propiedades
efectivas como mencionamos anteriormente se determinaron usando el MHA. Al aplicar este
método se obtiene una sucesion de ecuaciones diferenciales parciales elipticas las cuales se
resuelven usando la teoria de funciones elipticas doblemente periédicas debidas a Weierstrass.
Las expresiones de las propiedades efectivas (4.124} [4.125] [4.206) son mas complicadas que
las de los laminados. Son férmulas cerradas pero facilmente programables. Ellas muestran

una dependencia explicita de las propiedades termoeldsticas de los constituyentes, la fracciéon
volumétrica que ocupan, la geometria del compuesto (el &ngulo de la celda paralelogramica) a
través de y de la soluciéon de problemas de ecuaciones diferenciales parciales en la celda unidad,
los llamados los problemas locales. Resolver los problemas lleva a determinar la solucién de
un sistema infinito regular de ecuaciones lineales para obtener la solucién. Las propiedades
efectivas dependen de los primeros coeficientes del sistema. Dado que el sistema es regular éste
se puede resolver mediante aproximaciones sucesivas. En general para los sistemas obtenidos
para los diferentes problemas no se requiere resolver mas alld de un sistemas de 12 ecuaciones

para que la solucién converja.

Se calcularon numéricamente las propiedades efectivas de varios compuestos bifdsicos.
Observamos que al igual que en el caso de CL en CRF existe un aumento en la dureza con
respecto a los constituyentes si uno de ellos es auxético. Esto ocurre en un amplio intervalo
de fraccion volumétrica. El endurecimiento es mayor si el material auxético es la matriz. Al
igual que en CL se observa que los cocientes de Poisson efectivos pueden ser mds grandes o
mas pequenos que los de los constituyentes. Las ventanas de auxeticidad también pueden ser
bastante amplias.

Las propiedades ingenieriles muestran dependencia del dngulo de la celda paralelogramica

para una fraccién volumétrica mayor a aproximadamente 0.2.

En un compuesto formado por constituyentes de la misma dureza y cuya matriz es muy auxética
con v; = —0.8 y la fibra tiene v, = 0.3 observamos que el médulo de Young efectivo en la

direccion de los cilindros decrece como funciéon del dngulo, es decir, el compuesto serd mas
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blando conforme aumente el dngulo de la celda unidad. Lo opuesto sucede con el médulo de
Young efectivo en la direccién perpendicular a los cilindros, este crece como funcién del angulo.
Por lo tanto el compuesto es mds duro en esa direccién conforme aumenta el &ngulo de la celda.
Como ya mencionamos la dependencia del dngulo se aprecia para una fraccién volumétrica
menor a 0.2. Para una fraccién volumétrica menor las propiedades efectivas son muy cercanas
entre si. Esto es fisicamente esperable pues para cilindros pequefnos la configuraciéon de un
compuesto en arreglo paralelogrdmico con dngulo 6 no varia mucho a la de otro compuesto

con diferente angulo.

El aumento en la dureza en varios ejemplos se da para toda fracciéon volumétrica tanto en la

direccién ortogonal como en la paralela a los cilindros para materiales de igual dureza.

Consideramos dos CRF en arreglo hexagonal con constituyentes termoeldasticos. En el primero
una de las fases es auxética con CET negativo yla otra tiene cociente de Poisson positivo con CET
positivo. El segundo compuesto estd formado por un material auxético con CET positivo y uno
con cociente de Poisson positivo con CTE negativo. Los CET efectivos del segundo compuestos
son menores que los del primero. Ademas el intervalo de fraccion volumétrica en el cual estos
son negativos es més amplio. En un CRF en el que los médulos de Young de los constituyentes
son iguales, uno es muy auxético y el otro casi incompresible. Se observa que si la fibra tiene
CET negativo entonces con s6lo un 10% de ésta el compuesto también tendrd CET negativo en
las dos direcciones principales mientras que si la matriz es la que tiene CET negativo entonces

es necesario al menos un 20 % para que el compuesto tenga CET negativo.

De los ejemplos de CRF concluimos que si la matriz es auxética con CET positivo y la fibra es
convencional con CET negativo las propiedades efectivas son mejores que para cualquier otra
combinacién de CET y cociente de Poisson.

En general el uso de materiales auxéticos y/o con CET negativo en un compuesto mejora las
propiedades de éste tales como dureza, indentacion de flexibilidad y expansién térmica. Estas
mejoras son mds notables conforme las propiedades de los constituyentes se vuelven mas

negativas.

El hecho de que la combinacién de materiales con propiedades negativas con materiales
usuales tenga como resultado materiales con propiedades negativas es importante pues como
es bien sabido estos materiales son poco usuales. Y se sabe que estos materiales pueden
tener importantes aplicaciones. En el caso de materiales auxéticos como proteccion de fuerzas
externas entre otras. En el caso de materiales con CET negativo como control de expansion
térmica.
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Compuestos laminados de fluidos viscosos

Para el estudio de un laminado de fluidos viscosos se us6 el MHA para determinar la
ecuacion de onda efectiva para la presion y las relaciones constitutivas efectivas entre la
presion y la velocidad de fluido. De este estudio se desprende que el medio efectivo es un
metamaterial con densidad anis6tropa y compresibilidad isétropa. Si las propiedades son
tales que en una de las ldminas hay un efecto resonante, el metamaterial también presenta
una compresibilidad anis6tropa. Las propiedades efectivas y la ecuacién homogeneizada no
dependen de las viscosidades de los fluidos constituyentes, es decir, el laminado posee las
mismas propiedades que las de uno constituido por fluidos ideales. En el caso no resonante
esto sucede independientemente de la relacion entre la capa limite y el grosor de la ldmina que
se supuso pequefa en un principio.

Problemas abiertos

El estudio de CL se puede extender para constituyentes con otras simetrias como: ortotropa,
monoclinica e incluso para materiales totalmente anisétropos usando las expresiones de los
bloques efectivos (4.13)—(4.15) del Capitulo 4. S6lo hay que sustituir los valores correspondien-
tes en los bloques de los constituyentes que aparecen en (4.8). Las expresiones de las propieda-
des efectivas dependerdn de un mayor nimero de pardmetros conforme la simetria de los cons-
tituyentes aumenta. Las expresiones se pueden programar en MATLAB para realizar un andlisis
numérico sobre la existencia de endurecimiento del compuesto en las direcciones paralela y

ortogonal del laminado, ventanas de endurecimiento y ventanas de auxeticidad del compuesto.

En el caso de CRF el siguiente paso es realizar un analisis de sus propiedades térmicas efectivas
para un arreglo diferente al hexagonal, es decir, cuando la celda paralelogramica tiene un
angulo diferente a m/3, el Ginico caso que se tom6 aqui. Un segundo interés con respecto a
estos compuestos es considerar como constituyentes materiales con simetria transversalmente
isétropa. En especial, tomar una combinacion de materiales en la cual uno de ellos no sea
auxético en todos los planos y en el otro el material tenga CET negativo pero no en todas las
direcciones. Queremos analizar si el comportamiento serd similar al caso de constituyentes
isotropos, esto es, seguird existiendo un aumento en los médulos de Young al combinar estos
materiales y en qué direcciones este aumento ocurrird; ver qué tan amplias son las ventanas de

auxeticidad y los intervalos donde el CET efectivo serd negativo.

Por ultimo, haciendo referencia a los resultados obtenidos para CL de dos fluidos viscosos tanto

el caso resonante como en el que no lo es, es de interés combinar, primero, en un trilaminado
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periédico formado por dos ldminas con constituyentes fluidos viscosos y la tercera una ldamina
hecha de un medio eléstico en contacto perfecto. Un segundo problema de interés es considerar
la geometria propia de un CRE esto es, un cilindro elastico rodeado de dos fluidos viscosos en
contacto perfecto. En ambos compuestos habria que analizar el caso de resonancia y el caso sin
resonancia usando MHA.
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Apéndice A

Condiciones de positividad de Cy S

En el Capitulo |2 escribimos las constantes elésticas y de flexibilidad diferentes de cero de
los tensor de rigidez y flexibilidad, las restricciones entre ellas debidas a la termodindmica
para los materiales con simetria is6tropa, cubica, transversalmente is6tropa y tetragonal. En
este apéndice escribimos la representacion matricial de los tensores correspondientes a los

materiales y deducimos co6mo es qué se llega a esas relaciones.

Como dijimos en el Capitulo[2] para la estabilidad del sistema, la energia de deformacion, U, asi
como la de esfuerzo, Uy, deben ser positivas, es decir,

U, =e(x)C(x)e(x) >0, Ugs =0(x)S(x)a(x) > 0. (A.1)

Para que esto suceda la matriz de rigidez y flexibilidad deben ser definidas positivas. Sabemos
que para que una matriz sea definida positiva se deben cumplir una de las siguientes tres

condiciones:
= Los menores principales son estrictamente positivos,
» Los determinantes de los menores deben ser positivos,
= Todos los valores propios deben ser positivos.

Vamos a hacer uso de la tercera condicién para encontrar las restricciones que deben cumplir
las constantes elésticas. Las condiciones para las constantes de flexibilidad son idénticas.
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Primeramente escribimos el tensor de rigidez C para un material con simetria is6tropa.

Cii Ci2 Cp2 0 0 0
Cn Cp 0 0 0
C= Cn 0 0 0
sim (Ci1=Cy2)/2 0 0
(C11—Cq2)/2 0

(C11—Cy2)/2

Para esta matriz los valores propios son (Cy; —Cj2)/2 y C1; que deben ser positivos, por lo tanto,
las condiciones que deben cumplir las dos constantes independientes son

Ci1—Ci2>0, (A.2)
Cy; >0. (A.3)

Para materiales con simetria cibica su representacion matricial es

Chi Co2 C2 0 0 O
Ch Ci2 O 0 0
C= Ci1 0 0
sim Cy O 0
Cy O
Caa

Los valores propios asociados a esta matriz son Cy; — Cy2, C;1 +2Cj2 y Cy4, que deben cumplir

las siguientes restricciones:

Ci1—Ci2>0, (A.4)
Cy1+2C12 >0, (A.5)
Cyy > 0. (A.6)

Para un material transversalmente is6tropo con eje de simetria Ox;, la matriz de rigidez C estd

dada como;
Cox Cos 0 0 0
C= Co2 0 0 0
sim (Co2—Co3)/2 O 0
Ces 0
Ces
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Cuyos valores propios son

Co2 — Cas,
(Co2 —C23)/2,

Ci1+Cop+Cp3t \/[Cu — (Ca2 + C23)1? + 8Cf2-

Del tercer valor propio tenemos que [C;; — (Co2 + Co3)]? + 8Cf2 > ( para que el valor sea real.

Ademas tenemos la condicién C;; + Coo + Cos + \/[Cu — (Caz + Cp3)1* +8C3, > 0.
Que se puede escribir como
(C11 +Caz +C23)* > [C11 = (Ca2 + Cas)]” + 8CHy; (A7)
haciendo la expansion de los cuadrados y agrupando términos se obtiene la desigualdad
4(—2C3, + C11(Coz + Ca3)) > 0. (A.8)

Por lo tanto tenemos que las restricciones sobre las constantes deben ser:

[C11 — (Coz + Cp3)1* + 8CF, > 0, (A.9)
4(—2C%2 +C11(Ca2 +Cg3)) >0, (A.10)
Cop —Cy3 > 0. (A.11)

Por ultimo damos la representacion del tensor de rigidez C de un material con simetria

tetragonal:
Cii G2 C3 0 0 Cg
Cii Gz 0 0 -Gy
C 0 0 0
C= . 33
sim Cy O 0
C44 0
Ces
Los valores propios son
1/2({Cy1+Ci2+Cs3 £ \/[C]l +(Cia— C33)]2 + BC%) R (A.12)
1/2 (CH —Cia+ CGG + \/[CH —(Cia+ C65)]2 + SC%B) , (A.13)
Cua. (A.14)

A fin de que los dos primeros sean niimeros reales, tenemos que

[C11 + (C12 — Cs3)]* +8CF5 >0,
[CH - (C12 + C66)]2 + 8C%6 > 0.
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Finalmente como los valores propios deben ser positivos,lo cual ocurre siempre que se cumplan

las siguientes desigualdades,

(C11 + Ci2 +C33)* > [Cy1 + (Cy2 — C33)1* +8C3y;
(C11 = Ci2 + Cep)* > [C11 — (C12 + Cgg)1* + 8Clg;

se tiene las siguientes desigualdades

C33(C12+Cq1) —2Cy13 >0,
(Cll - C12)C66 — ZC%G > 0.

Por lo tanto las restricciones de las constantes elasticas son

[C11 + (C12 — C33)]* +8C3 >0,
[C11 — (Cy2 + Cgp)]* +8C35 > 0.
C33(Ci2+Cr1) —2Cy3 >0,
(C11—C12)Ces — 2Ci5 > 0,

Caqa > 0.
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Apéndice B
Ventanas de auxeticidad

En este apéndice escribimos los coeficientes del polinomio de segundo grado que determinan
las ventanas de auxeticidad para laminados con constituyentes transversalmete is6tropos. Para
el cociente de Poisson v;3 tenemos que el polinomio se escribié de la forma

Plg :A13V§ +B13V2+D13 (B.1)

con

M@ (10 (2) ) 1) 1) (2)
E}"E; (V12_V12)[_E2 (1+\/23)+E2 (1+V23)]

Az = D ) (B.2)
2 2
QrDr® (, 1 2 1 Dge@2),,M (4,2
~EPESED (v)) v +E10 [Ez E20vE) (V) ]
Biz = D (B.3)
Dr@ (g (,,0 1),,M @),,M 1,2 2 1) 2)
E|E) [Ez (VIZ +tVi2 Va3 ~ V12 Vzg) +E, (Vlz (1 + Vzg) ~Vi2 (2 + Vo3 m
N g (B.4)
2
—_ [gMWrD,,0 1) @ (,,M
Dis = (E{VES vlz)/(El ~E (v) ) (B.5)
Para v3 el polinomio es
Py3 = A23V§ + By3Vy +Dog (B.6)
donde
Ags = [-a+b+c- EPPED V- vE) (B.7)

2
Dyg = [(Egﬂ) v

2 2
a-b+c+(EP) E (v +EPVI) +EP vy - vy | D! (B.8)

2
/ [Egv ~E (D) ] B.9)
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donde
2 2
— (gD @ (@ ¢h)
a=(EL) EY (V3] a+vi)),
—rr@r@),0 (,, 1)
b=E;"E"E;" vy, (v121+v23),

—r, 1,2 )
c=E; v, V5 (1+v23),

D= (EP -EQ vi)?) (EP - EP vE?).
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