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Capitulo 1

Introduccion y Trabajo Previo

1.1. Introducciéon

En esta tesis se estudian las propiedades y el alcance de la atraccién ejer-
cida por beacons en graficas geométricas. Un beacon (en espaiol faro o baliza)
es un dispositivo que atrae objetos dentro de un dominio dado, ejerciendo
sobre estos una atracciéon magnética que los induce a moverse continuamen-
te hacia ¢l intentando seguir la linea recta que los une, disminuyéndose de
manera monotona y greedy la distancia Euclidiana entre ambos. Los objetos
sobre los que se ejerce la atraccion desconocen su entorno y solo se dejan
arrastrar por el efecto magnético de la atraccion, deslizandose hasta llegar
al beacon o hasta quedar atascados en un punto donde localmente no haya
direccion en la que se disminuya de manera greedy su distancia Euclidiana
al beacon.

En este caso el dominio seran las graficas geométricas de lineas rectas
sobre el plano, donde los vértices tendran coordenadas cartesianas y las aris-
tas representaran segmentos de lineas rectas que unen vértices. Los beacons
podrén ser colocados solo sobre los vértices de la gréfica, y los objetos a
atraer podran colocarse en: solo vértices (variante de vértices), o tanto en
vértices como en cualquier punto interior de las aristas (variante de vérti-
ces y aristas). Durante su recorrido de atraccidn, los objetos a atraer deben
permanecer siempre sobre la gréfica, deslizandose continuamente sobre las
aristas y vértices de esta.

El modelo estudiado en esta tesis es una versiéon distinta del modelo origi-
nal planteado por Biro en [2], en el cual el dominio son los poligonos simples.
Ambos modelos estan motivados por el movimiento de objetos auténomos,
como agentes moviles o robots, que siguen una senal dada sin conocer su en-
torno. Otras posibles aplicaciones mencionadas en [2] estdn relacionadas con
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el ruteo en redes, donde el ruteo geografico greedy es un método utilizado
en la practica. En todo caso, la mayor ventaja que ofrecen estos modelos es
la no necesidad de conocimiento global del entorno o dominio, pudiéndose
lograr el ruteo con solo poco conocimiento local de este, lo cual implica una
disminucién radical de la memoria necesitada y brinda la seguridad de que
si la informacién del objeto es extraida malintencionadamente, esta sea vana
respecto al dominio. Especificamente para el modelo de las graficas geométri-
cas, esto significa que los objetos a atraer solo necesitaran conocer la posicién
del beacon que los atrae.

Desafortunadamente, durante su recorrido por la gréafica, un objeto sobre
el que un beacon ejerce atraccién puede quedar atascado en un punto don-
de localmente no haya direccién en la que se disminuya de manera greedy
su distancia Euclidiana al beacon, no pudiendo ser atraido por este. En los
ejemplos de aplicaciones mencionados esto implicaria un fallo dada la impo-
sibilidad de alcanzar el destino fijado. Esto hace necesario el estudio de las
propiedades de este tipo de atracciéon para obtener bajo qué condiciones un
objeto sobre el que se ejerce atraccion llegara al beacon que lo atrae, o para
obtener cudl es el drea que puede atraer (dominar) un beacon dado, u otras
incégnitas relacionadas. La siguiente figura muestra un ejemplo del efecto de
atraccion en dicho modelo.

Figura 1.1: Con flechas punteadas estan los caminos que tomarian el vértice
u y el punto p al ejercer el beacon b atraccion sobre ellos. El vértice v y el
punto ¢ no tienen direccion hacia donde se disminuya la distancia Euclidiana
al beacon b, por lo que quedan estaticos.

Los capitulos siguientes estudian algunas de estas incégnitas. En el Capitu-
lo 2 se establece el modelo de manera mas formal definiendo el dominio junto
con el tipo de atraccién y las variantes, ademas de dar una serie de proposi-
ciones basicas y establecer la nomenclatura a utilizar. El Capitulo 3 muestra
distintos algoritmos para hallar los Conjuntos Atraidos desde un beacon. El
Capitulo 4 trata la determinacién del Kernel mediante varios algoritmos. El
Capitulo 5 trata la Cobertura estableciendo la complejidad y dando algunas
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cotas. Para los capitulos 3, 4 y 5 se exponen resultados para el dominio en
las dos variantes (vértices, vértices y aristas).

1.2. Trabajo Previo

Este tipo de problema entra en la clasificacién de problemas de domina-
cién o cobertura, extensamente estudiados tanto Geometria Computacional
como en Teoria de Gréficas.

Respecto a Geometria Computacional, la cobertura por beacons puede ser
vista como una extension de la cobertura por visibilidad, donde los beacons
dominan o cubren puntos mas alla de la frontera de lo visible. En los pro-
blemas de visibilidad la cobertura desde un punto esta dada por el conjunto
de puntos que pueden ser unidos a este mediante una linea recta conteni-
da completamente dentro del dominio (poligono, poliedro, etc.). Un ejemplo
clasico de problema de cobertura por visibilidad es el Problema de la Galeria
de Arte, el cual consiste basicamente en encontrar un conjunto minimo de
guardias que logren vigilar (cubrir, dominar) un poligono. Este problema es
NP-dificil como se muestra en [9] y ha sido estudiado en numerosas variantes.
En nuestro caso, un beacon puede cubrir o dominar toda la zona que es capaz
de atraer, reemplazandose la visibilidad por atraccion.

Respecto a Teoria de Graficas, la cobertura por beacons puede ser vista
como una extension de los problemas de dominacion y cobertura de gréficas,
donde se dominan o cubren vértices o aristas méas alld de la vecindad de
un vértice. El Problema de Dominacion en graficas consiste en encontrar
un conjunto minimo de vértices de la gréafica tal que todo otro vértice sea
vecino de al menos uno de ellos. Este problema es un clasico problema NP-
dificil [7] y es muy utilizado para reducciones en pruebas de complejidad de
otros problemas. En nuestro caso, un beacon puede dominar todo el conjunto
de vértices que puede atraer, reemplazandose la vecindad por atraccion.

El modelo de cobertura por beacons es relativamente reciente; fue plan-
teado de manera extensa en el 2013 por Biro en [2] como trabajo de tesis de
doctorado, aunque ya se habfan presentado trabajos previos como [3] en el
2011. Biro trabajé en su tesis sobre la cobertura y ruteo en poligonos simples,
incluyendo los poligonos simples con hoyos y poligonos simples ortogonales.
Se establecié alli la “dificultad” de los problemas de cobertura en dichos do-
minios, y se mostraron variados algoritmos para problemas como: hallar las
areas cubiertas por beacons, hallar el Kernel de los poligonos, entre otros.
En esta tesis no se incluyé trabajo en problemas de ruteo, centrandonos solo
en la cobertura.

A partir del trabajo de Biro se comenzé el estudio de este modelo. Los
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articulos [4] y [5] son resultados del mismo grupo de trabajo de Biro y son
derivados de su tesis. Otros autores se han enfocado en mejorar algunas
cotas establecidas centrandose en algtin subdominio, como poligonos simples
ortogonales, tal es el caso de los articulos [1] y [10].



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Introduccion

En este capitulo estableceremos de manera formal el modelo, definiendo
el dominio, los objetos a atraer, los beacons, la atraccion y las variantes de
problemas. Paulatinamente se introducira la notaciéon a utilizar y algunos
resultados bésicos.

2.2. Geometria

En esta seccién comenzaremos mencionando algunos resultados de geo-
metria elemental, luego introduciremos algunas notaciones y teoremas basicos
de geometria que serviran de apoyo para analizar la atraccion.

A continuaciéon mencionamos algunos resultados de geometria elemental
que seran utilizados:

= Dada una recta [ y un punto b perteneciente o no a esta, existe una y
solo una recta perpendicular a [ que pasa por b.

= Dada una recta [ y un punto b, el puntogl [ mas cercano a b es, o el
propio b si b € [, o es el punto b’ tal que bb' L I.

= Los dngulos adyacentes suman 180 grados.

» La suma de los dngulos interiores de un tridangulo es igual a 180 grados.

= En un tridangulo rectangulo, la suma de los cuadrados de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa (Teorema de Pitdgoras).

La siguientes notaciones geométricas seran utilizadas durante el trabajo:

Sean dos puntos distintos p y q.
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Por pq nos referiremos al segmento cerrado entre p y q.

Por (pq) nos referiremos al segmento abierto entre p y g.

Por ﬁ al rayo infinito que parte desde p y pasa por gq.

Por w a la recta que pasa por py q.

Por simplicidad, siempre que se haga referencia a un segmento u otro
elemento geométrico definido por dos puntos, asumiremos que estos son dis-
tintos. En caso de ser necesario se aclarara la posibilidad de que sean iguales.

Sean tres puntos distintos p, ¢ y b. Por <{pqb nos referiremos a la amplitud
del angulo menor de los dos delimitados por pq y qb, por lo cual siempre se
cumplird que 0 < <(pgb < 180. Por £pgb nos referiremos a la amplitud del
angulo formado por ¢b partiendo de pq girando en sentido contrario a las
manecillas del reloj, por lo que su amplitud si puede ser mayor a 180; sus
valores estaran entre 0 < £pgb < 360.

Intentando hacer méas compacto el lenguaje utilizado, a partir de aho-
ra nos referiremos simplemente por distancia a la distancia Euclidiana, y
utilizaremos la funcién d(p, b) para obtener su valor entre dos puntos p y b.

Respecto a un segmento uv, definiremos a continuacién algunas rectas y
areas notables:

Definicién 2.2.1. Sea uv un segmento. Las rectas soporte perpendiculares
I,y 12, de uv, son las rectas perpendiculares a i que pasan por u 'y v

respectivamente.

Definicién 2.2.2. Sea uv un segmento. Llamaremos H! (respectivamente
H?Y,), al semiplano que parte inclusivamente desde [“, (respectivamente (Y, )
en direccién contraria a uv.

Definicion 2.2.3. Sea uv una arista. Llamaremos banda B,, de uv, al area
situada estrictamente entre las rectas soporte perpendiculares de uwv.

El lector notara que respecto a uv, las areas formadas por H , H' y la

uv’

banda respectiva B,,, son ajenas y particionan el plano Euclidiano.

Bu,

uv uv

HY Ve o HY

w BUU : ZU

uv'! uv

Los siguientes resultados serviran de apoyo geométrico para analizar la
atraccion:
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Proposicion 2.2.4. Sea | una recta y b un punto. Sea b/ el punto de | mds
cercano al punto b. La funcion distancia hacia b, d(x) = d(z,b), de los puntos
x € 1, es mondtona decreciente en la medida que x se acerque al punto b'.

Demostracion. Sean p 'y g dos puntos distintos de [ tal que ¢ estd mas cerca
de b’ que p, es decir d(q,0') < d(p,b’). Como ' es el punto de [ mas cercano a
b, entonces b’ =belo bb LI Sit =bel, tomaremos bb' como una recta
vacia la cual cumple <b_b’) 11

Entonces los tridngulos bb'p y bb'q (posiblemente nulos si & = b € [) son
rectangulos en o', por lo que aplicando Pitagoras

d(p,b) = \/d(p,V)? + d(V', b)2.
d(q,b) = \/d(q, b2+ d(b,b)2.

Entonces como d(q,b') < d(p,b') y ambas son no negativas, d(q,b')?* <
d(p,b')?. Luego, \/d(q, V)% + d(V/,b)? < \/d(p,V)? + d(V/, )2, por lo que d(q, b) <
d(p,b). Luego para cualquiera dos puntos p y ¢ sobre [, con ¢ més cercano a
b’ que p, d(q,b) < d(p,b), por lo que d(x) = d(x,b) es monétona decreciente
en la medida que z se acerque a b'. O]

Corolario 2.2.5. Sea | una recta y b un punto. Sea b’ el punto de | mas
cercano al punto b y sea pq un segmento en | tal que q estd mds cerca de V/
que p. La funcion distancia hacia b, d(z) = d(x,b), de los puntos x € pq, es
mondtona decreciente en la medida que x se acerque al punto q.

Demostracion. Como ¢ estd entre cualquier punto z € pg y ¥, en la medida
que x se acerque a ¢ entonces se acercara a b', por lo que d(x) serd monétona
decreciente en el intervalo. [

Proposicion 2.2.6. Sea uv un segmento y b un punto. Sea b’ el punto de
W mds cercano al punto b. Entonces se cumple que b’ estd en la misma drea
que b de las definidas por uv, es decir:

Sibe HY  entonces b € HY .

Sibe HY,, entonces b € HY, .

Si b € By,, entonces b € By,.

uv’
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Demostracién. Si b € U8, entonces como ¥ = b € Ud, trivialmente b estard
en la misma area que b.

, —
Como b es el punto de 0 més cercano a b, entonces bb' L 0. Por
definicion, tenemos que las rectas soporte perpendiculares de uwv, [¥ vy ¥

? Yuv uv?
cumplen que 1%, | U0 y ., L 0. Entonces tiene que cumplirse que |

u
uv
bb' || 1¥,, pues todas son perpendiculares a 0. Si U estuviese en un 4rea
distinta que b, entonces bb’ cortaria alguna de las rectas [¥, o [", por estar en

semiplanos distintos, por lo que entonces seria imposible que bb’ fuese paralela
a estas. Luego, b y b tiene que estar en la misma area de las definidas por
UL. [

Proposicién 2.2.7. Sea uv un segmento y b € Hy, un punto. Para todo
punto p en el interior de uv, es decir p € (uv), se cumple que <bpv < <bpu.

Demostracion. Sea l, la recta en p tal que [, 1 %d. Como pe (uw)yl, L W,
entonces p € By, vy I, € By,. Como by v estdn en H;, y l, € B,,, entonces
by v estan estrictamente en el mismo semiplano abierto de los definidos por
l,, por lo que <tbpv < 90.

Luego como Zbpv v Zbpu son adyacentes y <tbpv < 90, entonces <tbpu >
90. Luego <tbpv < <tbpu. O]

b

|
.
ey
U e oV v
l 'l;l;Lt
|
|
|

Proposicién 2.2.8. Sean vu y ub dos segmentos consecutivos en el punto
u. Entonces b € H),, <= ve€ H}

Demostracion. Sib € HJ, entonces by v estan en semiplanos distintos de los
definidos por [, v <buv > 90. Entonces respecto a [%,, b y v tienen que estar
en semiplanos distintos, pues si estuviesen en el mismo semiplano <tbuv < 90.
Luego como respecto a [%. b y v estdn en semiplanos distintos, y b & H,,

entonces v € H,,. Homdlogamente si se parte de que v € H}}. O

u
ub
/
ub /

|

|

| /
| /
|

/

(% U L/ Hu

/ vuU
70
/o
[
A b
/ 1
’

llt

VU
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2.3. Dominio

El dominio general sobre el que se trabajara seran: graficas simples cone-
xas geométricas de lineas rectas sobre el plano.

Mucha de la escritura de este trabajo se apoya en conceptos de gréficas,
y se utilizardn sin definir conceptos comunes de Teoria de Graficas como:
conjunto de vértices y aristas, adyacencia, arco, camino, camino simple o
trayectoria, ciclo, conexidad, componente conexa y otros, asi como algunos
resultados basicos de esta teoria. Como referencia para el lector, se puede
utilizar [6] para encontrar estos conceptos y resultados. Aun asi, establecere-
mos la nomenclatura general a utilizar y los tipos de graficas sobre las que
trabajaremos para dejar claro el contexto.

Definicién 2.3.1. Una grdfica G = (V, E) es un par ordenado (V, E') donde
V' es un conjunto de elementos llamados vértices y F es un conjunto de pares
no ordenados {u,v} de elementos de V' llamados aristas.

Por simplicidad, para referirnos a una arista {u,v} utilizaremos la no-
tacion uv. Cuando se necesite diferenciar los conjuntos de vértices y aristas
de una grafica G respecto a otra, utilizaremos la notaciéon V(G) y E(G) pa-
ra referirnos a dichos conjuntos. Estableciendo un lenguaje més algoritmico,
llamaremos Adj[u] a la lista (conjunto) de vértices adyacentes a un vértice
u. Llamaremos d(u) al grado de u en G, por lo que d(u) = |Adj[u]|. En el
contexto de los vértices adyacentes a u, llamaremos v}* con 1 < ¢ < d(u) al
i-ésimo vértice en la lista de adyacencia de u. Al analizar el tiempo de ejecu-
cién de un algoritmo sobre G tomaremos en cuenta su nimero de vértices |V/|
y de aristas | E|, pero para simplificar su escritura adoptaremos la convencién
de referirnos a estos solo por V' y E dentro de la notaciéon O (big-O) y en los
analisis de complejidad.

Las graficas sobre las que trabajaremos seran siempre simples, es decir,
no tendrén lazos (aristas desde un vértice a si mismo) ni aristas paralelas
(dos aristas entre dos mismos vértices). Por la naturaleza del problema es
conveniente enfocarnos solo en graficas conexas, ya que un beacon no podréa
nunca atraer a un objeto situado en otra componente conexa. En caso de
no conexidad, los resultados hallados serian aplicables a cada componente
conexa por separado. A partir de ahora toda referencia a la grafica implicard
que esta es simple y conexa.

Definicién 2.3.2. Una grdfica geométrica, sobre el plano, es una grafica
G = (V,E) donde los vértices tienen coordenadas cartesianas en el plano
Euclidiano y las aristas representan segmentos de lineas rectas que unen
vértices.
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Como la grafica y el dibujo asociado a esta en el plano son integramente
correspondientes, nos referiremos por vértice indistintamente al vértice de
la gréfica como al punto en el plano correspondiente a sus coordenadas; de
igual forma nos referiremos por arista indistintamente a la arista de la gréfica
como a los segmentos de recta que estas representan. Por simplicidad para
nuestro trabajo, nos referiremos a estas solo como gréficas.

Se pedira que no dos vértices ocupen la misma posicién en el plano y que
no tres vértices sean colineales. En el sentido general y a menos que se aclare
lo contrario, la grafica admitird cruces (i.e aristas que se cortan) sin que el
punto de cruce sea necesariamente un vértice de la grafica.

Usualmente durante este trabajo hablaremos de grdficas densas y grdfi-
cas dispersas. Por graficas densas nos estaremos refiriendo a graficas donde
el nimero de aristas es cercano al nimero de maximo de aristas, i.e |F| es
cercano a |V|(|[V| —1)/2, y representaremos esto abusando de la notacién O
como E € O(V?). Por gréficas dispersas nos estaremos refiriendo a gréficas
donde el niimero de aristas es cercano al nimero de vértices, y representare-
mos esto abusando de la notacién O como E € O(V).

A partir de este punto, en las subsecuentes definiciones, teoremas, y re-
sultados en general, asumiremos siempre que los vértices, aristas, puntos y
beacons mencionados, pertenecen a una grafica geométrica G = (V, E).

2.4. Objetos

Los objetos a atraer no tienen forma y pueden ser vistos como puntos que
seran situados sobre la grafica; pueden ser colocados tanto en vértices como
en cualquier punto interior de las aristas. Durante su recorrido de atraccién
los objetos deben permanecer siempre sobre la grafica, deslizandose conti-
nuamente sobre las aristas y vértices de esta. Ademas desconocen la forma
de la grafica y no tienen memoria, por lo que no son capaces de recordar
ningun dato o punto visitado de la grafica.

Bajo la accién de un beacon los objetos solo se dejan arrastrar por el efecto
magnético de la atraccion, hasta llegar al beacon o hasta quedar atascados en
un punto donde no haya direccién en la que se disminuya de manera greedy
su distancia al beacon. La velocidad con que los objetos se mueven por la
grafica no es relevante para nuestro modelo, solo diremos aqui que estos se
mueven con alguna velocidad positiva y constante, aunque bastaria exigir
que esta fuera positiva y no infinitesimal.

Fuera de estas consideraciones los objetos a atraer no tienen ninguna otra
caracteristica y durante la escritura serdn vistos como puntos propios de la
grafica.
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2.5. Beacons y Atraccion

Los beacons son dispositivos sin forma y pueden ser vistos como puntos
que seran situados sobre vértices de la grafica; su colocacién sobre puntos
interiores de las aristas no estd permitido. Al ser activados, los beacons ejer-
cen una atraccion magnética sobre algunos objetos colocados en la grafica,
induciéndolos a moverse continuamente hacia él intentando seguir la linea
recta que los une, disminuyéndose de manera monétona y greedy la distan-
cia entre ambos. En este capitulo se daran una serie de definiciones respecto
a los beacons y la atraccion ejercida por estos.

Definicién 2.5.1. Un beacon en una grafica geométrica GG, es un vértice
de G que puede ser activado para ejercer atraccién (accién) sobre objetos
puntuales colocados en G.

La atraccion (accién) ejercida por un beacon, sobre un objeto, lo induce a
moverse continuamente hacia €l intentando seguir la linea recta que los une.
Si el objeto puede moverse en direccién al beacon sobre dicha linea recta lo
hara, pero en caso de que no sea posible entonces el objeto serd inducido a
tomar una direccién lo mas cercana angularmente posible a esta.

Note que este fenémeno ocurre interviniendo solo aspectos locales (di-
recciones desde el objeto) y sin conocerse qué pudiera ocurrir mas adelante
al tomar una u otra direccion, seleccionandose simplemente una especie de
minimo local respecto a la direccion de acercamiento. Es por ello que para
referirnos a la direccién elegida le anadiremos el adjetivo de greedy.

Para modelar formalmente este fenémeno enunciamos entonces la siguien-
te definicién:

Definicién 2.5.2. Sea b un beacon, u un punto con b # u, y R un conjunto
de rayos direccionales que parten desde u. La direccién ub € R es greedy
respecto a b si, V uth € R con ul # m, <buv < <buw.

De la definicién anterior podemos inferir que solo puede haber una direc-
cion greedy, dado que la condiciéon de comparacién entre los angulos formados
es estricta. Si no existe una direccién que cumpla estrictamente la compara-
ciéon con todas las demas, entonces el objeto quedara atascado en el punto
actual debido a la indeterminacion.
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Luego de tener definido el aspecto direccién, es también necesario defi-
nir el desplazamiento y el tipo de desplazamiento inducido por la atraccion.
Como planteamos anteriormente, no es relevante para nuestro modelo la ve-
locidad del movimiento de los objetos, por lo que omitiremos referirnos a esta
en las definiciones.

Definicién 2.5.3. Sea uv un segmento. El desplazamiento uv, es un movi-
miento continuo de un objeto puntual que va desde u hasta v manteniéndose
siempre sobre uv.

Definicién 2.5.4. Sea b un beacon y uv un segmento. El desplazamiento uv
es mondtono respecto a b si, la funcién de distancia a b, d(z) = d(x,b), de los
puntos x € uv, es mondtona decreciente en la medida que = se acerque a v.

Definicién 2.5.5. Sea b un beacon y uv un segmento. El desplazamiento uv
es monotono greedy respecto a b si, es mondtono respecto a b, y para cada
punto p # v en wuw, la direccion ﬁ es greedy respecto a b entre todas las
direcciones posibles que puede tomar p en G.

Figura 2.1: Desplazamiento uv respecto a b: en la figura (a) uv es monétono
pero no greedy, en la figura (b) uv es greedy pero no monétono, en la figura
(¢) uv es mondtono greedy.

Luego de tener definidos los aspectos de direccién y desplazamiento, po-
demos dar ya una definicién concisa de la atracciéon:

Definicién 2.5.6. La atraccion (accion) ejercida por un beacon b sobre un
objeto puntual p, en una grafica geométrica GG, induce a p a moverse sobre
G mediante desplazamientos monétonos greedy respecto a b.

Desafortunadamente, pueden existir en la grafica puntos desde los cuales
no existan desplazamientos mondtonos greedy respecto a un beacon, por lo
que quedaran atascados en su posicion bajo la accion de este. A dichos puntos
los llamaremos puntos muertos como enuncia la siguiente definicién:
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Definicién 2.5.7. Un punto d es un punto muerto (dead point) respecto a
un beacon b si, d # b, y bajo la acciéon de b un objeto colocado en d permanece
estacionario, es decir, A segmento dv € G tal que el desplazamiento dv sea
monotono greedy respecto a b.

Como podemos deducir de la definicién, un punto puede ser punto muerto
respecto a un beacon por dos razones: o desde el punto no existe direccién
greedy (una estricta) respecto al beacon, o tomando la direccién greedy no
existe desplazamiento mondtono (de disminucion) respecto al beacon.

En la Figura 2.2 podemos observar que el vértice v y el punto ¢ son
puntos muertos respecto a b. El vértice v no tiene desplazamiento mondtono.
El punto ¢ esta justo sobre la perpendicular a b, por lo que no tiene direccion
greedy (estricta) ni tampoco desplazamiento mondtono.

Continuaremos esta seccién enunciaremos algunas definiciones respecto
al efecto de atraccion ejercido por un beacon:

Definicién 2.5.8. Un punto p, bajo la acciéon de un beacon b, alcanza un
punto ¢ si, un objeto colocado en p se mueve por GG mediante desplazamientos
monoétonos greedy hasta que eventualmente su distancia a g sea 0.

Definicién 2.5.9. Un beacon b atrae un punto p si, bajo la acciéon de b, p
alcanza b. Decimos también que en tal caso p es atraido por b.

Evidentemente de la definicién anterior inferimos que un vértice v es
atraido por un beacon b si b atrae el punto que representa v.

Una de las proposiciones que demostraremos posteriormente en esta tesis
es que la atraccién ejercida por un beacon sobre puntos interiores de una
arista conlleva a un resultado equivalente para todos ellos, es decir, todos
finalmente alcanzaran el mismo punto en . Esto implica que el interior de
la arista puede ser visto como un todo respecto a la atraccion y que el tra-
tamiento por regiones no es necesario, por lo que hablaremos en términos de
aristas y vértices atraidos, y no en términos de conjunto de puntos atraidos.

Definicién 2.5.10. Una arista uv, bajo la accién de un beacon b, alcanza
un punto p si, todos sus puntos interiores alcanzan p.

Definicién 2.5.11. Un beacon b atrae una arista uv si, uv alcanza b. Decimos
también que en tal caso uv es atraida por b.

Respecto a la atraccién ejercida por un beacon sobre un vértice y a la
arista (direccién) tomada por este, exponemos las siguientes definiciones:
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Definicién 2.5.12. Sea b un beacon. La arista uv es de atraccion desde u
respecto a b si, bajo la acciéon de b, el vértice u alcanza v mediante uv, es
decir, el desplazamiento uv es monétono greedy.

Definicién 2.5.13. Sea b un beacon. La arista uv es de atraccion respecto
a b si, es de atraccién desde u o desde v respecto a b.

En la Figura 2.1c la arista uv es de atraccion de w a b, puesto que el
desplazamiento uv es mondtono greedy respecto a b.

Queremos enfatizar que la grafica geométrica nunca cambiara su forma
(posicién en el plano), ya que el efecto de atraccién solo afecta realmente a
objetos que se mueven sobre esta. Hacemos la aclaracion de manera explicita
para evitar que alguna afirmacion sobre la atraccién de un vértice o arista
haga pensar al lector que la grafica cambia su forma.

2.6. Propiedades de la Atraccion

En esta seccion enunciaremos algunas propiedades de la atraccion que nos
daran las herramientas necesarias para el estudio de problemas relacionados
con el modelo. Nuestro objetivo aqui es poder llegar a resultados que nos
permitan discretizar el efecto de la atraccién.

Proposiciéon 2.6.1. Sea b un beacon, entonces b atrae al vértice que repre-
senta el propio b en la grdfica geométrica.

Demostracion. Trivialmente, un objeto que parte desde el punto b ya se
encuentra sobre b, por lo que ya ha logrado alcanzar al beacon. O

Proposicién 2.6.2. Sea b un beacon, entonces b atrae a toda arista incidente
en b y a todo vértice adyacente a b.

Demostracion. Sea una arista ub incidente en b. Para todo punto interior p
de ub, la direccion }% estaria disponible en GG, por lo que un objeto colocado
en p se deslizaria por el segmento de linea recta que los une hasta alcanzar b.

Para un vértice u adyacente a b, de igual forma la direccion en linea recta
estarfa disponible, por lo que u alcanzaria b. Como no se admite que tres
vértices sean colineales, no puede existir otra arista de u que vaya en linea
recta hacia b, por lo que no hay ambigiiedad en la eleccion. O

Proposicién 2.6.3. Si bajo la accion de un beacon b, un punto p alcanza un
punto q, entonces p correrd la misma suerte que q bajo la accion de b.
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Demostracion. Al alcanzar p el punto ¢ bajo la accion de b, entonces podemos
ver ya a p como ¢, por lo que correrd la misma suerte que g respecto a b. [

Corolario 2.6.4. Si bajo la accion de un beacon b, un punto p alcanza un
punto muerto d respecto a b, entonces p permanecerd estacionario en d.

Demostracion. Directamente de la proposicién anterior. Al alcanzar p el pun-
to d bajo la accion de b, entonces correra la misma suerte que d respecto a
b, por lo que permanecera estacionario en d. O

Corolario 2.6.5. Si bajo la accion de un beacon b, un punto p alcanza un
punto q atraido por b, entonces p es atraido por b.

Demostracion. Directamente de la proposicién anterior. Al alcanzar p el pun-
to ¢ bajo la accion de b, entonces correrd la misma suerte que ¢ respecto a b,
por lo que sera atraido. ]

Corolario 2.6.6. Si un beacon b atrae un punto p, entonces todo punto q,
alcanzado por p bajo la accion de b, es también atraido por b.

Demostracion. Directamente de la proposiciéon anterior. Al alcanzar p el pun-
to ¢ bajo la accion de b, entonces correra la misma suerte que ¢ respecto a b,
por lo que si ¢ no fuese atraido entonces seria imposible que p lo fuese.  [J

Figura 2.2: El punto p alcanza t bajo la acciéon de b. Como t es atraido
entonces p también lo es. Igualmente el vértice u alcanza w que es atraido,
por lo que u también es atraido. El vértice v y el punto ¢ son puntos muertos
respecto a b. El punto ¢ alcanza ¢ bajo la accién de b, por lo que quedard
estatico en ese punto. Igualmente el vértice s alcanza v, por lo que quedara
estatico en v.

Nos centraremos ahora en la atraccién ejercida por un beacon en el con-
texto de un segmento y en especifico de una arista, para mostrar el compor-
tamiento equivalente de todos sus puntos respecto al beacon.
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Teorema 2.6.7. Sea uv un segmento y b un beacon. Si b € HY,, y si para
todo punto p € (uv), p solo tiene disponibles las direccionesp_ﬁ yﬁ, entonces
todo punto en (uv) alcanzard v. Si ademds, ub es la direccion greedy desde u

respecto a b, entonces también u alcanzard v.

Demostracion. Sea b el punto de %0 més cercano a b. Como b € HY,, en-

uv?
tonces b € HY por 2.2.6. Entonces como b € H,. y u, v, bl estan sobre it
se cumple que v estd mas cerca de b’ que u. Entonces la funcién distancia
hacia b, d(x) = d(x,b), de los puntos x € uwv, es monétona decreciente en la
medida que z se acerque a v por 2.2.5. Luego, los desplazamientos hacia v
son mondtonos respecto a b.

Para todo punto p € (uv), como b € H! , entonces <tbpv < <bpu por
2.2.7. Entonces, la direcciéon puv es greedy respecto b entre las dos posibles p_>u
y ﬁ Luego, para todo punto en (uv) la direccién hacia v es greedy.

Como en (uv) los desplazamientos hacia v son monétonos, y para cada
punto la direccién hacia v es greedy, los desplazamientos son monodtonos
greedy. Luego, todo punto en (uv) alcanzard v.

Como el desplazamiento uv es mondtono, si la direccién ud es greedy, el

desplazamiento uv seria monodtono greedy. Luego, u alcanzaria v. O]

Corolario 2.6.8. Sea b un beacon y uv una arista. La atraccion ejercida
por b sobre puntos interiores de uv, conlleva a un resultado equivalente para
todos ellos, ocurriendo una de las siguientes variantes (ver Figura 2.3):

Sibe HY , entonces todos alcanzardn u.

Sibe H},, entonces todos alcanzardn v.

Si b € By,, entonces 3 un punto muerto en (uv) respecto a b y todos lo
alcanzardn.

Demostracion. Para todo punto interior p de wwv, las Unicas direcciones dis-
ponibles en G son ﬁL y ﬁ, puesto que p solo se puede desplazar sobre uv.

Sibe H!  entonces por el Teorema 2.6.7 todos alcanzaran w.

Sibe Hp,, entonces por el Teorema 2.6.7 todos alcanzaran v.

Si b € B,,, entonces el punto b’ en [ més cercano a b estd también en
B, por 2.2.6. Entonces el punto ¥’ no tiene direccién greedy en G respecto
a b, puesto que las dos direccién posibles b'u y b'v, generan angulos iguales
respecto a b (<bb'u = 90 = <bb'v) por bb' L %0, Luego, I/ serfa un punto
muerto respecto a b.

Dividamos el segmento uv por el punto b’ en dos segmentos ub’ y b'v.
El beacon b se encuentra entonces en los Hy respectivos de los segmentos
ub' y b'v, por estar para ambos en las respectivas l. Entonces, aplicando

el Teorema 2.6.7 a cada segmento, todos sus puntos interiores alcanzarian
b ]
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Figura 2.3: La figura (a) corresponde a cuando b € HY . La figura (b) corres-
ponde a cuando b € B,,. La figura (c) corresponde a cuando b € HY,.

Corolario 2.6.9. Sea b un beacon y uv una arista, y sea wb la direccion
greedy desde u respecto a b. La atraccion ejercida por b sobre u lleva una de
las siguientes variantes:

Sibe HY, entonces u queda en u por ser punto muerto respecto a b.

Sibe H,, entonces w alcanzard v.

Si b € By, entonces 3 un punto muerto en (uv) respecto a b y u lo
alcanzard.

Demostracion. Si b € HY,, entonces por el teorema anterior todos los pun-
tos interiores de uv alcanzaran u. Luego, los desplazamientos hacia u desde
uv son mondtonos, por lo que es imposible desde u haya desplazamiento
monétono sobre uv. Como la direccién ud es la direccién greedy respecto a b
desde u, y no existe desplazamiento monétono sobre esta, entonces u queda
atascado siendo punto muerto respecto a b. Luego, todos los puntos interiores
de uv y v quedan en wu.

Sibe Hp,, entonces por el Teorema 2.6.7 u alcanzard v.

Si b e B,,, entonces por el mismo razonamiento del corolario anterior, 3
un punto muerto en (uv) respecto a by u lo alcanzara. [

Corolario 2.6.10. Sea b un beacon y uv una arista. La arista uv alcanza v
(respectivamente u) <= b e H, (respectivamente b € H}, ).

Demostracion. Si b € HY, (respectivamente b € HY ) entonces todos sus
puntos interiores alcanzan v (respectivamente u). En otro caso los puntos in-
teriores alcanzaran un punto muerto en (uv) o alcanzaran u (respectivamente

v). O

Corolario 2.6.11. Sea b un beacon y uv una arista. La arista uv alcanza v
(respectivamente u) <= <<uwb > 90 (respectivamente <twub > 90).

Demostracion. Si <uvb > 90 (respectivamente <vub > 90) entonces b € HY,
(respectivamente b € HY,) por lo que todos sus puntos interiores alcanzan v
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(respectivamente u). En otro caso b ¢ HY, (respectivamente b ¢ H?,) por lo
que los puntos interiores alcanzardn un punto muerto en (uv) o alcanzaran
u (respectivamente v). O

2.7. Variantes

Todos los resultados de este trabajo estan divididos en dos variantes de
problemas: variante de vértices, y variante de vértices y aristas.

La variante de vértices se refiere a la atraccién ejercida inicialmente solo
sobre vértices, por lo que los algoritmos y demas resultados se enfocan solo
en la atraccién de los vértices de la gréfica.

La variante de vértices-aristas se refiere a la atraccion ejercida inicialmen-
te tanto sobre vértices como sobre aristas, por lo que los algoritmos y demas
resultados se enfocan en la atraccion de ambos.

El lector seguramente intuira que la segunda variante es mas dificil compu-
tacionalmente que la primera. En algunos casos ambas variantes presentan
complejidades similares, sobre todo cuando las graficas son dispersas, pero
en general la segunda es efectivamente mas compleja.



Capitulo 3

Conjuntos Atraidos

3.1. Introducciéon

En este capitulo expondremos algoritmos para encontrar el conjunto de
vértices y el conjunto de vértices y aristas atraidos por un beacon. Ambos
conjuntos seran definidos en la seccion siguiente, junto con algunas otras
definiciones y resultados sobre los elementos involucrados y el aspecto de
la regién atraida por un beacon. En las secciones posteriores expondremos
los algoritmos para las dos variantes tratadas, mostrando la correctitud de
estos y sus complejidades computacionales. Enfatizamos que en todas las
definiciones y resultados mencionados estaremos haciendo referencia a una
grafica geométrica G = (V, E).

3.2. Preliminares

Definicién 3.2.1. Sea b un beacon. Mediante Ay (b) denotaremos el conjunto
de vértices atraidos por b.

Definicién 3.2.2. Sea b un beacon. Mediante Ag(b) denotaremos el conjunto
de aristas atraidas por b.

Definicién 3.2.3. Sea b un beacon. Mediante A(b) denotaremos el conjunto
de vértices y aristas atraidos por b, es decir, A(b) = Ay (b) U Ag(b).

Ademas de las definiciones respecto a los conjuntos atraidos, definiremos
otros elementos para mostrar algunos resultados sobre el aspecto de la region
atraida por un beacon.

Definicién 3.2.4. Sea b un beacon. Mediante FEj, denotaremos al conjunto
de aristas de atraccion respecto a b.

19
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Notese que en la definicién anterior no se pide que las aristas en Fj, sean
atraidas por el beacon, solo que sean desplazamientos mondtonos greedy en
algin sentido. Esto asegura que bajo la accién de b, para cada arista uv € Ej,
o u alcanza v, o v alcanza u, siempre mediante uv.

Definicién 3.2.5. Sea b un beacon. La orientacion por atraccion de una
arista uv € Ej, es la orientacién de uv que la convierte en un arco (arista
dirigida) donde el vértice destino es el vértice alcanzado bajo la accién de b.

Definicién 3.2.6. Sea b un beacon. La subgrdfica abarcadora de atraccion
Fy, esta formada por los vértices de G y las aristas de Ej,.

La subgrafica abarcadora de atracciéon Fj contiene justamente las aristas
importantes para la atraccion sobre vértices, puesto que una arista que no esté
en F, no es mondtona greedy, y por tanto nunca sera tomada como camino
al beacon desde un vértice. El siguiente resultado caracteriza la estructura
de la subgrafica abarcadora de atracciéon Fj,.

Teorema 3.2.7. Sea b un beacon. La subgrdfica abarcadora de atraccion F
es un bosque (forest), es decir, Fy es aciclica.

Demostracion. Supongamos que Fj, contiene un ciclo €. Como cada arista
en C pertenece a Fj entonces todas pertenecen a Ej, por lo que son despla-
zamientos mondtonos greedy respecto a b. Sea C' la digrafica con los vértices
y aristas de C', orientando por atraccion las aristas.

Partiendo desde un vértice inicial v, recorramos tanto como sea posible
los arcos de C’ en sentido contrario a su orientacion, es decir, de destino a
fuente. El recorrido se hara mientras sea posible ir de destino a fuente y hasta
alcanzar nuevamente v.

Si el vértice actual v; no tiene arco donde v; sea destino, entonces v; es
fuente de dos arcos en C’, pues en C tenia grado dos y ningin arco es de
destino en C’. Entonces desde v; partirian dos aristas monétonas greedy en
GG, y esto no es posible pues la direccién greedy es tinica desde cada punto.

Si se alcanz6 nuevamente v, entonces podemos partir desde v y recorrer
(" en el sentido corriente de la orientacion (de fuente a destino) y llegar
nuevamente a v. Entonces como cada arco es una arista monétona greedy en
G, partiriamos desde v disminuyendo mondtonamente la distancia a b hasta
alcanzar el mismo v, y esto no puede ser posible.

Luego, toda orientacién de atraccion de las aristas de C' conllevaria a una
contradiccion, por lo que no es posible que C' exista. Luego, F; es aciclica
por lo que es un bosque. O
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Dado que ya sabemos que F, es un bosque, entonces particularmente
nos interesa el arbol donde se encuentra el beacon b. La siguiente definicion
enuncia dicho arbol y el teorema a continuacién establece la relaciéon de este
con el conjunto de vértices atraidos por b.

Definicién 3.2.8. Sea b un beacon. El drbol de atraccion T, de b, es el arbol
de F}, donde se encuentra b.

Teorema 3.2.9. Sea b un beacon. Sea Ty, el drbol de atraccion de b y sea
V(Ty) el conjunto de vértices de Ty,. Entonces Ay (b) = V(T,), es decir, el
conjunto de vértices atraidos por b es el conjunto de vértices del drbol de
atraccion de b.

Demostracion. Mostremos primero que V(7T,) C Ay (b):

El vértice b en T}, es trivialmente atraido por b, por lo que b € Ay (b).
Sea un vértice v # b en Tj, y sea P el camino que une v y b en Tj,. Dado
que Ty es un arbol entonces P existe y es unico. Como cada arista en P
pertenece a Ty, y por tanto a Fj, entonces todas pertenecen a FEj,, por lo que
son desplazamientos mondtonos greedy respecto a b. Sea P’ la digrafica con
los vértices y aristas de P, orientando por atraccion las aristas.

Partiendo desde b, recorramos tanto como sea posible los arcos de P’ en
sentido contrario a su orientacién, es decir, de destino a fuente. El recorrido
se hara mientras sea posible ir de destino a fuente y hasta alcanzar v.

Si el vértice actual v; no tiene arco donde v; sea destino, entonces sepa-
remos en otros dos casos. Si v; = b entonces existiria un arco cuya fuente
seria b, y esto es imposible porque desde b no puede haber desplazamiento.
Si v; # b entonces v; seria fuente de dos arcos en P’, pues en P tenia grado
dos por ser nodo interno. Entonces desde v; partirian dos aristas monodtonas
greedy en (G, y esto no es posible pues la direccion greedy es tinica desde cada
punto.

Si se alcanzé v, entonces podemos partir desde v y recorrer P’ en el sentido
corriente de la orientacion (de fuente a destino) y llegar a b. Entonces como
cada arco es una arista mondtona greedy en GG, partiendo desde v alcanzamos
b, por lo que v € Ay (b).

Luego, para todo vértice v € V(T}), entonces v € Ay(b), por lo que
V(Ty) € Av(b).

Mostraremos ahora que Ay (b) no contiene ningiin otro vértice de G:

Supongamos que existe un vértice v € Ay (b) tal que v ¢ V(T}). Entonces
existiria un camino P en G desde v hasta b tal que todas sus aristas serian
desplazamientos mondtonos greedy respecto a b. Entonces todas las aristas de
P pertenecerian a Ej, por lo que pertenecerian a Fj. Entonces como existiria
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un camino en Fj que conecta v con b, ambos tendrian que estar en el mismo
arbol de F}, pero b estd en V(7},) y asumimos que v € V(T}). Luego, llegamos
a una contradiccion por lo que Ay (b) no puede contener ningin otro vértice
de G.

Luego, como V(T,) € Ay(b) y Ay(b) no puede contener ningin otro
vértice de G, entonces Ay (b) = V(T}). O

Figura 3.1: La figura contiene las graficas G, F, y 1. La grafica G esta
conformada por todos los vértices y todas las aristas (discontinuas, finas y
gruesas). El bosque Fj estd conformado por todos los vértices y las aristas
no discontinuas. El arbol T, esta conformado por las aristas gruesas y los
vértices incidentes en estas. Las aristas discontinuas no quedaron en Fj por
no ser de atraccién. El lector podra notar que Fj contiene cuatro arboles, en
los cuales la atraccion conduce respectivamente a los vértices b, tq, to y t3.
También se puede notar que los vértices de T}, son los atraidos por b, es decir,
que Ay (b) =V (Ty).

El teorema anterior indica implicitamente una forma de determinar el
conjunto de vértices atraidos por un beacon utilizando su arbol de atraccion,
pero necesitamos también obtener resultados en cuanto a las aristas atraidas
para poder hallarlas. El siguiente teorema establece la relacion entre las aris-
tas atraidas y el conjunto de vértices atraidos.

Teorema 3.2.10. Sea b un beacon y uv una arista. Entonces uv € Ag(b)
<= wv alcanza v yv € Ay(b), o uv alcanza u y u € Ay (b).

Demostracion. Si uv alcanza v entonces todo punto en (uv) alcanza v. En-
tonces por Proposicién 2.6.3 los puntos de (uv) correran la misma suerte que
v bajo la accién de b. Luego, si v € Ay (b) entonces uv es atraida por b, y si
v & Ay (b) entonces uv no es atraida por b.

Homélogamente, si uv alcanza u entonces tenemos que, si u € Ay (b)
entonces uv es atraida por b, y si u € Ay (b) entonces uv no es atraida por b.

Si wv no alcanza v ni u, entonces por 2.6.8 todos los puntos en (uwv)
alcanzardn un punto muerto en (uv), por lo que uv no es atraida por b. [
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Figura 3.2: Las aristas de Tj seran atraidas por b por ser de atraccién y
siempre alcanzar un vértice de Tj. Las aristas discontinuas gruesas son las
restantes aristas atraidas por b. El lector puede notar que algunas inciden en
dos vértices de Tj, mientras que otras solo inciden en uno. Las que inciden
solo en uno tienen su orientacion hacia el vértice de Tj,.

El teorema anterior también indica implicitamente como obtener las aris-
tas atraidas por un beacon, en este caso utilizando el conjunto de vértices
atraidos por el beacon.

Un aspecto importante, y que hace la diferencia entre muchos algoritmos
de esta tesis, es la ordenacién circular de las listas de adyacencia de los
vértices. Supongamos que para cada vértice u, tomamos como referencia el
primer vértice v{ de su lista de adyacencia. Para todo vértice v}' adyacente
a u, podemos obtener Lvjuv}, el angulo formado por v{u partiendo de viu
girando en sentido contrario a las manecillas del reloj. Recordamos que en
este caso Lvjuv} si puede ser mayor a 180 y que para el caso del propio v,
decimos que £Lvjuv} = 0. Enunciamos entonces la siguiente definicién:

Definicién 3.2.11. Sea u un vértice. Diremos que la lista de adyacencia de u
esta ordenada circularmente si, la secuencia de angulos respecto a la primera
arista es no decreciente, es decir si, V o, v € Adju] con 1 <i < j < d(u),

se cumple que Lvjuvy < Lvjuvy.

Notese que en realidad la secuencia de angulos sera estrictamente crecien-
te dado que se exige posicion general. Muchos algoritmos descritos posterior-
mente asumen que los vértices de la grafica tienen sus listas de adyacencia
ordenadas circularmente. Para los analisis de correctitud y complejidad tem-
poral de dichos algoritmos utilizaremos los siguientes teoremas y definiciones:
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Teorema 3.2.12. Sea u un vértice y b un beacon. Sea ub el segmento que
une u y b sin que necesariamente ub sea una arista de la grafica. Entonces el
conjunto de aristas vu de u, que lo alcanzan bajo la accion de b, son aquellas
tales que v € Hy.

Demostracion. Sea una arista vu de u. Entonces los segmentos vu y ub son
consecutivos en u, por lo que aplicando la Proposicién 2.2.8, como v € H
entonces b € H," . Luego, como b € H entonces por Corolario 2.6.10 se
cumple que vu alcanza wu. O

Definicién 3.2.13. Sea u un vértice y b un beacon. Sea ub el segmento

que une u y b sin que necesariamente ub sea una arista de la grafica. Lla-

maremos [!; al rayo que parte desde u sobre [%,, tal que H", se encuentra

inmediatamente girando a partir de ! en contra de las manecillas del reloj.
Llamaremos [, entonces al rayo opuesto que parte desde u sobre [},

u+
. 1
ub vy

|
|
v3 |
|
|
|

u—
ub

Teorema 3.2.14. Sea b un beacon y u un vértice cuya lista de adyacencia
Adju] estd ordenada circularmente. Entonces el conjunto de aristas de u que
lo alcanzan bajo la accién de b, son consecutivas circularmente en Adj[u).

Demostracion. Sea ub el segmento que une u y b sin que necesariamente ub
sea una arista de la gréfica. Partiendo desde [, comencemos a girar en
contra de las manecillas del reloj hasta alcanzar [, .
Claramente, las aristas vu encontradas durante este recorrido son las que
pertenecen a H por definicién de [';". Entonces, estas son las que alcanzan
u bajo la acciéon de b por Teorema 3.2.12.
Luego, todas son consecutivas circularmente en Adj[u] por seguir también

Adj[u] un ordenamiento circular en contra de las manecillas del reloj. O

Teorema 3.2.15. Sean dy,ds, ...,dy, V niumeros no negativos. Entonces se
cumple que, la suma de los logaritmos de los V' niumeros es menor o igual
que la suma de los logaritmos de su media aritmética, es decir:

1% 1% 1%
> d;

E logd; < E log ==——

i=1 ° j=1 ° 4
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Demostracion. El miembro derecho de la desigualdad suma V' veces el mismo
valor, por lo que podemos cambiar la sumatoria por multiplicaciéon, quedan-

do: .
14
EI%QSW%Z%—

=1

Por propiedades de logaritmos tenemos que:

\%

14 ZV d ZV d \4
D logdi=log[[d; ¥ Vlog%zkﬁ( v )

=1 =1

Luego debemos demostrar que:

\%4 ZV d. 14
longl- < log (%)

=1

La funcién logaritmo es monotona creciente, luego la desigualdad anterior
se cumple si los argumentos de los logaritmos la cumplen, es decir, si:

1% % v
Hdz’ < (—Zizl di)
i=1 4

Finalmente, pasando la potencia como raiz al miembro izquierdo, queda:

Para mejorar la comprension de la dltima desigualdad, expandiremos la
multiplicatoria y la sumatoria, quedando:

di+do+ ... +dy
\%

Como el lector podra notar en la desigualdad, el miembro izquierdo es
la media geométrica y el miembro derecho es la media aritmética. Esta de-
sigualdad entre ambas medias es conocida y estd demostrada su veracidad
cuando todos los valores son no negativos. Luego, como los V' valores son no
negativos, la desigualdad inicial se cumple. ]

Vd1'd2'...~dv§

Respecto a la complejidad temporal de los algoritmos, también es impor-
tante mencionar que como la gréfica es conexa entonces V = O(FE), por lo
que en los analisis de complejidad se afirmara que O(V + E) = O(E).
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Luego de tener estos resultados estamos en condiciones de enunciar al-
goritmos para hallar los conjuntos atraidos por un beacon. Los algoritmos
presentados siguen basicamente la misma linea expuesta por los resultados
anteriores: Dada G y un beacon b, primero se halla la subgrafica abarcadora
de atraccion Fjp, donde implicitamente se encuentra el arbol de atraccion Ty,
luego se obtiene Ay (b) a partir de un recorrido por Tj,. Finalmente, para el
caso de las aristas, a partir de Ay (b) obtenemos Ag(b).

3.3. Vértices Atraidos - 1

El algoritmo descrito en esta seccion halla el conjunto de vértices atraidos
Ay (b) por un beacon b en O(V + E) = O(E). El algoritmo sigue la linea
expuesta por los resultados preliminares, hallando la subgrafica abarcadora
de atraccion F, donde implicitamente se encuentra el arbol de atraccion Ty,
para luego obtener Ay (b) a partir de un recorrido en profundidad por Tj,.

Algoritmo 3.3.1 O(V + E) = O(FE)

1: procedure VERTICESATRAIDOS1 (b, G)
2: Fy (V(G), (Z))

3 for all u € V(G) do

4 v + Busquedalineal AristaGreedy(u, b, G)

5 if v # null and EsDesplazamientoMonotono(uv, b) then
6: Fy.Adjv] « F,.Adj[v] U {u}

7 Fy.Adjlu] < Fy.Adjlu) U {v}

8 end if
9 end for

10: Ay = DFS-Vértices(b, Fy)
11: return Ay .
12: end procedure

El método “BusquedalinealAristaGreedy(u, b, G)” recorre las aristas de
u para encontrar la arista greedy. Si existe (una con angulo menor estricto
al beacon) entonces devuelve su otro vértice incidente. Si no existe entonces
devuelve null. Su orden es entonces O(d(u)) por recorrer las aristas de wu.

El método “EsDesplazamientoMonotono(uv, b)” devuelve “verdadero” si
y solo si uv es desplazamiento mondtono respecto a b, comprobando si b esta
en HY . Su orden es entonces O(1).
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El método “DFS-Vértices(b, F,)” hace un recorrido en profundidad por
el arbol de F; que contiene a b, es decir, por 1j. Durante el recorrido llena
una lista con todos los vértices visitados y al terminar devuelve dicha lista.
Su orden es entonces O(V') por ser T, un arbol con a lo mas V(7;,) = V(G).

Teorema 3.3.2. Sea b un beacon en una grdfica geométrica G. El Algoritmo
3.3.1 computa correctamente el conjunto de vértices atraidos por b en G.

Demostracion. La linea 1 del algoritmo inicializa una subgrafica abarcadora
F, de G con los vértices de G pero sin ninguna arista.

El ciclo siguiente detecta para cada vértice u de G si este tiene arista
de atraccion respecto a b: Primero busca la arista greedy respecto a b con el
método “BusquedaLineal AristaGreedy(u, b, G)”, y en caso de existir ademas
pregunta si esta es un desplazamiento mondtono respecto a b utilizando el
método “EsDesplazamientoMonotono(uv, b)”.

En caso afirmativo entonces existe arista de atraccién de u respecto a b,
y en las lineas 6 y 7 esta se incluye en Fj,. En caso negativo entones ninguna
arista de u es de atraccion respecto a b y podemos pasar a revisar las aristas
de otro vértice.

Al concluir el ciclo entonces F;, contiene todos los vértices de G y las
aristas de atraccién respecto a b, por lo que por definicion Fy, es la subgrafica
abarcadora de atraccion de G. Luego Fj, es un bosque por el Teorema 3.2.7,
y contiene al arbol T}, donde se encuentra b por definicién.

Finalmente el método “DFS-Vértices(b, Fy,)” obtiene los vértices del arbol
que contiene a b en Fy, es decir, obtiene V(T}), y por Teorema 3.2.9 V(T;) =
Ay (b), por lo que obtenemos correctamente Ay (b) para retornarlo. O

Teorema 3.3.3. Sea b un beacon en una grdfica geométrica G = (V, E).
El Algoritmo 3.53.1 computa el conjunto de vértices atraidos por b en G en
tiempo O(V + E) = O(E).

Demostracion. La linea 1 del algoritmo inicializa una subgrafica abarcadora
F, de G con los vértices de G. Entonces su orden es O(V).

El orden del recorrido “DFS-Vértices” de la linea 10 es O(V'), por ser T,
un arbol con a lo mas |V (T})| = |V(G)| vértices.

El ciclo de la linea 2 itera por todos los vértices de GG y para cada uno
invoca al método “BusquedaliinealAristaGreedy” que itera por todas sus
aristas, por lo que el orden amortizado es O(V + E) = O(E). El resto de las
instrucciones dentro del ciclo son O(1) por lo que no afectan el orden.

Luego, el algoritmo es O(V + E) = O(E). O

Como nota final de esta seccién quisiéramos dejarle al lector una pregunta
respecto al Algoritmo 3.3.1 ;Es la linea 7 del algoritmo necesaria?
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3.4. Vértices Atraidos - 2

El algoritmo descrito en esta seccién, halla el conjunto de vértices atraidos
Ay (b) por un beacon b, asumiendo que los vértices de la gréfica tienen
sus listas de adyacencia ordenadas circularmente. Su tiempo de ejecucion
es O(V'log E/V), lo cual mejora sustancialmente el orden O(V + E) = O(E)
del Algoritmo 3.3.1 en la medida que la grafica sea mas densa. La mejora del
algoritmo consiste en encontrar la arista greedy desde un vértice de forma
mas rapida, haciendo busqueda binaria sobre las aristas del vértice. El resto
del método es igual al Algoritmo 3.3.1.

Asumamos entonces que el vértice u tiene su lista de adyacencia ordenada
circularmente, y que dado un beacon b queremos determinar la arista greedy
desde u si existe. Sea Lv}'ub el angulo formado por bu partiendo de vi'u gi-
rando en sentido contrario a las manecillas del reloj. Entonces podemos hacer
busqueda binaria de £Lvjub respecto a los angulos de la lista de adyacencia
de u, dado que esta esta ordenada respecto a aquellos.

La busqueda binaria nos arrojaria el vértice v} tal que Lvjuvy < Lvjfuby
Lvtuvy, | > Lvjubsiic < d(u), es decir, tal que Lvuv; es el mayor de los me-
nores. Luego las aristas candidatas a ser arista greedy serian uv}* y la proxima
circularmente UV(; wmod d(u))+1> POL lo que podemos hacer la comprobaciéon de
menor angulo estricto respecto a b solo sobre estas dos.

Figura 3.3: En la figura Lvjub esta resaltado. La buisqueda binaria nos arro-
jaria el vértice v} por ser £vjuvy el mayor de los menores de £vj'ub. Entonces
se escogeria la arista greedy entre viu y v¥u. En este caso <vfub < <wjub,
por lo que se escoge como arista de atraccién viu (arista gruesa).

Estableceremos que el método “BusquedaBinariaAristaGreedy(u, b, G)”
hace la busqueda binaria descrita sobre las aristas de u para encontrar la
arista greedy. Si existe (una con dngulo menor estricto al beacon) entonces
devuelve su otro vértice incidente. Si no existe entonces devuelve null. Su
orden es O(log d(u)) por hacer bisqueda binaria sobre las aristas de .

A continuacién enunciamos entonces el segundo algoritmo para hallar el
conjunto de vértices atraidos por un beacon. El lector notara que es practi-
camente igual al Algoritmo 3.3.1, solo cambiando en la linea 4 el llamado a
“BusquedaLineal AristaGreedy” por “BusquedaBinariaAristaGreedy”. El al-
goritmo asume que las aristas de cada vértice estan ordenadas circularmente.
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Algoritmo 3.4.1 O(V'log E/V') Asume ordenamiento circular

1: procedure VERTICESATRAIDOS2(D, G)
2: Fy, (V(G), @)

for all u € V(G) do
v < BusquedaBinariaAristaGreedy(u, b, G)
if v # null and EsDesplazamientoMonotono(uv, b) then
Fy,.Adj[v] < F,.Adj[v] U {u}
Fy. Adju] < Fy.Adju] U {v}
end if
end for

10: Ay = DFS-Vértices(b, Fy)
11: return Ay .
12: end procedure

Teorema 3.4.2. Sea b un beacon en una grdfica geométrica G donde todos
sus vértices tienen las listas de adyacencia ordenadas circularmente. El Al-
goritmo 3.4.1 computa correctamente el conjunto de vértices atraidos por b

en G.

Demostracion. El método “BusquedaBinariaAristaGreedy” difiere del méto-
do “BusquedaLinealAristaGreedy” en su funcionamiento interno, pero ambos
retornan la misma salida para una misma entrada, por lo que a los efectos
del Algoritmo 3.4.1 son iguales.

Entonces podemos sustituir el método “BusquedaBinariaAristaGreedy”
por “BusquedalinealAristaGreedy” en el Algoritmo 3.4.1, quedando este
igual al Algoritmo 3.3.1. Luego, por Teorema 3.3.2 el Algoritmo 3.3.1 es
correcto, por lo que el Algoritmo 3.4.1 también lo es. [

Teorema 3.4.3. Sea b un beacon en una grdfica geométrica G = (V, E) donde
todos sus vértices tienen las listas de adyacencia ordenadas circularmente. El
Algoritmo 3.4.1 computa el conjunto de vértices atraidos por b en G en tiempo
OV I1egE/V).

Demostracion. La linea 1 del algoritmo inicializa una subgrafica abarcadora
Fy, de G con los vértices de G. Entonces su orden es O(V).

El orden del recorrido “DFS-Vértices” de la linea 10 es O(V), por ser Ty,
un arbol con a lo méas V(7T;,) = V(G).

El ciclo de la linea 2 itera por todos los vértices u de G y para cada uno in-
voca al método “BusquedaBinariaAristaGreedy” que es de orden O(log d(u)).
El resto de las instrucciones dentro del ciclo son O(1) por lo que no afectan
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el orden. Entonces el orden amortizado del ciclo es la sumatoria de los loga-
ritmos de los grados de los vértices de G, es decir, O(ZZV:I log d(u;)).

Dado que los grados de los vértices son no negativos, por Teorema 3.2.15
tenemos entonces que:

\%4

3 o () < 3 log i 20

i=1 j=1

Como el miembro derecho de la desigualdad suma V' veces el mismo valor,
podemos cambiar la sumatoria por multiplicacién, quedando:

ZzV:I d(u;)

\%
log d(u:) < V1
> _logd(ui) < Vlog ==

i=1

Sustituyendo la suma de grados del miembro derecho por 2F tenemos:

1%
2F
Zlog d(u;) < Vlogv

i=1
Entonces, el orden amortizado del ciclo es O(V log E/V).
Luego, el orden del algoritmo es O(V log E/V). O

El peor caso del Algoritmo 3.4.1 es bajo la distribucién equitativa de
grados sobre los vértices (2E/V'). Para hacer una breve comparacién entre los
tiempos de ejecucion del Algoritmo 3.4.1 y del Algoritmo 3.3.1, supongamos
que E = kV paraun 0 < k < (V — 1)/2. Entonces el orden del Algoritmo
3.4.1 quedaria en O(V'l1ogkV/V) = O(V logk), mientras que el orden del
Algoritmo 3.3.1 quedarfa en O(V 4+ kV') = O(Vk). Claramente, el Algoritmo
3.4.1 es mejor que el anterior y lo serda mas en la medida que la gréafica sea
mas densa.

Como nota final de esta seccion y en respuesta de la pregunta propuesta
en la secciéon anterior, afirmamos que las lineas 7 del Algoritmo 3.4.1 y del
Algoritmo 3.3.1 no son necesarias. Basta insertar las aristas de atracciéon como
arcos en sentido contrario a la atraccién (lineas 6), ya que en el recorrido por
el arbol de atraccion se desciende, partiendo de b, desde vértices atraidos
hacia vértices que alcanzan estos, por lo que basta poner las aristas en ese
sentido.

3.5. Vértices y Aristas Atraidos - 1

El algoritmo descrito en esta seccidn halla el conjunto de vértices y aristas
atraidos A(b) por un beacon b en O(V + E) = O(E). El algoritmo sigue la
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linea expuesta por los resultados preliminares, hallando primero el conjunto
de vértices atraidos Ay (b), para a partir de estos obtener el conjunto de
aristas atraidas Ag(b) y finalmente devolver su union.

Algoritmo 3.5.1 O(V + E) = O(E)

1: procedure VERTICESARISTASATRAIDOS1(b, G)
2: Ay < VérticesAtraidos1(b, G)
3: AE < @

: for all u € Ay do
5: Ap < Ap U BusquedaLineal AristasIncidentesAlcanzan(u, b, G)
end for

7 A+ AV U AE
8: return A
9: end procedure

El método “BusquedaLinealAristasIncidentesAlcanzan(u, b, G)”, devuel-
ve un conjunto con todas las aristas incidentes a u que lo alcanzan bajo la
accion de b. Para ello recorre todas las aristas vu de u y para cada una pre-
gunta si b € H},, es decir, si sus puntos alcanzan u bajo la accién de b. Solo

en caso positivo incluye entonces la arista en el conjunto a devolver. Su orden
es entonces O(d(u)) por recorrer todas las aristas de w.

Teorema 3.5.2. Sea b un beacon en una grdfica geométrica G. El Algoritmo
3.5.1 computa correctamente el conjunto de vértices y aristas atraido por b

en G.

Demostracion. La linea 1 del algoritmo obtiene Ay = Ay (b), el conjunto
de vértices atraidos por b. La linea 2 del algoritmo inicializa con vacié el
conjunto Ag.

El ciclo siguiente obtiene, para cada vértice atraido u € Ay = Ay (b), las
aristas incidentes a u que lo alcanzan bajo la accién de b, almacenandolas en
Apg. Entonces al concluir el ciclo, Ar almacena las aristas uv tal que, o uv
alcanza v € Ay = Ay (b), o uv alcanza u € Ay = Ay (b). Luego, por Teorema
3.2.10, Ag = Ag(b).

En la peniltima linea se crea el conjunto A uniendo los conjuntos Ay =
Ay (b) y Ap = Ag(b). Finalmente se devuelve A que por definicién es A(b).

]

Teorema 3.5.3. Sea b un beacon en una grifica geométrica G = (V, E). El

Algoritmo 3.5.1 computa el conjunto de vértices y aristas atraidos por b en
G en tiempo O(V + E) = O(E).
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Demostracion. Lalinea 1 del algoritmo obtiene el conjunto de vértices atraidos
por b, Ay = Ay(b), utilizando el Algoritmo 3.3.1, por lo que queda en
OV +E)=0(FE).

La linea 7 es la union de los conjuntos Ay = Ay (b) y Ag = Ag(b), cuyas
cardinalidades cumplen que |Ay| = |Ay(b)| <V y |Ag| = |Ag(b)| < E. Por
lo que podemos acotar la unién por O(V + E) = O(E).

El ciclo de la linea 2 itera por todos los vértices de Ay = Ay (b), y para
cada uno invoca al método “Busquedalineal AristasIncidentesAlcanzan”, que
itera por todas sus aristas. Como |Ay| = |Ay(b)| puede ser V', y se recorren
todas las aristas de sus vértices, entonces se pueden recorrer todas las aristas
de E. Entonces, el orden amortizado del ciclo es O(V + E) = O(F).

Luego, el algoritmo es O(V + E) = O(FE). O

3.6. Vértices y Aristas Atraidos - 2

El algoritmo descrito en esta seccion, halla el conjunto de vértices y aristas
atraidos A(b) por un beacon b, asumiendo que los vértices de la grafica tienen
sus listas de adyacencia ordenadas circularmente. Su tiempo de ejecucién es
O((Vieg E/V)+|Ag(b)|), el cual no mejora asintéticamente el orden O(V +
E) = O(E) del Algoritmo 3.5.1 pero si pudiera llegar a ser mucho mejor en
la practica. La mejora del algoritmo consiste en que, para un vértice dado se
encuentran las aristas de este que lo alcanzan de forma mas rapida, haciendo
dos busquedas binarias sobre las aristas del vértice para luego solo recorrer
las que lo alcanzan. El resto del método es igual al Algoritmo 3.5.1.

Asumamos entonces que el vértice u tiene su lista de adyacencia ordenada
circularmente, y que dado un beacon b queremos obtener el conjunto de
aristas de u que lo alcanzan bajo la accién de b:

Sea ut un punto en !4 distinto de u, y sea v~ un punto en [!; distinto
de w. Sean entonces Lvjuut y Lvluu~ los dngulos formados por utu y
u~u respectivamente partiéndose de viu girando en sentido contrario a las
manecillas del reloj. Entonces podemos hacer bisquedas binarias de £v{uu™
y Lvjuu~ respecto a los angulos de la lista de adyacencia de u.

Las buisquedas binarias nos arrojarfan los vértices vj' y v respectivamente
tales que Lvjuvj’ y Lvjuvy son los mayores de los menores de Lvjuu® y
ALviuu~ respectivamente. Luego, por Definicién 3.2.13 de I!) y %, v por
Teorema 3.2.14, las aristas de u que lo alcanzan bajo la accién de b son las
que estdn circularmente partiendo desde v, (préxima circular) hasta v}.
Recorriendo entonces la lista de adyacencia de u circularmente desde v},
hasta v}, obtenemos dichas aristas.
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Figura 3.4: Las busquedas binarias de £v{uu™ y £Lv'uu™ nos arrojarian los
vértices v¥ y v¥, por ser Lvi'uvy el mayor de los menores de Lviuu® y Lojuvy
el mayor de los menores de ALvj'uu~ respectivamente. El préximo vértice
circularmente a v¥ es v{. Entonces todas las aristas desde v} hasta llegar a
vy, en la lista de adyacencia de u, son las que alcanzan u bajo la acciéon de
b. En la figura son las aristas gruesas.

Estableceremos que el método “BiuisquedaMejorAristasIncidentesAlcanzan(u,
b, G)” hace las dos bisquedas binarias descritas sobre las aristas de u, junto
el recorrido descrito para devolver una lista con todas las aristas de u que lo
alcanzan bajo la accién de b. Como caso especial, cuando el primer parame-
tro sea u = b, el método simplemente devolvera todas las aristas de b pues
trivialmente todas lo alcanzan.

A continuaciéon enunciamos entonces el segundo algoritmo para hallar el
conjunto de vértices y aristas atraidos por un beacon. El lector notara que es
practicamente igual al Algoritmo 3.5.1, solo cambiando en la linea 1 el llama-
do a “VérticesAtraidosl” por “VérticesAtraidos2” y en la linea 5 el llamado a
“BusquedaLineal AristasIncidentesAlcanzan” por “BusquedaMejorAristasin-
cidentesAlcanzan”. El algoritmo asume que las aristas de cada vértice estan
ordenadas circularmente.

Algoritmo 3.6.1 O((Vlog E/V) 4 |Ag(b)|) Asume ordenamiento circular

1: procedure VERTICESARISTASATRAIDOS2(b, G)
2: Ay < VérticesAtraidos2(b, G)
3: AE <— @

: for all u € Ay do
5: Ap < Ap U BusquedaMejorAristasIncidentesAlcanzan(u, b, G)
end for

7 A<+ Ay UAg
8: return A
9: end procedure
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Teorema 3.6.2. Sea b un beacon en una grdafica geométrica G donde todos
sus vértices tienen las listas de adyacencia ordenadas circularmente. El Algo-
ritmo 3.6.1 computa correctamente el conjunto de vértices y aristas atraido
porb en G.

Demostracion. Los métodos “VérticesAtraidos2” y “BusquedaMejorArista-
sIncidentesAlcanzan” difieren respectivamente de los métodos “VérticesA-
traidos1” y “Busquedalineal AristasIncidentesAlcanzan” en sus funcionamien
tos internos, pero respectivamente retornan la misma salida para una misma
entrada, por lo que a los efectos del Algoritmo 3.6.1 son iguales.

Entonces podemos sustituir los métodos “VérticesAtraidos2” y “Busque-
daMejorAristasIncidentesAlcanzan” por “VérticesAtraidosl” y “Busqueda-
LinealAristasIncidentesAlcanzan” en el Algoritmo 3.6.1, quedando este igual
al Algoritmo 3.5.1. Luego, por Teorema 3.5.2 el Algoritmo 3.5.1 es correcto,
por lo que el Algoritmo 3.6.1 también lo es. O]

Teorema 3.6.3. Sea b un beacon en una grifica geométrica G = (V, E) donde
todos sus vértices tienen las listas de adyacencia ordenadas circularmente. El
Algoritmo 3.6.1 computa el conjunto de vértices y aristas atraidos por b en

G en tiempo O((V1og E/V') + |Ag(b)]).

Demostracion. Lalinea 1 del algoritmo obtiene el conjunto de vértices atraidos
por b, Ay = Ay(b), utilizando el Algoritmo 3.4.1, por lo que queda en
OWVlegE/V).

La linea 7 es la unién de los conjuntos Ay = Ay (b) y Ag = Ag(b), cuyas
cardinalidades cumplen que |Ay| = |Ay(b)| <V y |Ag| = |Ag(b)| < E, por
lo que queda en O(|Ay(b)| + |Ar(D)]).

El ciclo de la linea 2 itera por todos los vértices de Ay = Ay (b), y para
cada uno invoca al método “BusquedaMejorAristasIncidentesAlcanzan”. El
método “BusquedaMejorAristasIncidentesAlcanzan” hace dos procesos: un
par de busquedas binarias, y un recorrido por las aristas que alcanzan el
vértice. Separaremos los dos procesos para hallar sus complejidades:

Para cada vértice en Ay = Ay (b) el primer proceso hace dos bisquedas
binarias sobre sus aristas. Repitiendo entonces el analisis hecho para hallar
la complejidad del Algoritmo 3.4.1, nos queda que el proceso global toma
de forma amortizada O(V log E/V'), alcanzandose este bajo la distribucién
equitativa de grados sobre los vértices.

Para cada vértice en Ay = Ay (b) el segundo proceso hace un recorrido
por las arista de este que lo alcanzan. Por Teorema 3.2.10 sabemos que estas
conforman Ag(b), por lo que el proceso global toma de forma amortizada
O(|As(b)).

Luego, el algoritmo es O(V'log E/V) + |Ag(b)]). O



Capitulo 4

Kernels

4.1. Introduccion

En este capitulo expondremos algoritmos para encontrar el kernel de bea-
cons para vértices y el kernel de beacons para vértices y aristas. El kernel
de beacons se define como el conjunto de vértices de la grafica tal que cada
uno por si solo es capaz de atraer todos los elementos; para el caso de la
variante de vértices esto significa atraer todos los vértices y para el caso de
vértices y aristas significa atraer todos los vértices y aristas. En la proxima
seccién se definiran formalmente ambos conjuntos y se expondran algunos
resultados que serviran de apoyo para los andlisis de los algoritmos. En las
secciones posteriores expondremos los algoritmos para las dos variantes trata-
das, mostrando la correctitud de estos y sus complejidades computacionales.
Enfatizamos que en todas las definiciones y resultados mencionados estare-
mos haciendo referencia a una grafica geométrica G = (V, E).

4.2. Preliminares

Definicién 4.2.1. El kernel de beacons Ky (G), de una grafica geométrica
G = (V, E) en la variante de vértices, es el conjunto de vértices (beacons)
de G tal que cada uno es capaz de atraer todos los vértices de la gréfica, es
decir, son los v € V' tal que Ay (v) = V.

Definicién 4.2.2. El kernel de beacons K(G), de una grafica geométrica
G = (V,E) en la variante de vértices y aristas, es el conjunto de vértices
(beacons) de G tal que cada uno es capaz de atraer todos los vértices y
aristas de la gréfica, es decir, son los v € V tal que A(v) =V U E.

35
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Algunos de los algoritmos que se expondran posteriormente preproce-
san la grafica ordenando circularmente las listas de adyacencia de todos los
vértices. El siguiente teorema expone una cota superior de la complejidad
temporal de este preproceso.

Teorema 4.2.3. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. La complejidad
temporal de ordenar circularmente todas las listas de adyacencia de sus vérti-
ces es O(VZog E/V).

Demostracion. Utilizando cualquier algoritmo de ordenacién de orden O(nlogn),
ordenar la lista de adyacencia de un vértice u serfa O(d(u)logd(u)). Luego,
si este proceso se hace para todos los vértices de (G, entonces el orden seria:

14

O(>_ d(u;) log d(u;))

=1

Sustituyamos en la férmula interna el primer d(u;) por V, quedando
ZZV:1 Vlogd(u;). Como el grado de cada vértice es menor que la cantidad
de vértices de la gréfica entonces d(u;) < V, siendo menos estrictos digamos
que d(u;) < V. Entonces comparando las férmulas tenemos que:

v

Zd(ul log d(u;) Z V log d(u;)

i=1

Como V es una constante dentro de la sumatoria del miembro derecho
entonces podemos extraerla, quedando:

v

Zd(uz) log d(u;) < VZlog d(u;) (1)

i=1 =1

Respecto a la sumatoria del miembro derecho, como todos los grados son
no negativos, entonces por Teorema 3.2.15 tenemos que:

Vv

14 1%
i1 d(wi)
log d(u;) < log ="=——
> log(u) < 3 log =1 ©)
=1 7j=1
Sustituyendo miembro derecho de la ecuacién (2) en el miembro derecho
de la ecuacion (1), queda:

|4 \%4 1%
> dlwi)
d(u;)logd(u;)) <V log &==———~
D dl) g () < V 3 log ==
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Como el miembro derecho de la desigualdad suma V' veces el mismo valor,
podemos cambiar la sumatoria por multiplicacién, quedando:

Zzyzl d(u;)
V

4
Z d(u;)logd(u;) < VViog

i=1

Sustituyendo la suma de grados del miembro derecho por 2E tenemos:

1%
2K
Z d(u;)logd(u;) < VViog v

i=1
Entonces nos queda:

\%

2F
Z d(u;) log d(u;) < V?log v

i=1
Luego, finalmente el orden serfa O(V?log E/V). O

Aunque esta cota superior es buena, el lector podra percatarse que se sus-
tituyé implicitamente “d(u;)logd(u;)” por “Vleg2E/V” para hacer la de-
mostracion. Esta sustitucion no utiliza exactamente la distribucion equitativa
de grados sobre los vértices, pues al utilizarla quedaria “(2E/V')log2E/V”.
Esto nos hace pensar que la complejidad de la ordenacion de todas las lis-
tas pudiera ser O(V (E/V)log E/V) = O(Elog E/V), lo cual mejoraria el
O(V?log E/V) dado. Aun asi, no tenemos demostracién de lo anterior por
lo que se deja como conjetura.

Conjetura 4.2.4. Sea G = (V, E) una grafica geométrica. Entonces la com-

plejidad temporal de ordenar circularmente todas las listas de adyacencia de
sus vértices es O(Elog E/V).

Cada vértice que pertenezca al kernel de beacons K (G) en la variante de
vértices y aristas, debe poder atraer todos los vértices y aristas de la gréfica.
Supongamos que un vértice b atrae a todos los vértices de la gréfica, es decir,
que b € Ky (G). Si todas las aristas uv de la gréfica alcanzan alguno de sus
extremos bajo la accién de b, entonces ocurrird también que b € K(G).

Al asumir que b € Ky (G) entonces Ay (b) = V(G). Entonces ya tenemos
que b atrae todos los vértices de la grafica, pero si ademas toda arista uv al-
canza algin extremo, digamos v por ejemplo, entonces uv también es atraida
por b, dado que alcanza v por lo que correrd la misma suerte que v bajo la
accion de b y v es atraido por b. El siguiente teorema enuncia formalmente
esta idea.
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Teorema 4.2.5. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. Un vértice b € V
pertenece o K(G) <= b € Ky(G) AVuv € E uv alcanza uno de sus
extremos bajo la accion de b.

Demostracion. Un vértice b € V pertenece a K(G) <= A(b) =V UE
por definicién. Entonces como A(b) = Ay (b) U Ag(b) por definicién y los
conjuntos Ay (b) y Ag(b) son siempre disjuntos, es necesario y suficiente que

Si b € K(G) entonces Ay (b) =V, por lo que directamente b € Ky (G).
Ademads también se cumple que Ag(b) = E, por lo que todas las aristas
son atraidas por b. Entonces todas las aristas necesitan alcanzar uno de sus
vértices extremos bajo la accion de b, puesto que si no seria imposible que
alcanzaran vértice alguno, incluido el propio b por lo que no serian atraidas
por este.

Sib e Ky(G)AVuv € E uv alcanza uno de sus extremos bajo la accién de
b, entonces ya sabemos directamente que Ay (b) = V. Ademads, como bajo la
accion de b toda uv alcanza uno de sus extremos, digamos v, entonces uv es
atraida por b puesto que: uv correra la misma suerte que v bajo la accion de
b por Proposicion 2.6.3, y v es atraido por b por Ay (b) = V. Entonces como
toda arista es atraida por b, Ag(b) = E. Luego, A(b) = Ay(b) U Ag(b) =
V U E, por lo que b € K(G) por definicién. ]

4.3. Kernel en Vértices

El algoritmo expuesto en esta seccion halla el kernel de beacons Ky (G)
en la variante de vértices. El algoritmo comienza preprocesando la grafica
ordenando circularmente las listas de adyacencia de todos los vértices. Luego
se itera por todos los vértices de la gréfica y para cada uno se aplica el
Algoritmo 3.4.1, comprobando después si el conjunto de vértices atraidos
contiene todos los vértices de la grafica. Su orden es O(V?log E/V).

En caso de que las listas de adyacencia ya estuviesen ordenadas circular-
mente entonces el preproceso inicial no seria necesario, pero aun asi el orden
quedarfa igualmente O(V?log E/V). Otra opcién posible serfa inicialmente
comprobar si estan ordenadas circularmente o no, y ordenarlas después si no
lo estan. Esta comprobacién se haria pasando por todos los vértices y revi-
sando las listas de adyacencia verificando si los dngulos no decrecen (crecen)
respecto a la primera arista. La comprobacion solo llevaria O(FE) asi que no
afectaria el orden del algoritmo. Por simplicidad preferimos dejar el prepro-
ceso sin hacer la comprobacién dado que el orden asintético no se afecta al
hacerlo.
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Algoritmo 4.3.1 O(V?log E/V)

1: procedure KERNELVERTICES(G)
2: for all u € V(G) do

3: OrdenarCircularmenteAristas(u, G)
4: end for

5: KV < @

6: for all b € V(G) do

7 Ay <+ VérticesAtraidos2(b, G)

8: if |Ay| = |V(G)| then

9: Ky + Ky U {b}

10: end if

11: end for

12: return Ky .

13: end procedure

Teorema 4.3.2. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. El Algoritmo 4.3.1
computa correctamente Ky (G), el kernel de beacons de G en la variante
vértices.

Demostracion. Las lineas 2-4 del algoritmo ordenan circularmente las listas
de adyacencia de todos los vértices de GG para que después se pueda utilizar
el Algoritmo 3.4.1 Vértices Atraidos 2. La linea 5 inicializa el conjunto Ky
con el vacio.

El ciclo de la linea 6 itera por todos los vértices b de G, y para cada
uno en la linea 7 halla su conjunto de vértices atraidos Ay (b) utilizando el
Algoritmo 3.4.1. La linea 8 comprueba si la cardinalidad de Ay (b) es igual a
la cardinalidad de V. Solo en caso positivo se anade el vértice b a Ky en la
linea 9.

Al terminar el ciclo entonces Ky contendra los vértices v € V' tal que
|Av(v)] = |V], es decir, tal que Ay(v) = V. Luego por Definicién 4.2.1
Ky = Ky (G), por lo que se retorna correctamente Ky (G). O

Teorema 4.3.3. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. El Algoritmo 4.5.1
computa Ky (G), el kernel de beacons de G en la variante vértices, en orden
O(V2log E/V).

Demostracion. Las lineas 2-4 del algoritmo ordenan circularmente las listas
de adyacencia de todos los vértices de GG. Entonces por Teorema 4.2.3, esto
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quedarfa en O(V?log E/V). En caso de estar ordenadas esto no seria nece-
sario, bastaria una comprobacién previa al ordenamiento que quedaria en
orden O(E).

El ciclo de la linea 6 itera por todos los vértices de GG, y para cada uno
halla su conjunto de vértices atraidos utilizando el Algoritmo 3.4.1, el cual
es O(V'log E/V). Entonces el orden del ciclo es O(V?log E/V).

El resto de las lineas del algoritmo son O(1) por lo que no afectan la
complejidad temporal. Luego, el orden del algoritmo es O(V?log E/V). [

Un algoritmo aun mas simple para hallar el kernel en esta variante seria
utilizando el Algoritmo 3.3.1 Vértices Atraidos 1, el cual no necesita que las
aristas estén ordenadas circularmente. En este caso las lineas 2-4 de ordena-
miento no serian necesarias, y en la linea 7 utilizamos entonces el Algoritmo
3.3.1 en vez del Algoritmo 3.4.1. El orden de este algoritmo quedaria entonces
en O(VE), puesto que se ejecutaria el Algoritmo 3.3.1 que es O(F) desde
cada vértice de V.

Evidentemente este algoritmo seria peor asintéticamente que el Algoritmo
4.3.1, puesto que O(V E) es peor que O(V?log E/V). Si por ejemplo nuestra
gréifica fuera densa el orden de este algoritmo serfa O(V?), mientras que el
del Algoritmo 4.3.1 serfa solo O(V?log V). En caso de ser dispersa ambos
algoritmos se comportarian igual.

No se incluyd este algoritmo en el trabajo por su simpleza y por ser
superado asintoticamente por otro algoritmo también simple.

4.4. Kernel en Vértices y Aristas - 1

El algoritmo expuesto en esta seccién halla el kernel de beacons K (G) en
la variante de vértices y aristas. El algoritmo es simple: se itera por todos los
vértices de la grafica y para cada uno se aplica el Algoritmo 3.5.1 Atraccion
de Vértices y Aristas 1, comprobando después si el conjunto de vértices y
aristas atraidos contiene todos los vértices y aristas de la grafica. Su orden
es O(VE).

En caso de que las listas de adyacencia ya estuviesen ordenadas circu-
larmente entonces valdria la pena utilizar el Algoritmo 3.6.1 Atraccién de
Aristas 2, mejorandose la eficiencia en la préactica aunque quedando igual
asintéticamente en O(V E). En este caso el preproceso de ordenamiento no
serfa tan ventajoso, pues el beneficio de utilizar el Algoritmo 3.6.1 pudiera ser
contrarrestado precisamente por el costo de la ordenacién, dependeria mucho
de la estructura y la geometria de la grafica, asi como de los tamanos de los
conjuntos de aristas atraidos desde cada vértice. Como no ofrecia mejora en el



4.4. KERNEL EN VERTICES Y ARISTAS - 1 41

orden asintoético y tampoco mejora segura en la eficiencia practica, decidimos
no incluir el preproceso de ordenamiento de las aristas en el algoritmo.

Algoritmo 4.4.1 O(VE)

1: procedure KERNELVERTICESARISTAST(G)
2: K<« 0

3: for all b € V(G) do

4: A + VérticesAristasAtraidosl(b, G)
5: if |A| = |V(G)| + |E(G)| then

6: K+ KU({b}

7: end if

8: end for

9: return K

10: end procedure

Teorema 4.4.2. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. El Algoritmo 4.4.1
computa correctamente K(G), el kernel de beacons de G en la variante vérti-
ces y aristas.

Demostracion. La linea 2 inicializa el conjunto K con el vacio.

El ciclo de la linea 3 itera por todos los vértices b de GG, y para cada uno
en la linea 4 halla su conjunto de vértices y aristas atraidos A(b) utilizando
el Algoritmo 3.5.1. La linea 5 comprueba si la cardinalidad de A(b) es igual
a la cardinalidad de V' més la cardinalidad de E. Solo en caso positivo se
anade el vértice b a K en la linea 6.

Al terminar el ciclo entonces K contendra los vértices v € V tal que
|A(v)| = |V |+ |E)|, es decir, tal que A(v) = VUE. Luego por Definicién 4.2.2
K = K(G), por lo que se retorna correctamente K (G). O

Teorema 4.4.3. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. El Algoritmo 4.4.1
computa K(G), el kernel de beacons de G en la variante vértices y aristas,

en orden O(VE).

Demostracion. El ciclo de la linea 3 itera por todos los vértices de G, y
para cada uno halla su conjunto de vértices y aristas atraidos utilizando el
Algoritmo 3.5.1, el cual es O(E). Entonces el orden del ciclo es O(V E).

El resto de las lineas del algoritmo son O(1) por lo que no afectan la
complejidad temporal. Luego, el orden del algoritmo es O(V E). O
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El rendimiento de este algoritmo es malo, basta asumir que la grafica
es densa para ver que el algoritmo puede terminar en O(V3). Aun asi se
puede caer en la errénea conclusién de que este algoritmo no puede ser me-
jorado asintéticamente, dado que para poder incluir un vértice candidato en
el kernel debemos tener seguridad de que atrae toda la gréfica, por lo que
suena razonable que tengamos que ejecutar el algoritmo de vértices y aristas
atraidos para comprobar si efectivamente el candidato atrajo o no toda la
grafica. El punto aqui es que no se necesita realmente saber quienes son los
vértices y aristas atraidos por el candidato, basta conocer la cantidad que
atrae para determinar si pertenece o no al kernel.

4.5. Kernel en Vértices y Aristas - 2

El algoritmo expuesto en esta seccién halla el kernel de beacons K (G) en
la variante de vértices y aristas en orden O(V?log E/V). Como se ve, esto
es una mejora considerable al O(V' E) del algoritmo anterior para el mismo
problema. El algoritmo comienza hallando el kernel de vértices Ky (G), dado
que estos son los unicos candidatos de G a ser parte de K(G). Luego, para
cada uno de estos verifica que el total de aristas atraidas sean todas las de la
grafica. La mejora de este algoritmo consiste en que no es necesario conocer
cuales son las aristas atraidas por un candidato, basta solo saber el total de
estas por lo que se evita tener que iterar por las aristas atraidas.

Para hallar el total de aristas atraidas por un candidato b se utiliza una
técnica parecida a la mostrada en el Algoritmo 3.6.1, utilizando las bisquedas
binarias de [ y I, sobre cada vértice u. Con estas bisquedas obtendriamos
los limites de las aristas que alcanzan u en Adj[u], por lo que calculando la
diferencia circular tendriamos la cantidad de estas que alcanzan u. Luego,
como b atrae todos los vértices, podemos afirmar que esta cantidad de aristas
de u son atraidas por b. Finalmente comparamos el total de aristas atraidas
por b con |E|, y en caso de ser iguales entonces incluimos b en K(G).

Asumamos entonces que el vértice u tiene su lista de adyacencia ordenada
circularmente, y que dado un beacon b queremos obtener la cantidad de
aristas de u que alcanzan u bajo la accion de b:

Sea ™ un punto en [ distinto de u, y sea u~ un punto en [!; distinto
de u. Sean entonces Lviuu® y ALviuu~ los dngulos formados por utu y
u~u respectivamente, partiéndose de vju girando en sentido contrario a las
manecillas del reloj. Entonces podemos hacer bisquedas binarias de £Lvi'uu™
y Lvjuu” respecto a los angulos de la lista de adyacencia de u.

Las buisquedas binarias nos arrojarfan los vértices vj' y v respectivamente
tales que Lvjuvj’ y Lvjuvy son los mayores de los menores de Lvjuu® y
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Aviuu~ respectivamente. Luego, por Definicién 3.2.13 de I%) y %, y por

Teorema 3.2.14, las aristas de u que lo alcanzan bajo la acciéon de b son las
que estdn circularmente partiendo desde vy, | (préxima circular) hasta v}. La
férmula entonces para calcular la cantidad de estas seria:

j—(+1)+1=j5—i st 1<
alcanzan, =

dlu)—(i+1)+1+j=du)—i+j si i>]

u—
ub

Figura 4.1: Las busquedas binarias de £vfuu™ y £Lvuu™ nos arrojarian los
vértices v¥ y v¥, por ser Lviuvy el mayor de los menores de Lviuut y Lofuvy
el mayor de los menores de Lvjuu~ respectivamente. El préximo vértice
circularmente a v¢ es v§'. Entonces todas las aristas desde v} hasta llegar a vy,
en la lista de adyacencia de u, son las que alcanzan u bajo la acciéon de b. En
la figura son las aristas gruesas. Para calcular la cantidad de estas basta hacer
el célculo indicado por la férmula: alcanzan, = d(u) —5+3=5—-5+3 = 3.

Estableceremos que el método “CantidadAristasIncidentesAlcanzan(u, b,
()" hace las dos busquedas binarias descritas sobre las aristas de u, y después
utiliza la féormula anterior para calcular la cantidad de aristas de u que lo
alcanzan bajo la accién de b. El orden del método es O(logd(u)) por las
dos busquedas binarias sobre las aristas de u. Como caso especial, cuando
el primer pardmetro sea u = b, el método simplemente devolvera d(b) pues
trivialmente todas lo alcanzan.

A continuacion enunciamos entonces el segundo algoritmo para hallar el
kernel de beacons para vértices y aristas. El algoritmo no asume que las
aristas de cada vértice estan ordenadas circularmente, dado que cuando se
invoca a “KernelVértices” este internamente las ordena circularmente.
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Algoritmo 4.5.1 O(V?log E/V)

1: procedure KERNELVERTICESARISTAS2(G)
2: Ky <+ KernelVértices(G)

3: K<+ 0

4: for all b € Ky do

5: total, < 0

6: for all u € V(G) do

7: alcanzan,, <— Cantidad AristasIncidentesAlcanzan(u, b, G)
8: totaly < totaly, + alcanzan,

9: end for

10: if total, = |E(G)| then

11: K «+ K U{b}

12: end if

13: end for

14: return K
15: end procedure

Teorema 4.5.2. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. El Algoritmo 4.5.1
computa correctamente K(G), el kernel de beacons de G en la variante vérti-
ces Yy aristas.

Demostracion. La linea 2 obtiene Ky = Ky (G) el kernel de beacons pa-
ra vértices de G. Internamente este ordena circularmente las aristas de los
vértices de G por lo que eventualmente podemos utilizar “CantidadArista-
sIncidentesAlcanzan”.

La linea 3 inicializa el conjunto K con el vacio.

El ciclo de la linea 4 itera por todos los vértices candidatos b de Ky =
Ky (G). Para cada uno comienza inicializando la variable numérica total, en
cero, indicando que el candidato b todavia no ha provocado que ninguna
arista alcance un extremo.

El ciclo de la linea 6 entonces itera por todos los vértices u de la grafi-
ca. Entonces con el método “CantidadAristasIncidentesAlcanzan(u, b, G)”
se calcula la cantidad de aristas de u que lo alcanzan bajo la accion de b y
se almacena en la variable alcanzan,. Estas aristas vu, que alcanzan u bajo
la accién de b, no serdan contadas como que alcanzan sus v's cuando se eje-
cute “CantidadAristasIncidentesAlcanzan(v, b, G)” sobre sus v’s, pues por
Corolario 2.6.8 una sola de ambas cosas puede ocurrir. Luego, estas aristas
bajo la acciéon de b alcanzan su extremo u y solo su extremo u, por lo que
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podemos agregarlas al total de aristas que alcanzan extremo total, sin hacer
omisiones ni repeticiones.

Al concluir el ciclo de la linea 6 entonces la variable total, contiene el
total de aristas de G que alcanzan algiin extremo bajo la accion de b. Si este
total es igual a |F| entonces Yuv € E uv alcanza alguno de sus extremos
bajo la accién de b, y como ademds tenemos que b € Ky (G), entonces por
Teorema 4.2.5 nos queda que b € K(G), por lo que en la linea 11 agregamos
el candidato b al conjunto K.

Al terminar el ciclo de la linea 4 entonces K contendra los vértices b €
K(G) tal que b € Ky (G), pero como el Teorema 4.2.5 exige también que
necesariamente todo v € K(G) cumpla que v € Ky (G), entonces K = K(G).

Luego, el algoritmo devuelve correctamente K = K(G). [

Teorema 4.5.3. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. El Algoritmo 4.4.1
computa K(G), el kernel de beacons de G en la variante vértices y aristas,

en orden O(V*log E/V).

Demostracion. La linea 2 obtiene Ky = Ky (G) el kernel de beacons para
vértices de G utilizando el Algoritmo 4.3.1, que es O(VZlog E/V).

El ciclo de la linea 4 itera por todos los vértices candidatos b de Ky =
Ky (G). El ciclo de la linea 6 itera entonces por cada vértice u de Gy hace dos
bisquedas binarias sobre sus aristas, las cuales son O(logd(u)). Repitiendo
entonces el andlisis hecho para hallar la complejidad del Algoritmo 3.4.1, nos
queda que el proceso global del ciclo de la linea 6 toma de forma amortizada
O(V'log E/V), alcanzandose este bajo la distribucién equitativa de grados
sobre los vértices. Luego, como esto ocurre para cada vértice candidato b en
Ky = Ky (G), que potencialmente pueden ser todos los de G, entonces todo
el ciclo de la linea 4 queda en O(VV'log E/V) = O(V?log E/V).

El resto de las lineas del algoritmo son O(1) por lo que no afectan la
complejidad temporal. Luego, el orden del algoritmo es O(VZlog E/V). O

Es un poco sorprendente que las complejidades del kernel para vértices y
del kernel para vértices y aristas, queden igual en O(V?log E/V), y sin tan
siquiera tomar en cuenta la densidad de la grafica. Aun asi no tenemos sos-
pecha de que exista un mejor algoritmo asintético para el kernel de vértices,
puesto que, lo que provoca que ambos algoritmos tengan el mismo orden es
precisamente la restriccion de que en el kernel de vértices y aristas todas las
aristas tengan que ser atraidas, lo que nos evita enumerarlas bastando solo
conocer el total de estas.

Por otra parte, dado el orden O(V?log E/V) de este algoritmo, se infiere
directamente que a medida que la grafica sea mas densa entonces el algoritmo
necesitara mas tiempo. De hecho, podemos pensar que el problema en si,
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hallar el kernel para vértices y aristas, es en general mas dificil de solucionar
a medida que la grafica se hace mas densa. La siguiente seccion muestra
una técnica que contradice esta idea, llegandose incluso a concluir que el
problema en una grafica completa es mas facil asintoticamente. La técnica
se basa en reducir candidatos al kernel de vértices y aristas, y se logra con
un proceso que solo toma O(V + E) = O(E), lo cual la hace muy llamativa
para incorporarla a los algoritmos mostrados.

4.6. Kernel en Vértices y Aristas - Técnica

En esta seccién no discutiremos un algoritmo para hallar kernel de vérti-
ces y aristas, sino una técnica de reduccion de candidatos que puede ser
aplicada a los algoritmos de este problema. La técnica se logra recorriendo
los vértices y aristas de la grafica un nimero constante de veces, por lo que su
orden es O(V + E) = O(F). Aunque puede ser muy efectiva, esta no reduce
la complejidad temporal de los algoritmos en los que puede ser usada. La
efectividad de la técnica estd en dependencia de la densidad de la grafica,
su geometria y la distribucion de las aristas. Como se dijo inicialmente, la
técnica intenta reducir candidatos al kernel.

Supongamos que tomamos un vértice u y queremos evaluar la posibilidad
de que sus vértices adyacentes sean parte del kernel de vértices y aristas.
Sea un vértice v adyacente a u, claramente para que v € K(G), v no puede
estar en la banda B,,, de ninguna arista wz de la grafica, puesto que si no
entonces existiria un punto muerto en wz respecto a v y todos sus puntos lo
alcanzarian. En particular, v no puede estar en la banda de ninguna arista
de u por la misma razén. Enunciaremos rapidamente estos resultados.

Teorema 4.6.1. Sea v un vértice en una grdfica geométrica G = (V, E). Si
veE K(G) = Ywze E se cumple que v & B,y,,.

Demostracion. Supongamos que v € K(G) y que 3wz € E tal que v € B,,.
Entonces como v € B,,, por Corolario 2.6.8 existe un punto muerto d € wz y
todos los puntos de wz lo alcanzaran, lo que implica que todos permaneceran
estacionarios en d por Corolario 2.6.4. Luego, wz no seria atraida por v por
lo que v no pudiera estar en K(G). Esto contradice la hipétesis por lo que
no puede existir tal arista wz y el teorema se cumple. O

Corolario 4.6.2. Sea u un vértice en una grifica geométrica G = (V, E). Si
un vértice v € Adjlu] es tal que v € K(G), entonces ¥ w € Adjlu] se cumple
que v & By .
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Demostracion. Si v € K(G) y existiera un w € Adj[u] tal que v € By,
entonces existiria una arista uww € E tal que v € B,,, y por el teorema
anterior esto no puede ocurrir. O]

Teniendo estos resultados entonces supongamos que tomamos el vértice
w € Adj[u], tal que la distancia entre v y w es la mayor entre u y sus
adyacentes. Es decir, tomamos w € Adj[u] tal que ¥V v € Adj[u] se cumple
que d(w,u) > d(v,u). Sin perdida de generalidad y por sencillez asumamos
que w esta arriba de v en la misma vertical. Entonces todo vértice v adyacente
a u que esté encima de la horizontal donde estd u, no podréa pertenecer al
kernel, puesto que necesariamente estd en la banda de uw dado que no puede
estar mas arriba que w. De esta forma podemos eliminar como candidatos
todos los vecinos de u que estén por encima de su horizontal, quedando en
este semiplano solo un candidato, w.

w

Supongamos ahora que pasamos los vértices de Adj[u] que no fueron
eliminados, sin incluir w, a una nueva lista Adj[u]’, y repetimos el proceso
sobre esta. Tomamos w' € Adj[u] tal que V v € Adj[u) se cumple que
d(w',u) > d(v,u), y después eliminemos todos los que estan en B, . El peor
caso es que w’ se encuentre sobre la horizontal de u, digamos a la izquierda
sin perder generalidad, puesto que se estarian eliminando candidatos de un
solo nuevo cuadrante de u, el inferior izquierdo.

y W

|
|
|
|
|
|
|
. u
|
|
|
|
|
|
|

l!D

Igualmente, si pasamos ahora los vértices sobrevivientes de Adj[u] sin
w' a Adjlu)”, podemos repetir el proceso, el cual nos dard un nuevo w”. En
este caso, lo peor serfa que w” estuviese sobre la vertical de u abajo o sobre
la horizontal con u a la derecha, lo cual eliminaria todos los candidatos del
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cuadrante inferior derecho pero dejaria espacio a un sobreviviente mas (w”’)
sobre la horizontal derecha o vertical abajo con u que no ha sido utilizada.
w

Al terminar este proceso entonces podemos percatarnos que los tnicos
sobrevivientes de Adj[u] son, w, w', w” y w"”, es decir, solo fueron cuatro,
puesto que los deméds candidatos estarian en alguno de los cuadrantes que
estos eliminaron.

Mas aun, si tomamos en cuenta que se pide posicién general entonces los
sobrevivientes serian solo tres. El siguiente teorema enuncia que los sobre-
vivientes w’s a este proceso solo pueden ser cuatro sin tomar en cuenta la
posicién general.

Teorema 4.6.3. Sea u un vértice en una grdafica geométrica G. La elimina-
cion de candidatos al K(G) anteriormente descrita, aplicada sobre los vérti-
ces adyacentes al vértice u, dejard a lo mas cuatro de estos como candidatos.

Demostracion. Supongamos que W = [wy, wy, ..., wg], es la lista ordenada
circularmente de candidatos sobrevivientes al proceso de eliminacion descrito
sobre u. Notese que al estar ordenada circularmente entonces no se esté
exigiendo que d(w;, u) > d(w;11,u) V1 < i < |W].

Para cada w;, tenemos que circularmente £Lw;uw;,, > 90, porque si ocu-
rriese que Lw;uw;+1; < 90 entonces w; y w;y1 estarfan cada uno en el semi-
plano de eliminacion del otro, y esto no es posible porque uno de los dos se
escogioé primero en el proceso, por lo que su distancia a v es mayor o igual
que la del otro, quedando el otro eliminado por lo que no perteneceria a WW.

Entonces para cada arista w;u existe una regién abierta de 90 grados a
su izquierda donde no puede haber ningtin w;, puesto que Lw;uw;4+1 > 90 y
w;+1 es el préoximo circularmente a la izquierda. Luego |W| < 4, dado que si
no entonces la regién angular alrededor de u seria mayor que 360 grados. [



4.6. KERNEL EN VERTICES Y ARISTAS - TECNICA 49

A continuacién presentamos el algoritmo “CandidatosEliminados” que re-
cibira la grafica como entrada. Como salida devolvera una lista de candidatos
eliminados por la aplicacién del proceso de eliminacion realizado sobre todos
los vértices de la grafica. Ya que la descripcion del proceso fue informal, el
algoritmo serd dado mas en detalle.

Algoritmo 4.6.4 O(F)

1: procedure CANDIDATOSELIMINADOS(G)
2: Eliminados < ()

3: for all u € V(G) do

4: Enlazada < Adj[u].ListaEnlazada()

5: while Enlazada # () do > cuatro iteraciones a lo mas.
6: w <— Enlazada.Primero

7 for all v € Enlazada do > halla w, el mas lejano a wu.
8: if d(v,u) > d(w,u) then

9: W< v

10: end if

11: end for

12: for all v € Enlazada do > remueve y reporta los v € By,,.
13: if v € B,,, then

14: Enlazada.Remueve(v)

15: Eliminados < Eliminados U {v}

16: end if

17: end for

18: Enlazada.Remueve(w) > remueve w para proxima iteracion.
19: end while

20: end for

21: return Eliminados
22: end procedure

Notese que en el método expuesto se usa una lista enlazada para manejar
los vértices candidatos en cada ronda de eliminacién. Esto se hace para poder
eliminar en O(1) de la lista, aunque en el método hacemos abstraccién de
esto utilizando directamente el valor de los nodos de la lista enlazada, y no
los nodos como en realidad se necesitaria para hacer la eliminacién en O(1).
El siguiente teorema establece la complejidad temporal del método.
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Teorema 4.6.5. Sea G = (V, E) una grdfica geométrica. El Algoritmo 4.6.4
computa la lista de candidatos eliminados, aplicando el proceso de elimina-
cion realizado sobre todos los vértices de la grdfica, en O(E).

Demostracion. El ciclo de la linea 3 itera por todos los vértices u de la grafica
Para cada u el ciclo de la linea 5 hace el proceso de eliminacién descrito sobre
sus adyacentes.

En cada paso de este ciclo, se escoge el vértice w que estd a mayor dis-
tancia de u y se eliminan los que estan en B,,,, ambos procesos son lineales
en cuanto a Adj[u] por utilizarse una lista enlazada para eliminar en O(1).
En la linea 18 del ciclo de la linea 5, se elimina también w de la lista, por
lo que en la proxima iteracion este no existird y se tendra que escoger otro
vértice que este a mayor distancia de u. Entonces por Teorema 4.6.3 solo se
pueden escoger cuatro w's, por lo que este ciclo solo puede hacer a lo mas
cuatro iteraciones.

Luego, el ciclo de la linea 3 itera por todos los vértices u de la grafica,
para cada u el ciclo de la linea 3 hace a lo més 4 iteraciones, y dentro de
este se hacen O(d(u)) operaciones. Entonces amortizadamente el orden queda

O(V + E) = O(E). O

Este método entonces se pudiera insertar al inicio de los algoritmos de
kernel de vértices y aristas, para disminuir los candidatos a pertenecer al
kernel y hacer menos computo después. Como la complejidad de los algo-
ritmos de kernel de vértices y aristas es mucho mayor que O(FE), entonces
la insercion del método no afectaria el orden y tampoco mucho la eficiencia
en la préactica. Los beneficios de aplicar esta técnica para reducir candidatos
pueden ser muy buenos, pero esta no mejora la complejidad temporal de los
algoritmos para kernel de vértices y aristas. La siguiente familia de graficas
geométricas muestra que la técnica puede solo eliminar una fraccién lineal
de los vértices como candidatos y aun asi haber una fraccion lineal de las
aristas posibles.

Gy = K%

o] <




4.6. KERNEL EN VERTICES Y ARISTAS - TECNICA 51

Las subgréficas G; y Gs tienen V/2 vértices. Estdn comunicadas por V/2
aristas disjuntas de GG; a G5. La grafica G; no tiene ninguna otra arista
y G5 es una completa. Entonces G es la union de ambas graficas con las
V/2 aristas disjuntas. Como G y G5 estan bien alejados, los vértices de
(g1 sobreviviran siempre la eliminacion de candidatos. Esto nos deja con al
menos V/2 candidatos, los de Gy, y con ¥(% —1)/2+ £ aristas, las de Go y
las V/2 disjuntas.

Aun asi podemos notar que en algunos tipos de gréficas la técnica si reduce
el orden de los algoritmos. Si la grafica es completa entonces el proceso de
eliminacion desde un solo vértice u dejaria solo cinco candidatos contando
u, por lo que bastaria ejecutar el algoritmo de atracciéon desde estos cinco
para determinar si alguno de ellos estd en el kernel. Luego, para graficas
completas solo se necesitaria hacer cinco veces O(V log E/V'), por lo que el
orden quedaria en O(V log E/V).
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Capitulo 5

Cobertura

5.1. Introduccion

En este capitulo trabajaremos sobre el problema de cobertura para las
dos variantes. El problema de cobertura esta basado en encontrar un con-
junto de vértices (beacons), de cardinalidad minima, tal que todo vértice o
todo vértice y arista, sea atraido por al menos uno del conjunto. Respecto
a Geometria Computacional, la cobertura por beacons puede ser vista como
una extension de la cobertura por visibilidad, donde los beacons dominan
o cubren puntos méas alla de la frontera de lo visible. Respecto a Teoria de
Graficas, la cobertura por beacons puede ser vista como una extensién de
los problemas de dominacién y cobertura de graficas, donde se dominan o
cubren vértices o aristas mas alld de la vecindad de un vértice.

En la préoxima seccion se definira el problema de manera formal para am-
bas variantes. Ademas, se definird también el problema Set Cowver, el cual
serd utilizado para mostrar la dificultad del problema en ambas variantes.
En las secciones posteriores se tratard la cobertura en ambas variantes, ex-
poniéndose también algunas cotas de beacons necesarios y suficientes para
cubrir las graficas.

5.2. Preliminares

Definicién 5.2.1. Sea G una grafica geométrica. El problema de optimi-
zacion Cobertura por Beacons de G en la variante de vértices, se refiere a:
Encontrar un conjunto de vértices (beacons) de cardinalidad minima, tal que
todo vértice de la gréafica es atraido por al menos uno de ellos.

Definicién 5.2.2. Sea GG una grafica geométrica. El problema de optimiza-
cion Cobertura por Beacons de GG en la variante de vértices y aristas, se refiere

23
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a: Encontrar un conjunto de vértices (beacons) de cardinalidad minima, tal
que todo vértice y arista de la grafica es atraido por al menos uno de ellos.

Como referencia para el lector enunciamos a continuacién el problema Set
Cover en su version de optimizacién.

Definicién 5.2.3. Sea U un conjunto de n elementos llamado universo, y
S una coleccién de m subconjuntos de U cuya unién es U. El problema
de optimizacién Set Cowver, se refiere a: Encontrar un subconjunto de S de
cardinalidad minima, cuya unién sea U.

Los problemas mencionados son todos de optimizacién, requiriéndose
siempre que la cardinalidad del conjunto solucién sea minima. A continuacion
enunciamos los mismos problemas en su versién de problemas de decision.

Definicién 5.2.4. Sea GG una gréafica geométrica y k£ un entero positivo. El
problema de decisién Cobertura por Beacons de G en la variante de vértices,
se refiere a: Decidir si existe un conjunto de vértices (beacons) de cardinalidad
menor o igual a k, tal que todo vértice de la grafica es atraido por al menos
uno de ellos.

Definicién 5.2.5. Sea GG una gréafica geométrica y k£ un entero positivo. El
problema de decisiéon Cobertura por Beacons de G en la variante de vértices
y aristas, se refiere a: Decidir si existe un conjunto de vértices (beacons) de
cardinalidad menor o igual a k, tal que todo vértice y arista de la gréafica es
atraido por al menos uno de ellos.

Para demostrar la NP-completitud de estos dos problemas utilizaremos
el problema Set Cover en su version de decision, la cual enunciamos a con-
tinuacion.

Definicién 5.2.6. Sea U un conjunto de n elementos llamado universo, S
una coleccion de m subconjuntos de U cuya union es U, y k un entero po-
sitivo. El problema de decisién Set Cover, se refiere a: Decidir si existe un
subconjunto de S de cardinalidad menor o igual a k, cuya union sea U.

El problema Set Cover es bien conocido en la literatura y fue uno de los
problemas incluidos en la lista de los 21 problemas tratados por Karp en [§]
en 1972. En su versién de optimizacién el problema es NP-dificil (NP-hard)
y en su version de decisién es NP-completo (NP-complete).

A continuacién mostraremos que los problemas de decision de cobertura
por beacons pertenecen a la clase NP.
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Teorema 5.2.7. Sea G una grdfica geométrica. El problema de decision Co-
bertura por Beacons de G en la variante de vértices, pertenece a la clase de
problemas NP.

Demostracion. Supongamos que para una grafica geométrica G y un entero
positivo k, tenemos como certificado un conjunto B de beacons. Entonces
podemos comprobar en tiempo polinomial si |B| < k y si cada vértice de G
es atraido por algiin beacon de B. Para el segundo paso ejecutariamos alguno
de los algoritmos polinomiales de vértices atraidos desde cada beacon de B,
y marcariamos todos los vértices de G atraidos. Al final hariamos una pasada
por todos los vértices de G comprobando si todos quedaron marcados.
Luego, en tiempo polinomial podemos verificar el certificado por lo que
el problema pertenece a NP. O

Teorema 5.2.8. Sea G una grdfica geométrica. El problema de decision Co-
bertura por Beacons de G en la variante de vértices y aristas, pertenece a la
clase de problemas NP.

Demostracion. Supongamos que para una grafica geométrica G y un entero
positivo k, tenemos como certificado un conjunto B de beacons. Entonces
podemos comprobar en tiempo polinomial si | B| < k y si cada vértice y arista
de G es atraido por algin beacon de B. Para el segundo paso ejecutariamos
alguno de los algoritmos polinomiales de vértices y aristas atraidos desde cada
beacon de B, y marcarfamos todos los vértices y aristas de G atraidos. Al
final hariamos una pasada por todos los vértices y aristas de G comprobando
si todos quedaron marcados.

Luego, en tiempo polinomial podemos verificar el certificado por lo que
el problema pertenece a NP. O

Para hacer més contextual el lenguaje respecto al término cobertura, si
un beacon atrae un vértice diremos que lo cubre y si un vértice es atraido
diremos que este esta cubierto. En general, el término cobertura y el término
atraccion junto con sus respectivas derivaciones seran equivalentes.

5.3. Complejidad de Cobertura en Vértices

En esta seccién probaremos que el problema de cobertura para vértices
en su version de decision es NP-completo y en su version de optimizacion es
NP-dificil. Para la reduccién inicial utilizaremos el problema Set Cover.

Teorema 5.3.1. Sea G una grifica geométrica. El problema de decision Co-
bertura por Beacons de G en la variante de vértices es NP-dificil.
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Demostracion. Supongamos que tenemos una instancia del problema de de-
cision Set Cover, es decir, tenemos U un conjunto de n elementos llamado
universo, S una coleccion de m subconjuntos de U cuya unién es U, y un en-
tero k > 0, y queremos decidir si existe un subconjunto de S de cardinalidad
menor o igual a k, cuya unién sea U. Si U es vacio la respuesta es trivialmen-
te verdadera para todo S y todo k. Igualmente la respuesta es trivialmente
verdadera si k > m, pues la unién de S es U. Asumiremos entonces que U
no es vacio, por lo que S tampoco puede serlo, y que & < m.

Crearemos entonces una grafica geométrica Gz, colocando vértices a partir
de U y S, junto con otros vértices extras, y agregando algunas aristas.

Colocacién de Vértices

A cada elemento e; € U, 0 < i < n—1, le asignaremos un vértice en G que
llamaremos también e; y que pertenece a un conjunto de vértices igualmente
llamado U. Los vértices e; seran colocados en una linea vertical a partir
del origen de coordenadas. Luego, el vértice e; quedara en (0;i), estando el
primero en (0;0) y el dltimo en (0;n — 1).

A cada subconjunto s; € S, 0 < j < m — 1, le asignaremos un vértice
en G que llamaremos también s; y que pertenece a un conjunto de vértices
igualmente llamado S. Los vértices s; serdn colocados en una linea vertical
partiendo de (¢;0) para un ¢ > 0, a intervalos A = (n — 1)/(m — 1). Luego,
el vértice s; quedard en (c;jA), estando el primero en (¢;0) y el dltimo
en (¢;n — 1). Sean p, y ps los puntos medios de los segmentos que parten
respectivamente desde (0;0) y (¢; 0) hasta respectivamente (0;n—1) y (¢;n—
1), la eleccién de ¢ estard condicionada entonces a que <<sgpuSm—1 < 90, lo
cual equivale a decir que <tegpse,—1 < 90.

Esta ubicacion sobre la recta = ¢ implica que: <s;je;5; < 90 V terna de
vértices s;,51 € Sy e; € U, y que andlogamente <e;s;e; < 90 V terna de
vértices e;, e, € Uy s; €S,

Ambos conjuntos estan entonces de frente verticalmente, dentro de la
misma franja horizontal comprendida entre las rectas y =0y y=n—1,y
a una distancia ¢ que asegura que los dngulos entre dos cualesquiera de un
conjunto y uno cualquiera del otro, sean menores de 90.

También colocaremos un vértice b en G cuya coordenada y serd (n—1)/2.
Su coordenada x serd negativa, y lo suficientemente lejana de los ¢;, tal que
<ISpbsm—_1 < 90, <spe,_10 > 90 v <tsgegb > 90. Las ultimas dos condiciones
equivalen respectivamente a que <s,,_1€0b > 90 y <ts,,_1€,_1b > 90. Esto se
puede calcular en O(1) dado que conocemos la posicion de sg, Sp_1, €0, €n_1
junto con la y de b.

Esta ubicacion de b implica que <sje;b > 90 V par de vértices s; € S'y
e; € U. Entonces para todo par igual, <e;s;0 < 90, puesto que si no entonces
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la suma de los angulos interiores de As;e;b serfa mayor que 180.

Por ultimo colocaremos un conjunto F' = fy, f1,...; faem—1 de n +m
vértices, muy cerca de b. Estos vértices tendran sus coordenadas z’s negativas
pero mayores que la de b, por lo que estaran entre la x de b y la recta x = 0. Su
coordenada y puede ser cualquiera tal que estos queden en el area definida por
<ISobs,—_1, es decir, entre los segmentos bsg vy bs,,_1. De esta forma siempre
se cumple que: <frbf, < 90 V par de vértices fr, f, € F, dado que estos
siempre estdn dentro del drea definida por <tsybs,,—1 < 90; y <ts;bff < 90 V
par de vértices s; € S'y fy € F, por la misma razén anterior.

Para los trios de vértices que quedan en linea recta, podemos siempre
hacer una pequena perturbacién para lograr la posicién general.

€n—1 _@ Sm—1
,0103.74" St

[ ]
e )
[ [ ]
oo ® o
. [ ] [ ]
€)@ TTTmmmmmmmmmmmmmmm oo ® 3
U S

Figura 5.1: En la figura se muestra la colocacion de los vértices con los dngulos
exigidos. Nétese que: <tsopySm—1 < 90, <sobs;m—1 < 90, <spen,_1b > 90 y
<So€0b Z 90.

Colocacién de Aristas

Para las aristas de GG, crearemos una arista entre un vértice e; y un vértice
sj, si y solo si el subconjunto s; contiene al elemento e;. Desde cada s;
insertaremos una arista a b, y también desde cada ff insertaremos una arista
a b. Estas son las tnicas aristas que tendra G.

Como se puede notar, G es una grafica geométrica conexa, puesto que
desde todo vértice existe un camino a b, por lo que entre todo par de vértices
existe un camino: Cada e; tiene que tener arista hacia algin s; ya que la
unién de los subconjuntos s; es igual a U, desde cada s; hay arista a b, y
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desde cada f; hay arista a b. La figura siguiente muestra como quedaria la
grafica de forma genérica.

S0

U S

Figura 5.2: En la figura se muestra un ejemplo de la reduccion. Las aristas
gruesas unen los e; con los s;, y se colocan si y solo si e; € s; en Set Cover.

Conjuntos Atraidos

Un vértice fr € F' puede atraer a b aparte de s{ mismo. Por construccion
< fibfy <90 Vs, fg € F, por lo que fy no puede atraer ningtin otro vértice
de F. Ademas, como <s;jbfy < 90 V par de vértices s; € Sy fr € F, fy
no puede atraer ningin vértice en S, y como no puede atraer ninguno de S
entonces tampoco puede atraer ninguno de U.

El vértice b puede atraer a todos los de F' y a todos los de S por tener
aristas con todos ellos. El vértice b no puede atraer ningun vértice e¢; € U,
pues los e; solo estdan conectados con los s; € S, y por construccién vimos
que <e;s;b < 90.

Un vértice s; € S puede atraer a by a todos los e; € U con los que tenga
arista. Un vértice s; € S no puede atraer ningun fy € F' por <s;bfy <90V
par de vértices s; € S'y f; € F. Tampoco un s; puede atraer ningin otro
vértice s; € S, puesto que solo seria a través de algin vértice e; € U, y por
construccion vimos que <s;je;s; < 90. Luego, un s; no podria atraer tampoco
a un e; con el que no tuviera arista, pues e; si acaso alcanzaria algiun s; € S
con el que esté conectado, y vimos que s; no puede atraer ningin otro s; € S.

Un vértice e; € U puede atraer a todos los s; € S con los que tenga
arista. Un vértice e; € U no puede atraer ningun otro vértice ¢; € U, puesto
que solo serfa a través de algtin vértice s; € Sy por construccién vimos que
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<e;s5e; < 90. Luego, un e; no podria atraer tampoco a un s; con el que no
tuviera arista, pues el s; si acaso alcanzarfa algin ¢; € U con el que esté
conectado, y vimos que e; no puede atraer ningun otro ¢; € U. Ademas, e;
tampoco pudiera atraer a b, pues los e; solo estan conectados con los s; € S,
y por construccion vimos que <e;s;b < 90. Luego, tampoco e; pudiera atraer
a los fr € F, pues si acaso estos alcanzarian b, y vimos que b no es atraido
por e;.

Resumiendo, los conjuntos de vértices atraidos por cada vértice de G son
los siguientes:

fr) = {f, b}, V vértice fr € F.

b) ={b}UFUS.

sj) = {s;,b} U{ei : e;s; € G}, V vértice s; € S.
e;) ={e;} U{s;: sje; € G}, V vértice e; € U.

Ay (
Ay (
Ay (
Ay (

Algoritmo Polinomial para Cobertura por Beacons

La grafica geométrica GG obtenida a partir del problema Set Cover tiene
2(n+m)+1 vértices: los n de U, los m de S, los n+m de F y b. Recordemos
que asumimos que U no era vacio, por lo que S tampoco lo es, lo que provoca
que los respectivos conjuntos de vértices U y S de la grafica tampoco sean
vacios. Recordemos también que asumimos que £ < m, por lo que se cumple
que k <m <n+m=|F|, es decir k < |F]|.

Supongamos entonces que tenemos un algoritmo polinomial para el pro-
blema de decision Cobertura por Beacons en la variante de vértices, y le
pasamos como parametros la grafica geométrica G y k + 1. El algoritmo
entonces devolveria “verdadero” si y solo si existe un conjunto de vértices
(beacons) B de cardinalidad menor igual a k + 1, tal que todo vértice en
G es atraido por el menos uno de ellos. Mostraremos entonces como serian
elegidos los beacons en G.

El vértice b siempre sera escogido para estar en B: Cada vértice en F solo
puede ser atraido por él mismo y por b, y estos no pueden atraer a ningin
otro en GG. Como el conjunto U es no vacid, entonces se necesita al menos un
beacon que esté o en U o en S para atraerlo, luego, nos quedarian a lo més
k posibles beacons para atraer b y F. Entonces como k < |F|, escogiendo b
es la tnica forma de atraer a todos los de F', y no queda ningiin otro vértice
afectado por no escoger uno de F.

Al ser escogido necesariamente b como beacon, entonces no es necesario
escoger ningun vértice de F' como beacon. Estos solo pudieran ser elegidos
por exceso si con menos de k se cubrio U U S.
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Al ser escogido necesariamente b como beacon, entonces también todos los
vértices de S quedan atraidos, por lo que desaparece el incentivo de atraerlos.
Entonces quedan solo por atraer los vértices de U, y se pueden utilizar a lo
mas k beacons, por lo que el algoritmo responderia “verdadero” si y solo si
es posible atraerlos a todos con una cantidad menor o igual a k.

Interpretando la Salida

Supongamos que el algoritmo responde “falso”. Entonces no existiria
ningin subconjunto B € U U S con |B| < k, tal que cada vértice de U
quede cubierto por al menos uno de B. Entonces evidentemente tampoco
puede pasar que exista algin B € S con |B| < k, tal que cada vértice de U
quede cubierto por al menos uno de B.

Supongamos que el algoritmo responde “verdadero”. Entonces existiria
un subconjunto B € U U S con |B| < k, tal que cada vértice de U queda
cubierto por al menos uno de B. Como cada e; € U solo puede atraer a
algunos de S y a si mismo, y ya los de S estan atraidos por b, entonces las
unicas razones por las que un e; perteneceria a B serian porque e; se esta
cubriendo a si mismo y nadie mas lo esta cubriendo, o por exceso. Pero como
cada e; tiene que estar conectado con al menos un s; € S,y s; lo puede atraer,
entonces podemos transformar B intercambiando e; por s;, quedando B con
la misma cardinalidad o menor y sin contener e;. Entonces este razonamiento
lo podemos repetir hasta que no quede ningin e; € U en B. Luego, si el
algoritmo responde “verdadero”, entonces existiria un subconjunto B € S
con |B| < k, tal que cada vértice de U queda cubierto por al menos uno de
B.

En cualquiera de ambos casos, podemos interpretar la salida del algoritmo
respecto a si existe o no un subconjunto B € S con |B| < k, tal que cada
vértice de U quede cubierto por al menos uno de B. Ademds, tenemos que
cada s; € S solo podia atraer un e; € U siy solo si existia arista entre ellos en
G, y cada arista s;e; fue colocada en G si y solo si el elemento e; pertenecia
al subconjunto s; en Set Cover.

Entonces podemos directamente interpretar la salida del algoritmo res-
pecto al problema de decision Set Cover. Si la respuesta del algoritmo con
G v k+ 1 fue “falso” para el problema de decision Cobertura por Beacons,
entonces para el problema de decision Set Cover no existe un subconjunto
de S de cardinalidad menor o igual a k, cuya unién sea U. Si la respuesta del
algoritmo con G' y k + 1 fue “verdadero” para el problema de decisiéon Co-
bertura por Beacons, entonces para el problema de decision Set Cover existe
un subconjunto de S de cardinalidad menor o igual a k, cuya unién es U.

Complejidad
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Luego, si existiera tal algoritmo polinomial para el problema de decision
Cobertura por Beacons en la variante de vértices, tendriamos un algoritmo
polinomial para el problema de decision Set Cover, puesto que:

La transformacion inicial descrita de Set Cover a la grafica geométrica
G es polinomial, el algoritmo para el problema de decision Cobertura por
Beacons de G en la variante de vértices seria polinomial, y la interpretacién
de la salida de este para Set Cover es trivialmente polinomial.

Luego, como el problema de decisién Set Cover es NP-dificil, entonces
el problema de decision Cobertura por Beacons en la variante de vértices es

NP-dificil. ]

Teniendo que el problema de decisién es NP y también NP-dificil, enun-
ciamos entonces inmediatamente la NP-completitud de este.

Teorema 5.3.2. Sea G una grafica geométrica. El problema de decision Co-
bertura por Beacons de G en la variante de vértices es NP-completo.

Demostracion. Por Teorema 5.2.7 tenemos que el problema es NP. Por Teo-
rema 5.3.1 tenemos que el problema es NP-dificil. Luego, el problema es
NP-completo. [

Finalmente, partiendo de que el problema de decisién es NP-dificil, enun-
ciaremos entonces que el problema de optimizacién es también NP-dificil.

Teorema 5.3.3. Sea G una grdfica geométrica. El problema de optimizacion
Cobertura por Beacons de G en la variante de vértices es NP-dificil.

Demostracion. Supongamos que tenemos una instancia del problema de de-
cision con Gy un entero k£ > 0 como parametros. Supongamos entonces que
tenemos un algoritmo polinomial para el problema de optimizacién. Entonces
ejecutariamos dicho algoritmo sobre G, obteniendo como salida un conjunto
B de cardinalidad minima, tal que cada vértice de GG es atraido por al menos
un b € B.

Si |B| > k, entonces es imposible que exista un conjunto de cardinalidad
menor o igual a k tal que cada vértice sea atraido, pues B tenia cardinalidad
minima. Entonces, devolveriamos “falso” para el problema de decision.

Si |B] < k, entonces existe un conjunto de cardinalidad menor o igual
a k tal que cada vértice es atraido, el propio B. Entonces, devolveriamos
“verdadero” para el problema de decisién.

Luego, si existiera dicho algoritmo polinomial para el problema de opti-
mizacién, tendriamos un algoritmo polinomial para el problema de decision,
puesto que: la transformacion del problema de decisiéon al de optimizacion es
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trivialmente polinomial, el algoritmo de optimizacién seria polinomial, y la
transformacion de la salida de este al de decisién es trivialmente polinomial.

Luego, como el problema de decisién Cobertura por Beacons en la variante
de vértices es NP-dificil, entonces el problema de optimizacién Cobertura por
Beacons en la variante de vértices es NP-dificil. O

5.4. Combinatoria de Cobertura en Vértices

En esta seccién expondremos cotas de beacons necesarios y suficientes
para cubrir graficas geométricas con n vértices en la variante de vértices. Para
exponer la cota de necesidad mostraremos una familia infinita de graficas
que necesitan siempre una cierta cantidad para ser cubiertas. Para la cota de
suficiencia utilizaremos una bicoloracién de un arbol abarcador de la grafica.

Teorema 5.4.1. Eziste una familia infinita de grdficas geométricas G, tal
que si G tiene n vértices entonces se necesitan |5 | beacons para cubrir todos
sus vértices.

Demostracion. Una “rueda” (wheel) Wy, es una grafica resultado de la ope-
racion join entre un ciclo Cj = v1vs...0,v1 y un vértice ¢, de manera tal que
entre todo vértice de C} y ¢ existe una arista. El nombre proviene precisa-
mente de que esta puede ser dibujada como una rueda, donde los vértices
de Cj estan en el exterior de manera circular y ¢ esta en el centro, con las
aristas del ciclo bordeando el circulo y las aristas a c¢ dirigidas al centro como
radios (spokes). Imaginemos entonces que tenemos la rueda Wy, dibujada de
esta manera pero manteniendo que las aristas son segmentos rectos.

Ahora supongamos que a la rueda se le extrae una muy pequena area
circular desde el centro. El vértice central y los pedazos de radio que tiene los
desechamos. La rueda que nos queda sigue siendo circular pero los radios han
sido cortados casi al llegar al centro. Por cada vértice v; € C}, colocaremos
un nuevo vértice s; en el punto de corte de cada radio (spoke), de esta manera
tenemos aristas v;s; para todo 1 <1 < k.

Familia de n Vértices

Sea entonces un n > 0 y asumamos por el momento que n es par. Cons-
truiremos la grafica geométrica descrita teniendo n/2 vértices en el exterior
y n/2 en el interior. Al conjunto de los vértices del exterior lo llamaremos
Cy/2 = C'y alos del interior S,/ = S. A los elementos de los conjuntos C'y S
les daremos un orden circular en contra de la manecillas del reloj procurando
que: V1 <i<n/2 ¢ € C sea el i-ésimo en el orden, s; € S sea el i-ésimo
en el orden, y la arista ¢;s; exista, es decir, el orden es paralelo entre ellos.
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Sin es impar entonces haremos el mismo procedimiento anterior con n—1,
y al vértice restante r lo colocaremos en el ciclo exterior entre cualquier par
de vértices consecutivos haciendo una subdivision a la mitad de la arista que
los une. Diremos que este no esta en C' para no perder la ordenacion circular
paralela de C'y S.

Llamaremos C’ a la circunferencia cuyo centro es ¢ que pasa sobre los
vértices de C.

Conjuntos Atraidos

Tomemos cualquier par de vértices ¢; € C'y s; € S de G. Evidentemente
¢; puede atraer a s;. Tracemos entonces la recta [5', que define H', . La
recta [, es perpendicular a s;c; por definicion, por lo que es perpendicular
al radio c;c de C". Luego, [, es tangente a C’ por lo que deja estrictamente
a todos los vértices de G en el semiplano contrario a H¢'. . Entonces, bajo la
accién de ningtn ¢; # ¢; de C, s; alcanzard ¢;, por lo que ningtn c¢; # ¢; de
C podra atraerlo.

Tomemos igualmente cualquier par de vértices ¢; € C'y s; € S de G.
Evidentemente s; también puede atraer a ¢;. Los vértices circularmente ad-
yacentes a ¢; en C' son ¢;_1 y ¢;41. Supongamos que s; ejerce atraccion sobre
estos. Entonces como s; esta muy cerca de s;_1 y s;41 por construccién, las
aristas greedy respecto a s; de ¢;_1 y ¢;y1 seran ¢;_18; 1y ¢j+1S;41 respecti-
vamente. Entonces, al ejercer s; accion sobre ¢;_; y ¢; 11 estos tomaran estas
aristas, por lo que no podran alcanzar s;. Luego, como ni ¢;_1 y ¢;41 son
atraidos por s;, entonces ningtn otro ¢; € C, ¢; # ¢;, serd atraido por s;,
puesto que a lo mas estos alcanzaran c¢;_; y ¢;11 que no son atraidos por este.
Evidentemente entonces tampoco s; puede atraer a ningin s; € S, s; # s;,
puesto que estos a lo mas alcanzarfan algin c¢; € C, ¢; # ¢;, y vimos que
estos no son atraidos por s;.

Dado un vértice ¢; € C el conjunto de vértices de C' que puede atraer
¢; no es importante para el analisis que se hara. Respecto al vértice restante
r en caso de que n sea impar, no importa por quién pueda ser atraido, lo
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importante es que por el mismo analisis hecho respecto a los otros de C, r
no puede atraer ningin s; € S.

Figura 5.3: En la figura el vértice s; solo puede ser atraido por ¢;, por ser
c1 el tnico punto en Hg!, . El vértice s5 solo puede atraer cs, puesto que la
atraccion sobre ¢4 v ¢g los lleva hacia s y sg respectivamente, por ser ¢S4 vy
ceS¢ respectivamente las aristas greedy respecto a ss.

Beacons Necesarios

Entonces cada vértice s; € S solo puede ser atraido por su respectivo
¢; € C y por si mismo, y si se escoge al mismo s; para atraerse entonces ya
sabemos que este solo puede atraer ademas a su respectivo ¢;. Entonces por
cada s; € S necesitamos un beacon, y |S| = | 5], por lo que se necesitan al
menos |5 | beacons para cubrir todos los vértices de G.

Luego, existe una familia infinita de graficas geométricas G, tal que si
G tiene n vértices, entonces se necesitan 7| beacons para cubrir todos sus
vértices. O]

Pasaremos ahora a enunciar la cota de suficiencia.

Teorema 5.4.2. Sea G una grdfica geométrica. Entonces existe un conjunto
de vértices en G con cardinalidad a lo mds | 5], tal que cubre todos los vértices

de G.

Demostracion. Todo par de vértices adyacentes en G se atraen mutuamente
a través de la arista que los une. Como G es conexa, entonces existe un arbol
T, tal que T es arbol abarcador de G. El arbol abarcador T" se puede obtener
computacionalmente utilizando por ejemplo un recorrido a lo ancho (BFS).
Digamos entonces que se obtuvo 1" mediante este recorrido.

Entonces como T es un arbol, podemos hacer una bicoloracién de sus
vértices de manera tal que no dos vértices adyacentes en T' tengan el mismo
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color. La bicoloracién se puede hacer por niveles de profundidad pares o
impares en el arbol. Sea B el conjunto de vértices de menor cardinalidad, de
los dos formados por la particién en colores de los vértices de T. Entonces
|B| < | %], puesto que si no entonces entre los dos conjuntos hubiese més de
n vértices.

Entonces colocando un beacon en cada vértice de B cubrimos todos los
vértices de GG, puesto que ya los vértices de B quedan trivialmente cubiertos,
y cada vértice de G que no estd en B tiene que tener algiin adyacente en B
por la bicoloracién de T', por lo que también estaria cubierto.

Luego, existe un conjunto de vértices en G con cardinalidad a lo mas [ 7],
tal que cubre todos los vértices de G. O]

5.5. Complejidad de Cobertura en Vértices y
Aristas

En esta seccién probaremos que el problema de cobertura para vértices
y aristas en su versién de decision es NP-completo y en su version de opti-
mizacion es NP-dificil. Para la reduccion inicial utilizaremos nuevamente el
problema Set Cover.

Teorema 5.5.1. Sea G una grifica geométrica. El problema de decision Co-
bertura por Beacons de G en la variante de vértices y aristas es NP-dificil.

Demostracion. Supongamos que tenemos una instancia del problema de de-
cision Set Cowver, es decir, tenemos U un conjunto de n elementos llamado
universo, S una coleccion de m subconjuntos de U cuya unién es U, y un en-
tero k > 0, y queremos decidir si existe un subconjunto de S de cardinalidad
menor o igual a k, cuya unién sea U. Si U es vacio la respuesta es trivialmen-
te verdadera para todo S y todo k. Igualmente la respuesta es trivialmente
verdadera si k > m, pues la unién de S es U. Asumiremos entonces que U
no es vacio, por lo que S tampoco puede serlo, y que k < m.

Crearemos entonces una grafica geométrica GG, colocando vértices a par-
tir de U y S, junto con otros vértices extras, y agregando algunas aristas.
Partiremos de la misma grafica geométrica GG creada en la demostracién del
Teorema 5.3.1 pero le haremos algunas transformaciones a esta.

Colocacién de Vértices

Ademas de los vértices y los conjuntos declarados de vértices, colocaremos
otro conjunto de vértices U’ paralelos a los vértices de U. Estos vértices seran
colocados en un recta vertical x = ¢ con £ > 0, muy cercana a la recta z = 0
donde se encuentran los de U. Por cada vértice e; € U crearemos entonces
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un vértice e, € U’ colocado en (g;1), estando el primero en (£;0) y el ultimo
en (g;n —1).

Cambiaremos un poco las exigencias hechas respecto a los angulos, por
lo que la colocacion de los conjuntos cambiara un poco.

Establecimos que los vértices s; € S serfan colocados en una linea verti-
cal partiendo de (¢;0) para un ¢ > 0. Sean p,s y ps los puntos medios de los
segmentos que parten respectivamente desde (€;0) y (c¢;0) hasta respectiva-
mente (e;n — 1) y (¢;n — 1). La eleccién de ¢ estara condicionada entonces
a que <ISopwsm—1 < 90, lo cual equivale a decir que <teppsel, ; < 90. Esta
ubicacion de S sobre la recta x = ¢ implica que:

<e;sje; < 90 Y terna de vértices e),e; € U'y s; € S.
<e;sje; < 90 V terna de vértices e;, e, € Uy 55 € S.
<eisje; < 90 VY terna de vértices e, € U', e, € Uy s; € S.
<sjers; < 90 V terna de vértices s;, 5, € Sy e, € U'.
<Isje;sp < 90 V terna de vértices s;,5, € Sy e; € U.

Como se puede notar, los conjuntos U, U’ y S estan de frente vertical-
mente, dentro de la misma franja horizontal comprendida entre las rectas
y=0yy=n—1. Ademas, los conjuntos U’ y S estan a una distancia ¢ que
asegura que los dngulos entre: dos cualesquiera de U U U’ y uno cualquiera
de S, y dos cualesquiera de S y uno cualquiera de U U U’, sean menores de
90.

La coordenada z del vértice b en G seguird siendo negativa, pero lo
suficientemente lejana de los e;, tal que <eybel, _; < 90, <tspel, b > 90,
ISoen—1b > 90, <tspeph > 90 vy <tspepb > 90. Las dltimas cuatro condi-
ciones equivalen respectivamente a que <(s,,—1€pb > 90, <tsp,—1e00 > 90,
LSm_1€, 10 > 90 y <tSpm_16,_1b > 90. Esto se puede calcular en O(1) da-
do que conocemos la posicién de sy, Spm-1, €, €,_1, €0, €n—1 junto con la

y = (n—1)/2 de b. Esta ubicacién de b implica que:

<Isjerb > 90 V par de vértices s; € Sy e, € U'.
<e;s;b < 90 V par de vértices s; € Sy e; € U'.
<eetb < 90 ¥ par de vértices e; € U y e, € U'.

Los vértices del conjunto F' tendran sus coordenadas z’s negativas pero
mayores que la de b, por lo que estaran entre la x de b y la recta x = 0. Su
coordenada y puede ser cualquiera tal que estos queden en el area definida
por <egpbel, _;, es decir, entre los segmentos bej, y be!, ;. De esta forma siempre
se cumple que:
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<ffbfy <90V par de vértices fy, f, € F.
<ebfr <90V par de vértices e; € U' y fr € F.

Para los trios de vértices que quedan en linea recta, podemos siempre
hacer una pequena perturbacién para lograr la posicién general.

€n-1 €, _
n—1 ® Sm—1
103 76%02 53° //
g o o
R e o oo °
Prcs ~
> / )
b t<> 50.21° @ e P u,:<>65'47 :pS
BN o o °
el o o
NN °
155.8° s
152.1 )\/; g:l/ ............... ® s,
€0 €y
S
!
U U

Figura 5.4: En la figura se muestra la colocacion de los vértices con los dngulos
exigidos. Notese que: <sopuwsm—1 < 90, <eybel,_; < 90, <spe,_1b > 90,
<LSpen—1b > 90, <tspepb > 90 v <tspegb > 90.

Colocacién de Aristas

Eliminemos todas las aristas de GG para explicar solo las que estaréan.
Crearemos una arista e}s; entre un vértice e; € U’ y un vértice s; € S siy solo
si, el subconjunto s; contiene al elemento e;, a estas aristas las agruparemos
en el conjunto Fgpyr. Desde cada e € U’ insertaremos una arista a b, a estas
aristas las agruparemos en el conjunto Eyr,. Desde cada e € U’ insertaremos
una arista a su respectivo e; € U, a estas aristas las agruparemos en el
conjunto Eyyr. Por tltimo, desde cada f; € F' insertaremos una arista a b, a
estas aristas las agruparemos en el conjunto Ep;,. Estas son las tinicas aristas
que tendra G.

Como se puede notar, G es una grafica geométrica conexa, puesto que
desde todo vértice existe un camino a b, por lo que entre todo par de vértices
existe un camino.
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u v S

Figura 5.5: En la figura se muestra un ejemplo de la reduccion. Las aristas
gruesas unen los €] con los s;, y se colocan si y solo si e; € s; en Set Cover.

Conjuntos Atraidos
Los conjuntos atraidos de vértices y aristas por cada vértice de GG son los
siguientes:

L] A(b) :{b}UEFbUFUEU/bUU,UESU/US.

" A(ff) = {ff?bff?b}7 V vértice ff cF.
e;) = {ei, e;ef, e} U{sjel, s : sjeh € G}, ¥V vértice e; € U.

(i)
(e) = {e}, be,, b, e;el, e;} U{sjel, s; 1 sje € G}, V vértice €] € U'.
(sj) = {s;} U{esj, €}, el e;,bel - es; € G} U{b}, V vértice s; € S.

= A
= A
= A

Algoritmo Polinomial para Cobertura por Beacons

Supongamos entonces que tenemos un algoritmo polinomial para el pro-
blema de decisién Cobertura por Beacons en la variante de vértices y aristas,
y le pasamos como parametros la grafica geométrica G y k + 1. El algoritmo
entonces devolveria “verdadero” si y solo si existe un conjunto de vértices
(beacons) B de cardinalidad menor igual a k + 1, tal que todo vértice y aris-
ta en GG es atraido por el menos uno de ellos. Mostraremos entonces como
serfan elegidos los beacons en G.

El vértice b siempre sera escogido para estar en B por razéon homoéloga a
la explicada en la demostracion del Teorema 5.3.1.
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Al ser escogido necesariamente b como beacon, entonces no es necesario
escoger ningun vértice de F' como beacon para cubrir F'U Ep,. Estos solo
pudieran ser elegidos por exceso si con menos de k se cubrié Eyy, U U' U
Eyyr WU U Egyr U S.

Al ser escogido necesariamente b como beacon, entonces también Eyry U
U'UFEgUS quedan atraidos, por lo que desaparece el incentivo de atraerlos.
Entonces queda solo por atraer EyyUU. Obsérvese en los conjuntos atraidos,
que todo vértice u € G atrae e; € U si y solo si u atrae a e;e}, es decir,
e; € A(u) <= e, € A(u). Esto implica que es equivalente atraer U a
atraer Eyy, por lo que podemos decir que solo queda por atraer a U.

Entonces quedan solo por atraer los vértices de U, y se pueden utilizar a
lo mas k beacons, por lo que el algoritmo responderia “verdadero” si y solo
si es posible atraerlos a todos con una cantidad menor o igual a k.

Interpretando la Salida

Supongamos que el algoritmo responde “falso”. Entonces no existiria
ningtin subconjunto B € U UU"U S con |B| < k, tal que cada vértice de
U quede cubierto por al menos uno de B. Entonces evidentemente tampoco
puede pasar que exista algin B € S con |B| < k, tal que cada vértice de U
quede cubierto por al menos uno de B.

Supongamos que el algoritmo responde “verdadero”. Entonces existiria
un subconjunto B € UUU' U S con |B| < k, tal que cada vértice de U
queda cubierto por al menos uno de B, lo que equivale a decir que B cubre
U U Eyy:. Como el resto de la grafica ya esta cubierta por b, entonces las
tnicas razones por las que un e¢; € U o un ¢, € U’ pertenecerfan a B,
serfan porque estdn cubriendo a {e;, e;e}} y nadie més lo estd cubriendo,
o por exceso. Pero como cada €, tiene que estar conectado con al menos
un s; € S,y s; puede atraer {e;, e;e}}, entonces podemos transformar B
intercambiando e; o e, por s;, quedando B con la misma cardinalidad o
menor y sin contener e; o e,. Entonces este razonamiento lo podemos repetir
hasta que no quede ningtin e € U U U’ en B. Luego, si el algoritmo responde
“verdadero”, entonces existirfa un subconjunto B € S con |B| < k, tal que
U U Eyyr queda cubierto. Entonces, si el algoritmo responde “verdadero”,
existirfa un subconjunto B € S con |B| < k, tal que cada vértice de U queda
cubierto por al menos uno de B.

En cualquiera de ambos casos, podemos interpretar la salida del algoritmo
respecto a si existe o no un subconjunto B € S con |B| < k, tal que cada
vértice de U quede cubierto por al menos uno de B. Ademas, tenemos que
cada s; € S solo podia atraer un e; € U si y solo si existia arista e}s; en G,
y cada arista es; fue colocada en G siy solo si el elemento e; pertenecia al
subconjunto s; en Set Cowver.
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Entonces podemos directamente interpretar la salida del algoritmo res-
pecto al problema de decision Set Cover. Si la respuesta del algoritmo con
Gy k+ 1 fue “falso” para el problema de decision Cobertura por Beacons,
entonces para el problema de decision Set Cover no existe un subconjunto
de S de cardinalidad menor o igual a k, cuya unién sea U. Si la respuesta del
algoritmo con G' y k + 1 fue “verdadero” para el problema de decisién Co-
bertura por Beacons, entonces para el problema de decision Set Cover existe
un subconjunto de S de cardinalidad menor o igual a k, cuya unién es U.

Complejidad

Luego, si existiera tal algoritmo polinomial para el problema de decision
Cobertura por Beacons en la variante de vértices y aristas, tendriamos un
algoritmo polinomial para el problema de decisiéon Set Cover, puesto que:

La transformacién inicial descrita de Set Cover a la gréfica geométrica
G es polinomial, el algoritmo para el problema de decisién Cobertura por
Beacons de G en la variante de vértices y aristas seria polinomial, y la inter-
pretacién de la salida de este para Set Cover es trivialmente polinomial.

Luego, como el problema de decisién Set Cover es NP-dificil, entonces
el problema de decisiéon Cobertura por Beacons en la variante de vértices y
aristas es NP-dificil. O]

Teniendo que el problema de decisién es NP y también NP-dificil, enun-
ciamos entonces inmediatamente la NP-completitud de este.

Teorema 5.5.2. Sea G una grafica geométrica. El problema de decision Co-
bertura por Beacons de G en la variante de vértices y aristas es NP-completo.

Demostracion. Por Teorema 5.2.8 tenemos que el problema es NP. Por Teo-
rema 5.5.1 tenemos que el problema es NP-dificil. Luego, el problema es
NP-completo. O

Finalmente, partiendo de que el problema de decisién es NP-dificil, enun-
ciaremos entonces que el problema de optimizacién es también NP-dificil.

Teorema 5.5.3. Sea G una grdfica geométrica. El problema de optimizacion
Cobertura por Beacons de G en la variante de vértices y aristas es NP-dificil.

Demostracion. Supongamos que tenemos una instancia del problema de de-
cisién con G y un entero k > 0 como parametros. Supongamos entonces que
tenemos un algoritmo polinomial para el problema de optimizacién. Entonces
ejecutariamos dicho algoritmo sobre G, obteniendo como salida un conjunto
B de cardinalidad minima, tal que cada vértice y arista de G es atraido por
al menos un b € B.
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Si |B| > k, entonces es imposible que exista un conjunto de cardinalidad
menor o igual a k tal que cada vértice y arista sea atraido, pues B tenia
cardinalidad minima. Entonces, devolveriamos “falso” para el problema de
decision.

Si |B| < k, entonces existe un conjunto de cardinalidad menor o igual a k
tal que cada vértice y arista es atraido, el propio B. Entonces, devolveriamos
“verdadero” para el problema de decisién.

Luego, si existiera dicho algoritmo polinomial para el problema de opti-
mizacién, tendriamos un algoritmo polinomial para el problema de decision,
puesto que: la transformacion del problema de decisiéon al de optimizacion es
trivialmente polinomial, el algoritmo de optimizacién seria polinomial, y la
transformacién de la salida de este al de decision es trivialmente polinomial.

Luego, como el problema de decision Cobertura por Beacons en la varian-
te de vértices y aristas es NP-dificil, entonces el problema de optimizacion
Cobertura por Beacons en la variante de vértices y aristas es NP-dificil. [

5.6. Combinatoria de Cobertura en Vértices
y Aristas

En esta seccién expondremos una cota de beacons necesarios para cubrir
graficas geométricas con n vértices en la variante de vértices y aristas. Para
exponer la cota mostraremos una familia infinita de graficas que necesitan
siempre una cierta cantidad para ser cubiertas. Para la cota de suficiencia no
tenemos ningun resultado que no sea trivial, por lo que solo mencionamos
aqui que con n — 1 beacons siempre podemos cubrir G dado que es conexa.

Teorema 5.6.1. Fxiste una familia infinita de grdficas geométricas G, tal
que si G tiene n vértices entonces se necesitan L%"J beacons para cubrir todos
sus vértices y aristas.

Demostracion. Sea Aabc un tridngulo equilatero. Entonces para cubrir Aabe
necesitamos dos beacons: Tomemos un vértice cualquiera del triangulo, di-
gamos a. Trivialmente a atrae al conjunto {a, ba, b, ca, c}, por estar directa-
mente comunicados con a. Pero para el caso de la arista bc, esta no puede
ser atraida por a pues <abc = 60 < 90 y <achb = 60 < 90. De hecho, por ser
Aabe equilatero entonces la recta desde a al punto medio de bc forma una
perpendicular con be, por lo que el punto medio de bc seria un punto muerto
respecto a a. Entonces si tomamos a a como beacon necesitariamos tomar
alguno de los otros dos vértices, b o ¢, para poder cubrir be, por lo que se
necesitarian dos beacons para cubrir el tridngulo. Luego, como la eleccién de
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a fue arbitraria entonces esto ocurre homologamente también para by ¢, por
lo que para cubrir un Aabc equilatero cualquiera se necesitan dos beacons.

En general para cubrir cualquier triangulo acutangulo se necesitarian dos
beacons por ser todos los dngulos menores de 90 grados.

Familia de n Vértices

Asumiremos por el momento que n es multiplo de tres. Utilizaremos para
la demostracién un conjunto de n/3 tridngulos equildteros encajados recur-
sivamente sobre un mismo centro y con la misma orientacion.

Tomemos primero tres vértices y construyamos un primer triangulo equilate-
ro Aaibic; con centro c. Dentro de este colocaremos un segundo tridngulo
equilatero Aasbycs, el cual estara cercano a Aaibicq, tendra el mismo centro
¢ v la misma orientacion. Basicamente Aagbyco es una copia de Aaybic; un
poco mas pequena y reducida respecto al centro c. A partir de Aasbycy cons-
truiremos otro triangulo Aazbszcs con las mismas caracteristicas respectivas
a Aagbycy, v asi recursivamente construiremos los n/3 tridngulos equildte-
ros. Segtn la profundidad ¢ en la recursién, llamaremos entonces al triangulo
respectivo Aa;b;c; con 1 >4 > n/3.

Para comunicar estos tridangulos insertaremos una arista desde cada triangu-
lo exterior a su triangulo inmediato interior, desde el vértice b; de Aa;b;c;
al vértice ¢; 41 de Aaji1biv1¢i41 ¥V 1 > i < n/3. Sin perdida de generalidad
asumiremos que: b;c; es paralelo al eje x, a; esta arriba, b; esta a la izquierda
y ¢; ala derecha, V 1 > i >n/3.

Luego las aristas de esta grafica geométrica G son las aristas a;b;, b;c; v
c;a; ¥ 1 >1>n/3,y las aristas byc;q V1 >4 <n/3.

a1

Figura 5.6: En la figura el vértice ¢4 y la arista bsc, serian colocados si n
mod 3 = 1. Los vértices ¢y v by, v las aristas bzcy v c4bs, serian colocados si
n mod 3 = 2.
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Conjuntos Atraidos
Sea Aa;byc; con 1 < i < n/3 un triangulo interior de la gréfica. Los
conjuntos atraidos por sus vértices serfan:

u A(az) = {a”h bia/i7 b’i? CiQy;, Ci}'
. A(bi) = {buaibz‘,ahcz’bi?% Ci+1biaci+1}'
= A(Ci) = {Ci,aiciaai,bz‘cz‘, bi7bi—lciybi—1}-

El lector puede notar que los vértices del Aa;b;c; no pueden atraer ninguna
de las aristas propias del Aa;_1b;_1c;_1, puesto que: Para toda arista uv €
{a;_1b;i_1,bi_1¢;1,¢;_1a;_1} propia del Aa;_1b;_1¢;_1 y para todo vértice b del
Aa;b;c;, se cumple que b € B, por estar b en el interior del Aa;_1b;_1¢;_1.

El lector puede notar ademaés que los vértices del Aa;b;c; no pueden atraer
ninguna de las aristas propias del Aa; 1b;11¢;11, puesto que: Al ejercer el
vértice a; accion sobre b; 1a;11 vV ¢;i110,11, ambas alcanzarian a; siendo este
evidentemente un punto muerto respecto a a;. Al ejercer el vértice a; accion
sobre b;;1c¢;y1, esta alcanzaria un punto muerto respecto a a; en el punto
medio de b;11c¢;11, por estar a; y a;41 orientados respecto al mismo centro.
Homologamente ocurre si los vértices b; y ¢; intentan atraer las aristas propias
del Aaj1biyicisa.

Para el caso de los tridngulos Aaibic; y Aay/3bn/3cn/s, los conjuntos
atraidos serian los mismos que para los demés tridangulos pero eliminando
los elementos del triangulo inexistente mas exterior o del tridngulo inexisten-
te mas interior respectivamente.

Estas afirmaciones implican entonces que los vértices de un triangulo
Aa;b;c;, no pueden atraer ninguna de las aristas propias de ningun otro
triangulo de G, ya que necesariamente en el camino de atraccién estas tendrian
que pasar, o por las aristas del tridngulo inmediato exterior, o por las aris-
tas del triangulo inmediato interior, segtn el caso, y vimos que estas no son
atraidas.

Beacons Necesarios

Entonces las aristas de cada tridngulo (equildtero) de G solo pueden ser
atraidas por vértices del propio triangulo, y vimos que se necesitan dos vérti-
ces de un triangulo equildtero para poder atraer sus aristas. Entonces se
necesitan dos vértices por cada triangulo de G para poder atraer todas sus
aristas, por lo que se necesitan (al menos) dos vértices por cada tridngulo de
GG para poder atraer todas sus aristas y vértices

Sin méd 3 = 0, entonces en G quedarian % tridngulos y se necesitarian

2L — | 2] vértices (beacons) para cubrirla.
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Sin méd 3 = 1, entonces n = 3k + 1 para un entero k£ > 0. Entonces

2n | _ 2(n—1) .
2] = 20D pues:
5] = |25 =Ll = L5 45l = 126+ 5] =2+ 13 =2
2(n—1) _ 2(3k+1-1) _ 2(3k
3 - 3 -3 _Qk

El vértice extra se colocaria como un ¢|z);; de un tridngulo inexisten-
te Aajzjibjzjpicizj41, y estarfa conectado mediante la arista ¢z 11bz.
Por las mismas razones explicadas anteriormente, Clzj41 1O puede atraer a
ninguna arista de los triangulos por lo que no tendria sentido ponerlo como
beacon. Tomando el vértice bz como beacon en AGL%JbL%JCL%b se cubre
también {CL§J+1bLgJ7CL§J+1} por lo que no hace falta otro beacon.

Luego, se necesitarian un par de beacons por cada tridngulo en G y hay

—(”gl) de estos. Luego se necesitarian @ = | %] para cubrir G.

Si n mc’)d 3 = 2, entonces n = 3k + 2 para un entero k > 0. Entonces
L2"J = 22 1, pues:
28] — (M6 Skt Sy 4] 24 4] = 2%+ 4] =26+ 1

3
2(n—2) 2(3k+2—2) 2(3k)
A2 4 = 2D 4 = 20 =2k 4]

Los vértices extras se colocarfan como c¢zj41 y bjzj41, vértices de un
tridngulo inexistente Aa|z 1102 11¢ 2 41, y estarfan conectados mediante
la aristas ¢jz 110 2] y bz jy1¢ 2 41. Por las mismas razones explicadas ante-
riormente, ni ¢|z |41 ni bL% |+1 pueden atraer a ninguna arista de los tridangulos,
por lo que solo tendria sentido poner alguno como beacon para asegurar que
estos dos y su arista queden atraidos. Tomando el vértice bjz| como bea-
con en Aan JbL 2], Se cubren clz J+1b Y C|z|41, Pero falta por cubrir
bL3J+1CL3J+1 y bL3J+1’ por lo que se neceswa un beacon mas.

Luego, se necesitaria un beacon extra, mas un par de beacons por cada
triangulo en GG, y hay ( ) de estos. Luego se necesitarian ( D 41= L 2 |
para cubrir G.

Luego, existe una familia infinita de graficas geométricas G, tal que si G
tiene n vértices, entonces se necesitan L%"j beacons para cubrir todos sus
vértices y aristas. O]
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