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INTRODUCCION

En este proyecto se pretende desarrollar con el mayor rigor posible la primera
mitad del articulo Characterizing Rings in Terms of the Extent of the Injectivity
and Projectivity of their Modules escrito por Sergio R. Lopez-Permouth y José
E. Simental en el ano 2012. Tal empresa se materializa en el dltimo capitulo del
presente escrito.

La tesis se compone de cinco capitulos, en estos se desarrollan los resultados
necesarios para que puedan fluir los conceptos involucrados en el articulo men-
cionado. El primer capitulo sirve como presentacion de las herramientas con las
cuales vamos a trabajar en los capitulos subsecuentes. En el segundo capitulo
se hallan los ingredientes primordiales para la demostraciéon de un Teorema de
Osofsky-Smith, el cual es una pieza fundamental para que el capitulo siguiente
funcione; pues en el tercer capitulo se estudian las propiedades generales de
los dominios de inyectividad para llegar, entre otras cosas, a motivar la defini-
cién de “modulo pobre”, cuya existencia descansa fuertemente en el Teorema
de Osofsy-Smith. El cuarto capitulo es el escenario en donde se construyen
cuatro reticulas y se demuestra que son isomorfas, un resultado esencial para
poder apreciar el “perfil de inyectividad de un anillo”. Finalmente, en el quinto
capitulo usamos lo obtenido en los capitulos anteriores para definir el perfil de
inyectividad de un anillo y conseguir distintas interpretaciones de este que nos
ayudaran a entender un poco maés su naturaleza; es aqui en donde el influjo de los
primeros cuatro capitulos se manifiesta y se expresa en la descripcion de ciertas
verdades alcanzados por Lopez-Permouth y Simental en el articulo antes citado.

Basicamente el contenido del capitulo 5 es el objetivo primario de la tesis. Este
capitulo estd conformado por cuatro secciones. En la seccién 5.1 se observa
que el perfil de inyectividad de un anillo es una reticula, y que a su vez esta
relacionada con todas las reticulas del capitulo 4. La seccion 5.2 contiene algunas
propiedades reticulares del perfil de inyectividad de un anillo, se demuestra por
ejemplo que tal reticula es siempre modular y coatéomica; también se muestra
que para anillos particulares el perfil de inyectividad puede tener una estructura
més compleja, pues en algunos casos sucede que el perfil de inyetividad es una
reticula distributiva, o que es una reticula atémica, o que es una reticula con un
dnico coatémo, o que es un conjunto numerable, o que es una reticula artiniana,
0 que es una reticula neteriana, o que es un conjunto linealmente ordenado,
etc. Se introduce la nocién de “anillo sin clase media” en la seccién 5.3 y se
exhiben algunos resultados acerca de estos anillos. Esta tesis llega a su fin en la
seccion 5.4, en donde se muestra que el perfil de un anillo puede ser un conjunto
linealmente ordenado y se analizan algunas implicaciones de este hecho.
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1. PRELIMINARES

1.1 Notacién y Convenciones Generales

En el presente escrito se trabajara tinicamente con anillos unitarios asociativos,
por lo que al decir “R es un anillo” se entiende que R tiene elemento unitario
y es asociativo. De hecho, a lo largo de la tesis, R va a denotar un anillo.
Asi mismo R-Mod denotara a la categoria de R-moédulos izquierdos unitarios
y Homg(A, B) denota al conjunto de R-morfismos que van del R-modulo A al
R-modulo B. Con la intencién de optimizar la lectura, cuando sea claro que es-
tamos trabajando en R-Mod, en lugar de decir R-morfismo y R-médulo, a veces
simplemente diremos morfismo y médulo, respectivamente. También llamare-
mos R-SSMod a la subclase de R-Mod que contiene a los médulos semisimples,
mientras que R-Simp representa a un conjunto completo de representantes de
clases de isomorfismo de moédulos simples y £ denota a la clase de todos los
modulos inyectivos. En ocasiones, si f y g son funciones, en vez de escribir fog
solo escribiremos fg. Hablando de funciones, nos reservaremos el término “fun-
cién” solo para las asignaciones cuyo dominio y contradominio sean conjuntos;
mientras que emplearemos el término “funcional” para referirnos a asignaciones
que se comporten como funciones pero que su dominio y/o contradominio sean
(posiblemente) una clase propia. No obstante, seremos menos exigentes con los
simbolos € y <, pues los usaremos sin reserva tanto en conjuntos como en clases
propias. Asi mismo nos valdremos de la notacién conjuntista para describir
algunas clases propias, esto con la intencién de hacer més coémoda la notacién.

Puesto que usaremos muchos simbolos que no estian del todo universalmente
aceptados, los pondremos en una lista. Sean X un conjunto, R y S anillos,
{M,}ier una familia no vacia en R-Mod, f € Homg(A4,B) y A, B,C € R-Mod
con C un submodulo de A.

PX) Conjunto Potencia de X
rM : M es un R-médulo izquierdo
Mg : M es un R-médulo derecho
rMs : rRM, Mg y VreRNme M,Vse S((rm)s =r(ms))
A<B A es subméddulo de B
Ac. B : A es esencial en B
A« B A es superfluo en B
A< B A es un submoédulo méaximo de B
max
A=B Ay B son isomorfos
A0B A es un sumando directo de B
E(A) : E(A) es una céapsula inyectiva de A que contiene a A

J(R) :  Radical de Jacobson de R, i.e. J(R) = Rad(rR) = Rad(RR)
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A é B :  f es un isomorfismo que va de A a B
Ker(f) : Nucleo de f
Im(f) : Imagen de f
f+A—B : f es monomorfismo
f:A—-B : f es epimorfismo
f:A—> B : f es una inclusion
1:C— A : Morfismo inclusién
m:A— A/C : Epimorfismo natural
ni: My — @, M - Monomorfismo canénico
it | Loy My — M; Epimorfismo canénico

1.2 Un Poco de Teoria de Médulos

Aunque, por desgracia, no es posible escribir todos los conceptos y resultados
que usaremos, en esta seccién al menos dejamos un resumen de las definiciones
y teoremas, de Teoria de Modulos, que se usan con mayor frecuencia 6 bien que
son la base de alguna demostraciéon. Para obtener detalles de los teoremas que
aqui aparecen se puede consultar [1], [2], [3] ¥ [24].

Lema (1.1.1)

Sea M € R-Mod y sea N un subgrupo de M. Si I es un ideal de R contenido
en Ann(M) = {re R|Yme M(rm =0)}, entonces N esun R-submoédulo
de M siy solosi N es un (R/I)-submoédulo de M.

Lema (1.1.2)
Sean ¢ € Homg(M, N) y o € Homgr(M, L). Si « es un epimorfismo y ademés
Ker(a) € Ker(yp), entonces existe un tnico § € Homg(L, N) tal que

M—25 N

\‘iﬁ
@ |

L

conmuta. Ademés, § es un monomorfismo si y solo si Ker(a) = Ker(p), y
B es un epimorfismo si y s6lo si ¢ es un epimorfismo.

Lema (1.1.3)
Sea {f; : M; — Ni}ie ; una familia no vacia de R-morfismos. Existe un tnico
morfismo @ f; : @,.; M; — @,.; Ni tal que, para cada j € I, el diagrama

Mj#Nj

b T

@ fi
Dicr M; -==°- > Dier Ni

conmuta. Ademas Im(@ fi) = @,; Im(fi) y Ker(D fi) = @, Ker(fi)-
Lema (1.1.4)

Sea {gi M, — Ni}iel una familia no vacia de R-morfismos. Existe un tinico
morfismo | [ g; : | [,c; Mi — | [;e; Vi tal que, para cada j € I, el diagrama
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MjLN]‘

< 1

[Tg:
[ Ties M; -7 [Tics Ni
conmuta. Ademas Im([[g:) = [L;c; Im(gi) y Ker([19:) = [ Lic; Ker(g:)-

Lema (1.1.5)
Sea {hl cM; — N}ie[ una familia no vacia de R-morfismos. Existe un tinico
morfismo @,.; hi : @,.; M; — N tal que, para cada j € I, el diagrama

M, — N
>

n;j ey
I 7 Dier hi
Dier Mi

conmuta. Ademas Im(@,.; hi) = Dy Im(hy).

Lema (1.1.6)

Sea {fZ M — Ni}ie[ una familia no vacia de R-morfismos. Existe un tinico

morfismo [[,.; fi : M — [[,c; Vi tal que, para cada j € I, el diagrama
5y,

~

[Tier fi\\\\)l Tﬂj
Hie[ Ni
conmuta. Ademéas Ker([[,.; fi) = Nics Ker(fi)-
Definicion
Sean A, B, M, N, X € R-Mod, sea a € Homg(A, B) y sea ¢ € Homg(A, M).
Si 8 € Homg(B,N) y v € Homg(M, N) son tales que

A—5 B

M—Y5 N

es un diagrama conmutativo, decimos que (v, 3) es el pushout de (@, «) si

para cada par (¢’,a’) con ¢ € Homg(M, X), o/ € Homg(B, X) y ' = B«

hay exactamente un o € Homg(N, X) tal que ' = oty y 5’ = o3. Es decir,
P

el diagrama
A B
M — N

N
AN
\\
Y’ o
X

_a

conmuta.
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Lema (1.1.7)
Sean A, B, M € R-Mod, a € Homg(A,B) y ¢ € Homg(A4, M). Si tomamos
N = (M @B)/U con U = {(p(a), —a(a)) | a € A} y definimos

M- N BN
mw (m,0)+U b— (0,b) + U,
se tiene que (¢, 8) es un pushout de (¢, a).

Lema (1.1.8)

Sean A, B, M € R-Mod, « € Homg(A,B) v ¢ € Homg(A, M). Si (v, 3) es
un pushout de (¢, «), los siguientes enunciados son ciertos:

(1) Si « es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo), entonces v es
un monomorfismo (respectivamente epimorfismo).

(2) Si ¢ es un monomorfismo (respectivamente epimorfismo), entonces 5 es
un monomorfismo (respectivamente epimorfismo).

Definicion
Sea M € R-Mod y sea

N:0=By<Ni<Ny<--<Np1 < Ny=M

una cadena finita de submédulos de M. La cadena N se llama serie de com-
posicion de M si N;/N,_1 es un modulo simple para cada ¢ € {1,2,...,k}.

Definicion
Sea M € R-Mod. Decimos que M es de longitud finita si M =0 6 M tiene
una serie de composicion.

Lema (1.1.9)
Sea0 - K — M — N — 0 una sucesion exacta corta de R-modulos. Enton-
ces M tiene longitud finita si y s6lo si K y N tienen longitud finita.

Lema (1.1.10)

Para M € R-SSMod los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) M es una suma directa finita de modulos simples.

(2) M tiene longitud finita.

(3) M es finitamente generado.

Lema (1.1.11)
Si M € R-Mody A < M, entonces A . M siy solo si para todo 0 # m e M
existe r € R de modo que 0 # rm € A.

Lema (1.1.12)
Sean K, L, M, NeR-Mod. SIK <K L <M< NyKc, N,entonces L . M.

Lema (1.1.13)
Si K,N,MeR-Mody K <N < M, entonces K S, M siysélosi K <. N
y N S, M.
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Lema (1.1.14)
Si M,N € R-Mod, B S. N y ¢ € Homg(M, N), entonces o1 (B) S, M.

Lema (1.1.15)
Sea {M;}es una familia no vacfa de R-médulos. Si M = @®,;
para cada i € I, entonces A =Y. A, =@, Ay AS. M.

My A; S M;

Definicion

Sea M € R-Mod y sean L, N < M. Decimos que L es un seudocomplemento
de N en M si L es maximo (en la reticula de submoédulos de M) con la pro-
piedad de que L n N = 0.

Lema (1.1.16)
Sean MeR-Mody L,N < M. Si M = LN, entonces L es un seudocomple-
mento de N en M.

Lema (1.1.17)

Sea M € R-Mod y sean A, B < M de modo que An B = 0. Entonces, existe
A’ un seudocomplemento de A en M tal que B € A’, y consecuentemente
existe A” un seudocomplemento de A’ en M tal que A € A”.

Lema (1.1.18)
Sea M € R-Mod y sean A, B < M tales que An B = 0. Entonces, B es un
seudocomplemento de A en M siy solosi (A+ B)/B S, M/B.

Lema (1.1.19)
Si M € R-Mod y N < M, entonces N tiene seudocomplementos en M.

Definicion

Sean M € R-Mod y N < M. Una extension esencial de N en M es un sub-
moédulo L de M tal que N <, L.

Definicion

Si M € R-Mod y N < M, diremos que N es cerrado, 6 que es esencialmente
cerrado, en M si N no tiene extensiones esenciales, distintas de N, en M.
Definicion

Sean M € R-Mod y L < M. Diremos que L es un seudocomplemento en M
si existe N < M tal que L es un seudocomplemento de N en M.

Lema (1.1.20)
Sea MeR-Mod. Si N < M, entonces N es cerrado en M siy s6lo si N es un
seudocomplemento en M.

Lema (1.1.21)
Sean M, N, L eR-Mod. Si L es cerrado en N y N es cerrado en M, entonces
L es cerrado en M.

Lema (1.1.22) [Criterio de Baer]
Si R es un anillo y M € R-Mod, entonces M es inyectivo si y solo si M es
rR-inyectivo.
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Lema (1.1.23)
Si M,N € R-Mod y N €. M, entonces E(N) = E(M).

Lema (1.1.24)
Si I es un conjunto finito no vacio y {M;};c; es una familia de R-médulos,

entonces E(@,;c; M;) = @,e; E(M;).

Definicion

Sea M € R-Mod. Decimos que M es inescindible si M # 0 y sus tnicos su-
mandos directos son 0 y M.

Lema (1.1.25)
Si @ € R-Mod es inyectivo y distinto de cero, son equivalentes:

(1) @ es inescindible.
(2)SiL<Qy L #0, entonces E(L) = Q.
(3) Si L < Qy L #0, entonces L es uniforme.

Lema (1.1.26)
Sea M € R-Mod y sea A < M. Son equivalentes:

(1) M es artiniano.

(2) Ay M/A son artinianos.

(3) Toda cadena descendente de submodulos de M se estaciona.

(4) Todo cociente de M es finitamente cogenerado.

(5) En cualquier conjunto {4; | i € I} no vacio de submodulos de M, existe

un subconjunto finito {A; | i € Iy} con la propiedad de que (4; = ) 4;.
iel i€lo

Lema (1.1.27)

Sea M € R-Mod y sea A < M. Son equivalentes:

(1) M es neteriano.

(2) Ay M/A son neterianos.

(3) Toda cadena ascendente de submodulos de M se estaciona.

(4) Todo submodulo de M es finitamente generado.

(5) En cualquier conjunto {4; | i € I} no vacio de submodulos de M, existe

un subconjunto finito {A; | i € Iy} con la propiedad de que > A; = > A,.

il i€lo

Lema (1.1.28)

Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

(1) R es neteriano izquierdo.

(2) Toda suma directa de R-modulos izquierdos inyectivos es inyectivo.

(3) Cualquier suma directa numerable de cépsulas inyectivas de R-modulos
izquierdos simples es inyectivo.

Lema (1.1.29) [Lema de Nakayamal

Sea R un anillo y M un R-moédulo derecho (respectivamente izquierdo). Si
M es finitamente generado y A es un submoédulo derecho (respectivamente
izquierdo) de J(R), entonces MAKM (respectivamente AM <M ).

Lema (1.1.30)
Sea M € R-Mod. M es artiniano izquierdo y Rad(M) = 0 si y s6lo si M es
semisimple y M es finitamente generado.
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Lema (1.1.31)
Si M € R-Mod es artiniano izquierdo, entonces g (M /Rad(M)) es semisimple.

Lema (1.1.32)
Si R es un anillo tal que g (R/J(R)) es semisimple, entonces cada R-modulo
izquierdo simple es isomorfo a un submoédulo de g (R/J(R)).

Lema (1.1.33)

Si R es un anillo artiniano izquierdo (respectivamente neteriano izquierdo)
y rM es finitamente generado, entonces g M es artiniano izquierdo (respec-
tivamente neteriano izquierdo).

Definicion

Sea M € R-Mod y sea U < M. Decimos que U es un submddulo irreducible
si U # M y para cualesquiera A, B < M tales que U £ Ay U £ B se tiene
que AnB#U.

Lema (1.1.34)

Si R es un anillo, entonces R es neteriano izquierdo si y s6lo si todo R-mo6dulo
izquierdo inyectivo es una suma directa de R-médulos izquierdos inyectivos
inescindibles.

Lema (1.1.35)
Sea R un anillo y sea A = {r € R |r no es invertible}. Decimos que R es
local si satisface cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

(1) A es un ideal bilateral de R.
(2) Aesel rnayor ideal izquierdo (derecho) propio de R.
(3) J(R) =

(4) J(R) es un 1dea1 izquierdo (derecho) maximo de R.
(5) R tiene un unico ideal maximo.

Lema (1.1.36)

Si rR es un anillo artiniano izquierdo y g M es artiniano izquierdo (respec-
tivamente neteriano izquierdo), entonces g M es neteriano izquierdo (respec-
tivamente artiniano izquierdo).

Lema (1.1.37)
Son equivalentes para un anillo R:

(1) rR es semisimple.
(2) Todo modulo g M es semisimple.
(3) Todo modulo g M es inyectivo.

Definicion

Sea ¢ € R-Mod y supongamos que A € . Decimos que ( es cerrada bajo:
1.- Isomorfismos, si siempre que B € R-Mod y B = A se sigue que B € (.
2.- Submddulos, si para todo B < A se tiene que B € (.

3.- Cocientes, si ocurre que A/B € ( para cualquier B < A.

4.- Sumas directas arbitrarias, si para toda familia no vacia {B;}:c; de mo-
dulos en ¢ sucede que @._; B; € C.

i€l
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Definicion

Sea ¢ una familia de R-mo6dulos no vacia. Si ¢ es cerrada bajo isomorfismos
y submoédulos, se dice que ¢ es hereditaria. Cuando ( sea cerrada bajo iso-
morfismos, cocientes y sumas directas arbitrarias, diremos que ( es de
pretorsion. Mientras que ( se llamara de pretorsion hereditaria, si es heredi-
taria y de pretorsion.

1.3 Sobre Reticulas y Clases

En esta seccion se suponen conocidos los conceptos y resultados basicos de Teoria
de Conjuntos, aunque nunca esti de méas tener a la mano alguna referencia, por
ejemplo [4] es un excelente material de consulta. La presente secciéon contiene
uinicamente los conceptos de Teoria de Reticulas necesarios para el desarrollo de
los siguientes capitulos, puesto que en realidad necesitamos muy pocas cosas de
Teoria de Reticulas; citamos a [5], [6] y [7] como referencias para profundizar
en esta y en otras areas mas. La seccién termina con el enunciado del Axioma
de Eleccién para Clases, el cual utilizaremos mas adelante.

A menudo vamos a introducir conceptos que involucren tanto a conjuntos como
a clases propias, con la intencion de optimizar la lectura las futuras definiciones
y resultados s6lo se enunciardn para conjuntos; sin embargo, se entiende que
todas ellas también aplican para clases propias si uno cambia las palabras “con-
junto” por “clase” y “funcién” por “funcional”.

Definicion

Sean (P, <) y (Q,E) conjuntos parcialmente ordenados. Decimos que una
funcién ¢ : P — @ es un morfismo (anti-morfismo) de orden si para cuales-
quiera a,b € P tales que a < b, se tiene que @(a) T ¢(b) (¢(b) E ¢(a)).

Definicion

Sean (P, <) y (@, E) conjuntos parcialmente ordenados. Si ¢ : P — ) es un
morfismo (anti-morfismo) de orden biyectivo, diremos que ¢ es un isomor-
fismo (anti-isomorfismo) de orden si ¢~' es un morfismo (anti-morfismo) de
orden. En este caso diremos que (P, <) y (Q, E) son conjuntos parcialmente
ordenados isomorfos (anti-isomorfos).

Si ¢ es un morfismo (anti-morfismo) de orden , es costumbre decir que ¢ re-
speta (invierte) el orden. Notamos que una funcién biyectiva ¢ : P — @, donde
(P,<) y (Q,E) son conjuntos parcialmente ordenados, es un isomorfismo (anti-
isomorfismo) de orden si y solo si para cualesquiera a,b € P se cumple que:

a<be ¢la)S¢(b) (a<be ¢b)C ¢a)).

Definicion

Una reticula es una cuarteta ordenada (P, <, A, v) tal que (P, <) es un con-
junto parcialmente ordenado, no vacio, donde para cualesquiera a,b e P se
se tiene que a A b es el infimo y a v b es el supremo de {a,b} en (P, <), res-
pectivamente.
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Cuando (P, <, A, v) es una reticula y P una clase propia, se dice que (P, <, A, V)
es una gran reticula. Las proximas definiciones, notaciones y propiedades que
tengan que ver con reticulas aplican también para grandes reticulas, por lo que
en los enunciados de estas s6lo se escribira la palabra “reticula” pero se enten-
derd que se tienen también para grandes reticulas.

Definicion

Sean (P, <, Ap,vp)y (Q,E, Ag, V@) dos reticulas. Una funciéon ¢ : P — Q
se llama morfismo (anti-morfismo) de reticulas si para cualesquiera a,b € P
se cumple que ¢(a Ap b) = ¢(a) Ag ¢(b) (d(a Apb) =¢(a) vo ¢(b)) y que
plavpb) =d(a) vg ¢(b) ((avpb)=g¢(a)rq d(b)).

Como una reticula es en particular un conjunto parcialmente ordenado, uno
podria esperar que los morfismos (anti-morfismos) de orden y de reticulas se
relacionen de alguna forma.

Lema (1.3.1)
Si¢: P — @ es un morfismo (anti-morfismo) de reticulas, entonces ¢ es
un morfismo (anti-morfismo) de orden.

Demostracion:

Sean (P, <, Ap,vp)y (Q,C, Ag, V) reticulas. Supongamos que ¢ : P — @
es un morfismo (anti-morfismo) de reticulas. Tomemos a,b € P de modo que
a < b, buscamos mostrar que ¢(a) E ¢(b) (¢(b) E ¢(a)). Como a Apb = a,
entonces ¢(a) = ¢(a Apb). Por otrolado ¢(a Apb) = ¢(a) rg ¢(b) E ¢(b)
(6(b) E ¢(a) vg ¢(b) = ¢p(a Apb)), pues ¢ preserva (invierte) el orden. Asi

que ¢(a) € ¢(b) ((b) E ¢(a)). ]

En adelante omitiremos las pruebas de los resultados que involucren a anti-
morfismos, debido a que dichas demostraciones son analogas a las que se hacen
para morfismos.

Definicion
Un isomorfismo (anti-isomorfismo) de reticulas es un morfismo (anti-morfis-
mo) de reticulas que es biyectivo.

Los isomorfismos (anti-isomorfismos) de reticulas son menos exigentes que los
isomorfismos (anti-isomorfismos) de orden, no obstante, como veremos después
del lema siguiente, de igual fuerza cuando relacionan reticulas.

Lema (1.3.2)

Si ¢ : P —> @ es un isomorfismo (anti-isomorfismo) de reticulas, también lo
es ¢~ L.

Demostracion:

Consideremos las reticulas (P, <, Ap,vp) ¥y (Q,C, AQ, V@), ¥ Supongamos
que son isomorfas a través de ¢ : P — Q. Puesto que ¢~ es biyectiva, sélo
resta probar que es un morfismo de reticulas. Sean a’,b’ € Q. Entonces hay
unicos a,b € P tales que ¢(a) = a’ y ¢(b) = b'. Notamos que:

¢ 1(d nqt) = ¢ 1 (d(a) Aq d(D))
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o1 (¢la npb))

a Np b

= ¢ '(a') Ap o (V)
Por lo tanto ¢~ (a’ Ag V') = ¢~ (a’) Ap ¢71(V). De forma completamente
anéloga se ve que ¢ 1(a’ vgb') = ¢ 1(a') vp s t(V). m

Proposicion (1.3.3)

Sea ¢ : P — @ una funcion, con (P, <, Ap,vp)y (Q,E, Ag, V@) reticulas.
Entonces, ¢ es un isomorfismo (anti-isomorfismo) de reticulas si y solo si ¢
es un isomorfismo (anti-isomorfismo) de orden.

Demostracion:

=] Supongamos que ¢ es un isomorfismo de reticulas. Por el Lema 1.3.2 te-
nemos que ¢! es un morfismo de reticulas también, luego del Lema 1.3.1
se desprende que tanto ¢ como ¢! son morfismos de orden.

<] Si ¢ es un isomorfismo de orden, ocurre que ¢ y ¢~ son morfismos de

orden. Ahora, sean a,b € P. Puesto que a Apb < a,by ¢ preserva el orden,
tenemos que ¢(a Ap b) & ¢(a), d(b); por lo tanto ¢(a A p b) es una cota infe-
rior de {¢(a), #(b)} en (Q, E), debemos ver que es la mayor. Sea ¢ una cota
inferior de {¢(a), #(b)} en (Q, =). Supongamos que c es el tnico elemento de
P que bajo ¢ es ¢. Como ¢’ E ¢(a),p(b) y ¢! respeta el orden, obtenemos
que c=¢(c') < ¢~ H(p(a)) = a, ¢~ 1(¢(b)) = b; de aqui que c es una cota infe-
rior de {a, b} en (P, <), por lo que ¢ < a Ap b. Del hecho de que ¢ respeta
elordeny c < a Apb, sesigue que ¢ = ¢(c) E ¢(a Apb). Asi que ¢p(a Apb)
es la mayor de las cotas inferiores de {¢(a), ¢(b)} en (Q, E); llegando de este
modo a que ¢(a Ap b) = ¢(a) Ag ¢(b). Un razonamiento similar nos lleva a

que ¢(a v b) = 6(a) v 4(b). -

Asi como hay conjuntos parcialmente ordenados cuya relacion de orden los dota
de propiedades y elementos especiales, también en reticulas hay comportamien-

tos de los infimos y supremos que hacen maés rica su estructura y hay elementos

que se destacan por su particular forma de relacionarse con los demas.

Definicion
Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado con elemento mayor 1 y con
elemento menor 0. Si a € P\{0} y b e P\{1}, entonces diremos que:

1.- a es un dtomo, si no existe z € P tal que 0 < z < a.
2.- b es un codtomo, si no existe z € P tal que b < z < 1.

En la definicién anterior se tiene que a es un atomo si a es un elemento minimo
de P\{0} en el orden <, y que b es un coatomo si b es maximo en (P\{1}, <). Si

(P, <, A, v) es una reticula y X un subconjunto de P, es costumbre escribir A X

y v X para referirnos, si es que existen, al infimo y al supremo, respectivamente,
de X en (P, <).

Definicion

Sean (P, <, A, v) una reticula y a,b,c € P. Decimos que (P, <, A, v) es:
1.- Completa, si para todo X € P existen AX y vX.

2.- Distributiva, si a A (bv c) =(a Ab) v (anc).
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3.- Modular, si siempre que b < a ocurre que a A (bv ¢) =bv (a A c).

4.- Artiniana, si todo subconjunto no vacio de P tiene un elemento minimo.

5.- Neteriana, si todo subconjunto no vacio de P tiene un elemento méximo.
Si (P, <) tiene elemento mayor 1 y elemento menor 0:

6.- Atémica, si para cada ze P\{0} existe un atomo a€P de modo que a < .

7.- Coatémica, si para cada zeP\{1} existe un coatomo ceP tal que = < c.

Lema (1.3.4)
Si (P, <, A, v) es una reticula artiniana, entonces es atémica.

Demostracion:

Supongamos que (P, <, A, V) es artiniana. Para que (P, <) sea atomica, en
principio debe de tener elemento menor; pues bien, como & # P € P, por
hipétesis P tiene un elemento minimo, digamos m. Hacemos m = 0.

Afirmacién: m es el elemento menor de (P, <).

Demostracién: Sea x € P. Puesto que m Az € P y m A x < m, la eleccion
de m asegura que m A x = m, por consiguiente m < x. ]

Tomemos un z € P\{0}. Consideremos al conjunto A = {a € P\{0} | a < z}.
Debido aque z € Ay A C P, la hipdtesis nos garantiza que A tiene un ele-
mento minimo, al cual llamaremos a. Notamos que si b€ P\{0} y b < a, del
hecho de que a € A se seguiria que b < z, entonces b € A y b < a; sin embargo
a es un elemento minimo de A, asi que b = a. Por lo tanto a es minimo en
(P\{0}, <). Resumiendo, a es un atomo tal que a < . m

Definicion

Sea (P, <, A, v) unareticulay sea ¢ # L C P. Sianbe Ly avbe L para
cualesquiera a, b € L, diremos que L es una subreticula de P. En el caso en
que (P, <, A, v) sea una reticula completa, L se llamara subreticula completa
de Psi AXeLy vXeLparatodo X € L.

No es dificil ver que si L es una subreticula (completa) de (P, <, A, V), en-
tonces (L, <|r, A, V) es una reticula (completa). Sin embargo, un subconjunto
arbitrario no vacio de una reticula puede tener estructura de reticula sin ser,

necesariamente, una subreticula de la reticula original.

Definicion
Si (P, <, A, V) es una reticula y x,y € P son tales que x < y, al conjunto
[z,y] = {z€ P |z < z < y} le llamaremos intervalo de x a y en P.

Lema (1.3.5)
Sea (P, <, A, v) una reticula y sean x,y € P tales que < y. Entonces [z, y]
es una subreticula de P.

El Axioma de Eleccién esta presente en gran variedad de resultados del Algebra,
va sea en Teoria de Conjuntos para demostrar que toda funcién suprayectiva

tiene inversa derecha como en Teoria de Mo6dulos para probar que los grupos

abelianos inyectivos son exactamente los divisibles'. Conforme ha avanzado la

! De hecho en [8] se prueba que el Axioma de Eleccién es equivalente a que todo Z-modulo
divisible es inyectivo.
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matematica ha sido necesario recurrir a sistemas axiomaticos que admiten mayor
generalidad y en los cuales no se pierden los resultados obtenidos con ZFC; por
ejempo, NBG (von Neumann-Bernays-Godel)2. En NBG existe el Axioma de
Eleccion (para Clases), y ya que en el capitulo 4 se hace uso de este axioma, lo
enunciamos a continuacion.

Azioma de Eleccion para Clases
Para cada funcional F' existe una funcional G de modo que para cada C, si
C edom(F)y F(C) # &, entonces G(C) € F(C).

2 Para detalles se puede ver [9].



2. UN TEOREMA DE OSOFSKY-SMITH

El objetivo de este capitulo es meramente llegar a demostrar el Teorema de
Osofsky-Smith, tal teorema lo usaremos por primera y Unica vez en el capitulo
3. Asi que puede parecer en principio que este teorema no tiene demasiadas
implicaciones; sin embargo esto no es asi, ya que, por ejemplo, con este teorema
se puede probar que:

(1) Un anillo R es semisimple si y solo si cada R-moédulo ciclico es inyectivo.

(2) Si R es un anillo tal que cada R-modulo ciclico (respectivamente finitamente
generado) es CS, entonces cada R-modulo ciclico (respectivamente finitamente
generado) es una suma directa finita de R-moédulos uniformes.

(3) Si R es un anillo y N € R-Mod es tal que todo cociente de cada submoédulo
ciclico de N es inyectivo, entonces N es semisimple.

Los detalles de las tres afirmaciones de arriba se encuentran en [10]. Para indagar
més acerca del teorema de Osofsky-Smith se pueden consultar [11], [10], [13] ¥
[14].

2.1 Mobdulos Uniformes

Como el titulo de la presente seccién anuncia, introduciremos aqui los mddu-
los uniformes, de los cuales estudiaremos algunas de sus propiedades bésicas.
Luego veremos que la longitud de una suma directa de submoédulos no cero,
de un médulo dado, estd acotada por la longitud que pueda llegar a tener una
cierta suma directa de submodulos uniformes del médulo en cuestion; lo que
vendra a motivar la definicién de dimension uniforme de un médulo. Para un
estudio mas amplio de los modulo uniformes, se sugiere ver [11] y [10].

Definicion
Sea M € R-Mod. Diremos que M es un moédulo uniforme si M # 0 y para
todo 0 # A < M ocurre que A S, M.

Antes de que veamos algunos ejemplos de mdédulos uniformes, observemos que
de la definicién anterior se obtiene de inmediato el siguiente lema.

Lema (2.1.1)
Sea M € R-Mod distinto de cero. Son equivalentes:

(1) M es uniforme.
2) VASM,VBSM((A#OyB;éO):>AmB;é0).

Como primeros ejemplos de mddulos uniformes tenemos: cualquier moédulo sim-
ple, submodulos no cero de un médulo uniforme, los Z-moédulos ciclicos Z/p"Z
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(donde p es un nimero primo y n un entero positivo) y los Z-médulos Z,» (para
cualquier primo p). De hecho, el siguiente lema nos proveera de méas ejemplos.

Lema (2.1.2)

Sea 0 # M € R-Mod tal que no contiene una suma directa infinita de submo-
dulos distintos de cero. Entonces, cada submoédulo no cero de M contiene
un modulo uniforme (en particular M debe tener un submodulo uniforme).

Demostracion:

Supongamos que existe N < M tal que N # 0 y N no contiene submoédulos
uniformes. Entonces N no es uniforme, por lo que deben haber A;, Ny < N
tales que A1 #0# N1 y A1 n Ny = 0. Como Ny no es uniforme, podemos
nuevamente encontrar As, No < N tales que As #0# Ny y Ay n Ny = 0.
Notamos que si hubiese un 0 # x € Ay n Az, entonces 0 # x € Ay n Ny, lo
que es imposible; por lo tanto A3 ® As = A1 + A3 < M. Ahora, como Ny
tampoco es uniforme, existen Az, N3 < Ny de modo que A3 # 0 # N3 y
A3n N3=0. En este punto observamos que A, +As+ A3 = A{PADA3 < M.
Como este proceso nunca termina, se llega a que M contiene una suma direc-
ta infinita de A;’s, donde cada A; es un submédulo de M distinto de cero;
lo cual contradice la hipoétesis. m

Corolario (2.1.3)
Si M € R-Mod es distinto de cero y neteriano, entonces M contiene un mo-
dulo uniforme.

Demostracion:

Sea M € R-Mod distinto de cero y neteriano. Como M es neteriano, para
cada familia no vacia {A;};cr de submoédulos de M ocurre que existe un sub-
conjunto finito /o de I de modo que »,;.; A; = > ,;.; A; (Lema 1.1.27); por
lo tanto M no contiene sumas (directas) infinitas de submodulos distintos
de cero, del Lema 2.1.2 concluimos que M tiene un submoédulo uniforme. m

Lema (2.1.4)
Sea M €eR-Mod y sea U un submédulo uniformede M. SiK < My U <, K,
entonces K es uniforme.

Demostracion:

Supongamos U S, K < M. Sean A, B < K distintos de cero. Como U <. K
y0# A < K, entonces AnU # 0; de forma analoga se llega a que BNU # 0.
Asi AnU y B n U son submdédulos distintos de cero de U, y ya que U es
uniforme se sigue que (A N B) nU # 0; en particular A n B # 0. m

Ahora bien, la proposicion siguiente muestra que los médulos no triviales tales
que cualquier submoédulo no cero contiene un moédulo uniforme (por ejemplo
los médulos que satisfacen la hipotesis del Lema 2.1.2) tienen un submodulo
esencial bastante particular.

Proposicion (2.1.5)

Sea 0 # M € R-Mod tal que cada submddulo no cero de M tiene un submé-
dulo uniforme. Entonces, M contiene un modulo esencial U que es una suma
directa de submodulos uniformes de M.
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Demostracion:

Sea A la familia de familias independientes no vacias de submédulos unifor-
mes de M. Es inmediato comprobar que A es de caracter finito, por lo que
del Lema de Tukey se infiere la existencia de una familia independiente maxi-
ma de submodulos uniformes de M; digamos {U; | i € A\}. Sea U = @;e\U;.
Si0# N < M, por hipétesis existe V' < N uniforme.

Caso 11|V e {U; | i € A}.
Bajo las hipotesis actuales se tiene que U n'V =V, y como V # 0 (pues V
es uniforme) llegamos a que U n'V # 0. Luego U n N # 0.

Caso 21V ¢ {U; | i € A}
En este caso, la eleccion de la familia {U; | i € A} nos dice que {U; | i e \}uV
no es independiente; de aqui que U n'V # 0, y por lo tanto U n N # 0.

En ambos casos obtuvimos U n N # 0, lo cual conduce a que U S, M. m

Corolario (2.1.6)

Sea 0 # M € R-Mod tal que no contiene una suma directa infinita de submo-
dulos distintos de cero. Entonces, M contiene un médulo esencial U el cual
es una suma directa finita de submoédulos uniformes de M.

Demostracion:

Por el Lema 2.1.2, M satisface las hipotesis de la Proposiciéon 2.1.5; asi que
existe U S, M de modo que U = @ie\U;, para algtn conjunto no vacio A,
donde cada U; es uniforme. Como M no contiene sumas directas infinitas
de subméddulos no cero, concluimos que A es finito. m

A continuacion nos encontraremos con que el hecho de que un médulo contenga
un submodulo esencial que sea una suma directa de submoédulos uniformes nos
brinda una caracterizacién interesante de sus submodulos esenciales. Ademés,
si la anterior suma directa de submoédulos uniformes es finita, obtendremos que
la “longitud" de cualquier suma directa de submoédulos no cero queda acotada
por la longitud de esta suma directa de submoédulos uniformes.

Lema (2.1.7)

Sea M € R-Mod tal que existe U . M demodo que U =3, U; = @, Us
con U; < M uniforme para cadaie I. Si N < M, entonces N S, M si y
sblo si N nU; # 0 para cada i € I.

Demostracion:

=] Supongamos N &, M. Si N nU; = 0 para algun i € I, entonces U; = 0,
lo cual es imposible debido a que U; es uniforme.

<] Reciprocamente, supongamos ahora que N n U; # 0 para cada i € I.
Afirmacion: NnU <, U.

Demostracion: Cada elemento de U es una suma finita de elementos en algu-
nos U,’s, asi por el Lema 1.1.11 basta mostrar que N N @ier,U; Se ®Pier, Ui
para cada subconjunto finito, no vacio, Iy de I. Sea pues Iy € I de modo
que |Ip| =n para algin n € Z*. Sin perdida de generalidad es posible su-

poner que Iy = {1,...,n}. Haciendo induccién sobre n demostremos que
Nn@®_, U cc @, U;.
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Base de Induccion] Como 0# N nU; < U; y U; es un modulo uniforme,
concluimos que N n U; &, Uy.
k k
Hipdtesis de Induccion] Supongamos {1,...k} ST y Nn @U; . PU;.
) .

1 i=1
Paso Inductivo] Supongamos que {1,...,k,k+1} €I y demostremos que

N @ U; ¢, @1 U;. Tomamos 0 # K < @71 U;. Debemos mostrar que
Kn (N N (—D?:llUi) # 0, lo que equivale a probar que K n N # 0. Ahora
bien, como K # 0, sea x € K\{0}. Entonces x = uj +- - -+uj+1 para algunos
u; € Uj, paracadaie {1,...,k+1}, y conu; # 0 paraalgin je {1,...,k+1}.
Supongamos, sin perder generalidad, que ug41 # 0. Debido a que N n U1
v Rugy1 son submédulos no cero del médulo uniforme Uy, se sigue que
N n Rugy1 = (N N Uk+1) N Ruy1 # 0. Asi que hay un r € R de modo que
0 # rug+1 € N. Hagamos y = ru; + ... +rug. Luego 0 # rx =y + rugs:-
Ahora consideramos los siguientes casos:

Caso 1] y = 0.
En este caso se tendria que rz = rugy+1 € N n K, por lo tanto N n K # 0.

Caso 2] y # 0.

Aqui ocurre que Ry # 0. Asi, como Ry < ®%_,U;, la hipétesis de induccion
nos lleva a que Ry n N = Ry n (N n@®%_,U;) # 0. Entonces hay un s€ R
de modo que 0 # sy € N. Puesto que sy, s(rugs+1) € Ny (sr)x € K, conclui-
mos que 0 # s(rz) = sy + srug41 € N n K.

En ambos casos resulta N n K # 0, por lo que N n (—Bfill U; S (—Bf:ll U;.
Por lo tanto N n @, U; €. @}, U; para cada n € N\{0}, de este modo
llegamos a que NnU <, U. 0

Como NnUc,UcC, M, el Lema 1.1.13 nos dice que N nU S, M; de
donde, por el Lema 1.1.12, obtenemos que N <, M. m

Proposicion (2.1.8)

Sea M € R-Mod tal que existe U €. M de modo que U = Z?:l U, = (—D?:l U;
con U; < M uniforme para cada i € {1,...,n}, para algin n € Z*. Entonces,
cualquier suma directa de submoédulos distintos de cero de M tiene a lo mas
n sumandos.

Demostracion:

Asumamos que existe una familia independiente {K;}ic(1,.. n 41y de n 41
submédulos no cero de M. Como Ky n (Ko @ - @ Kyp1) =0 y Ki #0,
deducimos que Ko @ --- @ K,, 11 $c M; del Lema 2.1.7 se infiere que existe
ig € {1, ... ,n} tal que (K2 @+ @®Kpn41) nU;, = 0. Sin perder generalidad
podemos suponer que ig = 1. Entonces Uy + Ko+ K3+ -+ K, .1 es directa
y por ello Ky n (U1 PK;®--- @Kn+1) = 0. Puesto que K5 # 0, se sigue
que U1 K3® - - ®K,+1 € M. Nuevamente, del Lema 2.1.7, se desprende
la existencia un jo € {2, ... ,n} de modo que (U1 ®K3®- - @K, 11) nUj, = 0;
digamos jo = 2. Luego U; +Uz+ K3 +---+ K, 11 es directa. Siguiendo el
procedimiento anterior se llega a que Uy +Us +Us + -+ U, + K41 es di-
recta y por lo tanto a que K,,+1 n @;_, U; = 0. Sin embargo K, ;1 # 0, asi
debe ocurrir que (—B;L:l U; €. M, lo cual es imposible. m
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La proposicién anterior nos provee, entre otras cosas, de una herramienta para
“medir” a un modulo a través de sus submodulos uniformes; esto lo esclarecemos,
y formalizamos, en el siguiente corolario (cuya demostracién omitimos debido a
que es un resultado directo de la Proposicion 2.1.8) y en la definicién que de él
se obtiene.

Corolario (2.1.9) [Teorema de Reemplazo de Steinitz]

Si M eR-Mod y existen Uy, ... ,U,, V1, ... ,V;, < M uniformes de modo que
Y Ui=@, Uiy, XL, V; =@)L, Vi y ambas sumas son esenciales en
M, entonces n = m.

Definicion

Sea M € R-Mod. Diremos que M tiene dimension uniforme n, lo cual se de-
notaré por u.dim(M) =n, sin e Ny existe U €. M de modo que U es una
suma directa de n submoddulos uniformes de M. Si no hay tal n, entonces
escribiremos w.dim (M) = .

El Corolario 2.1.9 asegura que la definicién de dimensién uniforme de un médulo
esté bien definida en el caso en que ésta es finita. Asi, los modulos con dimen-
sion uniforme 1 son exactamente los uniformes, mientras que u.dim(M) = 0 si
y s6lo si M es el R-moddulo cero. De hecho, ya teniendo a mano la definicién de
dimension uniforme, podemos parafrasear la Proposiciéon 2.1.8 como:

Proposicion (2.1.8°)
Sea 0#£MeR-Mod. Si u.dim(M) = n, para algtn n € N, entonces toda suma
directa de submoddulos distintos de cero de M tiene a lo mas n sumandos.

Nuestro proximo resultado justifica que escribamos u.dim(M) = o cuando la
dimension uniforme de M no es un numero natural. De hecho, ya hemos probado
una parte considerable de la proposicion siguiente.

Proposicion (2.1.10)
Sea 0 # M € R-Mod. Entonces u.dim(M) = oo si y sélo si M contiene una
suma directa infinita de submodulos distintos de cero.

Demostracion:
<] Es la contrapositiva de la Proposicion 2.1.8’.

=] Supongamos que M no contiene una suma directa infinita de submodulos
no cero. Entonces cada submoédulo no cero de M contiene un médulo unifor-
me (esto es por la Proposicion 2.1.2), en particular M mismo. Asi que pode-
mos tomar un U; < M uniforme. Si U; E, M, existe un 0 # Uy < M, que,
por la Proposicion 2.1.2, podemos suponer uniforme, tal que U; n Uy = 0.
Asi U1 ®U; < M. Siocurre que Uy ®U> & M, entonces hay un 0 # Us < M
uniforme tal que (U1@®U2)nUz = 0. Luego U;+Us+Us = Ui @U®Us < M.
En vista de la hipétesis, el procedimiento anterior tiene que parar en algin
momento, por lo que debe de existir un n € N\{0} tal que U1 ®- - -®U,, S, M,
donde cada U; es un submoulo uniforme de M. Luego u.dim(M) = n. m

Corolario (2.1.11)
Sea 0 # M € R-Mod. Entonces u.dim(M) = n, para algtn n € Z™, si y solo
si M no contiene sumas directas infinitas de submodulos distintos de cero.



18 2. Un Teorema de Osofsky-Smith

A continuacién veremos que la dimension uniforme de un submodulo de un mo-
dulo dado se comporta como uno esperaria que lo hiciera.

Corolario (2.1.12)

Sean M, N € R-Mod distintos de cero tales que N < M. Entonces, (con las
convenciones usuales sobre el simbolo o) es cierto que:

(1) w.dim(N) < u.dim(M).

(2) Si N €. M, entonces u.dim(N) = u.dim(M).

(3) Si N &, M, entonces u.dim(N) < u.dim(M) (salvo en el caso en que
u.dim(N) y u.dim(M) no son finitas).

Demostracion:

[1] Sea u.dim(M) = k.

Caso 1| k€ ZT.

Si u.dim(N) = oo, por la Proposicién 2.1.10 tendriamos que N contiene una
familia independiente infinita de submodulos distintos de cero; y asi M tam-
bién contendria a dicha familia, lo cual, segin el Corolario 2.1.11, no puede
ocurrir (en este caso). Por lo tanto u.dim(N) = n para algiin n € Z*. En-
tonces IV tiene un submodulo esencial que es una suma directa de n modu-
los uniformes, luego M contiene una suma directa con n sumandos distintos
de cero; la Proposicién 2.1.8" nos lleva a que n < k.

Caso 2] k = .
Bajo la hipotesis de este caso, siempre se tiene que u.dim(N) < u.dim(M)
sin importar el valor de u.dim(N).

Soudim(N) < u.dim(M).

[2] Supongamos que N S, M.

Caso 1] u.dim(N) = .

De la Proposicién 2.1.10 se sigue que N contiene una suma directa infinita
de submédulos no cero, por lo que M también contiene a dicha suma; y asi,
usando de nuevo la Proposicion 2.1.10, llegamos a que u.dim(M) = oo.
Caso 2] u.dim(N) = n para algin n € Z%.

En este caso existen n submodulos uniformes N; de N tales que su suma es

directa y esencial en N. Entonces @] |N; S N S, M, de donde se deduce,
por el Lema 1.1.13, que @} ; N; S. M y por tanto que u.dim(M)=n.
Soudim(N) = u.dim(M).

[3] Supongamos que N ¢, M. Si w.dim(N) = oo, procediendo exactamente
como en la prueba del Caso 1 de la demostracion del inciso anterior llegamos
a que u.dim(M) = co. Supongamos entonces que u.dim(N) = n para algin
n € Z™T, por lo tanto existen n submoédulos uniformes N; de N de modo que
S N =@ N; S N. Puesto que N &, M, el Lema 1.1.12 asegura que
@ N; & M; asi Ng n (@1 N;) = 0 para algin 0 # Ny < M, de aqui que
> o N; es directa. Yaque N; # 0 para cadai€ {0,1,...,n} y®" (N; < M,
ya sea por la Proposicion 2.1.8’ si u.dim(M) es finito 6 bien por las conven-
ciones adoptadas para el simbolo o en el caso en que u.dim(M) = o0, es po-
sible concluir que u.dim(M) > n+1 > n.

Soudim(N) < w.dim(M). m
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2.2 Mobdulos CS

Comenzamos esta secciéon dando la definicién de un médulo CS y la concluimos
empleando dichos modulos para la demostracion del teorema de Osofsky-Smith.
Quizéa vale la pena decir desde ahora que la demostracion de este teorema no es
sencilla ni tampoco corta, pero no por eso deja de ser una prueba memorable,
tanto por su rigor como por su belleza.

Proposicion (2.2.1)
Sea M € R-Mod. Son equivalentes:

(1) Si L es un seudocomplemento en M, entonces L ® M.
(2) Para todo A < M existe C < M talque COM y Ac, C.

Demostracion:

(1) = (2)] Sea A < M. Tomemos C' < M una extension esencial méaxima de
Aen M.

Afirmacién: C es un seudocomplemento en M.

Demostracién: Por el Lema 1.1.20 basta probar que C es cerrado en M. Sea
entonces L < M de modo que C S, L, y demostremos que L = C. Debido
aque Ac, C <, L, del Lema 1.1.13 se sigue que A &, L. Puesto que C' es
maximo, en la reticula de submodulos de M, con la propiedad de que A <. C,
del hecho de que C < L < M y A <. L se sigue que L = C. O

Habiendo probado que C' es un seudocomplemento en M, el inciso (1) con-
duce a que C O M. Obteniendo asi que C es un submédulo de M de modo
que COMyAc,C.

(2) = (1)] Sea L un seudocomplemento en M. Asumiendo (2) debe de haber
un submodulo de M, digamos C, tal que C O M y L €. C. Sin embargo el
Lema 1.1.20 nos dice que L es cerrado en M, asi que L no tiene extensiones
esenciales (distintas de si mismo) en M; por lo tanto L = C'y asi LO M. m

Definicion

Sea M € R-Mod. Si M satisface alguno de los incisos de la Proposicion 2.2.1
diremos que M es CS. Mientras que M se llamara completamente CS, 6 bien
simplemente diremos que es CCS, si todo cociente de M es un modulo CS.

En el lema de abajo se pueden encontrar algunos ejemplos de modulos C'S, de
hecho, en el siguiente capitulo obtendremos varios ejemplos més.

Lema (2.2.2)

Sean M, M’ € R-Mod.

(1) Si M es uniforme, entonces M es CS.

(1) Si M es semisimple, entonces M es CS.

(3) Si M es CS y N es un submoédulo cerrado de M, entonces N es CS.
(4) Si M es CS 'y M' = M, entonces M’ es CS.

Demostracion:

[1] Asumamos que M es uniforme. Sea L < M un seudocomplemento en M
y veamos que L ® M. Si L = 0 claramente ocurre que L O M, supongamos
entonces L#0. Como M es uniforme y 0 # L < M, se tiene L S, M. Ahora,
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va que L es un seudocomplemento en M, por el Lema 1.1.20 L es cerrado
en M; asi que L = M, y desde luego se cumple que L © M.

[2] Si M es semisimple y L < M, entonces L ® M; esto ocurre para el caso
particular en el que L es un seudocomplemento en M.

[3] Supongamos que M es CS'y que N < M es cerrado en M. Tomemos un
seudocomplemento en N, digamos L, y mostremos que L O N. Por el Lema
1.1.20 L es cerrado en N, luego del el Lema 1.1.21 se deduce que L es ce-
rrado en M; como M es C'S se sigue que M = L @ K para algin K < M.

Afirmacién: N =L@ (K n N).
Demostracién: Debido a que L < N, por la Ley Modular se tiene que

L+(KnN)=(L+K)nN.

Pero L+K = My N < M, asique L+(KnN) = N. Ademés Ln(KnN)=0
debido a que L n K = 0. Entonces N = L@ (K n N). 0

Por supuesto de la afirmacién anterior obtenemos que L O N.

[4] Supongamos que M es C'S'y que M’ £ M. Veremos que M’ satisface el
inciso 2 de la Proposicién 2.2.1. Sea A’ < M’. El que M sea CS implica que
existen C, D < M de modo que M = C®D y ¢(A’) <. C. Ahora, del hecho
de que ¢|,—1(c) € Homp (¢ 1(C),C) v @le-1(c)(A) = o(A) Sc C, se des-
prende, al usar el Lema 1.1.14, que A’ . ¢ *(C). Por otro lado, no es difi-
cil ver que M’ = o 1 (C) @ 1(D). Asi o H(C)OM' y A’ . o (). m

Por el Corolario 2.1.11 sabemos que un médulo no cero tiene dimensioén uniforme

finita si y solo si tal modulo no contiene sumas directas infinitas de moédulos

no triviales, bueno pues a continuacién veremos que en el caso en el que dicho
modulo sea C'S se obtiene una mejor descripcién del médulo en cuestion.

Lema (2.2.3)
Sea M € R-Mod un moédulo CS. Entonces, u.dim(M) € N si y solo si M es
una suma directa finita de médulos uniformes.

Demostracion:

<] Sin e Ny M es una suma directa de n médulos uniformes, del hecho de
que M S, M, se sigue que u.dim(M) = n.

=] Si u.dim(M) = 0, entonces M = 0 y asi, en este caso, M es la suma di-
recta de cero modulos uniformes. Supongamos entonces u.dim(M) € Z*1 (de
donde se obtiene en particular que M # 0), y por induccion sobre u.dim(M)
mostremos que M es una suma directa finita de médulos uniformes.

Base de Induccion] Si u.dim(M) = 1, entonces M es uniforme y no hay nada
mas que probar.

Hipétesis de Induccion] Supongamos que para todo R-modulo M que sea un
moédulo CS y tal que u.dim(M) < k, se tiene M es una suma directa finita
de moédulos uniformes.

Paso Inductivo] Asumamos que u.dim(M) = k+1. Por el Corolario 2.1.11
M no contiene sumas directas infinitas de submoédulos distintos de cero, asi
que, como consecuencia del Lema 2.1.2, todo submoédulo no cero de M tiene
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un submodulo uniforme; entonces podemos tomar un A < M uniforme. Ya
que M es C'S, por la Proposicion 2.2.1 inciso 2 hay Uy, M’ < M tales que
M =Uy®M'y A <. Uy. Usando el Lema 2.1.4 obtenemos que Uy es unifor-
me. Ahora bien, los Lemas 1.1.16 y 1.1.20 implican que M’ es cerrado en
M, pero M es CS; asi que, por el Lema 2.2.2 inciso 3, M’ es C'S también.
Notamos que si M’ €, M, como Uy n M’ =0, entonces Uy = 0; lo cual es
absurdo debido a que Uy es uniforme. Luego M’ &, M, y asi de la Proposi-
cion 2.1.12 inciso 3 se deprende que u.dim(M') < u.dim(M). Hemos llegado
asi a que M’ es CS y u.dim(M') < k, empleando la Hipotesis de Induccion

se tiene entonces que existe t € N y existen Uy, ..., U; < M’ uniformes tales
que M' = @2:1 U;. Por lo tanto M = (—DEZO U;, para un cierto t € N, donde
Uy, Uy, ...,U; £ M son todos uniformes. m

Antes de ir al teorema de Osofsky-Smith introducimos una clase de médulos a
la cual, en vista de que de ella se obtienen resultados significativos al aplicar el
teorema de Osofsy-Smith, le llamaremos Clase de Osofsky-Smith, o, para abre-
viar, simplemente Clase OS.

Definicion

Sea P una clase de R-médulos finitamente generados tal que satisface las si-
guientes propiedades (en adelante por “P-submddulo” entenderemos “submd-
dulo que pertenece a P”):

(P1) Si NeR-Mody N = M/M’ para algin M € P, entonces N € P.
(P2) SiMeP y N esun P-submoédulo de un cociente de M, digamos de
M /M’ entonces existe N’ un P-submédulo de M tal que, si m: M — M /M’
es el epimorfismo natural, 7(N') = N.

A una clase de R-mdédulos finitamente generados que tenga las propiedades
de la clase P se le llamara Clase OS.

Cualquier clase de modulos finitamente generados que sea cerrada bajo iso-
morfismos, submédulos y cocientes, es una clase OS. Asi la clase de modulos
semisimples finitamente generados es una clase OS, también la clase de todos
los modulos finitamente generados es OS' y asi mismo es una clase OS' la clase
de todos los modulos ciclicos; de hecho estaremos interesados en esta tltima
clase, por lo que establecemos con todo detalle dicha afirmaciéon a continuacion.

Lema (2.2.4)
Si P es la clase de los R-modulos ciclicos, entonces P es una Clase OS.

Demostracion:

[P1] Sea M € R-Mod tal que M = Rz para algin z € M. Si M’ < M, enton-
ces g (M /M) es ciclico, pues la clase  + M’ lo genera; luego, si N € R-Mod
y@: M/M'" — N es un isomorfismo, entonces () genera a gN, por lo que
N es ciclico.

|[P3] Tomamos M € R-Mod tal que M = Rx para algin x € M, M’ < M y
N < M/M'. Si N es ciclico, entonces hay un y + M’ € M /M’ de modo que
N = R(y+ M’), y observamos que Ry es un submoédulo ciclico de M con la
propiedad de que 7(Ry) = N. m
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Concluimos este capitulo con la demostracion del tan citado teorema de Osofsky-
Smith, que aunque el siguiente teorema no es la version original de dicho teo-
rema, al tomar la clase de los médulos ciclicos éste engloba el resultado obtenido
por Barbara Osofsky y Patrick Smith en Cyclic Modules Whose Quotients Have
All Complement Submodules Direct Summands publicado en el ano 1991.

Teorema (2.2.5) [Osofsky-Smith]
Sean P una Clase OS de R-moédulos y M € P. Si todo P-submédulo de M
es CCS, entonces M es una suma directa finita de médulo uniformes.

Demostracion:

Asumamos que cualquier P-submédulo de M es CCS. De la hipotesis se de-
duce que M es CCS, y por lo tanto M resulta ser un modulo C'S; llegando
asi, gracias al Lema 2.2.3, a que es suficiente probar que u.dim(M) € N para
asegurar la afirmacion del teorema. Supongamos que u.dim(M) = oo (enton-
ces M # 0). Asi las cosas, por la Proposicion 2.1.10, deducimos que M debe
contener una suma directa infinita de submodulos distintos de cero, suponga-
mos que @, ,+ M; es dicha suma. Al ser M un médulo C'S, el que M sea
un submodulo de M implica la existencia de Ay, By < M tales que M| S, Ay
y M = A; @ B;. Notamos que My n (A1 n @~ ,M;) =0, asi, del hecho de
que M; S, Ay, se tiene entonces que 41 N @7Z,M; = 0; de esto y de consi-
considerar al morfismo
o © A1 (—B B1 i B1
a+br—b

se obtiene que Ker (mo|q@z  n,) = Ker(me) n @2,M; = Ay n @72, M; =0,
entonces o |®;,,=2 M, €s inyectiva y es asi que podemos suponer @7~,M; < B;.
Como By es un seudocomplemento en M (por el Lema 1.1.16) y M es CS,
el Lema 1.1.20 y el Lema 2.2.2 inciso 3 implican que B; es C'S. Teniendo en
cuenta que My < By y que By es CS, se deriva la existencia de Ay, By < By
con la propiedad de que By = Ao @ By y Ms S, As; procediendo como antes
se llega a que @~ 3 M; < B,. Siguiendo la linea de razonamiento anterior es
posible obtener una familia {A,,, B,},cz+ de submoédulos no cero de M con
la peculiaridad de que para cada n € Z* lo siguiente es cierto:

[1] M = A, @ B.

[2] Bn = An+1 @BnJrl-

[3] M, S A,.

[4] ®~,. 1 M; € B,.

[5] M = (@, 4;) ® B,.

Ademaés, como M € Py Ay =~ M/B; (por [1]), la propiedad P de la clase P
nos dice que A; € P; de manera andloga se obtiene que By € P. Ahora bien,
puesto que By =~ B;/As (a causa de [2]) y By € P, por la propiedad P; ocurre

que B; € P; de forma similar se llega a que As € P. Un razonamiento induc-
tivo nos lleva a inferir que:

[6] Vn e Z*(A,, B, € P).
Por otro lado, recordando que P es una clase de mddulos finitamente genera-

dos, los puntos [3] y [6] implican que cada A,, es un modulo distinto de cero
finitamente generado, asi que:

[7] Vn e Z13C,, < A,(C,, es un submédulo méaximo de A,,).
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Para cada n € Z" tomamos un C,, < A, méximo y hacemos S, = A,,/C,.
Seve que Y, _,+ Cy es directay que cada S,, es simple. Si M = M /@, cz+Cy,
entonces M es C'S debido a que M es CCS. De [5] y haciendo induccion so-
bre n, no es dificil notar que:

8] Vn e Z* <M =1 | ;3£(29<JB=B+ oy = (Di=15) D (fB+c)>

=1

Como cada S,, es un médulo simple, @;cz+S; es semisimple; de esto y de [8]
se sigue que M contiene un submédulo semisimple, digamos S, isomorfo a
@;cz+S;. Con la finalidad de agilizar el desarrollo de esta demostracion y, a
la vez, de hacer més amigable la notacién asumiremos que @;cz+S; = S < M.
Sea N una extension esencial méaxima de S en M. Observamos que N es ce-
rrado en M: Si L < M es tal que N . L, entonces S S, N S, L y asi (en
virtud del Lema 1.1.12) S <, L, luego la eleccién de N obliga a que L € N
y es por esto que L = N. Ya que N es cerrado en M y M es CS, ocurre que
N @ M. En este punto hacemos las siguientes observaciones:

Afirmacién 1] Ne Py N es CCS.
Demostracién: Debido a que N ® M y M = M/ @;cz+ C;, se sigue que

N = (M/®ez+ Ci)/ (N"] ®jez+ Ci) = M/N"

para algin N” < M de modo que @;cz+C; < N”. Entonces N =~ M/N” y
asi la propiedad Py nos lleva a concluir que N € P. Ahora, como N =~ M/N"|
todo cociente de N serd isomorfo a un cociente de M; usando que M es CCS
y considerando al Lema 2.2.2 inciso 4 se sigue que toda copia de cada cociente
de M es CS, asi cualquier cociente de N resulta ser C'S y por lo tanto N es
un moédulo CC'S. 0

Afirmacion 2] Todo P-submédulo de N es CCS.

Demostracién: Sea A un P-submodulo de N. Como N < M = M/ @®;ez+ C;,
A es un P-submodulo de M/ @®;cz+ C;; asi la propiedad Py asegura que hay
un P-submodulo de M (el cual, por hipdtesis, serd CC'S), digamos A’, tal
que, sim: M — M/@®;cz+ C; es el epimorfismo canonico, m(A’) = A. Enton-
ces A'/Ker(m|a) = A y asi todo cociente de A es isomorfo a un cociente de
A’ al tener en cuenta el Lema 2.2.2 inciso 4 y que A’ es CC'S, notamos que
esto se traduce en que cada cociente de A es C'S. 0

Afirmacién 3] Si T < S y T es finitamente generado, entonces T'® N.

Demostraciéon: Sea T' < S de modo que T es finitamente generado. Debido a
que T < S y a que S es semisimple, T es semisimple también. Entonces T’
es semisimple y finitamente generado, por lo que T es una suma directa finita
de modulos simples. Por otro lado, en vista de que T' < S=®;¢z+.5;, se tiene
que T = @jesS; para algin J € Z*; pero como 7' es una suma directa finita
de modulos simples, debe ocurrir que J es finito, entonces T es isomorfo a
un sumando directo de @7, S; para un cierto n € Z* y asi, de [8], se infiere
que M = T@®T' para algin T’ < M. Enresumen M = T@®T'yT < N < M,
!
por lo tanto N = T@®(T" n N). ]

Expresemos a Z™ como una unién ajena de ¥y subconjuntos de cardinalidad
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Ny cada uno', sea ZJF:U]EZJr Z; una expresion de tal tipo. Para cada j € Z*

definimos S} = @iez;S;. Entonces S = @jcz+ ). Ahora, sij € 7", tomemos
N; una extensioén esencial maxima de S;» en N. Se puede mostrar, justo co-
mo antes hicimos, que cualquier N; es cerrado en IV; por consiguiente, debido
aque N es C'S por la Afirmacién 1, sucede que N; ® N. Ahora bien, la Afir-
macién 1 asegura que N € P, entonces usando la propiedad P; y que todo
Nj es tal que N; O N, llegamos a que N; € P para cada j € Z*.

Afirmacion 4] S n N; = S} para cada j € Z*.

Demostracién: Sea j € ZT. Siempre ocurre que S’ € S n Nj, por ello tnica-
mente debemos probar que SN N; € S;-. Tomemos pues un 0 # 1 € SN N;.
Como z1 € S = @;ez+ 5], existe n € Z™, existen distintos S}y, -+, 5, < Sy

1
existen 0 # a;; € S}, para cada k € {1, ... ,n}, de modo que

T1 = Qi1 + -+ Qip
N Y

(%)
Debido a que S; Ce Nj y x1 € Nj, del Lema 1.1.11 se deriva que existe r €R
tal que 0 # rz; € S7. Entonces (#) y la definicion de S nos llevan a concluir
que ra;; € Sj; N S para cada k € {1, ... ,n}. Ya que S n S} = {0} para to-
dol#j y 0#rxy =ra;+---+7ra;, debe de haber un k€ {1, ... ,n} tal
que tk = j y por consiguiente a;j € S;.; sin perdida de generalidad podemos
suponer que a;| € S;.. Luego 0 # x5 = (21 —a;1) = Z?=2 a;; € SN Nj. Avan-
zando con x5 de la misma manera en que hicimos con x; podemos conseguir
que ajs € S;. Entonces, por induccién finita, se ve que a;i € S; para todo
. !
ke {1,.. ,n}; por lo tanto z; € S7. O

Para cada j € Z" se tiene que S S N; < N, como 3.1 Sj=@;ez+5;=5,
el Lema 1.1.15 nos lleva a que S < @jez+ N; < Ny asi (@jez+N;)/S < N/S;
pero N/S es CS a causa de la Afirmacion 1, entonces existe N'/S O N/S tal
que

(®jez+N;) /S e N'/S.

Como N € P (por Afirmacién 1), de la propiedad P; se deriva que N/S € P,
lo cual, usando que N’'/S ® N/S y, nuevamente, la propiedad Py, conduce a
que N'/SeP. Asi NeP y N'/S esun P-submodulo de N/S, entonces la
propiedad Py implica que existe A un P-submodulo de N tal que 7(A)=N'/S
(donde w: N —> N/S es el epimorfismo natural); de aqui que A+ S = N'.

Afirmacién 5] A n S} # 0 para cada je Z*.
Demostracién: Sea j € Z*. Como An S < Sy S es semisimple, se tiene que
S=(AnS)@V para algin V < S. Ahora, no es dificil ver que AnV =0
nique AV = A+ S, entonces S; <(A+S=)A®V. Siconsideramos al
epimorfismo

m AV -V

a+v+—v

obtenemos: Ker(7r1|52):A N S%. Supongamos A N S%7=0. Como S;=5 n N;
(por la Afirmacion 4), llegamos entonces a que

S; = ’/Tl(S;) = 7T1(Sﬁ N]) < 7T1(S) N 7T1(Nj) < ’/Tl(Nj).

! Por ejemplo, si hacemos lg = {n € N | n es impar} y definimos l,, = {2" -z | 2 € lp} para
cada n € N\{0}, entonces |I,| = Ro paracadan €N, lynlm = Fsin#my Zt =, cxIn-
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Por definicién S;» es una suma directa infinita de médulos simples, del Lema
1.1.10 se sigue que S;- no tiene longitud finita. Ahora, sabemos que N; € P,
por ello N; es finitamente generado y por consiguiente 7 (IV;) también lo es,
entonces 1 (NN;) es semisimple (pues 71 (N;) <V < .Sy S es semisimple) y
finitamente generado; por lo tanto m1(N;) es de longitud finita (Lema 1.1.10)
y asi cualquiera de sus submoddulos también (esto por el Lema 1.1.9), en par-
ticular 7 (S7) debe tener longitud finita. En vista de que 7(S}) tiene lon-
gitud finita y S% =~ m(5}), del Lema 1.1.9 se obtiene que S’ tiene longitud
finita, lo cual, segin vimos, es imposible. 0

De la Afirmacién 5 se obtiene que A N S} es un moédulo semisimple distinto
de cero para cualquier j € Z*, entonces, para cada j € Z*, podemos tomar
un 7 submoédulo simple de An S;-; de este modo @;ez+T; es un submoédulo
semisimple de A. Por otra parte, como A es un P-submodulo de N, la Afir-
macion 2 dice que A es CCS' y por lo tanto A es C'S; ya que @jez+Tj < A,
debe de existir entonces un Y @ A tal que @;cz+T; S Y.

j =e
Afirmacion 6] Y & S.

Demostraciéon: Supongamos que Y € S. Entonces Y < S, por lo tanto Y es
semisimple. Ahora, como Ae P y Y © A, la propiedad P nos lleva a que
Y € P yporlotanto a que Y es finitamente generado. Luego Y es semisimple
y finitamente generado, asi que Y tiene longitud finita (Lema 1.1.10); como
®@jez+T; <Y, sesigue que @jez+ T tiene longitud finita también. Entonces
@®jez+T; es semisimple y de longitud finita, de este modo el Lema 1.1.10 con-
duce a que @jez+T; es una suma directa finita de médulos simples, lo que
es absurdo. 0

SineZ*, del Lema 1.1.10 se obtiene que @} ,T; es finitamente generado y
de este modo la Afirmacién 3 nos lleva a concluir que @ ,7; ® N.

Afirmacion 71 Y n S n @, N; = @, T; para cada n € Z*.

Demostracién: Sean € Z*. Como @, T; € Y nSn@!, N;, s6lo mostraremos
que Y nSn@N; €@ ,T;. Del hecho de que S = @+ 5) < @iez+ Ni ¥y
de que S} € N; para cada i € Z*, se sigue que S n @ | N; € ®* , S}, por lo
tanto Y nSn@®" N, €Y n@",S!. Veremos que Y n@"_,S! c @ ,T;,
paraellosea €Y n@®™,S.. Por un lado x € @], S5/, asi que, para cada
i€ {l, ... ,n}, existe z; € S de modo que

T=x1+ -+ Tn.

Por otro lado, si i € {1, ... ,n}, como T; < S} y S} es semisimple, sucede que
S =T, ®V; para algin V; < 5}; de aqui que z; = t; + v; para ciertos ¢; € T;
yvieV;. Luegox —(t1+---+t,) = (v1+---+v,) €Y. Sivg+---+v, #0,
como @jez+1; S Y, por el Lema 1.1.11 tendria que haber un r € R tal que
0#r(vy + -+ +vy) € @jez+Tj, entonces 0 # rv, € Vyy n Ty, S Sy, N S’,’cw pa-
ra algin w € {1, ... ,n}; pero S}, nS] = {0} si k # [, por lo tanto k, = w y
asi Vi, nT,, # 0, lo cual es absurdo. Entonces vy +--- 4+ v, = 0 y por consi-
guiente v; = 0 para cada i € {1, ... ,n}, llegando asi a que = € @, T;. 0

En virtud de la Afirmacién 7 el hecho de que @, T; ® N, para cadan € Z*,
se traduce en que N = (SnY n @, N;) ® L,, para algin L, < N; sin em-
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bargo S €. N, por lo tanto Y n @ {N; n L,, = {0}.
Afirmacion 8] Y n @), N; € S para cada n € Z™.

Demostracién: Supongamos que existe x € Y n @}, V; tal que 2 ¢ S. Como
N=(SnYn® N,)®L,, debe de haberun a€e SNnY n@®;N; y un

be L,, donde b # 0 a causa de que = ¢ S, tales que x = a +b. De esta ma-
nera0 #b=xz—ae (Y n®N;)n Ly, cosa que no puede suceder. 0

De la Afirmacion 8 es inmediato que Y N @;ez+ N; € S. Ahora, por la Afir-
macion 6 podemos tomar un y € Y\S, recordamos que Y < A < A+S5 = N/,
entonces S # y+ S5 € N'/S; sin embargo (®;ez+N;) /S Se N'/S, usando el
Lema 1.1.11 se sigue que existe un r € R tal que S # ry+ .S € (@;ez+ Ni) /S.
Hemos llegado de este modo a que ry ¢ Sy ry € Y n (@iez+ N;) € 5, 1o que
desde luego es absurdo. m



3. DOMINIOS DE INYECTIVIDAD

Uno de los resultados mas interesantes en Teoria de Moédulos es el hecho de
que cada moé6dulo es un submoédulo de algin inyectivo. Lo anterior hace ver que
los R-modulos inyectivos son objetos destacados de R-Mod, ya que cualquier
modulo es parte de algin inyectivo. Es precisamente esta propiedad singular
de los inyectivos la que nos lleva a querer capturar, de alguna manera, su com-
portamiento y de esta suerte nos preguntamos: Dado U € R-Mod, ;“qué tan
inyectivo” es U?

3.1 Mobdulos M-inyectivos

Con la finalidad de erradicar la ambigiiedad de nuestra dltima pregunta, y para
comenzar a organizar ideas, introducimos la siguiente definicion.
Definicion
Sean M,U € R-Mod. Diremos que U es M-inyectivo si para cada monomor-
fismo f € Homg (K, M) y cada morfismo g € Homg (K, U) existe un morfismo
g € Homp(M,U) tal que g = gf; es decir, g hace que el diagrama

f

gl o
g

U
sea conmutativo.

Podemos decir que la definicién anterior se traduce en que U es M-inyectivo si
U se porta como un moédulo inyectivo con respecto a M. Ahora que ya tenemos
una manera de definir inyectividad localmente, lo que sigue es poder decir qué
tan inyectivo resulta ser un moédulo; pero antes veamos algunas equivalencias,
muy utiles todas ellas, de ser M-inyectivo.

Proposicion (3.1.1)

Sean M,U € R-Mod. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) U es M-inyectivo.

(2) Para todo morfismo ¢ € Hompg (M, E(U)) ocurre que Im() € U.

(3) Para cualquier K < M y cualquier morfismo h € Homg (K, U), existe un

morfismo h € Homg (M, U) que extiende a h; esto es h|x = h, 6 lo que es lo

lo mismo, h es tal que el diagrama

K ‘s M

hl 7
v h

U

es conmutativo.
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Demostracion:

(1)=(2)] Tomamos ¢ € Homp (M, E(U)) y hacemos X ={ meM [¢(m) € U}.
Notamos que X # ¢, de hecho X < M. Si U es M-inyectivo, como X < M
y ¥|x € Homg(X,U) por definicién de X, entonces existe ¢ € Homg(M,U)
tal que

X it s M

Q/J\Xl //
¥

conmuta, asi ¥|x = ¢|x. Observemos que:
xeUnIm(p—1)= p(m)—(m)=xeU para algin me M
=¢Y(m)=p(m) —_ x €U
cU eU

=>meX

= @(m) = ¢(m),
por lo tanto U nIm(p—1) = 0. Como Im(p—1) < E(U) (pues U < E(U)),
UnIm(p—1) =0y U S, E(U), deducimos que Im(¢—1) = 0; obteniendo
con esto que Im(y) = Im(p). Pero Im(p) € U, de aqui que Im(yp) € U.
(2)=(3)] Sean K < M y h € Homg(K,U). Como E(U) es inyectivo, hay un
h € Homg (M, E(U)) de modo que

S
hj/ /s
’

U i
E(U)

es un diagrama conmutativo. Sin embargo, por hipéotesis, I'm(h) € U. Asi
que h € Homg(M,U), y ademés tiene la propiedad de que h = h|k.

(3)=>(1)] Supongamos cierto el enunciado del inciso (3). Sea f € Homg (N, M)
un monomorfismo y sea g € Homg(N,U). Tomando K = Im(f) se obtiene

h . . .
que K = N, de esta manera surge el diagrama conmutativo siguiente:

K ‘5 M

h]lv/

Asii = fh. Por otro lado, como i : K — M es un monomorfismo y ademas
gh € Homg (K, U), de la hipotesis se sigue que existe un g € Homg (M, U) de
modo que gh=g| k. Entonces gh=g|x=gi=g(fh)=gfh, como h es un isomor-
fismo, se infiere que g = gf. Por lo tanto U es M-inyectivo. m

La proposicién anterior pone a nuestra disposiciéon varias formas de interpretar
la inyectividad con respecto a un médulo dado. A continuacion dotamos de un
nombre a la clase de médulos dentro de la cual un médulo es tan parecido como
puede ser a un modulo inyectivo.
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Definicion

Sea U € R-Mod. Llamamos dominio de inyectividad de U a la clase de todos
los R-moédulos izquierdos M tales que U es M-inyectivo y la denotamos por
In~Y(U). En simbolos Zn~!(U)={M € R-Mod | U es M-inyectivo}.

El dominio de inyectividad de un médulo U se puede pensar como la parte de
R-Mod dentro de la cual U “es inyectivo”. Observamos que si U es cualquier moé-
dulo, Zn=Y(U) # & ya que {gr0} € Zn~1(U). Ahora, si U es inyectivo, entonces
In~1(U) = R-Mod; es decir su dominio de inyectividad posee la mayor cantidad
de objetos que en el universo de R-Mod se pueda llegar a tener, por consigu-
iente podriamos decir que U es “muy inyectivo”. Es asi como surge la siguiente
interrogante: ;cuidndo podemos decir que un médulo es “muy poco inyectivo”,
pues bien, a ese problema nos enfrentaremos en la siguiente seccién. Por ahora,
lo que sigue es mostrar algunas propiedades de los dominios de inyectividad,
aunque a decir verdad, inicamente nos centraremos en las propiedades que va-
mos a necesitar a lo largo de este escrito; si se quieren revisar mas propiedades
de los dominios de inyectividad, [12] es una buena referencia.

Lema (3.1.2)
Sean U, M € R-Mod. Si M € Zn~'(U) y N = M, entonces N € Zn~'(U).

Demostracion:

Supongamos N é M. SiheHomg(K,U)y f1 € Homg(K,N) es un mono-
morfismo, debido a que fo € Homg (N, M) es en particular un monomorfismo
se tiene que fof; también lo es. Ahora, por hipotesis U es M-inyectivo, asi
que existe g € Homg(M, U) tal que h = g(fof1); luego h = hfi, con h = gfs,
y entonces ocurre que el diagrama

K>L>N

W
k" h

U

-1
conmuta. Por lo tanto N € Zn~'(U). m
Lema (3.1.3)
Sean U, M € R-Mod. Si M € In ' (U) y N < M, entonces N € Zn~'(U).

Demostracion:

Sean M € Zn=*(U) y N < M. Tomamos h € Homg(K,U)y f € Homg(K, N)
un monomorfismo. Puesto que M € Zn~1(U) y if € Homg(K, M) es un mo-
morfismo, existe g € Homg(M,U) de modo que h = g(if). Haciendo h = gi
tenemos que h = hf, entonces N € In~'(U). m

Lema (3.1.4)
Sea U € R-Mod. Si M € Zn Y (U) y N < M, entonces M/N € In Y(U).

Demostracion:

Tomamos M € Zn=1(U) y sea N < M. Para mostrar que U es M /N-inyec-
tivo, sean K/N < M/N y ¢ € Homg(K/N,U); lleguemos a que ¢ = B|x/n
para algin 8 € Hompr(M/N,U). Bien, consideremos el epimorfismo natural
m: M — M/N y hagamos 7' = 7|g. Debido a que o’ € Homgp(K,U) y U
es M-inyectivo, debe de existir un @ € Homg (M, U) que hace conmutativo a



30

3. Dominios de Inyectividad

K—*' 3 M

Entonces g(N) = on’(N) = ¢(0) = 0, de aqui que Ker(n) =N < Ker(p);
del Lema 1.1.2 se sigue que existe § € Homg(M/N,U) tal que ¢ = fm, de
aqui que para cualquier x € K se tiene que:

B(x+ N) = pr(x)

= ¢(z)

= pm'(x)

= (p(.’E + N)7
obteniendo con esto que ¢ = B[k /N- m
Lema (3.1.5)
Sean U € R-Mod y {M,};c; una familia no vacia e independiente de R-mo-
dulos. Entonces, @M, € Zn 1(U) siy solo si M; € In *(U) para cadai € I.

iel

Demostracion:
=] Si @iesM; € In~1(U), como M; < @;e; M; para cada i € I, tenemos que
M; € InY(U) para cada i € I en virtud del Lema 3.1.3.
<] Supongamos que {M;};,c; € Zn~1(U). Para aminorar la notacion, haga-
mos M = @;e;M;. Queremos ver que M € In~'(U), por lo que tomamos
un N < M y un f € Homg(N,U). Consideremos al siguiente conjunto:

F={he Homp(L,U) | N<XL<Myh|y=f}

Observamos que f € F. Ahora, sean hi:L; —> U y ho:Ly —> U elementos
de F, definimos una relaciéon < en F mediante:

h1$h2<.——'>L1§L2yh2|Ll = h.

No es dificil probar que (F, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Sea
C € P(F) una <-cadena. Tomamos g = | JC.

Afirmacion 1: Yhy € C,Vhy € C(z € dom(hy) n dom(hs) = hi(x) = he(x)).

Demostracién: Sean hy, he € C. Al ser C una cadena, sin perder generalidad
podemos suponer hy < hg. Sea x € dom(hy) ndom(hz). Como z € dom(hy)
(pues dom(hy) < dom(hz)), entonces hi(z) = halgom(n,)(z) = ha(). ]

Si x € [J{dom(h;)|h; € C}, entonces x € dom(h;) para algin h; € C, se define
g(x) = hj(x). De la afirmacion 1 se sigue que g: Uhjec dom(h;) — U
es una funcién. Ademés g extiende a cada h; € C.

Afirmacién 2: g : |J dom(h;) — U es un R-morfismo.

hjEC

Demostracién: Si x € dom(g), entonces = € dom(h;) para algun h; € C; pero
C c F, por lo tanto dom(h;) < M y asi x € M. Luego dom(g) € M. Més
atn, sir € R y x,y € dom(g), entonces « € dom(h;) y y € dom(h;) para al-
gunos h;, h; € C. Supongamos, sin perder generalidad, que h; < h;. Enton-
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ces dom(h;) < dom(h;), luego x,y € dom(h;). Como dom(h;) es un médu-
lo, tenemos que rz, x +y € dom(h;), y asi rz, x+y € dom(g). Luego dom(g)
es un R-mo6dulo. El que g sea un R-morfismo se sigue de cémo definimos a
dicha funcién. 0

Afirmacién 3: ge F.

Demostracién: En la prueba de la afirmacion 2 vimos que dom(g) < M. Co-
mo N < dom(h;) para cada h; € C, tenemos que N < dom(g). Ademas, si
neN, g(n)=h;(n) para algan h; € C; como h;|y=f obtenemos que g(n)=f(n).
Por lo tanto g|y = f. ]

Ya que ge Fy h; g para cada h; € C, concluimos que C esté acotada
superiormente. Por el Lema de Zorn existe hy € F un elemento méaximo. Si
tomamos Ly = dom(hg), lo que mostraremos es que Ly = M. Notamos que
Ly € M porque hg € F, menos inmediato es ver que M < Lg; para lograrlo
basta probar que M; € L( para cada i € Z. Sea ¢ € Z, tomemos el diagrama

MiﬁLo‘i—l>Mi

.

Lo

.|

U

Como M; € In~'(U), entonces existe un morfismo f; : M; — U de modo
que filpm;nn, = (hot2); es decir fi|a,~L, = hola,~L,- Ahora definimos

h:M;+Lo—U
m; +1 — fi(m;) + ho(l)

Observamos que h esta bien definida, pues si 0 = m; +1 € M; + Ly, entonces
m; = —l € M; n Lo, y como fi|am,~Le = PolM;~Le, llegamos a que

h(m; +1) = fi(m;) + ho(i) = f(=1) + ho(l) = ho(—1) + ho(l) = 0.

Asi mismo notamos que como f; y hg son R-morfismos, también h resulta

ser un R-morfismo. Puesto que N < M; + Lo < M y para cualquier n € N

sucede que h(n) = (0 +n) = fi(0) + ho(n) = ho(n) = f(n), obtenemos que

h e C. Es inmediato ver que hg < iL, debido a la naturaleza de h(y consegui-

mos con esto que hg = h. En particular M;+ Ly = Ly, de aqui que M; < Ly.

Por lo tanto M; S Lj para cada i € Z. Entonces hy hace que el diagrama
N ‘s M

-
-

fl L//ho
U

conmute.

L

De los Lemas 3.1.5 y 3.1.2, se sigue que Zn *(U) es una clase cerrada bajo
sumas directas arbitrarias; de esto y de los Lemas 3.1.3 y 3.1.4 se obtiene el
siguiente teorema.



32 3. Dominios de Inyectividad

Teorema (3.1.6)
Si U € R-Mod, entonces Zn~!(U) es una clase de pretorsién hereditaria.

Si bien el Teorema 3.1.6 es el resultado més importante de esta seccion, cerramos
analizando algunas propiedades més de los dominios de inyectividad, de hecho,
tales propiedades van a ser de mucha utilidad en la seccién siguiente, por lo que
también debemos de tenerlas en cuenta.

Lema (3.1.7)

Sea M € R-Mod y sea {N;}ic; una familia de R-modulos. Entonces, [ [,.; N;
es M-inyectivo y so6lo si IN; es M-inyectivo para cada ¢ € I.

Demostracion:

=] Supongamos que [ [,.; N; es M-inyectivo. Tomemos un j € I, un K < M
y un morfismo f : K — N;. Ahora, si consideremos el diagrama

K—*' s M
1|
Nj

o

Hiel Ni

notamos que de la hipétesis se sigue que hay un morfismo f: M — [ Ler Ni
tal que ;o f = foi. Entonces f = (m;0on;)of =mo(njof) = ij(fOi).
Por lo tanto f = (m; o f) |k y asi Nj resulta ser M-inyectivo.

<] Supongamos que N; es M-inyectivo para cada j € I. Sea K < M y sea
f+ K = ] ,e; Ni un morfismo. Por hipétesis, para cada j € I existe un mor-
fismo g; : M — N; de modo que

K—' s M

fl

’
’

Hiel Ni //gj

’
’
. ’
TFJJ/ //
'

N;

conmuta; del Lema 1.1.6 se sigue que hay un morfismo [ [,.; gi:M — [[,c; Ni
tal que g; = mj o] [,c; 9 para todo j € I. Entonces mjo f = (mjo|[,.; gi) ot
para cada j € I, de aqui que f = [[,.; g 0. m

Como veremos més adelante, resulta bastante conveniente reescribir el Lema
3.1.7 en la siguiente forma.

Corolario (3.1.8)
Sea R un anillo y sea {N;};c; una familia no vacia de R-modulos. Entonces

ﬂie[ Inil(Nl) = Infl (Hiel Nz)
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Si dos modulos son isomorfos, uno esperaria que sus dominios de inyectividad
estuvieran estrechamente relacionados, por ello el préoximo lema no nos ha de
tomar por sorpresa.

Lema (3.1.9)
Sean M, N € R-Mod tales que M =~ N. Entonces, Zn"'(M) = Zn~1(N).
Demostracion:

Supongamos N £ M. Sea L € Tn~='(M). Probaremos que L € Zn~'(N), es
decir que N es L-inyectivo, para ello tomamosun K < Lyun f: K — N
morfismo. Por la eleccién de L, existe un morfismo ¢ : L — M de modo que
que el diagrama

K[
fl
N ///

/
QJ/ /
V

M

conmuta, entonces o f = @ oi; de aqui, y del hecho de que ¢ es un isomor-
fismo, se sigue que f = (¢7' 0 @) |x. Entonces In~'(M) < In~'(N). De
manera andloga se obtiene la otra inclusion. m

Llegamos al final de esta seccién con una condicion suficiente para que un sub-
modulo sea un sumando directo.

Lema (3.1.10)
Sean M, N € R-Mod. Si M € Zn"}(N) y N < M, entonces N © M.

Demostracion:
Supongamos que N < M y que M € Zn *(N). Como N es M-inyectivo, el
diagrama
N ——s M
IdNJ/
N

puede ser completado mediante un morfismo f : M — N de tal modo que
Idy = foi. Por un lado se tiene que Im(Idy) = Im(f oi) = f (Im(i)), en-
tonces f~H(Im(Idyn)) = f~H(f (Im(i))) = Im(i) + Ker(f), por lo tanto
M = N+Ker(f). Por otra parte Ker(Idy) = Ker(foi) =i~ (Ker(f)),
asi que i(Ker(Idy)) = i(i™* (Ker(f))) = Ker(f) nIm(i) y por consiguien-
te {0} = Ker(f) n N. En resumen M = N @ Ker(f). m
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3.2 Moabdulos Pobres

Los R-médulos inyectivos son los elementos de R-Mod cuyo dominio de inyectivi-
dad poseé la mayor cantidad posible de objetos que un dominio de inyectividad
pueda tener, en este sentido, si uno piensa al dominio de inyectividad de un
moédulo como la colecciéon que contiene a todos los bienes de dicho médulo, po-
driamos decir que un moédulo inyectivo es “rico”, debido a que la cantidad de
bienes que tiene es la mayor que se puede tener en el universo de R-Mod. En
esta linea de pensamiento, ahora nos podriamos preguntar por la situacién in-
versa, esto es, jcuindo dirfamos que un modulo es “pobre™ Con el dnimo de
encontrar una respuesta a nuestra dltima pregunta, comenzamos por analizar el
dominio de inyectividad de cada médulo esperando encontrar bienes en comin
para intentar, en principio, saber cudl es la menor cantidad de bienes que un
modulo tiene. Pues bien, el siguiente lema nos dice que en los bienes de cualquier
modulo siempre podemos encontrar a los médulos semisimples.

Lema (3.2.1)
Si M € R-Mod, entonces R-SSMod € Zn~!(M).

Demostracion:

Sean M, S € R-Mod y supongamos que S es semisimple. Queremos ver que
M es S-inyectivo, por lo que tomamos un K < S y un morfismo f : K — M.
Como S es semisimple, ocurre que S = K @ K’ para algin K’ < S, entonces
si consideramos al morfismo B

Kok LM

k+k — f(k+k)= f(k)
se obtiene que f = f| y por lo tanto S € Zn~1(M). m
La siguiente proposicién muestra que los mdédulos semisimples son los bienes
que todos los moédulos comparten, esto nos da, en cierto modo, un “parametro”
para medir la pobreza en R-Mod.

Proposicion (3.2.2)
Para cualquier anillo R ocurre que (,,.R-Mod Zn ' (M) = R-SSMod.

Demostracion:

Sea R un anillo. Por una lado, como consecuencia directa del Lema 3.2.1 se
tiene que R-SSMod < (,;cR-Mod Zn~*(M). Entonces solo resta probar la
otra inclusion. Tomemos pues un N € (),,.R-Mod 27~ (M) y veamos que
es semisimple, para ello sea K < N. Por la elecciéon de NV sucede en particular

que N € In~1(K), luego el Lema 3.1.10 nos lleva a concluir que K @ N. m

En vista de la proposicién anterior, un moédulo serd pobre si su dominio de in-
yectividad es precisamente la clase de los médulos semisimples. No obstante,
aunque sabemos que los inyectivos son los médulos ricos, de momento no sabe-
mos si hay modulos pobres. De cualquier forma, y aunque atn no sabemos que
tales objetos existan, vale la pena registrar la (posible) condicién de los modulos
“menos afortunados” de R-Mod.

Definicion

Sea R un anillo. Si M € R-Mod y Zn~'(M) = R-SSMod, diremos que M es

pobre.
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Cuando uno se encuentra por primera vez ante una definicién, por lo regular
es facil encontrar ejemplos sencillos de objetos que cumplan dicha definicion,
de hecho, casi siempre ocurre que el modulo cero satisface las condiciones de
cualquier definicién; por ello es natural pensar que para cualquier anillo R, el
R-modulo {0} es pobre, pero jen verdad esto ocurre siempre?. Echemos un
vistazo a tal situacién.

Proposicion (3.2.3)

Sea R un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) r{0} es pobre.

(2) Existe un R-moédulo inyectivo que es pobre.

(3) Todo R-modulo es pobre.

(4) rR es semisimple.

Demostracion:
(1)=(2)] Si r{0} es pobre, entonces {0} es un inyectivo que es pobre.

(2)=(3)] Supongamos que E € R-Mod es un inyectivo que es pobre. Como
rE es inyectivo, entonces Zn~'(E) = R-Mod; empero rE es pobre también,
asf que Zn~!(E) = R-SSMod. Luego R-Mod = R-SSMod. Si M € R-Mod,
debido a que R-SSMod € Zn~1(M) por el Lema 3.2.1, Zn 1(M) € R-Mod
por definicién y R-Mod = R-SSMod, se sigue que Zn~!(M) = R-SSMod.

(3)=(4)] Si todo R-moédulo es pobre, en particular lo es cualquier inyectivo;
entonces si rE es inyectivo, ocurre que R-Mod = Zn~1(E) = R-SSMod. De
aqui que todo R-médulo es semsimple, en particular gR.

(4)=(1)] Si rR es semisimple, todo moédulo g M es semisimple (Lema 1.1.37)
y por ello R-Mod = RSSMod. Puesto que Zn~*({0}) = R-Mod, por ser {0}

inyectivo, usando que R-Mod = RSSMod deducimos que {0} es pobre. m

Asi, al menos para anillos semisimples, sabemos que los moédulos pobres existen.
De hecho se puede probar que para ciertos tipos de anillos hay médulos pobres
particulares, no obstante, si queremos probar con todo rigor cada afirmacién uti-
lizada en las pruebas, se necesitan algunos resultados preliminares que escapan
de nuestro estudio actual; por ejemplo, si R es un anillo primo hereditario! y
neteriano, usando los siguientes hechos:

(1) Cualquier R-moédulo de torsion? finitamente generado es una suma directa
finita de R-mddulos con la propiedad de que tienen una tnica serie de composi-
ciéon de longitud finta.

(2) Si M € R-Mod y si « € M es un elemento de torsion, entonces Rz es un
modulo de torsién.

(ambos resultados se pueden encontrar en [15]) es posible demostrar el siguiente
enunciado:

Sea R un dominio conmutativo hereditario y neteriano. Si M € R-SSMod es
tal que contiene exactamente una copia de cada R-médulo simple, entonces
M es pobre 6 bien M es inyectivo.

L Un anillo R se llama hereditario (izquierdo) si todo ideal (izquierdo) es proyectivo.

28i R es un anillo y M € R-Mod, decimos que un elemento = de M es de torsion si existe
un 7 € R\{0}, que no es divisor de cero, tal que rz = 0. Mientras que un mo6dulo es de
torsion si todos sus elementos son de torsion.
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Asi, por ejemplo, el Z-mddulo (—Bp primo Z/pZ resulta ser pobre. Para ver di-
versos resultados relacionados con moédulos pobres sobre anillos particulares se
puede consultar [16]. Lo que si podriamos ver sin mayores dificultades, es que
sobre un anillo artiniano artiniano izquierdo, hay un médulo pobre especial; sin
embargo, antes de continuar conviene notar la siguiente equivalencia.

Lema (3.2.4)
Sea M € R-Mod. Son equivalentes:

(1) M es pobre.

(2) YN € Zn=*(M)(N ciclico = N semisimple).

Demostracion:

(1) = (2)] Si M es pobre, entonces Zn~ (M) = R-SSMod, asi N € Zn~1(M)
implica que N es semisimple.

(2) = (1)] Supongamos cierto el enunciado del inciso (2). En vista del Lema
3.2.1 s6lo debemos mostrar que Zn~!(M) € R-SSMod. Sea K € Zn~'(M).
Si a € K, la Proposicion 1.3.1 asegura que Ra € Zn~'(M), entonces Ra es
semisimple por el inciso (2); luego K (=}, ., Ra) es semisimple. m

Como primera aplicaciéon del lema anterior se tiene que si gR es artiniano,
entonces en R-Mod se halla un médulo pobre particular.

Lema (3.2.5)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces, r (R/J(R)) es pobre.

Demostracion:

Nos apoyaremos en el Lema 3.2.4, por ello tomamos un C' € Zn~ ! (R/J(R))
ciclico distinto de cero y nos proponemos llegar a concluir que C' es semisim-
ple. Como rR es artiniano y rC es finitamente generado, del Lema 1.1.33
deducimos que C, y por lo tanto cualquiera de sus submoédulos, es artiniano
izquierdo, de aqui que cualquier submédulo no cero de C' contiene simples.
Sea Sy un submodulo simple de C. Por el Lema 1.1.32 existe un L < R/J(R)
tal que Sy = L, ademas R/J(R) es semisimple por el Lema 1.1.31, entonces
R/J(R) = L ® L para algtin L < R/J(R). Del Corolario 3.1.8 y Lema 3.1.9
deducimos que Zn Y (L@ L) = In~Y(L) nIn"'(L), en particular se tiene
que C € In~1(L); sin embargo Zn (L) = Zn"'(Sp) por el Lema 3.1.9, asi
C € In~1(Sp) y por consiguiente C' = Sy @ K para algin K; < C (esto por
el Lema 3.1.10). Si K; =0, entonces C(= Sp) es semisimple. Si K; #0, sea
S1 un submodulo simple de K7; argumentando como antes lo hicimos se lle-
gaaque K; =51 @Ky paraalgin Ko < Ky, asi C =551 ® Kz con
So@®S7 semisimple y K1 2 K. Siguiente este proceso obtenemos una cadena
descendente K1 2 K5 D --- de subméddulos de C, la cual se estaciona debido
a que C' es artiniano izquierdo, asi existe n € N tal que C = So@®S1®---®S,,
con S; simple para cada i € {1, ...,n}. m

A pesar de que hasta ahora s6lo hemos asegurado la existencia de modulo pobres
sobre ciertos tipos de anillos, la realidad es que cualquier anillo tiene moédulos
pobres; justamente en este punto nos dirigimos a probar tal afirmacion, no
obstante, la demostracién requiere de algunos resultados preliminares.

Definicion
Sea M € R-Mod. Si M € Zn~1(M), diremos que M es cuasi-inyectivo.
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Proposicion (3.2.6)

Si M € R-Mod, entonces M es cuasi-inyectivo si y solo si f(M) € M para
cada f € Endg(E(M)).

Demostracion:

Sea M € R-Mod.

=] Supongamos que M es cuasi-inyectivo y tomemos un f € EndR(E(M)).
Consideremos al conjunto L = {m € M |f(m) e M}. Se ve que L < M y asi
flo:L — M. Como M un es M-inyectivo, existe g € Endg(M) de modo que

L—‘ s M

f‘LJ{ //
K9

M

es un diagrama conmutativo, por lo tanto f|; = g|r; de hecho observamos
aqui que, sii es la inclusion de M en E(M), como E(M) es inyectivo hay
un morfismo g : E(M) — E(M) que hace conmutar al diagrama siguiente:

M
M -

’
/

Ql

/
/
/
/
/
V.

E(M)

consiguiendo asi que g|pr = ¢, entonces para optimizar la notacién supon-
dremos que g € Endg (E(M)).

Afirmacion: (g — f)(M) = 0.

Demostracién: Supongamos que (g — f)(M) # 0. Como (g— f)(M) y M son
submodulos de E(M) y M <. E(M), se sigue que M n (g— f)(M) # 0;
entonces existen m, m’ € M tales que g(m) — f(m) =m’ # 0. Sin embargo
f(m) € M debido a que g(m), m' € M, asi que m € L; pero g|;, = f|r, enton-
ces hemos llegado a que g(m) — f(m) = 0, lo cual es absurdo. O

Por lo tanto (g — f)(M) =01y asi f(M) = g(M), pero g(M) € M; de aqui
que f(M)c M.

<] Supongamos que f(M) S M para cada f € Endg(E(M)). Para mostrar
que M es quasi-inyectivo tomamos un L < M y un f: L — M morfismo, y
nos proponemos encontrar un morfismo h : M — M que extienda a f. Pues
bien, si i denota la inclusion de M en E(M), como E(M) es inyectivo, hay
un morfismo g : E(M) — E(M) tal que

L —"% M E(M)

-
-
-
-
-
-
-
-

M 4
(

[

1 k/,’
E(M)
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conmuta. Como g € EndR(E(M)), de la hipotesis se sigue que g(M) € M;
luego h = g|pr : M — M hace que

L—“ s M

fl
K h
M

sea un diagrama conmutativo. m
Lema (3.2.7)
Sea M € R-Mod. Si M es cuasi-inyectivo y E(M) = A; @ As, entonces ocu-
rre que M = (M n A1) @ (M n Ajy).
Demostracion:
Supongamos M cuasi-inyectivo y E(M) = A; @ Ay. Como A1 n Az =0, es
claro que (M nA;)®(M nAz) € M. Por otro lado, ya que E(M) = A1 @ As,
para j € {1,2}, los morfismos

Ty A1 DAy — Aj

ay +az — a;

son endomorfismos de E(M); que puesto que M es quasi-inyectivo, la Propo-
sicion 3.2.6 nos dice, en particular, que m;(M) € M para toda j € {1,2}. A-
hora notamos que, como M € E(M) = A; @ Az, para cada m € M existen
my € Ay y mo € Ay de tal forma que m = my 4+ mo; y como m;(M) S M, se
sigue que m,; = m;(m) € M paracada je {1,2}, de donde se concluye que
m=mi+msg € (MﬁAl)@(MﬂAQ) yasng (MﬁAl)@(M(\AQ) .J

En el siguiente corolario encontramos nuevos ejemplos de modulos CS, en par-
ticular se obtiene que todo mdédulo inyectivo es CS.

Corolario (3.2.8)
Si M € R-Mod es cuasi-inyectivo, entonces M es CS.

Demostracion:

Supongamos que M € R-Mod es cuasi-inyectivo. Pare ver que M es C'S to-
mamos un N < M y mostraremos que N €, A para algin A O M. Sea N’
un seudocomplemento de N en M, entonces N + N'/N' <, M/N’ por el
Lema 1.1.18; considerando al epimorfismo natural = : M — M /N’y usando
el Lema 1.1.14, ocurre que N + N’ = 7 1(N + N’/N’) €. M. Del hecho de
que N @ N’ .M, se obtiene, del Lema 1.1.23, que E(M) = E(N @ N'). Sin
embargo E(N@®N') = E(N)@® E(N') en virtud del Lema 1.1.24, asi que
E(M)=E(N)®E(N'); y como M es cuasi-inyectivo, del Lema 3.2.7 se
desprende que M = (M ) E(N)) @ (M ) E(N’)), concluyendo con esto que
(M n E(N)) ® M. Finalmente observamos que N < M n E(N) < E(N) y
N c. E(N), por lo tanto, debido al Lema 1.1.12, N €. M n E(N). En resu-
men N S, (M n E(N))y (M nE(N))©M. -

Como un resultado previo para la demostraciéon de la existencia de moédulos
pobres tenemos a una de las consecuencias mas sorprendentes del Teorema de
Osofsky-Smith, pues nos brinda otra manera de entender a los médulos semisim-
ples, ademas este resultado sera la columna vertebral del teorema que buscamos.
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Si R es un anillo y M, N € R-Mod, diremos que N es un subfactor de M si
N = A/B para algunos A, B < M tales que B < A.

Teorema (3.2.9)

Sea M € R-Mod. Son equivalentes:

(1) Cada subfactor ciclico de M es M-inyectivo.
(2) M es semisimple.

Demostracion:

(2) = (1)] Si N es un subfactor ciclico de M y M es semisimple, debido a
que R-SSMod < Zn~!(N) por el Lema 3.2.1, se obtiene que M € Zn~!(N)
y asi N es M-inyectivo.

(1) = (2)] Supongamos verdadero el inciso (1). Si logramos probar que todo
submodulo ciclico de M es semisimple, del hecho de que M =3, ., Rz y
de que sumas arbitrarias de médulos semisimples son semisimples, se tendria
que M es semisimple. Entonces tomamos un 0 # N < M ciclico y nos pro-
ponemos mostrar que IN es semisimple.

Afirmacién: Todo submédulo ciclico de N es CC'S.

Demostracién: Sea A un submodulo ciclico de N. Consideremos un B < A
y probemos que A/B es C'S. Como A es ciclico, entonces A/B es un subfactor
ciclico de M, de la hipotesis se obtiene que A/B es M-inyectivo; es decir,
M € In '(A/B). Sesigue, delos Lemas 3.1.3 y 3.1.4, que A/B € Zn~*(A/B).
Asi A/B es cuasi-inyectivo, del Corolario 3.2.8 se sigue que A/B es CS. 0

Si P denota a la clase de los R-moédulos ciclicos, entonces P es una clase OS
(por el Lema 2.2.4) y N € P; asi la afirmacion anterior se parafrasea en que
todo P-submoédulo de N es CCSS, de este modo el Teorema de Osofsky-Smith
asegura que

N=N @ - ® N

para algin k € Z* y para ciertos N;’s submodulos uniformes de N. Ahora,
site{l, .. ,k} y0+#n;eN;, entonces Rn; es un subfactor ciclico de M y
por hipétesis ocurre que Rn; es M-inyectivo, o bien que M € Zn~!(Rn;); de
aqui, y del Lema 3.1.3, se llega a que N; € Zn~!(Rn;). El Lema 3.1.10 nos
lleva a concluir que Rn; ® N;, sin embargo Rn; S, N; debido a que Rn; # 0
vy N; es uniforme, llegando asi a que N; = Rn; y de este modo a que N; es
un médulo simple. m

Es momento de dejar de lado la utopia de anillos sin médulos pobres, ya que,
como el siguiente teorema muestra, para cualquier anillo R siempre ocurre que
en R-Mod hay pobres.

Teorema (3.2.10)

Sea R un anillo y I" un conjunto completo de representantes de clases de iso-
morfismo de R-modulos ciclicos (izquierdos). Entonces, M = [ [y NV es un
R-modulo (izquierdo) pobre.

Demostracion:

Sea 0 # A € In"'(M). Queremos probar que A es semisimple, en virtud del

Teorema 3.2.9 basta tomar un subfactor ciclico arbitrario de A, digamos A,
y mostrar que es A-inyectivo. Como A€ In *(M)y M = |y N, del Le-
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ma 3.1.7 se sigue que A € In~'(N) para cada N € I, y ya que A es un mo-
dulo ciclico, en particular se tiene que A € In~Y(No) para algin Ny € I" tal
que Ny = A; luego del Lema 3.1.9 es inmediato que A € Zn=1(A). m

Puesto que ya tenemos certeza de que, para cualquier anillo R, en R-Mod hay,
al menos, un pobre, podemos tratar de construir otro médulo pobre a partir de
uno dado; es justo de esta manera que llegamos a la conclusién, segin el lema de
abajo, de que cualquier médulo que contenga un sumando directo pobre, debe
de ser pobre también. Entonces la clase de los R-mdédulos pobres es propia.

Lema (3.2.11)

Sea R un anillo y sea M € R-Mod un pobre. Si NV € R-Mod, entonces N @M
es un moédulo pobre.

Demostracion:

Si N € R-Mod, entonces Zn ' (N@® M) = In"*(N) n In~'(M) a causa del
Corolario 3.1.8, como Zn~'(M) = R-SSMod y R-SSModc Zn~!(N) por el
Lema 3.2.1, se sigue que Zn" ' (N) nZn~ (M) = R-SSMod; luego N ® M es

pobre. m



4. ALGUNAS RETICULAS ISOMORFAS

Como indica el titulo de este capitulo, nos ocuparemos en construir cuatro
reticulas (completas) que, aunque parezcan tremendamente diferentes unas de
otras, resultaran ser todas ellas isomorfas. El tener la posibilidad de estudiar
un objeto desde cuatro puntos de vista distintos, es algo que pocas veces se ve,
y por esto mismo debe ser sumamente productivo tener estas cuatro reticulas a
nuestra disposicién y poder disfrutar de las bondades que cada una de ellas nos
ofrece.

4.1 Clases de Wisbauer

En el capitulo pasado vimos que el dominio de inyectividad de cualquier R-
modulo es una clase de pretorsion hereditaria (Teorema 3.1.6), en esta seccion
veremos que las clases de pretorsion hereditarias tienen, de hecho, una forma
genérica. Ademaés veremos que la clase de todas las clases de pretorsion hered-
itarias, es en realidad un conjunto; lo cual va a ser de vital importancia en el
altimo capitulo.

Definicion

Sean M, N, K € R-Mod. Decimos que:

1.- K es generado por M (6 M-generado) si existe un conjunto A de modo

que K es isomorfo a un cociente de M(4).

2.- N es subgenerado por M (6 M-subgenerado) si N es isomorfo a un sub-

modulo de un médulo generado por M.

Definicion

Sea M € R-Mod. A la clase de todos los R-modulos subgenerados por M le

llamaremos clase de Wisbauer y la denotaremos por o[M].

Como primeras observaciones se tienen que o[M] es no vacio para cualquier R~
modulo M, ya que M es subgenerado por si mismo y asi M € o[M]. Ademas,
si consideramos a cualquier anillo R como moédulo sobre si mismo, obtenemos
que o[ R] = R-Mod; debido a que todo R-mddulo es cociente de un libre. En las
proposiciones siguientes exploramos un poco las propiedades bésicas que poseen
las clases de Wisbauer.

Lema (4.1.1)
Sea M € R-Mod. Entonces,

J[M]:{RNHRK 3f € Homg(N, K) (K es M-generado y f es inyectiva)}.
Demostracion:

Sea A = {NeR-Mod|3K eR-Mod M-generado y 3N g K monomorfismo} y
veamos que A = o[M]. Si N € A, entonces hay un f € Homg(N, K) mono-
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morfismo para algin K € R-Mod generado por M, asi N = Im(f), y como
Im(f) < K, obtenemos que N es isomorfo a un submoédulo de un moédulo
M-generado; de aqui que N € o[M]. Ahora, N € o[M] implica que existe
f € Homg(N, L) un isomorfismo para algan L < K, con K generado por M,
luego if : N — K es un monomorfismo; entonces N € A. m

Entonces, dado M € R-Mod, los R-mdédulos subgenerados por M son aquellos
que se sumergen en un moédulo M-generado. Puesto que la clase o[M] es no
vacia, uno podria comenzar a deducir ciertas “propiedades de cerradura”’ con
base en la observacion hecha en el Lema 4.1.1, esto lo precisamos en la siguiente
proposicion.

Proposicion (4.1.2)

Sea M € R-Mod. La clase o[M] es de pretorsion hereditaria.
Demostracion: g

~] Supongamos que N € c[M]y que gL = rN. Como N € o[M], existe un
f € Homg (N, K') monomorfismo para un cierto X eR-Mod generado por M.
Asi fg: L — K es un monomorfismo y K es M-generado, luego L € o[M].
<] Sea N € o[M] y sea L < N. Entonces, existe un moédulo K generado por
M y un monomorfismo f € Homg(N,K). Si i:L < N es la inclusion, se
tiene que fi € Homg(L, K) es un monomorfismo, de aqui que L € o[M].

/] Tomamos N € o[M] y un L < N. Debido a que N € ¢[M], tenemos que
N i> K2 M) /S para algin médulo K, monomorfismo f, conjunto A y

submodulo S de MY, Como N A M) /S es un monomorfismo, N L T/S
para algin T < M) que contiene a S. Luego, al considerar i : L < N, te-

hi
nemos que L — T'/S es un monomorfismo, llegando con ello a que L = U/S
para algin U < T tal que S <U. Entonces N/L = T/S/U/S =T/U y

T/U < MM /U, asi N/L es isomorfo a un submédulo de un modulo gene-
rado por M; por consiguiente N/L € o[M].

@] Consideramos una familia {N;};e; en o[M]. En vista de que N; € o[M]
para cada i € I, tenemos que existe una familia {f; : N; — K;};e; de mono-
morfismos y una familia {g; : M (A:) _, K }ier de epimorfismos, para algunos
modulos K; y conjuntos A; para cada i € I. Por el Lema 1.1.3 existe un mo-
nomorfismo @ie]fi5@ieINi — @ielKi y existe @ie]gi:C‘BieIM(Ai) —» (‘Biele’
un epimorfismo. Como @;e; M A1) = M(4) para un cierto conjunto A, en-
tonces @;crK; es isomorfo a un cociente de M), Resumiendo, @;c;K; es
es M-generado y @jerfi : @ier Ni — @ierK; es un monomorfismo. Asi que
@ie[NiEO'[M]. .J

El siguiente teorema muestra que la Proposicién 4.1.2 esconde un hecho mucho
més profundo del que aparenta.

Teorema (4.1.3)
Las clases de Wisbauer coinciden con las clases de pretorsion hereditarias.

Demostracion:

En vista de la proposicion anterior, basta ver que cualquier clase de pretor-
sion hereditaria es de Wisbauer. Sean R un anillo y w una clase de R-médulos
que es de pretorsion hereditaria. Tomamos {C;};c; un conjunto completo de
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representantes de clases de isomorfismo de R-médulos ciclicos en w. Veamos
que el R-modulo M = @;;C; es tal que w = o[M].

c] Notamos que cada C; es isomorfo a un cociente de M, entonces C; € o[M]
para cada ¢ € I. Ahora sea N € w. Si x € N, como w es hereditaria, entonces
Rz es isomorfo a algun C;; pero cada C; es un elemento de o[ M] y esta clase
es cerrada bajo isomorfismos, asi que Rz € o[M] para cada x € N. Usando
que o[M] es cerrada bajo sumas directas concluimos que @gen Rz € o[M].
Por otro lado, si consideramos a la familia {i,:Rx < N},en de R-morfismos,
en donde i, es el morfismo inclusién, obtenemos del Lema 1.1.5 un morfismo
f = @ueniz : BrenRr —> N con la propiedad, en particular, de que

Im(f) = erN Im(i,)
= ZxEN Rz

= N.

Puesto que @,enRx € o[M] y N es isomorfo a un cociente de @ ey Rz, del
hecho de que o[ M] es cerrada bajo cocientes e isomorfismos se concluye que
N € o[M].

2] Observamos que como C; € w para cada i € I, de la definicion de M y la
eleccion de w se sigue que M € w, y asi M(4) € w para cualquier conjunto A;
luego todo cociente de M(4) esta en w para cualquier A conjunto. Por otro
lado, sea N € o[M]. Entonces N es isomorfo a un cociente de M{4) para un
cierto conjunto A, por las observaciones precedentes y de recordar que w es
cerrada bajo isomorfismos, concluimos que N € w. m

En vista del teorema anterior, a partir de aqui diremos clase de Wisbauer en
lugar de decir clase de pretorsion hereditaria. Ademas denotaremos a la clase
de todas las clases de R-mo6dulos que son Wisbauer por R-Wis. A pesar de que
en principio no se aprecia, en breve veremos que R-Wis es un conjunto. Pero
antes notemos que toda clase de Wisbauer estd determinada por sus moédulos
ciclicos.

Lema (4.1.4)
Sean N € R-Mod y w € R-Mod una clase de Wisbauer. Entonces, N € w si

y solo si Rx € w para cada x € N.

Demostracion:

=] Si Newy z€ N, entonces Rz € w porque Rx < N y w es cerrada bajo
submodulos.

<] Procedemos como en la prueba del Toerema 4.1.3. Si Rz € w para cada
x € N, entonces @,cny Rz € w. De la familia {i,, : Rt — N},en de morfismos
se obtiene, por el Lema 1.1.5, el morfismo @;,i,:@zeny Rx — N, cuya ima-
gen es N. Asi N es isomorfo a un cociente de @,y Rz, y como w es cerrado
bajo isomorfismos y cocientes, deducimos entonces que N € w. m

Si W es una clase y logramos establecer una correspondencia biyectiva entre
W y un conjunto, digamos &, tendriamos que W tiene el mismo cardinal que s
y que por lo tanto W no llega a ser tan grande como para convertirse en una
clase propia; esto es, W es un conjunto. En este caso decimos que la clase W es
cardinable.

Proposicion (4.1.5)
Para cualquier anillo R ocurre que R-Wis es cardinable.
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Demostracion:

Tomemos un anillo R y hagamos % = {R/I | g < gpR}. Notamos que 2 es
un conjunto, pues de hecho || < |P(R)|. Establecemos una correspondencia
entre R-Wis y el conjunto P(2() de la siguiente forma:

R-Wis - P(2)
wr— {R/T €A | R/I € w}

No es dificil mostrar que © es un funcional.

Afirmacién: © es inyectiva.

Demostracién: Sean w, ¥ € R-Wis tales que w # ¥. Sin perder generalidad es
posible suponer que w & 1. Entonces, existe N € w tal que N ¢ 4. Por el
Lema 4.1.4 debe de existir un £ € N de modo que Rx € w y Rx ¢ ¥. Debido
aque Rz =~ R/(0: z) € 2l y tanto w como ¢ son cerradas bajo isomorfismos,

entonces R/(0:x)e O(w) y R/(0:x)¢ ©(F). Por lo tanto O(w) # ©(19). ]

De la afirmacion se sigue que R-Wis es equipotente a algtin subconjunto de
P(2A), luego R-Wis es cardinable. m

Las ventajas que se obtienen de saber que R-Wis no es un clase propia se apre-
ciaran més adelante, por ahora nos ocuparemos en mostrar que a R-Wis se le
puede dotar de una estructura reticular.

Definicion
Si X cR-Wis, denotamos por A X a la clase {MeR-Mod|V¢ €eX (M € ()}.

Observamos que A & = R-Mod y que AR-Wis = {g0}. El siguiente lema
muestra que el que tanto A & como /AR-Wis resulten ser clases de Wisbauer
no es un hecho aislado.

Lema (4.1.6)

Si X € R-Wis, entonces A X € R-Wis.

Demostracion:

Sean X cR-Wis, N € R-Mody M € A X. Entonces M € ¢ para cada ¢ € X.
~] Supongamos que N = M. Debido a que X € R-Wis, en particular cada
¢ es cerrada bajo isomorfismo; asi N € ¢ para cada ( € X, 6 bien N € A X.

<] Si N < M, del hecho de que cada ¢ es cerrada bajo tomar submodulos
se tiene que N € ( para cada ( € X.

/ ] Dado N < M, obtenemos que M /N € ( para toda ¢ € X, ya que cada ¢
es cerrada bajo cocientes y M € A X.

@] Tomamos {M;};e; una familia de modulos en A X. Entonces para cada
i€l tenemos que M; € ¢ para toda ¢ € X; de aqui que @;e; M; € ¢ para cual-
quier ¢ € X, pues cada ( es cerrada bajo sumas directas e isomorfismos. m

Lo anterior motiva la siguiente definicién, que en funcién de los objetos que ahi
se definen se puede inferir hacia donde nos dirigimos.

Definicion
Sea X € R-Wis. Diremos que A X es el infimo de X, mientras que a la cla-
se \/ X = A {¢ e R-Wis |[V( € X (¢ € ¥) } le llamaremos el supremo de X.
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Notamos que (R—Wis, c ) es un conjunto parcialmente ordenado, asi teniendo
un orden en R-Wis establecido y sabiendo, por el Lema 4.1.6, que tanto A X
como \/ X son clases de Wisbauer para cualquier X < R-Wis, los términos
utilizados en la ultima definicién adquieren el sentido que uno esperaria que
tuvieran segun el siguiente lema.

Lema (4.1.7)
Sea X CR-Wis. Entonces, /\ X es la mayor de las cotas inferiores y \/ X es
la menor de las cotas superiores de X en (R-Wis, < ).

Demostracion:

Si X = ¢, las afirmaciones se siguen de ver que \/ & = AR-Wis = {z0} y
de ver que \/ R-Wis = A {R-Mod} = R-Mod = A &. Entonces vamos a su-
poner que X # .

Afirmacién: A\ X es la mayor de las cotas inferiores de X.

El que A X sea cota inferior de X se tiene por como definimos a A X. Por
otro lado, sea 1 € R-Wis una cota inferior de X en (R—Wis, c ); ocurre que
¥ < ¢ paracada ( € X. Si M € 9, entonces M € ( para cada ¢ € X, esto es:
M e A X. Porlo tanto ¥ € A X. De aqui que /A X sea la mayor de las co-
tas inferiores de X en (R—Wis, c )

Afirmacion: \/ X es la menor de las cotas superiores de X.

Sea ( € X y hagamos A = {¢ eR-Wis |V( € X (¢ € ¢)}. Entonces ¢ € ¥ pa-
ra cada ¥ € A. De aqui que M € ¢ implica M € ¢ para cada ¢ € A; es decir,
Me ANA =\ X. Asi ( €\/ X. Por lo tanto para cada ¢ € X tenemos que
¢ €V X, estonos dice que \/ X es, efectivamente, una cota superior de X.
Por dltimo vemos que si ¢ es una cota superior de X en (R—Wis, c ), enton-
ces ¥ € A, de donde conseguimos que \/ X=A A € ¢. Asi \/ X es la menor
de las cotas superiores de X en (R-Wis, € ). -

Si ¥ e R-Wis y M € ¥, como 0 < M, tenemos que 0 € 9. Derivando esto en
que {R0} es el menor elemento de R-Wis en (R—Wis, c ) Por otra parte, al
tener que cada clase de Wisbauer es una colecciéon de R-modulos, obtenemos
que R-Mod es el elemento mayor de R-Wis en (R-Wis, < ). En el siguiente
teorema recopilamos los ultimos resultados que hemos obtenido.

Teorema (4.1.8)
Sea R un anillo. Entonces, (R—Wis, <, A,V {r0}, R—Mod) es una reticula
completa.

4.2 Prerradicales Exactos Izquierdos

En esta seccién introducimos a los prerradicales' y analizamos algunas de sus
propiedades generales. Luego fijaremos nuestra atencién en una subclase espe-
cial de los prerradicales de R-Mod y la relacionaremos con R-Wis, obteniendo
de dicha relacién una nueva forma de entender a R-Wis. Para conocer otras
relaciones entre algunas clases de mddulos y ciertas clases de funtores se puede
ver [18].

1 Como referencia para un estudio profundo de los prerradicales se tiene [17].
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Definicion
Sea R un anillo. Un prerradical de R-Mod es un funcional r:R-Mod—R-~-Mod
tal que:
1.- Si M es un R-modulo, entonces r(M) < M.
2.- Si f € Homg(M, N), entonces f(r(M)) S r(N).
Notamos que la condicién 2 de la definicién anterior nos dice que el siguiente
diagrama es conmutativo:

Ahora bien, veamos algunos ejemplos de prerradicales.
Ejemplos
(1) Sea R un anillo y ¢ una clase de R-moédulos. Definimos el funcional

R-Mod—5R-Mod
M +— > {Im(g)| g € Homg(U, M) y U € ¢}

Veamos que tr. es un prerradical de R-Mod:

1] Si M € R-Mod, como {Im(g)|g € Homgr(U, M) y U € ¢} es una familia de
submodulos de M, ocurre que Y, {Im(g)|g € Homg(U, M)y U e ¢} < M.

2] Si f € Homgr(M, N), observamos que

f(trg(M)) = f(Z{Im(g)| g € Homg(U, M) y UEC})
=Y {f(Im(9))| g € Homp(U,M) y U € s}

> {Im(fg)| g€ Homp(U,M) y U €<}

> {Im(h)] h e Homr(U,N) y U € ¢}

tr (N).

N

Por lo tanto tr. es un prerradical. Llamamos a tr (M) la traza de ¢ en M.
(2) Sea R es un anillo. La asignacion

R-ModZ25R-Mod
M+— Y {N|N<MyN es simple}.

es un prerradical:
1] Sea M € R-Mod. Por definicién Zoc(M)=>{N < M|N es simple} < M.
2] Tomemos un f € Homgr(M, N). Como Zoc(M) es una suma de modulos
simples, Zoc(M) es semisimple, de hecho, puesto que Zoc(M) contiene a ca-
da suma de submoddulos simples de M, Zoc(M) es el mayor submoddulo
semisimple de M. Ahora, en vista de que imagenes (bajo morfismos) de mé-
dulos semisimples son semisimples, se tiene que f(Zoc(M)) es un submodulo
semisimple de N, por lo tanto f(Zoc(M)) < Zoc(N).
Si M eR-Mod, decimos que Zoc(M) es el zoclo de M.

(3) Si R es un anillo, definimos el funcional Sing como:

R-Mod>"6R-Mod
M+—{meM]|(0:m)<C,. rR}

Tal asignacion es un prerradical de R-Mod:
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1] Sea M € R-Mod. De la definicién es inmediato que Sing(M) € M y que
0 € Sing(M). Si my, ms € Sing(M), entonces (0:my), (0:m2) S, grR y por
consiguiente (0:my) N (0:msg) S, grR, como (0:m1) N (0:mg) S (0:my + ma2),
del Lema 1.1.12 se sigue que (0:m1 +ms2) S, rR; luego mi+ms € Sing(M).
Por otro lado, sean m € Sing(M) y r € R. Para mostrar que rm € Sing(M)
necesitamos llegar a que (0:rm) S, rR, para lograrlo nos apoyaremos en el
Lema 1.1.11. Sea pues 0 # s € R. Si s € (0:rm) no hay nada que probar, su-
pongamos entonces que s ¢ (0:rm). Asi s(rm) # 0y por lo tanto 0 # sr €R,
va que (0:m) S, grR por la eleccion de m, del Lema 1.1.11 se infiere la exis-
tencia de un ¢t € R de modo que 0 # t(sr) € (0:m); luego 0 # ts € (0:rm), de
esto, y del Lema 1.1.11, se sigue que (0:rm) S, grR

2] Sea f € Homg(M, N). Si z € f(Sing(M)), entonces z = f(y) para algin
y € M tal que (0:y) S, rR. Del hecho de que f es un R-morfismo se obtiene
que (0:y) € (0:f(y)), luego el Lema 1.1.12 mplica que (0:f(y)) S. rR, y asi
z = f(y) € Sing(NV).

(4) Consideremos un anillo R. El funcional

Rad

R-Mod—R-Mod
M—({N|N < M}

max

resulta ser un prerradical. Al R-moédulo Rad(M) se le llama el radical de M.

(5) Sea R un anillo. Definimos a las asignaciones 1 y 0 como:

R-Mod—=R-Mod
M— M

R-Mod—5R-Mod
M+—0
respectivamente. Ambas asignaciones son prerradicales de R-Mod.

(6) Sea R un anillo. Cada rI < gR induce la siguiente asignacion
R-Mod - R-Mod
M—1I. _(M) =IM
la cual es, también, un prerradical de R-Mod.?
Dado R un anillo, a la clase de de todos los prerradicales de R-Mod la vamos a

denotar por R-Pr. Con esta notacion, se tiene por ejemplo que tr., Zoc,Rad, 0,
1eR-Pr. Introducimos ahora una nueva definicion.

Definicion
Sea X una familia en R-Pr. Si X es no vacia, definimos la asignaciéon
Ap, X:R-Mod—R-Mod
M — ({r(M) | r e X}
Si X = ¢, definimos A p, X = 1.

28i gl < gRRy M € R-Mod, entonces IM = {37 ; ajm;la; € I,m; € M y ne Z*}.



48 4. Algunas Reticulas Isomorfas

Adn en el caso en que la familia X no sea un conjunto, la coleccion {r(M)|r € X}
si lo es, pues de hecho {r(M)|r € X} < P(M). Por este motivo, Ap, X tiene
sentido. Por otro lado, ya vimos que la asignacion A p, & es un prerradical;
pero también se puede ver que A p, R-Pr= 0, asi A 5, R-Pr resulta ser de nuevo
un prerradical.

Lema (4.2.1)
Sea X una familia en R-Pr. Entonces, A p, X € R-Pr.

Demostracion:
Supongamos X # . Sea M un R-moédulo y sea f € Homg(M, N).

1] De la definicion se verifica que A p, X (M) < M.
2] Notemos que
F(Ap, X(M)) = f(N{x(M)[r e X})
cN{f(x(M))re X}
cN{x(NV)|re X}
= /\Pr X(N) .
Por lo tanto, efectivamente A , X es un prerradical. m
Tal como hicimos con R-Wis, dotamos a R-Pr de un orden. Tal relacién de
orden concederda a R-Pr una estructura particular, de la cual nos apoyaremos
para encontrar el vinculo entre R-Wis y R-Pr prometido al inicio de esta seccién.

Definicion
Dados r, s € R-Pr, escribiremos r < s siempre que ocurra que r(M) < s(M)
para cualquier M € R-Mod.

No es dificil ver que (R-Pr, <) es una clase parcialmente ordenada y que los
prerradicales 0 y 1 son el elemento menor y el elemento mayor, respectivamente,
de R-Pr con respecto al orden <. De hecho veremos que la estructura de R-Pr,
como clase ordenada, es mucho més rica y bondadosa de lo que uno en principio
supone.

Definicion

Si X € R-Pr, definimos \/p, X = Ap, {s€ R-Pr|Vre X(r<s)}

De la definicién y del Lema 4.2.1 uno obtiene que \/ 5, X €R-Pr para cualquier
X CR-Pr, pues incluso sucede que \/p, & = Ap,R-Pr=0y Vp, R-Pr=1.
Si logramos probar que para cualquier X € R-Pr, el prerradical A p, X es el
infimo y el prerradical \/p, X es el supremo, respectivamente, de X, tendriamos
entonces que (R-Pr, <) tiene estructura de reticula completa.

Lema (4.2.2)

Si X es una familia en R-Pr, entonces /\ 5, X es el infimo de X y \/p, X es
el supremo de X en (R—Pr, < )

Demostracion:

Tomamos una familia de prerradicales X. Si X = J, las afirmaciones son
ciertas. Supongamos entonces que X # (.

Afirmacién: A p, X es la mayor de las cotas inferiores de X en (R-Pr, <).
Sea r € X. Entonces A p,. X(M) = {r(M)|r € X} < r(M) para cada mo-
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dulo M. Por lo tanto A p, X < r para cada r € X. De aqui que Ap, X es
cota inferior de X. Ahora, si q es una cota inferior de X en (R-Pr, <) y M
un modulo, sucede que q(M) < r(M) para cada r € X; obteniendo con esto
que q(M) < {r(M)|r e X}, por consiguiente q < Ap, X. Asi Ap, X es
la mayor de las cotas inferiores.

Afirmacién: \/p,. X es la menor de las cotas superior de X en (R-Pr, <).

Hacemos A = {s €eR-Pr|Vr € X (r < s)} y tomamos M €R-Mod. Sear € X.
Como r(M) < s(M) para todo s € A, se tiene que (M) < [{s(M)|s € A},
asi r(M) < \/p, X(M). Luegor <\/p, X para cadar € X. Ademas, si t
es un prerradical tal que r(M) < t(M) para cadar € X, entoncest € A y
por ello \/p (M) =(V{s(M) |se A} <t(M). Porlo tanto \/p, X esla
menor de las cotas superiores de X en (R-Pr, <). m

Las propiedades de la clase ordenada (R-Pr, <) que resalta el lema anterior nos
llevan a concluir directamente el siguiente resultado.

Teorema (4.2.3)
Si R es un anillo, entonces (R-Pr, <, Ap,..\Vp,, 0, 1) es una gran reticula
completa.

Entonces R-Pr admite una estructura de reticula completa al igual que lo hacer
R-Wis, de este modo vamos poco a poco encontrando similitudes entre estas
dos reticulas. En lo que sigue construiremos los peldanos necesarios para llegar
a relacionar estrechamente, aunque sea en parte, a las reticulas R-Wis y R-Pr.

Lema (4.2.4)

Sea r € R-Pr y sea {M,};er € R-Mod. Entonces, r ((—DMZ> =P r(M;).
iel iel

Demostracion:

Por definicién de prerradical tenemos que el diagrama

: W

r (@MIL) A} I‘(Mj)
iel
conmuta para cada j € I. De este modo, si (x;) € r (@®;er M;), ocurre entonces
que z; = m;((x;)) € r(M;) para cada j € I; luego (z;) € @jerr(M;). Por lo
tanto r (@ierM;) € @ierr(M;). Por otro lado tenemos, para cada j € I, que

i€l

W 1
r (M) L ¢ (C_EBIM’>

es un diagrama conmutativo. De la familia {;| : r(M;) — r(@iefMi)}ieI de
morfismos se obtiene el morfismo @;es (1;]) : Bierr(M;) — r(@ier M;) por el
Lema 1.1.5, el cual, para cada j € I, hace que el diagrama
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r (M;) ] <6—)Mi>

i€l

@D (nil)

iel

@® r(M;)

icl
conmute; de aqui que si (z;) € @ierr(M;), entonces @ier (mi]) (@) = ().
Pero ®ier (ni]) ((2:)) € © (@ierM;), asi que T (Bier M;) 2 @ierr(M;). m

Ahora veamos que a cada prerradical se le puede asociar una clase médulos con
propiedades particulares. Después nos ocuparemos de la situacion inversa.

Definicion
Sea r € R-Pr. Definimos, 7; = {M € R-Mod | r(M) = M}.
Lema (4.2.5)

Para cada r € R-Pr se tiene que 7; es una clase de pretorsion.

Demostracion:
Sean M, N eR-Mod y r eR-Pr.

~| Supongamos que M € T; y que M é N. Como r es prerradical, entonces
f(x(M)) € r(N) S N. Puesto que M € Ty, entonces f(M) = f(xr(M)). Y
ya que f(M) = N, concluimos que N € r(IN) € N. Por lo tanto r(N) = N,
obteniendo con esto que N € 7;.

/1Si N <My M e T, procediendo parecido al paso anterior, tenemos que
M/N=r(M)=n(x(M)) € x(M/N) €M/N. Luego M/N< x(M/N) < M/N
y asi M/N € Ts.

@] Tomemos {M,};er una familia no vacia en 7;. Entonces r(M;) = M; pa-
ra cada i € I, de esto y del Lema 4.2.4 se sigue que r(@;er M;) = ®ierr(M,;)
= @;er M;. Por lo tanto @;c; M; € T». m

El Lema 4.2.5 sugiere un buen nombre para la clase 7;. Si r eR-Pr, llamaremos
clase de pretorsion de r a la clase T,. Por otra parte, hay prerradicales que
se destacan de otros por sus propiedades particulares, por ello le pondremos
nombre a los prerradicales que cumplen una cierta propiedad, el valor del com-
portamiento de tales prerradicales se apreciard en los préoximos resultados.
Definicion
Sea r eR-Pr. Decimos que:
1.- r es idempotente siror = r.
2.- r es exacto izquierdo si para toda sucesion exacta en R-Mod
0—ALBLCc—0
se tiene que
0— r(4) 2L 2(B) 2L £ (0)
es una sucesion exacta en R-Mod.
Si r eR-Pr y M eR-Mod, entonces r(N) € r(M) n N para cualquier N<M.
Las condiciones necesarias y suficientes para que r nos provea la igualdad en la

contenciéon anterior serd nuestro siguiente resultado, pero antes necesitamos un
lema.
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Lema (4.2.6)
Sean r eR-Pr y A, B eR-Mod tales que A £ B. Entonces, r(A4) = r(B).

Demostracion:
Por hipoétesis los dos diagramas

A—2 B2 A
I |
2(4) =5 2(B) = x(a)
son conmutativos. Por ser ¢| la restriccion de un monomorfismo, vuelve a

ser un monomorfismo. Ahora, si y € r(B), se tiene que ¢~ !|(y) € r(A). Asi
¢ |(y) € £(A) es tal que ¢(¢*|(y))=y. Por lo tanto ¢| es isomorfismo. -

Proposicion (4.2.7)
Sea r eR-Pr. Entonces r es exacto izquierdo si y sélo si para todo M €R-Mod
se tiene que r(N) = r(M) n N para cada N < M.
Demostracion:
=] Sean M eR-Mod, N < M y L = M/N. Al considerar la sucesion exacta
0—NSM-"S5L—0
se obtiene que
0 — r(N) A, r(M) N r(L)
es exacta. Entonces Im(i|) = Ker(x|). Ahora, por un lado I'm(i|) = r(N),
y por otro Ker(n|) = r(M) n Ker(n). Pero Ker(n) = Im(i) = N. Asi que
r(N) = Im(i|) = Ker(n|) = x(M) n N.
<] Consideremos
0—A-LBL0—0
una sucesiéon exacta en R-Mod. Queremos probar que
0 — r(4) L5 x(B) L £ (0)
es exacta, entonces veremos que f| es monomorfismo y que Im(f|)=Ker(gl).
Como f es un monomorfismo, también lo seré f|. Por otra parte observamos
que go f =0, por ello g|o f| = (gOf)| = (0)| = (; consiguiendo de este mo-
do que Im(f|) € Ker(g|). Para mostrar la otra contencién, sea x € Ker(gl).
Ya que Ker(g|)=x(B)nKer(g) y Ker(g)=Im(f), entonces x € r(B)nIm(f).
Como Im(f) < B, por hipotesis obtenemos que r(Im(f)) = r(B) n Im(f).
Entonces x € r(Im(f)). Ahora, como hay un isomorfismo ¢ : A — Im(f),
tenemos, gracias al Lema 4.2.6, que ¢| : (A) — r(Im(f)) es un isomorfismo.
Saliendo un poco de contexto notemos que el diagrama

Im(f) —2— B

7

A—L B

1

(A s £(B)

conmuta. Entonces iy 0 p 0ig = idoizo f|. Al retomar que x € r(Im(f)) y
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r(A) g r(Im(f)), se desprende que hay un (tnico) y € r(A) tal que p(y)=z.

De esta suerte llegamos a que x = ¢(y) = i10pois(y) = idoizo f|(y) = f(y).
Por lo tanto x = f(y) para algin y € r(A), esto es; z € Im(f]). Concluimos
de este modo que Im(f|) 2 Ker(g|). m

Usaremos la proposiciéon anterior para dar algunos ejemplos de prerradicales ex-
actos izquierdos. De hecho los siguientes prerradicales nos van a ser muy tutiles
en el proximo capitulo.

Ejemplos

(1) El prerradical Zoc : R-Mod — R-Mod es exacto izquierdo.

Prueba: Sean M, N € R-Mod tales de N < M. Como Zoc € R-Pr, se tiene
que Zoc(N) € N nZoc(M). Ahora bien, puesto que N nZoc(M) < Zoc(M)
y Zoc(M) es semisimple, N nZoc(M) debe de ser un médulo semisimple;
debido a que Zoc(N) es el mayor submodulo semisimple de N, concluimos
que N n Zoc(M) S Zoc(N). Luego Zoc(N) = N n Zoc(M).

(2) Sing : R-Mod — R-Mod es un prerradical exacto izquiedo.

Prueba: Sean M, N € R-Mod tales de N < M. En vista de que Sing € R-Pr,
sabemos que Sing(N) € N nSing(M). Por otro lado, si z € N nSing(M),
entonces x € N y (0:z) S, gR, de aqui que = € Sing(N). En resumen, suce-
de que Sing(N) = N n Sing(M).

(3) Los prerradicales 1:R-Mod — R-Mod y 0:R-Mod — R-Mod son exactos
izquierdos.

De hecho también es posible caracterizar a los prerradicales exactos izquierdos a
través de su clase de pretorsiéon y comportamiento con respecto a la composicién.

Proposicion (4.2.8)
Sea r eR-Pr. Entonces, r es exacto izquierdo si y solo si r es idempotente y
la clase T, es hereditaria.

Demostracion:

=] Si M € R-Mod, ya que r(M) < M, entonces r(r(M)) =x(M)nr(M)
por ser r exacto izquierdo. Luego r(r(M)) = r(M) para cada M € R-Mod.
Por lo tanto r o r = r. Ahora veamos que 7; es hereditaria. Sea M € Ty y
sea N < M. Por la exactitud izquierda de r tenemos que r(N) = r(M)n N.
Pero r(M) = M, asi que r(N) = M n N = N. Entonces N € 7.

<] Tomamos M eR-Mod y N < M. Probemos que r(N) = r(M) n N, para
ello basta con mostrar que r(M)n N € r(N). Como r es idempotente, se
obtiene que r(r(M)) = r(M); asir(M) e T;. Yaque N nr(M) <x(M)y
Tr es hereditaria, llegamos a que N n r(M) € 7;. Entonces

Nar(M) ——— 5 N

J ]

il

Nnr(M)=r(Nnr(M)) — r(N)

conmuta. Por lo tanto r(M) n N € r(N).
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Dado R un anillo, a la clase de todos los prerradicales idempotentes de R-Mod le
llamaremos R-Prid y a la clase de los prerradicales exactos izquierdos de R-Mod
la denotaremos por R-Prei.

Corolario (4.2.9)
Las siguientes contenciones de clases son ciertas: R-Prei € R-Prid € R-Pr.

Si R es un anillo, a la clase de las clases de R-mddulos que son de pretorsion la
vamos a denotar por R-PTor. Entonces R-Wis € R-PTor y, por el Lema 4.2.5,
T eR-PTor para cada prerradical r de R-Mod.

Lema (4.2.10)
Sean ¢ € R-PTor y M € R-Mod. Entonces, tr (M) es el mayor submoédulo
de M que pertenece a <.

Demostracion:

SiUesygeHomg(U, M), entonces g(U) € ¢ por ser ¢ cerrada bajo cocien-
tes e isomorfismos. Asi {g(U)|g € Homz(U, M) y U € ¢} S . Ahora, como
¢ es cerrada bajo sumas directas, ®{g(U) | g€ Homr(U,M) y Ue€ec}ec.
Luego tr (M) =Y {g(U) | g€ Homg(U,M) y U € ¢} € ¢, nuevamente por
ser ¢ cerrada bajo cocientes e isomorfismos. Entonces tr (M) es un submo-
dulo de M que pertenece a ¢, para ver que es el mayor con la propiedad to-
memos N < M de modo que N € . Como i:N — M es un R-morfismo, se
obtiene que i(N) <Y {g(U)| g € Homp(U, M) y U € ¢} = tr (M). Por lo
tanto N < tr (M). m

Corolario (4.2.11)
Si ¢ € R-PTor, entonces tr, € R-Prid.

Demostracion:
Sean ¢ € R-PTor y M € R-Mod. Ya que tr (M) € ¢ vy, por el lema anterior,
tr (tro(M)) es el mayor submodulo de tr (M) que pertenece a <, tenemos

que tr(tr(M)) = tr (M). m

Es momento de establecer una correspondencia parcial entre R-Wis y R-Pr, tal
correspondencia involucra a subclases, de las respectivas clases, y a la restricciéon
de las relaciones de orden que en cada clase se tienen. Esta correspondencia nos
acerca a la relacién que queremos construir de R-Wis en -una subclase de- R-Pr.

Proposicion (4.2.12)
Las clases ordenadas (R-PTor, € ) y (R-Prid, <) son isomorfas.

Demostracion:
Consideremos las asignaciones

R-PTor —3 R-Prid

gn—)t]:‘§

.
R-Prid -2 R-PTor
r— 7,

Ya vimos (Corolario 4.2.11) que si ¢ € R-PTor, entonces tr, eR-Prid. Tam-



54 4. Algunas Reticulas Isomorfas

bién mostramos (Lema 4.2.5) que si r € R-Pr, entonces 7, € R-PTor. Por lo
tanto estas asignaciones tienen sentido. De hecho no es dificil ver que ambas
asignaciones estan bien definidas.

Afirmacién 1: tr( ) es biyectiva y (tr())~! = 7).

Demostracién: Mostremos primero que 7( yotr ) = Idr_pror, para ello sea
¢ € R-PTor. Veamos que T(zr ) = . Si M € Tiy; ), entonces M = tr (M) e
debido al Lema 4.2.10, por lo tanto T, ) . Ahora, M €< implica que
tr (M) = M (Lema 4.2.10), luego M € T(ery, y asi T(zr) 2 <. Probemos
ahora que tr() OT( )y = Idgr_pria. Tomamos un r € R-Prid. Debemos ver
que tr(z;) =r. Sea M € R-Mod. Como tr(7;(M) (es el mayor submédulo
de M que) pertenece a Tz, en particular r(tr(7;)(M)) = tr(7)(M); usando
la conmutatividad de

trey (M) ————— M

] ]

i

tr(Tr)(M) = r(tr(Tr)(M)) —_— I(M)

se sigue que tr(7)(M) < r(M). Por lo tanto tr(7;) < r. Por otro lado, co-
mo r(r(M)) = r(M) por ser r idempotente, se infiere que r(M) € T; y asi
(M) < trir;)(M) (pues tr(z)(M) es el mayor submoédulo de M que esté
en 7;). Entonces r < tr(r). 0

1

Afirmacién 2: Tanto tr( ) como (tr( )" son morfismos de orden.

Demostracién: Sean ¢, € R-PTor tales que ¢ € 9. Veamos que tr. < try.
Si M es un R-médulo, entonces

tro(M) = X {Im(f) | f € Homg(U, M) y U € ¢}

< X {Im(g) | g € Homp(V, M) y V € ¥}
:trﬁ(M).

Luego tr, < try, y por lo tanto tr() preserva, en efecto, el orden. Ahora,
sean r, s € R-Prid de modo que r < s. Mostraremos que 7, € 7. Si M € Ty,
entonces r(M) = M, pero como r < s, también tenemos que r(M) < s(M);
asi que M < s(M) < M, de aqui que M € 7. Obtenemos con esto que 7 )
preserva orden. 0

De la afirmacién 1y 2 concluimos que tr( ) es un isomorfismo de orden, de
aqui que (R-PTor, € ) = (R-Prid, < ). m

Es inmediato comprobar que los prerradicales 0 y 1 son exactos izquierdos. Asi
la clase ordenada (R—Prei, < ) tiene por elemento mayor y por elemento menor
a los mismos de la reticula completa (R—Pr, < ) Veamos que de hecho la clase
ordenada (R—Prei, < ) admite una estructura de reticula completa.

Lema (4.2.13)
Si X < R-Prei, entonces A 5, X € R-Prei.

Demostracion:

Sea X € R-Prei y supongamos que X es distinto del vacio. Ahora tomemos
un M € R-Mod y un N < M. Debido a que Ap,. X € R-Pry
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entonces A 5, X € R-Prei. n
Con el fin de hacer amigable la notacion, escribiremos A p, X= A pr,, X siempre
que X sea una familia en R-Prei. Aprovechemos el lema anterior introduciendo
una definicién.

Definicion
Si X < R-Prei, definimos \/p, X = Ap, {s€R-Preil¥re X(r <s)}.

Del mismo modo en como hicimos con R-Pr, se puede ver que, los prerradicales
exactos izquierodos de R-Mod, Ap, X y \/p, X son el infimo y el supremo,
respectivamente, de cualquier X SR-Prei en (R—Prei, < ) Con esto llegamos a
nuestro siguiente resultado, que, a decir verdad, falta refinar.

Corolario (4.2.14)
Si R es un anillo, entonces (R—Prei, <, /\Prei’\/Prei’Q’ l) es una “gran” re-
ticula completa.

Ahora es momento de establecer la tan deseada relaciéon entre R-Wis y R-Pr,
no obstante, en realidad sblo estamos interesados en relacionar a R-Wis con
una “parte” de R-Pr, para ser méas precisos, con R-Prei. Esto lo hacemos en el
siguiente teorema, con el cual, basicamente, cerramos también esta seccién.

Teorema (4.2.15)
Las reticulas (R—Wis, <A, \/) y (R—Prei, <, Apr..: Vpr. ) son isomorfas
para cualquier anillo R.

Demostracion:
Debido a la Proposicién 4.2.12 y al Corolario 4.2.9 sabemos que

tr( )
R-PTor ?R—Prid

] J

R-Wis R-Prei,

donde (R—PTor7 c ) = (R—Prid, < ) mediante las asignaciones arriba indica-
das; lo cual quiere decir que ambas son morfismos de orden y que de hecho
(tx ))_1 = 7()- Entonces, para segurar la afirmacion del teorema que nos
ocupa, basta ver (usando el Teorema 4.1.8, el Corolario 4.2.14 y la Proposi-
cién 1.3.3) que las asignaciones tr( ) y 7y se restringen bien.

Afirmacién 1: tr )| : R-Wis — R-Prei

Demostracién: Sea ¢ € R-Wis. Debemos ver que tr() € R-Prei, no obstante
la Proposicion 4.2.8 nos dice que es suficiente probar que tr() € R-Prid y
que 7'(tr(<)) es hereditaria. Desde luego tr(,) € R-Prid. Ademas 7'(tr(§)) =g,
obteniendo con esto, en particular, que T(tr(g)) es hereditaria. 0
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Afirmacién 2: T )| : R-Prei — R-Wis.

Demostracién: Sea r € R-Prei y veamos que 7,y € R-Wis. Como r € R-Prei,
entonces, en virtud de la Proposicién 4.2.8, 7(;) es hereditaria. Recordando
que 7z es siempre una clase de pretorsién (Lema 4.2.5), lo anterior nos lleva
a concluir que 7,y € R-Wis. ]

Las dos afirmaciones se resumen en que tr( )| es un isomorfismo de orden,
con inversa 7 )|, entre (R—Wis, < ) y (R—Prei, < ) De la Proposicién 1.3.3
se sigue que tr( | es un isomorfismo de reticulas, entonces (R-Wis, <, A, v)

|

es isomorfa a (R-Prei, <, Apr.,, Vpr., ).

Puesto que R-Wis es un conjunto (Proposicion 4.1.5), la correspondencia biyec-
tiva que establece el teorema anterior entre R-Wis y R-Prei nos asegura que
R-Prei es en realidad un conjunto. Como este hecho lo vamos a emplear en la
demostracién del Teorema 4.4.14, conviene enunciarlo como corolario.

Corolario (4.2.16)
La clase R-Prei es un conjunto para cualquier anillo R.

4.3 Filtros de Ideales Izquierdos

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades basicas de los filtros de ideales
izquierdos® que nos guiaran, entre otras cosas, a establecer una relacién con las
reticulas de las secciones anteriores. Dicha relacion la construiremos de manera
parecida a como hicimos con R-Prei y R-Wis.

Definicion

Sea R un anillo y F una familia no vacia de ideales izquierdos de R. Diremos
que F es un filtro lineal de ideales izquierdos siempre que cumpla las sigui-
entes propiedades:

1.-Si I € F y J es un ideal izquierdo de R tal que I < J, entonces J € F.
2.-SiI,Je F,entonces I nJeF.
3-SileFyacR,entonces (I:a)={reR|raecl}eF.

En adelante, si R es un anilo y F es un filtro lineal de ideales izquierdos de R,
cuando no exista riesgo de confusién simplemente diremos que F es un filtro.
Denotaremos a la familia de todos los filtros de R por R-Fil, en simbolos

R-Fil= {F e P(P(R)) | F es un filtro}

y de este modo es evidente que R-Fil es un conjunto. Asi (R—Fil, c ) resulta
ser un conjunto parcialmente ordenado.

Definicion
Si I es un ideal bilateral de R, definimos n[I] = {gJ < gR | I € J}.

De la definicién se tiene que R € n[I] para cualquier ideal I de R, entonces n[I]
es una familia no vacia de ideales izquierdos de R, pero mas que ser no vacia,
n[I] es un filtro segin el siguiente lema.

3 Para un estudio mas profundo de los filtros de ideales izquierdos se puede consultar [19].
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Lema (4.3.1)
Sea pIr < rRp. Entonces, n[I] € R-Fil.

Demostracion:

1] Tomamos J € n[I]y gK < R de modo que J € K. Luego I € J C K,
asi que I € K y por tanto K € n[I].

2| Dados J, K € n[I], se sigue J n K es un ideal izquierdo de R que contiene
a I. Entonces J n K e n[I].

3] Finalmente, sean J € n[I]y a€ R. Como I € Jy za€ I paracadax e ]
(por ser I, en particular, ideal derecho), se tiene xza € J para cada z € I; de
aqui que I € {reR | rae J} = (J:a),y asi (J:a)en[I] m

Observamos que 7[0] = {J € R|J < rR} y n[R] = {R}, ya que cualquier filtro
contiene a {R} y todo filtro es una coleccion de ideales izquierdos, tenemos en-
tonces que 7[R] es el elemento menor y 7[0] es el elemento mayor de R-Fil en
(R-Fil, € ). La ruta a seguir de aquf hasta obtener la correspondencia de R-Fil
con R-Wis, serd muy parecida a la que recorrimos con R-Prei; hecho que por
cierto se aprecia enseguida.

Definicion
Sea X < R-Fil. Entonces, A, X = {Ien[0] | VFe X(IeF)}.

Lema (4.3.2)

Si X c R-Fil, entonces A, X € R-Fil.

Demostracion:

Si X = &, setiene que Ap;, X = n[0]. Supongamos entonces que X # (.
1] Sean I € Ay, X vy rJ < rR tal que I < J. Entonces I € F y I < J para
cada F € X, asi que J € F para cada F € X; es decir, J €[ X.

2]Sil,Je /\FilX7 tenemos que I, .J € F paracada F € X;asique InJ € F
para cada F € X.

3] Sean I € Ap;; X y a €R. Como I € F para cada I € X, entonces (I:a) € F
para cada F € X. m

Definicion
Sea X cR-Fil. Al conjunto /\Fil {Q eR-Fil |VF e X(}' c Q)} le llamaremos
Ve X.

Del Lema 4.3.2 se obtiene que Ap; X y ;X pertenecen a R-Fil para
cualquier X € R-Fil, podemos observar que incluso en los casos extremos esto
ocurre: Apy R-Fil =n[R] =V py G v Apa D =nl0] =V pyR-Fil. De hecho
no es dificil probar que si X < R-Fil, entonces A, X es el infimoy \/p; X
es el supremo, respectivamente, de X en (R—Fil, c ) De estas observaciones se
desprende el siguiente teorema.

Teorema (4.3.3)
Si R es un anillo, entonces (R-Fil, S, A1, V g 1[R],1[0]) es una reticula
completa.

Ahora asociamos una clase particular de médulos a cada filtro, la Proposicion
4.3.4 asegurard que tal clase de modulos es de Wisbauer. Reciprocamente, a
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cada clase de Wisbauer le haremos corresponder una colecciéon de ideales izquier-
dos; dicha familia de ideales sera un filtro, como mostraremos en la Proposicion
4.3.5.

Definicion

Sea F € R-Fil. Si M € R-Mod, decimos que M es de F-torsion si para cada
me M se tiene que (0:m)e F. A la clase de todos lo R-modulos que son
de F-torsiéon la denotaremos por T r.

Proposicion (4.3.4)

Si F € R-Fil, entonces Tr € R-Wis.

Demostracion:

Sean F € R-Fil y M, N eR-Mod. Se ve que Tr # &, pues el R-médulo cero
es de de F-torsiéon para cualquier F € R-Fil.

f
~] Supongamos M € Try M = N. Queremos ver que N € T, por lo que
tomamos un n € N y probaremos que (0 : n) € F. Como f es un isomorfismo,
hay un (anico) m,, €M tal que f(m,)= n, pero ademas ocurre lo siguiente:

re (0:f(my)) < rf(im,) =0
< firmy,) =0
< rmy, =0
< 7re(0:my),

y ya que M es de F-torsion concluimos que (0 :f(m,)) = (0:m,) € F. Sin
embargo (0:n) = (0 :f(my)), asi que (0:n) e F.

<]SiMeTry N <M, entonces n € N implica n € M; lo cual implica a
su vez que (0:n) e F. Por lo tanto N es de F-torsion.

/] Supongamos N < My M € Tr. Seam € M/N y veamos que (0:m) € F.
Como (0:m)=(N:m + N)={r € Rlr(m+ N)=N}={r € Rlrm e N}=(N : m)
y (0:m)={reRlrm=0}C {re Rlrme N} = (N :m), entonces tenemos
que (0:m) < (0:m). Pero (0:m) € F, por ser M de F-torision, y (0:m) < gR;
asi que (0: m) € F por el inciso uno de la definicion de filtro.

@] Sean {M;}ier S Tx v (x;) € @ierM;. Supongamos que Ij es el subcon-
junto finito de I que contiene a los indices de todos los términos distintos de
cero de (z;). Debido a que (0; : z;) € F para cada i € I, el inciso dos de la
definicion de filtro arroja que (1) (0; : «;) € F. No obstante

ielp
(0) : () = {r € Rlr(z) = (0.)}
={reRVieI(rz; =0;)}
= {7" € R|VZ € Io(Tl'i = Oz)}
= {T € R|VZ € Io(’r' € (0z : .1‘1))} = ﬂ (07; : 371‘),

i€ly

asi que ((Oz) : (:cz)) € F. Por lo tanto @;e;M; € Tx.

Definicion
Si ¢ € R-Wis, entonces F¢ = {rI < rR | R/I € <}.

Proposicion (4.3.5)
Sea ¢ € R-Wis. Entonces, F. € R-Fil.
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Demostracion:

Notamos que R € F, asi F. es distinto del vacio. Sean rl,rJ < RRya€ R.
1] Supongamos que I € F; y I € J. Entonces R/I€ , luego (R/I)/(J/I) € ¢
(pues < es cerrada baja cocientes) y asi, como (R/I)/(J/I) = R/J y < es ce-
rrada bajo isomorfismos, obtenemos R/J € ¢; de aqui que J € F..

2| Sil,JeF., entonces R/Ies y R/Je¢. Usando que ¢ es cerrada bajo
sumas directas, obtenemos que R/I @ R/J € <. Fijandonos en el morfismo

R R/II®R/J
re (r+1,r+J)

vemos que podemos construir el diagrama siguiente:

R -5 R/II®R/J

R/(InJ)

El cual es tal que Ker(w) =1nJ = Ker(p), por este motivo (y gracias al
Lema 1.1.2) existe un monomorfismo 8 : R/(I nJ) — R/I ® R/J que hace
conmutar dicho diagrama. Asi que R/(I nJ) = Im(B8) < R/I® R/J, pero
R/I®R/J e y < escerrada bajo submoddulos e isomorfismos; por consi-
guiente R/(I n J) €< y por este motivo I n J € F.
3] Supongamos que I € F.. Al considerar el R-morfismo
_(a+I):R— R/I

r—r(a+1I)
conseguimos que Ker(_-(a+1)) = (0: a+1). Pero como observamos en la
demostracion de la Proposicion 4.3.4, sucede que (I : a) = (0: a+1I). Enton-
ces R/(I:a) = Im(_ - (a+ 1)) < R/I. Sin embargo R/I € < y < es una clase
cerrada bajo submoédulos y copias isomorfas, asi que (I : a) € F. m

Las proposiciones 4.3.4 y 4.3.5 nos permiten establecer una correspondencia
biyectiva entre R-Wis y R-Fil que ademas respeta su estructura como reticulas.

Teorema (4.3.6)
Sea R un anillo. Entonces, (R-Wis, &, A,V ) y (R-Fil, €, A ;s V i) son
reticulas isomorfas.

Demostracion:
Tengamos en cuenta la asignacién

R-Fil - R-Wis
F— T]:
y la asignaciéon
R-Wis —— R-Fil
¢ —> F§
Ambas asignaciones tienen sentido debido a las Proposiciones 4.3.4 y 4.3.5,

ademaés no es dificil probar que las dos son funciones. Pero més atn, notamos
que se tienen las siguientes dos afirmaciones.
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Afirmacién 1: FoT = Idr_ri.

Demostracién: Sea F € R-Fil. Queremos mostrar que Frt, = F, por lo cual
procedemos a demostrar ambas contenciones de conjuntos. Primero proba-
remos que Fr, € F, asi que tomamos un [ € Fy.. Por definicién tene-
mos que R/I € T, asi que (0: a+I) € F para cada a+ I € R/I, en particu-
lar (0:1+ ) e F. En este momento recordamos que (0: 1+ 1) = (/:1) y
notamos que (I : 1) = I, por cousiguiente I € F. Para ver la otra contencion
tomamos un J € F. De la definicion de filtro tenemos que (J :a) € F para
toda a € R; como (J : a) = (0 : a+.J), lo anterior nos dice que (0: a+J) € F
para cada a+.J € R/J, consiguiendo con esto que R/.J € Tx y por lo tanto
que J € Fr .. 0

Afirmacién 2: ToF = Idg_wis

Demostracién: Tomamos ¢ € R-Wis y lleguemos a que Tr_ =¢. Sea M € Tr_.
Luego (0:m) € F. para cadam € M, es decir, R/(0:m) € ¢ para cadam € M.
Como R/(0:m) = Rm =1Im(_-m) y < es una clase cerrada bajo isomor-
fismos, se sigue que Rm € ¢ para todo m € M. Pero ¢ es cerrada también
bajo sumas directas y cocientes, entonces M = . Rm €. Reciproca-
mente, sea N € ¢. Entonces Rn € ¢ para cada n € N (por ser ¢ cerrada bajo
submodulos), y, a causa de que R/(0: n) = Rn para toda n € N y de que ¢
es cerrada bajo isomorfismos, llegamos asi a que R/(0:n) € ¢ para cada neN;
concluyendo de esto tultimo que N € Tg_. 0

De las afirmaciones deducimos que T es biyectiva y que T~! = F. Si logra-
mos ver que T es un isomorfismo de orden, en virtud de la Proposicién 1.3.3
tendriamos que R-Wis y R-Fil son reticulas isomorfas.

Afirmacién 3: Las asignaciones T y T~! son morfismos de orden.

Demostracién: Para comenzar, tomamos JF,G € R-Fil de modo que F € G;
tenemos que demostrar que T(F) € T(G). Si M € Tx, entonces (0:m) e F
para todo m € M; asi que (0:m) € G paracadame M, es decir M e Tg.
Unicamente nos resta demostrar que F también preserva el orden. Sean pues
¢, € R-Wis tales que ¢ € ¢. Por definicién, I € F. implica R/I € ¢, de aqui
que R/T €9 y porello I €Fy; entonces F(s) € F(). 0

De la Afirmacién 3, el Teorema 4.1.8, el Teorema 4.3.3 y la Proposicién 1.3.3
se deriva que (R-Wis, C, A, v) = (R-Fil, S, Apii, v ). m

Corolario (4.3.7)
Sea R un anillo. Las siguientes reticulas son isomorfas:

L- (R-Wis, 2, A\, V).
2.- (R_Fﬂ’ s, /\Fil7 \/Fil )
3.- (R-Prei, <, Ap,. s Vi, )-

4.4 Submoédulos F.I. de un Inyectivo Principal

Esta seccion es diferente a las anteriores, ya que aqui abordaremos una nueva
familia de prerradicales pero no con el fin de estudiarla, sino con la intencién
de utilizarla para introducir una familia de moédulos particular: los moédulos
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inyectivos principales. Lo que se pretende es, sin embargo, relacionar a cierta
clase de submodulos de un inyectivo principal con las reticulas anteriores; por
lo que no exploraremos demasiado a los inyectivos principales, pero si se quiere
indagar mas al respecto se puede consultar [20].

Definicion
Sea M eR-Mod y sea N < M. Decimos que N es un submddulo fuertemente
invariante de M, si para cada f € Endr(M) se tiene que f(N) € N.

Para abreviar, el que N sea un submoddulo fuertemente invariante de M seré
denotado por N <y; M. Entonces:

N <y M si y solo si VfeEndg(M)(f|n € Endgr(N)).

El siguiente lema muestra que, si miramos con cuidado, ya hemos trabajado con
submodulos fuertemente invariantes.

Lema (4.4.1)
Sea M € R-Mod. Para cada r € R-Pr se tiene que r(M) <y; M.

Demostracion:

Sire R-Pry feEndgr(M), entonces r(M) < My f(x(M)) € M. m
A partir de los submodulos fuertemente invariantes de un modulo vamos a con-
struir una familia muy especial de prerradicales, a lo cuales llamaremos prerrad-
icales omega; estos prerradicales seran piezas fundamentales en nuestro estudio.
Comenzamos con la definiciéon.

Definicion
Sea M € R-Mod y sea N <y; M. Definimos la asignacién wi como sigue:

R—Modw—]AViR—Mod
K— N {f7'(N) | f e Homg(K, M)}

Desde luego el primer paso es notar que la asignaciéon arriba definida es efecti-
vamente un prerradical, luego analizaremos algunas de sus propiedades y com-
probaremos su cardinal importancia.

Lema (4.4.2)

Si M € R-Mod y N <y; M, entonces wh € R-Pr.

Demostracion:

Sean M, K € R-Mod, N <j; M y g € Homg(U, V). De la definicién se sigue

que w¥(K) < K. Entonces s6lo resta mostrar que g(wd (U)) € wd(V),

lo cual, por definicién de wh? (V), equivale a probar que g(w! (U)) < f~1(N)
para cualquier f € Homp(V, M); 6 bien a que f(g(wif (U))) S N para todo
f € Homp(V, M). Sean pues f € Homg(V, M)y a € f(g(wX (U))). Entonces
a = fg(b) para algin be wi (U). Como b e wi (U), se tiene que h(b) € N
para cada h € Homg (U, M); en particular esto debe ocurrir para fg, por lo
tanto a = fg(b) € N. m

Proposicion (4.4.3)
Sean M € R-Mod y N <y; M. Entonces, w/ (M) = N.
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Demostracion:

C] Si a € wd (M), entonces a € f~1(N) para toda f € Endr(M), en parti-
cular a € Idy} (N) = N.

D] Siae N, como N <f; M, para todo f € Endg(M) se tiene que f(a) € N,
o lo que es lo mismo, a € f~!(N); en resumen N € f~1(N) para cualquier
f € Endg(M), luego N € ({f~1(N)|f € Endr(M)} = wi¥ (M). m

Ahora podemos caracterizar a los submodulos fuertemente invariantes de un
modulo dado apoyandonos en los prerradicales omega.

Corolario (4.4.4)

Sean M eR-Mod y N < M. Entonces, N <y; M siy solo si r(M) = N para
algin r € R-Pr.

Demostracion:

=]Si N <j; M, del Lema 4.4.2 se obtiene que w% €R-Pr, y por la Proposi-
ci6n 4.4.3 concluimos que wh (M) = N.

<] SireR-Pryr(M) =N, entonces N <y; M por el Lema 4.4.1. m

Del corolario anterior se deriva, como presume el siguiente corolario, que los
sumboddulos fuertemente invariantes de un anillo R son exactamente sus ideales
bilaterales.

Corolario (4.4.5)
Sea rl < rR. Entonces, I <y; R siy solo si I es un ideal bilateral de R.

Demostracion:
=] Si I <y; R, para cada r € R, al considerar el endomorfismo
_r:R— R
a+— ar
se obtiene que Ir = _ -r([) € I; entonces IR =}, _pIr € I. Por lo tanto

IR =1, como IR es un ideal derecho de R concluimos de este modo que I
es un ideal bilateral.

<] Si I es bilateral, entonces IR = R. Ya que I induce el prerradical I - |
el que IR sea igual a R nos dice que I - (R) = R; asi, del Corolario 4.4.4,
se desprende que I <y; R. m

A continuaciéon demostraremos que la familia de los prerradicales omega con-
tiene prerradicales exactos izquierdos. Aunque esto lo haremos asociando a cada
R-médulo inyectivo un prerradical omega, del hecho de que la clase R-Prei es
un conjunto y la clase de todos los R-médulos inyectivos una clase propia, tal
correspondencia no serd univoca.

Proposicion (4.4.6)

Sean r € R-Pr y £ € R-Mod un inyectivo. Entonces, wf(E) € R-Prei.

Demostracion:

Dados M € R-Mody N < M, debemos de verquew (B) (N) = )(M)mN,

aunque en realidad basta con demostrar que w? (E ) 2w E( (M) NN, pues
g)(M)n

la otra contencion se tiene siempre. Sea x € w ntonces xeN
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y f(z) € r(E) para cada f € Homg(M, E). Si g € Homgr(N, E), por ser E
inyectivo se tiene que existe un f € Homg(M, E) tal que el diagrama

N ‘5 M

gl o
o f

E

conmuta. Asf que g(z)=f(x) € r(E). Por lo tanto z € g~ ' (r(E)) para cada
g € Homg(N, E), luego z € (N{g™" (x(E))|g € Homp(N, E)} = wf 5 (N). m

Corolario (4.4.7)

Sea E € R-Mod un inyectivo y sea K <y; E. Entonces, w¥ e R-Prei.
Demostracion:

Como K <y; E, del Corolario 4.4.4 deducimos la existencia de un r € R-Pr

tal que r(E) = K. Asi w = w® _ . Usando la Proposicién 4.4.6 concluimos

) x(E)’
que w¥ e R-Prei. m
Nuestro préximo resultado muestra que existe una intima relacién entre los pre-
rradicales exactos izquierdos y una cierta subfamilia de los prerradicales omega,
pero antes de establecer tal relacion necesitamos un lema; aunque el lema es més
bien para reducir la longitud de la demostracién del resultado que buscamos.

Lema (4.4.8)

Sean r € R-Pr, M € R-Mod y N < M. Si r(M) = N, entonces N <y; M y
r< w]]\\f.

Demostracion:

Supongamos r(M) = N. Por el Corolario 4.4.4 tenemos que N <y; M. Por
otro lado, sea K€R-Mod, veamos que r(K) < wl (K); para esto basta tomar
un f € Homg(K, M) y probar que r(K)<S f~!(N), 6, equivalentemente, que
f(r(K)) € N. Sin embargo, ya tenemos que f(r(K)) < r(M) por ser r un
prerradical, y, por hipotesis, también tenemos que r(M) = N. m

Corolario (4.4.9)

Sea r € R-Pr. Entonces, r € R-Prei siysolosi r= Ap, {er(E) | E e}
Demostracion:

<] Se sigue de que {wf(E) | E € £} € R-Prei por la Proposicién 4.4.6.

=] Asumamos que r € R-Prei. Si F € ¢, al tomar M = Ey N =r(E) en el
Lema 4.4.8, obtenemos que r < er(E); pero r € R-Prei y wf(E) € R-Prei
para cada E €& (Proposicion 4.4.6), entonces r < Ap, {wfip| E €&}
Ahora, sea K € R-Mod y lleguemos a que Ap,. {er(E)|E € {}(K) < r(K).
Si consideramos al morfismo inclusién i : K — E(K) y usamos que r(E(K))
es un subconjunto de E(K), obtenemos que i ' (r(E(K))) = r(E(K)) n K;
sin embargo r(K) = r(E(K)) n K debido a que r € R-Prei, por consiguiente
i (r(E(K))) = r(K) y asf

N {f—l(r(E(K))) | fe HomR(K,E(K))} < r(K),
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esE(élz(;ir wf(gz()) e
W,k (k) € {wf(E)|E € ¢}, entonces Npr,, {wf(E)|E € LK) < wr(E(K))(K)
y por lo tanto Ap, {wf(E) | E € ¢}(K) < r(K). m

Del Corolario 4.4.9 se tiene que si r € R-Prei, entonces r = A\p,  {wly)|E €&}
La siguiente proposicion nos dice que no hace falta tomar el infimo de la familia
{er(E) |E e f} para obtener a r, que existe una subclase de £ lo bastante pequena
como para ser un conjunto y adin asi poder expresar a r como infimo de una
familia de prerradicales omega indizada por dicho conjunto.

(K) < r(K). Puesto que pF(K) es inyectivo tenemos que

Proposicion (4.4.10)
Para cada r € R-Prei existe un conjunto & de R-mdédulos inyectivos tal que
r= /\Prei {wf(E) | Ee fr}-

Demostracion:

Sea r €R-Prei. Dados E, I € £ definimos: E ~ F'si y s6lo si w5 = wfp.-
Se ve que = es un relaciéon de equivalencia en . Para E € £ tenemos enton-
ces que E = [E]lo={Q€ §|w§(Q): wf(E)}, yasi £ =¢/~ = {E|Ee¢}. Al
considerar el funcional Idg se deriva del Axioma de Eleccién para Clases que
existe un funcional C': £ — ¢ tal que para cada E € €, C(E’) e EcC€ De
esta forma para cualesquiera E, F' € ¢ se tiene que

c(B) _ OF) 2 ~
Weto(B) = Yrte(ry = CB) = C(F)

SN B . C(B)_ C(F)
Por lo tanto C(E) = C(F') siy solo si Woo(By) = Ye(C(F))

R-Prei es un conjunto y {er(E) |E € 5} CR-Prei, se deduce que {wrbEE)| Ee f}

Ahora, como

es conjunto. Fijandonos en la subclase & = {C(E) | E € £} de ¢ se obtiene

que {wﬁE) | Ee¢} = {wf(E) | E€&}, por lo que {wf(E) | E€ &} esun

conjunto también; asi que existe un conjunto x y una funcién biyectiva ¢ de

{wf(E) |E € §r} en k. Usamos a ¢ para definir una nueva asignaciéon ¢ como:
P

& — K
Er— @(wf’j(E»

Observamos que si C(E) € & y CO(F) € &, entonces

oy . OB C(F) cE \_ . ( o)
C(E) = C(F) & w. gy = “row) © ‘p(“’rw(E))) = ‘p(wr<C<F>>)'

Asi v es inyectiva y por lo tanto la clase &, resulta ser conjunto. Puesto que
r=Ap,., {er(E)|E €tty {wf(E)|E €t} = {wf(E)|E € &}, deducimos que
& es un conjunto con la propiedad de que r = Ap, {wf(E)|E €&} m

Dado r € R-Prei, & denotard un conjunto fijo de R-mddulos inyectivos con la
propiedad descrita en la Proposicion 4.4.10.
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Aunque parezca dificil de creer, veremos que la proposiciéon anterior puede ser
optimizada atn més, sin embargo necesitamos un par de lemas antes.

Lema (4.4.11)
Sean M',N’, M, N € R-Mod tales que N’ <;; M’y N <y; M. Supongamos
que f1 € Homg(M, M') y fo € Homgr(N, N’) son isomorfismos tales que

M*»M’

o] ]

N#»N’

conmuta, entonces wi = wif'.
Demostracion:
Tomamos un K €R-Mod y mostraremos que wi (K) = wi (K).
c] Basta demostrar que w%(K) —L(N") para cada g € Homg (K, M").
Sea g € Hompg (K, M'). Como wi( ) N{f(N)|f € Homgr(K, M)} y
f19 € Homg(K, M), se ve que wi (K)<S (f1g)~ 1( ). Puesto que
(f19) " (N) = g7 (f1(V))
=g ' (fri1(N))
=g ! (i2f2(N))
=g '(N'),
llegamos a que wi (K) € g 1(N').
2] Analogamente, sea f € Homg (K, M). Como w¥, (K) < (f1f)~ (N')
(FLf)7HNY) = F7H(f (V)
= f71(fy M (i2f2(N)))
= [~ (i (N))
- 1),

entonces wi, (K) € f~1(N) para cada f € Homg (K, M). m

Lema (4.4.12)

Sea {M,;};e; una familia no vacia de R-modulos y sea N; un submoédulo de
M; para cada i € I.

(1)SiM=][,c; M, N=][,e;Ni y N <y M, entonces:

(1. 1) Vie I(NZ <y MZ).

(2.1) wy = Ap,., {“’N liel}.

(2)SiM=@,.; Mi;, N=@,.;Ni v N <y M, entonces:

(2.1) Vie I(Nl <fi MZ)

(2.2.) wi = Ap,., {WN lieI}.

Demostracion:

1.1] Tomamos un i € I y un f; € Endg(M;). Si z € N;, debemos probar que
fi(z) € N;. Nos fijamos en {g; € Endg(M;) | ¢; = fi y g; = 0sij+# i}jer, el
Lema 1.1.4 nos garantiza que existe un Il;crg; € Hompg (ILjer M, 1 M;)
de modo que, para cada j € I, el diagrama
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er 9i
H ]I =HjeIM

i L

9i
M;
J

conmuta; de aqui que g; om; = m; 0Iljcrg; para cada j € I. De esta manera
tenemos que g; = g;(Idar,) = g;(m;n;) = (9;m;)n; = (m;1ljerg;)m; para ca-
da jel. Como ni(z)e N y N <y M, entonces Il;erg;(n:i(x)) € N; por
tanto f;(x) = gi(x) = m (Wjerg;(ni(x))) € N;.

1.2] Sea K €R-Mod. Probaremos que wi! (K ﬂ{wN )i e I}.

[€] Dado i € I mostremos que wi! (K) < w?f (K) para hacerlo basta tomar
un f; € Homp(K, M;) y ver que wi (K) < f; '(N;). Si fi € Homg(K, M;),
como 7; fi € Homg(K, M), entonces wd! (K) € (n;f;)"*(N); luego

wi (K) & (mifi) " (N)
=i (7 (V)
- fz ( 2)'
[2] Es suficiente demostrar que ({wy'(K) | i€ I} S g~ (V) para cualquier
g € Homg(K, M). Tomamos entonces un g € Homg (K, M). En vista de que
mg € Homp(K, M,), se tiene que wN "(K) € (mg) 1 (N;) paratodo i € I; de
Ni)

aqui que ﬂ{wN (K)lie I} < N{(mg) =
Ni(mig) = (No)li € I} = g~" (m; ))IZ eI}
=g~ (N{m ' (Na)li e I})
=9 1( 7
concluyendo de esta manera que ﬂ{‘*’N,; (K)lie I} < g Y(N).

|i € I}. Sin embargo tenemos:

2.1]Seani € Iy f; € Endr(M;). Tomemos x € N;, lleguemos a que f(z) € N;.
De la familia {g; € Endr(M;) | g: = fiy 9; = 0sij# i}jer se desprende la
existencia, por el Lema 1.1.3, de un tnico morfismo @;c1g;:@®ic1 M; — Bicr M;
tal que, para cada j € I, el diagrama

M, — 5 M,
[ T
®ie gi
@26] M'L 777777 17777} @’LEI Mi

es conmutativo; asi g; = (m;n;)9; = 7;(njg;) = 7 (Picrgi)n;) para cada
jel. Yaquen;(z)e Ny N <y M, ocurre que @;erg;(n:;(x)) € N; entonces
fi(z) = gi(z) = m;( @ier gi(ni(x))) € Ni.

2.2] La misma prueba del inciso (1.2) funciona aqui. m
Proposicion (4.4.13)

Si r € R-Prei, existe un R-moédulo inyectivo E, tal que r = wf(‘E )
Demostracion:

Consideremos r eR-Prei y E, = HEeg, E. Yaquer = /\Pm {wf(E)|E € f}
(por el Corolario 4.4.9) y E; € &, se tiene que r < er(‘E ) Por otro lado no-
tamos que E, contiene una copia de cada inyectivo en &;; asi que si E € &,
entonces A = E para algin A < E., obteniendo con esto el diagrama
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ACL‘>Er

|

E

Como « es un epimorfismo y Ker(a) = Ker(i), se deduce (del Lema 1.1.2)
que existe un monomorfismo S8 : E — E, de modo que hace conmutar al dia-
grama anterior. Puesto que E es inyectivo y S un monomorfismo, obtenemos

que Im(B) © Er ; como Im(B) =~ E, llegamos a que F, £ E @ Q para algtn

Q € &, luego r(FEy) g r(E®Q) por el Lema 4.2.6. Con ayuda del dltimo par
de lemas se deduce que

E. _  E®Q wE Q
Yr(E) T Yr(EeQ) T Wr(B) NPrei Yr(Q)
consiguiendo con esto, en particular, que wE( By =< ( ) Luego para cada

FE € & ocurre que wf(E) <wE (E)’ entonces wE( ) <A Prm {w E)|E € §r}
no obstante, la Proposicion 4.4.10 nos dice que Ap, {wr mlE€E &) =r,

E.
por lo tanto Weip,) ST m
Si prestamos atencion a la prueba anterior, notaremos que cualquier modulo
inyectivo E' que contenga una copia de cada elemento de &, va a satisfacer que
= wf(E). Sin embargo, de ahora en adelante, si r eR-Prid, denotaremos por
E, al R-modulo ] pee, L que, como vimos, cumple lo citado en la Proposicion
4.4.13. Es momento de introducir la definiciéon principal de esta seccion.

Definicion
Sea I € R-Mod un inyectivo. Decimos que E es inyectivo principal si ocurre
que r = wf(E) para cada r € R-Prei.

Naturalmente lo que procede es demostrar que los inyectivos principales existen.
De hecho probaremos que cualquier moédulo inyectivo que contenga una copia
de E,, para cada r eR-Prei, es un inyectivo principal.

Teorema (4.4.14)
Sea R un anillo. Existen R-mddulos que son inyectivos principales.

Demostracion:
Sea E € R-Mod un inyectivo que contiene una copia de F, para cada prerra-
dical exacto izquierdo r de R-Mod, digamos FE = HreR—Prei E{. Ahora to-
mamos un r € R-Prei, y nos proponemos demostrar que r = wﬂ By

<] Como r €R-Prei, del Corolario 4.4.9 se tiene que r=Ap, {wlip|E € &}
de aqui que r < wr(E)

>] Ya que E contiene una copia de E,, procediendo como en la prueba ante-
rior, llegamos a que E~E, @Q para algin Q € &. De los dos lemas pasados
se s1gue que w¥ (B (?%Q ) /\Pr.. Weoy- Porlotanto Wr(E) <w r(Er).

r

Pero w” () =T segin la Proposmlon 4.4.13. Entonces wE (B) = m
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Si bien ahora sabemos que para cualquier anillo R siempre podemos encontrar
en R-Mod un inyectivo principal, la siguiente proposiciéon muestra que la clase
de los inyectivos principales es, por cierto, propia.

Proposicion (4.4.15) -

Sea E € R-Mod un inyectivo principal. Si E es un R-médulo inyectivo que
contiene una copia de E, entonces F es principal.

Demostracion: B

La demostracién es anéloga a la anterior. Sea r € R-Prei. Puesto que Ee¢

v =Ap,., {wlp)|E €&}, entonces r <w E@). Por otro lado, debido a que

F contiene una copia de E, tenemos qu e E~ E®Q para algun Q €. Del

. . E
par de lemas anterior se deriva que w® W(B) N Pr.; wr Q) Por ser E un

r(E)

inyectivo principal se tiene que E(E): r. Luego wP-o <r.

r(E) L
Dado M € R-Mod, denotaremos al conjunto de todos los submddulos fuerte-
mente invariantes de M por Sg;(M). Veremos que dicha familia se comporta
bien con respecto a las operaciones de médulos, lo cual nos permitira establecer

una cierta estructura en tal conjunto.

Lema (4.4.16)
Sea M € R-Mod y sea {N;};e; una familia de moédulos en Sy;(M). Entonces
MNics Ni v 2;e; Ni pertenecen a Sg;(M).

Demostracion:

Sea f € Endr(M). Como{ N }ier

eIl €5
i€ I; porlo que (o, f(Ni) S (Nier
i)y

ri(M), entonces f(N;) € N; para cada

N Y Dier J(Ni) € Xic; Ni. En vista de
que f(ﬂleIN) ﬂlelf (Z o1 Ni)=Yic; F(NV;), llegamos a la con-
clusion de que f((Nie; Ni) S Micr Ni v f(Zicr Ni) € Xic; Ni. Por lo tanto

mze[ N’“Zze[ N € Sfl( ) .J

Corolario (4.4.17)
Para cualquier M € R-Mod se tiene que (Sz;(M), <, (), X, 0, M) es una
reticula completa.

Si bien para cada M € R-Mod ocurre que (Sy;(M), <) es una reticula completa,
cuando tomamos un £ € R-Mod inyectivo principal, la reticula (S (E), <, n Z)
adquiere un valor mucho mas tangible.

Teorema (4.4.18)

Si E € R-Mod es un inyectivo principal, entonces (R—Prei, <, /\Pm’ \/Prei )
y (S7i(E),<,M),Y) son reticulas isomorfas.

Demostracion:

Sea E un R-modulo inyectivo principal. Para empezar, fijemos nuestra aten-
ciéon en la funcién

R-Prei 2> Sy;(E)
r— r(F)

y en la funcion
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Ssi(E) —%> R-Prei

E
N — wy

La primera funcion tiene sentido por el Lema 4.4.1, mientras que la segunda
se tiene por el Corolario 4.4.7. Notamos ahora que si IV € Ssi(E), entonces
(©0®)(N) = O(wk) = wk(E), pero wk(E)=N por la Proposicién 4.4.3; asi

que (O 0 ®)(N) = N. Ademés si r € R-Prei, (P 0)(r) = ®(r(E)) = wf(E);

pero F es inyectivo principal, asi que er(E) = r y por lo tanto ($00)(r) = r.
Luego O es biyectiva y © = ®. Ahora hacemos la siguiente observacién.

Afirmacién: Tanto © como ® son morfismos de orden.

Demostracién: Sean r,s € R-Prei de modo que r < s. Como r(E) < s(E),
entonces O preserva el orden. Ahora, sean N, K € Sy;(E) tales que N < K.
Debemos demostrar que wjl(j, < wIE;, para ello sea L € R-Mod y probemos que
wE (L) < WwE(L). Sea g € Homgz(L, E) y lleguemos a que wk (L) € g~ *(K);
lo cual no es dificil de hacer puesto que N € K implica g~}(N) € g7 (K),

y como w¥ (L) € g71(N), se ve que efectivamente w; (L) € g~ 1(K). Por lo
tanto ® es un morfismo de orden también. 0

De la afirmacion se obtiene que © y ©7! son morfismos de orden, de aqui
que © es un isomorfismo de orden entre dos reticulas (Corolario 4.2.14
y Corolario 4.4.17), lo cual, segin la Proposicion 1.3.3, asegura que © es un
isomorfismo de reticulas. m

Cerramos esta seccion, y con ella el capitulo entero, con un resumen de los resul-
tados mas importantes que obtuvimos a lo largo del capitulo: este lo plasmamos
a continuaciéon en forma de corolario.

Corolario (4.4.19)
Sea R un anillo. Si F € R-Mod es inyectivo principal, entonces las siguientes
reticulas son isomorfas:

1.- (sz(E)7 <7 ﬂa Z)

2- (R-Wis, <, A, V).

3- (R-Fil, € Apys Vi)
4.- (R-Prei, <, Ap,... Vpr,)-
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5. SOBRE EL PERFIL DE INYECTIVIDAD DE UN ANILLO

El perfil de inyectividad de un anillo es un concepto que surgié a través de los
trabajos de Sergio R. Lopez-Permouth, en colaboracién con diversos mateméti-
cos, entre los afios 2010 y 2012, tal concepto naci6 en [16] y basicamente lo que
se pretende hacer en este capitulo es estudiar la primera mitad de [21]. Es aqui
en donde nos valdremos de los isomorfismos de reticulas conseguidos en el capi-
tulo anterior para obtener distintas interpretaciones del perfil de inyectividad
de un anillo R en funcién de las interpretaciones que obtuvimos de R-Wis en el
Corolario 4.4.19, comprobaremos que cada una de las reticulas que aparece en
dicho corolario nos va a brindar cierta capacidad de inferir algunos aspectos, no
poco interesantes, de la estructura reticular del perfil de inyectividad de R.

5.1 El Perfil de Inyectividad de un Anillo

Iniciamos el capitulo final con la definicién del concepto principal de la tesis: El
perfil de inyectividad de un anillo. En esta seccion descubriremos que el perfil
de inyectividad de un anillo R es una subreticula de R-Wis. Puesto que en par-
ticular el perfil de inyectividad de R serd un subconjunto de R-Wis, es natural
preguntarse cudl es la imagen de dicho subconjunto bajo los isomorfismos de
reticulas que dimos en el Capitulo 4; tal cuestionamiento también lo abordare-
mos en esta seccion.

Definicion

Sea R un anillo. Si A una clase de R-moédulos izquierdos, diremos que A es
una i-carpeta si existe un M € R-Mod de modo que A = Zn~!(M). Mientras
que ala clase {4 € R-Mod | A es una i-carpeta} le llamaremos perfil izquierdo
de inyectividad de R y la denotaremos por ¢P;(R). Anélogamente se define
el perfil derecho de inyectividad de R, a éste lo denotamos por iPy(R).

Cuando no haya riesgo de confusién, en vez de decir “perfil izquierdo de inyec-
tividad de R” s6lo diremos “perfil de inyectividad de R” y escribiremos “iP(R)”.
Por otra parte notamos que iP(R) = {Zn='(M) € R-Mod | M € R-Mod}, en-
tonces del Teorema 3.1.6 se obtiene que iP(R) € R-Wis, y como R-Wis es un
conjunto (Proposicion 4.1.5) concluimos que ¢P(R) es un conjunto también; el
cual nunca serd vacio debido a que R-Mod es una i-carpeta.

Lema (5.1.1)
Sea R un anillo. Si X € iP(R), entonces A\ X € iP(R).

Demostracion:
Sea X € iP(R). Recordemos que A X = {M € R-Mod | VA e X(M € A)}.
Si X = &, entonces A\ X = R-Mod, y como R-Mod es el dominio de inyec-
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tividad de cualquier médulo inyectivo, se cumple que A X € iP(R). Supon-
gamos que X # . Para cada A € X tomemos un moédulo M 4 con la pro-
piedad de que A =Zn~'(M4). Entonces A\ X = () 4cx Zn"'(M.4), sin em-
bargo (4ex Zn " (M4) = In~' (] 4cx Ma) debido al Corolario 3.1.8, por
lo tanto /\ X es en efecto una i-carpeta. m

En vista del lema anterior, si X es cualquier subconjunto de iP(R), uno podria
definir \/X = A{C € iP(R) | VA€ X (A< C)} y probar, de manera analoga
a c6mo hicimos en el Lema 4.1.7, que a través de A y \/ el conjunto iP(R)
admite una estructura de reticula completa. De hecho, como el Lema 3.2.1
asegura que cualquier i-carpeta contiene a R-SSMod y R-SSMod es el dominio
de inyectividad de cualquier médulo pobre (los cuales, como vimos en el Teo-
rema 3.2.10, siempre existen), el elemento menor de iP(R) seria R-SSMod y el
elemento mayor serfa R-Mod. Resumimos estas observaciones en el siguiente
corolario.

Corolario (5.1.2) -
Si R es un anillo, entonces (iP(R), <, A, V, R-SSMod, R-Mod) es una re-
ticula completa.

Con todo, debido a que iP(R) € R-Wis y R-Wis es una reticula completa (Teo-
rema 4.1.8), podriamos preguntarnos si ¢P(R) es una subreticula de R-Wis 6
podriamos pensar incluso en la posibilidad de que iP(R) sea una subreticula
completa de R-Wis. Notamos, sin embargo, que iP(R) no puede ser una sub-
reticula completa de R-Wis, pues si lo fuera deberia de ser cierto que la clase
V & = {rO} es una i-carpeta, lo cual es imposible debido a que toda i-carpeta
contiene a R-SSMod (Lema 3.2.1). Entonces ahora sélo podemos aspirar a que
iP(R) sea una subreticula de R-Wis, hecho que va a ser verdad y el cual nos
ocupard en seguida, no obstante, necesitamos algunos resultados preliminares.

Definicion
Sean M, N € R-Mod. Diremos que M asciende a N, lo cual serd denotado
por M 1 N, si todo R-mé6dulo M-inyectivo es N-inyectivo.

Notamos que, en simbolos, la definiciéon anterior se puede parafrasear como
sigue: M T N < VX € R-Mod(M € In ' (X) = N € In }(X)).

Lema (5.1.3)
Sean M, N € R-Mod. Si N € o[M], entonces M 1 N.

Demostracion:

Supongamos que N € o[M] y que X € R-Mod es tal que M € Zn~!(X). Del
hecho de que N € o[M], usando el Lema 4.1.1, se sigue que existe un mono-
morfismo h : N — M(A)/L para algin conjunto A y para algin L < M4,
entonces N = h(N) < M4 /L; como M € In ' (X) y In *(X) es cerrada
bajo sumas directas, cocientes, submodulos e isomorfismos (Teorema 3.1.6),
concluimos de aqui que N € Zn~!(X). n

Como acabamos de ver, una condicién suficiente para que M 1 N es que N
sea M-subgenerado. Ahora estamos interesados en encontrar una condicién
necesaria para que M T N.
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Lema (5.1.4)
Sean N, K € R-Mod tales que K < N. Entonces, N 1 K.

Demostracion:
Como N € o[N] y o[N] es cerrada bajo submodulos (Proposicion 4.1.2) se
tiene que K € o[N]. Del Lema 5.1.3 es inmediato que N 1 K. m

Lema (5.1.5)
Sean M, N, K € R-Mod. Si M 1 Ny N 1 K, entonces M 1 K.

Demostracion:

Supongamos que M 1 N y N 1 K. Tomemos un X € R-Mod de modo que
M € In"1(X). Como M 1 N, entonces N € Zn (X), sin embargo N 1 K,
asf que K € In~1(X). m

Corolario (5.1.6)
Sean M, N, K € R-Mod donde K < N. Si M 1 N, entonces M 1 K.

Demostracion:
Usando que K < N, del Lema 5.1.4 se sigue que N 1 K. Entoncessi M 1 N,
el Lema 5.1.5 implica que M 1 K. m

Lema (5.1.7)
Sean M, S € R-Mod. Si S es semisimple, entonces M 1 S.

Demostracion:

Supongamos que S € R-SSMod. Si X es un R-médulo tal que M € In~!(X),
de tan sélo recordar que R-SSMod € Zn~!(X) por el Lema 3.2.1, obtenemos
que S € In~}(X). m

En vista del lema anterior, conjeturamos que: (M T N = N € o[M]) solo si
M subgenera a cada semisimple. Tal conjetura sera cierta, pero para probarla
necesitamos un lema més.

Lema (5.1.8)

Sean M, N € R-Mod tales que M 1 N. Entonces, o bien N es semisimple 6
L2 5] (N) #0.

Demostracion:

Supongamos que N no es semisimple y que tr,31(NV) = 0. Como N no es
semisimple, existe un K < N de modo que K no es un sumando directo de
N. Ahora, si nos fijamos en el morfismo inclusién i: K < N y consideramos
que tr,pp) es un prerradical, llegamos a que i(trU[M] (K)) C tropm(NV); de
donde, usando que try[p(N) = 0, podemos concluir que trya(K) = 0.
Afirmacién: K es M-inyectivo.

Demostracién: Sea L < M y sea f € Homg(L, K). Puesto que M € o[M] y
o[ M] es cerrada bajo submodulos (Proposicion 4.1.2), ocurre que L € o[M],
entonces f(L) < SAf(U) | f € Homp(U, K) y U € o[M]} = tr,an (K) = 0,
de aqui que f(L) = 0. Asi, definiendo f : M — K como f(m) = 0 para todo
m € M, obtenemos que f = f|. Luego M € In~'(K). 0

Como In *(K) es cerrado bajo submoédulos (Lema 3.1.3), de la afirmacion
se sigue que N € Zn~(K); luego KON (Lema 3.1.10), lo cual es absurdo. m
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Teorema (5.1.9)
Sean M, N € R-Mod. Si cada R-mo6dulo semisimple es subgenerado por M,
entonces M 1 N siy solo si N € o[M].

Demostracion:
Supongamos que R-SSMod < o[M].
<] Esta implicacion es el Lema 5.1.3.

=] Asumamos que M T N. Si N es semisimple, por hipotesis es cierto que
N € o[M]. Supongamos entonces que N no es semisimple.

Afirmacion 1: tr,pp(N) Se N.

Demostracién: Tomamos un 0 # 7' < N. Puesto que tr,[y € R-Pr, ocurre
que tr,a(T) € T N tryn(N). Asi, para probar que T' n tropa (V) # 0,
es suficiente mostrar que tr,p;(7) # 0. Si TeR-SSMod, entonces T € o[ M ]
por hipétesis, pero try[a(T) es el mayor submédulo de T' que pertenece a
o[M] (Lema 4.2.10), asi que T’ < tr,a)(7T); luego trgaq(T) =T # 0. Por
otro lado, en vista de que M 1 T por el Corolario 5.1.6, si T' ¢ R-SSMod, del
Lema, 5.1.8 es inmediato que tr,5)(T) # 0. 0

De la afirmacion anterior deducimos que E(trg[M] (N)) = E(N), por consi-
guiente tr,pq(N) S. E(N), sin embargo, del hecho de que tr,[a;) es un
prerradical, se tiene que tr,[ar(N) < tr,par (E(N)) < E(N); por lo tanto
tTo()(E(N))SeE(N) (Lema 1.1.12), entonces E (tr,(a (E(N)))=E(N).
Afirmacién 2: tr [ (E(N)) es M-inyectivo.

Demostracion: Para mostrar que M € In~' (tr,p(E(N))) usaremos el
inciso (2) de la Proposicion 3.1.1. Sea f € HomR(M,E(trU[M] (E(N)))) y
probemos que f(M) < tr,p)(E(N)). Como E (tryp(E(N))) = E(N),
sucede que f € Homg(M, E(N)), entonces, debido a que M € o[M], llegamos
aque f(M) < X{f(U) | f € Homp(U,E(N)) y U € o[M]} = tr,a (E(N)).
Por lo tanto M € Zn~" (tr, ) (E(N))). 0

Como M 1 N, la Afirmacién 2 implica que N € In~! (tr,ar (E(N))), ast
el inciso (2) de la Porposicion 3.1.1 nos garantiza que:

vf € Homp (N, E(tropar (E(N)))) ( FIN) < tropr (B(N)) )

Debido a que E (tr,(a(E(N))) = E(N), sii: N < E(N) es el morfismo
inclusion, ocurre que i € Homp (N, E (tr,a (E(N)))), entonces debe ser
cierto que N = i(N) < try[pq (E(N)); no obstante try[ag (E(N)) € a[M]
(Proposicion 4.2.10) y o[M] es cerrada bajo submoédulos (Proposicion 4.1.2),
por lo tanto N € o[ M]. m

Hallegado el momento de empezar a utilizar los resultados hasta ahora obtenidos
para construir un argumento solido del por qué iP(R) es una subreticula de
R-Wis. Comenzamos con la siguiente proposicion, la cual es por cierto la base
del resultado que buscamos.

Proposicion (5.1.10)
Sea R un anillo y sea W € R-Wis de modo que R-SSMod < V. Entonces,
W e iP(R).
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Demostracion:

Como W € R-Wis, entonces W = o[ M] para algun M € R-Mod. Considere-
mos al conjunto X = {4 € iP(R) | M € A}.

Afirmacién: o[M] = A X.

Demostracién: [S] Sea N € o[M]. Por el Lema 5.1.3 ocurre que M 1 N, en-
tonces si A€ X, como M e Ay A=1In '(My) para algin M4 € R-Mod,
se tiene que N € In~ (M 4) = A. Por consiguiente N € A para cada A € X.
[2] Sea N € R-Mod\¢[M]. Por hipétesis R-SSMod € W = ¢[M], usando el
Teorema 5.1.9 y el hecho de queN ¢ o[M], se sigue que M no asciende a N
entonces debe de existir un L € R-Mod tal que M € Zn='(L) y N ¢ In—Y(L),
por lo tanto Zn 1 (L) € X y N ¢ In (L), luego N € R-Mod\ A X. o
Puesto que A X € iP(R) por el Lema 5.1.1, de la afirmacién obtenemos que
W es una i-carpeta. m

Corolario (5.1.11)

Para cualquier anillo R se tiene que (iP(R), <, A, V) es una subreticula
de (R-Wis, <, A, V).

Demostracion:

Ya vimos que iP(R) € R-Wis y que A X € iP(R) para cualquier X < iP(R)
(Lema 5.1.1), entonces solo necesitamos probar que A v B es una i-carpeta
para cualesquiera A, B € iP(R). Tomemos entonces A, B € iP(R). Recoda-
mos que habiamos definido A v B = A{J e R-Wis | A€y B<d}y pro-
bado que tal familia es el supremo de {A, B} en R-Wis (Lema 4.1.7), por lo
tanto A v B € R-Wis y, si M4 € R-mod es tal que A = Zn~!(My), en parti-
cular Zn='(M4) € A v B; sin embargo R-SSMod € Zn~1(M4) debido al
Lema 3.2.1, asi que A v B € R-Wis y R-SSMod € A v B, de donde, gracias
a la Proposicion 5.1.10, se concluye que A v B € iP(R). m

Ahora ya sabemos que iP(R) es una subreticula de R-Wis, pero de hecho sabe-
mos algo mas, pues, al contener todo elemento de ¢P(R) a la i-carpeta R-SSMod
y al ser cada i-carpeta una coleccion de R-modulos, en realidad iP(R) es una
subreticula de la subreticula [R-SSMod, R-Mod| de R-Wis; ademés en virtud
de la Proposicion 5.1.10 se tiene que [R-SSMod, R-Mod] € ¢P(R), por lo tanto
tP(R) es la subreticula [R-SSMod, R-Mod] de R-Wis.

Corolario (5.1.12)
Sea R un anillo. Si [R-SSMod, R-Mod] es el intervalo de R-SSMod a R-Mod
en R-Wis, entonces iP(R) = [R-SSMod, R-Mod].

Una vez que hemos conseguido ubicar perfectamente a iP(R) dentro de R-Wis,
nos vamos a valer de las distintas “interpretaciones” que obtuvimos de R-Wis
en el Corolario 4.4.19 para determinar algunas propiedades reticulares de iP(R).

Definicion B

Sea R un anillo y E' € R-Mod un inyectivo principal. Definimos:

(1) R-Prei* = {r € R-Prei | Zoc < r}.

(2) Sfi(E)* = {N € Sy;(E) | Zoc(E) < N}

(3) R-Fil* = {F € R-Fil | I € F para cada [ ideal izquierdo méximo de R}.



76 5. Sobre el Perfil de Inyectividad de un Anillo

Sin mayor problema se puede probar que los conjuntos definidos en los incisos
(1), (2) y (3) son subreticulas de R-Prei, S¢;(E) y R-Fil, respectivamente, por lo
tanto cada uno de ellos tiene por si mismo estructura de reticula. Resumamos
estas observaciones en el siguiente lema.

Lema (5.1.13)
Si R es un anillo y F € R-Mod un inyectivo principal, entonces:

(1) R-Prei* es una subreticula de (R-Prei, <, Ap, ,Vp, ).
(2) R-Fil* es una subreticula de (R-Fil, < == /\lev Vea)
(3) Syi(E)* es una subreticula de (Szi(E),<,(), ).

Por supuesto el que hayamos detenido nuestra atencién en las reticulas del lema
anterior no es ninguna casualidad, pues las reticulas arriba definidas son en
realidad las distintas maneras en las que se puede entender el perfil de inyec-
tividad de un anillo (limitando nuestra comprension, desde luego, al uso de las
herramientas que hasta aqui hemos construido); de forma maés concisa, tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion (5.1.14)
Sea R un anillo y sea E' € R-Mod un inyectivo principal. Las siguientes reti-
culas son isomorfas:

(1) (iP(R), =, A\, V)

(2) (R-Prei®, <, AV \/Pru)-

(3) (R- Fﬂ*7 <, Ariav Vra)

( ) (Sfl *a = ﬂ 2)

Demostracion:

(1) = (2)] En la prueba del Teorema 4.2.15 vimos que las siguientes asigna-

ciones son morfismos de orden:
—1

R-Wis =3 R-Prei R- Prel -Wis
W — tryy r— 7,
Si restringimos ambos asignaciones a subconjuntos particulares de sus domi-
nios, entonces tales restricciones van a seguir preservando el orden, de aqui
que tro)lipr) ¥V tre |R Prei*  Serdn morfimos de orden.

Afirmacion 1: YA€ ZP( )(tr.a € R-Prei®).
Demostracién: Sea A € iP(R). Queremos mostrar que Zoc < tr 4, entonces
tomemos un M € R-Mod y lleguemos a que Zoc(M) < tr4(M). Como tr
es un morfismo de orden y R-SSMod < A, entonces trr_gssiod < tra, en
particular se obtiene que trg_gssamod(M) < tra(M).
Afirmacién 1.1: Zoc(M) < trr_ssyoa(M). *
Demostracion: Recordemos que Zoc(M) = > {N < M|N es simple} y que
trp_ssaroa(M) = S{F(U)|f € Homp(U, M) y UeR-SSMod}. De la defini-
cion se sigue que Zoc(M) € R-SSMod. Entonces al considerar el morfismo

! De hecho se puede probar que Zoc(M) = trr_ ssn0a(M), pues, del hecho de que imagenes
de moédulos semisimples bajo morfismos son nuevamente semisimples y que por consiguiente
sumas arbitrarias de modulos semisimples son semisimples, sucede que trg_gssaroa(M)
es un submoédulo semisimple de M, por lo tanto es una suma de submodulos simples de
M; de donde se concluye que trr_ssarod(M) < Zoc(M).
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inclusion i : Zoc(M) — M se obtiene que el modulo i(Zoc(M)) pertenece
a Homp(U, M)y U e R-SSMod}, pero i(Zoc(M)) = Zoc(M); por lo tanto
ZOC(M) < terSSMod(M)- |:|J

Usando que trg_ssamod(M) < tra(M), dela Afirmacion 1.1 es inmediato
que Zoc(M) < tr4(M). 0

Afirmacién 2: Vr € R-Prei* (7; € iP(R)).

Demostracién: Sea r € R-Prei*. Debido a que iP(R) = [R-SSMod, R-Mod]
(Corolario 5.1.12), solo tenemos que demostrar que R-SSMod< 7, €R-Mod,
no obstante, recordemos que 7y = {M € R-Mod | (M) = M}, por lo tanto
todo se reduce a ver que R-SSMod € 7;. Sea pues S € R-SSMod. De la elec-
cion de r se sigue que Zoc(M) < r(M) para todo M € R-Mod, en particular
Zoc(S) < r(S), pero S = Zoc(S) y r(S) < 5, entonces r(S) = 5. Por consi-
guiente S € T. 0

De las afirmaciones 1y 2 se desprende que tr(|;p(g) : iP(R) — R-Prei*
es un isomorfismo de orden, y ya que tanto (R-Prei*, <, Ap,.,, Vpr,,) como
(iP(R), S, A, v) son reticulas (Lema 5.1.13 y Corolario 5.1.11), la Proposi-
cion 1.3.3 nos garantiza que tr( )|i7;(R) es un isomorfismo de reticulas.

(1) = (3)] En vista de que la funcion

R-Wis — R-Fil
Wi— Fw = {gI < gR| R/I e W}

y su inversa

R—FiliR—Wis
Fr—Tr={MeR-Mod|VmeM((0:m)eF)}

son morfismos de orden (Teorema 4.3.6), del hecho de que iP(R) y R-Fil*
son subreticulas de R-Wis y R-Fil (Lema 5.1.13 y Corolario 5.1.11), respecti-
vamente, se sigue de la Proposiciéon 1.3.3 que i/P(R) y R-Fil* van a ser reti-
culas isomorfas si tales morfismos se restringen bien.

Afirmacién 1: VA € iP(R)(F 4 € R-Fil*).

Demostracién: Sea A € iP(R). Para ver que F 4 € R-Fil* s6lo debemos tomar
un ideal izquierdo maximo de R, digamos I, y ver que I € F4; por lo tanto
buscamos poder concluir que R/I € A. Por fortuna, al ser I un ideal izquier-
do maximo de R, se tiene que R/I es un R-modulo simple; de aqui que R/I
es semisimple, y como R-SSMod < A, entonces R/I € A. 0

Afirmacién 2: VF € R-Fil* (T z € iP(R)).

Demostracién: Sea F € R-Fil*. Por el Corolario 5.1.12 y la definicién de T,
solo tendiamos que demostrar que R-SSMod € T, sin embargo Tz es una
clase de Wisbauer, asi que en particular es cerrada bajo sumas directas ar-
bitrarias; de aqui que s6lo necesitamos mostrar que Tz contiene a cualquier
R-moédulo simple. Entonces sea S € R-Mod un simple y sea 0 # m € S. De-
mostraremos que R/(0 : m) es un R-moédulo simple, pues si asi fuera ocurriria
que (0 : m) es un ideal izquierdo méaximo de R y por la eleccion de F tendria-
mos que (0:m) € F. Tomemos pues un 0 # [+ (0:m) € R/(0:m). Con la fina-
lidad de llegar a que R/(0:m) € R(l 4 (0:m)), sea 0 # t + (0:m) € R/(0:m).
Como Im # 0 # tm, entonces R(Im) = S = R(tm), asi que tm = r(Im) para
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algtn r € R; de aqui que (t —rl)m =0 y por consiguiente ¢t —rl € (0 : m),
luego t + (0:m) = rl + (0:m) € R(I + (0:m)). ]

Las afirmaciones anteriores implican que F( |;p(g) : iP(R) — R-Fil* es un
isomorfismo de reticulas.

(2) = (4)] En la prueba del Teorema 4.4.18 observamos que las funciones

R-Prei -2 Si(E) Si(E) e R-Prei
r— r(E) N — wf

son morfismos de orden. Siguiendo la linea de razonamiento que hemos man-
tenido a lo largo de toda la demostracion, para asegurar que (R-Prei*, <) y

(Sti(E)*, <) son reticulas isomorfas basta ver que I'm (@|R_Prei*) =Sp(E)*
Afirmacién 1: Vr € R-Prei* (r(E) € Sfi(E)*>.

Demostracion: Si r € R-Prei®, entonces Zoc <r y asi Zoc(E) < r(E); de
aqui que r(FE) e Sy (E)*. O
Afirmacién 2: YN € Sy;(E)* (wk € r € R-Prei*).

Demostracién: Sea N € Sy¢;(E)*. Por un lado, de la definicion de S¢;(E)* se

tiene que Zoc(E) < N. Ahora, como ©~! preserva el orden y Zoc(E) < N,
sucede que wl - < wy; pero Zoc € R-Prei y E es un inyectivo principal,

(E) _ -
entonces w,’ o = Zoc. Luego w( € R-Prei y Zoc< wk. ]
Por lo tanto (R-Prei*, <, Apr.,, Vpr.,) = (Spi(E)*, <, n, %), m

5.2 Algunos Aspectos la Reticula iP(R)

Si M € R-Mod y L(M) es el conjunto de todos los submédulos de M, sabemos
que (L(M), S, n, X) es siempre una reticula modular, entonces cualquiera de sus
subreticulas también debe serlo, en particular se tiene que (S¢;(M)*, S, N, %) es
modular; por lo tanto toda reticula isomorfa a (Sy;(M)*, S, N, £) serd modular.
Como consecuencia de estas observaciones y del isomorfismo reticular entre los
incisos (1) y (4) de la Proposicion 5.1.14, conseguimos el siguiente corolario.

Corolario (5.2.1)
Si R es un anillo, entonces (iP(R), <, A, V) es una reticula modular.

De la misma manera en que deducimos el corolario anterior, en adelante nos apo-
yaremos en las reticulas involucradas en la Proposicién 5.1.14 para inferir ciertas
propiedades reticulares del perfil de inyectividad de un anillo; propiedades que
en primera instancia no son faciles de apreciar, pero que al enfocar a iP(R)
con los distintos lentes que ofrece la Proposicion 5.1.14, estas relucen de forma
espectacular.

Proposicion (5.2.2)

Sea R un anillo. La reticula (iP(R), <, A, V) es coatomica.
Demostracion:

Para establecer que iP(R) es coatémica, es suficiente mostrar que una de las
reticulas de la Proposicién 5.1.14 lo es; pues dicha propiedad se hereda bajo
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isomorfismos de reticulas. Mostraremos que R-Fil* tiene la propiedad.

Afirmacion: Si F € R-Fil*\{n[0]} y [F,n[0]) = {G € R-Fil*| F € G < n[0]},
entonces [F,n[0]) tiene un elemento S-méximo.

Demostracién: Sean F y [F,n[0]) como en el enunciado. Tomemos una
cadena en ([F,n[0]), < ), digamos {C;}ier. Hagamos G = | J,.r C; y veamos
que G € R-Fil*.

1] Sea I € G y sea J un ideal izquierdo de R tal que I < J. Como I € C; pa-
ra algin ¢ € I' y C; es un filtro, sucede que J € C;; luego J € G.

2] Sean I, J € G. Entonces I € C; y J € C; para algunos 4, j € I', como {C; };er
es una cadena, sin perder generalidad podemos suponer C; € C;; de aqui que
InJeCjyasilnJeg.

3]SiIegyreR,entonces I €C; para algun i € T', pero C; es un filtro, asi
que (I : 7)€ C; y por consiguiente (I : r) € G.

4] Sea I un ideal izquierdo méximo de R. Puesto que, en particular, I € H
para todo H € [F,n[0]), se tiene que I € C; para cada i € I'; entonces I € G.

Lo anterior asegura que G € R-Fil*. Ahora, como {C;},r S [F,n[0]), para
cada i € T existe un I; € n[0] de modo que I; ¢ C;. Si G = n[0], se tendria
que (V;er Li € G, luego (,cr Ii € C; para algin j € I'; como I es un ideal iz-
quierdo de R tal que (\,.p I; € I; y C; es un filtro, entonces I; € Cj, lo cual
no sucede. De esto se sigue que G € [F,n[0]). Por lo tanto G es una cota
superior de {C;};cr en [F,n[0]), luego el Lema de Zorn nos garantiza que
[F,n[0]) tiene un elemento maximo. 0

La afirmacion se interpreta como que para cada F € R-Fil*\{n[0]} existe un
M € R-Fil*\{n[0]} de modo que F € M y con la propiedad de que no existe
Z € R-Fil* tal que M < Z < n[0]. En resumen, (R-Fil*, S, Apy, v i) es
una reticula coatémica. m

En el capitulo 4 vimos que el prerradical Sing : R-Mod — R-Mod, definido como
Sing(M) = {m € M|(0 : m) S, rR}, es exacto izquierdo, por lo que del Lema
4.2.5 y la Proposicion 4.2.8 se sigue que Tsing = {M € R-Mod | Sing(M) = M}
es una clase de Wisbauer; a tal clase la denotaremos por R-Sing. Pongamos es-
tas observaciones en un lema para futuras referencias y concedamos un nombre
a los elementos de R-Sing.

Definicion
Sea M € R-Mod. Diremos que M es singular si Sing(M) = M. En caso de
que Sing(M) = 0, M se llamara no-singular.

Lema (5.2.3)
Si R es un anillo, entonces R-Sing = {M € R-Mod|M es singular} € R-Wis.

A continuacion veremos que R-Sing es una clase de Wisbauer especial si R tiene
propiedades particulares, pero antes recordemos que un anillo R es uniforme
izquierdo si como R-médulo izquierdo es uniforme.

Lema (5.2.4)
Si R es un anillo uniforme izquierdo, entonces R-Sing € iP(R).

Demostracion:
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Asumamos que gR es uniforme. Sea M un R-mddulo no-singular que no es
inyectivo. Demostremos que Zn~ (M) = R-Sing:

[S] Sea N € Zn~'(M). Para llegar a que N es singular, tomemos un n € N
arbitrario y mostremos que (0 : n) €. R. Como gR es uniforme, para probar
que (0:n) S, R, basta ver que (0:n) # 0. Si (0:n) = 0, entonces R = R/(0:n),
no obstante R/(0:n) = Rn < N, de esto, y del hecho de que N € Zn (M)
y Zn=*(M) es una clase de Wisbauer, se sigue que R € Zn~1(M); de donde
el Criterio de Baer nos lleva a concluir que M es inyectivo, cosa que no puede
suceder. Por lo tanto (0: n) # 0 y asi Sing(N) = N.

[2] Sea N € R-Sing. Con la intencién de mostrar que M es N-inyectivo, sea
K < N ysea f:K — M un R-morfismo. Como N € R-Sing y R-sing es ce-
rrada bajo submodulos (Lema 5.2.3), se tiene que K € R-Sing. Ahora bien,
tenemos entonces que Sing(K) = K, Sing(M) =0 y Singe R-Pr, por lo
tanto f(K) = f(Sing(K)) < Sing(M) = 0, luego f es el morfimos cero. De
este modo, si definimos f : N — M como f(N) = 0 para todo n € N, ocurre
que f = f|k, entonces N € Zn~*(M). m

Ahora ya sabemos que, si R es como en el enunciado del Lema 5.2.4, la clase
R-Sing es una i-carpeta. Mostraremos, en este caso, que de hecho R-Sing es un
elemento destacado de la reticula ¢P(R).

Proposicion (5.2.5)
Si R es un anillo uniforme izquierdo, la reticula (iP(R),<, A,V ) tienea
R-Sing como tnico coatémo.

Demostracion:
Supongamos r R uniforme izquierdo. Recordemos que en la demostracion de
la Proposicién 5.1.14 vimos que

Cr— Fe={rI<grR|R/I€C}

es un isomorfismo de reticulas. Si conseguimos probar que R-Fil* tiene un
tnico coatémo, digamos JF¢, por ser F )| un isomorfismo reticular, se tendria

que (F(4]) ! (Fc) es un coatémo de iP(R) y que éste es el tnico. Pues bien,
esta serd la ruta que nos guiard a la conclusién de la proposicién que en este
momento nos ocupa.

Afirmacion: {rI < grR | R/I € R-Sing} = {gI < gR | I # 0}.

Demostracién: Por hipotesis R es uniforme, asi que R € {rl < pR|I # 0}.
[€] Tomemos un I € {rI < rR| R/I € R-Sing}. Si I = 0, entonces R/I =~ R,
pero R-Sing es cerrada bajo isomorfismos (Lema 5.2.3), asi que R € R-Sing,
luego (0 :7) S. R paracadar € R; en particular 0= (0:1) &, R, por lo
tanto R = 0, lo cual es imposible debido a que R es uniforme. Obteniendo
con esto que I # 0.

[2] Sea I # 0 un ideal izquierdo de R. Queremos llegar a que R/I € R-Sing,
para ello tomamos un a + I € R/I y mostraremos que (0: a+I) S, R; cosa
que, bajo la hipotesis de que g R de uniforme, equivale a ver que (0:a+1) # 0.
Siae€ I, entonces (0:a+1)= R # 0. Supongamos que a ¢ I, en particular
a # 0. Debido a que tanto Ra como I son ideales izquierdos de R distintos
de cero y grR es uniforme, se tiene Ra n I # 0, asi existe un r € R tal que
O#rael;deaquiquer #0yre{reRjrael}=(I:a)=(0:a+]1). 0
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Notamos que F(|(R-Sing) = Fr_sing = {rI < rR | R/I € R-Sing}, por lo
que de la afirmacion conseguimos que F()|(R-Sing) = {rI < gR | #0}y
por consiguiente que {r] < rR | I # 0} € R-Fil*. Como 7[0] = {rI < rR}
es el elemento mayor de R-Fil*, tenemos que {grI < gR | I # 0} es un coato-
mo de R-Fil*, y ademés, por construccion, éste es el tinico. Asi R-Sing es el
unico coatémo de iP(R). m

Como se aprecia en la Proposicion 5.2.5, si un anillo R tiene propiedades espe-
ciales, entonces obtendremos que la estructura reticular de iP(R) se vuelve mas
rica. En lo que sigue justamente analizaremos qué sucede con el perfil de in-
yectividad de algunos tipos de anillos, sin embargo necesitamos probar algunos
resultados preliminares.

Definicion
Un anillo R se llama cuasi-inyectivo izquierdo si todo R-moédulo izquierdo
cuasi-inyectivo es inyectivo.

Definicion
Si R es un anillo, decimos que R es un V-anillo izquierdo si todo R-médulo
izquierdo simple es inyectivo.

Lema (5.2.6)
Si R es un anillo tal que todo R-médulo izquierdo semisimple es inyectivo,
entonces R es neteriano izquierdo.

Demostracion:

Para hacer esta demostracion usaremos el Lema 1.1.28. Sea {S;}ic; un con-
junto numerable de modulos simples. Entonces {5, };e; es un conjunto de se-
misimples, de la hipdtesis se obtiene que {S;}ier es una familia de inyectivos,
de este modo E(S;) = S; para cada i € I; por lo tanto @;erE(S;) = ®ierS;
y asi @;er F(S;) es semisimple, luego la hipotesis nos lleva a la conclusion de
que @;er E(S;) es inyectivo. m

Corolario (5.2.7)
Si R es un anillo cuasi-inyectivo izquierdo, entonces R es un V-anillo izquierdo
y es neteriano izquierdo.

Demostracion:

Sea S € R-Mod un simple. Entonces S es semisimple y por el Lema 3.2.1 es
cuasi-inyectivo, de donde por hipétesis se llega a que S es inyectivo. Por lo
tanto R es un V-anillo. Ahora bien, notamos que si C' € R-SSMod, C es un
R-modulo cuasi-inyectivo, luego la hipétesis implica que C' es inyectivo; de
esto y del Lema 5.2.6 concluimos que zR es neteriano. m

Lema (5.2.8)

Sea MeR-Mod tal que M= @;erM;. Si L <y; M, entonces L= @;cr(LnM;)
y L n M; <y; M; para cada i € I.

Demostracion:

Sea L <y; M. Es inmediato que X;c;(L n M;) < L. Por otro lado, para ca-
da j € I consideremos el morfismo siguiente:
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DM; =5 M; < PM;
el el
mi+ ... +Mmy = m; — m;

Como L <j; M, en particular se tiene que ¢;m;(L) € L para cada je I. Si
x € L, existe {i1,...,in} € I de modo que x = m;; + - - - + m;,, para algunos
mix € Myy; entonces my, = i;,mik(x) € L n My, para cada ik € {il,...,in} y
por consiguiente x € X7 (L N M;). En resumen L € Y,e;(L n M;). Ademas
(LnM;)n (Eiel\{j}(L N Mz)) C M;n (Ziel\{j}Mi) = {0} para cada j € I,
asi que L = @®;er(L n M;). Usando el Lema 4.4.12 inciso (2) deducimos que
LnM; <j; M; para cada i € I, finalizando con esto la demostracion. m

Lema (5.2.9)

Sea R un anillo cuasi-inyectivo izquierdo y sean N, E € R-Mod, donde F es
un inyectivo inescindible. Si V <y; E, entonces N =006 N = E.
Demostracion:

Supongamos N <y; £. Digamos que N # 0 y probemos que N = E.

Afirmacién: N € Zn~1(N).
Demostracién: Sea K < N y sea f € Homp(K, N). Si i1 es la inclusion de K

en N e iz lainclusion de N en E, como E es inyectivo hay un g € Homg(E, E)
tal que

K< <"y N 2,pF

N

es diagrama conmutativo. Como N <j; E, debe suceder que g(N) € N, asi
f = (g|n) |x; por lo tanto N es N-inyectivo. O

Por la afirmacion anterior N es quasi-inyectivo, puesto que R es cuasi-inyec-
ctivo por hipotesis, se sigue que N es inyectivo. Ahora, del hecho de que F
es un inyectivo inescindible y de que 0 # N < FE, usando el Lema 1.1.25 con-
cluimos que F = E(N); usando que N es inyectivo obtenemos de esta manera
que E = FE(N) = N. m

Consideremos un R anillo neteriano izquierdo y un E € R-Mod inyectivo. Sea Ii
un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismo de R-médulos
izquierdos inyectivos inescindibles.? El Lema 1.1.34 asegura que E =~ @gei1Q
para algin J € Ii; no obstante, puede aparecer en @ge3Q un mismo factor mas de

una vez, digamos que Q aparece kg veces, entonces F = Q(”Q) @ (@er\{Q} Q)
Luego en @er\{Q}Q puede suceder lo mismo: repetirse un factor més de una
vez. Asi podemos encontrar una familia de cardinales {kg}qge3 tal que kg son
las veces que @) aparece en @gc1Q); de este modo F = @QEJQ(“Q), y en esta
descomposicion de F ya no se repiten factores. Siguiendo esta idea, podemos
incluso hacer que en la descomposiciéon de E “aparezcan” todos los inyectivos

2 En [25] Matlis demuestra, para un anillo arbitrario R, que: g M es inyectivo inescindible
si y solo si M ~ E(R/I) para algin rl < rR irreducible. Entonces para cualquier anillo
R se tiene que hay a lo mas |P(R)| moédulos inyectivos inescindibles no isomorfos.
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inescindibles, ya que si existe I € Ii\], entonces podemos poner r; = & y ain asi
tener que F = @QEJU{I}Q(KQ) debido a que I\*1) = 0. De estas observaciones
se obtiene el siguiente corolario.

Corolario (5.2.10)
Sea R un anillo neteriano izquierdo. Si E € R-Mod es inyectivo, existe una
familia de cardinales {HQ}QGH con la propiedad de que E = C—BQeIi Q).

Lema (5.2.11)

Sea R un anillo neteriano izquierdo. Entonces, g (@QeIi Q) es inyectivo
principal.

Demostracion: ~

Hagamos F = @qer;@. Comenzamos notando que F es inyectivo por el Le-

ma 1.1.28. Ahora bien, tomemos un r € R-Prei arbitrario y lleguemos a que
r= wf(E). La Proposicion 4.4.13 garantiza la existencia de un inyectivo Ey

con la propiedad de que r = er(rE ) Mientras que del Corolario 5.2.10 se

obtiene una familia de cardinales {kg}ger; tal que Er = @ge 1:Q1Q) . Luego:

_ B
T Y
Q@)
= wf(%zlf@(m)) (Lema 4.4.11)
Poc iQ(NQ)
- @2 j-r(Q("Q)) (Lema 4.2.4)
(xQ)
= Naers “e o, (Lema 4.4.12 inciso (2))
(rQ)
= Nqeri WEQ(Q)(NQ) (Lema 4.2.4)
= /\Qeli (/\,@Q WS(Q)> (Lema 4.4.12 inciso (2))
= Q
= Naeri o)
- w(%g:f@) (Lema 4.4.12 inciso (2))
@ € LQ
- wr(Q@c;euQ) (Lema 4.2.4)
= wf(E)' (Definicién de E)

Por lo tanto, en efecto, E es un médulo inyectivo principal. m
En este punto ya estamos preparados para establecer un nuevo resultado con-
cerniente al perfil de inyectividad. Nuestro siguiente teorema relaciona de una
manera sensacional las observaciones precedentes y muestra la importancia de
tener una funcion entre dos estructuras que respete su naturaleza interna.
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Teorema (5.2.12)
Sea R un anillo cuasi-inyectivo izquierdo. La reticula (iP(R), <, A,V ) es
distributiva.

Demostracion:

Sea {F;}icr un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismo
de R-modulos (izquierdos) inyectivos inescindibles. Por el Corolario 5.2.7 sa-
bemos que g R es neteriano, por consiguiente del Lema 5.2.11 se tiene que
E = @,¢; E; es un inyectivo principal. Observemos que si S € R-Mod es un
simple, como R es un V-anillo (Corolario 5.2.7) S es inyectivo; sin embargo
sus Unicos submoédulos son 0y S, asi que S es un inyectivo inescindible. Por
lo tanto todo simple es inyectivo inescindible, de aqui que existe un I’ € [
de modo que {FE;}ic;r es un conjunto completo de representantes de clases
de isomorfismo de R-mo6dulos simples. Tomemos J = I\I', E1 = @, ;. E; y
E, = C—BjeJ Ej.

Afirmacion 1: Existe ¢ : S¢;(E)* — Sy;(F2) un isomorfismo de orden.

Demostracién: Observamos que en el conjunto {E;};c; no hay simples; pues
si hubiera algin simple ahi este tendria que ser isomorfo a algin elemento
de {E;}icrr, obteniendo de este modo que el conjunto {F;}c; tiene dos ele-
mentos distintos e isomorfos, lo cual no es posible. Por lo tanto Zoc(E) = Ej.
De esta manera Sy;(E)* = {A€Sy(F)| By < A}. Ahora, E = E1@E,,
entonces si A € Sy;(E)* ocurre que A = (AnE1)®(ANnE;) con AnEy <y; E4
y An Ey <y; E5 (Lema 5.2.8), pero E; < A, entonces An E; = Eq; de aqui
que A =E; ®(An E,), donde A n Ey <y; Es. Asi que podemos definir:

Si(E)* =5 Sypi(Es)
E1®(AOE2)'—>AF\E2

Sean A, B € Sy;(E)*. Si A = B, entonces AnEy = BnE,. Sip(A) = ¢(B),
entonces An Ey = Bn Ey,pero A=FE1®(AnEy) y B=FE,®(Bn Ey),
asi que A = B. Por lo tanto ¢ es una funcién inyectiva.

Afirmacién 1.1: ¢ es suprayectiva.

Demostracién: Sea N € Sy;(Ez). Queremos probar que E1 + N <y; E. Sean
feEndr(E)ye+ne Ey+N. Como f(e)+ f(n) = f(e+n) e E = E1®Es,
entonces f(e) + f(n) =a+b paraalgin a € E; y algun b € E3. Notamos
que Zoc(E) <y; F (Lema4.4.1), asi By <y; E y por consiguiente f(e) € Ej.
Luego f(n) = x+0b, donde x = (a — f(e)) € By y b€ E,. Si consideramos a
513 E e ™ 5
se obtiene que 7o O f|E2(n) € N, pues N sz E2 y w2 Of|E2 € EndR(Eg).
Sin embargo m o f|g,(n) = ma(f(n)) = ma(x +b) = b, por lo tanto be N.
Asi f(e+n) = f(e)+ f(n) =a+be E; + N. De aqui que E; + N <y; E.
Entonces E1 + N € Sy, (E)*. Ademés (E1 + N) nEy = (E1 n E3) + N por
la Ley Modular, asi que ¢(E1+N)= (E1+N)nEy=(E;nE;)+N = N.
Por lo tanto By + N € Sy, (E)* y ¢(E1 + N) = N. ]

De este modo ¢ es una funcién biyectiva. Por otro lado, si A, B € S¢;(E)*,

no es dificil notar que A < Bsi y sblosi An Ey < Bn Ey. Luego ¢ es un
isomorfismo de orden. 0

Afirmacion 2: Existe 1 : Sf;(E2) — P(J) morfismo de orden inyectivo.
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Demostracién: Si N € Sy;(E2), recordando que Ey = @jcsE;, del Lema 5.2.8
se sigue que N = @jc;(N nE;) con NnE; <y E; para cada je J;de
donde, a su vez, el Lema 5.2.9 asegura que para cada j € J 6 bien NnE; =0
6 N n E; = E;. Entonces tiene sentido definir:

Syi(E2) i’7)(J)
(—DjeJ(NﬁEj)'—){jEJ|NﬁE]’=E]‘}

Sean K, N € Sy;(E2). Si K = N, entonces K n E; = N n E; para cualquier
jeJ, asique (K) =¢(N). Si Y(K) =9(N), los conjuntos {K N E;}jes
vy {N n E}}es son iguales, luego K = @jc (K N E;) = @jesj(N n E;) = N.
Ahora asumamos que K < N; si je¢(K), entonces K nE; = E;, asi
Nn(Ej)=Nn(KnE;)=KnE; =Ej, por lo que j € ¥(N). Concluimos
con esto que ¢ es una funcién inyectiva que preserva el orden. O
Sea 1) es como en la prueba de la afirmacion 2 y sean K, N € S¢;(E»>). Supon-
gamos que Y(K) € (N), como {j € J | N nE; = E;} contiene a los indices
de todos los factores de @;e (N N E;) que son distintos de cero, la contencién
{jeJ|KnE;=E;} c{jeJ|NnE;=E;} quiere decir que los factores
de @;c; (K nE;) distintos de cero son algunos de los que hay en @;c 7 (NN Ej),
por esta razon @jc; (K N E;) € @jes(N n E;) y por lo tanto K < N. De la
afirmacion 2 y de estas observaciones se deriva que

V[ Spi(Ea) — Im()
es un isomorfismo de orden. Pero més ain, por un lado notamos que
jJeEY(KNN)s (KnN)nE; =E;
< E,CcKnN
s E;CcKyE;CN
e KnE =E;yNnE;=E,
< j e P(K) ny(N),
entonces Y(K n N) = ¢(K) n 1(N); mientras que por otra parte
JEYE+N)=(K+N)nE;=0
=(KnE)+(NnE;))S(K+N)nE;=0
=(KnE)+(NnE;)=0
=KnE;j=0yNnE;=0
= j ¢ Y(K) v §(N),

JEYE)VY(N) = KnE;j =0y NnE; =0
=VLe {K,N}<@ieJ(L N Ei) = Diengy (L0 Ei))
= VL e {K,N} (L = Dicny (L0 Ei))
=VLe{K,N} (L S Diens El)
= K+ NSy B
= (K+N) N EJ‘ o (ZieJ\{j} El) o Ej - {O}
= (K+N)nE; =0
= j ¢ o(K +N),
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asi que Y(K + N) = ¢(K) u ¥(N). En resumen, acabamos de probar que

para cualesquiera k,n € Im(1) se tiene que knn € Im(y) y kun e Im(y);
de esto y del hecho de que ¥ # I'm(v) € P(J), se sigue que (Im(v), S, N, v)
es una subreticula de (P(J),S,n,u). Asi 9| :Syi(E2) — Im(¢) esun
isomorfismo de orden entre reticulas, de donde la Proposicién 1.3.3 implica
que (S7i(E2),<,n, %) y (Im(¥), <, n,u) son reticulas isomorfas; luego la
afirmacién 1 conduce a que (S7;(E)*, <, n,¥) y (Im(¢), S, N, U) son isomor-
fas. Finalmente, como (Im(vy),<S, N, uU) es subreticula de (”P(J)7 S,N,U)y
(P(J), S, n,u) es distributiva, (Im(z/J)7 C, N, ) es distributiva; dicha pro-
piedad se preserva bajo isomorfismos de retlculas, asi que (Sp;(E)*, <, n,X)
serd distributiva también. Es el influjo de la Proposicion 5.1.14 el que nos
fuerza a deducir que (iP(R), S, A, v) es una reticula distributiva. m

Como pudimos apreciar en la demostracion del teorema, anterior, era necesario
demostrar algunos resultados extras para obtener bases sélidas en las cuales
pudiéramos cimentar nuestros razonamientos. Este proceso, el de trabajar con
varios resultados preliminares antes de poder deducir algo del perfil de inyec-
tividad de un anillo, serd una constante en lo que resta del trabajo.

Definicion
Sea R un anillo. Decimos que R es uniserial izquierdo si el conjunto de todos
sus ideales izquierdos esta linealmente ordenado por la inclusion.

Definicion
Si R es un anillo y P un ideal bilateral propio de R, decimos que P es fuerte-
mente primo si satisface lo siguiente: Vz,y € R(zye P=2x€ P 6 y€ P).

Lema (5.2.13)
Si R es un anillo uniserial izquierdo no cero, entonces R es local.

Demostracion:

Sea R como en el enunciado. Mostremos que R satisface el inciso (4) del Le-
ma 1.1.35, a saber, que J(R) es un ideal izquierdo méximo de R. Puesto que
J(R)=Rad(gR)=(\{I|I < rR}, setiene J(R) £ grR. Ahora bien, sea

I < gpRtal que J(R) € 1. Entonces existe a € I\J(R), por lo que a ¢ K pa-

raalgin K < RrR,asi I € K; como R es un anillo uniserial izquierdo debe
max

suceder que K < I, usando que K es un ideal izquierdo maximo de R se si-
gue que I = R. Por lo tanto J(R) < grR. m
max

Sea R un anillo uniserial izquierdo distinto de cero y hagamos J(R) = J. Por
el Lema 5.2.13 R es local, asi el Lema 1.1.35 asegura que R/J es un anillo con
divisiéon. Usando que R es uniserial izquierdo no es dificil probar que, para cada
n € Z*, J%/3"*"1 es un R-mo6dulo uniserial izquierdo. Ahora bien, puesto que
rIR < RRRy J S Ann (37/3"1) = {r € R|Ym e J"/3""! (rm = 0)}, del Lema
1.1.1 deducimos que J"/J"*! es un (R/J)-médulo; como R/J es un anillo con di-
vision, J"/J"*! resulta ser un (R/J)-médulo semisimple, de donde, nuevamente
por Lema 1.1.1, se deduce que J"/J"T! es un R-mo6dulo semisimple. Como los
R-submoédulos de J7/J"1 estén linealmente ordenados por la inclusion, del he-
cho de que J"/J"*! es una suma de R-moédulos simples se sigue que J7/J"H1

es un R-moédulo simple 6 es cero; esto nos dice que entre J" y J"*! no hay



5.2. Algunos Aspectos la Reticula iP(R) 87

ideales izquierdos propios contenidos. En resumen, los tinicos ideales izquierdos
de R que contienen a J" son los elementos del conjunto {J* | k € {0,1,...,n}}.
Conviene poner estas observaciones en forma de corolario.

Corolario (5.2.14)
Sea R un anillo uniserial izquierdo. Si A < rR es tal que J(R)" € A para
algin n € Z", entonces A € {J(R)* | k€ {0,1,...,n}}.

Lema (5.2.15)
Sea R un anillo uniserial izquierdo distinto de cero. Para Py A ideales bila-
terales propios de R, los siguientes enunciado son ciertos:

(1) P es fuertemente primo si y solo si Vx € P(z? € P = z € P).

(2) Si A#0y A% = A, entonces A es fuertemente primo.

(3) Si A no es nilpotente, entonces (),,.;+ A" es fuertemente primo.

(4) Si P es fuertemente primo y « € R\P, entonces P = Pz.

(5) Si P es fuertemente primo y finitamente generado, entonces P = J(R) 6
P =0.

Demostracion:

[1] La propiedad “P; : Vo € P(z? € P = 2 € P)” es necesaria para que P sea
fuertemente primo por definicién, entonces solo resta ver que tal propiedad
es suficiente. Sean z,y € R tales que xy € P. Como R es uniserial izquierdo
Rx € Ry o bien Ry € Rx. Si Rx € Ry, hay un s € R tal que x = sy, ya que
P < rRpy zy € P, ocurre que (yx)? = y(zy)r € P; luego yx € P por Py y
asi 22 = (sy)z = s(yx) € P, de donde de P, implica que x € P. Si Ry € Rux,
existirfa un t € R de modo que y = tx, sin embargo zy € P < rR, entonces
y? = (tz)y = t(xy) € Py de esta manera P; asegura que y € P. Por lo tan-
toxre P6ye P.

[2] Asumamos que A # 0y A% = A. Por (1) basta tomar un x € R de modo
que 22 € A y mostrar que z € A. Supongamos = ¢ A. Como Rt &£ Ay R es
uniserial izquierdo, debe de ser cierto que A € Rx; luego AA € ARz, pero
A? = Ay A < Rp por hipétesis, asi que A = AA C ARx = Axz.

Afirmacion: A € J(R)z.

Demostracién: Sea a € A. Como A € Rz, exister € Rtal quea =rz. Sir
fuera una unidad, con inverso r—!, se tendria que z = 7 'a € A4, lo cual va
en contra de nuestra suposicion inicial. Entonces r € {r € R | r no es unidad},
sin embargo el Lema 5.2.13 asegura que {r € R|r no es unidad} = J(R) (esto
por el Lema 1.1.35 inciso 3), asi que a = rz € J(R)z. O

De la afirmacion anterior deducimos que Az € J(R)x?, no obstante A € Ax,
entonces A € J(R)x%. Como J(R) es el conjunto de los elementos no inverti-
bles de R (Lema 5.2.13 y Lema 1.1.35), entonces J(R)x? ¢ Rx?. Ahora, co-
mo 72 € A < grR, se tiene Rx? € A; por lo tanto A € J(R)z? ¢ Rz? € A,
lo cual es absurdo. De este modo concluimos que x € A.

[3] Hagamos @ = (),,cz+ A" y supongamos que A no es nilpotente. Como A
es un ideal propio de R, ) también sera un ideal (bilateral) propio de R.
Afirmacién 1: Si Q = A™ para algin n € Z", Q es fuertemente primo.

Demostracién: Supongamos que @ = A™ para algin n € Z*. Por un lado
Q=Nyez+ A" < A?" = A" A", mientras que por otro A"A™ C A™ = (Q;
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de aqui que A"A™ = Q. Luego Q? = A" A" = Q y por (2) Q es fuertemente
primo. Oy

Afirmacion 2: Si Q & A™ para cada n € Z™*, Q es fuertemente primo.

Demostracién: Por el contrario, supongamos que Q & A™ para cada n € Z*
y que @ no es fuertemente primo. Debido a que @ no es fuertemente primo,
el inciso (1) garantiza la existencia de un € R de modo que 22 € Q y = ¢ Q.
Puesto que ¢ Q =(),cz+ A", debe de haber un m € Z* tal que x ¢ A™;
por consiguiente Rx & A™, pero R es uniserial, entonces A™ < Rz. Luego
AMA™ € AMRx y A™x € Rx?, ademas no es dificil ver que AMRx = A™x,
por lo tanto A™A™ < Rz?. Finalmente, como 22 € Q, sucede que Rz? € Q,
pero @ S A?>™ por la suposicién inicial, entonces Rx? & A?™ = AMA™,
Resumiendo, hemos llegado a que Rz? ¢ A™A™ C Rx?, una contradiccion.
Por lo tanto @ es fuertemente primo. 0

Como los casos posibles para ) se contemplan en las dos afirmaciones ante-
riores y en ambas se concluye lo mismo, la prueba ha terminado.

[4] Supongamos P fuertemente primo. Se x € R\P. La eleccion de x nos di-
ce que Rx & P, de donde la hipoétesis general implica que P S Rz; luego

p€ P = p=rx paraalginre R

=rreP

=rePo6xeP (P esfuertemente primo)
=reP (x ¢ P)

=rze Px

= pe Px.

Entonces P € Px. Como Px € P por ser P ideal izquierdo de R, obtenemos
la igualdad deseada.

[5] Sea P fuertemente primo y finitamente generado. Puesto que R es local
(Lema 5.2.13), J(R) es el mayor ideal izquierdo propio de R (Lema 1.1.35),
asi que P € J(R). Supongamos P & J(R). Entonces existe z € J(R) tal que
x ¢ P,asi € R\P; de (4) se sigue que P = Pz, pero Pz € PJ(R), por lo
tanto P € PJ(R). Sin embargo PJ(R) € P ya que P < gR, de esta forma
obtenemos que PJ(R) = P. Como P es finitamente generado por hipotesis,
el Lema de Nakayama (Lema 1.1.29) asegura que PJ(R) « P; de esto y del
hecho de que PJ(R) = P concluimos que P « P, por consiguiente P = 0..J

Proposicion (5.2.16)

Sea R un anillo uniserial izquierdo. Si R es neteriano izquierdo, entonces
MNyez+ JR)™ =0.

Demostracion:

Supongamos R # 0 y gR neteriano. Si P es un ideal fuertemente primo de
R, en particular P < gR, asi que P es finitamente generado (pues pR es
neteriano); por el inciso (5) del Lema 5.2.15 deducimos que P=J(R) 6 P=0.
Entonces los unicos ideales fuertemente primos de R son J(R) y 0. Por otro
lado, si J(R) es nilpotente por supuesto ocurre que (),.,+ J(R)™ = 0; por lo
tanto supondremos que J(R) no es nilpotente. En vista de que J(R) no es
nilpotente, el inciso (3) del Lema 5.2.15 asegura que [),,.;+ J(R)™ es fuerte-
mente primo, asi [),cz+ J(R)” = J(R) 6 [),ez+ J(R)™ =0 segun nuestras
altimas observaciones. Si(),cz+ J(R)™ = J(R), entonces J(R) < J(R)" para
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toda n € Z*, por lo que J(R) = J(R)" para toda n € Z*; como J(R) es fini-
tamente generado, porque gR es neteriano, el Lema (1.1.29) de Nakayama
conduce a que J(R)? « J(R), luego J(R) « J(R) y por consiguiente J(R) = 0,
lo cual contradice que J(R) no es nilpotente. Asi (), .+ J(R)" = 0. m

Corolario (5.2.17)

Sea R un anillo que es tanto uniserial como neteriano izquierdo. Si A es un
ideal izquierdo de R, entonces A =0 6 A = J(R)"™ para algin n € Z*.
Demostracion:

Supongamos que R # 0. Sea 0 # A < gR. Como (), ;+ J(R)" =0 por la
Proposicién 5.2.16, del hecho de que A # 0 se sigue que hay m € Z* tal que
A ¢ J(R)™; entonces J(R)™ € A (ya que R es uniserial izquierdo). Del Co-
rolario 5.2.14 se sigue que A€ {J(R)" | ke {1,...,m}}. m

Si bien el camino que recorrimos al probar todos los resultados preliminares ha
sido un poco largo, la recompensa que se avecina bien vale todo lo anterior.

Teorema (5.2.18)
Sea R un anillo uniserial neteriano izquierdo que no es artiniano izquierdo.
Entonces, (iP(R),C ) es un conjunto linealmente ordenado y numerable.

Demostracion:

Como R es uniserial neteriano izquierdo, el Corolario 5.2.17 asegura que to-

dos los ideales izquierdos de R son los siguientes:
R2JR)2IR?*2IR?*2---2I(R)"2IR)" T 2---20.

J

~~

c

Por lo tanto toda cadena de ideales izquierdos de R es una subcadena de C,
de este modo si J(R)™ = 0, para algin n € ZT, entonces C seria finita y por
consiguiente cualquier cadena descendente de ideales izquierdos se estaciona,
es decir, R seria artiniano izquierdo, cosa que no sucede. Asi que J(R)" # 0
para cadan € ZT. Si J(R)"= J(R)"*! para algiin n € Z", usando que J(R)"
es finitamente generado (debido a que r R es neteriano) el Lema de Nakayama
(Lema 1.1.29) implica que J(R)"J(R) « J(R)™; entonces J(R)" « J(R)", asi
J(R)™ = 0, que, como acabamos de ver, es imposible. De aqui que
R2I(R)2I(R)?2I(R)>2---2I(R)" 2I(R)"' 2+ 20,

~~

c

Por otro lado, del hecho de que R es uniserial izquierdo se sigue, en virtud
del Lema 5.2.13, que R es local y por lo tanto J(R) es el tnico ideal izquierdo
maximo de R (Lema 1.1.35), asi R-Fil* = {F € R-Fil| J(R) € F}. Tomemos
un F € R-Fil* y hagamos Zr = {n € Z"|J(R)" € F}. Para cadane€ Z" de-
finimos F,, = {J(R)* | k € {0,1,...,n}}, mientras que F,, = {J(R)* | k € N}.
Notamos que si Zrx tiene elemento mayor m, entonces F = F,. Si Zz no
tiene elemento mayor, entonces F = F,, o bien F = n[0]. Por lo tanto

R-Fil* = {F,|ne ZT} u {F.} u {(n[0]}
y ademés sus elementos estan totalmente ordenados de la siguiente forma:
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Entonces R-Fil* es un conjunto linealmente ordenado e infinito, como conse-
cuencia directa de la Proposicion 5.1.14 se obtiene que iP(R) es un conjunto
infinito que esta totalmente ordenado por la inclusién. m

A continuaciéon veremos que al considerar una clase particular de anillos, su
perfil de inyectividad sera una reticula artiniana y neteriana; no obstante, como
ya es costumbre, requerimos de ciertos resultados preliminares.

Definicion
Sea J € R-Fil. Diremos que J es jansiano si es cerrado bajo tomar inter-
secciones arbitrarias.

Lema (5.2.19)
Sea R un anillo y sea I un ideal bilateral de R. Entonces, n[I] es jansiano.

Demostracion:

El Lema 4.3.1 asegura que n[I] es un filtro. Ahora bien, sea {I,}aer un sub-
conjunto no vacio de n[I]. Entonces, para cada « € T, se tiene que I, es un
ideal izquierdo de Ry que I € I,,, por lo tanto [ .- I s un ideal izquierdo

de R tal que I (), o La; luego (,cr 1o € n[1]. m

ael’

Lema (5.2.20)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Si J € R-Fil, entonces J es jansiano.

Demostracion:
Sea J € R-Fil y sea {I,}aer un subconjunto no vacio de 7. Como rR es
artiniano, existe un subconjunto finito I'g de I" tal que () oy Ia = ﬂaef‘o 1.

Del hecho de que {I, }aer, €s un subconjunto finito (no vacio) de J y de que
J es un filtro, se sigue que ﬂaeFo I, € J. Porlo tanto () or Ia € J. m
Lema (5.2.21)

Sea F € R-Fil. Entonces, F es jansiano si y solo si [ |F € F.

Demostracion:
=| Si F es jansanio, como F € F, es claro que [ |F € F.

<] Supongamos que (| F € F. Sea {I,}aecr un subconjunto no vacio de 7.
Como (| F € Fy (\aer Lo es un ideal izquierdo de R tal que (\F < (er Lo,
de la definicion de filtro se sigue que () o I € F. m
Lema (5.2.22)

Si F € R-Fil, entonces (| F es un ideal bilateral de R.

Demostracion:

Sea F €R-Fil. Como F es un conjunto (no vacio) de ideales izquierdos de R,
() F es un ideal izquierdo de R, entonces sélo resta probar que ([ F)r € (| F
para cada r € R. Tomemos pues un z € [ |F y un r € R. Queremos mostrar
que xr € I para cada I € F, por lo que tomamos un I € F arbitrario. El he-
cho de que F sea un filtro nos lleva a deducir que (I : r) € F, por consiguiente
(F < (I:r)y deeste modo ocurre que zr € I. m

Lema (5.2.23)
Sea F € R-Fil. Entonces, F es jansiano si y solo si F = n[I] para algin ideal
bilateral I de R.
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Demostracion:
<] Inmediato del Lema 5.2.19.

=] Supongamos a F jansiano. Si hacemos Lz = (| F, del Lema 5.2.22 se
sigue que L es un ideal bilateral, lo cual, usando el Lema 4.3.1, conduce a
que n[Lx] es un filtro. Veamos que F = n[Lx]. Sea I € F. Tenemos enton-
cesque Lr e n[Lr]y L € I, pero n[Lx] es un filtro, por lo tanto I € n[Lr].
Por otro lado, si J es un ideal izquierdo de R de modo que L € J (es decir,
J € n[Lx]), como F es jansiano, por el Lema 5.2.21 sucede que Lz € F; de
la definicién de filtro es inmediato que J € F. m

De los Lemas 5.2.20 y 5.2.23 se obtiene de inmediato el siguiente corolario, el
cual es basicamente la columna vertebral de nuestro proximo, y altimo, teorema
de esta seccion.

Corolario (5.2.24)
Si R es artiniano izquierdo, entonces R-Fil = {n[I] |rIr < rRr}.

Teorema (5.2.25)

Sea R un anillo artiniano izquierdo. Hay un anti-isomorfismo de reticulas
entre (Z'P(R),E,/\,\/) y ({RAR < rRr|ACI(R)}, <, ﬂvZ)
Demostracion:

Teniendo en cuenta que R-Fil = {n[I]|RIR < RRR} (por el Corolario 5.2.24)
y que J(R) = Rad(grR) = ({J| J es un ideal izquierdo méaximo de R}, no es
diffcil notar que R-Fil* = {n[I] € R-Fil | I € J(R)}. De este modo, si hace-
mos $yp) = {RAR <gpRr|AC J(R)}, definiendo

R-Fil* -5 @ p,
] —1

se obtiene que ¢ es una funcién biyectiva; de hecho su inversa esta dada por
¢! (A) = n[A], para cada A € ®yg). Ahora bien, observemos que (®;(g), <)
es un conjunto parcialmente ordenado, pero mas atn, (®;g), S, N, ) es una
reticula. Entonces (R-Fil*, C) y (®(g), ) tienen estructura de reticula. Por
otra parte, si n[I], n[J] € R-Fil* son tales que n[I] < n[L], como I € n[I], se
sigue que I € n[L] y asi L € I; luego  invierte el orden. Reciprocamente,
asumamos que A, B € @z y A S B, si K € n[B] sucede que B < K y por
consiguiente A € K, lo cual significa que K € n[A], entonces n[B] S n[A];
de aqui que ¢! invierte el orden. Por lo tanto ¢ es un anti-isomorfismo de
orden. La Proposicion 5.1.14 lleva a concluir que hay un anti-isomorfismo

de orden entre (iP(R),S) y (®yr), S), hecho que ante la Proposicion 1.3.3
se traduce en que (iP(R), S, A, v) y son (®y(gy, S, N, X) anti-isomorfas. m

Corolario (5.2.26)

Si R es un anillo artiniano izquierdo, entonces la reticula (iP(R),<, A,V )
es artiniana y neteriana.

Demostracion:

Supongamos que g R es artiniano y tomemos un A € iP(R) tal que A # .
Si ®yry = {rIr < rRRr|I S J(R)}, el Teorema 5.2.25 nos dice que hay un
¢ : iP(R) — ®;(g) anti-isomorfismo de reticulas, de esta manera ¢(A) es en
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particular un conjunto no vacio de ideales izquierdos de R; luego ¢(A) debe
de tener un elemento minimo (pues g R es artiniano por hipétesis), digamos
I'., y también un elemento maximo (g R es neteriano por el Lema 1.1.36),
digamos I,. Sean ¢=1(I])) = L, y ¢~ (I};) = In, entonces Ip,, Iy € A.
Afirmacién: Ip; es un elemento minimo de (4, ©).

Demostracién: Sea x € A tal que z € Ij;. Como ¢ es un anti-isomorfismo de
orden (Proposicion 1.3.3) entre (iP(R), S) y (®(r), S), entonces I}, S ¢(z),
la eleccion de I}, implica que I}, = ¢(x). Por lo tanto x = Ip. ]

De la afirmacion anterior se sigue que (iP(R), S, A, V) es artiniana. Anéaloga-

mente se ve que I, es un elemento méximo de (A, <), asi (iP(R),S, A, v)
resulta ser una reticula neteriana. m

Por el Lema 1.3.4 sabemos que toda reticula artiniana es atémica, entonces del
corolario anterior se obtiene inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario (5.2.27)
Si R es un anillo artiniano izquierdo, entonces (iP(R),<, A, ) es atomica.

5.3 Anillos sin Clase Media

Sabemos que un anillo R es semisimple si y sélo todo R-moédulo izquierdo es
inyectivo y todo R-moédulo derecho es inyectivo, lo cual ocurre si y sélo si
iP(R); = {R-Mod} = iP(R)g; entonces el perfil de inyectividad de un anillo
tiene cardinalidad 1 si y solo si el anillo es semisimple, asi en un anillo semisim-
ple los modulos pobres coinciden con los inyectivos. El siguiente paso es estudiar
a los anillos cuyo perfil de inyectividad tiene tinicamente dos elementos, es decir,
anillos con la propiedad de que sus médulos estan divididos en dos clases ajenas:
los pobres y los inyectivos.

Definicion

Si R es un anillo tal que [iP(R);| = 2, diremos que R es un anillo sin clase
media izquierda. De manera analoga se define un anillo sin clase media dere-
recha.

Es importante mencionar que los anillos sin clase tienen una forma genérica,
para ser mas precisos, en [22] se demuestra el siguiente teorema:

Si R es un anillo sin clase media (izquierda), entonces R = S x T, en donde
S y T son anillos, con S un anillo semisimple y T un anillo que pertenece a
alguna de las siguientes tres clases:

(1) T es morita equivalente a un dominio PCI (izquierdo).
(2) T es un anillo inescindible SI (izquierdo) con las siguientes propiedades:
(2.1) T es artiniano (izquierdo) 6 es un V-anillo (izquierdo).
(2.2) T tiene zoclo esencial y homogéneo.
(2.3) Hay un tinico, salvo isomorfismo, T-médulo (izquierdo) singular.
(3) T es un anillo artiniano (izquierdo) inescindible que satisface las condi-
ciones siguientes:
(3.1) Zoc(rT) = Sing(rT) = I(rT).
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(3.2) T tiene zoclo homogéneo.
(3.3) Hay un tnico, salvo isomorfismo, T-médulo (izquierdo) simple que
no es inyectivo.

En el tercer caso, T es un anillo QF 6 tT es pobre.

La demostracion de tal teorema es bastante extensa, si bien es un resultado
importante, en realidad sus alcances no llegan (al parecer) a tocar ningtin punto
de nuestro estudio; situaciéon por la cual no presentamos aqui una prueba de
dicho enunciado. Con todo, analizaremos ciertos tipos de anillos y deduciremos
aspectos interesantes de su perfil de inyectividad; en el andar de este camino
encontraremos algunas condiciones que aseguran que un anillo no tiene clase
media.

Lema (5.8.1)
Sea R un anillo tal que J(R) es un ideal simple y esencial de R. Si asumimos
que g (R/J(R)) es semisimple, entonces R no tiene clase media izquierda.

Demostracion:

Tomemos un M €R-Mod no inyectivo y probemos que M es pobre. Para ver
que M es pobre nos ayudaremos del Lema 3.2.4, entonces sea Rz € Zn~ (M)
y lleguemos a que Rz es semisimple. Como Rz =~ R/(0:z), In Y(M) es
cerrada bajo isomorfismos y M no es inyectivo, el Criterio de Baer asegura
que (0 : z) # 0; del hecho de que J(R) <. R se sigue que (0: x) n J(R) # 0.
Luego 0# (0:2) nJ(R) < J(R) y J(R) es simple por hipotesis, entonces
(0:2)nJI(R)=J(R) y asi J(R) < (0:x); consiguiendo de este modo que
Rx =~ R/(0:z) = (R/J(R)) /((0:2)/I(R)). Ahora, si R/J(R) es semisimple
entonces toda copia de cualquier cociente de R/J(R) también lo es, en par-
ticular Rx; por consiguiente M es pobre. m

Lema (5.8.2)

Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces, R es un anillo sin clase media
izquierda si y solo si J(R) # 0 y J(R) no contiene ideales de R distintos de
los triviales.

Demostracion:

Sabemos que existe una biyeccion entre iP(R); y {rAr < rRr | A € J(R)}
por el Teorema 5.2.25, de aqui que |[iP(R);| =2si y solo si J(R) contiene
exactamente dos ideales (a 0 y a si mismo). m

Hasta ahora sélo hemos trabajado con el perfil de inyectividad izquierdo de un
anillo, sin embargo, y aunque no lo hemos mencionado explicitamente, todos los
resultados obtenidos para ¢P(R); también se tienen para iP(R)q si uno trabaja
con R-modulos derechos de la misma forma en que hicimos con los R-mé6dulos
izquierdos. Asi que en particular es cierta la “versiéon derecha” del Teorema
5.2.25: Si R es un anillo artiniano derecho, entonces existe un anti-isomorfismo
de reticulas entre (iP(R)a, S, A, V) Yy {RAr < rRRr | AS J(R)}, <, n,X).

Corolario (5.3.3)

Sea R un anillo artiniano. Entonces, (iP(R);,<, A,V ) v (iP(R)a,.S, A\, V)
son reticulas isomorfas, en particular R es un anillo sin clase media izquierda
si y s6lo si R es un anillo sin clase media derecha.
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Demostracion:

Si hacemos @5 gy = {rIr < rRRr|I = J(R)}, por el Teorema 5.2.25 tenemos
que existe un ¢; : iP(R); — @) anti-isomorfismo de reticulas y por la ver-
sion derecha del Teorema 5.2.25 sabemos que existe un anti-isomorfismo
de reticulas ¢q : iP(R)q — ®;r). Entonces ¢ 0 ¢i iP(R); — iP(R), es
una funcién biyectiva tal que para cualesquiera A, B € 1P (R); sucede, debido
a que un anti-isomorfismo de reticulas es un anti-isomorfismo de orden (Le-
ma 1.3.1 y Lema 1.3.2), que

AcC B ¢i(B) S di(A) & ¢ (¢:(A) S oy (0:(B)),

por lo tanto ¢;1 o ¢; es un isomorfismo de orden entre conjuntos con estruc-
tura de reticula; luego (;Sgl o ¢; es un isomorfismo de reticulas por la Proposi-
cion 1.3.3. Como [iP(R);| = [iP(R)4|, se sigue que [iP(R);| = 2 si y solo si
[iP(R)q| = 2. m

Para una cierta clase de anillos semiartinianos izquierdos tenemos una caracteri-
zaciéon de cuéndo tales anillos no tienen clase media. Puesto que los anillos semi-
artinianos no son anillos que se estudien en un curso estdndar de licenciatura,
nos tomamos la libertad de analizar algunas de sus propiedades principales con
el objetivo de hacer el contenido de este trabajo mas accesible para un mayor
numero de personas. Asi pues, iniciamos con la definicion.

Definicion

Si M € R-Mod, diremos que M es semiartiniano izquierdo si todo cociente
distinto de cero de M contiene un moédulo simple. Mientras que un anillo R
se llamara semiartiniano izquierdo si como R-moédulo izquierdo es semiarti-
niano izquierdo.

A partir de aqui solo diremos “semiartiniano” en vez de “semiartiniano izquierdo”,
esto para agilizar la lectura de los lemas que a continuacién vienen.

Lema (5.8.4)
Si M € R-Mod es semiartiniano, entonces Zoc(M) S, M.

Demostracion:

Sea 0 # M € R-Mod semiartiniano. Como M =~ M /0 # 0, por hipotesis M
debe contener un simple, asi Zoc(M) # 0. Supongamos que Zoc(M) &, M.
Entonces existe 0 # N < M tal que Zoc(M)nN = 0. Sea L un seudocomple-
mento de N en M, del Lema 1.1.18 se sigue que (N+L)/L <. M/L. Como
M es semiartiniano y M /L # 0, M /L contiene un simple, digamos S; enton-
ces0# ((N+L)/L)nS<S (pues (N+L)/L S, M/L) y S es simple, asi
(N+L)/L)nS =S y por consiguiente S € (N + L)/L. Como (N +L)/L
contiene un simpley (N +L)/L = N/(Ln N)=N/0 = N, deducimos que
N también tiene un submédulo simple, sea S dicho submédulo. En resumen
ScY{S|S<MySessimple } n N =Zoc(M)n N =0, lo cual es absur-
do debido a que S es distinto de cero por ser simple. m

Lema (5.3.5)
Sea N, M € R-Mod. Los siguientes enunciados son ciertos:

(1) Si N @ M y M es semiartiniano, entonces N es semiartiniano.
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(2) Si N < M y M es semiartiniano, entonces M /N es semiartiniano.

(3) Si N < M y M es semiartiniano, entonces N es semiartiniano.

(4) Si {M;}cr es una familia de R-mo6dulos semiartinianos, entonces @, ; M;
es semiartiniano.

Demostracion:

Supongamos que M # 0 es semiartiniano.

[1] Si M LN y K = N/L para algin L £ N, entonces M /Ker(rp) = N/L,
donde m:N — N/L es el epimorfismo natural; como ¢~ (L) £ ¢~ 1(N) = M
y M/Ker(ryp) = M /o~ (Ker(r)) = M/~ (L), del hecho de que M es se-
miartiniano se sigue que M /Ker(my) contiene un simple y por lo tanto N/L
también.

[2] Sea N < M. Si L/N < M/N, como (M/N)/(L/N)=M/L#0y M es
semiartiniano, deducimos que (M/N) /(L/N) tiene un submoédulo simple.
[3] Tomemos un 0 # N < M. Asumamos que N es un cociente de N distinto
de cero. Sii: N < M es el monomorfismo inclusién y m: N — N es el epi-
morfismo natural, los Lemas 1.1.7, 1.1.6 y 1.1.8 nos aseguran que para
M = (N@®M)/U, donde U = {(n(n),—i(n)) | n € N}, existe un monomor-
fismo ¢ : N — M y un epimorfismo 5 : M — M de modo que

Ne—"* M

g 7|

N—Y N
es un diagrama conmutativo. Puesto que NV # M, se tiene que U # NoeM
y por lo tanto M # 0; de los incisos (1) y (2) se sigue que M es semiartiniano,
luego el Lema 5.3.4 implica que Zoc(M) S, M. Entonces Zoc(M) S. M y
0# ¢(N) < M, asi que 0 # 1h(N) n Zoc(M) = Zoc(1)(N)) (pues Zoc es un
prerradical exacto izquierdo), de aqui que ¥(N) ‘contiene un simple; usando
que YP(N) = N llegamos a la conclusion de que N también debe de tener un
submodulo simple.

[4] Sea {M;}cr una familia, no vacia, de R-médulos semiartinianos tal que
M, # 0 para algin [ € I. En vista del inciso (1) podemos suponer sin perdida
de generalidad que {M;};cs es una familia independiente. Sea M un cociente
distinto de cero de @;c; M;, entonces existe un epimorfismo ¢ : @;e; M; — M
y, como hay un 0 # m € M, existe un 0 # m = M1+ +mj € ®icr M; de
modo que ¢(m) = m # 0; asi mj; # 0 para algun ji € {j1,...,jk} € I, por
lo tanto @[z, : Mij — ¢(M;;) es un epimorfismo tal que p(M;;) # 0. Luego
©(M;;) tiene un submodulo simple ya que M;; es semiartiniano, sin embargo
o(M;;) < M, asi que M contiene un simple. m

Lema (5.3.6)
Un anillo R es semiartiniano izquierdo si y sé6lo si todo R-médulo izquierdo
es semiartiniano izquierdo.

Demostracion:

Si R es un anillo semiartiniano, como todo M € R-Mod es cociente de R
para algun conjunto X, los incisos (4) y (2) del Lema 5.3.5 implican que to-
do R-moédulo es semiartiniano. m

(X)
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Notamos que si R es un anillo, £ un R-médulo inyectivo principal y Zoc(E) = E,

entonces Zoc = w¥

Zoc(B) = wg = 1, asi que todo R-moédulo es semisimple; por

lo tanto rR es semisimple. De este modo si R es un anillo no semisimple, para
cualquier £ € R-Mod inyectivo principal sucede que Zoc(F) ¢ E.

Teorema (5.8.7)

Sea R un anillo semiartiniano izquierdo no semisimple. Son equivalentes:
(1) R es un anillo sin clase media izquierda.

(2) Todo R-modulo no semisimple y quasi-inyectivo es inyectivo.

Demostracion:

(1) = (2)] Supongamos que R no tiene clase media izquierda, entonces para
todo N € R-Mod se tiene que Zn ' (N)=R-SSMod 6 que Zn~!(N)=R-Mod.
Sea M € R-Mod quasi-inyectivo y no semisimple. Como M € Zn (M) por
ser M quasi-inyectivo, si M no fuera inyectivo, por hipétesis, ocurriria que
In~1(M) = R-SSMod y por lo tanto M serfa semisimple, lo cual es absurdo;
asi que M debe de ser inyectivo.

(2) = (1)] Asumamos cierto el enunciado del inciso (2). Sea E € R-Mod un
inyectivo principal. Tomemos un M € Sy;(E)* tal que Zoc(E) < M. Como
rR es semiartiniano, por el Lema 5.3.6 se tiene que E es semiartiniano y
asi del Lema 5.3.4 obtenemos que Zoc(E) €, E; luego el Lema 1.1.12 condu-
ceaque M S, E, por consiguiente E(M) = E. Como M <jy; E, entonces
M <y E(M) y de laProposicion 3.2.6 se deriva que M es quasi-inyectivo.
Por otro lado, en vista de que Zoc(F) es el mayor submoddulo semisimple de
E 'y M es un submédulo de E tal que Zoc(E) < M, deducimos que M no es
semisimple. Entonces M es quasi-inyectivo y no es semisimple, asi que del
inciso (2) se sigue que M es inyectivo; sin embargo E(M) = E, por lo tanto
M = E. Enresumen Sy;(E)*={E, Zoc(E)}. Del hecho de que |S;;(E)*| = 2
y de que hay una biyecci6n entre S¢;(E)* y iP(R); (Proposicién 5.1.14), lle-
gamos a que R es un anillo sin clase media izquierda. m

Si R es un anillo artiniano izquierdo, todo cociente de R es artiniano izquierdo,
entonces para cualquier rpI < R sucede que el conjunto {L/I < R/I | L/T # 0}
tiene un elemento minimo; luego R/I contiene un simple. Asi todo anillo ar-
tiniano izquierdo es semiartiniano izquierdo. Por otra parte, si R es un anillo
artiniano izquierdo no semisimple, por el Lema 1.1.30 sucede que J(R) # 0, de
aqui que J(R) contiene al menos dos ideales de R distintos. De estas observa-
ciones, del Corolario 5.3.2 y del Teorema 5.3.7, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario (5.3.8)
Sea R un anillo artiniano izquierdo no semisimple. Son equivalentes:

(1) R es un anillo sin clase media izquierda.
(2) Todo R-mo6dulo no semisimple y quasi-inyectivo es inyectivo.
(3) J(R) no contiene ideales de R distintos de los triviales.
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5.4 Orden Lineal en iP(R)

Bien, después de que ya estudiamos, en la seccién pasada, el caso en el que el
perfil de inyectividad de un anillo consta de solamente dos elementos (lo cuales
estan linealmente ordenados por la inclusion), ha llegado el momento de analizar
cuando el perfil de inyectividad de un anillo es un conjunto totalmente ordenado.
Como el perfil de inyectividad de un anillo R es una clase de clases de Wisbauer
y como R-Wis es una reticula isomorfa a R-Fil, si uno logra deducir aspectos del
comportamiento del orden definido en R-Fil se van a tener implicaciones en el
orden establecido en R-Wis y por consiguiente en el orden de iP(R); asi es una
suerte que Ana Viola-Prioli y Jorge Viola-Prioli hayan estudiado a profundidad
en [23] los anillos para los cuales se tiene que R-Fil es linealmente ordenado,
los resultados siguientes son precisamente el fruto de los trabajos de estos dos
autores.

Proposicion (5.4.1)

Sea R un anillo. Son equivalentes:

1.- (R-Fil, ©) es un conjunto linealmente ordenado.

2.- Para cualquier par de ideales izquierdos I y J de R existe X € R finito
demodoque (I: X)cJ 6 (J:X)<c 1.

3.- Para cualesquiera I y J ideales izquierdos de R existe n € N tal que R/I

es isomorfo a un cociente de un submédulo de (R/J)(n) 6 R/J es isomorfo a

un cociente de un submédulo de (R/I)(n).

Demostracion:
(1) = (2)] Sea g K < gpR. Definimos:

F(K) = {rU < gR | 3X € R finito de modo que (K : X) € U}.

Notamos que (K : {1}) = K, asi pues K € F(K); sin embargo F(K) no solo
es una familia no vacia de ideales izquierdos de R.

Afirmacion: F(K) € R-Fil.

Demostracién: Tomemos a€ R, pJ < gR y U,V € F(K).

i] Supongamos que U € J. Como U € F(K), existe X € R finito de modo
que (K : X) € U. Entonces (K : X) € J, y asi J € F(K).

ii] Con base en la eleccién de U y V' podemos asegurar que (K :X)c U y
que (K :Y) € V para ciertos subconjuntos finitos X y Y de R. Observamos
ahora quer € (K : X uY)implicar(X uY) < K, tomandoz e X y yeY
tenemos que rz, ry € (X vY), y por lo tanto llegamos a que rzx, ry € K;
luegore (K: X)n (K :Y),pero (K : X)n(K:Y)ScUnV,asireUnV.
Entonces (K: X vY)<c UnV, donde X UY es un subconjunto finito de
R, de aqui que U n V € F(K).

iii] En vista de que U € F(K), existe un X € R finito tal que (K : X) € U.
Fijando nuestra atencion en (K : aX) observamos que, r € (K : aX) implica
r(aX) € K, lo cual deriva en que (ra)X € K; consiguiendo con esto
que ra € (K : X) y por consiguiente que ra € U, lo cual nos lleva a su vez a
deducir que r € (U : a). En resumen tenemos (K : aX) € (U : a), como aX
es finito obtenemos finalmente que (U : a) € F(K).

. F(K) € R-Fil para cualquier K ideal izquierdo de R. 0
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Por otro lado, sean I y J ideales izquierdos de R. Ya que F(I), F(J) € R-Fil
y R-Fil esta linealmente ordenado por la inclusién, sin perdida de generalidad
podemos suponer F(I) € F(J). Ya que I € F(I), concluimos que I € F(J);
luego existe X € R finito tal que (J: X) € I.

(2) = (3)] Sean I,J < rR. Por (2) tenemos que ([: X)cJo6(J: X)c 1
para algtin X € R finito, digamos X = {z1,...,2,}. Sin perder generalidad
podemos suponer (I : X) € J. A continuacion definimos

RrR-Ls (R/)!™
re—r(z1+1,...,2, + 1)

Es inmediato ver que f es un R-morfismo, y en vista de que

Ker(f)={reR| f(r) =0}
={re R | rxz; € I para cada x; € X}
={reR|rXcl}
= (I:X),

deducimos que I'm(f) f; R/(I : X). Por otro lado, también definimos

R/(I:X) % R/J
r+(I:X)—r+J

Notamos que si v+ (I : X), v+ (I : X)e R/(I : X) son iguales, entonces
r—r'e(I:X), pero(l:X)< J,porlotantor—r'e€ Jyasir+J =r'+J.
Luego ¢ es funcion, y claramente suprayectiva. Pero mas atn, se ve que g es
un R-morfismo. Como I'm(f) < (R/I)(n) y gf":Im(f) — R/J es un epimor-
fismo, concluimos que R/J es isomorfo a un cociente de un submoédulo de
(B/1)™.

(3) = (1)] Sean F,G € R-Fil. Supongamos que F & G. Ahora, tomemos a
los (inicos) prerradicales exactos izquierdos que les corresponden, respectiva-
mente, a F y a G bajo los isomorfismos de reticulas descritos en los Teoremas
4.2.15 y 4.3.6; digamos r y s. Como F & G, entonces ocurre que r X s; por
ello debe de existir un M € R-Mod tal que r(M) < s(M). Ya que r,s eER-Prei,
r(M),r(M) < M yr(M) < s(M), entonces r(M) € T, pero r(M) ¢ Ts (donde
Te = {M e R-Mod | t(M) = M} es la clase de pretorsion del prerradical t
definida justo antes del Lema 4.2.5), pues s(r(M)) = s(M) nr(M), asi que
sir(M) e Ts tendriamos que r(M) < s(M), lo cual es imposible. A causa de
la Proposicion 4.2.8, las clases T, y T son de Wisbauer; de aqui, y del hecho
de que r(M) =2 .\ Rz, llegamos a que r(M) € T siy s6losi Rre T;
para cada x € r(M), y ya que r(M) ¢ 75, deducimos que hay algtn xq € r(M)
tal que Rxg ¢ Ts. En vista de que Rxg = R/I para algin I < gR, tenemos
que R/I €T, y R/I¢Ts. Por otro lado, si ahora tomamos los (tnicos) fil-
tros asociados a 7; y 75 bajo los isomorfismos de reticulas descritos en los
Teoremas 4.2.15 y 4.3.6, por la eleccién de r y s tendriamos que estos son,
respectivamente, F y G. Recordando que el isomorfismo de reticulas entre
R-Prei y R-Fil esta dado por F(y o 7(y, donde

. To . Fo .
R-Prei — R-Wis — R-Fil
t — T +— Fgp

y Fr, = {rK < rR | R/K € T¢}, notamos que lo obtenido hasta ahora se re-
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sume en que [ € F(=Fy) el ¢ G(=Fz). Que puesto que queremos probar
que G S F, sea J e G(=Fg). Por (3) sabemos que hay un n € N de modo
que R/I esisomorfo a un cociente de un submédulo de (R/J)™ 6 R/.J es
isomorfo a un cociente de un submodulo de (R/I)(”). Si R/I es isomorfo a
un cociente de un submoédulo de (R/J)("), como R/JeTs y Ts€ R-Wis,
entonces R/I € T y por lo tanto I € G(= F;), lo cual no puede ocurrir. Por
lo tanto debe suceder que R/J es isomorfo a un cociente de un submoédulo
de (R/I) ("), pero R/T e T, y 7T, € R-Wis, obteniendo asi que R/J € T;; lo
que deriva en que J € Fr-(= F). Luego G C F. m

Corolario (5.4.2)
Si R-Fil est4 linealmente ordenado por la inclusién, entonces también lo esta
el conjunto de todos los ideales de R.

Demostracion:

Supongamos que R-Fil esta linealmente ordenado. Sean I y J ideales de R.
De la Proposicion 5.4.1 se infiere la existencia de un X € R finito de modo
que (J: X)SIobien(I:X)cJ. ComolIc(I:X)yJ<C(J:X),dedu-
cimosque JSI61CJ. m

Proposicion (5.4.3)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Si la familia de los ideales de R estéa to-
talmente ordenada por la inclusién, entonces R-Fil también lo esté.

Demostracion:
Supongamos que la colecciéon de ideales de R es un conjunto totalmente orde-
nado (por la inclusion). Tomamos F,G € R-Fil. Consideremos

Iy={)F.

Afirmacién: Ij es un ideal de R.

Demostraciéon: Como rly < gR, s6lo debemos ver que ar € Iy para cualquier
a € Iy y cualquier r € R. Sean pues a € Iy y r € R. Notamos que si U € F,
entonces (U : 1) € F,y, asi Iy = (| F € (U : r); de esto que Iyr € U. Luego
Iyr € U para cada U € F, obteniendo con esto que Ioyr S [ F = Ip. Como
ar € Iyr, la inclusién anterior asegura que ar € Ij. O

Usando que R es artiniano izquierdo, del Lema 1.1.26 se sigue que hay un
subconjunto finito Fy de F con propiedad de que (| Fp = [ | F = Ip; puesto
que F es cerrado bajo tomar intersecciones finitas por definicién, concluimos
que Iy € F. Como Iy < rRp por la afirmacion, se tiene que n[ly] €R-Fil; de
hecho, debido a que Iy € F, tenemos que F = n[ly](= {gU < grR | I S U}).
Si hacemos Jy = (g, procediendo de manera aniloga a como hicimos con
Iy, llegaremos a que G=n[Jy]. A causa de que la familia de ideales de R esté
totalmente ordenada, podemos suponer, sin perder generalidad, que Iy € Jy.
Del hecho de que Iy € Jo, F = n[Io] y G = n[Jo], se sigue que n[.Jo] < nlIo).
Por lo tanto G € 7. m

Definicion
Si I es un ideal propio de R, vamos a denotar al conjunto {RK < gR|I € K}
por 1l1]*.
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Lema (5.4.4)

Si los ideales de izquierdos de R estan linealmente ordenados e I es un ideal
propio de R, entonces n[I]* € R-Fil.

Demostracion:

Supongamos que todos los ideales izquierdos de R estan linealmente ordena-
dos y que I es un ideal propio de R.

i] Sean K e n[I]* y J < grR de modo que K < J. Como I ¢ K < J, enton-
ces I < J y por lo tanto J € n[I]*.

ii] Si J, K € n[I]*, entonces I € K,J. Por hipotesis podemos suponer que
KcJ, luegol ¢ K =Jn K. Asi que J n K € n[I]*.

ili] Tomamos K € n[I]* y r € R. Solo hay que ver que I < (K : r). En vista
de que z € T implica zr € I, y como K € n[I]*, se sigue que zr € K y por
lo tanto que x € (K : r). Luego I € (K : r). Ahora supongamos I = (K : r).
Por hipoétesis los ideales izquierdos Rr y K se deben comparar de alguna for-
ma. Notamos que si Rr € K, entonces x € R implica zr € Rr y por consi-
guiente zr € K, lo cual deriva en que z € (K : r); obteniendo de esta manera
que R € (K :r) =1, lo cual es una contradiccién ya que I es propio en R.
Por lo tanto debe ocurrir que K € Rr, pero si tomamos un = € K\ se tiene
que ar = z € K para algiun a€R; asi ae(K: r)= I, y de aqui deducimos que
x = ar € I, lo cual es imposible. Concluimos entonces que I < (K : 7). m

Lema (5.4.5)
Si los ideales de izquierdos de R estan linealmente ordenados y F € R-Fil,
entonces existe un ideal Iy de R tal que F = n[ly] 6 F = n[lo]*.

Demostracion:

Supongamos que la coleccion de ideales izquierdos de R es un conjunto total-
mente ordenado. Sea F € R-Fil y hagamos Iy = (| F. En la demostracion
de la Proposicion 5.4.3 vimos que Iy es un ideal de R, por ello n[Iy] eR-Fil.
Ahora analizamos los siguientes casos:

Caso 1] Ip e F.

En general 7 € n[ly]. Ahora, como Iy € F, se obtiene que n[ly] € F. Asi,
en este caso, ocurre que F = n[ly].

Caso 2] In ¢ F.

Sea K € n[lp]*. Entonces Iy € K. Si K € H para cada H € F, deducimos
que K € Ip(= () F); de aqui que K € Iy € K, lo cual es absurdo. Por con-
siguiente existe H € F tal que K ¢ H, sin embargo los ideales izquierdos de
R estan linealmente ordenados, asi que H € K; luego K € F debido a que
H es un elemento de F. En resumen n[ly]* € F. Reciprocamente, si K € F,
ocurre que Iy € K, y de hecho Iy & K, pues de lo contrario tendriamos que
Iy € F, lo cual contradice la hipdtesis del caso actual; asi K € n[Ip]*. Por lo
tanto F € n[lo]*. Entonces F = n*[Io]. m

Corolario (5.4.6)
Si los ideales de izquierdos de R estan linealmente ordenados, entonces R-Fil
esté linealmente ordenado.

Demostracion:
Sean F,G € R-Fil. El Lema 5.4.5 nos dice que hay ideales, I y J, de R tales
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que F=n[Ilo F=nqI]* vy G=n[J]6G =mn[J]*. Por hipotesis podemos
suponer que I € J. Puesto que en general, si K es un ideal de R, ocurre que
n[K]* € n[K], supondremos més bien I ¢ J. Por otra parte, es inmediato
ver que n[J] € n[I]*, por esta razén n[J]* < n[J] € n[I]* < n[I]. Asi, en
cualquier caso, se tiene que G < F. m

Como un anillo es uniserial izquierdo si el conjunto de todos sus ideales izquier-
dos esta linealmente ordenado por la inclusion, el corolario anterior nos permite
deducir rapidamente el siguiente resultado.

Corolario (5.4.7)
Sea R un anillo uniserial izquierdo. El conjunto (iP(R), < ) es linealmente
ordenado.

Demostracion:

Por el Corolario 5.4.6 se tiene que R-Fil esté linealmente ordenado por la in-
clusion. Usando que hay un isomorfismo de orden entre R-Fil y R-Wis (Teo-
rema 4.3.6), del hecho de que (R-Fil, €) es un conjunto linealmente ordenado
se sigue que (R-Wis, ) también lo es; por lo tanto cualquier subconjunto de
R-Wis sera linealmente ordenado por la inclusion, en particular iP(R). m

Para una clase particular de anillos artinianos izquierdos se tiene que el orden
definido en su perfil de inyectividad esta intimamente relacionado con el orden
inducido por la inclusiéon en la familia de todos sus ideales bilaterales.

Proposicion (5.4.8)

Sea R un anillo artiniano izquierdo local. Son equivalentes:

(1) (iP(R), <) es linealmente ordenado.

(2) ({I € R | I es un ideal de R}, <) es linealmente ordenado.

Demostracion:

Como R es local, J(R) es el tnico ideal izquierdo méaximo de R (Lema 1.1.35),
asi que R-Fil* = {F € R-Fil | J(R) € F} < R-Fil\{n[R]}. Por otra parte, si
F € R-Fil\{n[R]}, hay un I € F tal que gI £ gR, por lo que I < J(R) (pues
J(R) es el mayor ideal izquierdo propio de R por el Lema 1.1.35), entonces
J(R) € F por definicién de filtro; de aqui que F € R-Fil*. De este modo se
tiene que R-Fil* = R-Fil\{n[R]}.

(1) = (2)] Si (iP(R), ©) es linealmente ordenado, la Proposicion i.s.s implica
que (R-Fil*, ©) es linealmente ordenado, sin embargo R-Fil* = R-Fil\{n[R]},
por ello (R-Fil, ©) es linealmente ordenado; del Corolario 5.4.2 se sigue que
el conjunto de todos los ideales de R esta linealmente ordenado por <.

(2) = (1)] Si la familia de los ideales de R esta totalmente ordenada por la
inclusion, la Proposicién 5.4.3 asegura que R-Fil también lo esté, en particu-
lar (R-Fil*, €) debe ser linealmente ordenado; usando la Proposicion 5.1.14
podemos concluir que (iP(R), ) es linealmente ordenado. m

En los resultados precedentes hemos cargado propiedades al anillo para deducir
aspectos de su perfil de inyectividad, las proposiciones siguientes, con las cuales
cerramos este proyecto, muestran la posibilidad de una situacién inversa; es
decir, si el perfil de inyectividad de un anillo R es de cierto tipo, entonces se
tendrén repercusiones en R-Mod.
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Proposicion (5.4.9)

Sea R un anillo no semisimple de modo que (iP(R), < ) es linealmente orde-
nado. Para cada K € R-Mod no pobre, existe un C' € R-Mod ciclico tal que
In~1(C) ¢ In~Y(K).

Demostracion:

Primero notamos que como R un no es semisimple, R-SSMod & R-Mod, es
decir, hay al menos un R-mdédulo que no es pobre. Sea K un R-moédulo que
no es pobre y sea I' un conjunto completo de representantes de clases de iso-
morfismo de R-médulos ciclicos. Supongamos que Zn~(N) & Zn~!(K) pa-
ra cada N € T'. Como iP(R) esta linealmente ordenado por la inclusion, la
suposicién anterior conduce a que Zn *(K) € Zn '(N) para cada N €T}
entonces In *(K) € (\yer Zn (N). Sin embargo el Corolario 3.1.8 dice
que (\yerZn HN) =Zn ' ([{yer N), ademés [y N es un R-moédulo
pobre segin el Teorema 3.2.10, asi que () ypr Zn~*(N) = R-SSMod. Luego
In~1(K) € R-SSMod, hecho que deriva en que Zn~!(K) = R-SSMod, es
decir, K es pobre, lo cual contradice la naturaleza de K. Por lo tanto existe
N e T tal que In~}(N) ¢ In Y(K). m

Corolario (5.4.10)
Sea R un anillo tal que (iP(R), S, A, \/) es una reticula atémica y lineal-
mente ordenada. Entonces, hay un R-mddulo ciclico que es pobre.

Demostracion:

Si R es semisimple, todo R-m6dulo es pobre. Supongamos entonces que R
no es semisimple. Tomemos K € R-Mod de modo que Zn~1(K) es un atomo
de (iP(R),S), en particular R-SSMod ¢ Zn~!(K), asi que K no es pobre.
De la Proposicion 5.4.9 se infiere la existencia de un R-moédulo ciclico C, tal
que Zn~1(C) ¢ In~Y(K), lo cual nos lleva, usando que Zn~!(K) es un ato-
mo, a que Zn~ 1 (C) = R-SSMod; por lo tanto C' es un R-médulo pobre. m

Proposicion (5.4.11)
Sea R un anillo artiniano izquierdo tal que (iP(R), c ) es linealmente orde-
nado. Entonces, existe un R-moédulo pobre que es simple.

Demostracion:

Como grR es neteriano por el Lema 1.1.36 y g (R/J(R)) es ciclico, del Lema
1.1.33 se desprende que R/J(R) es neteriano izquierdo. Por otro lado, el Le-
ma 1.1.31 asegura que gr (R/J(R)) es semisimple, asi que R/J(R) = @je1S;
para alguna familia {S; | i € I} de submodulos simples de R/J(R); del hecho
de que R/J(R) es neteriano izquierdo deducimos que existe Iy € I finito de
modo que R/J(R) = ®icr,Si- Luego In~' (®ier, Si) = ier, In~'(Si) a
causa del Corolario 3.1.8 y Lema 3.1.9, pero Zn ! (R/J(R)) = R-SSMod
por el Lema 3.2.5, asi que ﬂielo In~1(S;) = R-SSMod. Ahora bien, por el
Corolario 5.2.27 podemos tomar un K € R-Mod de modo que Zn !(K) es
un 4tomo de (iP(R),<). Supongamos que R-SSMod & Zn~!(S;) para cada
i€lp. Si In '(S;) € In (K) para algtni € Iy, entonces Zn 1(K) no se-
ria ya un 4tomo puesto que R-SSMod ¢ Zn~=1(S;) € Zn~!(K); por lo tanto
In~YK) € In~Y(S;) paratodo i € Iy debido a que (iP(R), S) es linealmente
ordenado, de aqui que Zn~"(K) S (,e;, Zn~"'(S;). Hemos llegado con esto
a que Zn~!(K) € R-SSMod; que es absurdo porque R-SSMod ¢ Zn~!(K)
por definicién de atomo. Luego Zn~1(S;) = R-SSMod para algiin i € Io..J
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