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INTRODUCCIÓN

En este proyecto se pretende desarrollar con el mayor rigor posible la primera
mitad del artículo Characterizing Rings in Terms of the Extent of the Injectivity
and Projectivity of their Modules escrito por Sergio R. López-Permouth y José
E. Simental en el año 2012. Tal empresa se materializa en el último capítulo del
presente escrito.

La tesis se compone de cinco capítulos, en estos se desarrollan los resultados
necesarios para que puedan �uir los conceptos involucrados en el artículo men-
cionado. El primer capítulo sirve como presentación de las herramientas con las
cuales vamos a trabajar en los capítulos subsecuentes. En el segundo capítulo
se hallan los ingredientes primordiales para la demostración de un Teorema de
Osofsky-Smith, el cual es una pieza fundamental para que el capítulo siguiente
funcione; pues en el tercer capítulo se estudian las propiedades generales de
los dominios de inyectividad para llegar, entre otras cosas, a motivar la de�ni-
ción de �módulo pobre�, cuya existencia descansa fuertemente en el Teorema
de Osofsy-Smith. El cuarto capítulo es el escenario en donde se construyen
cuatro retículas y se demuestra que son isomorfas, un resultado esencial para
poder apreciar el �per�l de inyectividad de un anillo�. Finalmente, en el quinto
capítulo usamos lo obtenido en los capítulos anteriores para de�nir el per�l de
inyectividad de un anillo y conseguir distintas interpretaciones de este que nos
ayudarán a entender un poco más su naturaleza; es aquí en donde el in�ujo de los
primeros cuatro capítulos se mani�esta y se expresa en la descripción de ciertas
verdades alcanzados por López-Permouth y Simental en el artículo antes citado.

Básicamente el contenido del capítulo 5 es el objetivo primario de la tesis. Este
capítulo está conformado por cuatro secciones. En la sección 5.1 se observa
que el per�l de inyectividad de un anillo es una retícula, y que a su vez está
relacionada con todas las retículas del capítulo 4. La sección 5.2 contiene algunas
propiedades retículares del per�l de inyectividad de un anillo, se demuestra por
ejemplo que tal retícula es siempre modular y coatómica; también se muestra
que para anillos particulares el per�l de inyectividad puede tener una estructura
más compleja, pues en algunos casos sucede que el per�l de inyetividad es una
retícula distributiva, o que es una retícula atómica, o que es una retícula con un
único coatómo, o que es un conjunto numerable, o que es una retícula artiniana,
o que es una retícula neteriana, o que es un conjunto linealmente ordenado,
etc. Se introduce la noción de �anillo sin clase media� en la sección 5.3 y se
exhiben algunos resultados acerca de estos anillos. Esta tesis llega a su �n en la
sección 5.4, en donde se muestra que el per�l de un anillo puede ser un conjunto
linealmente ordenado y se analizan algunas implicaciones de este hecho.
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1. PRELIMINARES

1.1 Notación y Convenciones Generales

En el presente escrito se trabajara únicamente con anillos unitarios asociativos,
por lo que al decir �R es un anillo� se entiende que R tiene elemento unitario
y es asociativo. De hecho, a lo largo de la tesis, R va a denotar un anillo.
Así mismo R-Mod denotará a la categoría de R-módulos izquierdos unitarios
y HomRpA,Bq denota al conjunto de R-mor�smos que van del R-módulo A al
R-módulo B. Con la intención de optimizar la lectura, cuando sea claro que es-
tamos trabajando en R-Mod, en lugar de decir R-mor�smo y R-módulo, a veces
simplemente diremos mor�smo y módulo, respectivamente. También llamare-
mos R-SSMod a la subclase de R-Mod que contiene a los módulos semisimples,
mientras que R-Simp representa a un conjunto completo de representantes de
clases de isomor�smo de módulos simples y ξ denota a la clase de todos los
módulos inyectivos. En ocasiones, si f y g son funciones, en vez de escribir f �g
sólo escribiremos fg. Hablando de funciones, nos reservaremos el término �fun-
ción� sólo para las asignaciones cuyo dominio y contradominio sean conjuntos;
mientras que emplearemos el término �funcional� para referirnos a asignaciones
que se comporten como funciones pero que su dominio y/o contradominio sean
(posiblemente) una clase propia. No obstante, seremos menos exigentes con los
símbolos P y �, pues los usaremos sin reserva tanto en conjuntos como en clases
propias. Así mismo nos valdremos de la notación conjuntista para describir
algunas clases propias, esto con la intención de hacer más cómoda la notación.

Puesto que usaremos muchos símbolos que no están del todo universalmente
aceptados, los pondremos en una lista. Sean X un conjunto, R y S anillos,
tMiuiPI una familia no vacía en R-Mod, f P HomRpA,Bq y A,B,C P R-Mod
con C un submódulo de A.

PpXq : Conjunto Potencia de X
RM : M es un R-módulo izquierdo
MR : M es un R-módulo derecho
RMS : RM , MS y @r P R,@m PM,@s P S

�
prmqs � rpmsq

�
A ¤ B : A es submódulo de B
A �e B : A es esencial en B
A ! B : A es super�uo en B
A ¤
máx

B : A es un submódulo máximo de B

A � B : A y B son isomorfos
A�B : A es un sumando directo de B
EpAq : EpAq es una cápsula inyectiva de A que contiene a A
JpRq : Radical de Jacobson de R, i.e. JpRq � RadpRRq � RadpRRq
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A
f
� B : f es un isomor�smo que va de A a B

Kerpfq : Núcleo de f
Impfq : Imagen de f

f : A� B : f es monomor�smo
f : A� B : f es epimor�smo
f : A ãÑ B : f es una inclusión
i : C Ñ A : Mor�smo inclusión

π : AÑ A{C : Epimor�smo natural
ηi : Mi �

À
iPIMi : Monomor�smo canónico

πi :
±
iPIMi �Mi : Epimor�smo canónico

1.2 Un Poco de Teoría de Módulos

Aunque, por desgracia, no es posible escribir todos los conceptos y resultados
que usaremos, en esta sección al menos dejamos un resumen de las de�niciones
y teoremas, de Teoría de Módulos, que se usan con mayor frecuencia ó bien que
son la base de alguna demostración. Para obtener detalles de los teoremas que
aquí aparecen se puede consultar [1], [2], [3] y [24].

Lema (1.1.1)
SeaM P R-Mod y sea N un subgrupo deM . Si I es un ideal de R contenido
en AnnpMq

..
� tr P R | @m PMprm � 0qu, entonces N es un R-submódulo

de M si y sólo si N es un pR{Iq-submódulo de M .

Lema (1.1.2)
Sean ϕ P HomRpM,Nq y α P HomRpM,Lq. Si α es un epimor�smo y además
Kerpαq � Kerpϕq, entonces existe un único β P HomRpL,Nq tal que

M N

L

ϕ

α
β

conmuta. Además, β es un monomor�smo si y sólo si Kerpαq � Kerpϕq, y
β es un epimor�smo si y sólo si ϕ es un epimor�smo.

Lema (1.1.3)
Sea

 
fi : Mi Ñ Ni

(
iPI

una familia no vacía de R-mor�smos. Existe un único
mor�smo

À
fi :

À
iPIMi ÝÑ

À
iPI Ni tal que, para cada j P I, el diagrama

Mj Nj

À
iPIMi

À
iPI Ni

fj

ηj ηj
À
fi

conmuta. Además Imp
À
fiq �

À
iPI Impfiq y Kerp

À
fiq �

À
iPI Kerpfiq.

Lema (1.1.4)
Sea

 
gi : Mi Ñ Ni

(
iPI

una familia no vacía de R-mor�smos. Existe un único
mor�smo

±
gi :

±
iPIMi ÝÑ

±
iPI Ni tal que, para cada j P I, el diagrama
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Mj Nj

±
iPIMi

±
iPI Ni

gj

±
gi

πj πj

conmuta. Además Imp
±
giq �

±
iPI Impgiq y Kerp

±
giq �

±
iPI Kerpgiq.

Lema (1.1.5)
Sea

 
hi : Mi Ñ N

(
iPI

una familia no vacía de R-mor�smos. Existe un único
mor�smo

À
iPI hi :

À
iPIMi ÝÑ N tal que, para cada j P I, el diagrama

Mj N

À
iPIMi

ηj

hj

À
iPI hi

conmuta. Además Imp
À

iPI hiq �
°
iPI Imphiq.

Lema (1.1.6)
Sea

 
fi : M Ñ Ni

(
iPI

una familia no vacía de R-mor�smos. Existe un único
mor�smo

±
iPI fi : M ÝÑ

±
iPI Ni tal que, para cada j P I, el diagrama

M Nj

±
iPI Ni

±
iPI fi

fj

πj

conmuta. Además Kerp
±
iPI fiq �

�
iPI Kerpfiq.

De�nición
Sean A,B,M,N,X P R-Mod, sea α P HomRpA,Bq y sea ϕ P HomRpA,Mq.
Si β P HomRpB,Nq y ψ P HomRpM,Nq son tales que

A B

M N

ϕ

α

β

ψ

es un diagrama conmutativo, decimos que pψ, βq es el pushout de pϕ, αq si
para cada par pψ1, α1q con ψ1 P HomRpM,Xq, α1 P HomRpB,Xq y ψ1ϕ � β1α
hay exactamente un σ P HomRpN,Xq tal que ψ1 � σψ y β1 � σβ. Es decir,
el diagrama

A B

M N

X

ϕ

α

β

β1

ψ1

ψ

σ

conmuta.
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Lema (1.1.7)
Sean A,B,M P R-Mod, α P HomRpA,Bq y ϕ P HomRpA,Mq. Si tomamos
N

..
� pM `Bq{U con U ..

�
 �
ϕpaq,�αpaq

�
| a P A

(
y de�nimos

M
ψ
ÝÑ N B

β
ÝÑ N

m ÞÑ pm, 0q � U b ÞÑ p0, bq � U,

se tiene que pψ, βq es un pushout de pϕ, αq.

Lema (1.1.8)
Sean A,B,M P R-Mod, α P HomRpA,Bq y ϕ P HomRpA,Mq. Si pψ, βq es
un pushout de pϕ, αq, los siguientes enunciados son ciertos:

(1) Si α es un monomor�smo (respectivamente epimor�smo), entonces ψ es
un monomor�smo (respectivamente epimor�smo).
(2) Si ϕ es un monomor�smo (respectivamente epimor�smo), entonces β es
un monomor�smo (respectivamente epimor�smo).

De�nición
Sea M P R-Mod y sea

N : 0 � B0 ¤ N1 ¤ N2 ¤ � � � ¤ Nk�1 ¤ Nk �M

una cadena �nita de submódulos deM . La cadena N se llama serie de com-
posición de M si Ni{Ni�1 es un módulo simple para cada i P t1, 2, ..., ku.

De�nición
Sea M P R-Mod. Decimos que M es de longitud �nita si M � 0 ó M tiene
una serie de composición.

Lema (1.1.9)
Sea 0 Ñ K ÑM Ñ N Ñ 0 una sucesión exacta corta de R-módulos. Enton-
ces M tiene longitud �nita si y sólo si K y N tienen longitud �nita.

Lema (1.1.10)
Para M P R-SSMod los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) M es una suma directa �nita de módulos simples.
(2) M tiene longitud �nita.
(3) M es �nitamente generado.

Lema (1.1.11)
SiM P R-Mod y A ¤M , entonces A �e M si y sólo si para todo 0 � m PM
existe r P R de modo que 0 � rm P A.

Lema (1.1.12)
Sean K, L, M, N PR-Mod. SiK ¤ L ¤M ¤ N yK �e N , entonces L �e M .

Lema (1.1.13)
Si K,N,M P R-Mod y K ¤ N ¤M , entonces K �e M si y sólo si K �e N
y N �e M .
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Lema (1.1.14)
Si M,N P R-Mod, B �e N y ϕ P HomRpM,Nq, entonces ϕ�1pBq �e M .

Lema (1.1.15)
Sea tMiuiPI una familia no vacía de R-módulos. SiM ..

�
À

iPIMi y Ai �e Mi

para cada i P I, entonces A ..
�

°
iPI Ai �

À
iPI Ai y A �e M .

De�nición
Sea M P R-Mod y sean L,N ¤M . Decimos que L es un seudocomplemento
de N en M si L es máximo (en la retícula de submódulos de M) con la pro-
piedad de que LXN � 0.

Lema (1.1.16)
SeanM PR-Mod y L,N ¤M . SiM � L`N , entonces L es un seudocomple-
mento de N en M .

Lema (1.1.17)
Sea M P R-Mod y sean A,B ¤M de modo que AXB � 0. Entonces, existe
A1 un seudocomplemento de A en M tal que B � A1, y consecuentemente
existe A2 un seudocomplemento de A1 en M tal que A � A2.

Lema (1.1.18)
Sea M P R-Mod y sean A,B ¤M tales que AXB � 0. Entonces, B es un
seudocomplemento de A en M si y sólo si pA�Bq{B �e M{B.

Lema (1.1.19)
Si M P R-Mod y N ¤M , entonces N tiene seudocomplementos en M .

De�nición
Sean M P R-Mod y N ¤M . Una extensión esencial de N en M es un sub-
módulo L de M tal que N �e L.

De�nición
Si M P R-Mod y N ¤M , diremos que N es cerrado, ó que es esencialmente
cerrado, en M si N no tiene extensiones esenciales, distintas de N , en M .

De�nición
Sean M P R-Mod y L ¤M . Diremos que L es un seudocomplemento en M
si existe N ¤M tal que L es un seudocomplemento de N en M .

Lema (1.1.20)
Sea M PR-Mod. Si N ¤M , entonces N es cerrado en M si y sólo si N es un
seudocomplemento en M .

Lema (1.1.21)
Sean M,N,L PR-Mod. Si L es cerrado en N y N es cerrado en M , entonces
L es cerrado en M .

Lema (1.1.22) [Criterio de Baer]
Si R es un anillo y M P R-Mod, entonces M es inyectivo si y sólo si M es
RR-inyectivo.
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Lema (1.1.23)
Si M,N P R-Mod y N �e M , entonces EpNq � EpMq.

Lema (1.1.24)
Si I es un conjunto �nito no vacío y tMiuiPI es una familia de R-módulos,
entonces E

�À
iPIMi

�
�

À
iPI EpMiq.

De�nición
Sea M P R-Mod. Decimos que M es inescindible si M � 0 y sus únicos su-
mandos directos son 0 y M .

Lema (1.1.25)
Si Q P R-Mod es inyectivo y distinto de cero, son equivalentes:

(1) Q es inescindible.
(2) Si L ¤ Q y L � 0, entonces EpLq � Q.
(3) Si L ¤ Q y L � 0, entonces L es uniforme.

Lema (1.1.26)
Sea M P R-Mod y sea A ¤M . Son equivalentes:

(1) M es artiniano.
(2) A y M{A son artinianos.
(3) Toda cadena descendente de submódulos de M se estaciona.
(4) Todo cociente de M es �nitamente cogenerado.
(5) En cualquier conjunto tAi | i P Iu no vacío de submódulos de M , existe
un subconjunto �nito tAi | i P I0u con la propiedad de que

�
iPI

Ai �
�
iPI0

Ai.

Lema (1.1.27)
Sea M P R-Mod y sea A ¤M . Son equivalentes:

(1) M es neteriano.
(2) A y M{A son neterianos.
(3) Toda cadena ascendente de submódulos de M se estaciona.
(4) Todo submódulo de M es �nitamente generado.
(5) En cualquier conjunto tAi | i P Iu no vacío de submódulos de M , existe
un subconjunto �nito tAi | i P I0u con la propiedad de que

°
iPI

Ai �
°
iPI0

Ai.

Lema (1.1.28)
Las siguientes condiciones son equivalentes para un anillo R:

(1) R es neteriano izquierdo.
(2) Toda suma directa de R-módulos izquierdos inyectivos es inyectivo.
(3) Cualquier suma directa numerable de cápsulas inyectivas de R-módulos
izquierdos simples es inyectivo.

Lema (1.1.29) [Lema de Nakayama]
Sea R un anillo y M un R-módulo derecho (respectivamente izquierdo). Si
M es �nitamente generado y A es un submódulo derecho (respectivamente
izquierdo) de JpRq, entonces MA!M (respectivamente AM!M ).

Lema (1.1.30)
Sea M P R-Mod. M es artiniano izquierdo y RadpMq � 0 si y sólo si M es
semisimple y M es �nitamente generado.
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Lema (1.1.31)
SiM P R-Mod es artiniano izquierdo, entonces R pM{RadpMqq es semisimple.

Lema (1.1.32)
Si R es un anillo tal que R pR{JpRqq es semisimple, entonces cada R-módulo
izquierdo simple es isomorfo a un submódulo de R pR{JpRqq.

Lema (1.1.33)
Si R es un anillo artiniano izquierdo (respectivamente neteriano izquierdo)
y RM es �nitamente generado, entonces RM es artiniano izquierdo (respec-
tivamente neteriano izquierdo).

De�nición
Sea M P R-Mod y sea U ¤M . Decimos que U es un submódulo irreducible
si U �M y para cualesquiera A,B ¤M tales que U ¬ A y U ¬ B se tiene
que AXB � U .

Lema (1.1.34)
Si R es un anillo, entonces R es neteriano izquierdo si y sólo si todo R-módulo
izquierdo inyectivo es una suma directa de R-módulos izquierdos inyectivos
inescindibles.

Lema (1.1.35)
Sea R un anillo y sea A ..

� tr P R |r no es invertibleu. Decimos que R es
local si satisface cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:

(1) A es un ideal bilateral de R.
(2) A es el mayor ideal izquierdo (derecho) propio de R.
(3) JpRq � A.
(4) JpRq es un ideal izquierdo (derecho) máximo de R.
(5) R tiene un único ideal máximo.

Lema (1.1.36)
Si RR es un anillo artiniano izquierdo y RM es artiniano izquierdo (respec-
tivamente neteriano izquierdo), entonces RM es neteriano izquierdo (respec-
tivamente artiniano izquierdo).

Lema (1.1.37)
Son equivalentes para un anillo R:

(1) RR es semisimple.
(2) Todo módulo RM es semisimple.
(3) Todo módulo RM es inyectivo.

De�nición
Sea ζ � R-Mod y supongamos que A P ζ. Decimos que ζ es cerrada bajo:

1.- Isomor�smos, si siempre que B P R-Mod y B � A se sigue que B P ζ.
2.- Submódulos, si para todo B ¤ A se tiene que B P ζ.
3.- Cocientes, si ocurre que A{B P ζ para cualquier B ¤ A.
4.- Sumas directas arbitrarias, si para toda familia no vacía tBiuiPI de mó-
dulos en ζ sucede que

À
iPI Bi P ζ.



8 1. Preliminares

De�nición
Sea ζ una familia de R-módulos no vacía. Si ζ es cerrada bajo isomor�smos
y submódulos, se dice que ζ es hereditaria. Cuando ζ sea cerrada bajo iso-
mor�smos, cocientes y sumas directas arbitrarias, diremos que ζ es de
pretorsión. Mientras que ζ se llamará de pretorsión hereditaria, si es heredi-
taría y de pretorsión.

1.3 Sobre Retículas y Clases

En esta sección se suponen conocidos los conceptos y resultados básicos de Teoría
de Conjuntos, aunque nunca está de más tener a la mano alguna referencia, por
ejemplo [4] es un excelente material de consulta. La presente sección contiene
únicamente los conceptos de Teoría de Retículas necesarios para el desarrollo de
los siguientes capítulos, puesto que en realidad necesitamos muy pocas cosas de
Teoría de Retículas; citamos a [5], [6] y [7] como referencias para profundizar
en esta y en otras áreas más. La sección termina con el enunciado del Axioma
de Elección para Clases, el cual utilizaremos más adelante.

A menudo vamos a introducir conceptos que involucren tanto a conjuntos como
a clases propias, con la intención de optimizar la lectura las futuras de�niciones
y resultados sólo se enunciarán para conjuntos; sin embargo, se entiende que
todas ellas también aplican para clases propias si uno cambia las palabras �con-
junto� por �clase� y �función� por �funcional�.

De�nición
Sean pP, q y pQ,�q conjuntos parcialmente ordenados. Decimos que una
función φ : P Ñ Q es un mor�smo (anti-mor�smo) de orden si para cuales-
quiera a, b P P tales que a   b, se tiene que φpaq � φpbq (φpbq � φpaq).

De�nición
Sean pP, q y pQ,�q conjuntos parcialmente ordenados. Si φ : P Ñ Q es un
mor�smo (anti-mor�smo) de orden biyectivo, diremos que φ es un isomor-
�smo (anti-isomor�smo) de orden si φ�1 es un mor�smo (anti-mor�smo) de
orden. En este caso diremos que pP, q y pQ,�q son conjuntos parcialmente
ordenados isomorfos (anti-isomorfos).

Si φ es un mor�smo (anti-mor�smo) de orden , es costumbre decir que φ re-
speta (invierte) el orden. Notamos que una función biyectiva φ : P Ñ Q, donde
pP, q y pQ,�q son conjuntos parcialmente ordenados, es un isomor�smo (anti-
isomor�smo) de orden si y sólo si para cualesquiera a, b P P se cumple que:
a   bô φpaq � φpbq

�
a   bô φpbq � φpaq

�
.

De�nición
Una retícula es una cuarteta ordenada pP, ,^,_q tal que pP, q es un con-
junto parcialmente ordenado, no vacío, donde para cualesquiera a, b P P se
se tiene que a^ b es el ín�mo y a_ b es el supremo de ta, bu en pP, q, res-
pectivamente.
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Cuando pP, ,^,_q es una retícula y P una clase propia, se dice que pP, ,^,_q
es una gran retícula. Las próximas de�niciones, notaciones y propiedades que
tengan que ver con retículas aplican también para grandes retículas, por lo que
en los enunciados de estas sólo se escribirá la palabra �retícula� pero se enten-
derá que se tienen también para grandes retículas.

De�nición
Sean pP, ,^P ,_P q y pQ,�,^Q,_Qq dos retículas. Una función φ : P Ñ Q
se llama mor�smo (anti-mor�smo) de retículas si para cualesquiera a, b P P
se cumple que φpa^P bq � φpaq ^Q φpbq

�
φpa^P bq � φpaq _Q φpbq

�
y que

φpa_P bq � φpaq _Q φpbq
�
φpa_P bq � φpaq ^Q φpbq

�
.

Como una retícula es en particular un conjunto parcialmente ordenado, uno
podría esperar que los mor�smos (anti-mor�smos) de orden y de retículas se
relacionen de alguna forma.

Lema (1.3.1)
Si φ : P ÝÑ Q es un mor�smo (anti-mor�smo) de retículas, entonces φ es
un mor�smo (anti-mor�smo) de orden.

Demostración:
Sean pP, ,^P ,_P q y pQ,�,^Q,_Qq retículas. Supongamos que φ : P Ñ Q
es un mor�smo (anti-mor�smo) de retículas. Tomemos a, b P P de modo que
a   b, buscamos mostrar que φpaq � φpbq

�
φpbq � φpaq

�
. Como a^P b � a,

entonces φpaq � φpa^P bq. Por otro lado φpa^P bq � φpaq ^Q φpbq � φpbq�
φpbq � φpaq _Q φpbq � φpa^P bq

�
, pues φ preserva (invierte) el orden. Así

que φpaq � φpbq
�
φpbq � φpaq

�
.

�

En adelante omitiremos las pruebas de los resultados que involucren a anti-
mor�smos, debido a que dichas demostraciones son análogas a las que se hacen
para mor�smos.

De�nición
Un isomor�smo (anti-isomor�smo) de retículas es un mor�smo (anti-mor�s-
mo) de retículas que es biyectivo.

Los isomor�smos (anti-isomor�smos) de retículas son menos exigentes que los
isomor�smos (anti-isomor�smos) de orden, no obstante, como veremos después
del lema siguiente, de igual fuerza cuando relacionan retículas.

Lema (1.3.2)
Si φ : P ÝÑ Q es un isomor�smo (anti-isomor�smo) de retículas, también lo
es φ�1.

Demostración:
Consideremos las retículas pP, ,^P ,_P q y pQ,�,^Q,_Qq, y supongamos
que son isomorfas a través de φ : P ÝÑ Q. Puesto que φ�1 es biyectiva, sólo
resta probar que es un mor�smo de retículas. Sean a1, b1 P Q. Entonces hay
únicos a, b P P tales que φpaq � a1 y φpbq � b1. Notamos que:

φ�1pa1 ^Q b
1q � φ�1

�
φpaq ^Q φpbq

�
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� φ�1
�
φpa^P bq

�
� a^P b
� φ�1pa1q ^P φ

�1pb1q

Por lo tanto φ�1pa1 ^Q b
1q � φ�1pa1q ^P φ

�1pb1q. De forma completamente
análoga se ve que φ�1pa1_Q b

1q � φ�1pa1q_P φ
�1pb1q.

�

Proposición (1.3.3)
Sea φ : P ÝÑ Q una función, con pP, ,^P ,_P q y pQ,�,^Q,_Qq retículas.
Entonces, φ es un isomor�smo (anti-isomor�smo) de retículas si y sólo si φ
es un isomor�smo (anti-isomor�smo) de orden.

Demostración:
ñs Supongamos que φ es un isomor�smo de retículas. Por el Lema 1.3.2 te-
nemos que φ�1 es un mor�smo de retículas también, luego del Lema 1.3.1
se desprende que tanto φ como φ�1 son mor�smos de orden.

ðs Si φ es un isomor�smo de orden, ocurre que φ y φ�1 son mor�smos de
orden. Ahora, sean a, b P P . Puesto que a^P b   a, b y φ preserva el orden,
tenemos que φpa^P bq � φpaq, φpbq; por lo tanto φpa^P bq es una cota infe-
rior de tφpaq, φpbqu en pQ,�q, debemos ver que es la mayor. Sea c1 una cota
inferior de tφpaq, φpbqu en pQ,�q. Supongamos que c es el único elemento de
P que bajo φ es c1. Como c1 � φpaq, φpbq y φ�1 respeta el orden, obtenemos
que c=φpc1q   φ�1pφpaqq � a, φ�1pφpbqq � b; de aquí que c es una cota infe-
rior de ta, bu en pP, q, por lo que c   a^P b. Del hecho de que φ respeta
el orden y c   a^P b, se sigue que c1 � φpcq � φpa^P bq. Así que φpa^P bq
es la mayor de las cotas inferiores de tφpaq, φpbqu en pQ,�q; llegando de este
modo a que φpa^P bq � φpaq ^Q φpbq. Un razonamiento similar nos lleva a
que φpa_P bq � φpaq _Q φpbq.

�

Así como hay conjuntos parcialmente ordenados cuya relación de orden los dota
de propiedades y elementos especiales, también en retículas hay comportamien-
tos de los ín�mos y supremos que hacen más rica su estructura y hay elementos
que se destacan por su particular forma de relacionarse con los demás.

De�nición
Sea pP, q un conjunto parcialmente ordenado con elemento mayor 1̂ y con
elemento menor 0̂. Si a P P zt0̂u y b P P zt1̂u, entonces diremos que:

1.- a es un átomo, si no existe z P P tal que 0̂   z   a.
2.- b es un coátomo, si no existe z P P tal que b   z   1̂.

En la de�nición anterior se tiene que a es un átomo si a es un elemento mínimo
de P zt0̂u en el orden  , y que b es un coátomo si b es máximo en pP zt1̂u, q. Si
pP, ,^,_q es una retícula y X un subconjunto de P , es costumbre escribir ^X
y _X para referirnos, si es que existen, al ín�mo y al supremo, respectivamente,
de X en pP, q.

De�nición
Sean pP, ,^,_q una retícula y a, b, c P P . Decimos que pP, ,^,_q es:

1.- Completa, si para todo X � P existen ^X y _X.
2.- Distributiva, si a^ pb_ cq � pa^ bq _ pa^ cq.
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3.- Modular, si siempre que b   a ocurre que a^ pb_ cq � b_ pa^ cq.
4.- Artiniana, si todo subconjunto no vacío de P tiene un elemento mínimo.
5.- Neteriana, si todo subconjunto no vacío de P tiene un elemento máximo.
Si pP, q tiene elemento mayor 1̂ y elemento menor 0̂:

6.- Atómica, si para cada xPPzt0̂u existe un átomo aPP de modo que a   x.
7.- Coatómica, si para cada xPPzt1̂u existe un coátomo cPP tal que x   c.

Lema (1.3.4)
Si pP, ,^,_q es una retícula artiniana, entonces es atómica.

Demostración:
Supongamos que pP, ,^,_q es artiniana. Para que pP, q sea atómica, en
principio debe de tener elemento menor; pues bien, como H � P � P , por
hipótesis P tiene un elemento mínimo, digamos m. Hacemos m ..

� 0̂.

A�rmación: m es el elemento menor de pP, q.

Demostración: Sea x P P . Puesto que m^ x P P y m^ x   m, la elección
de m asegura que m^ x � m, por consiguiente m   x.

�
Tomemos un x P P zt0̂u. Consideremos al conjunto A ..

� ta P P zt0̂u | a   xu.
Debido a que x P A y A � P , la hipótesis nos garantiza que A tiene un ele-
mento mínimo, al cual llamaremos a. Notamos que si b P P zt0̂u y b   a, del
hecho de que a P A se seguiría que b   x, entonces b P A y b   a; sin embargo
a es un elemento mínimo de A, así que b � a. Por lo tanto a es mínimo en
pP zt0̂u, q. Resumiendo, a es un átomo tal que a   x.

�

De�nición
Sea pP, ,^,_q una retícula y sea H � L � P . Si a^ b P L y a_ b P L para
cualesquiera a, b P L, diremos que L es una subretícula de P . En el caso en
que pP, ,^,_q sea una retícula completa, L se llamará subretícula completa
de P si ^X P L y _X P L para todo X � L.

No es difícil ver que si L es una subretícula (completa) de pP, ,^,_q, en-
tonces pL,  |L, ^,_q es una retícula (completa). Sin embargo, un subconjunto
arbitrario no vacío de una retícula puede tener estructura de retícula sin ser,
necesariamente, una subretícula de la retícula original.

De�nición
Si pP, ,^,_q es una retícula y x, y P P son tales que x   y, al conjunto
rx, ys

..
� tz P P | x   z   yu le llamaremos intervalo de x a y en P .

Lema (1.3.5)
Sea pP, ,^,_q una retícula y sean x, y P P tales que x   y. Entonces rx, ys
es una subretícula de P .

El Axioma de Elección está presente en gran variedad de resultados del Álgebra,
ya sea en Teoría de Conjuntos para demostrar que toda función suprayectiva
tiene inversa derecha como en Teoría de Módulos para probar que los grupos
abelianos inyectivos son exactamente los divisibles1. Conforme ha avanzado la

1 De hecho en [8] se prueba que el Axioma de Elección es equivalente a que todo Z-módulo
divisible es inyectivo.
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matemática ha sido necesario recurrir a sistemas axiomáticos que admiten mayor
generalidad y en los cuales no se pierden los resultados obtenidos con ZFC; por
ejempo, NBG (von Neumann-Bernays-Gödel)2. En NBG existe el Axioma de
Elección (para Clases), y ya que en el capítulo 4 se hace uso de este axioma, lo
enunciamos a continuación.

Axioma de Elección para Clases
Para cada funcional F existe una funcional G de modo que para cada C, si
C P dompF q y F pCq � H, entonces GpCq P F pCq.

2 Para detalles se puede ver [9].



2. UN TEOREMA DE OSOFSKY-SMITH

El objetivo de este capítulo es meramente llegar a demostrar el Teorema de
Osofsky-Smith, tal teorema lo usaremos por primera y única vez en el capítulo
3. Así que puede parecer en principio que este teorema no tiene demasiadas
implicaciones; sin embargo esto no es así, ya que, por ejemplo, con este teorema
se puede probar que:

(1) Un anillo R es semisimple si y sólo si cada R-módulo cíclico es inyectivo.

(2) Si R es un anillo tal que cada R-módulo cíclico (respectivamente �nitamente
generado) es CS, entonces cada R-módulo cíclico (respectivamente �nitamente
generado) es una suma directa �nita de R-módulos uniformes.

(3) Si R es un anillo y N P R-Mod es tal que todo cociente de cada submódulo
cíclico de N es inyectivo, entonces N es semisimple.

Los detalles de las tres a�rmaciones de arriba se encuentran en [10]. Para indagar
más acerca del teorema de Osofsky-Smith se pueden consultar [11], [10], [13] y
[14].

2.1 Módulos Uniformes

Como el titulo de la presente sección anuncia, introduciremos aquí los módu-
los uniformes, de los cuales estudiaremos algunas de sus propiedades básicas.
Luego veremos que la longitud de una suma directa de submódulos no cero,
de un módulo dado, está acotada por la longitud que pueda llegar a tener una
cierta suma directa de submódulos uniformes del módulo en cuestión; lo que
vendrá a motivar la de�nición de dimensión uniforme de un módulo. Para un
estudio más amplio de los módulo uniformes, se sugiere ver [11] y [10].

De�nición
Sea M P R-Mod. Diremos que M es un módulo uniforme si M � 0 y para
todo 0 � A ¤M ocurre que A �e M .

Antes de que veamos algunos ejemplos de módulos uniformes, observemos que
de la de�nición anterior se obtiene de inmediato el siguiente lema.

Lema (2.1.1)
Sea M P R-Mod distinto de cero. Son equivalentes:

(1) M es uniforme.

(2) @A ¤M,@B ¤M
�
pA � 0 y B � 0q ñ AXB � 0

	
.

Como primeros ejemplos de módulos uniformes tenemos: cualquier módulo sim-
ple, submódulos no cero de un módulo uniforme, los Z-módulos cíclicos Z{pnZ
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(donde p es un número primo y n un entero positivo) y los Z-módulos Zp8 (para
cualquier primo p). De hecho, el siguiente lema nos proveerá de más ejemplos.

Lema (2.1.2)
Sea 0 �M P R-Mod tal que no contiene una suma directa in�nita de submó-
dulos distintos de cero. Entonces, cada submódulo no cero de M contiene
un módulo uniforme (en partícular M debe tener un submódulo uniforme).

Demostración:

Supongamos que existe N ¤M tal que N � 0 y N no contiene submódulos
uniformes. Entonces N no es uniforme, por lo que deben haber A1, N1 ¤ N
tales que A1 � 0 � N1 y A1 XN1 � 0. Como N1 no es uniforme, podemos
nuevamente encontrar A2, N2 ¤ N1 tales que A2 � 0 � N2 y A2 XN2 � 0.
Notamos que si hubiese un 0 � x P A1 XA2, entonces 0 � x P A1 XN1, lo
que es imposible; por lo tanto A1`A2 � A1�A2 ¤M . Ahora, como N2

tampoco es uniforme, existen A3, N3 ¤ N2 de modo que A3 � 0 � N3 y
A3XN3=0. En este punto observamos que A1�A2�A3 � A1`A2`A3 ¤M .
Como este proceso nunca termina, se llega a queM contiene una suma direc-
ta in�nita de Ai's, donde cada Ai es un submódulo de M distinto de cero;
lo cual contradice la hipótesis.

�

Corolario (2.1.3)
Si M P R-Mod es distinto de cero y neteriano, entonces M contiene un mó-
dulo uniforme.

Demostración:

Sea M P R-Mod distinto de cero y neteriano. Como M es neteriano, para
cada familia no vacía tAiuiPI de submódulos deM ocurre que existe un sub-
conjunto �nito I0 de I de modo que

°
iPI Ai �

°
iPI0

Ai (Lema 1.1.27); por
lo tanto M no contiene sumas (directas) in�nitas de submódulos distintos
de cero, del Lema 2.1.2 concluimos que M tiene un submódulo uniforme.

�

Lema (2.1.4)
SeaM PR-Mod y sea U un submódulo uniforme deM . SiK ¤M y U �e K,
entonces K es uniforme.

Demostración:

Supongamos U �e K ¤M . Sean A,B ¤ K distintos de cero. Como U �e K
y 0 � A ¤ K, entonces AXU � 0; de forma análoga se llega a que BXU � 0.
Así AXU y B XU son submódulos distintos de cero de U , y ya que U es
uniforme se sigue que pAXBqXU � 0; en particular AXB � 0.

�

Ahora bien, la proposición siguiente muestra que los módulos no triviales tales
que cualquier submódulo no cero contiene un módulo uniforme (por ejemplo
los módulos que satisfacen la hipótesis del Lema 2.1.2) tienen un submódulo
esencial bastante particular.

Proposición (2.1.5)
Sea 0 �M P R-Mod tal que cada submódulo no cero de M tiene un submó-
dulo uniforme. Entonces,M contiene un módulo esencial U que es una suma
directa de submódulos uniformes de M .
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Demostración:

Sea Λ la familia de familias independientes no vacías de submódulos unifor-
mes de M . Es inmediato comprobar que Λ es de carácter �nito, por lo que
del Lema de Tukey se in�ere la existencia de una familia independiente máxi-
ma de submódulos uniformes de M ; digamos tUi | i P λu. Sea U

..
� `iPλUi.

Si 0 � N ¤M , por hipótesis existe V ¤ N uniforme.

Caso 1 ] V P tUi | i P λu.

Bajo las hipótesis actuales se tiene que U X V � V , y como V � 0 (pues V
es uniforme) llegamos a que U X V � 0. Luego U XN � 0.

Caso 2 ] V R tUi | i P λu.

En este caso, la elección de la familia tUi | i P λu nos dice que tUi | i P λuYV
no es independiente; de aquí que U X V � 0, y por lo tanto U XN � 0.

En ambos casos obtuvimos U XN � 0, lo cual conduce a que U �e M .
�

Corolario (2.1.6)
Sea 0 �M P R-Mod tal que no contiene una suma directa in�nita de submó-
dulos distintos de cero. Entonces, M contiene un módulo esencial U el cual
es una suma directa �nita de submódulos uniformes de M .

Demostración:

Por el Lema 2.1.2, M satisface las hipótesis de la Proposición 2.1.5; así que
existe U �e M de modo que U � `iPλUi, para algún conjunto no vacío λ,
donde cada Ui es uniforme. Como M no contiene sumas directas in�nitas
de submódulos no cero, concluimos que λ es �nito.

�

A continuación nos encontraremos con que el hecho de que un módulo contenga
un submódulo esencial que sea una suma directa de submódulos uniformes nos
brinda una caracterización interesante de sus submódulos esenciales. Además,
si la anterior suma directa de submódulos uniformes es �nita, obtendremos que
la �longitud" de cualquier suma directa de submódulos no cero queda acotada
por la longitud de esta suma directa de submódulos uniformes.

Lema (2.1.7)
SeaM P R-Mod tal que existe U �e M de modo que U �

°
iPI Ui �

À
iPI Ui

con Ui ¤M uniforme para cada i P I. Si N ¤M , entonces N �e M si y
sólo si N X Ui � 0 para cada i P I.

Demostración:

ñs Supongamos N �e M . Si N XUi � 0 para algún i P I, entonces Ui � 0,
lo cual es imposible debido a que Ui es uniforme.

ðs Recíprocamente, supongamos ahora que N X Ui � 0 para cada i P I.

A�rmación: N X U �e U .

Demostración: Cada elemento de U es una suma �nita de elementos en algu-
nos Ui's, así por el Lema 1.1.11 basta mostrar que N X`iPI0Ui �e `iPI0Ui
para cada subconjunto �nito, no vacío, I0 de I. Sea pues I0 � I de modo
que |I0| � n para algún n P Z�. Sin perdida de generalidad es posible su-
poner que I0 � t1, ..., nu. Haciendo inducción sobre n demostremos que
N X`ni�1Ui �e `

n
i�1Ui.
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Base de Inducción] Como 0 � N XU1 ¤ U1 y U1 es un módulo uniforme,
concluimos que N X U1 �e U1.

Hipótesis de Inducción] Supongamos t1, ..., ku � I y N X
kÀ
i�1

Ui �e
kÀ
i�1

Ui.

Paso Inductivo] Supongamos que t1, . . . , k, k � 1u � I y demostremos que
NX`k�1

i�1 Ui �e `
k�1
i�1 Ui. Tomamos 0 � K ¤ `k�1

i�1 Ui. Debemos mostrar que
K X

�
N X`k�1

i�1 Ui
�
� 0, lo que equivale a probar que K XN � 0. Ahora

bien, como K � 0, sea x P Kzt0u. Entonces x � u1�� � ��uk�1 para algunos
ui P Ui, para cada i P t1, ..., k�1u, y con uj � 0 para algún j P t1, ..., k�1u.
Supongamos, sin perder generalidad, que uk�1 � 0. Debido a que N XUk�1

y Ruk�1 son submódulos no cero del módulo uniforme Uk�1, se sigue que
N XRuk�1 �

�
N XUk�1

�
XRuk�1 � 0. Así que hay un r P R de modo que

0 � ruk�1 P N . Hagamos y
..
� ru1 � ...� ruk. Luego 0 � rx � y� ruk�1.

Ahora consideramos los siguientes casos:

Caso 1 ] y � 0.
En este caso se tendría que rx � ruk�1 P N XK, por lo tanto N XK � 0.

Caso 2 ] y � 0.
Aquí ocurre que Ry � 0. Así, como Ry ¤ `ki�1Ui, la hipótesis de inducción
nos lleva a que Ry XN � Ry X pN X`ki�1Uiq � 0. Entonces hay un s P R
de modo que 0 � sy P N . Puesto que sy, spruk�1q P N y psrqx P K, conclui-
mos que 0 � sprxq � sy � sruk�1 P N XK.

En ambos casos resulta N XK � 0, por lo que N X
Àk�1

i�1 Ui �e
Àk�1

i�1 Ui.
Por lo tanto N X

Àn
i�1 Ui �e

Àn
i�1 Ui para cada n P Nzt0u, de este modo

llegamos a que N XU �e U .
�

Como N X U �e U �e M , el Lema 1.1.13 nos dice que N X U �e M ; de
donde, por el Lema 1.1.12, obtenemos que N �e M .

�

Proposición (2.1.8)
SeaM P R-Mod tal que existe U �e M de modo que U �

°n
i�1 Ui �

Àn
i�1 Ui

con Ui ¤M uniforme para cada i P t1, ..., nu, para algún n P Z�. Entonces,
cualquier suma directa de submódulos distintos de cero de M tiene a lo más
n sumandos.

Demostración:

Asumamos que existe una familia independiente tKiuiPt1,...,n,n�1u de n� 1

submódulos no cero de M . Como K1 X
�
K2 ` � � � `Kn�1

�
� 0 y K1 � 0,

deducimos que K2 ` � � � `Kn�1 �e M ; del Lema 2.1.7 se in�ere que existe
i0 P t1, ... , nu tal que

�
K2` � � � `Kn�1

�
XUi0 � 0. Sin perder generalidad

podemos suponer que i0 � 1. Entonces U1�K2�K3�� � ��Kn�1 es directa
y por ello K2 X

�
U1 `K3 ` � � � `Kn�1

�
� 0. Puesto que K2 � 0, se sigue

que U1`K3`� � �`Kn�1 �e M . Nuevamente, del Lema 2.1.7, se desprende
la existencia un j0 P t2, ... , nu de modo que

�
U1`K3`� � �`Kn�1

�
XUj0 � 0;

digamos j0 � 2. Luego U1�U2�K3�� � ��Kn�1 es directa. Siguiendo el
procedimiento anterior se llega a que U1�U2�U3� � � � �Un�Kn�1 es di-
recta y por lo tanto a que Kn�1 X

Àn
i�1 Ui � 0. Sin embargo Kn�1 � 0, así

debe ocurrir que
Àn

i�1 Ui �e M , lo cual es imposible.
�
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La proposición anterior nos provee, entre otras cosas, de una herramienta para
�medir� a un módulo a través de sus submódulos uniformes; esto lo esclarecemos,
y formalizamos, en el siguiente corolario (cuya demostración omitimos debido a
que es un resultado directo de la Proposición 2.1.8) y en la de�nición que de él
se obtiene.

Corolario (2.1.9) [Teorema de Reemplazo de Steinitz]
SiM PR-Mod y existen U1, ... , Un, V1, ... , Vm ¤M uniformes de modo que°n
i�1 Ui �

Àn
i�1 Ui,

°m
j�1 Vj �

Àm
j�1 Vi y ambas sumas son esenciales en

M , entonces n � m.

De�nición
SeaM P R-Mod. Diremos queM tiene dimensión uniforme n, lo cual se de-
notará por u.dimpMq � n, si n P N y existe U �e M de modo que U es una
suma directa de n submódulos uniformes de M . Si no hay tal n, entonces
escribiremos u.dimpMq � 8.

El Corolario 2.1.9 asegura que la de�nición de dimensión uniforme de un módulo
está bien de�nida en el caso en que ésta es �nita. Así, los módulos con dimen-
sión uniforme 1 son exactamente los uniformes, mientras que u.dimpMq � 0 si
y sólo si M es el R-módulo cero. De hecho, ya teniendo a mano la de�nición de
dimensión uniforme, podemos parafrasear la Proposición 2.1.8 como:

Proposición (2.1.8')
Sea 0�M PR-Mod. Si u.dimpMq � n, para algún n P N, entonces toda suma
directa de submódulos distintos de cero de M tiene a lo más n sumandos.

Nuestro próximo resultado justi�ca que escribamos u.dimpMq � 8 cuando la
dimensión uniforme deM no es un número natural. De hecho, ya hemos probado
una parte considerable de la proposición siguiente.

Proposición (2.1.10)
Sea 0 �M P R-Mod. Entonces u.dimpMq � 8 si y sólo si M contiene una
suma directa in�nita de submódulos distintos de cero.

Demostración:

ðs Es la contrapositiva de la Proposición 2.1.8'.

ñs Supongamos queM no contiene una suma directa in�nita de submódulos
no cero. Entonces cada submódulo no cero deM contiene un módulo unifor-
me (esto es por la Proposición 2.1.2), en particularM mismo. Así que pode-
mos tomar un U1 ¤M uniforme. Si U1 �e M , existe un 0 � U2 ¤M , que,
por la Proposición 2.1.2, podemos suponer uniforme, tal que U1 X U2 � 0.
Así U1`U2 ¤M . Si ocurre que U1`U2 �e M , entonces hay un 0 � U3 ¤M
uniforme tal que pU1`U2qXU3 � 0. Luego U1�U2�U3 � U1`U2`U3 ¤M .
En vista de la hipótesis, el procedimiento anterior tiene que parar en algún
momento, por lo que debe de existir un n P Nzt0u tal que U1`� � �`Un �e M ,
donde cada Ui es un submóulo uniforme de M . Luego u.dimpMq � n.

�

Corolario (2.1.11)
Sea 0 �M P R-Mod. Entonces u.dimpMq � n, para algún n P Z�, si y sólo
si M no contiene sumas directas in�nitas de submódulos distintos de cero.
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A continuación veremos que la dimensión uniforme de un submódulo de un mó-
dulo dado se comporta como uno esperaría que lo hiciera.

Corolario (2.1.12)
Sean M,N P R-Mod distintos de cero tales que N ¤M . Entonces, (con las
convenciones usuales sobre el símbolo 8) es cierto que:

(1) u.dimpNq   u.dimpMq.
(2) Si N �e M , entonces u.dimpNq � u.dimpMq.
(3) Si N �e M , entonces u.dimpNq   u.dimpMq (salvo en el caso en que
u.dimpNq y u.dimpMq no son �nitas).

Demostración:

[1] Sea u.dimpMq � κ.

Caso 1 ] κ P Z�.
Si u.dimpNq � 8, por la Proposición 2.1.10 tendríamos que N contiene una
familia independiente in�nita de submódulos distintos de cero; y asíM tam-
bién contendría a dicha familia, lo cual, según el Corolario 2.1.11, no puede
ocurrir (en este caso). Por lo tanto u.dimpNq � n para algún n P Z�. En-
tonces N tiene un submódulo esencial que es una suma directa de n módu-
los uniformes, luego M contiene una suma directa con n sumandos distintos
de cero; la Proposición 2.1.8' nos lleva a que n   κ.

Caso 2 ] κ � 8.
Bajo la hipótesis de este caso, siempre se tiene que u.dimpNq   u.dimpMq
sin importar el valor de u.dimpNq.

6 u.dimpNq   u.dimpMq.

[2] Supongamos que N �e M .

Caso 1 ] u.dimpNq � 8.
De la Proposición 2.1.10 se sigue que N contiene una suma directa in�nita
de submódulos no cero, por lo que M también contiene a dicha suma; y así,
usando de nuevo la Proposición 2.1.10, llegamos a que u.dimpMq � 8.

Caso 2 ] u.dimpNq � n para algún n P Z�.
En este caso existen n submódulos uniformes Ni de N tales que su suma es
directa y esencial en N . Entonces `ni�1Ni �e N �e M , de donde se deduce,
por el Lema 1.1.13, que `ni�1Ni �e M y por tanto que u.dimpMq=n.

6 u.dimpNq � u.dimpMq.

[3] Supongamos que N �e M . Si u.dimpNq � 8, procediendo exactamente
como en la prueba del Caso 1 de la demostración del inciso anterior llegamos
a que u.dimpMq � 8. Supongamos entonces que u.dimpNq � n para algún
n P Z�, por lo tanto existen n submódulos uniformes Ni de N de modo que°n
i�1Ni � `ni�1Ni �e N . Puesto que N �e M , el Lema 1.1.12 asegura que

`ni�1Ni �e M ; así N0 X p`
n
i�1Niq � 0 para algún 0 � N0 ¤M , de aquí que°n

i�0Ni es directa. Ya que Ni � 0 para cada i P t0, 1, . . . , nu y `ni�0Ni ¤M ,
ya sea por la Proposición 2.1.8' si u.dimpMq es �nito ó bien por las conven-
ciones adoptadas para el símbolo 8 en el caso en que u.dimpMq � 8, es po-
sible concluir que u.dimpMq ¡ n� 1 ¡ n.

6 u.dimpNq   u.dimpMq.
�
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2.2 Módulos CS

Comenzamos esta sección dando la de�nición de un módulo CS y la concluimos
empleando dichos módulos para la demostración del teorema de Osofsky-Smith.
Quizá vale la pena decir desde ahora que la demostración de este teorema no es
sencilla ni tampoco corta, pero no por eso deja de ser una prueba memorable,
tanto por su rigor como por su belleza.

Proposición (2.2.1)
Sea M P R-Mod. Son equivalentes:

(1) Si L es un seudocomplemento en M , entonces L�M .
(2) Para todo A ¤M existe C ¤M tal que C �M y A �e C.

Demostración:

p1q ñ p2qs Sea A ¤M . Tomemos C ¤M una extensión esencial máxima de
A en M .

A�rmación: C es un seudocomplemento en M .

Demostración: Por el Lema 1.1.20 basta probar que C es cerrado en M . Sea
entonces L ¤M de modo que C �e L, y demostremos que L � C. Debido
a que A �e C �e L, del Lema 1.1.13 se sigue que A �e L. Puesto que C es
máximo, en la retícula de submódulos deM , con la propiedad de queA �e C,
del hecho de que C ¤ L ¤M y A �e L se sigue que L � C.

�
Habiendo probado que C es un seudocomplemento en M , el inciso (1) con-
duce a que C �M . Obteniendo así que C es un submódulo de M de modo
que C �M y A �e C.

p2q ñ p1qs Sea L un seudocomplemento enM . Asumiendo (2) debe de haber
un submódulo de M , digamos C, tal que C �M y L �e C. Sin embargo el
Lema 1.1.20 nos dice que L es cerrado en M , así que L no tiene extensiones
esenciales (distintas de sí mismo) en M ; por lo tanto L � C y así L�M .

�

De�nición
SeaM P R-Mod. SiM satisface alguno de los incisos de la Proposición 2.2.1
diremos queM es CS. Mientras queM se llamará completamente CS, ó bien
simplemente diremos que es CCS, si todo cociente de M es un módulo CS.

En el lema de abajo se pueden encontrar algunos ejemplos de módulos CS, de
hecho, en el siguiente capítulo obtendremos varios ejemplos más.

Lema (2.2.2)
Sean M,M 1 P R-Mod.
(1) Si M es uniforme, entonces M es CS.
(1) Si M es semisimple, entonces M es CS.
(3) Si M es CS y N es un submódulo cerrado de M , entonces N es CS.
(4) Si M es CS y M 1 �M , entonces M 1 es CS.

Demostración:

[1] Asumamos que M es uniforme. Sea L ¤M un seudocomplemento en M
y veamos que L�M . Si L � 0 claramente ocurre que L�M , supongamos
entonces L�0. ComoM es uniforme y 0 � L ¤M , se tiene L �e M . Ahora,
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ya que L es un seudocomplemento en M , por el Lema 1.1.20 L es cerrado
en M ; así que L �M , y desde luego se cumple que L�M .

[2] Si M es semisimple y L ¤M , entonces L�M ; esto ocurre para el caso
particular en el que L es un seudocomplemento en M .

[3] Supongamos que M es CS y que N ¤M es cerrado en M . Tomemos un
seudocomplemento en N , digamos L, y mostremos que L�N . Por el Lema
1.1.20 L es cerrado en N , luego del el Lema 1.1.21 se deduce que L es ce-
rrado en M ; como M es CS se sigue que M � L`K para algún K ¤M .

A�rmación: N � L` pK XNq.

Demostración: Debido a que L ¤ N , por la Ley Modular se tiene que

L� pK XNq � pL�Kq XN.

Pero L�K �M yN ¤M , así que L�pKXNq � N . Además LXpKXNq=0
debido a que LXK � 0. Entonces N � L` pK XNq.

�
Por supuesto de la a�rmación anterior obtenemos que L�N .

[4] Supongamos que M es CS y que M 1
ϕ
�M . Veremos que M 1 satisface el

inciso 2 de la Proposición 2.2.1. Sea A1 ¤M 1. El queM sea CS implica que
existen C,D ¤M de modo queM � C`D y ϕpA1q �e C. Ahora, del hecho
de que ϕ|ϕ�1pCq P HomR

�
ϕ�1pCq, C

�
y ϕ|ϕ�1pCqpA

1q � ϕpA1q �e C, se des-
prende, al usar el Lema 1.1.14, que A1 �e ϕ

�1pCq. Por otro lado, no es difí-
cil ver que M 1 � ϕ�1pCq`ϕ�1pDq. Así ϕ�1pCq�M 1 y A1 �e ϕ

�1pCq.
�

Por el Corolario 2.1.11 sabemos que un módulo no cero tiene dimensión uniforme
�nita si y sólo si tal módulo no contiene sumas directas in�nitas de módulos
no triviales, bueno pues a continuación veremos que en el caso en el que dicho
módulo sea CS se obtiene una mejor descripción del módulo en cuestión.

Lema (2.2.3)
Sea M P R-Mod un módulo CS. Entonces, u.dimpMq P N si y sólo si M es
una suma directa �nita de módulos uniformes.

Demostración:

ðs Si n P N y M es una suma directa de n módulos uniformes, del hecho de
que M �e M , se sigue que u.dimpMq � n.

ñs Si u.dimpMq � 0, entonces M � 0 y así, en este caso, M es la suma di-
recta de cero módulos uniformes. Supongamos entonces u.dimpMq P Z� (de
donde se obtiene en particular queM � 0), y por inducción sobre u.dimpMq
mostremos que M es una suma directa �nita de módulos uniformes.

Base de Inducción] Si u.dimpMq � 1, entoncesM es uniforme y no hay nada
más que probar.

Hipótesis de Inducción] Supongamos que para todo R-módulo M̄ que sea un
módulo CS y tal que u.dimpM̄q   k, se tiene M̄ es una suma directa �nita
de módulos uniformes.

Paso Inductivo] Asumamos que u.dimpMq � k� 1. Por el Corolario 2.1.11
M no contiene sumas directas in�nitas de submódulos distintos de cero, así
que, como consecuencia del Lema 2.1.2, todo submódulo no cero de M tiene
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un submódulo uniforme; entonces podemos tomar un A ¤M uniforme. Ya
que M es CS, por la Proposición 2.2.1 inciso 2 hay U0,M

1 ¤M tales que
M � U0`M

1 y A �e U0. Usando el Lema 2.1.4 obtenemos que U0 es unifor-
me. Ahora bien, los Lemas 1.1.16 y 1.1.20 implican que M 1 es cerrado en
M , pero M es CS; así que, por el Lema 2.2.2 inciso 3, M 1 es CS también.
Notamos que si M 1 �e M , como U0 XM

1 � 0, entonces U0 � 0; lo cual es
absurdo debido a que U0 es uniforme. Luego M 1 �e M , y así de la Proposi-
ción 2.1.12 inciso 3 se deprende que u.dimpM 1q   u.dimpMq. Hemos llegado
así a que M 1 es CS y u.dimpM 1q   k, empleando la Hipótesis de Inducción
se tiene entonces que existe t P N y existen U1, . . . , Ut ¤M 1 uniformes tales
que M 1 �

Àt
i�1 Ui. Por lo tanto M �

Àt
i�0 Ui, para un cierto t P N, donde

U0, U1, . . . , Ut ¤M son todos uniformes.
�

Antes de ir al teorema de Osofsky-Smith introducimos una clase de módulos a
la cual, en vista de que de ella se obtienen resultados signi�cativos al aplicar el
teorema de Osofsy-Smith, le llamaremos Clase de Osofsky-Smith, o, para abre-
viar, simplemente Clase OS.

De�nición

Sea P una clase de R-módulos �nitamente generados tal que satisface las si-
guientes propiedades (en adelante por �P-submódulo� entenderemos �submó-
dulo que pertenece a P�):

(P1) Si N P R-Mod y N �M{M 1 para algún M P P, entonces N P P .
(P2) Si M P P y N es un P-submódulo de un cociente de M , digamos de
M{M 1

, entonces existe N
1 un P-submódulo de M tal que, si π : M ÑM{M 1

es el epimor�smo natural, πpN 1q � N .

A una clase de R-módulos �nitamente generados que tenga las propiedades
de la clase P se le llamará Clase OS.

Cualquier clase de módulos �nitamente generados que sea cerrada bajo iso-
mor�smos, submódulos y cocientes, es una clase OS. Así la clase de módulos
semisimples �nitamente generados es una clase OS, también la clase de todos
los módulos �nitamente generados es OS y así mismo es una clase OS la clase
de todos los módulos cíclicos; de hecho estaremos interesados en esta última
clase, por lo que establecemos con todo detalle dicha a�rmación a continuación.

Lema (2.2.4)

Si P es la clase de los R-módulos cíclicos, entonces P es una Clase OS.

Demostración:

[P1] SeaM P R-Mod tal queM � Rx para algún x PM . SiM 1 ¤M , enton-
ces R pM{M 1q es cíclico, pues la clase x�M 1 lo genera; luego, si N P R-Mod
y ϕ : M{M 1 Ñ N es un isomor�smo, entonces ϕpxq genera a RN , por lo que
N es cíclico.
[P2] Tomamos M P R-Mod tal que M � Rx para algún x PM , M 1 ¤M y
N ¤M{M 1. Si N es cíclico, entonces hay un y �M 1 PM{M 1 de modo que
N � Rpy�M 1q, y observamos que Ry es un submódulo cíclico de M con la
propiedad de que πpRyq � N .

�
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Concluimos este capítulo con la demostración del tan citado teorema de Osofsky-
Smith, que aunque el siguiente teorema no es la versión original de dicho teo-
rema, al tomar la clase de los módulos cíclicos éste engloba el resultado obtenido
por Barbara Osofsky y Patrick Smith en Cyclic Modules Whose Quotients Have
All Complement Submodules Direct Summands publicado en el año 1991.

Teorema (2.2.5) [Osofsky-Smith]
Sean P una Clase OS de R-módulos y M P P. Si todo P-submódulo de M
es CCS, entonces M es una suma directa �nita de módulo uniformes.

Demostración:

Asumamos que cualquier P-submódulo deM es CCS. De la hipótesis se de-
duce que M es CCS, y por lo tanto M resulta ser un módulo CS; llegando
así, gracias al Lema 2.2.3, a que es su�ciente probar que u.dimpMq P N para
asegurar la a�rmación del teorema. Supongamos que u.dimpMq � 8 (enton-
ces M � 0). Así las cosas, por la Proposición 2.1.10, deducimos queM debe
contener una suma directa in�nita de submódulos distintos de cero, suponga-
mos que

À
iPZ� Mi es dicha suma. Al ser M un módulo CS, el que M1 sea

un submódulo deM implica la existencia de A1, B1 ¤M tales queM1 �e A1

y M � A1 `B1. Notamos que M1 X pA1 X`
8
i�2Miq � 0, así, del hecho de

que M1 �e A1, se tiene entonces que A1X`
8
i�2Mi � 0; de esto y de consi-

considerar al mor�smo
π2 : A1 `B1 Ñ B1

a� b ÞÝÑ b

se obtiene que Ker
�
π2|À8

i�2 Mi

�
� Kerpπ2q X `

8
i�2Mi � A1 X`

8
i�2Mi � 0,

entonces π2|À8
i�2 Mi

es inyectiva y es así que podemos suponer `8
i�2Mi � B1.

Como B1 es un seudocomplemento enM (por el Lema 1.1.16) y M es CS,
el Lema 1.1.20 y el Lema 2.2.2 inciso 3 implican que B1 es CS. Teniendo en
cuenta queM2 ¤ B1 y que B1 es CS, se deriva la existencia de A2, B2 ¤ B1

con la propiedad de que B1 � A2`B2 yM2 �e A2; procediendo como antes
se llega a que `8

i�3Mi � B2. Siguiendo la línea de razonamiento anterior es
posible obtener una familia tAn, BnunPZ� de submódulos no cero de M con
la peculiaridad de que para cada n P Z� lo siguiente es cierto:

[1] M � A1 `B1.

[2] Bn � An�1 `Bn�1.

[3] Mn �e An.

[4] `8
i�n�1Mi � Bn.

[5] M � p`ni�1Aiq `Bn.

Además, como M P P y A1 �M{B1 (por [1]), la propiedad P1 de la clase P
nos dice que A1 P P; de manera análoga se obtiene que B1 P P. Ahora bien,
puesto que B2 � B1{A2 (a causa de [2]) y B1 P P, por la propiedad P1 ocurre
que B2 P P; de forma similar se llega a que A2 P P. Un razonamiento induc-
tivo nos lleva a inferir que:

[6] @n P Z�pAn, Bn P Pq.

Por otro lado, recordando que P es una clase de módulos �nitamente genera-
dos, los puntos [3] y [6] implican que cada An es un módulo distinto de cero
�nitamente generado, así que:

[7] @n P Z�DCn ¤ AnpCn es un submódulo máximo de An).
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Para cada n P Z� tomamos un Cn ¤ An máximo y hacemos Sn
..
� An{Cn.

Se ve que
°
nPZ� Cn es directa y que cada Sn es simple. Si M̄ ..

�M{`nPZ�Cn,
entonces M̄ es CS debido a que M es CCS. De [5] y haciendo inducción so-
bre n, no es difícil notar que:

[8] @n P Z�

�
M̄ �

p
Àn
i�1 Aiq

À
Bn

p
Àn
i�1 Ciq

À
p
À
8
i�n�1 Ciq

� p
Àn

i�1 Siq
À�

BnÀ
8
i�n�1 Ci

	

.

Como cada Sn es un módulo simple, `iPZ�Si es semisimple; de esto y de [8]
se sigue que M̄ contiene un submódulo semisimple, digamos S, isomorfo a
`iPZ�Si. Con la �nalidad de agilizar el desarrollo de esta demostración y, a
la vez, de hacer más amigable la notación asumiremos que`iPZ�Si

..
� S ¤ M̄ .

Sea N una extensión esencial máxima de S en M̄ . Observamos que N es ce-
rrado en M̄ : Si L ¤ M̄ es tal que N �e L, entonces S �e N �e L y así (en
virtud del Lema 1.1.12) S �e L, luego la elección de N obliga a que L � N
y es por esto que L � N . Ya que N es cerrado en M̄ y M̄ es CS, ocurre que
N � M̄ . En este punto hacemos las siguientes observaciones:

A�rmación 1] N P P y N es CCS.

Demostración: Debido a que N � M̄ y M̄ �M{ `iPZ� Ci, se sigue que

N � pM{ `iPZ� Ciq {
�
N2{ `iPZ� Ci

�
�M{N2

para algún N2 ¤M de modo que `iPZ�Ci ¤ N2. Entonces N �M{N2, y
así la propiedad P1 nos lleva a concluir que N P P. Ahora, como N �M{N2,
todo cociente de N será isomorfo a un cociente deM ; usando queM es CCS
y considerando al Lema 2.2.2 inciso 4 se sigue que toda copia de cada cociente
de M es CS, así cualquier cociente de N resulta ser CS y por lo tanto N es
un módulo CCS.

�

A�rmación 2] Todo P-submódulo de N es CCS.

Demostración: Sea A un P-submódulo de N . Como N ¤ M̄ �M{ `iPZ� Ci,
A es un P-submódulo de M{ `iPZ� Ci; así la propiedad P2 asegura que hay
un P-submódulo de M (el cual, por hipótesis, será CCS), digamos A1, tal
que, si π : M ÑM{`iPZ� Ci es el epimor�smo canónico, πpA1q � A. Enton-
ces A1{Kerpπ|A1q � A y así todo cociente de A es isomorfo a un cociente de
A1, al tener en cuenta el Lema 2.2.2 inciso 4 y que A1 es CCS, notamos que
esto se traduce en que cada cociente de A es CS.

�

A�rmación 3] Si T ¤ S y T es �nitamente generado, entonces T �N .

Demostración: Sea T ¤ S de modo que T es �nitamente generado. Debido a
que T ¤ S y a que S es semisimple, T es semisimple también. Entonces T
es semisimple y �nitamente generado, por lo que T es una suma directa �nita
de módulos simples. Por otro lado, en vista de que T ¤ S=`iPZ�Si, se tiene
que T � `jPJSj para algún J � Z�; pero como T es una suma directa �nita
de módulos simples, debe ocurrir que J es �nito, entonces T es isomorfo a
un sumando directo de `ni�1Si para un cierto n P Z� y así, de [8], se in�ere
que M̄ � T`T 1 para algún T 1 ¤ M̄ . En resumen M̄ � T`T 1 y T ¤ N ¤ M̄ ,
por lo tanto N � T `pT 1XNq.

�

Expresemos a Z� como una unión ajena de ℵ0 subconjuntos de cardinalidad
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ℵ0 cada uno1, sea Z�=
�
jPZ� Zj una expresión de tal tipo. Para cada j P Z�

de�nimos S1j
..
� `iPZjSi. Entonces S � `jPZ�S

1
j . Ahora, si j P Z�, tomemos

Nj una extensión esencial máxima de S1j en N . Se puede mostrar, justo co-
mo antes hicimos, que cualquierNj es cerrado enN ; por consiguiente, debido
a que N es CS por la A�rmación 1, sucede que Nj �N . Ahora bien, la A�r-
mación 1 asegura que N P P, entonces usando la propiedad P1 y que todo
Nj es tal que Nj �N , llegamos a que Nj P P para cada j P Z�.

A�rmación 4] S XNj � S1j para cada j P Z�.

Demostración: Sea j P Z�. Siempre ocurre que S1j � S XNj , por ello única-
mente debemos probar que SXNj � S1j . Tomemos pues un 0 � x1 P SXNj .
Como x1 P S � `iPZ�S

1
i, existe n P Z�, existen distintos S1i1, � � � , S

1
in ¤ S y

existen 0 � aik P S
1
ik, para cada k P t1, ... , nu, de modo que

x1 � ai1 � � � � � ainlooooooooooomooooooooooon
p�q

Debido a que S1j �e Nj y x1 P Nj , del Lema 1.1.11 se deriva que existe r PR
tal que 0 � rx1 P S

1
j . Entonces p�q y la de�nición de S1j nos llevan a concluir

que raik P S1ik X S1j para cada k P t1, ... , nu. Ya que S1l X S1j � t0u para to-
do l � j y 0 � rx1 � rai1� � � � � rain, debe de haber un k P t1, ... , nu tal
que ik � j y por consiguiente aik P S1j ; sin perdida de generalidad podemos
suponer que ai1 P S1j . Luego 0 � x2

..
� px1�ai1q �

°n
t�2 ait P SXNj . Avan-

zando con x2 de la misma manera en que hicimos con x1 podemos conseguir
que ai2 P S1j . Entonces, por inducción �nita, se ve que aik P S

1
j para todo

k P t1, ... , nu; por lo tanto x1 P S
1
j . �

Para cada j P Z� se tiene que S1j �e Nj ¤ N , como
°
jPZ� S

1
j=`jPZ�S

1
j=S,

el Lema 1.1.15 nos lleva a que S ¤ `jPZ�Nj ¤ N y así p`jPZ�Njq{S ¤ N{S;
pero N{S es CS a causa de la A�rmación 1, entonces existe N 1{S�N{S tal
que �

`jPZ�Nj
�
{S �e N

1{S.

Como N P P (por A�rmación 1), de la propiedad P1 se deriva que N{S P P,
lo cual, usando que N 1{S �N{S y, nuevamente, la propiedad P1, conduce a
que N 1{S P P. Así N P P y N 1{S es un P-submódulo de N{S, entonces la
propiedad P2 implica que existe A un P-submódulo deN tal que πpAq=N 1{S
(donde π : N ÝÑ N{S es el epimor�smo natural); de aquí que A�S � N 1.

A�rmación 5] AX S1j � 0 para cada j P Z�.

Demostración: Sea j P Z�. Como AXS ¤ S y S es semisimple, se tiene que
S � pAX Sq ` V para algún V ¤ S. Ahora, no es difícil ver que AX V � 0
ni que A` V � A�S, entonces S1j ¤ pA�S �qA` V . Si consideramos al
epimor�smo

π1 : A` V Ñ V
a� v ÞÝÑ v

obtenemos: Kerpπ1|S1j q=AXS
1
j . Supongamos AXS1j=0. Como S1j=S XNj

(por la A�rmación 4), llegamos entonces a que

S1j � π1pS
1
jq � π1pS XNjq ¤ π1pSq X π1pNjq ¤ π1pNjq.

1 Por ejemplo, si hacemos I0
..
� tn P N | n es imparu y de�nimos In

..
� t2n � x | x P I0u para

cada n P Nzt0u, entonces |In| � ℵ0 para cada n P N, InX Im � H si n � m y Z� �
�

nPN In.
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Por de�nición S1j es una suma directa in�nita de módulos simples, del Lema
1.1.10 se sigue que S1j no tiene longitud �nita. Ahora, sabemos que Nj P P,
por ello Nj es �nitamente generado y por consiguiente π1pNjq también lo es,
entonces π1pNjq es semisimple (pues π1pNjq ¤ V ¤ S y S es semisimple) y
�nitamente generado; por lo tanto π1pNjq es de longitud �nita (Lema 1.1.10)
y así cualquiera de sus submódulos también (esto por el Lema 1.1.9), en par-
ticular π1pS

1
jq debe tener longitud �nita. En vista de que π1pS

1
jq tiene lon-

gitud �nita y S1j � π1pS
1
jq, del Lema 1.1.9 se obtiene que S1j tiene longitud

�nita, lo cual, según vimos, es imposible.
�

De la A�rmación 5 se obtiene que AX S1j es un módulo semisimple distinto
de cero para cualquier j P Z�, entonces, para cada j P Z�, podemos tomar
un Tj submódulo simple de AXS1j ; de este modo `jPZ�Tj es un submódulo
semisimple de A. Por otra parte, como A es un P-submódulo de N , la A�r-
mación 2 dice que A es CCS y por lo tanto A es CS; ya que `jPZ�Tj ¤ A,
debe de existir entonces un Y �A tal que `jPZ�Tj �e Y .

A�rmación 6] Y � S.

Demostración: Supongamos que Y � S. Entonces Y ¤ S, por lo tanto Y es
semisimple. Ahora, como A P P y Y �A, la propiedad P1 nos lleva a que
Y P P y por lo tanto a que Y es �nitamente generado. Luego Y es semisimple
y �nitamente generado, así que Y tiene longitud �nita (Lema 1.1.10); como
`jPZ�Tj ¤ Y , se sigue que `jPZ�Tj tiene longitud �nita también. Entonces
`jPZ�Tj es semisimple y de longitud �nita, de este modo el Lema 1.1.10 con-
duce a que `jPZ�Tj es una suma directa �nita de módulos simples, lo que
es absurdo.

�

Si n P Z�, del Lema 1.1.10 se obtiene que `ni�1Ti es �nitamente generado y
de este modo la A�rmación 3 nos lleva a concluir que `ni�1Ti �N .

A�rmación 7] Y X S X
Àn

i�1Ni �
Àn

i�1 Ti para cada n P Z�.

Demostración: Sea n P Z�. Como`ni�1Ti � YXSX`ni�1Ni, sólo mostraremos
que Y XSX`ni�1Ni � `ni�1Ti. Del hecho de que S � `iPZ�S

1
i ¤ `iPZ�Ni y

de que S1i � Ni para cada i P Z�, se sigue que S X`ni�1Ni � `ni�1S
1
i, por lo

tanto Y X S X`ni�1Ni � Y X`ni�1S
1
i. Veremos que Y X`ni�1S

1
i � `ni�1Ti,

para ello sea x P Y X`ni�1S
1
i. Por un lado x P `ni�1S

1
i, así que, para cada

i P t1, ... , nu, existe xi P S1i de modo que

x � x1 � � � � � xn.

Por otro lado, si i P t1, ... , nu, como Ti ¤ S1i y S
1
i es semisimple, sucede que

S1i � Ti ` Vi para algún Vi ¤ S1i; de aquí que xi � ti � vi para ciertos ti P Ti
y vi P Vi. Luego x�pt1�� � �� tnq � pv1�� � ��vnq P Y . Si v1�� � ��vn � 0,
como `jPZ�Tj �e Y , por el Lema 1.1.11 tendría que haber un r P R tal que
0�rpv1 � � � � � vnq P `jPZ�Tj , entonces 0 � rvw P Vw X Tkw � S1w X S

1
kw

pa-
ra algún w P t1, ... , nu; pero S1k X S1l � t0u si k � l, por lo tanto kw � w y
así Vw X Tw � 0, lo cual es absurdo. Entonces v1 � � � � � vn � 0 y por consi-
guiente vi � 0 para cada i P t1, ... , nu, llegando así a que x P `ni�1Ti. �

En virtud de la A�rmación 7 el hecho de que `ni�1Ti�N , para cada n P Z�,
se traduce en que N � pS X Y X`ni�1Niq `Ln para algún Ln ¤ N ; sin em-
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bargo S �e N , por lo tanto Y X`ni�1Ni X Ln � t0u.

A�rmación 8] Y X
Àn

i�1Ni � S para cada n P Z�.

Demostración: Supongamos que existe x P Y X`ni�1Ni tal que x R S. Como
N � pS X Y X`ni�1Niq `Ln, debe de haber un a P S X Y X`ni�1Ni y un
b P Ln, donde b � 0 a causa de que x R S, tales que x � a� b. De esta ma-
nera 0 � b � x�a P pY X`ni�1NiqXLn, cosa que no puede suceder. �

De la A�rmación 8 es inmediato que Y X`iPZ�Ni � S. Ahora, por la A�r-
mación 6 podemos tomar un y P Y zS, recordamos que Y ¤ A ¤ A�S � N 1,
entonces S � y� S P N 1{S; sin embargo p`iPZ�Niq {S �e N 1{S, usando el
Lema 1.1.11 se sigue que existe un r P R tal que S � ry�S P p`iPZ�Niq {S.
Hemos llegado de este modo a que ry R S y ry P Y X p`iPZ�Niq � S, lo que
desde luego es absurdo.

�



3. DOMINIOS DE INYECTIVIDAD

Uno de los resultados más interesantes en Teoría de Módulos es el hecho de
que cada módulo es un submódulo de algún inyectivo. Lo anterior hace ver que
los R-módulos inyectivos son objetos destacados de R-Mod, ya que cualquier
módulo es parte de algún inyectivo. Es precisamente esta propiedad singular
de los inyectivos la que nos lleva a querer capturar, de alguna manera, su com-
portamiento y de esta suerte nos preguntamos: Dado U P R-Mod, ¾�qué tan
inyectivo� es U?

3.1 Módulos M-inyectivos

Con la �nalidad de erradicar la ambigüedad de nuestra última pregunta, y para
comenzar a organizar ideas, introducimos la siguiente de�nición.

De�nición
Sean M,U P R-Mod. Diremos que U es M-inyectivo si para cada monomor-
�smo f P HomRpK,Mq y cada mor�smo g P HomRpK,Uq existe un mor�smo
ḡ P HomRpM,Uq tal que g � ḡf ; es decir, ḡ hace que el diagrama

K M

U

g

f

ḡ

sea conmutativo.

Podemos decir que la de�nición anterior se traduce en que U es M -inyectivo si
U se porta como un módulo inyectivo con respecto a M . Ahora que ya tenemos
una manera de de�nir inyectividad localmente, lo que sigue es poder decir qué
tan inyectivo resulta ser un módulo; pero antes veamos algunas equivalencias,
muy útiles todas ellas, de ser M -inyectivo.

Proposición (3.1.1)
Sean M,U P R-Mod. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) U es M -inyectivo.
(2) Para todo mor�smo ψ P HomR

�
M,EpUq

�
ocurre que Impψq � U .

(3) Para cualquier K ¤M y cualquier mor�smo h P HomRpK,Uq, existe un
mor�smo h̄ P HomRpM,Uq que extiende a h; esto es h̄|K � h, ó lo que es lo
lo mismo, h̄ es tal que el diagrama

K M

U

h

i

h̄

es conmutativo.



28 3. Dominios de Inyectividad

Demostración:
(1)ñ(2)] Tomamos ψ P HomR

�
M,EpUq

�
y hacemos X ..

�{mPM |ψpmq P U}.
Notamos que X � H, de hecho X ¤M . Si U es M -inyectivo, como X ¤M
y ψ|X P HomRpX,Uq por de�nición de X, entonces existe ϕ P HomRpM,Uq
tal que

X M

U

ψ|X

i

ϕ

conmuta, así ψ|X � ϕ|X . Observemos que:

x P U X Impϕ� ψq ñ ϕpmq � ψpmq � x P U para algún m PM
ñ ψpmq � ϕpmqloomoon

PU

� xloomoon
PU

P U

ñ m P X
ñ ϕpmq � ψpmq,

por lo tanto UXImpϕ�ψq � 0. Como Impϕ�ψq ¤ EpUq (pues U ¤ EpUq),
UXImpϕ�ψq � 0 y U �e EpUq, deducimos que Impϕ�ψq � 0; obteniendo
con esto que Impψq � Impϕq. Pero Impϕq � U , de aquí que Impψq � U .

(2)ñ(3)] Sean K ¤M y h P HomRpK,Uq. Como EpUq es inyectivo, hay un
h̄ P HomR

�
M,EpUq

�
de modo que

K M

U

EpUq

h

i1

h̄

i2

es un diagrama conmutativo. Sin embargo, por hipótesis, Imph̄q � U . Así
que h̄ P HomRpM,Uq, y además tiene la propiedad de que h � h̄|K .

(3)ñ(1)] Supongamos cierto el enunciado del inciso (3). Sea f P HomRpN,Mq
un monomor�smo y sea g P HomRpN,Uq. Tomando K ..

� Impfq se obtiene

que K
h
� N , de esta manera surge el diagrama conmutativo siguiente:

K M

N

h

i

f

Así i � fh. Por otro lado, como i : K ãÑM es un monomor�smo y además
gh P HomRpK,Uq, de la hipótesis se sigue que existe un ḡ P HomRpM,Uq de
modo que gh=ḡ|K . Entonces gh=ḡ|K=ḡi=ḡpfhq=ḡfh, como h es un isomor-
�smo, se in�ere que g � ḡf . Por lo tanto U es M-inyectivo.

�

La proposición anterior pone a nuestra disposición varias formas de interpretar
la inyectividad con respecto a un módulo dado. A continuación dotamos de un
nombre a la clase de módulos dentro de la cual un módulo es tan parecido como
puede ser a un módulo inyectivo.
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De�nición
Sea U P R-Mod. Llamamos dominio de inyectividad de U a la clase de todos
los R-módulos izquierdos M tales que U es M -inyectivo y la denotamos por
In�1pUq. En símbolos In�1(U ) ..�{M P R-Mod | U es M -inyectivo}.

El dominio de inyectividad de un módulo U se puede pensar como la parte de
R-Mod dentro de la cual U �es inyectivo�. Observamos que si U es cualquier mó-
dulo, In�1pUq � H ya que tR0u P In�1pUq. Ahora, si U es inyectivo, entonces
In�1pUq � R-Mod; es decir su dominio de inyectividad posee la mayor cantidad
de objetos que en el universo de R-Mod se pueda llegar a tener, por consigu-
iente podríamos decir que U es �muy inyectivo�. Es así como surge la siguiente
interrogante: ¾cuándo podemos decir que un módulo es �muy poco inyectivo�,
pues bien, a ese problema nos enfrentaremos en la siguiente sección. Por ahora,
lo que sigue es mostrar algunas propiedades de los dominios de inyectividad,
aunque a decir verdad, únicamente nos centraremos en las propiedades que va-
mos a necesitar a lo largo de este escrito; si se quieren revisar más propiedades
de los dominios de inyectividad, [12] es una buena referencia.

Lema (3.1.2)
Sean U,M P R-Mod. Si M P In�1pUq y N �M , entonces N P In�1pUq.

Demostración:

Supongamos N
f2

�M . Si h P HomRpK,Uq y f1 P HomRpK,Nq es un mono-
mor�smo, debido a que f2 P HomRpN,Mq es en particular un monomor�smo
se tiene que f2f1 también lo es. Ahora, por hipótesis U es M -inyectivo, así
que existe g P HomRpM,Uq tal que h � gpf2f1q; luego h � h̄f1, con h̄

..
� gf2,

y entonces ocurre que el diagrama

K N

U

h

f1

h̄

conmuta. Por lo tanto N P In�1pUq.
�

Lema (3.1.3)
Sean U,M P R-Mod. Si M P In�1pUq y N ¤M , entonces N P In�1pUq.

Demostración:
SeanM P In�1pUq yN ¤M . Tomamos h P HomRpK,Uq y f P HomRpK,Nq
un monomor�smo. Puesto queM P In�1pUq y if P HomRpK,Mq es un mo-
mor�smo, existe g P HomRpM,Uq de modo que h � gpifq. Haciendo h̄ � gi
tenemos que h � h̄f , entoncesN P In�1pUq.

�

Lema (3.1.4)
Sea U P R-Mod. Si M P In�1pUq y N ¤M , entonces M{N P In�1pUq.

Demostración:
Tomamos M P In�1pUq y sea N ¤M . Para mostrar que U es M{N -inyec-
tivo, sean K{N ¤M{N y ϕ P HomRpK{N,Uq; lleguemos a que ϕ � β|K{N

para algún β P HomRpM{N,Uq. Bien, consideremos el epimor�smo natural
π : M �M{N y hagamos π1 ..� π|K . Debido a que ϕπ1 P HomRpK,Uq y U
es M -inyectivo, debe de existir un ϕ̄ P HomRpM,Uq que hace conmutativo a
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K M

K{N

U

π1

i

ϕ̄

ϕ

Entonces ϕ̄pNq � ϕπ1pNq � ϕp0̄q � 0, de aquí que Kerpπq � N � Kerpϕ̄q;
del Lema 1.1.2 se sigue que existe β P HomRpM{N,Uq tal que ϕ̄ � βπ, de
aquí que para cualquier x P K se tiene que:

βpx�Nq � βπpxq
� ϕ̄pxq
� ϕπ1pxq
� ϕpx�Nq,

obteniendo con esto que ϕ � β|K{N . �

Lema (3.1.5)
Sean U P R-Mod y tMiuiPI una familia no vacía e independiente de R-mó-
dulos. Entonces,

À
iPI

Mi P In�1pUq si y sólo siMi P In�1pUq para cada i P I.

Demostración:
ñs Si `iPIMi P In�1pUq, como Mi ¤ `iPIMi para cada i P I, tenemos que
Mi P In�1pUq para cada i P I en virtud del Lema 3.1.3.

ðs Supongamos que tMiuiPI � In�1pUq. Para aminorar la notación, haga-
mos M ..

� `iPIMi. Queremos ver que M P In�1pUq, por lo que tomamos
un N ¤M y un f P HomRpN,Uq. Consideremos al siguiente conjunto:

F ..
�

 
h P HomRpL,Uq | N ¤ L ¤M y h|N � f

(
.

Observamos que f P F . Ahora, sean h1:L1 ÝÑ U y h2:L2 ÝÑ U elementos
de F , de�nimos una relación À en F mediante:

h1 À h2
..

ðñ L1 ¤ L2 y h2|L1
� h1.

No es difícil probar que
�
F , À

�
es un conjunto parcialmente ordenado. Sea

C P PpFq una À-cadena. Tomamos g ..
�

�
C.

A�rmación 1: @h1 P C,@h2 P C
�
x P domph1q X domph2q ñ h1pxq � h2pxq

�
.

Demostración: Sean h1, h2 P C. Al ser C una cadena, sin perder generalidad
podemos suponer h1 À h2. Sea x P domph1qXdomph2q. Como x P domph1q
(pues domph1q ¤ domph2q), entonces h1pxq � h2|domph1qpxq � h2pxq.

�
Si x P

�
tdomphjq|hj P Cu, entonces x P domphjq para algún hj P C, se de�ne

gpxq
..
� hjpxq. De la a�rmación 1 se sigue que g :

�
hjPC domphjq ÝÑ U

es una función. Además g extiende a cada hj P C.
A�rmación 2: g :

�
hjPC

domphjq ÝÑ U es un R-mor�smo.

Demostración: Si x P dompgq, entonces x P domphjq para algún hj P C; pero
C � F , por lo tanto domphjq ¤M y así x PM . Luego dompgq �M . Más
aún, si r P R y x, y P dompgq, entonces x P domphiq y y P domphjq para al-
gunos hi, hj P C. Supongamos, sin perder generalidad, que hi À hj . Enton-
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ces domphiq ¤ domphjq, luego x, y P domphjq. Como domphjq es un módu-
lo, tenemos que rx, x�y P domphjq, y así rx, x�y P dompgq. Luego dompgq
es un R-módulo. El que g sea un R-mor�smo se sigue de cómo de�nimos a
dicha función.

�
A�rmación 3: g P F .

Demostración: En la prueba de la a�rmación 2 vimos que dompgq ¤M . Co-
mo N ¤ domphiq para cada hi P C, tenemos que N ¤ dompgq. Además, si
nPN, gpnq=hipnq para algún hi P C; como hi|N=f obtenemos que gpnq=fpnq.
Por lo tanto g|N � f .

�
Ya que g P F y hi À g para cada hi P C, concluimos que C está acotada
superiormente. Por el Lema de Zorn existe h0 P F un elemento máximo. Si
tomamos L0

..
� domph0q, lo que mostraremos es que L0 �M . Notamos que

L0 �M porque h0 P F , menos inmediato es ver que M � L0; para lograrlo
basta probar que Mi � L0 para cada i P I. Sea i P I, tomemos el diagrama

Mi X L0 Mi

L0

U

i2

i1

h0

Como Mi P In�1pUq, entonces existe un mor�smo fi : Mi ÝÑ U de modo
que fi|MiXL0

� ph0i2q; es decir fi|MiXL0
� h0|MiXL0

. Ahora de�nimos

ĥ : Mi � L0 ÝÑ U
mi � l ÞÝÑ fipmiq � h0plq

Observamos que ĥ está bien de�nida, pues si 0 � mi� l PMi�L0, entonces
mi � �l PMi X L0, y como fi|MiXL0

� h0|MiXL0
, llegamos a que

ĥpmi � lq � fipmiq � h0piq � fp�lq � h0plq � h0p�lq � h0plq � 0.

Así mismo notamos que como fi y h0 son R-mor�smos, también ĥ resulta
ser un R-mor�smo. Puesto que N ¤Mi�L0 ¤M y para cualquier n P N
sucede que ĥpnq � ĥp0� nq � fip0q � h0pnq � h0pnq � fpnq, obtenemos que
ĥ P C. Es inmediato ver que h0 À ĥ, debido a la naturaleza de h0 consegui-
mos con esto que h0 � ĥ. En particular Mi�L0 � L0, de aquí queMi ¤ L0.
Por lo tanto Mi � L0 para cada i P I. Entonces h0 hace que el diagrama

N M

U

f

i

h0

conmute.
�

De los Lemas 3.1.5 y 3.1.2, se sigue que In�1pUq es una clase cerrada bajo
sumas directas arbitrarias; de esto y de los Lemas 3.1.3 y 3.1.4 se obtiene el
siguiente teorema.
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Teorema (3.1.6)
Si U P R-Mod, entonces In�1pUq es una clase de pretorsión hereditaria.

Si bien el Teorema 3.1.6 es el resultado más importante de esta sección, cerramos
analizando algunas propiedades más de los dominios de inyectividad, de hecho,
tales propiedades van a ser de mucha utilidad en la sección siguiente, por lo que
también debemos de tenerlas en cuenta.

Lema (3.1.7)
SeaM P R-Mod y sea tNiuiPI una familia de R-módulos. Entonces,

±
iPI Ni

es M -inyectivo y sólo si Ni es M -inyectivo para cada i P I.

Demostración:

ñ] Supongamos que
±
iPI Ni esM -inyectivo. Tomemos un j P I, un K ¤M

y un mor�smo f : K Ñ Nj . Ahora, si consideremos el diagrama

K M

Nj

±
iPI Ni

f

i

ηj

notamos que de la hipótesis se sigue que hay un mor�smo f̄ : M Ñ
±
iPI Ni

tal que ηj �f � f̄ � i. Entonces f � pπj � ηjq �f � πj � pηj � fq � πj �
�
f̄ � i

�
.

Por lo tanto f �
�
πj � f̄

�
|K y así Nj resulta ser M -inyectivo.

ð] Supongamos que Nj es M -inyectivo para cada j P I. Sea K ¤M y sea
f : K Ñ

±
iPI Ni un mor�smo. Por hipótesis, para cada j P I existe un mor-

�smo gj : M Ñ Nj de modo que

K M

±
iPI Ni

Nj

f

i

gj

πj

conmuta; del Lema 1.1.6 se sigue que hay un mor�smo
±
iPI gi:M Ñ

±
iPI Ni

tal que gj � πj �
±
iPI gi para todo j P I. Entonces πj � f � pπj �

±
iPI giq � i

para cada j P I, de aquí que f �
±
iPI gi � i. �

Como veremos más adelante, resulta bastante conveniente reescribir el Lema
3.1.7 en la siguiente forma.

Corolario (3.1.8)
Sea R un anillo y sea tNiuiPI una familia no vacía de R-módulos. Entonces�
iPI In�1pNiq � In�1 p

±
iPI Niq.
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Si dos módulos son isomorfos, uno esperaría que sus dominios de inyectividad
estuvieran estrechamente relacionados, por ello el próximo lema no nos ha de
tomar por sorpresa.

Lema (3.1.9)
Sean M,N P R-Mod tales que M � N . Entonces, In�1pMq � In�1pNq.

Demostración:

Supongamos N
ϕ
�M . Sea L P In�1pMq. Probaremos que L P In�1pNq, es

decir que N es L-inyectivo, para ello tomamos un K ¤ L y un f : K ÝÑ N
mor�smo. Por la elección de L, existe un mor�smo ϕ̄ : LÑM de modo que
que el diagrama

K L

N

M

f

i

ϕ̄

ϕ

conmuta, entonces ϕ � f � ϕ̄ � i; de aquí, y del hecho de que ϕ es un isomor-
�smo, se sigue que f �

�
ϕ�1 � ϕ̄

�
|K . Entonces In�1pMq � In�1pNq. De

manera análoga se obtiene la otra inclusión.
�

Llegamos al �nal de esta sección con una condición su�ciente para que un sub-
módulo sea un sumando directo.

Lema (3.1.10)
Sean M,N P R-Mod. Si M P In�1pNq y N ¤M , entonces N �M .

Demostración:
Supongamos que N ¤M y que M P In�1pNq. Como N es M -inyectivo, el
diagrama

N M

N

IdN

i

puede ser completado mediante un mor�smo f : M ÝÑ N de tal modo que
IdN � f � i. Por un lado se tiene que ImpIdN q � Impf � iq � f pImpiqq, en-
tonces f�1

�
ImpIdN q

�
� f�1

�
f pImpiqq

�
� Impiq �Kerpfq, por lo tanto

M � N�Kerpfq. Por otra parte KerpIdN q � Kerpf �iq � i�1 pKerpfqq,
así que i

�
KerpIdN q

�
� i

�
i�1 pKerpfqq

�
� KerpfqXImpiq y por consiguien-

te t0u � Kerpfq XN . En resumen M � N `Kerpfq.
�
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3.2 Módulos Pobres

Los R-módulos inyectivos son los elementos de R-Mod cuyo dominio de inyectivi-
dad poseé la mayor cantidad posible de objetos que un dominio de inyectividad
pueda tener, en este sentido, si uno piensa al dominio de inyectividad de un
módulo como la colección que contiene a todos los bienes de dicho módulo, po-
dríamos decir que un módulo inyectivo es �rico�, debido a que la cantidad de
bienes que tiene es la mayor que se puede tener en el universo de R-Mod. En
esta línea de pensamiento, ahora nos podríamos preguntar por la situación in-
versa, esto es, ¾cuándo diríamos que un módulo es �pobre�? Con el ánimo de
encontrar una respuesta a nuestra última pregunta, comenzamos por analizar el
dominio de inyectividad de cada módulo esperando encontrar bienes en común
para intentar, en principio, saber cuál es la menor cantidad de bienes que un
módulo tiene. Pues bien, el siguiente lema nos dice que en los bienes de cualquier
módulo siempre podemos encontrar a los módulos semisimples.

Lema (3.2.1)
Si M P R-Mod, entonces R-SSMod � In�1pMq.

Demostración:

Sean M,S P R-Mod y supongamos que S es semisimple. Queremos ver que
M es S-inyectivo, por lo que tomamos un K ¤ S y un mor�smo f : K ÑM .
Como S es semisimple, ocurre que S � K`K 1 para algún K 1 ¤ S, entonces
si consideramos al mor�smo

K `K 1 f̄
ÝÑM

k � k1 ÞÝÑ f̄pk � k1q
..
� fpkq

se obtiene que f � f̄ |k y por lo tanto S P In�1pMq.
�

La siguiente proposición muestra que los módulos semisimples son los bienes
que todos los módulos comparten, esto nos da, en cierto modo, un �parámetro�
para medir la pobreza en R-Mod.

Proposición (3.2.2)
Para cualquier anillo R ocurre que

�
MPR-Mod In�1pMq � R-SSMod.

Demostración:

Sea R un anillo. Por una lado, como consecuencia directa del Lema 3.2.1 se
tiene que R-SSMod �

�
MPR-Mod In�1pMq. Entonces sólo resta probar la

otra inclusión. Tomemos pues un N P
�
MPR-Mod In�1pMq y veamos que

es semisimple, para ello seaK ¤ N . Por la elección deN sucede en particular
que N P In�1pKq, luego el Lema 3.1.10 nos lleva a concluir que K �N .

�

En vista de la proposición anterior, un módulo será pobre si su dominio de in-
yectividad es precisamente la clase de los módulos semisimples. No obstante,
aunque sabemos que los inyectivos son los módulos ricos, de momento no sabe-
mos si hay módulos pobres. De cualquier forma, y aunque aún no sabemos que
tales objetos existan, vale la pena registrar la (posible) condición de los módulos
�menos afortunados� de R-Mod.

De�nición
Sea R un anillo. Si M P R-Mod y In�1pMq � R-SSMod, diremos que M es
pobre.
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Cuando uno se encuentra por primera vez ante una de�nición, por lo regular
es fácil encontrar ejemplos sencillos de objetos que cumplan dicha de�nición,
de hecho, casi siempre ocurre que el módulo cero satisface las condiciones de
cualquier de�nición; por ello es natural pensar que para cualquier anillo R, el
R-módulo t0u es pobre, pero ¾en verdad esto ocurre siempre?. Echemos un
vistazo a tal situación.

Proposición (3.2.3)
Sea R un anillo. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Rt0u es pobre.
(2) Existe un R-módulo inyectivo que es pobre.
(3) Todo R-módulo es pobre.
(4) RR es semisimple.

Demostración:

(1)ñ(2)] Si Rt0u es pobre, entonces Rt0u es un inyectivo que es pobre.

(2)ñ(3)] Supongamos que E P R-Mod es un inyectivo que es pobre. Como
RE es inyectivo, entonces In�1pEq � R-Mod; empero RE es pobre también,
así que In�1pEq � R-SSMod. Luego R-Mod = R-SSMod. Si M P R-Mod,
debido a que R-SSMod � In�1pMq por el Lema 3.2.1, In�1pMq � R-Mod
por de�nición y R-Mod = R-SSMod, se sigue que In�1pMq � R-SSMod.

(3)ñ(4)] Si todo R-módulo es pobre, en particular lo es cualquier inyectivo;
entonces si RE es inyectivo, ocurre que R-Mod � In�1pEq � R-SSMod. De
aquí que todo R-módulo es semsimple, en particular RR.

(4)ñ(1)] Si RR es semisimple, todo módulo RM es semisimple (Lema 1.1.37)
y por ello R-Mod = RSSMod. Puesto que In�1pt0uq � R-Mod, por ser Rt0u
inyectivo, usando que R-Mod = RSSMod deducimos que Rt0u es pobre.

�

Así, al menos para anillos semisimples, sabemos que los módulos pobres existen.
De hecho se puede probar que para ciertos tipos de anillos hay módulos pobres
particulares, no obstante, si queremos probar con todo rigor cada a�rmación uti-
lizada en las pruebas, se necesitan algunos resultados preliminares que escapan
de nuestro estudio actual; por ejemplo, si R es un anillo primo hereditario1 y
neteriano, usando los siguientes hechos:

(1) Cualquier R-módulo de torsión2 �nitamente generado es una suma directa
�nita de R-módulos con la propiedad de que tienen una única serie de composi-
ción de longitud �nta.

(2) Si M P R-Mod y si x P M es un elemento de torsión, entonces Rx es un
módulo de torsión.

(ambos resultados se pueden encontrar en [15]) es posible demostrar el siguiente
enunciado:

Sea R un dominio conmutativo hereditario y neteriano. Si M P R-SSMod es
tal que contiene exactamente una copia de cada R-módulo simple, entonces
M es pobre ó bien M es inyectivo.

1 Un anillo R se llama hereditario (izquierdo) si todo ideal (izquierdo) es proyectivo.
2 Si R es un anillo y M P R-Mod, decimos que un elemento x de M es de torsión si existe
un r P Rzt0u, que no es divisor de cero, tal que rx � 0. Mientras que un módulo es de
torsión si todos sus elementos son de torsión.
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Así, por ejemplo, el Z-módulo
À

p primo Z{pZ resulta ser pobre. Para ver di-
versos resultados relacionados con módulos pobres sobre anillos particulares se
puede consultar [16]. Lo que sí podríamos ver sin mayores di�cultades, es que
sobre un anillo artiniano artiniano izquierdo, hay un módulo pobre especial; sin
embargo, antes de continuar conviene notar la siguiente equivalencia.

Lema (3.2.4)
Sea M P R-Mod. Son equivalentes:

(1) M es pobre.
(2) @N P In�1pMq

�
N cíclico ñ N semisimple

�
.

Demostración:
p1q ñ p2q] SiM es pobre, entonces In�1pMq � R-SSMod, así N P In�1pMq
implica que N es semisimple.

p2q ñ p1q] Supongamos cierto el enunciado del inciso (2). En vista del Lema
3.2.1 sólo debemos mostrar que In�1pMq � R-SSMod. Sea K P In�1pMq.
Si a P K, la Proposición 1.3.1 asegura que Ra P In�1pMq, entonces Ra es
semisimple por el inciso (2); luego Kp�

°
aPK Raq es semisimple.

�

Como primera aplicación del lema anterior se tiene que si RR es artiniano,
entonces en R-Mod se halla un módulo pobre particular.

Lema (3.2.5)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces, R pR{JpRqq es pobre.

Demostración:
Nos apoyaremos en el Lema 3.2.4, por ello tomamos un C P In�1 pR{JpRqq
cíclico distinto de cero y nos proponemos llegar a concluir que C es semisim-
ple. Como RR es artiniano y RC es �nitamente generado, del Lema 1.1.33
deducimos que C, y por lo tanto cualquiera de sus submódulos, es artiniano
izquierdo, de aquí que cualquier submódulo no cero de C contiene simples.
Sea S0 un submódulo simple de C. Por el Lema 1.1.32 existe un L ¤ R{JpRq
tal que S0 � L, además R{JpRq es semisimple por el Lema 1.1.31, entonces
R{JpRq � L` L̄ para algún L̄ ¤ R{JpRq. Del Corolario 3.1.8 y Lema 3.1.9
deducimos que In�1pL` L̄q � In�1pLq X In�1pL̄q, en particular se tiene
que C P In�1pLq; sin embargo In�1pLq � In�1pS0q por el Lema 3.1.9, así
C P In�1pS0q y por consiguiente C � S0`K1 para algún K1 ¤ C (esto por
el Lema 3.1.10). Si K1 � 0, entonces Cp� S0q es semisimple. Si K1 �0, sea
S1 un submódulo simple de K1; argumentando como antes lo hicimos se lle-
ga a que K1 � S1 `K2 para algún K2 ¤ K1, así C � S0 ` S1 `K2 con
S0`S1 semisimple yK1 � K2. Siguiente este proceso obtenemos una cadena
descendente K1 � K2 � � � � de submódulos de C, la cual se estaciona debido
a que C es artiniano izquierdo, así existe n P N tal que C � S0`S1`� � �`Sn
con Si simple para cada i P t1, ..., nu.

�

A pesar de que hasta ahora sólo hemos asegurado la existencia de módulo pobres
sobre ciertos tipos de anillos, la realidad es que cualquier anillo tiene módulos
pobres; justamente en este punto nos dirigimos a probar tal a�rmación, no
obstante, la demostración requiere de algunos resultados preliminares.

De�nición
Sea M P R-Mod. Si M P In�1pMq, diremos que M es cuasi-inyectivo.



3.2. Módulos Pobres 37

Proposición (3.2.6)
Si M P R-Mod, entonces M es cuasi-inyectivo si y sólo si fpMq �M para
cada f P EndR

�
EpMq

�
.

Demostración:

Sea M P R-Mod.
ñs Supongamos que M es cuasi-inyectivo y tomemos un f P EndR

�
EpMq

�
.

Consideremos al conjunto L ..
� tm PM |fpmq PMu. Se ve que L ¤M y así

f |L:LÑM . Como M un es M -inyectivo, existe g P EndRpMq de modo que

L M

M

f |L

i

g

es un diagrama conmutativo, por lo tanto f |L � g|L; de hecho observamos
aquí que, si ī es la inclusión de M en EpMq, como EpMq es inyectivo hay
un mor�smo ḡ : EpMq ÝÑ EpMq que hace conmutar al diagrama siguiente:

M EpMq

M

EpMq

g

ī

ḡ

ī

consiguiendo así que ḡ|M � g, entonces para optimizar la notación supon-
dremos que g P EndR

�
EpMq

�
.

A�rmación:
�
g � f

�
pMq � 0.

Demostración: Supongamos que pg� fqpMq � 0. Como pg� fqpMq y M son
submódulos de EpMq y M �e EpMq, se sigue que M Xpg� fqpMq � 0;
entonces existen m,m1 PM tales que gpmq � fpmq � m1 � 0. Sin embargo
fpmq PM debido a que gpmq,m1 PM , así que m P L; pero g|L � f |L, enton-
ces hemos llegado a que gpmq� fpmq � 0, lo cual es absurdo.

�
Por lo tanto

�
g � f

�
pMq � 0 y así fpMq � gpMq, pero gpMq �M ; de aquí

que fpMq �M .

ðs Supongamos que fpMq �M para cada f P EndR
�
EpMq

�
. Para mostrar

que M es quasi-inyectivo tomamos un L ¤M y un f : LÑM mor�smo, y
nos proponemos encontrar un mor�smo h : M ÑM que extienda a f . Pues
bien, si ī denota la inclusión de M en EpMq, como EpMq es inyectivo, hay
un mor�smo g : EpMq ÝÑ EpMq tal que

L M EpMq

M

EpMq

f

i ī

g

ī
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conmuta. Como g P EndR
�
EpMq

�
, de la hipótesis se sigue que gpMq �M ;

luego h ..
� g|M : M ÑM hace que

L M

M

f

i

h

sea un diagrama conmutativo.
�

Lema (3.2.7)
Sea M P R-Mod. Si M es cuasi-inyectivo y EpMq � A1 `A2, entonces ocu-
rre que M � pM XA1q ` pM XA2q.

Demostración:

Supongamos M cuasi-inyectivo y EpMq � A1 `A2. Como A1 XA2 � 0, es
claro que pMXA1q`pMXA2q �M . Por otro lado, ya que EpMq � A1`A2,
para j P t1, 2u, los mor�smos

πj : A1 `A2 ÝÑ Aj
a1 � a2 ÞÝÑ aj

son endomor�smos de EpMq; que puesto queM es quasi-inyectivo, la Propo-
sición 3.2.6 nos dice, en particular, que πjpMq �M para toda j P t1, 2u. A-
hora notamos que, como M � EpMq � A1`A2, para cada m PM existen
m1 P A1 y m2 P A2 de tal forma que m � m1 �m2; y como πjpMq �M , se
sigue que mj � πjpmq PM para cada j P t1, 2u, de donde se concluye que
m � m1 �m2 P pM XA1q ` pM XA2q y así M � pM XA1q ` pM XA2q.

�

En el siguiente corolario encontramos nuevos ejemplos de módulos CS, en par-
ticular se obtiene que todo módulo inyectivo es CS.

Corolario (3.2.8)
Si M P R-Mod es cuasi-inyectivo, entonces M es CS.

Demostración:

Supongamos que M P R-Mod es cuasi-inyectivo. Pare ver que M es CS to-
mamos un N ¤M y mostraremos que N �e A para algún A�M . Sea N 1

un seudocomplemento de N en M , entonces N �N 1{N 1 �e M{N 1 por el
Lema 1.1.18; considerando al epimor�smo natural π : M ÝÑM{N 1 y usando
el Lema 1.1.14, ocurre que N �N 1 � π�1pN �N 1{N 1q �e M . Del hecho de
que N `N 1 �eM, se obtiene, del Lema 1.1.23, que EpMq � EpN `N 1q. Sin
embargo EpN `N 1q � EpNq ` EpN 1q en virtud del Lema 1.1.24, así que
EpMq � EpNq `EpN 1q; y como M es cuasi-inyectivo, del Lema 3.2.7 se
desprende que M �

�
M XEpNq

�
`
�
M XEpN 1q

�
, concluyendo con esto que�

M X EpNq
�

�M . Finalmente observamos que N ¤M X EpNq ¤ EpNq y
N �e EpNq, por lo tanto, debido al Lema 1.1.12, N �e MXEpNq. En resu-
men N �e

�
M XEpNq

�
y
�
M XEpNq

�
�M .

�

Como un resultado previo para la demostración de la existencia de módulos
pobres tenemos a una de las consecuencias más sorprendentes del Teorema de
Osofsky-Smith, pues nos brinda otra manera de entender a los módulos semisim-
ples, además este resultado será la columna vertebral del teorema que buscamos.
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Si R es un anillo y M,N P R-Mod, diremos que N es un subfactor de M si
N � A{B para algunos A,B ¤M tales que B ¤ A.

Teorema (3.2.9)
Sea M P R-Mod. Son equivalentes:
(1) Cada subfactor cíclico de M es M -inyectivo.
(2) M es semisimple.

Demostración:

p2q ñ p1q] Si N es un subfactor cíclico de M y M es semisimple, debido a
que R-SSMod � In�1pNq por el Lema 3.2.1, se obtiene que M P In�1pNq
y así N es M -inyectivo.

p1q ñ p2q] Supongamos verdadero el inciso (1). Si logramos probar que todo
submódulo cíclico de M es semisimple, del hecho de que M �

°
xPM Rx y

de que sumas arbitrarias de módulos semisimples son semisimples, se tendría
que M es semisimple. Entonces tomamos un 0 � N ¤M cíclico y nos pro-
ponemos mostrar que N es semisimple.

A�rmación: Todo submódulo cíclico de N es CCS.

Demostración: Sea A un submódulo cíclico de N . Consideremos un B ¤ A
y probemos que A{B es CS. Como A es cíclico, entonces A{B es un subfactor
cíclico de M , de la hipótesis se obtiene que A{B es M -inyectivo; es decir,
M P In�1pA{Bq. Se sigue, de los Lemas 3.1.3 y 3.1.4, queA{B P In�1pA{Bq.
Así A{B es cuasi-inyectivo, del Corolario 3.2.8 se sigue que A{B es CS.

�
Si P denota a la clase de los R-módulos cíclicos, entonces P es una clase OS
(por el Lema 2.2.4) y N P P; así la a�rmación anterior se parafrasea en que
todo P-submódulo de N es CCS, de este modo el Teorema de Osofsky-Smith
asegura que

N � N1 ` � � � `Nk

para algún k P Z� y para ciertos Ni's submódulos uniformes de N . Ahora,
si i P t1, ... , ku y 0 � ni P Ni, entonces Rni es un subfactor cíclico de M y
por hipótesis ocurre que Rni es M -inyectivo, o bien que M P In�1pRniq; de
aquí, y del Lema 3.1.3, se llega a que Ni P In�1pRniq. El Lema 3.1.10 nos
lleva a concluir que Rni�Ni, sin embargo Rni �e Ni debido a que Rni � 0
y Ni es uniforme, llegando así a que Ni � Rni y de este modo a que Ni es
un módulo simple.

�

Es momento de dejar de lado la utopía de anillos sin módulos pobres, ya que,
como el siguiente teorema muestra, para cualquier anillo R siempre ocurre que
en R-Mod hay pobres.

Teorema (3.2.10)
Sea R un anillo y Γ un conjunto completo de representantes de clases de iso-
mor�smo de R-módulos cíclicos (izquierdos). Entonces, M ..

�
±
NPΓN es un

R-módulo (izquierdo) pobre.

Demostración:

Sea 0 � A P In�1pMq. Queremos probar que A es semisimple, en virtud del
Teorema 3.2.9 basta tomar un subfactor cíclico arbitrario de A, digamos Ā,
y mostrar que es A-inyectivo. Como A P In�1pMq y M �

±
NPΓN , del Le-
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ma 3.1.7 se sigue que A P In�1pNq para cada N P Γ, y ya que Ā es un mó-
dulo cíclico, en particular se tiene que A P In�1pN0q para algún N0 P Γ tal
que N0 � Ā; luego del Lema 3.1.9 es inmediato que A P In�1pĀq.

�

Puesto que ya tenemos certeza de que, para cualquier anillo R, en R-Mod hay,
al menos, un pobre, podemos tratar de construir otro módulo pobre a partir de
uno dado; es justo de esta manera que llegamos a la conclusión, según el lema de
abajo, de que cualquier módulo que contenga un sumando directo pobre, debe
de ser pobre también. Entonces la clase de los R-módulos pobres es propia.

Lema (3.2.11)
Sea R un anillo y seaM P R-Mod un pobre. Si N P R-Mod, entonces N`M
es un módulo pobre.

Demostración:

Si N P R-Mod, entonces In�1pN `Mq � In�1pNq X In�1pMq a causa del
Corolario 3.1.8, como In�1pMq � R-SSMod y R-SSMod� In�1pNq por el
Lema 3.2.1, se sigue que In�1pNqX In�1pMq � R-SSMod; luego N `M es
pobre.

�



4. ALGUNAS RETÍCULAS ISOMORFAS

Como indica el titulo de este capítulo, nos ocuparemos en construir cuatro
retículas (completas) que, aunque parezcan tremendamente diferentes unas de
otras, resultaran ser todas ellas isomorfas. El tener la posibilidad de estudiar
un objeto desde cuatro puntos de vista distintos, es algo que pocas veces se ve,
y por esto mismo debe ser sumamente productivo tener estas cuatro retículas a
nuestra disposición y poder disfrutar de las bondades que cada una de ellas nos
ofrece.

4.1 Clases de Wisbauer

En el capítulo pasado vimos que el dominio de inyectividad de cualquier R-
módulo es una clase de pretorsión hereditaria (Teorema 3.1.6), en esta sección
veremos que las clases de pretorsión hereditarias tienen, de hecho, una forma
genérica. Además veremos que la clase de todas las clases de pretorsión hered-
itarias, es en realidad un conjunto; lo cual va a ser de vital importancia en el
último capítulo.

De�nición
Sean M,N,K P R-Mod. Decimos que:

1.- K es generado por M (ó M -generado) si existe un conjunto A de modo
que K es isomorfo a un cociente de M pAq.
2.- N es subgenerado por M (ó M -subgenerado) si N es isomorfo a un sub-
módulo de un módulo generado por M .

De�nición
Sea M P R-Mod. A la clase de todos los R-módulos subgenerados por M le
llamaremos clase de Wisbauer y la denotaremos por σrM s.

Como primeras observaciones se tienen que σrM s es no vacío para cualquier R-
módulo M , ya que M es subgenerado por sí mismo y así M P σrM s. Además,
si consideramos a cualquier anillo R como módulo sobre sí mismo, obtenemos
que σrRs = R-Mod; debido a que todo R-módulo es cociente de un libre. En las
proposiciones siguientes exploramos un poco las propiedades básicas que poseen
las clases de Wisbauer.

Lema (4.1.1)
Sea M P R-Mod. Entonces,

σrM s=
 
RN |DRK Df P HomRpN,Kq

�
K es M -generado y f es inyectiva

�(
.

Demostración:

Sea Λ
..
� tN PR-Mod|DK PR-Mod M -generado y DN

f
� K monomorfismou y

veamos que Λ � σrM s. Si N P Λ, entonces hay un f P HomRpN,Kq mono-
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mor�smo para algún K P R-Mod generado por M , así N � Impfq, y como
Impfq ¤ K, obtenemos que N es isomorfo a un submódulo de un módulo
M -generado; de aquí que N P σrM s. Ahora, N P σrM s implica que existe
f P HomRpN,Lq un isomor�smo para algún L ¤ K, con K generado porM ,
luego if : N ÝÑ K es un monomor�smo; entonces N P Λ.

�

Entonces, dado M P R-Mod, los R-módulos subgenerados por M son aquellos
que se sumergen en un módulo M -generado. Puesto que la clase σrM s es no
vacía, uno podría comenzar a deducir ciertas �propiedades de cerradura� con
base en la observación hecha en el Lema 4.1.1, esto lo precisamos en la siguiente
proposición.

Proposición (4.1.2)
Sea M P R-Mod. La clase σrM s es de pretorsión hereditaria.

Demostración:
�s Supongamos que N P σrM s y que RL

g
� RN . Como N P σrM s, existe un

f P HomRpN,Kq monomor�smo para un cierto K PR-Mod generado porM .
Así fg : LÑ K es un monomor�smo y K es M -generado, luego L P σrM s.

¤s Sea N P σrM s y sea L ¤ N . Entonces, existe un módulo K generado por
M y un monomor�smo f P HomRpN,Kq. Si i : L ãÑ N es la inclusión, se
tiene que fi P HomRpL,Kq es un monomor�smo, de aquí que L P σrM s.

{ s Tomamos N P σrM s y un L ¤ N . Debido a que N P σrM s, tenemos que

N
f
� K

g
�M pAq{S para algún módulo K, monomor�smo f , conjunto A y

submódulo S deM pAq. Como N
gf
�M pAq{S es un monomor�smo, N

h
� T {S

para algún T ¤M pAq que contiene a S. Luego, al considerar i : L ãÑ N , te-

nemos que L
hi
� T {S es un monomor�smo, llegando con ello a que L � U{S

para algún U ¤ T tal que S ¤ U . Entonces N{L � T {S
M
U{S � T {U y

T {U ¤M pAq{U , así N{L es isomorfo a un submódulo de un módulo gene-
rado por M ; por consiguiente N{L P σrM s.À
s Consideramos una familia tNiuiPI en σrM s. En vista de que Ni P σrM s

para cada i P I, tenemos que existe una familia tfi : Ni � KiuiPI de mono-
mor�smos y una familia tgi : M pAiq � KiuiPI de epimor�smos, para algunos
módulos Ki y conjuntos Ai para cada i P I. Por el Lema 1.1.3 existe un mo-
nomor�smo `iPIfi:`iPINi � `iPIKi y existe `iPIgi:`iPIM pAiq � `iPIKi

un epimor�smo. Como `iPIM
pAiq �M pAq para un cierto conjunto A, en-

tonces `iPIKi es isomorfo a un cociente de M pAq. Resumiendo, `iPIKi es
es M -generado y `iPIfi : `iPINi � `iPIKi es un monomor�smo. Así que
`iPINi P σrM s.

�

El siguiente teorema muestra que la Proposición 4.1.2 esconde un hecho mucho
más profundo del que aparenta.

Teorema (4.1.3)
Las clases de Wisbauer coinciden con las clases de pretorsión hereditarias.

Demostración:
En vista de la proposición anterior, basta ver que cualquier clase de pretor-
sión hereditaria es de Wisbauer. Sean R un anillo y ω una clase de R-módulos
que es de pretorsión hereditaria. Tomamos tCiuiPI un conjunto completo de
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representantes de clases de isomor�smo de R-módulos cíclicos en ω. Veamos
que el R-módulo M ..

� `iPICi es tal que ω � σrM s.

�s Notamos que cada Ci es isomorfo a un cociente deM , entonces Ci P σrM s
para cada i P I. Ahora sea N P ω. Si x P N , como ω es hereditaria, entonces
Rx es isomorfo a algún Ci; pero cada Ci es un elemento de σrM s y esta clase
es cerrada bajo isomor�smos, así que Rx P σrM s para cada x P N . Usando
que σrM s es cerrada bajo sumas directas concluimos que `xPNRx P σrM s.
Por otro lado, si consideramos a la familia tix:Rx ãÑ NuxPN de R-mor�smos,
en donde ix es el mor�smo inclusión, obtenemos del Lema 1.1.5 un mor�smo
f

..
� `xPN ix : `xPNRx ÝÑ N con la propiedad, en particular, de que

Impfq �
°
xPN Impixq

�
°
xPN Rx

� N .

Puesto que `xPNRx P σrM s y N es isomorfo a un cociente de `xPNRx, del
hecho de que σrM s es cerrada bajo cocientes e isomor�smos se concluye que
N P σrM s.
�s Observamos que como Ci P ω para cada i P I, de la de�nición de M y la
elección de ω se sigue queM P ω, y así M pAq P ω para cualquier conjunto A;
luego todo cociente de M pAq está en ω para cualquier A conjunto. Por otro
lado, sea N P σrM s. Entonces N es isomorfo a un cociente de M pAq para un
cierto conjunto A, por las observaciones precedentes y de recordar que ω es
cerrada bajo isomor�smos, concluimos que N P ω.

�

En vista del teorema anterior, a partir de aquí diremos clase de Wisbauer en
lugar de decir clase de pretorsión hereditaria. Además denotaremos a la clase
de todas las clases de R-módulos que son Wisbauer por R-Wis. A pesar de que
en principio no se aprecia, en breve veremos que R-Wis es un conjunto. Pero
antes notemos que toda clase de Wisbauer está determinada por sus módulos
cíclicos.

Lema (4.1.4)
Sean N P R-Mod y ω � R-Mod una clase de Wisbauer. Entonces, N P ω si
y sólo si Rx P ω para cada x P N .

Demostración:
ñs Si N P ω y x P N , entonces Rx P ω porque Rx ¤ N y ω es cerrada bajo
submódulos.
ðs Procedemos como en la prueba del Toerema 4.1.3. Si Rx P ω para cada
x P N , entonces `xPNRx P ω. De la familia tix : Rx ãÑ NuxPN de mor�smos
se obtiene, por el Lema 1.1.5, el mor�smo `ixix:`xPNRx ÝÑ N , cuya ima-
gen es N . Así N es isomorfo a un cociente de `xPNRx, y como ω es cerrado
bajo isomor�smos y cocientes, deducimos entonces que N P ω.

�

Si W es una clase y logramos establecer una correspondencia biyectiva entre
W y un conjunto, digamos κ, tendríamos que W tiene el mismo cardinal que κ
y que por lo tanto W no llega a ser tan grande como para convertirse en una
clase propia; esto es, W es un conjunto. En este caso decimos que la clase W es
cardinable.

Proposición (4.1.5)
Para cualquier anillo R ocurre que R-Wis es cardinable.
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Demostración:
Tomemos un anillo R y hagamos A ..

� tR{I | RI ¤ RRu. Notamos que A es
un conjunto, pues de hecho |A| ¤ |PpRq|. Establecemos una correspondencia
entre R-Wis y el conjunto PpAq de la siguiente forma:

R-Wis Θ
ÝÑ PpAq

ω ÞÝÑ
 
R{I P A

�� R{I P ω(
No es difícil mostrar que Θ es un funcional.

A�rmación: Θ es inyectiva.

Demostración: Sean ω, ϑ P R-Wis tales que ω � ϑ. Sin perder generalidad es
posible suponer que ω � ϑ. Entonces, existe N P ω tal que N R ϑ. Por el
Lema 4.1.4 debe de existir un x P N de modo que Rx P ω y Rx R ϑ. Debido
a que Rx � R{p0 : xq P A y tanto ω como ϑ son cerradas bajo isomor�smos,
entonces R{(0:x)P Θpωq y R{(0:x)R Θpϑq. Por lo tanto Θpωq � Θpϑq.

�
De la a�rmación se sigue que R-Wis es equipotente a algún subconjunto de
PpAq, luego R-Wis es cardinable.

�
Las ventajas que se obtienen de saber que R-Wis no es un clase propia se apre-
ciaran más adelante, por ahora nos ocuparemos en mostrar que a R-Wis se le
puede dotar de una estructura reticular.

De�nición
Si X �R-Wis, denotamos por

�
X a la clase

 
M PR-Mod|@ζ PX

�
M P ζ

�(
.

Observamos que
�
H � R-Mod y que

�
R-Wis � tR0u. El siguiente lema

muestra que el que tanto
�
H como

�
R-Wis resulten ser clases de Wisbauer

no es un hecho aislado.

Lema (4.1.6)
Si X � R-Wis, entonces

�
X P R-Wis.

Demostración:
Sean X �R-Wis, N P R-Mod yM P

�
X. EntoncesM P ζ para cada ζ P X.

�s Supongamos que N �M . Debido a que X � R-Wis, en particular cada
ζ es cerrada bajo isomor�smo; así N P ζ para cada ζ P X, ó bien N P

�
X.

¤s Si N ¤M , del hecho de que cada ζ es cerrada bajo tomar submódulos
se tiene que N P ζ para cada ζ P X.L
s Dado N ¤M , obtenemos que M{N P ζ para toda ζ P X, ya que cada ζ

es cerrada bajo cocientes y M P
�
X.À

s Tomamos tMiuiPI una familia de módulos en
�
X. Entonces para cada

iPI tenemos que Mi P ζ para toda ζ P X; de aquí que `iPIMi P ζ para cual-
quier ζ P X, pues cada ζ es cerrada bajo sumas directas e isomor�smos.

�

Lo anterior motiva la siguiente de�nición, que en función de los objetos que ahí
se de�nen se puede inferir hacia donde nos dirigimos.

De�nición
Sea X � R-Wis. Diremos que

�
X es el ín�mo de X, mientras que a la cla-

se
�
X

..
�

� 
ϑ P R-Wis |@ζ P X pζ � ϑq

(
le llamaremos el supremo de X.
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Notamos que
�
R-Wis, �

�
es un conjunto parcialmente ordenado, así teniendo

un orden en R-Wis establecido y sabiendo, por el Lema 4.1.6, que tanto
�
X

como
�
X son clases de Wisbauer para cualquier X � R-Wis, los términos

utilizados en la última de�nición adquieren el sentido que uno esperaría que
tuvieran según el siguiente lema.

Lema (4.1.7)
Sea X �R-Wis. Entonces,

�
X es la mayor de las cotas inferiores y

�
X es

la menor de las cotas superiores de X en
�
R-Wis, �

�
.

Demostración:
Si X � H, las a�rmaciones se siguen de ver que

�
H �

�
R-Wis � tR0u y

de ver que
�

R-Wis �
�
tR-Modu � R-Mod �

�
H. Entonces vamos a su-

poner que X � H.

A�rmación:
�
X es la mayor de las cotas inferiores de X.

El que
�
X sea cota inferior de X se tiene por cómo de�nimos a

�
X. Por

otro lado, sea ϑ P R-Wis una cota inferior de X en
�
R-Wis, �

�
; ocurre que

ϑ � ζ para cada ζ P X. Si M P ϑ, entonces M P ζ para cada ζ P X, esto es:
M P

�
X. Por lo tanto ϑ �

�
X. De aquí que

�
X sea la mayor de las co-

tas inferiores de X en
�
R-Wis, �

�
.

A�rmación:
�
X es la menor de las cotas superiores de X.

Sea ζ P X y hagamos ∆
..
� tϑ PR-Wis |@ζ P X pζ � ϑqu. Entonces ζ � ϑ pa-

ra cada ϑ P ∆. De aquí que M P ζ implica M P ϑ para cada ϑ P ∆; es decir,
M P

�
∆ �

�
X. Así ζ �

�
X. Por lo tanto para cada ζ P X tenemos que

ζ �
�
X, esto nos dice que

�
X es, efectivamente, una cota superior de X.

Por último vemos que si ϑ es una cota superior de X en
�
R-Wis, �

�
, enton-

ces ϑ P ∆, de donde conseguimos que
�
X=

�
∆ � ϑ. Así

�
X es la menor

de las cotas superiores de X en
�
R-Wis, �

�
.

�

Si ϑ P R-Wis y M P ϑ, como 0 ¤ M , tenemos que 0 P ϑ. Derivando esto en
que tR0u es el menor elemento de R-Wis en

�
R-Wis, �

�
. Por otra parte, al

tener que cada clase de Wisbauer es una colección de R-módulos, obtenemos
que R-Mod es el elemento mayor de R-Wis en

�
R-Wis, �

�
. En el siguiente

teorema recopilamos los últimos resultados que hemos obtenido.

Teorema (4.1.8)
Sea R un anillo. Entonces,

�
R-Wis, �,

�
,
�
, tR0u, R-Mod

�
es una retícula

completa.

4.2 Prerradicales Exactos Izquierdos

En esta sección introducimos a los prerradicales1 y analizamos algunas de sus
propiedades generales. Luego �jaremos nuestra atención en una subclase espe-
cial de los prerradicales de R-Mod y la relacionaremos con R-Wis, obteniendo
de dicha relación una nueva forma de entender a R-Wis. Para conocer otras
relaciones entre algunas clases de módulos y ciertas clases de funtores se puede
ver [18].

1 Como referencia para un estudio profundo de los prerradicales se tiene [17].
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De�nición
Sea R un anillo. Un prerradical de R-Mod es un funcional r:R-ModÑR-Mod
tal que:
1.- Si M es un R-módulo, entonces rpMq ¤M .
2.- Si f P HomRpM,Nq, entonces f

�
rpMq

�
� rpNq.

Notamos que la condición 2 de la de�nición anterior nos dice que el siguiente
diagrama es conmutativo:

M N

rpMq rpNq

f

f |

i i

Ahora bien, veamos algunos ejemplos de prerradicales.

Ejemplos

(1) Sea R un anillo y ς una clase de R-módulos. De�nimos el funcional

R-Mod
trς
ÝÑR-Mod

M ÞÝÑ
° 

Impgq
�� g P HomRpU,Mq y U P ς

(
Veamos que trς es un prerradical de R-Mod:
1] Si M P R-Mod, como tImpgq|g P HomRpU,Mq y U P ςu es una familia de
submódulos de M , ocurre que

°
tImpgq|g P HomRpU,Mq y U P ςu ¤M .

2] Si f P HomRpM,Nq, observamos que

f
�
trςpMq

�
� f

�°
tImpgq| g P HomRpU,Mq y U P ςu

�
�

° 
f
�
Impgq

�
| g P HomRpU,Mq y U P ς

(
�

° 
Im

�
fg

�
| g P HomRpU,Mq y U P ς

(
�

°
tImphq| h P HomRpU,Nq y U P ςu

� trςpNq.

Por lo tanto trς es un prerradical. Llamamos a trςpMq la traza de ς en M .
(2) Sea R es un anillo. La asignación

R-Mod Zoc
ÝÑR-Mod

M ÞÝÑ
°
tN | N ¤M y N es simpleu.

es un prerradical:
1] Sea M P R-Mod. Por de�nición ZocpMq=

°
tN ¤M |N es simpleu ¤M .

2] Tomemos un f P HomRpM,Nq. Como ZocpMq es una suma de módulos
simples, ZocpMq es semisimple, de hecho, puesto que ZocpMq contiene a ca-
da suma de submódulos simples de M , ZocpMq es el mayor submódulo
semisimple deM . Ahora, en vista de que imágenes (bajo mor�smos) de mó-
dulos semisimples son semisimples, se tiene que f

�
ZocpMq

�
es un submódulo

semisimple de N , por lo tanto f
�
ZocpMq

�
� ZocpNq.

Si M PR-Mod, decimos que ZocpMq es el zoclo de M.

(3) Si R es un anillo, de�nimos el funcional Sing como:

R-Mod
Sing
ÝÑR-Mod

M ÞÝÑ tm PM | p0 : mq �e RRu

Tal asignación es un prerradical de R-Mod:
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1] Sea M P R-Mod. De la de�nición es inmediato que SingpMq �M y que
0 P SingpMq. Si m1,m2 P SingpMq, entonces p0:m1q, p0:m2q �e RR y por
consiguiente p0:m1q X p0:m2q �e RR, como p0:m1q X p0:m2q � p0:m1 �m2q,
del Lema 1.1.12 se sigue que p0:m1�m2q �e RR; luego m1�m2 P SingpMq.
Por otro lado, sean m P SingpMq y r P R. Para mostrar que rm P SingpMq
necesitamos llegar a que p0:rmq �e RR, para lograrlo nos apoyaremos en el
Lema 1.1.11. Sea pues 0 � s P R. Si s P p0:rmq no hay nada que probar, su-
pongamos entonces que s R p0:rmq. Así sprmq � 0 y por lo tanto 0 � sr PR,
ya que p0:mq �e RR por la elección de m, del Lema 1.1.11 se in�ere la exis-
tencia de un t P R de modo que 0 � tpsrq P p0:mq; luego 0 � ts P p0:rmq, de
esto, y del Lema 1.1.11, se sigue que p0:rmq �e RR

2] Sea f P HomRpM,Nq. Si x P f
�
SingpMq

�
, entonces x � fpyq para algún

y PM tal que p0:yq �e RR. Del hecho de que f es un R-mor�smo se obtiene
que p0:yq � p0:fpyqq, luego el Lema 1.1.12 mplica que p0:fpyqq �e RR, y así
x � fpyq P SingpNq.

(4) Consideremos un anillo R. El funcional

R-Mod Rad
ÝÑR-Mod

M ÞÝÑ
�
tN | N ¤

máx
Mu

resulta ser un prerradical. Al R-módulo RadpMq se le llama el radical de M.

(5) Sea R un anillo. De�nimos a las asignaciones 1 y 0 como:

R-Mod
1
ÝÑR-Mod

M ÞÝÑM
y

R-Mod
0
ÝÑR-Mod

M ÞÝÑ 0
respectivamente. Ambas asignaciones son prerradicales de R-Mod.

(6) Sea R un anillo. Cada RI ¤ RR induce la siguiente asignación

R-Mod
I�_
ÝÑ R-Mod

M ÞÝÑ I �_pMq
..
� IM

la cual es, también, un prerradical de R-Mod.2

Dado R un anillo, a la clase de de todos los prerradicales de R-Mod la vamos a
denotar por R-Pr. Con esta notación, se tiene por ejemplo que trς , Zoc, Rad, 0,
1PR-Pr. Introducimos ahora una nueva de�nición.

De�nición
Sea X una familia en R-Pr. Si X es no vacía, de�nimos la asignación�

PrX:R-ModÝÑR-Mod
M ÞÝÑ

�
trpMq | r P Xu

Si X � H, de�nimos
�
PrX

..
� 1.

2 Si RI ¤ RR y M P R-Mod, entonces IM
..
�

 °n
i�1 aimi|ai P I,mi P M y n P Z�

(
.
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Aún en el caso en que la familiaX no sea un conjunto, la colección trpMq|r P Xu
sí lo es, pues de hecho trpMq|r P Xu � PpMq. Por este motivo,

�
PrX tiene

sentido. Por otro lado, ya vimos que la asignación
�
PrH es un prerradical;

pero también se puede ver que
�
PrR-Pr� 0, así

�
PrR-Pr resulta ser de nuevo

un prerradical.

Lema (4.2.1)
Sea X una familia en R-Pr. Entonces,

�
PrX P R-Pr.

Demostración:
Supongamos X � H. Sea M un R-módulo y sea f P HomRpM,Nq.

1] De la de�nición se veri�ca que
�
PrXpMq ¤M .

2] Notemos que
f
��

PrXpMq
�
� f p

�
trpMq|r P Xuq

�
� 

f
�
rpMq

�
|r P X

(
�

�
trpNq|r P Xu

�
�
PrXpNq.

Por lo tanto, efectivamente
�
PrX es un prerradical.

�

Tal como hicimos con R-Wis, dotamos a R-Pr de un orden. Tal relación de
orden concederá a R-Pr una estructura particular, de la cual nos apoyaremos
para encontrar el vínculo entre R-Wis y R-Pr prometido al inicio de esta sección.

De�nición
Dados r, s P R-Pr, escribiremos r ¨ s siempre que ocurra que rpMq ¤ spMq
para cualquier M P R-Mod.

No es difícil ver que
�
R-Pr, ¨

�
es una clase parcialmente ordenada y que los

prerradicales 0 y 1 son el elemento menor y el elemento mayor, respectivamente,
de R-Pr con respecto al orden ¨. De hecho veremos que la estructura de R-Pr,
como clase ordenada, es mucho más rica y bondadosa de lo que uno en principio
supone.

De�nición
Si X � R-Pr, de�nimos

�
PrX

..
�

�
Pr

 
s P R-Pr | @r P X

�
r ¨ s

�(
De la de�nición y del Lema 4.2.1 uno obtiene que

�
PrX PR-Pr para cualquier

X �R-Pr, pues incluso sucede que
�
PrH �

�
Pr R-Pr � 0 y

�
Pr R-Pr � 1.

Si logramos probar que para cualquier X � R-Pr, el prerradical
�
PrX es el

ín�mo y el prerradical
�
PrX es el supremo, respectivamente, de X, tendríamos

entonces que pR-Pr, ¨q tiene estructura de retícula completa.

Lema (4.2.2)
Si X es una familia en R-Pr, entonces

�
PrX es el ín�mo de X y

�
PrX es

el supremo de X en
�
R-Pr, ¨

�
.

Demostración:
Tomamos una familia de prerradicales X. Si X � H, las a�rmaciones son
ciertas. Supongamos entonces que X � H.

A�rmación:
�
PrX es la mayor de las cotas inferiores de X en pR-Pr, ¨q.

Sea r P X. Entonces
�
PrXpMq �

�
trpMq|r P Xu ¤ rpMq para cada mó-
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dulo M . Por lo tanto
�
PrX ¨ r para cada r P X. De aquí que

�
PrX es

cota inferior de X. Ahora, si q es una cota inferior de X en pR-Pr, ¨q y M
un módulo, sucede que qpMq ¤ rpMq para cada r P X; obteniendo con esto
que qpMq ¤

�
trpMq|r P Xu, por consiguiente q ¨

�
PrX. Así

�
PrX es

la mayor de las cotas inferiores.

A�rmación:
�
PrX es la menor de las cotas superior de X en pR-Pr, ¨q.

Hacemos Λ
..
�

 
s PR-Pr|@r P X

�
r ¨ s

�(
y tomamos M PR-Mod. Sea r P X.

Como rpMq ¤ spMq para todo s P Λ, se tiene que rpMq ¤
�
tspMq|s P Λu,

así rpMq ¤
�
PrXpMq. Luego r ¨

�
PrX para cada r P X. Además, si t

es un prerradical tal que rpMq ¤ tpMq para cada r P X, entonces t P Λ y
por ello

�
PrpMq �

�
tspMq | s P Λu ¤ tpMq. Por lo tanto

�
PrX es la

menor de las cotas superiores de X en pR-Pr, ¨q.
�

Las propiedades de la clase ordenada (R-Pr, ¨) que resalta el lema anterior nos
llevan a concluir directamente el siguiente resultado.

Teorema (4.2.3)
Si R es un anillo, entonces

�
R-Pr, ¨,

�
Pr,

�
Pr, 0, 1

�
es una gran retícula

completa.

Entonces R-Pr admite una estructura de retícula completa al igual que lo hacer
R-Wis, de este modo vamos poco a poco encontrando similitudes entre estas
dos retículas. En lo que sigue construiremos los peldaños necesarios para llegar
a relacionar estrechamente, aunque sea en parte, a las retículas R-Wis y R-Pr.

Lema (4.2.4)

Sea r P R-Pr y sea tMiuiPI � R-Mod. Entonces, r

�À
iPI

Mi



�

À
iPI

rpMiq.

Demostración:
Por de�nición de prerradical tenemos que el diagramaÀ

iPI

Mi Mj

r

�À
iPI

Mi



rpMjq

πj

i

πj |

i

conmuta para cada j P I. De este modo, si pxiq P r p`iPIMiq, ocurre entonces
que xj � πj

�
pxiq

�
P rpMjq para cada j P I; luego pxiq P `iPIrpMiq. Por lo

tanto r p`iPIMiq � `iPIrpMiq. Por otro lado tenemos, para cada j P I, que

Mj

À
iPI

Mi

r pMjq r

�À
iPI

Mi




ηj

ηj |

i i

es un diagrama conmutativo. De la familia
 
ηi
�� : rpMiq Ñ rp`iPIMiq

(
iPI

de
mor�smos se obtiene el mor�smo `iPI pηi|q : `iPIrpMiq Ñ rp`iPIMiq por el
Lema 1.1.5, el cual, para cada j P I, hace que el diagrama



50 4. Algunas Retículas Isomorfas

r pMjq r

�À
iPI

Mi




À
iPI

rpMiq

η1j

ηj

��

À

iPI

pηi|q

conmute; de aquí que si pxiq P `iPIrpMiq, entonces `iPI pηi|q
�
pxiq

�
� pxiq.

Pero `iPI pηi|q
�
pxiq

�
P r p`iPIMiq, así que r p`iPIMiq � `iPIrpMiq.

�

Ahora veamos que a cada prerradical se le puede asociar una clase módulos con
propiedades particulares. Después nos ocuparemos de la situación inversa.

De�nición
Sea r P R-Pr. De�nimos, Tr

..
� tM P R-Mod | rpMq �Mu.

Lema (4.2.5)
Para cada r P R-Pr se tiene que Tr es una clase de pretorsión.

Demostración:
Sean M,N PR-Mod y r PR-Pr.

�] Supongamos que M P Tr y que M
f
� N . Como r es prerradical, entonces

f
�
rpMq

�
� rpNq � N . Puesto que M P Tr, entonces f

�
M

�
� f

�
rpMq

�
. Y

ya que fpMq � N , concluimos que N � rpNq � N . Por lo tanto rpNq � N ,
obteniendo con esto que N P Tr.
{ ] Si N ¤M y M P Tr, procediendo parecido al paso anterior, tenemos que
M{N=πpMq=π

�
rpMq

�
� rpM{Nq �M/N. Luego M/N� rpM{Nq � M/N

y así M{N P Tr.À
s Tomemos tMiuiPI una familia no vacía en Tr. Entonces rpMiq �Mi pa-

ra cada i P I, de esto y del Lema 4.2.4 se sigue que rp`iPIMiq � `iPIrpMiq
� `iPIMi. Por lo tanto `iPIMi P Tr.

�

El Lema 4.2.5 sugiere un buen nombre para la clase Tr. Si r PR-Pr, llamaremos
clase de pretorsión de r a la clase Tr. Por otra parte, hay prerradicales que
se destacan de otros por sus propiedades particulares, por ello le pondremos
nombre a los prerradicales que cumplen una cierta propiedad, el valor del com-
portamiento de tales prerradicales se apreciará en los próximos resultados.

De�nición
Sea r PR-Pr. Decimos que:
1.- r es idempotente si r � r � r.
2.- r es exacto izquierdo si para toda sucesión exacta en R-Mod

0 ÝÑ A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C ÝÑ 0

se tiene que

0 ÝÑ rpAq
f |
ÝÑ rpBq

g|
ÝÑ rpCq

es una sucesión exacta en R-Mod.

Si r PR-Pr y M PR-Mod, entonces rpNq � rpMq X N para cualquier N¤M.
Las condiciones necesarias y su�cientes para que r nos provea la igualdad en la
contención anterior será nuestro siguiente resultado, pero antes necesitamos un
lema.
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Lema (4.2.6)

Sean r PR-Pr y A,B PR-Mod tales que A
ϕ
� B. Entonces, rpAq

ϕ|
� rpBq.

Demostración:
Por hipótesis los dos diagramas

A B A

rpAq rpBq rpAq

ϕ ϕ�1

ϕ|

i

ϕ�1|

i i

son conmutativos. Por ser ϕ| la restricción de un monomor�smo, vuelve a
ser un monomor�smo. Ahora, si y P rpBq, se tiene que ϕ�1|pyq P rpAq. Así
ϕ�1|pyq P rpAq es tal que ϕ

�
ϕ�1|pyq

�
=y. Por lo tanto ϕ| es isomor�smo.

�

Proposición (4.2.7)
Sea r PR-Pr. Entonces r es exacto izquierdo si y sólo si para todoM PR-Mod
se tiene que rpNq � rpMq XN para cada N ¤M .

Demostración:
ñs Sean M PR-Mod, N ¤M y L ..

�M{N . Al considerar la sucesión exacta

0 ÝÑ N
i
ãÑM

π
ÝÑ L ÝÑ 0

se obtiene que

0 ÝÑ rpNq
i|
ãÑ rpMq

π|
ÝÑ rpLq

es exacta. Entonces Impi|q � Kerpπ|q. Ahora, por un lado Impi|q � rpNq,
y por otro Kerpπ|q � rpMq XKerpπq. Pero Kerpπq � Impiq � N . Así que
rpNq � Impi|q � Kerpπ|q � rpMq XN .

ðs Consideremos

0 ÝÑ A
f
ÝÑ B

g
ÝÑ C ÝÑ 0

una sucesión exacta en R-Mod. Queremos probar que

0 ÝÑ rpAq
f |
ÝÑ rpBq

g|
ÝÑ rpCq

es exacta, entonces veremos que f | es monomor�smo y que Impf |q=Kerpg|q.
Como f es un monomor�smo, también lo será f |. Por otra parte observamos
que g � f � 0̂, por ello g| � f | �

�
g � f

��� � �
0̂
��� � 0̂; consiguiendo de este mo-

do que Impf |q � Kerpg|q. Para mostrar la otra contención, sea x P Kerpg|q.
Ya queKerpg|q=rpBqXKerpgq yKerpgq=Impfq, entonces x P rpBqXIm(f).
Como Impfq ¤ B, por hipótesis obtenemos que r

�
Impfq

�
� rpBq X Impfq.

Entonces x P r
�
Impfq

�
. Ahora, como hay un isomor�smo ϕ : AÑ Impfq,

tenemos, gracias al Lema 4.2.6, que ϕ| : rpAq Ñ r
�
Impfq

�
es un isomor�smo.

Saliendo un poco de contexto notemos que el diagrama

Impfq B

A B

rpAq rpBq

i1

f

ϕ id

f |

i2 i3

conmuta. Entonces i1 � ϕ � i2 � id � i3 � f |. Al retomar que x P r
�
Impfq

�
y
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rpAq
ϕ|
� r

�
Impfq

�
, se desprende que hay un (único) y P rpAq tal que ϕpyq=x.

De esta suerte llegamos a que x � ϕpyq � i1�ϕ�i2pyq � id�i3�f |pyq � fpyq.
Por lo tanto x � fpyq para algún y P rpAq, esto es; x P Impf |q. Concluimos
de este modo que Impf |q � Kerpg|q.

�

Usaremos la proposición anterior para dar algunos ejemplos de prerradicales ex-
actos izquierdos. De hecho los siguientes prerradicales nos van a ser muy útiles
en el próximo capítulo.

Ejemplos

(1) El prerradical Zoc : R-ModÑ R-Mod es exacto izquierdo.
Prueba: Sean M,N P R-Mod tales de N ¤M . Como Zoc P R-Pr, se tiene
que ZocpNq � N XZocpMq. Ahora bien, puesto que N XZocpMq ¤ ZocpMq
y ZocpMq es semisimple, N XZocpMq debe de ser un módulo semisimple;
debido a que ZocpNq es el mayor submódulo semisimple de N , concluimos
que N X ZocpMq � ZocpNq. Luego ZocpNq � N X ZocpMq.

(2) Sing : R-ModÑ R-Mod es un prerradical exacto izquiedo.
Prueba: SeanM,N P R-Mod tales de N ¤M . En vista de que Sing P R-Pr,
sabemos que SingpNq � N XSingpMq. Por otro lado, si x P N XSingpMq,
entonces x P N y p0:xq �e RR, de aquí que x P SingpNq. En resumen, suce-
de que SingpNq � N X SingpMq.

(3) Los prerradicales 1:R-ModÑ R-Mod y 0:R-ModÑ R-Mod son exactos
izquierdos.

De hecho también es posible caracterizar a los prerradicales exactos izquierdos a
través de su clase de pretorsión y comportamiento con respecto a la composición.

Proposición (4.2.8)
Sea r PR-Pr. Entonces, r es exacto izquierdo si y sólo si r es idempotente y
la clase Tr es hereditaria.
Demostración:
ñs Si M P R-Mod, ya que rpMq ¤M , entonces r

�
rpMq

�
� rpMq X rpMq

por ser r exacto izquierdo. Luego r
�
rpMq

�
� rpMq para cada M P R-Mod.

Por lo tanto r � r � r. Ahora veamos que Tr es hereditaria. Sea M P Tr y
sea N ¤M . Por la exactitud izquierda de r tenemos que rpNq � rpMqXN .
Pero rpMq �M , así que rpNq �M XN � N . Entonces N P Tr.
ðs TomamosM PR-Mod y N ¤M . Probemos que rpNq � rpMqXN , para
ello basta con mostrar que rpMq XN � rpNq. Como r es idempotente, se
obtiene que r

�
rpMq

�
� rpMq; así rpMq P Tr. Ya que N X rpMq ¤ rpMq y

Tr es hereditaria, llegamos a que N X rpMq P Tr. Entonces

N X rpMq N

N X rpMq � r
�
N X rpMq

�
rpNq

i

i|

conmuta. Por lo tanto rpMq XN � rpNq.
�
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Dado R un anillo, a la clase de todos los prerradicales idempotentes de R-Mod le
llamaremos R-Prid y a la clase de los prerradicales exactos izquierdos de R-Mod
la denotaremos por R-Prei.

Corolario (4.2.9)
Las siguientes contenciones de clases son ciertas: R-Prei � R-Prid � R-Pr.

Si R es un anillo, a la clase de las clases de R-módulos que son de pretorsión la
vamos a denotar por R-PTor. Entonces R-Wis � R-PTor y, por el Lema 4.2.5,
Tr PR-PTor para cada prerradical r de R-Mod.

Lema (4.2.10)
Sean ς P R-PTor y M P R-Mod. Entonces, trςpMq es el mayor submódulo
de M que pertenece a ς.

Demostración:
Si U P ς y g P HomRpU,Mq, entonces gpUq P ς por ser ς cerrada bajo cocien-
tes e isomor�smos. Así

 
gpUq

��g P HomRpU,Mq y U P ς
(
� ς. Ahora, como

ς es cerrada bajo sumas directas, `tgpUq
�� g P HomRpU,Mq y U P ςu P ς.

Luego trςpMq �
° 

gpUq
�� g P HomRpU,Mq y U P ς

(
P ς, nuevamente por

ser ς cerrada bajo cocientes e isomor�smos. Entonces trςpMq es un submó-
dulo de M que pertenece a ς, para ver que es el mayor con la propiedad to-
memos N ¤M de modo que N P ς. Como i:N ãÑM es un R-mor�smo, se
obtiene que ipNq ¤

° 
gpUq

�� g P HomRpU,Mq y U P ς
(
� trςpMq. Por lo

tanto N ¤ trςpMq.
�

Corolario (4.2.11)
Si ς P R-PTor, entonces trς P R-Prid.

Demostración:
Sean ς P R-PTor y M P R-Mod. Ya que trςpMq P ς y, por el lema anterior,
trς

�
trςpMq

�
es el mayor submódulo de trςpMq que pertenece a ς, tenemos

que trς
�
trςpMq

�
� trςpMq.

�

Es momento de establecer una correspondencia parcial entre R-Wis y R-Pr, tal
correspondencia involucra a subclases, de las respectivas clases, y a la restricción
de las relaciones de orden que en cada clase se tienen. Esta correspondencia nos
acerca a la relación que queremos construir de R-Wis en -una subclase de- R-Pr.

Proposición (4.2.12)
Las clases ordenadas

�
R-PTor, �

�
y
�
R-Prid, ¨

�
son isomorfas.

Demostración:
Consideremos las asignaciones

R-PTor
trp q
ÝÑ R-Prid
ς ÞÝÑ trς

y

R-Prid
Tp q
ÝÑ R-PTor

r ÞÝÑ Tr

Ya vimos (Corolario 4.2.11) que si ς P R-PTor, entonces trς PR-Prid. Tam-
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bién mostramos (Lema 4.2.5) que si r P R-Pr, entonces Tr P R-PTor. Por lo
tanto estas asignaciones tienen sentido. De hecho no es difícil ver que ambas
asignaciones están bien de�nidas.

A�rmación 1: trp q es biyectiva y ptrp qq�1 � Tp q.
Demostración: Mostremos primero que Tp q � trp q � IdR�PTor, para ello sea
ς P R-PTor. Veamos que Tptrςq � ς. SiM P Tptrςq, entoncesM � trςpMq P ς
debido al Lema 4.2.10, por lo tanto Tptrςq � ς. Ahora, M P ς implica que
trςpMq �M (Lema 4.2.10), luego M P Tptrςq, y así Tptrςq � ς. Probemos
ahora que trp q � Tp q � IdR�Prid. Tomamos un r P R-Prid. Debemos ver
que trpTrq � r. SeaM P R-Mod. Como trpTrqpMq (es el mayor submódulo
deM que) pertenece a Tr, en particular r

�
trpTrqpMq

�
� trpTrqpMq; usando

la conmutatividad de

trpTrqpMqq M

trpTrqpMq � r
�
trpTrqpMq

�
rpMq

i

i|

se sigue que trpTrqpMq ¤ rpMq. Por lo tanto trpTrq ¨ r. Por otro lado, co-
mo r

�
rpMq

�
� rpMq por ser r idempotente, se in�ere que rpMq P Tr y así

rpMq ¤ trpTrqpMq (pues trpTrqpMq es el mayor submódulo de M que está
en Tr). Entonces r ¨ trpTrq. �
A�rmación 2: Tanto trp q como ptrp qq�1 son mor�smos de orden.

Demostración: Sean ς, ϑ P R-PTor tales que ς � ϑ. Veamos que trς ¨ trϑ.
Si M es un R-módulo, entonces

trςpMq �
°
tImpfq | f P HomRpU,Mq y U P ςu

¤
°
tImpgq | g P HomRpV,Mq y V P ϑu

� trϑpMq.

Luego trς ¨ trϑ, y por lo tanto trp q preserva, en efecto, el orden. Ahora,
sean r, s P R-Prid de modo que r ¨ s. Mostraremos que Tr � Ts. SiM P Tr,
entonces rpMq �M , pero como r ¨ s, también tenemos que rpMq ¤ spMq;
así que M ¤ spMq ¤M , de aquí que M P Ts. Obtenemos con esto que Tp q
preserva orden.

�
De la a�rmación 1 y 2 concluimos que trp q es un isomor�smo de orden, de
aquí que

�
R-PTor, �

�
�

�
R-Prid, ¨

�
.

�

Es inmediato comprobar que los prerradicales 0 y 1 son exactos izquierdos. Así
la clase ordenada

�
R-Prei, ¨

�
tiene por elemento mayor y por elemento menor

a los mismos de la retícula completa
�
R-Pr, ¨

�
. Veamos que de hecho la clase

ordenada
�
R-Prei, ¨

�
admite una estructura de retícula completa.

Lema (4.2.13)
Si X � R-Prei, entonces

�
PrX P R-Prei.

Demostración:
Sea X � R-Prei y supongamos que X es distinto del vacío. Ahora tomemos
un M P R-Mod y un N ¤M . Debido a que

�
PrX P R-Pr y



4.2. Prerradicales Exactos Izquierdos 55

�
PrXpNq �

� 
rpNq|r P X

(
�

� 
rpMq XN |r P X

(
�

� 
rpMq|r P X

(
XN

�
�
PrXpMq XN ,

entonces
�
PrX P R-Prei.

�

Con el �n de hacer amigable la notación, escribiremos
�
PrX

..
�

�
Prei

X siempre
que X sea una familia en R-Prei. Aprovechemos el lema anterior introduciendo
una de�nición.

De�nición
Si X � R-Prei, de�nimos

�
Prei

X
..
�

�
Prei

 
s P R-Prei|@r P X

�
r ¨ s

�(
.

Del mismo modo en como hicimos con R-Pr, se puede ver que, los prerradicales
exactos izquierodos de R-Mod,

�
Prei

X y
�
Prei

X son el ín�mo y el supremo,
respectivamente, de cualquier X �R-Prei en

�
R-Prei, ¨

�
. Con esto llegamos a

nuestro siguiente resultado, que, a decir verdad, falta re�nar.

Corolario (4.2.14)
Si R es un anillo, entonces

�
R-Prei, ¨,

�
Prei

,
�
Prei

, 0, 1
�
es una �gran� re-

tícula completa.

Ahora es momento de establecer la tan deseada relación entre R-Wis y R-Pr,
no obstante, en realidad sólo estamos interesados en relacionar a R-Wis con
una �parte� de R-Pr, para ser más precisos, con R-Prei. Esto lo hacemos en el
siguiente teorema, con el cual, básicamente, cerramos también esta sección.

Teorema (4.2.15)

Las retículas
�
R-Wis, ¤,

�
,
�	

y
�
R-Prei, ¨,

�
Prei

,
�
Prei

	
son isomorfas

para cualquier anillo R.

Demostración:
Debido a la Proposición 4.2.12 y al Corolario 4.2.9 sabemos que

R-PTor R-Prid

R-Wis R-Prei,

trp q

Tp q

donde
�
R-PTor,�

�
�

�
R-Prid,¨

�
mediante las asignaciones arriba indica-

das; lo cual quiere decir que ambas son mor�smos de orden y que de hecho�
trp q

��1
� Tp q. Entonces, para segurar la a�rmación del teorema que nos

ocupa, basta ver (usando el Teorema 4.1.8, el Corolario 4.2.14 y la Proposi-
ción 1.3.3) que las asignaciones trp q y Tp q se restringen bien.

A�rmación 1: trp q
�� : R-Wis ÝÑ R-Prei

Demostración: Sea ς P R-Wis. Debemos ver que trpςq P R-Prei, no obstante
la Proposición 4.2.8 nos dice que es su�ciente probar que trpςq P R-Prid y
que Tptrpςqq es hereditaria. Desde luego trpςq P R-Prid. Además Tptrpςqq � ς,
obteniendo con esto, en particular, que Tptrpςqq es hereditaria. �



56 4. Algunas Retículas Isomorfas

A�rmación 2: Tp q
�� : R-Prei ÝÑ R-Wis.

Demostración: Sea r P R-Prei y veamos que Tprq P R-Wis. Como r P R-Prei,
entonces, en virtud de la Proposición 4.2.8, Tprq es hereditaria. Recordando
que Tprq es siempre una clase de pretorsión (Lema 4.2.5), lo anterior nos lleva
a concluir que Tprq P R-Wis.

�
Las dos a�rmaciones se resumen en que trp q

�� es un isomor�smo de orden,
con inversa Tp q

��, entre �R-Wis, ¤
�
y
�
R-Prei, ¨

�
. De la Proposición 1.3.3

se sigue que trp q
�� es un isomor�smo de retículas, entonces

�
R-Wis, ¤,^,_

�
es isomorfa a

�
R-Prei, ¨,^Prei ,_Prei

�
.

�

Puesto que R-Wis es un conjunto (Proposición 4.1.5), la correspondencia biyec-
tiva que establece el teorema anterior entre R-Wis y R-Prei nos asegura que
R-Prei es en realidad un conjunto. Como este hecho lo vamos a emplear en la
demostración del Teorema 4.4.14, conviene enunciarlo como corolario.

Corolario (4.2.16)
La clase R-Prei es un conjunto para cualquier anillo R.

4.3 Filtros de Ideales Izquierdos

En esta sección estudiaremos algunas propiedades básicas de los �ltros de ideales
izquierdos3 que nos guiaran, entre otras cosas, a establecer una relación con las
retículas de las secciones anteriores. Dicha relación la construiremos de manera
parecida a como hicimos con R-Prei y R-Wis.

De�nición
Sea R un anillo y F una familia no vacía de ideales izquierdos de R. Diremos
que F es un �ltro lineal de ideales izquierdos siempre que cumpla las sigui-
entes propiedades:

1.- Si I P F y J es un ideal izquierdo de R tal que I � J , entonces J P F .
2.- Si I, J P F , entonces I X J P F .
3.- Si I P F y a PR, entonces pI : aq

..
� tr PR | ra P Iu P F .

En adelante, si R es un anilo y F es un �ltro lineal de ideales izquierdos de R,
cuando no exista riesgo de confusión simplemente diremos que F es un �ltro.
Denotaremos a la familia de todos los �ltros de R por R-Fil, en símbolos

R-Fil ..�
 
F P P

�
PpRq

�
| F es un �ltro

(
y de este modo es evidente que R-Fil es un conjunto. Así

�
R-Fil, �

�
resulta

ser un conjunto parcialmente ordenado.

De�nición
Si I es un ideal bilateral de R, de�nimos ηrIs ..� tRJ ¤ RR | I � Ju.

De la de�nición se tiene que R P ηrIs para cualquier ideal I de R, entonces ηrIs
es una familia no vacía de ideales izquierdos de R, pero más que ser no vacía,
ηrIs es un �ltro según el siguiente lema.

3 Para un estudio más profundo de los �ltros de ideales izquierdos se puede consultar [19].
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Lema (4.3.1)
Sea RIR ¤ RRR. Entonces, ηrIs P R-Fil.

Demostración:
1] Tomamos J P ηrIs y RK ¤ RR de modo que J � K. Luego I � J � K,
así que I � K y por tanto K P ηrIs.
2] Dados J,K P ηrIs, se sigue J XK es un ideal izquierdo de R que contiene
a I. Entonces J XK P ηrIs.
3] Finalmente, sean J P ηrIs y a P R. Como I � J y xa P I para cada x P I
(por ser I, en particular, ideal derecho), se tiene xa P J para cada x P I; de
aquí que I � tr PR | ra P Ju � pJ : aq, y así pJ : aq P ηrIs.

�

Observamos que ηr0s � tJ � R|J ¤ RRu y ηrRs � tRu, ya que cualquier �ltro
contiene a tRu y todo �ltro es una colección de ideales izquierdos, tenemos en-
tonces que ηrRs es el elemento menor y ηr0s es el elemento mayor de R-Fil en�
R-Fil, �

�
. La ruta a seguir de aquí hasta obtener la correspondencia de R-Fil

con R-Wis, será muy parecida a la que recorrimos con R-Prei; hecho que por
cierto se aprecia enseguida.

De�nición
Sea X � R-Fil. Entonces,

�
FilX

..
�

 
I P ηr0s | @F P X

�
I P F

�(
.

Lema (4.3.2)
Si X � R-Fil, entonces

�
FilX P R-Fil.

Demostración:
Si X � H, se tiene que

�
FilX � ηr0s. Supongamos entonces que X � H.

1] Sean I P
�
FilX y RJ ¤ RR tal que I � J . Entonces I P F y I � J para

cada F P X, así que J P F para cada F P X; es decir, J P
�
X.

2] Si I, J P
�
FilX, tenemos que I, J P F para cada F P X; así que IXJ P F

para cada F P X.
3] Sean I P

�
FilX y a PR. Como I P F para cada I P X, entonces pI:aq P F

para cada F P X.
�

De�nición
SeaX �R-Fil. Al conjunto

�
Fil

 
G PR-Fil | @F P X

�
F � G

�(
le llamaremos�

FilX.

Del Lema 4.3.2 se obtiene que
�
FilX y

�
FilX pertenecen a R-Fil para

cualquier X � R-Fil, podemos observar que incluso en los casos extremos esto
ocurre:

�
FilR-Fil � ηrRs �

�
FilH y

�
FilH � ηr0s �

�
FilR-Fil. De hecho

no es difícil probar que si X � R-Fil, entonces
�
FilX es el ín�mo y

�
FilX

es el supremo, respectivamente, de X en
�
R-Fil, �

�
. De estas observaciones se

desprende el siguiente teorema.

Teorema (4.3.3)
Si R es un anillo, entonces

�
R-Fil,�,

�
Fil,

�
Fil, ηrRs, ηr0s

�
es una retícula

completa.

Ahora asociamos una clase particular de módulos a cada �ltro, la Proposición
4.3.4 asegurará que tal clase de módulos es de Wisbauer. Recíprocamente, a
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cada clase de Wisbauer le haremos corresponder una colección de ideales izquier-
dos; dicha familia de ideales será un �ltro, como mostraremos en la Proposición
4.3.5.

De�nición
Sea F P R-Fil. Si M P R-Mod, decimos que M es de F-torsión si para cada
m PM se tiene que p0 : mq P F . A la clase de todos lo R-módulos que son
de F-torsión la denotaremos por TF .

Proposición (4.3.4)
Si F P R-Fil, entonces TF P R-Wis.

Demostración:
Sean F P R-Fil y M,N PR-Mod. Se ve que TF � H, pues el R-módulo cero
es de de F-torsión para cualquier F P R-Fil.

�s Supongamos M P TF y M
f
� N . Queremos ver que N P TF , por lo que

tomamos un n P N y probaremos que p0 : nq P F . Como f es un isomor�smo,
hay un (único) mn PM tal que fpmnq= n, pero además ocurre lo siguiente:

r P
�
0 :fpmnq

�
ô rfpmnq � 0
ô fprmnq � 0
ô rmn � 0
ô r P p0 : mnq,

y ya que M es de F-torsión concluimos que
�
0 :fpmnq

�
� p0 : mnq P F . Sin

embargo p0 : nq �
�
0 :fpmnq

�
, así que p0 : nq P F .

¤s Si M P TF y N ¤M , entonces n P N implica n PM ; lo cual implica a
su vez que p0 : nq P F . Por lo tanto N es de F-torsión.

{ s Supongamos N ¤M y M P TF . Sea m PM{N y veamos que p0:mq P F .
Como p0:mq=pN :m�Nq=tr P R|rpm�Nq=Nu=tr P R|rm P Nu=pN : mq
y p0 : mq � tr P R|rm � 0u � tr P R|rm P Nu � pN : mq, entonces tenemos
que p0:mq � p0:mq. Pero p0:mq P F , por serM de F-torisión, y p0:mq ¤ RR;
así que p0 : mq P F por el inciso uno de la de�nición de �ltro.À
s Sean tMiuiPI � TF y pxiq P `iPIMi. Supongamos que I0 es el subcon-

junto �nito de I que contiene a los indices de todos los términos distintos de
cero de pxiq. Debido a que p0i : xiq P F para cada i P I0, el inciso dos de la
de�nición de �ltro arroja que

�
iPI0

p0i : xiq P F . No obstante�
p0iq : pxiq

�
�

 
r P R|rpxiq � p0iq

(
�

 
r P R|@i P Iprxi � 0iq

(
�

 
r P R|@i P I0prxi � 0iq

(
�

 
r P R|@i P I0

�
r P p0i : xiq

�(
�

�
iPI0

p0i : xiq,

así que
�
p0iq : pxiq

�
P F . Por lo tanto `iPIMi P TF .

�

De�nición
Si ς P R-Wis, entonces Fς

..
�

 
RI ¤ RR | R{I P ς

(
.

Proposición (4.3.5)
Sea ς P R-Wis. Entonces, Fς P R-Fil.



4.3. Filtros de Ideales Izquierdos 59

Demostración:
Notamos que R P Fς , así Fς es distinto del vacío. Sean RI,RJ ¤ RR y a P R.
1] Supongamos que I P Fς y I � J . Entonces R/IP ς, luego pR{Iq

L
pJ{Iq P ς

(pues ς es cerrada baja cocientes) y así, como pR{Iq
L
pJ{Iq � R{J y ς es ce-

rrada bajo isomor�smos, obtenemos R{J P ς; de aquí que J P Fς .

2] Si I, J P Fς , entonces R{I P ς y R{J P ς. Usando que ς es cerrada bajo
sumas directas, obtenemos que R{I `R{J P ς. Fijándonos en el mor�smo

R
ϕ
ÝÑ R{I `R{J

r ÞÑ pr � I, r � Jq

vemos que podemos construir el diagrama siguiente:

R R{I `R{J

R{pI X Jq

ϕ

π

El cual es tal que Kerpπq � I X J � Kerpϕq, por este motivo (y gracias al
Lema 1.1.2) existe un monomor�smo β : R{pI X Jq� R{I `R{J que hace
conmutar dicho diagrama. Así que R{pI X Jq � Impβq ¤ R{I `R{J , pero
R{I`R{J P ς y ς es cerrada bajo submódulos e isomor�smos; por consi-
guiente R{pI X Jq P ς y por este motivo I X J P Fς .

3] Supongamos que I P Fς . Al considerar el R-mor�smo

_ � pa� Iq : R ÝÑ R{I
r ÞÝÑ rpa� Iq

conseguimos que Ker
�
_ � pa� Iq

�
� p0 : a� Iq. Pero como observamos en la

demostración de la Proposición 4.3.4, sucede que pI : aq � p0 : a�Iq. Enton-
ces R

L
pI:aq � Im

�
_ � pa� Iq

�
¤ R{I. Sin embargo R{I P ς y ς es una clase

cerrada bajo submódulos y copias isomorfas, así que pI : aq P Fς .
�

Las proposiciones 4.3.4 y 4.3.5 nos permiten establecer una correspondencia
biyectiva entre R-Wis y R-Fil que además respeta su estructura como retículas.

Teorema (4.3.6)
Sea R un anillo. Entonces,

�
R-Wis,�,

�
,
��

y
�
R-Fil,�,

�
Fil,

�
Fil

�
son

retículas isomorfas.

Demostración:
Tengamos en cuenta la asignación

R-Fil T
ÝÑ R-Wis

F ÞÝÑ TF

y la asignación

R-Wis F
ÝÑ R-Fil

ς ÞÝÑ Fς

Ambas asignaciones tienen sentido debido a las Proposiciones 4.3.4 y 4.3.5,
además no es difícil probar que las dos son funciones. Pero más aún, notamos
que se tienen las siguientes dos a�rmaciones.
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A�rmación 1: F � T � IdR�Fil.

Demostración: Sea F P R-Fil. Queremos mostrar que FTF � F , por lo cual
procedemos a demostrar ambas contenciones de conjuntos. Primero proba-
remos que FTF � F , así que tomamos un I P FTF . Por de�nición tene-
mos que R{I P TF , así que p0 : a� Iq P F para cada a� I P R{I, en particu-
lar p0 : 1� Iq P F . En este momento recordamos que p0 : 1� Iq � pI : 1q y
notamos que pI : 1q � I, por consiguiente I P F . Para ver la otra contención
tomamos un J P F . De la de�nición de �ltro tenemos que pJ : aq P F para
toda a P R; como pJ : aq � p0 : a�Jq, lo anterior nos dice que p0 : a�Jq P F
para cada a�J P R{J , consiguiendo con esto que R{J P TF y por lo tanto
que J P FTF . �
A�rmación 2: T � F � IdR�Wis

Demostración: Tomamos ς P R-Wis y lleguemos a que TFς � ς. SeaM P TFς .
Luego p0:mq P Fς para cada m PM , es decir, R{p0:mq P ς para cada m PM .
Como R{p0 : mq � Rm � Imp_ �mq y ς es una clase cerrada bajo isomor-
�smos, se sigue que Rm P ς para todo m PM . Pero ς es cerrada también
bajo sumas directas y cocientes, entonces M �

°
mPM Rm P ς. Recíproca-

mente, sea N P ς. Entonces Rn P ς para cada n P N (por ser ς cerrada bajo
submódulos), y, a causa de que R{p0 : nq � Rn para toda n P N y de que ς
es cerrada bajo isomor�smos, llegamos así a que R{p0:nq P ς para cada nPN ;
concluyendo de esto último que N P TFς . �
De las a�rmaciones deducimos que T es biyectiva y que T�1 � F. Si logra-
mos ver que T es un isomor�smo de orden, en virtud de la Proposición 1.3.3
tendríamos que R-Wis y R-Fil son retículas isomorfas.

A�rmación 3: Las asignaciones T y T�1 son mor�smos de orden.

Demostración: Para comenzar, tomamos F ,G P R-Fil de modo que F � G;
tenemos que demostrar que TpFq � TpGq. Si M P TF , entonces p0 : mq P F
para todo m PM ; así que p0 : mq P G para cada m PM , es decir M P TG .
Únicamente nos resta demostrar que F también preserva el orden. Sean pues
ς, ϑ P R-Wis tales que ς � ϑ. Por de�nición, I P Fς implica R{I P ς, de aquí
que R{I P ϑ y por ello I P Fϑ; entonces Fpςq � Fpϑq.

�
De la A�rmación 3, el Teorema 4.1.8, el Teorema 4.3.3 y la Proposición 1.3.3
se deriva que pR-Wis,�,^,_q � pR-Fil,�,^Fil,_Filq.

�

Corolario (4.3.7)
Sea R un anillo. Las siguientes retículas son isomorfas:

1.-
�
R-Wis,�,

�
,
��

.
2.-

�
R-Fil,�,

�
Fil,

�
Fil

�
.

3.-
�
R-Prei, ¨,

�
Prei

,
�
Prei

�
.

4.4 Submódulos F.I. de un Inyectivo Principal

Esta sección es diferente a las anteriores, ya que aquí abordaremos una nueva
familia de prerradicales pero no con el �n de estudiarla, sino con la intención
de utilizarla para introducir una familia de módulos particular: los módulos
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inyectivos principales. Lo que se pretende es, sin embargo, relacionar a cierta
clase de submódulos de un inyectivo principal con las retículas anteriores; por
lo que no exploraremos demasiado a los inyectivos principales, pero si se quiere
indagar más al respecto se puede consultar [20].

De�nición
SeaM PR-Mod y sea N ¤M . Decimos que N es un submódulo fuertemente
invariante de M , si para cada f P EndRpMq se tiene que fpNq � N .

Para abreviar, el que N sea un submódulo fuertemente invariante de M será
denotado por N ¤fi M . Entonces:

N ¤fi M si y sólo si @f P EndRpMq
�
f |N P EndRpNq

�
.

El siguiente lema muestra que, si miramos con cuidado, ya hemos trabajado con
submódulos fuertemente invariantes.

Lema (4.4.1)
Sea M P R-Mod. Para cada r P R-Pr se tiene que rpMq ¤fi M .

Demostración:
Si r P R-Pr y f P EndRpMq, entonces rpMq ¤M y f

�
rpMq

�
�M .

�

A partir de los submódulos fuertemente invariantes de un módulo vamos a con-
struir una familia muy especial de prerradicales, a lo cuales llamaremos prerrad-
icales omega; estos prerradicales serán piezas fundamentales en nuestro estudio.
Comenzamos con la de�nición.

De�nición
Sea M P R-Mod y sea N ¤fi M . De�nimos la asignación ωMN como sigue:

R-Mod
ωMNÝÑ R-Mod

K ÞÝÑ
� 

f�1pNq | f P HomRpK,Mq
(

Desde luego el primer paso es notar que la asignación arriba de�nida es efecti-
vamente un prerradical, luego analizaremos algunas de sus propiedades y com-
probaremos su cardinal importancia.

Lema (4.4.2)
Si M P R-Mod y N ¤fi M , entonces ωMN P R-Pr.

Demostración:
Sean M,K P R-Mod, N ¤fi M y g P HomRpU, V q. De la de�nición se sigue
que ωMN pKq ¤ K. Entonces sólo resta mostrar que gpωMN pUqq � ωMN pV q,
lo cual, por de�nición de ωMN pV q, equivale a probar que gpω

M
N pUqq � f�1pNq

para cualquier f P HomRpV,Mq; ó bien a que f
�
gpωMN pUqq

�
� N para todo

f P HomRpV,Mq. Sean pues f P HomRpV,Mq y a P f
�
gpωMN pUqq

�
. Entonces

a � fgpbq para algún b P ωMN pUq. Como b P ωMN pUq, se tiene que hpbq P N
para cada h P HomRpU,Mq; en particular esto debe ocurrir para fg, por lo
tanto a � fgpbq P N .

�

Proposición (4.4.3)
Sean M P R-Mod y N ¤fi M . Entonces, ωMN pMq � N .
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Demostración:
�s Si a P ωMN pMq, entonces a P f�1pNq para toda f P EndRpMq, en parti-
cular a P Id�1

M pNq � N .
�s Si a P N , como N ¤fi M , para todo f P EndRpMq se tiene que fpaq P N ,
o lo que es lo mismo, a P f�1pNq; en resumen N � f�1pNq para cualquier
f P EndRpMq, luego N �

�
tf�1pNq|f P EndRpMqu � ωMN pMq.

�

Ahora podemos caracterizar a los submódulos fuertemente invariantes de un
módulo dado apoyándonos en los prerradicales omega.

Corolario (4.4.4)
Sean M PR-Mod y N ¤M . Entonces, N ¤fi M si y sólo si rpMq � N para
algún r P R-Pr.

Demostración:
ñs Si N ¤fi M , del Lema 4.4.2 se obtiene que ωMN PR-Pr, y por la Proposi-
ción 4.4.3 concluimos que ωMN pMq � N .
ðs Si r PR-Pr y rpMq � N , entonces N ¤fi M por el Lema 4.4.1.

�

Del corolario anterior se deriva, como presume el siguiente corolario, que los
sumbódulos fuertemente invariantes de un anillo R son exactamente sus ideales
bilaterales.

Corolario (4.4.5)
Sea RI ¤ RR. Entonces, I ¤fi R si y sólo si I es un ideal bilateral de R.

Demostración:
ñs Si I ¤fi R, para cada r P R, al considerar el endomor�smo

_ � r : R ÝÑ R
a ÞÝÑ ar

se obtiene que Ir � _ � rpIq � I; entonces IR �
°
rPR Ir � I. Por lo tanto

IR � I, como IR es un ideal derecho de R concluimos de este modo que I
es un ideal bilateral.

ðs Si I es bilateral, entonces IR � R. Ya que I induce el prerradical I �_,
el que IR sea igual a R nos dice que I �_pRq � R; así, del Corolario 4.4.4,
se desprende que I ¤fi R.

�

A continuación demostraremos que la familia de los prerradicales omega con-
tiene prerradicales exactos izquierdos. Aunque esto lo haremos asociando a cada
R-módulo inyectivo un prerradical omega, del hecho de que la clase R-Prei es
un conjunto y la clase de todos los R-módulos inyectivos una clase propia, tal
correspondencia no será unívoca.

Proposición (4.4.6)
Sean r P R-Pr y E P R-Mod un inyectivo. Entonces, ωE

rpEq P R-Prei.

Demostración:
DadosM P R-Mod yN ¤M , debemos de ver que ωE

rpEqpNq � ωE
rpEqpMqXN ,

aunque en realidad basta con demostrar que ωE
rpEqpNq � ωE

rpEqpMqXN , pues

la otra contención se tiene siempre. Sea x P ωE
rpEqpMqXN . Entonces x P N
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y fpxq P rpEq para cada f P HomRpM,Eq. Si g P HomRpN,Eq, por ser E
inyectivo se tiene que existe un f P HomRpM,Eq tal que el diagrama

N M

E

i

g
f

conmuta. Así que gpxq=fpxq P rpEq. Por lo tanto x P g�1
�
rpEq

�
para cada

g P HomRpN,Eq, luego x P
�
tg�1

�
rpEq

�
|g P HomRpN,Equ � ωE

rpEqpNq. �

Corolario (4.4.7)

Sea Ê P R-Mod un inyectivo y sea K ¤fi Ê. Entonces, ωÊK P R-Prei.

Demostración:
Como K ¤fi Ê, del Corolario 4.4.4 deducimos la existencia de un r P R-Pr

tal que rpÊq � K. Así ωÊK � ωÊ
rpÊq

. Usando la Proposición 4.4.6 concluimos

que ωÊK P R-Prei.
�

Nuestro próximo resultado muestra que existe una íntima relación entre los pre-
rradicales exactos izquierdos y una cierta subfamilia de los prerradicales omega,
pero antes de establecer tal relación necesitamos un lema; aunque el lema es más
bien para reducir la longitud de la demostración del resultado que buscamos.

Lema (4.4.8)
Sean r P R-Pr, M P R-Mod y N ¤M . Si rpMq � N , entonces N ¤fi M y
r ¨ ωMN .

Demostración:
Supongamos rpMq � N . Por el Corolario 4.4.4 tenemos que N ¤fi M . Por
otro lado, sea KPR-Mod, veamos que rpKq ¤ ωMN pKq; para esto basta tomar
un f P HomRpK,Mq y probar que r(K )� f�1pNq, ó, equivalentemente, que
f
�
rpKq

�
� N . Sin embargo, ya tenemos que f

�
rpKq

�
� rpMq por ser r un

prerradical, y, por hipótesis, también tenemos que rpMq � N .
�

Corolario (4.4.9)
Sea r P R-Pr. Entonces, r P R-Prei si y sólo si r �

�
Prei

 
ωE
rpEq | E P ξ

(
.

Demostración:
ðs Se sigue de que

 
ωE
rpEq | E P ξ

(
� R-Prei por la Proposición 4.4.6.

ñs Asumamos que r P R-Prei. Si E P ξ, al tomar M ..
� E y N ..

� rpEq en el
Lema 4.4.8, obtenemos que r ¨ ωE

rpEq; pero r P R-Prei y ωE
rpEq P R-Prei

para cada E P ξ (Proposición 4.4.6), entonces r ¨
�
Prei

 
ωE
rpEq| E P ξ

(
.

Ahora, sea K P R-Mod y lleguemos a que
�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
pKq ¤ rpKq.

Si consideramos al mor�smo inclusión i : K ãÑ EpKq y usamos que r
�
EpKq

�
es un subconjunto de EpKq, obtenemos que i�1

�
r
�
EpKq

��
� r

�
EpKq

�
XK;

sin embargo rpKq � r
�
EpKq

�
XK debido a que r P R-Prei, por consiguiente

i�1
�
r
�
EpKq

��
� rpKq y así

£!
f�1

�
r
�
EpKq

��
| f P HomR

�
K,EpKq

�)
¤ rpKq,
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es decir ω
EpKq
rpEpKqqpKq ¤ rpKq. Puesto que REpKq es inyectivo tenemos que

ω
EpKq
rpEpKqq P

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
, entonces

�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
pKq ¤ ω

EpKq
rpEpKqqpKq

y por lo tanto
�
Prei

 
ωE
rpEq | E P ξ

(
pKq ¤ rpKq.

�

Del Corolario 4.4.9 se tiene que si r P R-Prei, entonces r �
�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
.

La siguiente proposición nos dice que no hace falta tomar el ín�mo de la familia
tωE

rpEq|E P ξ
(
para obtener a r, que existe una subclase de ξ lo bastante pequeña

como para ser un conjunto y aún así poder expresar a r como ín�mo de una
familia de prerradicales omega indizada por dicho conjunto.

Proposición (4.4.10)
Para cada r P R-Prei existe un conjunto ξr de R-módulos inyectivos tal que
r �

�
Prei

 
ωE
rpEq | E P ξr

(
.

Demostración:

Sea r PR-Prei. Dados E,F P ξ de�nimos: E � F si y sólo si ωE
rpEq � ωF

rpF q.
Se ve que � es un relación de equivalencia en ξ. Para E P ξ tenemos enton-
ces que Ē ..

� rEs�=
 
Q P ξ|ωQ

rpQq= ωE
rpEq

(
, y así ξ̄ ..

� ξ
L
� =

 
Ē|E P ξ

(
. Al

considerar el funcional Idξ̄ se deriva del Axioma de Elección para Clases que
existe un funcional C : ξ̄ ÝÑ ξ tal que para cada Ē P ξ̄, C

�
Ē
�
P Ē � ξ. De

esta forma para cualesquiera Ē, F̄ P ξ̄ se tiene que

ω
CpĒq

rpCpĒqq
� ω

CpF̄ q

rpCpF̄ qq
ñ CpĒq � CpF̄ q

ñ CpĒq P Ē X F̄ y CpF̄ q P Ē X F̄
ñ Ē X F̄ � H
ñ E � F
ñ Ē � F̄
ñ CpĒq � CpF̄ q.

Por lo tanto CpĒq � CpF̄ q si y sólo si ωCpĒq
rpCpĒqq

� ω
CpF̄ q

rpCpF̄ qq
. Ahora, como

R-Prei es un conjunto y
 
ωE
rpEq|E P ξ

(
�R-Prei, se deduce que

 
ωE
rpEq| E P ξ

(
es conjunto. Fijándonos en la subclase ξr

..
� tCpĒq | Ē P ξ̄u de ξ se obtiene

que
 
ωE
rpEq | E P ξ

(
�

 
ωE
rpEq | E P ξr

(
, por lo que

 
ωE
rpEq | E P ξr

(
es un

conjunto también; así que existe un conjunto κ y una función biyectiva ϕ de 
ωE
rpEq|E P ξr

(
en κ. Usamos a ϕ para de�nir una nueva asignación ψ como:

ξr
ψ
ÝÑ κ

E ÞÝÑ ϕ
�
ωE
rpEq

	
Observamos que si CpĒq P ξr y CpF̄ q P ξr, entonces

CpĒq � CpF̄ q ô ω
CpĒq

rpCpĒqq
� ω

CpF̄ q

rpCpF̄ qq
ô ϕ

�
ω
CpĒq

rpCpĒqq

	
� ϕ

�
ω
CpF̄ q

rpCpF̄ qq

	
.

Así ψ es inyectiva y por lo tanto la clase ξr resulta ser conjunto. Puesto que
r �

�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
y

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
�

 
ωE
rpEq|E P ξr

(
, deducimos que

ξr es un conjunto con la propiedad de que r �
�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξr

(
.

�

Dado r P R-Prei, ξr denotará un conjunto �jo de R-módulos inyectivos con la
propiedad descrita en la Proposición 4.4.10.
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Aunque parezca difícil de creer, veremos que la proposición anterior puede ser
optimizada aún más, sin embargo necesitamos un par de lemas antes.

Lema (4.4.11)
Sean M 1, N 1,M,N P R-Mod tales que N 1 ¤fi M

1 y N ¤fi M . Supongamos
que f1 P HomRpM,M 1q y f2 P HomRpN,N

1q son isomor�smos tales que

M M 1

N N 1

f1

i1

f2

i2

conmuta, entonces ωMN � ωM
1

N 1 .

Demostración:
Tomamos un K PR-Mod y mostraremos que ωMN pKq � ωM

1

N 1 pKq.
�s Basta demostrar que ωMN pKq � g�1pN 1q para cada g P HomRpK,M

1q.
Sea g P HomRpK,M

1q. Como ωMN pKq �
� 

f�1pNq|f P HomRpK,Mq
(
y

f1g P HomRpK,Mq, se ve que ωMN (K )� pf1gq
�1pNq. Puesto que

pf1gq
�1pNq � g�1

�
f1pNq

�
� g�1

�
f1i1pNq

�
� g�1

�
i2f2pNq

�
� g�1

�
N 1

�
,

llegamos a que ωMN pKq � g�1pN 1q.
�s Análogamente, sea f P HomRpK,Mq. Como ωM

1

N 1 pKq � pf1fq
�1pN 1q y

pf1fq
�1pN 1q � f�1

�
f�1

1 pN 1q
�

� f�1
�
f�1

1 pi2f2pNqq
�

� f�1
�
i1pNq

�
� f�1

�
N
�
,

entonces ωM
1

N 1 pKq � f�1
�
N
�
para cada f P HomRpK,Mq.

�

Lema (4.4.12)
Sea tMiuiPI una familia no vacía de R-módulos y sea Ni un submódulo de
Mi para cada i P I.

(1) Si M �
±
iPIMi, N �

±
iPI Ni y N ¤fi M , entonces:

(1.1) @i P I
�
Ni ¤fi Mi

�
.

(2.1) ωMN �
�
Prei

 
ωMi

Ni
|i P I

(
.

(2) Si M �
À

iPIMi, N �
À

iPI Ni y N ¤fi M , entonces:

(2.1) @i P I
�
Ni ¤fi Mi

�
.

(2.2.) ωMN �
�
Prei

 
ωMi

Ni
|i P I

(
.

Demostración:
1.1] Tomamos un i P I y un fi P EndRpMiq. Si x P Ni, debemos probar que
fipxq P Ni. Nos �jamos en tgj P EndRpMjq | gi � fi y gj � 0̂ si j � iujPI , el
Lema 1.1.4 nos garantiza que existe un ΠjPIgj P HomR pΠjPIMj , ΠjPIMjq
de modo que, para cada j P I, el diagrama
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M �
±
jPIMj M �

±
jPIMj

Mj Mj

±
jPI gj

πj πj

gj

conmuta; de aquí que gj � πj � πj �ΠjPIgj para cada j P I. De esta manera
tenemos que gj � gjpIdMj q � gjpπjηjq � pgjπjqηj � pπjΠjPIgjq ηj para ca-
da j P I. Como ηipxq P N y N ¤fi M , entonces ΠjPIgjpηipxqq P N ; por
tanto fipxq � gipxq � πi

�
ΠjPIgjpηipxqq

�
P Ni.

1.2] Sea K PR-Mod. Probaremos que ωMN pKq �
�
tωMi

Ni
pKq|i P Iu.

[�] Dado i P I mostremos que ωMN pKq � ωMi

Ni
pKq, para hacerlo basta tomar

un fi P HomRpK,Miq y ver que ωMN pKq � f�1
i pNiq. Si fi P HomRpK,Miq,

como ηifi P HomRpK,Mq, entonces ωMN pKq � pηifiq
�1(N ); luego

ωMN pKq � pηifiq
�1pNq

� f�1
i

�
η�1
i pNq

�
� f�1

i pNiq.

[�] Es su�ciente demostrar que
�
tωMi

Ni
pKq | i P Iu � g�1pNq para cualquier

g P HomRpK,Mq. Tomamos entonces un g P HomRpK,Mq. En vista de que
πig P HomRpK,Miq, se tiene que ω

Mi

Ni
pKq � pπigq

�1pNiq para todo i P I; de

aquí que
�
tωMi

Ni
pKq|i P Iu �

�
tpπigq

�1pNiq|i P Iu. Sin embargo tenemos:�
tpπigq

�1pNiq|i P Iu �
�
tg�1

�
π�1
i pNiq

�
|i P Iu

� g�1
��

tπ�1
i pNiq|i P Iu

�
� g�1pNq,

concluyendo de esta manera que
�
tωMi

Ni
pKq|i P Iu � g�1pNq.

2.1] Sean i P I y fi P EndRpMiq. Tomemos x P Ni, lleguemos a que fpxq P Ni.
De la familia tgj P EndRpMjq | gi � fi y gj � 0̂ si j � iujPI se desprende la
existencia, por el Lema 1.1.3, de un único mor�smo`iPIgi:`iPIMi Ñ `iPIMi

tal que, para cada j P I, el diagrama

Mj Mj

À
iPIMi

À
iPIMi

gj

ηj ηj
À
iPI gi

es conmutativo; así gj � pπjηjqgj � πjpηjgjq � πj pp`iPIgiqηjq para cada
j P I. Ya que ηipxq P N y N ¤fi M , ocurre que `iPIgipηipxqq P N ; entonces
fipxq � gipxq � πj

�
`iPI gipηipxqq

�
P Ni.

2.2] La misma prueba del inciso (1.2) funciona aquí.
�

Proposición (4.4.13)
Si r P R-Prei, existe un R-módulo inyectivo Er tal que r � ωEr

rpErq
.

Demostración:
Consideremos r PR-Prei y Er

..
�

±
EPξr

E. Ya que r �
�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
(por el Corolario 4.4.9) y Er P ξ, se tiene que r ¨ ωEr

rpErq
. Por otro lado no-

tamos que Er contiene una copia de cada inyectivo en ξr; así que si E P ξr,
entonces A

α
� E para algún A ¤ Er, obteniendo con esto el diagrama
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A Er

E

i

α

Como α es un epimor�smo y Kerpαq � Kerpiq, se deduce (del Lema 1.1.2)
que existe un monomor�smo β : E Ñ Er de modo que hace conmutar al dia-
grama anterior. Puesto que E es inyectivo y β un monomor�smo, obtenemos

que Impβq�Er ; como Impβq � E, llegamos a que Er

ϕ
� E `Q para algún

Q P ξ, luego rpErq
ϕ|
� rpE`Qq por el Lema 4.2.6. Con ayuda del último par

de lemas se deduce que

ωEr

rpErq
� ωE`Q

rpE`Qq � ωErpEq ^Prei ω
Q
rpQq,

consiguiendo con esto, en particular, que ωEr

rpErq
¨ ωE

rpEq. Luego para cada

E P ξr ocurre que ωEr

rpErq
¨ ωE

rpEq, entonces ωEr

rpErq
¨

�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξr

(
;

no obstante, la Proposición 4.4.10 nos dice que
�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξr

(
� r,

por lo tanto ωEr

rpErq
¨ r.

�

Si prestamos atención a la prueba anterior, notaremos que cualquier módulo
inyectivo Ê que contenga una copia de cada elemento de ξr va a satisfacer que
r � ωÊ

rpÊq
. Sin embargo, de ahora en adelante, si r PR-Prid, denotaremos por

Er al R-módulo
±
EPξr

E; que, como vimos, cumple lo citado en la Proposición
4.4.13. Es momento de introducir la de�nición principal de está sección.

De�nición
Sea Ē P R-Mod un inyectivo. Decimos que Ē es inyectivo principal si ocurre
que r � ωĒ

rpĒq
para cada r P R-Prei.

Naturalmente lo que procede es demostrar que los inyectivos principales existen.
De hecho probaremos que cualquier módulo inyectivo que contenga una copia
de Er, para cada r PR-Prei, es un inyectivo principal.

Teorema (4.4.14)
Sea R un anillo. Existen R-módulos que son inyectivos principales.

Demostración:
Sea Ē P R-Mod un inyectivo que contiene una copia de Er para cada prerra-
dical exacto izquierdo r de R-Mod, digamos Ē ..

�
±

rPR-PreiEr. Ahora to-

mamos un r P R-Prei, y nos proponemos demostrar que r � ωĒ
rpĒq

.

¨s Como r PR-Prei, del Corolario 4.4.9 se tiene que r=
�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
;

de aquí que r ¨ ωĒ
rpĒq

.

©s Ya que Ē contiene una copia de Er, procediendo como en la prueba ante-
rior, llegamos a que Ē � Er`Q para algún Q P ξ. De los dos lemas pasados
se sigue que ωĒ

rpĒq
=ωEr`Q

rpEr`Qq
=ωEr

rpErq

�
Prei

ωQ
rQq. Por lo tanto ω

Ē
rpĒq

¨ ωEr

rpErq
.

Pero ωEr

rpErq
� r según la Proposición 4.4.13. Entonces ωĒ

rpĒq
¨ r.

�
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Si bien ahora sabemos que para cualquier anillo R siempre podemos encontrar
en R-Mod un inyectivo principal, la siguiente proposición muestra que la clase
de los inyectivos principales es, por cierto, propia.

Proposición (4.4.15)

Sea Ē P R-Mod un inyectivo principal. Si Ē es un R-módulo inyectivo que
contiene una copia de Ē, entonces Ē es principal.

Demostración:
La demostración es análoga a la anterior. Sea r P R-Prei. Puesto que Ē P ξ

y r =
�
Prei

 
ωE
rpEq|E P ξ

(
, entonces r ¨ ωĒ

rpĒq
. Por otro lado, debido a que

Ē contiene una copia de Ē, tenemos que Ē � Ē `Q para algún Q P ξ. Del

par de lemas anterior se deriva que ωĒ
rpĒq

� ωĒ
rpĒq

�
Prei

ωQ
rQq. Por ser Ē un

inyectivo principal se tiene que ωĒ
rpĒq

= r. Luego ωĒ
rpĒq

¨ r.
�

Dado M P R-Mod, denotaremos al conjunto de todos los submódulos fuerte-
mente invariantes de M por SfipMq. Veremos que dicha familia se comporta
bien con respecto a las operaciones de módulos, lo cual nos permitirá establecer
una cierta estructura en tal conjunto.

Lema (4.4.16)
Sea M P R-Mod y sea tNiuiPI una familia de módulos en SfipMq. Entonces�
iPI Ni y

°
iPI Ni pertenecen a SfipMq.

Demostración:
Sea f P EndRpMq. Como tNiuiPI � SfipMq, entonces fpNiq � Ni para cada
i P I; por lo que

�
iPI fpNiq �

�
iPI Ni y

°
iPI fpNiq �

°
iPI Ni. En vista de

que f
��

iPI Ni
�
�

�
iPI fpNiq y f

�°
iPI Ni

�
=
°
iPI fpNiq, llegamos a la con-

clusión de que f
��

iPI Ni
�
�

�
iPI Ni y f

�°
iPI Ni

�
�

°
iPI Ni. Por lo tanto�

iPI Ni,
°
iPI Ni P SfipMq.

�

Corolario (4.4.17)
Para cualquier M P R-Mod se tiene que

�
SfipMq, ¤,

�
,
°
, 0, M

�
es una

retícula completa.

Si bien para cadaM P R-Mod ocurre que pSfipMq,¤q es una retícula completa,
cuando tomamos un Ē P R-Mod inyectivo principal, la retícula pSfipĒq,¤,X,Σ

�
adquiere un valor mucho más tangible.

Teorema (4.4.18)
Si Ē P R-Mod es un inyectivo principal, entonces

�
R-Prei, ¨,

�
Prei

,
�
Prei

�
y
�
SfipĒq,¤,

�
,
°�

son retículas isomorfas.

Demostración:
Sea Ē un R-módulo inyectivo principal. Para empezar, �jemos nuestra aten-
ción en la función

R-Prei Θ
ÝÑ SfipĒq

r ÞÝÑ rpĒq

y en la función
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SfipĒq
Φ
ÝÑ R-Prei

N ÞÝÑ ωĒN

La primera función tiene sentido por el Lema 4.4.1, mientras que la segunda
se tiene por el Corolario 4.4.7. Notamos ahora que si N P SfipĒq, entonces
pΘ�ΦqpNq � ΘpωĒN q � ωĒN pĒq, pero ω

Ē
N pĒq=N por la Proposición 4.4.3; así

que pΘ �ΦqpNq � N . Además si r P R-Prei, pΦ �Θqprq � Φ
�
rpĒq

�
� ωĒ

rpĒq
;

pero Ē es inyectivo principal, así que ωĒ
rpĒq

� r y por lo tanto pΦ�Θqprq � r.

Luego Θ es biyectiva y Θ�1= Φ. Ahora hacemos la siguiente observación.

A�rmación: Tanto Θ como Φ son mor�smos de orden.

Demostración: Sean r, s P R-Prei de modo que r ¨ s. Como rpĒq ¤ spĒq,
entonces Θ preserva el orden. Ahora, sean N,K P SfipĒq tales que N ¤ K.
Debemos demostrar que ωĒN ¨ ωĒK , para ello sea L P R-Mod y probemos que
ωĒN pLq ¤ ωĒKpLq. Sea g P HomRpL, Ēq y lleguemos a que ωĒN pLq � g�1pKq;
lo cual no es difícil de hacer puesto que N � K implica g�1pNq � g�1pKq,
y como ωĒN pLq � g�1pNq, se ve que efectivamente ωĒN pLq � g�1pKq. Por lo
tanto Φ es un mor�smo de orden también.

�
De la a�rmación se obtiene que Θ y Θ�1 son mor�smos de orden, de aquí
que Θ es un isomor�smo de orden entre dos retículas (Corolario 4.2.14
y Corolario 4.4.17), lo cual, según la Proposición 1.3.3, asegura que Θ es un
isomor�smo de retículas.

�

Cerramos esta sección, y con ella el capítulo entero, con un resumen de los resul-
tados más importantes que obtuvimos a lo largo del capítulo: este lo plasmamos
a continuación en forma de corolario.

Corolario (4.4.19)
Sea R un anillo. Si Ē P R-Mod es inyectivo principal, entonces las siguientes
retículas son isomorfas:

1.-
�
SfipĒq, ¤,

�
,
°�

.
2.-

�
R-Wis, �,

�
,
��

.
3.-

�
R-Fil, �,

�
Fil,

�
Fil

�
.

4.-
�
R-Prei, ¨,

�
Prei

,
�
Prei

�
.
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5. SOBRE EL PERFIL DE INYECTIVIDAD DE UN ANILLO

El per�l de inyectividad de un anillo es un concepto que surgió a través de los
trabajos de Sergio R. López-Permouth, en colaboración con diversos matemáti-
cos, entre los años 2010 y 2012, tal concepto nació en [16] y básicamente lo que
se pretende hacer en este capítulo es estudiar la primera mitad de [21]. Es aquí
en donde nos valdremos de los isomor�smos de retículas conseguidos en el capí-
tulo anterior para obtener distintas interpretaciones del per�l de inyectividad
de un anillo R en función de las interpretaciones que obtuvimos de R-Wis en el
Corolario 4.4.19, comprobaremos que cada una de las retículas que aparece en
dicho corolario nos va a brindar cierta capacidad de inferir algunos aspectos, no
poco interesantes, de la estructura retícular del per�l de inyectividad de R.

5.1 El Per�l de Inyectividad de un Anillo

Iniciamos el capítulo �nal con la de�nición del concepto principal de la tesis: El
per�l de inyectividad de un anillo. En esta sección descubriremos que el per�l
de inyectividad de un anillo R es una subretícula de R-Wis. Puesto que en par-
ticular el per�l de inyectividad de R será un subconjunto de R-Wis, es natural
preguntarse cuál es la imagen de dicho subconjunto bajo los isomor�smos de
retículas que dimos en el Capítulo 4; tal cuestionamiento también lo abordare-
mos en esta sección.

De�nición
Sea R un anillo. Si A una clase de R-módulos izquierdos, diremos que A es
una i-carpeta si existe unM P R-Mod de modo que A � In�1pMq. Mientras
que a la clase tA � R-Mod |A es una i-carpetau le llamaremos per�l izquierdo
de inyectividad de R y la denotaremos por iPipRq. Análogamente se de�ne
el per�l derecho de inyectividad de R, a éste lo denotamos por iPdpRq.

Cuando no haya riesgo de confusión, en vez de decir �per�l izquierdo de inyec-
tividad de R� sólo diremos �per�l de inyectividad de R� y escribiremos �iPpRq�.
Por otra parte notamos que iPpRq � tIn�1pMq � R-Mod | M P R-Modu, en-
tonces del Teorema 3.1.6 se obtiene que iPpRq � R-Wis, y como R-Wis es un
conjunto (Proposición 4.1.5) concluimos que iPpRq es un conjunto también; el
cual nunca será vacío debido a que R-Mod es una i-carpeta.

Lema (5.1.1)
Sea R un anillo. Si X � iPpRq, entonces

�
X P iPpRq.

Demostración:
Sea X � iPpRq. Recordemos que

�
X � tM P R-Mod | @A P XpM P Aqu.

Si X � H, entonces
�
X � R-Mod, y como R-Mod es el dominio de inyec-
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tividad de cualquier módulo inyectivo, se cumple que
�
X P iPpRq. Supon-

gamos que X � H. Para cada A P X tomemos un módulo MA con la pro-
piedad de que A � In�1pMAq. Entonces

�
X �

�
APX In�1pMAq, sin em-

bargo
�

APX In�1pMAq � In�1 p
±

APXMAq debido al Corolario 3.1.8, por
lo tanto

�
X es en efecto una i-carpeta.

�

En vista del lema anterior, si X es cualquier subconjunto de iPpRq, uno podría
de�nir

�̄
X

..
�

� 
C P iPpRq | @A P X pA � Cq

(
y probar, de manera análoga

a cómo hicimos en el Lema 4.1.7, que a través de
�

y
�̄

el conjunto iPpRq
admite una estructura de retícula completa. De hecho, como el Lema 3.2.1
asegura que cualquier i-carpeta contiene a R-SSMod y R-SSMod es el dominio
de inyectividad de cualquier módulo pobre (los cuales, como vimos en el Teo-
rema 3.2.10, siempre existen), el elemento menor de iPpRq sería R-SSMod y el
elemento mayor sería R-Mod. Resumimos estas observaciones en el siguiente
corolario.

Corolario (5.1.2)
Si R es un anillo, entonces

�
iPpRq, �,

�
,
�̄
, R-SSMod, R-Mod

�
es una re-

tícula completa.

Con todo, debido a que iPpRq � R-Wis y R-Wis es una retícula completa (Teo-
rema 4.1.8), podríamos preguntarnos si iPpRq es una subretícula de R-Wis ó
podríamos pensar incluso en la posibilidad de que iPpRq sea una subretícula
completa de R-Wis. Notamos, sin embargo, que iPpRq no puede ser una sub-
retícula completa de R-Wis, pues si lo fuera debería de ser cierto que la clase�
H � tR0u es una i-carpeta, lo cual es imposible debido a que toda i-carpeta

contiene a R-SSMod (Lema 3.2.1). Entonces ahora sólo podemos aspirar a que
iPpRq sea una subretícula de R-Wis, hecho que va a ser verdad y el cual nos
ocupará en seguida, no obstante, necesitamos algunos resultados preliminares.

De�nición
Sean M,N P R-Mod. Diremos que M asciende a N , lo cual será denotado
por M Ò N , si todo R-módulo M -inyectivo es N -inyectivo.

Notamos que, en símbolos, la de�nición anterior se puede parafrasear como
sigue: M Ò N ô @X P R-Mod

�
M P In�1pXq ñ N P In�1pXq

�
.

Lema (5.1.3)
Sean M,N P R-Mod. Si N P σrM s, entonces M Ò N .

Demostración:
Supongamos que N P σrM s y que X P R-Mod es tal que M P In�1pXq. Del
hecho de que N P σrM s, usando el Lema 4.1.1, se sigue que existe un mono-
mor�smo h : N �M pAq{L para algún conjunto A y para algún L ¤M pAq,
entonces N � hpNq ¤M pAq{L; como M P In�1pXq y In�1pXq es cerrada
bajo sumas directas, cocientes, submódulos e isomor�smos (Teorema 3.1.6),
concluimos de aquí que N P In�1pXq.

�

Como acabamos de ver, una condición su�ciente para que M Ò N es que N
sea M -subgenerado. Ahora estamos interesados en encontrar una condición
necesaria para que M Ò N .
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Lema (5.1.4)
Sean N,K P R-Mod tales que K ¤ N . Entonces, N Ò K.

Demostración:
Como N P σrN s y σrN s es cerrada bajo submódulos (Proposición 4.1.2) se
tiene que K P σrN s. Del Lema 5.1.3 es inmediato que N Ò K.

�

Lema (5.1.5)
Sean M,N,K P R-Mod. Si M Ò N y N Ò K, entonces M Ò K.

Demostración:
Supongamos que M Ò N y N Ò K. Tomemos un X P R-Mod de modo que
M P In�1pXq. ComoM Ò N , entonces N P In�1pXq, sin embargo N Ò K,
así que K P In�1pXq.

�

Corolario (5.1.6)
Sean M,N,K P R-Mod donde K ¤ N . Si M Ò N , entonces M Ò K.

Demostración:
Usando que K ¤ N , del Lema 5.1.4 se sigue que N Ò K. Entonces siM Ò N ,
el Lema 5.1.5 implica queM Ò K.

�

Lema (5.1.7)
Sean M,S P R-Mod. Si S es semisimple, entonces M Ò S.

Demostración:
Supongamos que S P R-SSMod. Si X es un R-módulo tal queM P In�1pXq,
de tan sólo recordar que R-SSMod � In�1pXq por el Lema 3.2.1, obtenemos
que S P In�1pXq.

�

En vista del lema anterior, conjeturamos que: pM Ò N ñ N P σrM sq sólo si
M subgenera a cada semisimple. Tal conjetura será cierta, pero para probarla
necesitamos un lema más.

Lema (5.1.8)
Sean M,N P R-Mod tales que M Ò N . Entonces, o bien N es semisimple ó
trσrMspNq � 0.

Demostración:
Supongamos que N no es semisimple y que trσrMspNq � 0. Como N no es
semisimple, existe un K ¤ N de modo que K no es un sumando directo de
N . Ahora, si nos �jamos en el mor�smo inclusión i:K ãÑ N y consideramos
que trσrMs es un prerradical, llegamos a que i

�
trσrMspKq

�
� trσrMspNq; de

donde, usando que trσrMspNq � 0, podemos concluir que trσrMspKq � 0.

A�rmación: K es M -inyectivo.

Demostración: Sea L ¤M y sea f P HomRpL,Kq. Puesto que M P σrM s y
σrM s es cerrada bajo submódulos (Proposición 4.1.2), ocurre que L P σrM s,
entonces fpLq ¤

°
tfpUq | f P HomRpU,Kq y U P σrM su � trσrMspKq � 0,

de aquí que fpLq � 0. Así, de�niendo f̄ : M Ñ K como f̄pmq ..� 0 para todo
m PM , obtenemos que f � f̄ |L. Luego M P In�1pKq.

�
Como In�1pKq es cerrado bajo submódulos (Lema 3.1.3), de la a�rmación
se sigue queN P In�1pKq; luegoK�N (Lema 3.1.10), lo cual es absurdo.

�
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Teorema (5.1.9)
Sean M,N P R-Mod. Si cada R-módulo semisimple es subgenerado por M ,
entonces M Ò N si y sólo si N P σrM s.

Demostración:
Supongamos que R-SSMod � σrM s.

ð] Esta implicación es el Lema 5.1.3.

ñ] Asumamos que M Ò N . Si N es semisimple, por hipótesis es cierto que
N P σrM s. Supongamos entonces que N no es semisimple.

A�rmación 1: trσrMspNq �e N .

Demostración: Tomamos un 0 � T ¤ N . Puesto que trσrMs P R-Pr, ocurre
que trσrMspT q � T X trσrMspNq. Así, para probar que T X trσrMspNq � 0,
es su�ciente mostrar que trσrMspT q � 0. Si TPR-SSMod, entonces T P σrM s
por hipótesis, pero trσrMspT q es el mayor submódulo de T que pertenece a
σrM s (Lema 4.2.10), así que T ¤ trσrMspT q; luego trσrMspT q � T � 0. Por
otro lado, en vista de queM Ò T por el Corolario 5.1.6, si T R R-SSMod, del
Lema 5.1.8 es inmediato que trσrMspT q � 0.

�
De la a�rmación anterior deducimos que E

�
trσrMspNq

�
� E

�
N
�
, por consi-

guiente trσrMspNq �e EpNq, sin embargo, del hecho de que trσrMs es un
prerradical, se tiene que trσrMspNq ¤ trσrMs

�
EpNq

�
¤ EpNq; por lo tanto

trσrMs(E(N))�eE(N) (Lema 1.1.12), entonces E
�
trσrMs

�
EpNq

��
=E

�
N
�
.

A�rmación 2: trσrMs

�
EpNq

�
es M -inyectivo.

Demostración: Para mostrar que M P In�1
�
trσrMs

�
EpNq

��
usaremos el

inciso (2) de la Proposición 3.1.1. Sea f P HomR

�
M,E

�
trσrMspEpNqq

��
y

probemos que fpMq ¤ trσrMs

�
EpNq

�
. Como E

�
trσrMs

�
EpNq

��
� EpNq,

sucede que f P HomRpM,EpNqq, entonces, debido a queM P σrM s, llegamos
a que fpMq ¤

°
tfpUq | f P HomRpU,EpNqq y U P σrM su � trσrMs

�
EpNq

�
.

Por lo tanto M P In�1
�
trσrMs

�
EpNq

��
.

�
Como M Ò N , la A�rmación 2 implica que N P In�1

�
trσrMs

�
EpNq

��
, así

el inciso (2) de la Porposición 3.1.1 nos garantiza que:

@f P HomR

�
N,E

�
trσrMs pEpNqq

�	�
fpNq ¤ trσrMs pEpNqq

�
.

Debido a que E
�
trσrMs

�
EpNq

��
� E

�
N
�
, si i : N ãÑ EpNq es el mor�smo

inclusión, ocurre que i P HomR

�
N,E

�
trσrMs pEpNqq

��
, entonces debe ser

cierto que N � ipNq ¤ trσrMs pEpNqq; no obstante trσrMs pEpNqq P σrM s
(Proposición 4.2.10) y σrM s es cerrada bajo submódulos (Proposición 4.1.2),
por lo tanto N P σrM s.

�

Ha llegado el momento de empezar a utilizar los resultados hasta ahora obtenidos
para construir un argumento sólido del por qué iPpRq es una subretícula de
R-Wis. Comenzamos con la siguiente proposición, la cual es por cierto la base
del resultado que buscamos.

Proposición (5.1.10)
Sea R un anillo y sea W P R-Wis de modo que R-SSMod �W. Entonces,
W P iPpRq.
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Demostración:
Como W P R-Wis, entonces W � σrM s para algún M P R-Mod. Considere-
mos al conjunto X ..

� tA P iPpRq | M P Au.
A�rmación: σrM s �

�
X.

Demostración: [�] Sea N P σrM s. Por el Lema 5.1.3 ocurre que M Ò N , en-
tonces si A P X, como M P A y A � In�1pMAq para algún MA P R-Mod,
se tiene que N P In�1pMAq � A. Por consiguiente N P A para cada A P X.
[�] Sea N P R-ModzσrM s. Por hipótesis R-SSMod �W � σrM s, usando el
Teorema 5.1.9 y el hecho de queN R σrM s, se sigue que M no asciende a N ;
entonces debe de existir un L P R-Mod tal queM P In�1pLq y N R In�1pLq,
por lo tanto In�1pLq P X y N R In�1pLq, luego N P R-Modz

�
X.

�
Puesto que

�
X P iPpRq por el Lema 5.1.1, de la a�rmación obtenemos que

W es una i-carpeta.
�

Corolario (5.1.11)
Para cualquier anillo R se tiene que

�
iPpRq, �,

�
,
��

es una subretícula
de

�
R-Wis, �,

�
,
��

.

Demostración:
Ya vimos que iPpRq � R-Wis y que

�
X P iPpRq para cualquier X � iPpRq

(Lema 5.1.1), entonces sólo necesitamos probar que A_ B es una i-carpeta
para cualesquiera A,B P iPpRq. Tomemos entonces A,B P iPpRq. Recoda-
mos que habíamos de�nido A_ B ..

�
�
tϑ P R-Wis | A � ϑ y B � ϑu y pro-

bado que tal familia es el supremo de tA,Bu en R-Wis (Lema 4.1.7), por lo
tanto A_B P R-Wis y, si MA P R-mod es tal que A � In�1pMAq, en parti-
cular In�1pMAq � A_ B; sin embargo R-SSMod � In�1pMAq debido al
Lema 3.2.1, así que A_ B P R-Wis y R-SSMod � A_ B, de donde, gracias
a la Proposición 5.1.10, se concluye que A_B P iPpRq.

�

Ahora ya sabemos que iPpRq es una subretícula de R-Wis, pero de hecho sabe-
mos algo más, pues, al contener todo elemento de iPpRq a la i-carpeta R-SSMod
y al ser cada i-carpeta una colección de R-módulos, en realidad iPpRq es una
subretícula de la subretícula [R-SSMod, R-Mod] de R-Wis; además en virtud
de la Proposición 5.1.10 se tiene que [R-SSMod, R-Mod] � iPpRq, por lo tanto
iPpRq es la subretícula [R-SSMod, R-Mod] de R-Wis.

Corolario (5.1.12)
Sea R un anillo. Si [R-SSMod, R-Mod] es el intervalo de R-SSMod a R-Mod
en R-Wis, entonces iPpRq � [R-SSMod, R-Mod].

Una vez que hemos conseguido ubicar perfectamente a iPpRq dentro de R-Wis,
nos vamos a valer de las distintas �interpretaciones� que obtuvimos de R-Wis
en el Corolario 4.4.19 para determinar algunas propiedades retículares de iPpRq.

De�nición
Sea R un anillo y Ē P R-Mod un inyectivo principal. De�nimos:

(1) R-Prei� ..
� tr P R-Prei | Zoc ¨ ru.

(2) SfipĒq�
..
� tN P SfipĒq | ZocpĒq ¤ Nu.

(3) R-Fil� ..
� tF P R-Fil | I P F para cada I ideal izquierdo máximo de Ru.
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Sin mayor problema se puede probar que los conjuntos de�nidos en los incisos
(1), (2) y (3) son subretículas de R-Prei, SfipĒq y R-Fil, respectivamente, por lo
tanto cada uno de ellos tiene por sí mismo estructura de retícula. Resumamos
estas observaciones en el siguiente lema.

Lema (5.1.13)
Si R es un anillo y Ē P R-Mod un inyectivo principal, entonces:

(1) R-Prei� es una subretícula de
�
R-Prei, ¨,

�
Prei

,
�
Prei

�
.

(2) R-Fil� es una subretícula de
�
R-Fil,�,

�
Fil,

�
Fil

�
.

(3) SfipĒq� es una subretícula de
�
SfipĒq,¤,

�
,
°�

.

Por supuesto el que hayamos detenido nuestra atención en las retículas del lema
anterior no es ninguna casualidad, pues las retículas arriba de�nidas son en
realidad las distintas maneras en las que se puede entender el per�l de inyec-
tividad de un anillo (limitando nuestra comprensión, desde luego, al uso de las
herramientas que hasta aquí hemos construido); de forma más concisa, tenemos
el siguiente resultado.

Proposición (5.1.14)
Sea R un anillo y sea Ē P R-Mod un inyectivo principal. Las siguientes retí-
culas son isomorfas:

(1)
�
iPpRq, �,

�
,
��

.
(2)

�
R-Prei�, ¨,

�
Prei

,
�
Prei

�
.

(3)
�
R-Fil�, �,

�
Fil,

�
Fil

�
.

(4)
�
SfipĒq

�, ¤,
�
,
°�

.

Demostración:
p1q � p2q] En la prueba del Teorema 4.2.15 vimos que las siguientes asigna-
ciones son mor�smos de orden:

R-Wis
trp q
ÝÑ R-Prei R-Prei

tr
�1
p q

ÝÑ R-Wis
W ÞÝÑ trW r ÞÝÑ Tr

Si restringimos ambos asignaciones a subconjuntos particulares de sus domi-
nios, entonces tales restricciones van a seguir preservando el orden, de aquí
que trp q|iPpRq y tr�1

p q |R�Prei� serán mor�mos de orden.

A�rmación 1: @A P iPpRq
�
trA P R-Prei�

�
.

Demostración: Sea A P iPpRq. Queremos mostrar que Zoc ¨ trA, entonces
tomemos unM P R-Mod y lleguemos a que ZocpMq ¤ trApMq. Como trp q
es un mor�smo de orden y R-SSMod � A, entonces trR�SSMod ¨ trA, en
particular se obtiene que trR�SSModpMq ¤ trApMq.

A�rmación 1.1: ZocpMq ¤ trR�SSModpMq. 1

Demostración: Recordemos que ZocpMq �
°
tN ¤M |N es simpleu y que

trR�SSModpMq �
°
tfpUq|f P HomRpU,Mq y U PR-SSModu. De la de�ni-

ción se sigue que ZocpMq P R-SSMod. Entonces al considerar el mor�smo

1 De hecho se puede probar que ZocpMq � trR�SSModpMq, pues, del hecho de que imágenes
de módulos semisimples bajo mor�smos son nuevamente semisimples y que por consiguiente
sumas arbitrarias de módulos semisimples son semisimples, sucede que trR�SSModpMq
es un submódulo semisimple de M , por lo tanto es una suma de submódulos simples de
M ; de donde se concluye que trR�SSModpMq ¤ ZocpMq.
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inclusión i : ZocpMq ãÑM se obtiene que el módulo ipZocpMqq pertenece
a HomRpU,Mq y U P R-SSModu, pero ipZocpMqq � ZocpMq; por lo tanto
ZocpMq ¤ trR�SSModpMq.

�
Usando que trR�SSModpMq ¤ trApMq, de la A�rmación 1.1 es inmediato
que ZocpMq ¤ trApMq.

�

A�rmación 2: @r P R-Prei�
�
Tr P iPpRq

�
.

Demostración: Sea r P R-Prei�. Debido a que iPpRq � [R-SSMod, R-Mod]
(Corolario 5.1.12), sólo tenemos que demostrar que R-SSMod� Tr �R-Mod,
no obstante, recordemos que Tr � tM P R-Mod | rpMq �Mu, por lo tanto
todo se reduce a ver que R-SSMod � Tr. Sea pues S P R-SSMod. De la elec-
ción de r se sigue que ZocpMq ¤ rpMq para todo M P R-Mod, en particular
ZocpSq ¤ rpSq, pero S � ZocpSq y rpSq ¤ S, entonces rpSq � S. Por consi-
guiente S P Tr.

�
De las a�rmaciones 1 y 2 se desprende que trp q|iPpRq : iPpRq ÝÑ R-Prei�

es un isomor�smo de orden, y ya que tanto pR-Prei�,¨,^Prei ,_Preiq como
piPpRq,�,^,_q son retículas (Lema 5.1.13 y Corolario 5.1.11), la Proposi-
ción 1.3.3 nos garantiza que trp q|iPpRq es un isomor�smo de retículas.

p1q � p3q] En vista de que la función

R-Wis
Fp q
ÝÑ R-Fil

W ÞÝÑ FW
..
�

 
RI ¤ RR | R{I PW

(
y su inversa

R-Fil
F�1
p q
ÝÑ R-Wis

F ÞÝÑ TF
..
�

 
M P R-Mod | @m PM

�
p0 : mq P F

�(
son mor�smos de orden (Teorema 4.3.6), del hecho de que iPpRq y R-Fil�

son subretículas de R-Wis y R-Fil (Lema 5.1.13 y Corolario 5.1.11), respecti-
vamente, se sigue de la Proposición 1.3.3 que iPpRq y R-Fil� van a ser retí-
culas isomorfas si tales mor�smos se restringen bien.

A�rmación 1: @A P iPpRq
�
FA P R-Fil�

�
.

Demostración: Sea A P iPpRq. Para ver que FA P R-Fil� sólo debemos tomar
un ideal izquierdo máximo de R, digamos I, y ver que I P FA; por lo tanto
buscamos poder concluir que R{I P A. Por fortuna, al ser I un ideal izquier-
do máximo de R, se tiene que R{I es un R-módulo simple; de aquí que R{I
es semisimple, y como R-SSMod � A, entonces R{I P A.

�

A�rmación 2: @F P R-Fil�
�
TF P iPpRq

�
.

Demostración: Sea F P R-Fil�. Por el Corolario 5.1.12 y la de�nición de TF ,
sólo tendíamos que demostrar que R-SSMod � TF , sin embargo TF es una
clase de Wisbauer, así que en particular es cerrada bajo sumas directas ar-
bitrarias; de aquí que sólo necesitamos mostrar que TF contiene a cualquier
R-módulo simple. Entonces sea S P R-Mod un simple y sea 0 � m P S. De-
mostraremos que R{p0 : mq es un R-módulo simple, pues si así fuera ocurriría
que p0 : mq es un ideal izquierdo máximo de R y por la elección de F tendría-
mos que p0:mq P F . Tomemos pues un 0̄ � l�p0:mq P R{p0:mq. Con la �na-
lidad de llegar a que R{p0:mq � R

�
l � p0:mq

�
, sea 0̄ � t� p0:mq P R{p0:mq.

Como lm � 0 � tm, entonces Rplmq � S � Rptmq, así que tm � rplmq para
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algún r P R; de aquí que pt� rlqm � 0 y por consiguiente t� rl P p0 : mq,
luego t� p0:mq � rl� p0:mq P R

�
l� p0:mq

�
.

�
Las a�rmaciones anteriores implican que Fp q|iPpRq : iPpRq ÝÑ R-Fil� es un
isomor�smo de retículas.

p2q � p4q] En la prueba del Teorema 4.4.18 observamos que las funciones

R-Prei Θ
ÝÑ SfipĒq SfipĒq

Θ�1

ÝÑ R-Prei
r ÞÝÑ rpĒq N ÞÝÑ ωĒN

son mor�smos de orden. Siguiendo la línea de razonamiento que hemos man-
tenido a lo largo de toda la demostración, para asegurar que pR-Prei�,¨q y
pSfipĒq

�,¤q son retículas isomorfas basta ver que Im
�
Θ
��
R�Prei�

�
� SfipĒq

�
.

A�rmación 1: @r P R-Prei�
�
rpĒq P SfipĒq

�
	
.

Demostración: Si r P R-Prei�, entonces Zoc ¨ r y así ZocpĒq ¤ rpĒq; de
aquí que rpĒq P SfipĒq

�.
�

A�rmación 2: @N P SfipĒq
�
�
ωĒN P r P R-Prei�

�
.

Demostración: Sea N P SfipĒq
�. Por un lado, de la de�nición de SfipĒq

� se
tiene que ZocpĒq ¤ N . Ahora, como Θ�1 preserva el orden y ZocpĒq ¤ N ,
sucede que ωĒ

ZocpĒq
¨ ωĒN ; pero Zoc P R-Prei y Ē es un inyectivo principal,

entonces ωĒ
ZocpĒq

� Zoc. Luego ωĒN P R-Prei y Zoc ¨ ωĒN . �
Por lo tanto

�
R-Prei�,¨,^Prei ,_Prei

�
� pSfipĒq

�,¤,X,Σq.
�

5.2 Algunos Aspectos la Retícula iPpRq

Si M P R-Mod y LpMq es el conjunto de todos los submódulos de M , sabemos
que pLpMq,�,X,Σq es siempre una retícula modular, entonces cualquiera de sus
subretículas también debe serlo, en particular se tiene que pSfipMq�,�,X,Σq es
modular; por lo tanto toda retícula isomorfa a pSfipMq�,�,X,Σq será modular.
Como consecuencia de estas observaciones y del isomor�smo retícular entre los
incisos (1) y (4) de la Proposición 5.1.14, conseguimos el siguiente corolario.

Corolario (5.2.1)
Si R es un anillo, entonces piPpRq, �,

�
,
�
q es una retícula modular.

De la misma manera en que deducimos el corolario anterior, en adelante nos apo-
yaremos en las retículas involucradas en la Proposición 5.1.14 para inferir ciertas
propiedades reticulares del per�l de inyectividad de un anillo; propiedades que
en primera instancia no son fáciles de apreciar, pero que al enfocar a iPpRq
con los distintos lentes que ofrece la Proposición 5.1.14, estas relucen de forma
espectacular.

Proposición (5.2.2)
Sea R un anillo. La retícula piPpRq, �,

�
,
�
q es coatómica.

Demostración:
Para establecer que iPpRq es coatómica, es su�ciente mostrar que una de las
retículas de la Proposición 5.1.14 lo es; pues dicha propiedad se hereda bajo
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isomor�smos de retículas. Mostraremos que R-Fil� tiene la propiedad.

A�rmación: Si F P R-Fil�ztηr0su y rF , ηr0sq ..� tG P R-Fil�| F � G � ηr0su,
entonces rF , ηr0sq tiene un elemento �-máximo.

Demostración: Sean F y rF , ηr0sq como en el enunciado. Tomemos una
cadena en

�
rF , ηr0sq,�

�
, digamos tCiuiPΓ. Hagamos G ..

�
�
iPΓ Ci y veamos

que G P R-Fil�.
1] Sea I P G y sea J un ideal izquierdo de R tal que I � J . Como I P Ci pa-
ra algún i P Γ y Ci es un �ltro, sucede que J P Ci; luego J P G.
2] Sean I, J P G. Entonces I P Ci y J P Cj para algunos i, j P Γ, como tCiuiPΓ

es una cadena, sin perder generalidad podemos suponer Ci � Cj ; de aquí que
I X J P Cj y así I X J P G.
3] Si I P G y r P R, entonces I P Ci para algún i P Γ, pero Ci es un �ltro, así
que pI : rq P Ci y por consiguiente pI : rq P G.
4] Sea I un ideal izquierdo máximo de R. Puesto que, en particular, I P H
para todo H P rF , ηr0sq, se tiene que I P Ci para cada i P Γ; entonces I P G.
Lo anterior asegura que G P R-Fil�. Ahora, como tCiuiPΓ � rF , ηr0sq, para
cada i P Γ existe un Ii P ηr0s de modo que Ii R Ci. Si G � ηr0s, se tendría
que

�
iPΓ Ii P G, luego

�
iPΓ Ii P Cj para algún j P Γ; como Ij es un ideal iz-

quierdo de R tal que
�
iPΓ Ii � Ij y Cj es un �ltro, entonces Ij P Cj , lo cual

no sucede. De esto se sigue que G P rF , ηr0sq. Por lo tanto G es una cota
superior de tCiuiPΓ en rF , ηr0sq, luego el Lema de Zorn nos garantiza que
rF , ηr0sq tiene un elemento máximo.

�
La a�rmación se interpreta como que para cada F P R-Fil�ztηr0su existe un
M P R-Fil�ztηr0su de modo que F �M y con la propiedad de que no existe
Z P R-Fil� tal que M � Z � ηr0s. En resumen, pR-Fil�,�,^Fil,_Filq es
una retícula coatómica.

�

En el capítulo 4 vimos que el prerradical Sing : R-ModÑ R-Mod, de�nido como
SingpMq

..
� tm P M |p0 : mq �e RRu, es exacto izquierdo, por lo que del Lema

4.2.5 y la Proposición 4.2.8 se sigue que TSing
..
� tM P R-Mod | SingpMq �Mu

es una clase de Wisbauer; a tal clase la denotaremos por R-Sing. Pongamos es-
tas observaciones en un lema para futuras referencias y concedamos un nombre
a los elementos de R-Sing.

De�nición
Sea M P R-Mod. Diremos que M es singular si SingpMq �M . En caso de
que SingpMq � 0, M se llamará no-singular.

Lema (5.2.3)
Si R es un anillo, entonces R-Sing ..

� tM P R-Mod|M es singularu P R-Wis.

A continuación veremos que R-Sing es una clase de Wisbauer especial si R tiene
propiedades particulares, pero antes recordemos que un anillo R es uniforme
izquierdo si como R-módulo izquierdo es uniforme.

Lema (5.2.4)
Si R es un anillo uniforme izquierdo, entonces R-Sing P iPpRq.
Demostración:
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Asumamos que RR es uniforme. Sea M un R-módulo no-singular que no es
inyectivo. Demostremos que In�1pMq � R-Sing:

[�] Sea N P In�1pMq. Para llegar a que N es singular, tomemos un n P N
arbitrario y mostremos que p0 : nq �e R. Como RR es uniforme, para probar
que p0:nq �e R, basta ver que p0:nq � 0. Si p0:nq � 0, entonces R � R{p0:nq,
no obstante R{p0:nq � Rn ¤ N , de esto, y del hecho de que N P In�1pMq
y In�1pMq es una clase de Wisbauer, se sigue que R P In�1pMq; de donde
el Criterio de Baer nos lleva a concluir queM es inyectivo, cosa que no puede
suceder. Por lo tanto p0 : nq � 0 y así SingpNq � N .
[�] Sea N P R-Sing. Con la intención de mostrar que M es N -inyectivo, sea
K ¤ N y sea f :K ÑM un R-mor�smo. Como N P R-Sing y R-sing es ce-
rrada bajo submódulos (Lema 5.2.3), se tiene que K P R-Sing. Ahora bien,
tenemos entonces que SingpKq � K, SingpMq � 0 y Sing P R-Pr, por lo
tanto fpKq � f

�
SingpKq

�
� SingpMq � 0, luego f es el mor�mos cero. De

este modo, si de�nimos f̄ : N ÑM como f̄pNq � 0 para todo n P N , ocurre
que f � f̄ |K , entonces N P In�1pMq.

�

Ahora ya sabemos que, si R es como en el enunciado del Lema 5.2.4, la clase
R-Sing es una i-carpeta. Mostraremos, en este caso, que de hecho R-Sing es un
elemento destacado de la retícula iPpRq.

Proposición (5.2.5)
Si R es un anillo uniforme izquierdo, la retícula

�
iPpRq,�,

�
,
��

tiene a
R-Sing como único coatómo.

Demostración:
Supongamos RR uniforme izquierdo. Recordemos que en la demostración de
la Proposición 5.1.14 vimos que

Fp q| : iPpRq ÝÑ R-Fil�

C ÞÝÑ FC
..
�

 
RI ¤ RR | R{I P C

(
es un isomor�smo de retículas. Si conseguimos probar que R-Fil� tiene un
único coatómo, digamos FC , por ser Fp q| un isomor�smo retícular, se tendría

que
�
Fp q|

��1 �FC
�
es un coatómo de iPpRq y que éste es el único. Pues bien,

esta será la ruta que nos guiará a la conclusión de la proposición que en este
momento nos ocupa.

A�rmación: tRI ¤ RR | R{I P R-Singu � tRI ¤ RR | I � 0u.

Demostración: Por hipótesis RR es uniforme, así que R P tRI ¤ RR|I � 0u.
[�] Tomemos un I P tRI ¤ RR | R{I P R-Singu. Si I � 0, entonces R{I � R,
pero R-Sing es cerrada bajo isomor�smos (Lema 5.2.3), así que R P R-Sing,
luego p0 : rq �e R para cada r P R; en particular 0 � p0 : 1q �e R, por lo
tanto R � 0, lo cual es imposible debido a que R es uniforme. Obteniendo
con esto que I � 0.
[�] Sea I � 0 un ideal izquierdo de R. Queremos llegar a que R{I P R-Sing,
para ello tomamos un a� I P R{I y mostraremos que p0̄ : a� Iq �e R; cosa
que, bajo la hipótesis de que RR de uniforme, equivale a ver que p0̄:a�Iq � 0.
Si a P I, entonces p0̄ : a�Iq � R � 0. Supongamos que a R I, en particular
a � 0. Debido a que tanto Ra como I son ideales izquierdos de R distintos
de cero y RR es uniforme, se tiene RaX I � 0, así existe un r P R tal que
0 � ra P I; de aquí que r � 0 y r P tr P R|ra P Iu � pI : aq � p0̄ : a� Iq.

�
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Notamos que Fp q|pR-Singq � FR�Sing � tRI ¤ RR | R{I P R-Singu, por lo
que de la a�rmación conseguimos que Fp q|pR-Singq � tRI ¤ RR | I � 0u y
por consiguiente que tRI ¤ RR | I � 0u P R-Fil�. Como ηr0s � tRI ¤ RRu
es el elemento mayor de R-Fil�, tenemos que tRI ¤ RR | I � 0u es un coató-
mo de R-Fil�, y además, por construcción, éste es el único. Así R-Sing es el
único coatómo de iPpRq.

�

Como se aprecia en la Proposición 5.2.5, si un anillo R tiene propiedades espe-
ciales, entonces obtendremos que la estructura retícular de iPpRq se vuelve más
rica. En lo que sigue justamente analizaremos qué sucede con el per�l de in-
yectividad de algunos tipos de anillos, sin embargo necesitamos probar algunos
resultados preliminares.

De�nición
Un anillo R se llama cuasi-inyectivo izquierdo si todo R-módulo izquierdo
cuasi-inyectivo es inyectivo.

De�nición
Si R es un anillo, decimos que R es un V-anillo izquierdo si todo R-módulo
izquierdo simple es inyectivo.

Lema (5.2.6)
Si R es un anillo tal que todo R-módulo izquierdo semisimple es inyectivo,
entonces R es neteriano izquierdo.

Demostración:
Para hacer esta demostración usaremos el Lema 1.1.28. Sea tSiuiPI un con-
junto numerable de módulos simples. Entonces tSiuiPI es un conjunto de se-
misimples, de la hipótesis se obtiene que tSiuiPI es una familia de inyectivos,
de este modo EpSiq � Si para cada i P I; por lo tanto `iPIEpSiq � `iPISi
y así `iPIEpSiq es semisimple, luego la hipótesis nos lleva a la conclusión de
que `iPIEpSiq es inyectivo.

�

Corolario (5.2.7)
Si R es un anillo cuasi-inyectivo izquierdo, entonces R es un V-anillo izquierdo
y es neteriano izquierdo.

Demostración:
Sea S P R-Mod un simple. Entonces S es semisimple y por el Lema 3.2.1 es
cuasi-inyectivo, de donde por hipótesis se llega a que S es inyectivo. Por lo
tanto R es un V-anillo. Ahora bien, notamos que si C P R-SSMod, C es un
R-módulo cuasi-inyectivo, luego la hipótesis implica que C es inyectivo; de
esto y del Lema 5.2.6 concluimos que RR es neteriano.

�

Lema (5.2.8)
Sea M PR-Mod tal queM= `iPIMi. Si L ¤fi M , entonces L= `iPIpLXMiq
y LXMi ¤fi Mi para cada i P I.
Demostración:
Sea L ¤fi M . Es inmediato que ΣiPIpLXMiq � L. Por otro lado, para ca-
da j P I consideremos el mor�smo siguiente:
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À
iPI

Mi
πj
ÝÑMi

ij
ãÑ

À
iPI

Mi

m1� ... �mn ÞÑ mj ÞÝÑ mj

Como L ¤fi M , en particular se tiene que ijπjpLq � L para cada j P I. Si
x P L, existe ti1, ..., inu � I de modo que x � mi1 � � � � �min para algunos
mik PMik; entonces mik � iikπikpxq P LXMik para cada ik P ti1, ..., inu y
por consiguiente x P ΣiPIpLXMiq. En resumen L � ΣiPIpLXMiq. Además
pLXMjq X

�
ΣiPIztjupLXMiq

�
�Mj X

�
ΣiPIztjuMi

�
� t0u para cada j P I,

así que L � `iPIpLXMiq. Usando el Lema 4.4.12 inciso (2) deducimos que
LXMi ¤fi Mi para cada i P I, �nalizando con esto la demostración.

�

Lema (5.2.9)
Sea R un anillo cuasi-inyectivo izquierdo y sean N,E P R-Mod, donde E es
un inyectivo inescindible. Si N ¤fi E, entonces N � 0 ó N � E.

Demostración:
Supongamos N ¤fi E. Digamos que N � 0 y probemos que N � E.

A�rmación: N P In�1pNq.

Demostración: Sea K ¤ N y sea f P HomRpK,Nq. Si i1 es la inclusión de K
enN e i2 la inclusión deN en E, como E es inyectivo hay un g P HomRpE,Eq
tal que

K N E

N

E

f

i1 i2

g

i2

es diagrama conmutativo. Como N ¤fi E, debe suceder que gpNq � N , así
f � pg|N q |K ; por lo tanto N es N -inyectivo.

�
Por la a�rmación anterior N es quasi-inyectivo, puesto que R es cuasi-inyec-
ctivo por hipótesis, se sigue que N es inyectivo. Ahora, del hecho de que E
es un inyectivo inescindible y de que 0 � N ¤ E, usando el Lema 1.1.25 con-
cluimos que E � EpNq; usando queN es inyectivo obtenemos de esta manera
que E � EpNq � N .

�

Consideremos un R anillo neteriano izquierdo y un E P R-Mod inyectivo. Sea Ii
un conjunto completo de representantes de clases de isomor�smo de R-módulos
izquierdos inyectivos inescindibles.2 El Lema 1.1.34 asegura que E � `QPגQ
para algún ג � Ii; no obstante, puede aparecer en`QPגQ un mismo factor más de
una vez, digamos que Q̌ aparece κQ̌ veces, entonces E � Q̌pκQ̌q`

�
`QPגztQ̌uQ

�
.

Luego en `QPגztQ̌uQ puede suceder lo mismo: repetirse un factor más de una
vez. Así podemos encontrar una familia de cardinales tκQuQPג tal que κQ son
las veces que Q aparece en `QPגQ; de este modo E � `QPגQ

pκQq, y en esta
descomposición de E ya no se repiten factores. Siguiendo esta idea, podemos
incluso hacer que en la descomposición de E �aparezcan� todos los inyectivos

2 En [25] Matlis demuestra, para un anillo arbitrario R, que: RM es inyectivo inescindible
si y sólo si M � EpR{Iq para algún RI ¤ RR irreducible. Entonces para cualquier anillo
R se tiene que hay a lo más |PpRq| módulos inyectivos inescindibles no isomorfos.
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inescindibles, ya que si existe I P Iizג, entonces podemos poner κI � H y aún así
tener que E � `QPגYtIuQ

pκQq debido a que IpκIq � 0. De estas observaciones
se obtiene el siguiente corolario.

Corolario (5.2.10)
Sea R un anillo neteriano izquierdo. Si E P R-Mod es inyectivo, existe una
familia de cardinales tκQuQPIi con la propiedad de que E �

À
QPIiQ

pκQq.

Lema (5.2.11)

Sea R un anillo neteriano izquierdo. Entonces, R

�À
QPIiQ

	
es inyectivo

principal.

Demostración:
Hagamos Ē ..

� `QPIiQ. Comenzamos notando que Ē es inyectivo por el Le-
ma 1.1.28. Ahora bien, tomemos un r P R-Prei arbitrario y lleguemos a que
r � ωĒ

rpĒq
. La Proposición 4.4.13 garantiza la existencia de un inyectivo Er

con la propiedad de que r � ωEr

rpErq
. Mientras que del Corolario 5.2.10 se

obtiene una familia de cardinales tκQuQPIi tal que Er � `QPIiQ
pκQq. Luego:

r � ωEr

rpErq

� ω
À
QPIiQ

pκQq

rp
À
QPIiQ

pκQqq
(Lema 4.4.11)

� ω
À
QPIiQ

pκQq

À
QPIi rpQ

pκQqq
(Lema 4.2.4)

�
�
QPIi ω

QpκQq

rpQpκQqq
(Lema 4.4.12 inciso (2))

�
�
QPIi ω

QpκQq

rpQqpκQq
(Lema 4.2.4)

�
�
QPIi

��
κQ
ωQ
rpQq

	
(Lema 4.4.12 inciso (2))

�
�
QPIi ω

Q
rpQq

� ω
`QPIiQ

`QPIirpQq
(Lema 4.4.12 inciso (2))

� ω
`QPIiQ

rp`QPIiQq
(Lema 4.2.4)

� ωĒ
rpĒq

. (De�nición de Ē)

Por lo tanto, en efecto, Ē es un módulo inyectivo principal.
�

En este punto ya estamos preparados para establecer un nuevo resultado con-
cerniente al per�l de inyectividad. Nuestro siguiente teorema relaciona de una
manera sensacional las observaciones precedentes y muestra la importancia de
tener una función entre dos estructuras que respete su naturaleza interna.
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Teorema (5.2.12)
Sea R un anillo cuasi-inyectivo izquierdo. La retícula

�
iPpRq,�,

�
,
��

es
distributiva.

Demostración:
Sea tEiuiPI un conjunto completo de representantes de clases de isomor�smo
de R-módulos (izquierdos) inyectivos inescindibles. Por el Corolario 5.2.7 sa-
bemos que RR es neteriano, por consiguiente del Lema 5.2.11 se tiene que
E

..
�

À
iPI Ei es un inyectivo principal. Observemos que si S P R-Mod es un

simple, como R es un V-anillo (Corolario 5.2.7) S es inyectivo; sin embargo
sus únicos submódulos son 0 y S, así que S es un inyectivo inescindible. Por
lo tanto todo simple es inyectivo inescindible, de aquí que existe un I 1 � I
de modo que tEiuiPI1 es un conjunto completo de representantes de clases
de isomor�smo de R-módulos simples. Tomemos J ..

� IzI 1, E1
..
�

À
iPI1 Ei y

E2
..
�

À
jPJ Ej .

A�rmación 1: Existe ϕ : SfipEq
� ÝÑ SfipE2q un isomor�smo de orden.

Demostración: Observamos que en el conjunto tEjujPJ no hay simples; pues
si hubiera algún simple ahí este tendría que ser isomorfo a algún elemento
de tEiuiPI1 , obteniendo de este modo que el conjunto tEiuiPI tiene dos ele-
mentos distintos e isomorfos, lo cual no es posible. Por lo tanto ZocpEq � E1.
De esta manera SfipEq

� � tA P SfipEq | E1 ¤ Au. Ahora, E � E1`E2,
entonces si A P SfipEq

� ocurre que A � pAXE1q`pAXE2q con AXE1 ¤fi E1

y AXE2 ¤fi E2 (Lema 5.2.8), pero E1 ¤ A, entonces AXE1 � E1; de aquí
que A � E1 ` pAX E2q, donde AX E2 ¤fi E2. Así que podemos de�nir:

SfipEq
� ϕ
ÝÑ SfipE2q

E1 ` pAX E2q ÞÑ AX E2

Sean A,B P SfipEq
�. Si A � B, entonces AXE2 � BXE2. Si ϕpAq � ϕpBq,

entonces AXE2 � B XE2, pero A � E1 ` pAXE2q y B � E1 ` pB XE2q,
así que A � B. Por lo tanto ϕ es una función inyectiva.

A�rmación 1.1: ϕ es suprayectiva.

Demostración: Sea N P SfipE2q. Queremos probar que E1�N ¤fi E. Sean
f P EndRpEq y e�n P E1�N . Como fpeq�fpnq � fpe�nq P E � E1`E2,
entonces fpeq � fpnq � a� b para algún a P E1 y algún b P E2. Notamos
que ZocpEq ¤fi E (Lema 4.4.1), así E1 ¤fi E y por consiguiente fpeq P E1.
Luego fpnq � x� b, donde x � pa�fpeqq P E1 y b P E2. Si consideramos a

E2
f |E2ÝÑ E1 ` E2

π2ÝÑ E2

se obtiene que π2 � f |E2
pnq P N , pues N ¤fi E2 y π2 � f |E2

P EndRpE2q.
Sin embargo π2 � f |E2pnq � π2pfpnqq � π2px� bq � b, por lo tanto b P N .
Así fpe� nq � fpeq � fpnq � a� b P E1 �N . De aquí que E1 �N ¤fi E.
Entonces E1 �N P SfipEq

�. Además pE1 �Nq XE2 � pE1 XE2q �N por
la Ley Módular, así que ϕpE1�Nq � pE1�NqXE2 � pE1XE2q�N � N .
Por lo tanto E1 �N P SfipEq

� y ϕpE1 �Nq � N .
�

De este modo ϕ es una función biyectiva. Por otro lado, si A,B P SfipEq
�,

no es difícil notar que A ¤ B si y sólo si AXE2 ¤ B XE2. Luego ϕ es un
isomor�smo de orden.

�
A�rmación 2: Existe ψ : SfipE2q ÝÑ PpJq mor�smo de orden inyectivo.
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Demostración: Si N P SfipE2q, recordando que E2 � `jPJEj , del Lema 5.2.8
se sigue que N � `jPJpN XEjq con N XEj ¤fi Ej para cada j P J ; de
donde, a su vez, el Lema 5.2.9 asegura que para cada j P J ó bien NXEj � 0
ó N X Ej � Ej . Entonces tiene sentido de�nir:

SfipE2q
ψ
ÝÑ PpJqÀ

jPJpN X Ejq ÞÝÑ tj P J | N X Ej � Eju

Sean K,N P SfipE2q. Si K � N , entonces K XEj � N XEj para cualquier
j P J , así que ψpKq � ψpNq. Si ψpKq � ψpNq, los conjuntos tKXEjujPJ
y tN XEjujPJ son iguales, luego K � `jPJpK XEjq � `jPJpN XEjq � N .
Ahora asumamos que K ¤ N ; si j P ψpKq, entonces K XEj � Ej , así
N XpEjq � N XpKXEjq � KXEj � Ej , por lo que j P ψpNq. Concluimos
con esto que ψ es una función inyectiva que preserva el orden.

�
Sea ψ es como en la prueba de la a�rmación 2 y seanK,N P SfipE2q. Supon-
gamos que ψpKq � ψpNq, como tj P J | N XEj � Eju contiene a los índices
de todos los factores de `jPJpNXEjq que son distintos de cero, la contención
tj P J | K XEj � Eju � tj P J | N XEj � Eju quiere decir que los factores
de`jPJpKXEjq distintos de cero son algunos de los que hay en`jPJpNXEjq,
por esta razón `jPJpK XEjq � `jPJpN XEjq y por lo tanto K ¤ N . De la
a�rmación 2 y de estas observaciones se deriva que

ψ| : SfipE2q ÝÑ Impψq

es un isomor�smo de orden. Pero más aún, por un lado notamos que

j P ψpK XNq ô pK XNq X Ej � Ej

ô Ej � K XN

ô Ej � K y Ej � N

ô K X Ej � Ej y N X Ej � Ej

ô j P ψpKq X ψpNq,

entonces ψpK XNq � ψpKq X ψpNq; mientras que por otra parte

j R ψpK �Nq ñ pK �Nq X Ej � 0

ñ pK X Ejq � pN X Ejq � pK �Nq X Ej � 0
ñ pK X Ejq � pN X Ejq � 0

ñ K X Ej � 0 y N X Ej � 0

ñ j R ψpKq Y ψpNq,
y

j R ψpKq Y ψpNq ñ K X Ej � 0 y N X Ej � 0

ñ @L P tK,Nu
�À

iPJpLXEiq �
À

iPJztjupLXEiq
	

ñ @L P tK,Nu
�
L �

À
iPJztjupLX Eiq

	
ñ @L P tK,Nu

�
L �

°
iPJztjuEi

	
ñ K �N �

°
iPJztjuEi

ñ pK �Nq X Ej �
�°

iPJztjuEi

	
X Ej � t0u

ñ pK �Nq X Ej � 0

ñ j R ψpK �Nq,
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así que ψpK �Nq � ψpKq Y ψpNq. En resumen, acabamos de probar que
para cualesquiera k, n P Impψq se tiene que kXn P Impψq y kYn P Impψq;
de esto y del hecho de queH � Impψq � PpJq, se sigue que pImpψq,�,X,Yq
es una subretícula de pPpJq,�,X,Yq. Así ψ| : SfipE2q ÝÑ Impψq es un
isomor�smo de orden entre retículas, de donde la Proposición 1.3.3 implica
que pSfipE2q,¤,X,Σq y pImpψq,�,X,Yq son retículas isomorfas; luego la
a�rmación 1 conduce a que pSfipEq�,¤,X,Σq y pImpψq,�,X,Yq son isomor-
fas. Finalmente, como pImpψq,�,X,Yq es subretícula de pPpJq,�,X,Yq y
pPpJq,�,X,Yq es distributiva, pImpψq,�,X,Yq es distributiva; dicha pro-
piedad se preserva bajo isomor�smos de retículas, así que pSfipEq�,¤,X,Σq
será distributiva también. Es el in�ujo de la Proposición 5.1.14 el que nos
fuerza a deducir que piPpRq,�,^,_q es una retícula distributiva.

�

Como pudimos apreciar en la demostración del teorema anterior, era necesario
demostrar algunos resultados extras para obtener bases sólidas en las cuales
pudiéramos cimentar nuestros razonamientos. Este proceso, el de trabajar con
varios resultados preliminares antes de poder deducir algo del per�l de inyec-
tividad de un anillo, será una constante en lo que resta del trabajo.

De�nición
Sea R un anillo. Decimos que R es uniserial izquierdo si el conjunto de todos
sus ideales izquierdos está linealmente ordenado por la inclusión.

De�nición
Si R es un anillo y P un ideal bilateral propio de R, decimos que P es fuerte-
mente primo si satisface lo siguiente: @x, y P Rpxy P P ñ x P P ó y P P q.

Lema (5.2.13)
Si R es un anillo uniserial izquierdo no cero, entonces R es local.

Demostración:
Sea R como en el enunciado. Mostremos que R satisface el inciso (4) del Le-
ma 1.1.35, a saber, que JpRq es un ideal izquierdo máximo de R. Puesto que
JpRq � RadpRRq �

�
tI | I ¤

máx
RRu, se tiene JpRq ¬ RR. Ahora bien, sea

I ¤ RR tal que JpRq � I. Entonces existe a P IzJpRq, por lo que a R K pa-
ra algún K ¤

máx
RR, así I � K; como R es un anillo uniserial izquierdo debe

suceder que K � I, usando que K es un ideal izquierdo máximo de R se si-
gue que I � R. Por lo tanto JpRq ¤

máx
RR.

�

Sea R un anillo uniserial izquierdo distinto de cero y hagamos JpRq ..
� J. Por

el Lema 5.2.13 R es local, así el Lema 1.1.35 asegura que R{J es un anillo con
división. Usando que R es uniserial izquierdo no es difícil probar que, para cada
n P Z�, Jn{Jn�1 es un R-módulo uniserial izquierdo. Ahora bien, puesto que
RJR ¤ RRR y J � Ann

�
Jn{Jn�1

�
� tr P R|@m̄ P Jn{Jn�1 prm̄ � 0̄qu, del Lema

1.1.1 deducimos que Jn{Jn�1 es un pR{Jq-módulo; como R{J es un anillo con di-
visión, Jn{Jn�1 resulta ser un pR{Jq-módulo semisimple, de donde, nuevamente
por Lema 1.1.1, se deduce que Jn{Jn�1 es un R-módulo semisimple. Como los
R-submódulos de Jn{Jn�1 están linealmente ordenados por la inclusión, del he-
cho de que Jn{Jn�1 es una suma de R-módulos simples se sigue que Jn{Jn�1

es un R-módulo simple ó es cero; esto nos dice que entre Jn y Jn�1 no hay
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ideales izquierdos propios contenidos. En resumen, los únicos ideales izquierdos
de R que contienen a Jn son los elementos del conjunto

 
Jk | k P t0, 1, ..., nu

(
.

Conviene poner estas observaciones en forma de corolario.

Corolario (5.2.14)
Sea R un anillo uniserial izquierdo. Si A ¤ RR es tal que JpRqn � A para
algún n P Z�, entonces A P

 
JpRqk | k P t0, 1, ..., nu

(
.

Lema (5.2.15)
Sea R un anillo uniserial izquierdo distinto de cero. Para P y A ideales bila-
terales propios de R, los siguientes enunciado son ciertos:

(1) P es fuertemente primo si y sólo si @x P P px2 P P ñ x P P q.
(2) Si A � 0 y A2 � A, entonces A es fuertemente primo.
(3) Si A no es nilpotente, entonces

�
nPZ� A

n es fuertemente primo.
(4) Si P es fuertemente primo y x P RzP , entonces P � Px.
(5) Si P es fuertemente primo y �nitamente generado, entonces P � JpRq ó
P � 0.

Demostración:
[1] La propiedad �P1 : @x P P px2 P P ñ x P P q� es necesaria para que P sea
fuertemente primo por de�nición, entonces sólo resta ver que tal propiedad
es su�ciente. Sean x, y P R tales que xy P P . Como R es uniserial izquierdo
Rx � Ry o bien Ry � Rx. Si Rx � Ry, hay un s P R tal que x � sy, ya que
P ¤ RRR y xy P P , ocurre que pyxq2 � ypxyqx P P ; luego yx P P por P1 y
así x2 � psyqx � spyxq P P , de donde de P1 implica que x P P . Si Ry � Rx,
existiría un t P R de modo que y � tx, sin embargo xy P P ¤ RR, entonces
y2 � ptxqy � tpxyq P P y de esta manera P1 asegura que y P P . Por lo tan-
to x P P ó y P P .

[2] Asumamos que A � 0 y A2 � A. Por (1) basta tomar un x P R de modo
que x2 P A y mostrar que x P A. Supongamos x R A. Como Rx � A y R es
uniserial izquierdo, debe de ser cierto que A � Rx; luego AA � ARx, pero
A2 � A y A ¤ RR por hipótesis, así que A � AA � ARx � Ax.

A�rmación: A � JpRqx.

Demostración: Sea a P A. Como A � Rx, existe r P R tal que a � rx. Si r
fuera una unidad, con inverso r�1, se tendría que x � r�1a P A, lo cual va
en contra de nuestra suposición inicial. Entonces r P tr P R | r no es unidadu,
sin embargo el Lema 5.2.13 asegura que tr P R|r no es unidadu � JpRq (esto
por el Lema 1.1.35 inciso 3), así que a � rx P JpRqx.

�
De la a�rmación anterior deducimos que Ax � JpRqx2, no obstante A � Ax,
entonces A � JpRqx2. Como JpRq es el conjunto de los elementos no inverti-
bles de R (Lema 5.2.13 y Lema 1.1.35), entonces JpRqx2 � Rx2. Ahora, co-
mo x2 P A ¤ RR, se tiene Rx2 � A; por lo tanto A � JpRqx2 � Rx2 � A,
lo cual es absurdo. De este modo concluimos que x P A.

[3] Hagamos Q ..
�

�
nPZ� A

n y supongamos que A no es nilpotente. Como A
es un ideal propio de R, Q también será un ideal (bilateral) propio de R.

A�rmación 1: Si Q � An para algún n P Z�, Q es fuertemente primo.

Demostración: Supongamos que Q � An para algún n P Z�. Por un lado
Q �

�
nPZ� A

n � A2n � AnAn, mientras que por otro AnAn � An � Q;
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de aquí que AnAn � Q. Luego Q2 � AnAn � Q y por (2) Q es fuertemente
primo.

�
A�rmación 2: Si Q � An para cada n P Z�, Q es fuertemente primo.

Demostración: Por el contrario, supongamos que Q � An para cada n P Z�

y que Q no es fuertemente primo. Debido a que Q no es fuertemente primo,
el inciso (1) garantiza la existencia de un x P R de modo que x2 P Q y x R Q.
Puesto que x R Q �

�
nPZ� A

n, debe de haber un m P Z� tal que x R Am;
por consiguiente Rx � Am, pero R es uniserial, entonces Am � Rx. Luego
AmAm � AmRx y Amx � Rx2, además no es difícil ver que AmRx � Amx,
por lo tanto AmAm � Rx2. Finalmente, como x2 P Q, sucede que Rx2 � Q,
pero Q � A2m por la suposición inicial, entonces Rx2 � A2m � AmAm.
Resumiendo, hemos llegado a que Rx2 � AmAm � Rx2, una contradicción.
Por lo tanto Q es fuertemente primo.

�
Como los casos posibles para Q se contemplan en las dos a�rmaciones ante-
riores y en ambas se concluye lo mismo, la prueba ha terminado.

[4] Supongamos P fuertemente primo. Se x P RzP . La elección de x nos di-
ce que Rx � P , de donde la hipótesis general implica que P � Rx; luego

p P P ñ p � rx para algún r P R
ñ rx P P
ñ r P P ó x P P (P es fuertemente primo)
ñ r P P (x R P )
ñ rx P Px
ñ p P Px.

Entonces P � Px. Como Px � P por ser P ideal izquierdo de R, obtenemos
la igualdad deseada.

[5] Sea P fuertemente primo y �nitamente generado. Puesto que R es local
(Lema 5.2.13), JpRq es el mayor ideal izquierdo propio de R (Lema 1.1.35),
así que P � JpRq. Supongamos P � JpRq. Entonces existe x P JpRq tal que
x R P , así x P RzP ; de (4) se sigue que P � Px, pero Px � PJpRq, por lo
tanto P � PJpRq. Sin embargo PJpRq � P ya que P ¤ RR, de esta forma
obtenemos que PJpRq � P . Como P es �nitamente generado por hipótesis,
el Lema de Nakayama (Lema 1.1.29) asegura que PJpRq ! P ; de esto y del
hecho de que PJpRq � P concluimos que P ! P , por consiguiente P � 0.

�

Proposición (5.2.16)
Sea R un anillo uniserial izquierdo. Si R es neteriano izquierdo, entonces�
nPZ� JpRqn � 0.

Demostración:
Supongamos R � 0 y RR neteriano. Si P es un ideal fuertemente primo de
R, en particular P ¤ RR, así que P es �nitamente generado (pues RR es
neteriano); por el inciso (5) del Lema 5.2.15 deducimos que P=JpRq ó P=0.
Entonces los únicos ideales fuertemente primos de R son JpRq y 0. Por otro
lado, si JpRq es nilpotente por supuesto ocurre que

�
nPZ� JpRqn � 0; por lo

tanto supondremos que JpRq no es nilpotente. En vista de que JpRq no es
nilpotente, el inciso (3) del Lema 5.2.15 asegura que

�
nPZ� JpRqn es fuerte-

mente primo, así
�
nPZ� JpRqn � JpRq ó

�
nPZ� JpRqn � 0 según nuestras

últimas observaciones. Si
�
nPZ� JpRqn � JpRq, entonces JpRq � JpRqn para
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toda n P Z�, por lo que JpRq � JpRqn para toda n P Z�; como JpRq es �ni-
tamente generado, porque RR es neteriano, el Lema (1.1.29) de Nakayama
conduce a que JpRq2 ! JpRq, luego JpRq ! JpRq y por consiguiente JpRq � 0,
lo cual contradice que JpRq no es nilpotente. Así

�
nPZ� JpRqn � 0.

�

Corolario (5.2.17)
Sea R un anillo que es tanto uniserial como neteriano izquierdo. Si A es un
ideal izquierdo de R, entonces A � 0 ó A � JpRqn para algún n P Z�.

Demostración:
Supongamos que R � 0. Sea 0 � A ¤ RR. Como

�
nPZ� JpRqn � 0 por la

Proposición 5.2.16, del hecho de que A � 0 se sigue que hay m P Z� tal que
A � JpRqm; entonces JpRqm � A (ya que R es uniserial izquierdo). Del Co-
rolario 5.2.14 se sigue que A P tJpRqn | k P t1, ...,muu.

�

Si bien el camino que recorrimos al probar todos los resultados preliminares ha
sido un poco largo, la recompensa que se avecina bien vale todo lo anterior.

Teorema (5.2.18)
Sea R un anillo uniserial neteriano izquierdo que no es artiniano izquierdo.
Entonces,

�
iPpRq,�

�
es un conjunto linealmente ordenado y numerable.

Demostración:
Como R es uniserial neteriano izquierdo, el Corolario 5.2.17 asegura que to-
dos los ideales izquierdos de R son los siguientes:

R � JpRq � JpRq2 � JpRq3 � � � � � JpRqn � JpRqn�1 � � � � � 0.loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon
C

Por lo tanto toda cadena de ideales izquierdos de R es una subcadena de C,
de este modo si JpRqn � 0, para algún n P Z�, entonces C sería �nita y por
consiguiente cualquier cadena descendente de ideales izquierdos se estaciona,
es decir, R sería artiniano izquierdo, cosa que no sucede. Así que JpRqn � 0
para cada n P Z�. Si JpRqn= JpRqn�1 para algún n P Z�, usando que JpRqn

es �nitamente generado (debido a que RR es neteriano) el Lema de Nakayama
(Lema 1.1.29) implica que JpRqnJpRq ! JpRqn; entonces JpRqn ! JpRqn, así
JpRqn � 0, que, como acabamos de ver, es imposible. De aquí que

R � JpRq � JpRq2 � JpRq3 � � � � � JpRqn � JpRqn�1 � � � � � 0.loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon
C

Por otro lado, del hecho de que R es uniserial izquierdo se sigue, en virtud
del Lema 5.2.13, que R es local y por lo tanto JpRq es el único ideal izquierdo
máximo de R (Lema 1.1.35), así R-Fil� � tF P R-Fil| JpRq P Fu. Tomemos
un F P R-Fil� y hagamos ZF

..
� tn P Z�|JpRqn P Fu. Para cada n P Z� de-

�nimos Fn
..
� tJpRqk | k P t0, 1, ..., nuu, mientras que Fω

..
� tJpRqk | k P Nu.

Notamos que si ZF tiene elemento mayor m, entonces F � Fn. Si ZF no
tiene elemento mayor, entonces F � Fω o bien F � ηr0s. Por lo tanto

R-Fil� � tFn|n P Z�u Y tFωu Y tηr0su

y además sus elementos están totalmente ordenados de la siguiente forma:

F1 � F2 � � � � � Fn � Fn�1 � � � � � Fω � ηr0s.
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Entonces R-Fil� es un conjunto linealmente ordenado e in�nito, como conse-
cuencia directa de la Proposición 5.1.14 se obtiene que iPpRq es un conjunto
in�nito que está totalmente ordenado por la inclusión.

�

A continuación veremos que al considerar una clase particular de anillos, su
per�l de inyectividad será una retícula artiniana y neteriana; no obstante, como
ya es costumbre, requerimos de ciertos resultados preliminares.

De�nición
Sea J P R-Fil. Diremos que J es jansiano si es cerrado bajo tomar inter-
secciones arbitrarias.

Lema (5.2.19)
Sea R un anillo y sea I un ideal bilateral de R. Entonces, ηrIs es jansiano.

Demostración:
El Lema 4.3.1 asegura que ηrIs es un �ltro. Ahora bien, sea tIαuαPΓ un sub-
conjunto no vacío de ηrIs. Entonces, para cada α P Γ, se tiene que Iα es un
ideal izquierdo de R y que I � Iα, por lo tanto

�
αPΓ Iα es un ideal izquierdo

de R tal que I �
�
αPΓ Iα; luego

�
αPΓ Iα P ηrIs. �

Lema (5.2.20)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Si J P R-Fil, entonces J es jansiano.

Demostración:
Sea J P R-Fil y sea tIαuαPΓ un subconjunto no vacío de J . Como RR es
artiniano, existe un subconjunto �nito Γ0 de Γ tal que

�
αPΓ Iα �

�
αPΓ0

Iα.
Del hecho de que tIαuαPΓ0

es un subconjunto �nito (no vacío) de J y de que
J es un �ltro, se sigue que

�
αPΓ0

Iα P J . Por lo tanto
�
αPΓ Iα P J .

�

Lema (5.2.21)
Sea F P R-Fil. Entonces, F es jansiano si y sólo si

�
F P F .

Demostración:
ñ] Si F es jansanio, como F � F , es claro que

�
F P F .

ð] Supongamos que
�

F P F . Sea tIαuαPΓ un subconjunto no vacío de J .
Como

�
F P F y

�
αPΓ Iα es un ideal izquierdo de R tal que

�
F �

�
αPΓ Iα,

de la de�nición de �ltro se sigue que
�
αPΓ Iα P F .

�

Lema (5.2.22)
Si F P R-Fil, entonces

�
F es un ideal bilateral de R.

Demostración:
Sea F PR-Fil. Como F es un conjunto (no vacío) de ideales izquierdos de R,�

F es un ideal izquierdo de R, entonces sólo resta probar que p
�

Fq r �
�

F
para cada r P R. Tomemos pues un x P

�
F y un r P R. Queremos mostrar

que xr P I para cada I P F , por lo que tomamos un I P F arbitrario. El he-
cho de que F sea un �ltro nos lleva a deducir que pI : rq P F , por consiguiente�

F � pI : rq y de este modo ocurre que xr P I.
�

Lema (5.2.23)
Sea F P R-Fil. Entonces, F es jansiano si y sólo si F � ηrIs para algún ideal
bilateral I de R.
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Demostración:
ð] Inmediato del Lema 5.2.19.

ñ] Supongamos a F jansiano. Si hacemos LF
..
�

�
F , del Lema 5.2.22 se

sigue que LF es un ideal bilateral, lo cual, usando el Lema 4.3.1, conduce a
que ηrLF s es un �ltro. Veamos que F � ηrLF s. Sea I P F . Tenemos enton-
ces que LF P ηrLF s y LF � I, pero ηrLF s es un �ltro, por lo tanto I P ηrLF s.
Por otro lado, si J es un ideal izquierdo de R de modo que LF � J (es decir,
J P ηrLF s), como F es jansiano, por el Lema 5.2.21 sucede que LF P F ; de
la de�nición de �ltro es inmediato que J P F .

�

De los Lemas 5.2.20 y 5.2.23 se obtiene de inmediato el siguiente corolario, el
cual es básicamente la columna vertebral de nuestro próximo, y último, teorema
de esta sección.

Corolario (5.2.24)
Si R es artiniano izquierdo, entonces R-Fil �

 
ηrIs |RIR ¤ RRR

(
.

Teorema (5.2.25)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Hay un anti-isomor�smo de retículas
entre

�
iPpRq,�,

�
,
��

y
�
tRAR ¤ RRR | A � JpRqu, ¤,

�
,
°�

.

Demostración:
Teniendo en cuenta que R-Fil �

 
ηrIs|RIR ¤ RRR

(
(por el Corolario 5.2.24)

y que JpRq � RadpRRq �
�
tJ | J es un ideal izquierdo máximo de Ru, no es

difícil notar que R-Fil� �
 
ηrIs P R-Fil | I � JpRq

(
. De este modo, si hace-

mos ΦJpRq
..
�

 
RAR ¤ RRR | A � JpRq

(
, de�niendo

R-Fil�
ϕ
ÝÑ ΦJpRq

ηrIs ÞÝÑ I

se obtiene que ϕ es una función biyectiva; de hecho su inversa está dada por
ϕ�1pAq

..
� ηrAs, para cada A P ΦJpRq. Ahora bien, observemos que pΦJpRq,�q

es un conjunto parcialmente ordenado, pero más aún, pΦJpRq,�,X,Σq es una
retícula. Entonces pR-Fil�,�q y pΦJpRq,�q tienen estructura de retícula. Por
otra parte, si ηrIs, ηrJs P R-Fil� son tales que ηrIs � ηrLs, como I P ηrIs, se
sigue que I P ηrLs y así L � I; luego ϕ invierte el orden. Recíprocamente,
asumamos que A,B P ΦJpRq y A � B, si K P ηrBs sucede que B � K y por
consiguiente A � K, lo cual signi�ca que K P ηrAs, entonces ηrBs � ηrAs;
de aquí que ϕ�1 invierte el orden. Por lo tanto ϕ es un anti-isomor�smo de
orden. La Proposición 5.1.14 lleva a concluir que hay un anti-isomor�smo
de orden entre piPpRq,�q y pΦJpRq,�q, hecho que ante la Proposición 1.3.3
se traduce en que piPpRq,�,^,_q y son pΦJpRq,�,X,Σq anti-isomorfas.

�

Corolario (5.2.26)
Si R es un anillo artiniano izquierdo, entonces la retícula

�
iPpRq,�,

�
,
��

es artiniana y neteriana.

Demostración:
Supongamos que RR es artiniano y tomemos un A � iPpRq tal que A � H.
Si ΦJpRq

..
�

 
RIR ¤ RRR|I � JpRq

(
, el Teorema 5.2.25 nos dice que hay un

φ : iPpRq Ñ ΦJpRq anti-isomor�smo de retículas, de esta manera φpAq es en
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particular un conjunto no vacío de ideales izquierdos de R; luego φpAq debe
de tener un elemento mínimo (pues RR es artiniano por hipótesis), digamos
I 1m, y también un elemento máximo (RR es neteriano por el Lema 1.1.36),
digamos I 1M . Sean φ�1pI 1mq

..
� Im y φ�1pI 1M q

..
� IM , entonces Im, IM P A.

A�rmación: IM es un elemento mínimo de pA,�q.

Demostración: Sea x P A tal que x � IM . Como φ es un anti-isomor�smo de
orden (Proposición 1.3.3) entre piPpRq,�q y pΦJpRq,�q, entonces I 1M � φpxq,
la elección de I 1M implica que I 1M � φpxq. Por lo tanto x � IM .

�
De la a�rmación anterior se sigue que piPpRq,�,^,_q es artiniana. Análoga-
mente se ve que Im es un elemento máximo de pA,�q, así piPpRq,�,^,_q
resulta ser una retícula neteriana.

�

Por el Lema 1.3.4 sabemos que toda retícula artiniana es atómica, entonces del
corolario anterior se obtiene inmediatamente el siguiente resultado.

Corolario (5.2.27)
Si R es un anillo artiniano izquierdo, entonces

�
iPpRq,�,

�
,
��

es atómica.

5.3 Anillos sin Clase Media

Sabemos que un anillo R es semisimple si y sólo todo R-módulo izquierdo es
inyectivo y todo R-módulo derecho es inyectivo, lo cual ocurre si y sólo si
iPpRqi � tR-Modu � iPpRqd; entonces el per�l de inyectividad de un anillo
tiene cardinalidad 1 si y sólo si el anillo es semisimple, así en un anillo semisim-
ple los módulos pobres coinciden con los inyectivos. El siguiente paso es estudiar
a los anillos cuyo per�l de inyectividad tiene únicamente dos elementos, es decir,
anillos con la propiedad de que sus módulos están divididos en dos clases ajenas:
los pobres y los inyectivos.

De�nición
Si R es un anillo tal que |iPpRqi| � 2, diremos que R es un anillo sin clase
media izquierda. De manera análoga se de�ne un anillo sin clase media dere-
recha.

Es importante mencionar que los anillos sin clase tienen una forma genérica,
para ser más precisos, en [22] se demuestra el siguiente teorema:

Si R es un anillo sin clase media (izquierda), entonces R � S � T , en donde
S y T son anillos, con S un anillo semisimple y T un anillo que pertenece a
alguna de las siguientes tres clases:

(1) T es morita equivalente a un dominio PCI (izquierdo).
(2) T es un anillo inescindible SI (izquierdo) con las siguientes propiedades:
(2.1) T es artiniano (izquierdo) ó es un V-anillo (izquierdo).
(2.2) T tiene zoclo esencial y homogéneo.
(2.3) Hay un único, salvo isomor�smo, T -módulo (izquierdo) singular.

(3) T es un anillo artiniano (izquierdo) inescindible que satisface las condi-
ciones siguientes:
(3.1) ZocpTT q � SingpTT q � JpTT q.
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(3.2) T tiene zoclo homogéneo.
(3.3) Hay un único, salvo isomor�smo, T -módulo (izquierdo) simple que
no es inyectivo.

En el tercer caso, T es un anillo QF ó TT es pobre.

La demostración de tal teorema es bastante extensa, si bien es un resultado
importante, en realidad sus alcances no llegan (al parecer) a tocar ningún punto
de nuestro estudio; situación por la cual no presentamos aquí una prueba de
dicho enunciado. Con todo, analizaremos ciertos tipos de anillos y deduciremos
aspectos interesantes de su per�l de inyectividad; en el andar de este camino
encontraremos algunas condiciones que aseguran que un anillo no tiene clase
media.

Lema (5.3.1)
Sea R un anillo tal que JpRq es un ideal simple y esencial de R. Si asumimos
que R pR{JpRqq es semisimple, entonces R no tiene clase media izquierda.

Demostración:
Tomemos unM PR-Mod no inyectivo y probemos queM es pobre. Para ver
queM es pobre nos ayudaremos del Lema 3.2.4, entonces sea Rx P In�1pMq
y lleguemos a que Rx es semisimple. Como Rx � R{p0 : xq, In�1pMq es
cerrada bajo isomor�smos y M no es inyectivo, el Criterio de Baer asegura
que p0 : xq � 0; del hecho de que JpRq �e R se sigue que p0 : xq X JpRq � 0.
Luego 0 � p0 : xq X JpRq ¤ JpRq y JpRq es simple por hipótesis, entonces
p0 : xq X JpRq � JpRq y así JpRq ¤ p0 : xq; consiguiendo de este modo que
Rx � R{p0 : xq � pR{JpRqq

L
pp0 : xq{JpRqq. Ahora, si R{JpRq es semisimple

entonces toda copia de cualquier cociente de R{JpRq también lo es, en par-
ticular Rx; por consiguiente M es pobre.

�

Lema (5.3.2)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Entonces, R es un anillo sin clase media
izquierda si y sólo si JpRq � 0 y JpRq no contiene ideales de R distintos de
los triviales.

Demostración:
Sabemos que existe una biyección entre iPpRqi y tRAR ¤ RRR | A � JpRqu
por el Teorema 5.2.25, de aquí que |iPpRqi| � 2 si y sólo si JpRq contiene
exactamente dos ideales (a 0 y a sí mismo).

�

Hasta ahora sólo hemos trabajado con el per�l de inyectividad izquierdo de un
anillo, sin embargo, y aunque no lo hemos mencionado explícitamente, todos los
resultados obtenidos para iPpRqi también se tienen para iPpRqd si uno trabaja
con R-módulos derechos de la misma forma en que hicimos con los R-módulos
izquierdos. Así que en particular es cierta la �versión derecha� del Teorema
5.2.25: Si R es un anillo artiniano derecho, entonces existe un anti-isomor�smo
de retículas entre piPpRqd,�,^,_q y ptRAR ¤ RRR | A � JpRqu, ¤, X,Σq.

Corolario (5.3.3)
SeaR un anillo artiniano. Entonces,

�
iPpRqi,�,

�
,
��

y
�
iPpRqd,�,

�
,
��

son retículas isomorfas, en particular R es un anillo sin clase media izquierda
si y sólo si R es un anillo sin clase media derecha.
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Demostración:
Si hacemos ΦJpRq

..
�

 
RIR ¤ RRR|I � JpRq

(
, por el Teorema 5.2.25 tenemos

que existe un φi : iPpRqi Ñ ΦJpRq anti-isomor�smo de retículas y por la ver-
sión derecha del Teorema 5.2.25 sabemos que existe un anti-isomor�smo
de retículas φd : iPpRqd Ñ ΦJpRq. Entonces φ�1

d � φi : iPpRqi Ñ iPpRqd es
una función biyectiva tal que para cualesquiera A,B P iPpRqi sucede, debido
a que un anti-isomor�smo de retículas es un anti-isomor�smo de orden (Le-
ma 1.3.1 y Lema 1.3.2), que

A � B ô φipBq � φipAq ô φ�1
d

�
φipAq

�
� φ�1

d

�
φipBq

�
,

por lo tanto φ�1
d �φi es un isomor�smo de orden entre conjuntos con estruc-

tura de retícula; luego φ�1
d �φi es un isomor�smo de retículas por la Proposi-

ción 1.3.3. Como |iPpRqi| � |iPpRqd|, se sigue que |iPpRqi| � 2 si y sólo si
|iPpRqd| � 2.

�

Para una cierta clase de anillos semiartinianos izquierdos tenemos una caracteri-
zación de cuándo tales anillos no tienen clase media. Puesto que los anillos semi-
artinianos no son anillos que se estudien en un curso estándar de licenciatura,
nos tomamos la libertad de analizar algunas de sus propiedades principales con
el objetivo de hacer el contenido de este trabajo más accesible para un mayor
número de personas. Así pues, iniciamos con la de�nición.

De�nición
Si M P R-Mod, diremos que M es semiartiniano izquierdo si todo cociente
distinto de cero de M contiene un módulo simple. Mientras que un anillo R
se llamará semiartiniano izquierdo si como R-módulo izquierdo es semiarti-
niano izquierdo.

A partir de aquí sólo diremos �semiartiniano� en vez de �semiartiniano izquierdo�,
esto para agilizar la lectura de los lemas que a continuación vienen.

Lema (5.3.4)
Si M P R-Mod es semiartiniano, entonces ZocpMq �e M .

Demostración:
Sea 0 �M P R-Mod semiartiniano. Como M �M{0 � 0, por hipótesis M
debe contener un simple, así ZocpMq � 0. Supongamos que ZocpMq �e M .
Entonces existe 0 � N ¤M tal que ZocpMqXN � 0. Sea L un seudocomple-
mento de N enM , del Lema 1.1.18 se sigue que pN�Lq{L �e M{L. Como
M es semiartiniano yM{L � 0, M{L contiene un simple, digamos S̄; enton-
ces 0 � ppN � Lq{Lq X S̄ ¤ S̄ (pues pN � Lq{L �e M{L) y S̄ es simple, así
ppN � Lq{LqX S̄ � S̄ y por consiguiente S̄ � pN �Lq{L. Como pN �Lq{L
contiene un simple y pN � Lq{L � N{pLXNq � N{0 � N , deducimos que
N también tiene un submódulo simple, sea S dicho submódulo. En resumen
S �

°
tS | S ¤M y S es simple uXN � ZocpMqXN � 0, lo cual es absur-

do debido a que S es distinto de cero por ser simple.
�

Lema (5.3.5)
Sea N,M P R-Mod. Los siguientes enunciados son ciertos:

(1) Si N �M y M es semiartiniano, entonces N es semiartiniano.
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(2) Si N ¤M y M es semiartiniano, entonces M{N es semiartiniano.
(3) Si N ¤M y M es semiartiniano, entonces N es semiartiniano.
(4) Si tMiuiPI es una familia de R-módulos semiartinianos, entonces

À
iPIMi

es semiartiniano.

Demostración:
Supongamos que M � 0 es semiartiniano.

[1] Si M
ϕ
� N y K � N{L para algún L ¬ N , entonces M{Kerpπϕq � N{L,

donde π:N � N{L es el epimor�smo natural; como ϕ�1pLq ¬ ϕ�1pNq �M
y M{Kerpπϕq �M{ϕ�1pKerpπqq �M{ϕ�1pLq, del hecho de que M es se-
miartiniano se sigue queM{Kerpπϕq contiene un simple y por lo tanto N{L
también.

[2] Sea N ¬M . Si L{N ¬M{N , como pM{Nq { pL{Nq �M{L � 0 y M es
semiartiniano, deducimos que pM{Nq { pL{Nq tiene un submódulo simple.

[3] Tomemos un 0 � N ¬M . Asumamos que N̄ es un cociente de N distinto
de cero. Si i : N ãÑM es el monomor�smo inclusión y π : N � N̄ es el epi-
mor�smo natural, los Lemas 1.1.7, 1.1.6 y 1.1.8 nos aseguran que para
M̄

..
� pN̄ `Mq{U , donde U ..

� t
�
πpnq,�ipnq

�
| n P Nu, existe un monomor-

�smo ψ : N̄ � M̄ y un epimor�smo β : M � M̄ de modo que

N M

N̄ M̄

π

i

β

ψ

es un diagrama conmutativo. Puesto que N �M , se tiene que U � N̄ `M
y por lo tanto M̄ � 0; de los incisos (1) y (2) se sigue que M̄ es semiartiniano,
luego el Lema 5.3.4 implica que ZocpM̄q �e M̄ . Entonces ZocpM̄q �e M̄ y
0 � ψpN̄q ¤ M̄ , así que 0 � ψpN̄q X ZocpM̄q � Zoc

�
ψpN̄q

�
(pues Zoc es un

prerradical exacto izquierdo), de aquí que ψpN̄q contiene un simple; usando
que ψpN̄q � N̄ llegamos a la conclusión de que N̄ también debe de tener un
submódulo simple.

[4] Sea tMiuiPI una familia, no vacía, de R-módulos semiartinianos tal que
Ml � 0 para algún l P I. En vista del inciso (1) podemos suponer sin perdida
de generalidad que tMiuiPI es una familia independiente. Sea M̄ un cociente
distinto de cero de `iPIMi, entonces existe un epimor�smo ϕ : `iPIMi � M̄
y, como hay un 0 � m̄ P M̄ , existe un 0 � m

..
� mj1� � � ��mjk P `iPIMi de

modo que ϕpmq � m̄ � 0; así mji � 0 para algún ji P tj1, ..., jku � I, por
lo tanto ϕ|Mij

: Mij � ϕpMijq es un epimor�smo tal que ϕpMijq � 0. Luego
ϕpMijq tiene un submódulo simple ya queMij es semiartiniano, sin embargo
ϕpMijq � M̄ , así que M̄ contiene un simple.

�

Lema (5.3.6)
Un anillo R es semiartiniano izquierdo si y sólo si todo R-módulo izquierdo
es semiartiniano izquierdo.

Demostración:
Si R es un anillo semiartiniano, como todo M P R-Mod es cociente de RpXq

para algún conjunto X, los incisos (4) y (2) del Lema 5.3.5 implican que to-
do R-módulo es semiartiniano.

�
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Notamos que si R es un anillo, Ē un R-módulo inyectivo principal y ZocpĒq � Ē,
entonces Zoc � ωĒ

ZocpĒq
� ωĒ

Ē
� 1, así que todo R-módulo es semisimple; por

lo tanto RR es semisimple. De este modo si R es un anillo no semisimple, para
cualquier Ē P R-Mod inyectivo principal sucede que ZocpĒq � Ē.

Teorema (5.3.7)

Sea R un anillo semiartiniano izquierdo no semisimple. Son equivalentes:
(1) R es un anillo sin clase media izquierda.
(2) Todo R-módulo no semisimple y quasi-inyectivo es inyectivo.

Demostración:

p1q ñ p2q] Supongamos que R no tiene clase media izquierda, entonces para
todo N P R-Mod se tiene que In�1pNq=R-SSMod ó que In�1pNq=R-Mod.
Sea M P R-Mod quasi-inyectivo y no semisimple. Como M P In�1pMq por
ser M quasi-inyectivo, si M no fuera inyectivo, por hipótesis, ocurriría que
In�1pMq � R-SSMod y por lo tantoM sería semisimple, lo cual es absurdo;
así que M debe de ser inyectivo.

p2q ñ p1q] Asumamos cierto el enunciado del inciso (2). Sea Ē P R-Mod un
inyectivo principal. Tomemos un M P SfipĒq

� tal que ZocpĒq ¬M . Como

RR es semiartiniano, por el Lema 5.3.6 se tiene que Ē es semiartiniano y
así del Lema 5.3.4 obtenemos que ZocpĒq �e Ē; luego el Lema 1.1.12 condu-
ce a queM �e Ē, por consiguiente EpMq � Ē. Como M ¤fi Ē, entonces
M ¤fi EpMq y de la Proposición 3.2.6 se deriva que M es quasi-inyectivo.
Por otro lado, en vista de que ZocpĒq es el mayor submódulo semisimple de
Ē y M es un submódulo de Ē tal que ZocpĒq ¬M , deducimos que M no es
semisimple. Entonces M es quasi-inyectivo y no es semisimple, así que del
inciso (2) se sigue que M es inyectivo; sin embargo EpMq � Ē, por lo tanto
M � Ē. En resumen SfipĒq

�=tĒ, ZocpĒqu. Del hecho de que |SfipĒq�| � 2

y de que hay una biyección entre SfipĒq� y iPpRqi (Proposición 5.1.14), lle-
gamos a que R es un anillo sin clase media izquierda.

�

Si R es un anillo artiniano izquierdo, todo cociente de R es artiniano izquierdo,
entonces para cualquier RI ¬ RR sucede que el conjunto tL{I ¤ R{I | L{I � 0u
tiene un elemento mínimo; luego R{I contiene un simple. Así todo anillo ar-
tiniano izquierdo es semiartiniano izquierdo. Por otra parte, si R es un anillo
artiniano izquierdo no semisimple, por el Lema 1.1.30 sucede que JpRq � 0, de
aquí que JpRq contiene al menos dos ideales de R distintos. De estas observa-
ciones, del Corolario 5.3.2 y del Teorema 5.3.7, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario (5.3.8)

Sea R un anillo artiniano izquierdo no semisimple. Son equivalentes:

(1) R es un anillo sin clase media izquierda.
(2) Todo R-módulo no semisimple y quasi-inyectivo es inyectivo.
(3) JpRq no contiene ideales de R distintos de los triviales.
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5.4 Orden Lineal en iPpRq

Bien, después de que ya estudiamos, en la sección pasada, el caso en el que el
per�l de inyectividad de un anillo consta de solamente dos elementos (lo cuales
están linealmente ordenados por la inclusión), ha llegado el momento de analizar
cuándo el per�l de inyectividad de un anillo es un conjunto totalmente ordenado.
Como el per�l de inyectividad de un anillo R es una clase de clases de Wisbauer
y como R-Wis es una retícula isomorfa a R-Fil, si uno logra deducir aspectos del
comportamiento del orden de�nido en R-Fil se van a tener implicaciones en el
orden establecido en R-Wis y por consiguiente en el orden de iPpRq; así es una
suerte que Ana Viola-Prioli y Jorge Viola-Prioli hayan estudiado a profundidad
en [23] los anillos para los cuales se tiene que R-Fil es linealmente ordenado,
los resultados siguientes son precisamente el fruto de los trabajos de estos dos
autores.

Proposición (5.4.1)
Sea R un anillo. Son equivalentes:

1.- pR-Fil,�q es un conjunto linealmente ordenado.
2.- Para cualquier par de ideales izquierdos I y J de R existe X � R �nito
de modo que pI : Xq � J ó pJ : Xq � I.
3.- Para cualesquiera I y J ideales izquierdos de R existe n P N tal que R{I
es isomorfo a un cociente de un submódulo de pR{Jqpnq ó R{J es isomorfo a
un cociente de un submódulo de pR{Iqpnq.

Demostración:
p1q ñ p2qs Sea RK ¤ RR. De�nimos:

FpKq ..� tRU ¤ RR | DX � R �nito de modo que pK : Xq � Uu.

Notamos que pK : t1uq � K, así pues K P FpKq; sin embargo FpKq no sólo
es una familia no vacía de ideales izquierdos de R.

A�rmación: FpKq P R-Fil.
Demostración: Tomemos a P R, RJ ¤ RR y U, V P FpKq.
i] Supongamos que U � J . Como U P FpKq, existe X � R �nito de modo
que pK : Xq � U . Entonces pK : Xq � J , y así J P FpKq.
ii] Con base en la elección de U y V podemos asegurar que pK : Xq � U y
que pK : Y q � V para ciertos subconjuntos �nitos X y Y de R. Observamos
ahora que r P pK : X YY q implica rpX YY q � K, tomando x P X y y P Y
tenemos que rx, ry P rpXYY q, y por lo tanto llegamos a que rx, ry P K;
luego r P pK : XqXpK : Y q, pero pK : XqXpK : Y q � U XV , así r P U XV .
Entonces pK : X Y Y q � U X V , donde X Y Y es un subconjunto �nito de
R, de aquí que U X V P FpKq.
iii] En vista de que U P FpKq, existe un X � R �nito tal que pK : Xq � U .
Fijando nuestra atención en pK : aXq observamos que, r P pK : aXq implica
rpaXq � K, lo cual deriva en que praqX � K; consiguiendo con esto
que ra P pK : Xq y por consiguiente que ra P U , lo cual nos lleva a su vez a
deducir que r P pU : aq. En resumen tenemos pK : aXq � pU : aq, como aX
es �nito obtenemos �nalmente que pU : aq P FpKq.
6 FpKq P R-Fil para cualquier K ideal izquierdo de R.

�
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Por otro lado, sean I y J ideales izquierdos de R. Ya que FpIq,FpJq P R-Fil
y R-Fil está linealmente ordenado por la inclusión, sin perdida de generalidad
podemos suponer FpIq � FpJq. Ya que I P FpIq, concluimos que I P FpJq;
luego existe X � R �nito tal que pJ : Xq � I.

p2q ñ p3qs Sean I, J ¤ RR. Por (2) tenemos que pI : Xq � J ó pJ : Xq � I
para algún X � R �nito, digamos X � tx1, ..., xnu. Sin perder generalidad
podemos suponer pI : Xq � J . A continuación de�nimos

R
f
ÝÑ pR{Iq

pnq

r ÞÝÑ rpx1 � I, ..., xn � Iq

Es inmediato ver que f es un R-mor�smo, y en vista de que

Kerpfq � tr P R | fprq � 0̄u
� tr P R | rxi P I para cada xi P Xu
� tr P R | rX � Iu
� pI : Xq,

deducimos que Impfq
f 1

� R{pI : Xq. Por otro lado, también de�nimos

R{pI : Xq
g
ÝÑ R{J

r � pI : Xq ÞÝÑ r � J

Notamos que si r� pI : Xq, r1 � pI : Xq P R{pI : Xq son iguales, entonces
r�r1 P pI : Xq, pero pI : Xq � J , por lo tanto r�r1 P J y así r�J � r1�J .
Luego g es función, y claramente suprayectiva. Pero más aún, se ve que g es
un R-mor�smo. Como Impfq ¤ pR{Iq

pnq y gf 1:Impfq ÝÑ R{J es un epimor-
�smo, concluimos que R{J es isomorfo a un cociente de un submódulo de
pR{Iq

pnq.

p3q ñ p1qs Sean F ,G P R-Fil. Supongamos que F � G. Ahora, tomemos a
los (únicos) prerradicales exactos izquierdos que les corresponden, respectiva-
mente, a F y a G bajo los isomor�smos de retículas descritos en los Teoremas
4.2.15 y 4.3.6; digamos r y s. Como F � G, entonces ocurre que r ª s; por
ello debe de existir unM P R-Mod tal que rpMq ¦ spMq. Ya que r, s PR-Prei,
rpMq, rpMq ¤M y rpMq ¦ spMq, entonces rpMq P Tr pero rpMq R Ts (donde
Tt

..
� tM P R-Mod | tpMq �Mu es la clase de pretorsión del prerradical t

de�nida justo antes del Lema 4.2.5), pues sprpMqq � spMq X rpMq, así que
si rpMq P Ts tendríamos que rpMq ¤ spMq, lo cual es imposible. A causa de
la Proposición 4.2.8, las clases Tr y Ts son de Wisbauer; de aquí, y del hecho
de que rpMq �

°
xPrpMqRx, llegamos a que rpMq P Tr si y sólo si Rx P Tr

para cada x P rpMq, y ya que rpMq R Ts, deducimos que hay algún x0 P rpMq
tal que Rx0 R Ts. En vista de que Rx0 � R{I para algún I ¤ RR, tenemos
que R{I P Tr y R{I R Ts. Por otro lado, si ahora tomamos los (únicos) �l-
tros asociados a Tr y Ts bajo los isomor�smos de retículas descritos en los
Teoremas 4.2.15 y 4.3.6, por la elección de r y s tendríamos que estos son,
respectivamente, F y G. Recordando que el isomor�smo de retículas entre
R-Prei y R-Fil esta dado por Fpq � Tpq, donde

R-Prei
Tpq
ÝÑ R-Wis

Fpq
ÝÑ R-Fil

t ÞÝÑ Tt ÞÝÑ FTt

y FTt � tRK ¤ RR | R{K P Ttu, notamos que lo obtenido hasta ahora se re-
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sume en que I P Fp� FTrq e I R Gp� FTsq. Que puesto que queremos probar
que G � F , sea J P Gp� FTsq. Por (3) sabemos que hay un n P N de modo
que R{I es isomorfo a un cociente de un submódulo de pR{Jqpnq ó R{J es
isomorfo a un cociente de un submódulo de pR{Iqpnq. Si R{I es isomorfo a
un cociente de un submódulo de pR{Jqpnq, como R{J P Ts y Ts P R-Wis,
entonces R{I P Ts y por lo tanto I P Gp� FTsq, lo cual no puede ocurrir. Por
lo tanto debe suceder que R{J es isomorfo a un cociente de un submódulo
de pR{Iqpnq, pero R{I P Tr y Tr P R-Wis, obteniendo así que R{J P Tr; lo
que deriva en que J P FTrp� Fq. Luego G � F .

�

Corolario (5.4.2)
Si R-Fil está linealmente ordenado por la inclusión, entonces también lo está
el conjunto de todos los ideales de R.

Demostración:
Supongamos que R-Fil está linealmente ordenado. Sean I y J ideales de R.
De la Proposición 5.4.1 se in�ere la existencia de un X � R �nito de modo
que pJ : Xq � I ó bien pI : Xq � J . Como I � pI : Xq y J � pJ : Xq, dedu-
cimos que J � I ó I � J .

�

Proposición (5.4.3)
Sea R un anillo artiniano izquierdo. Si la familia de los ideales de R está to-
talmente ordenada por la inclusión, entonces R-Fil también lo está.

Demostración:
Supongamos que la colección de ideales de R es un conjunto totalmente orde-
nado (por la inclusión). Tomamos F ,G P R-Fil. Consideremos

I0
..
�

£
F .

A�rmación: I0 es un ideal de R.

Demostración: Como RI0 ¤ RR, sólo debemos ver que ar P I0 para cualquier
a P I0 y cualquier r P R. Sean pues a P I0 y r P R. Notamos que si U P F ,
entonces pU : rq P F , y, así I0 �

�
F � pU : rq; de esto que I0r � U . Luego

I0r � U para cada U P F , obteniendo con esto que I0r �
�

F � I0. Como
ar P I0r, la inclusión anterior asegura que ar P I0.

�
Usando que R es artiniano izquierdo, del Lema 1.1.26 se sigue que hay un
subconjunto �nito F0 de F con propiedad de que

�
F0 �

�
F � I0; puesto

que F es cerrado bajo tomar intersecciones �nitas por de�nición, concluimos
que I0 P F . Como I0 ¤ RRR por la a�rmación, se tiene que ηrI0s PR-Fil; de
hecho, debido a que I0 P F , tenemos que F � ηrI0sp� tRU ¤ RR | I � Uuq.
Si hacemos J0

..
�

�
G, procediendo de manera análoga a como hicimos con

I0, llegaremos a que G=ηrJ0s. A causa de que la familia de ideales de R está
totalmente ordenada, podemos suponer, sin perder generalidad, que I0 � J0.
Del hecho de que I0 � J0, F � ηrI0s y G � ηrJ0s, se sigue que ηrJ0s � ηrI0s.
Por lo tanto G � I.

�

De�nición
Si I es un ideal propio de R, vamos a denotar al conjunto tRK ¤ RR|I � Ku
por ηrIs�.
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Lema (5.4.4)
Si los ideales de izquierdos de R están linealmente ordenados e I es un ideal
propio de R, entonces ηrIs� P R-Fil.

Demostración:
Supongamos que todos los ideales izquierdos de R están linealmente ordena-
dos y que I es un ideal propio de R.

i] Sean K P ηrIs� y J ¤ RR de modo que K � J . Como I � K � J , enton-
ces I � J y por lo tanto J P ηrIs�.

ii] Si J,K P ηrIs�, entonces I � K,J . Por hipótesis podemos suponer que
K � J , luego I � K � J XK. Así que J XK P ηrIs�.

iii] Tomamos K P ηrIs� y r P R. Sólo hay que ver que I � pK : rq. En vista
de que x P I implica xr P I, y como K P ηrIs�, se sigue que xr P K y por
lo tanto que x P pK : rq. Luego I � pK : rq. Ahora supongamos I � pK : rq.
Por hipótesis los ideales izquierdos Rr y K se deben comparar de alguna for-
ma. Notamos que si Rr � K, entonces x P R implica xr P Rr y por consi-
guiente xr P K, lo cual deriva en que x P pK : rq; obteniendo de esta manera
que R � pK : rq � I, lo cual es una contradicción ya que I es propio en R.
Por lo tanto debe ocurrir que K � Rr, pero si tomamos un x P KzI se tiene
que ar � x P K para algún aPR; así aPpK: rq= I, y de aquí deducimos que
x � ar P I, lo cual es imposible. Concluimos entonces que I � pK : rq.

�

Lema (5.4.5)
Si los ideales de izquierdos de R están linealmente ordenados y F P R-Fil,
entonces existe un ideal I0 de R tal que F � ηrI0s ó F � ηrI0s

�.

Demostración:
Supongamos que la colección de ideales izquierdos de R es un conjunto total-
mente ordenado. Sea F P R-Fil y hagamos I0

..
�

�
F . En la demostración

de la Proposición 5.4.3 vimos que I0 es un ideal de R, por ello ηrI0s PR-Fil.
Ahora analizamos los siguientes casos:

Caso 1 ] I0 P F .

En general F � ηrI0s. Ahora, como I0 P F , se obtiene que ηrI0s � F . Así,
en este caso, ocurre que F � ηrI0s.

Caso 2 ] I0 R F .

Sea K P ηrI0s
�. Entonces I0 � K. Si K � H para cada H P F , deducimos

que K � I0p�
�

Fq; de aquí que K � I0 � K, lo cual es absurdo. Por con-
siguiente existe H P F tal que K � H, sin embargo los ideales izquierdos de
R están linealmente ordenados, así que H � K; luego K P F debido a que
H es un elemento de F . En resumen ηrI0s� � F . Recíprocamente, si K P F ,
ocurre que I0 � K, y de hecho I0 � K, pues de lo contrario tendríamos que
I0 P F , lo cual contradice la hipótesis del caso actual; así K P ηrI0s

�. Por lo
tanto F � ηrI0s

�. Entonces F � η�rI0s.
�

Corolario (5.4.6)
Si los ideales de izquierdos de R están linealmente ordenados, entonces R-Fil
está linealmente ordenado.

Demostración:
Sean F ,G P R-Fil. El Lema 5.4.5 nos dice que hay ideales, I y J , de R tales
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que F � ηrIs ó F � ηrIs� y G � ηrJs ó G � ηrJs�. Por hipótesis podemos
suponer que I � J . Puesto que en general, si K es un ideal de R, ocurre que
ηrKs� � ηrKs, supondremos más bien I � J . Por otra parte, es inmediato
ver que ηrJs � ηrIs�, por esta razón ηrJs� � ηrJs � ηrIs� � ηrIs. Así, en
cualquier caso, se tiene que G � F .

�

Como un anillo es uniserial izquierdo si el conjunto de todos sus ideales izquier-
dos está linealmente ordenado por la inclusión, el corolario anterior nos permite
deducir rápidamente el siguiente resultado.

Corolario (5.4.7)
Sea R un anillo uniserial izquierdo. El conjunto

�
iPpRq, �

�
es linealmente

ordenado.

Demostración:
Por el Corolario 5.4.6 se tiene que R-Fil está linealmente ordenado por la in-
clusión. Usando que hay un isomor�smo de orden entre R-Fil y R-Wis (Teo-
rema 4.3.6), del hecho de que pR-Fil,�q es un conjunto linealmente ordenado
se sigue que pR-Wis,�q también lo es; por lo tanto cualquier subconjunto de
R-Wis será linealmente ordenado por la inclusión, en particular iPpRq.

�

Para una clase particular de anillos artinianos izquierdos se tiene que el orden
de�nido en su per�l de inyectividad está íntimamente relacionado con el orden
inducido por la inclusión en la familia de todos sus ideales bilaterales.

Proposición (5.4.8)
Sea R un anillo artiniano izquierdo local. Son equivalentes:

(1)
�
iPpRq, �

�
es linealmente ordenado.

(2)
�
tI � R | I es un ideal de Ru, �

�
es linealmente ordenado.

Demostración:
Como R es local, JpRq es el único ideal izquierdo máximo de R (Lema 1.1.35),
así que R-Fil� � tF P R-Fil | JpRq P Fu � R-FilztηrRsu. Por otra parte, si
F P R-FilztηrRsu, hay un I P F tal que RI ¬ RR, por lo que I ¤ JpRq (pues
JpRq es el mayor ideal izquierdo propio de R por el Lema 1.1.35), entonces
JpRq P F por de�nición de �ltro; de aquí que F P R-Fil�. De este modo se
tiene que R-Fil� � R-FilztηrRsu.

p1q ñ p2q] Si piPpRq,�q es linealmente ordenado, la Proposición i.s.s implica
que pR-Fil�,�q es linealmente ordenado, sin embargo R-Fil� � R-FilztηrRsu,
por ello pR-Fil,�q es linealmente ordenado; del Corolario 5.4.2 se sigue que
el conjunto de todos los ideales de R está linealmente ordenado por �.

p2q ñ p1q] Si la familia de los ideales de R está totalmente ordenada por la
inclusión, la Proposición 5.4.3 asegura que R-Fil también lo está, en particu-
lar pR-Fil�,�q debe ser linealmente ordenado; usando la Proposición 5.1.14
podemos concluir que piPpRq,�q es linealmente ordenado.

�

En los resultados precedentes hemos cargado propiedades al anillo para deducir
aspectos de su per�l de inyectividad, las proposiciones siguientes, con las cuales
cerramos este proyecto, muestran la posibilidad de una situación inversa; es
decir, si el per�l de inyectividad de un anillo R es de cierto tipo, entonces se
tendrán repercusiones en R-Mod.
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Proposición (5.4.9)
Sea R un anillo no semisimple de modo que

�
iPpRq,�

�
es linealmente orde-

nado. Para cada K P R-Mod no pobre, existe un C P R-Mod cíclico tal que
In�1pCq � In�1pKq.

Demostración:
Primero notamos que como R un no es semisimple, R-SSMod � R-Mod, es
decir, hay al menos un R-módulo que no es pobre. Sea K un R-módulo que
no es pobre y sea Γ un conjunto completo de representantes de clases de iso-
mor�smo de R-módulos cíclicos. Supongamos que In�1pNq � In�1pKq pa-
ra cada N P Γ. Como iPpRq está linealmente ordenado por la inclusión, la
suposición anterior conduce a que In�1pKq � In�1pNq para cada N P Γ;
entonces In�1pKq �

�
NPΓ In�1pNq. Sin embargo el Corolario 3.1.8 dice

que
�
NPΓ In�1pNq � In�1 p

±
NPΓNq, además

±
NPΓN es un R-módulo

pobre según el Teorema 3.2.10, así que
�
NPΓ In�1pNq � R-SSMod. Luego

In�1pKq � R-SSMod, hecho que deriva en que In�1pKq � R-SSMod, es
decir, K es pobre, lo cual contradice la naturaleza de K. Por lo tanto existe
N P Γ tal que In�1pNq � In�1pKq.

�

Corolario (5.4.10)
Sea R un anillo tal que

�
iPpRq,�,

�
,
��

es una retícula atómica y lineal-
mente ordenada. Entonces, hay un R-módulo cíclico que es pobre.

Demostración:
Si R es semisimple, todo R-módulo es pobre. Supongamos entonces que R
no es semisimple. Tomemos K P R-Mod de modo que In�1pKq es un átomo
de piPpRq,�q, en particular R-SSMod � In�1pKq, así que K no es pobre.
De la Proposición 5.4.9 se in�ere la existencia de un R-módulo cíclico C, tal
que In�1pCq � In�1pKq, lo cual nos lleva, usando que In�1pKq es un áto-
mo, a que In�1pCq � R-SSMod; por lo tanto C es un R-módulo pobre.

�

Proposición (5.4.11)
Sea R un anillo artiniano izquierdo tal que

�
iPpRq,�

�
es linealmente orde-

nado. Entonces, existe un R-módulo pobre que es simple.

Demostración:
Como RR es neteriano por el Lema 1.1.36 y R pR{JpRqq es cíclico, del Lema
1.1.33 se desprende que R{JpRq es neteriano izquierdo. Por otro lado, el Le-
ma 1.1.31 asegura que R pR{JpRqq es semisimple, así que R{JpRq � `iPISi
para alguna familia tSi | i P Iu de submódulos simples de R{JpRq; del hecho
de que R{JpRq es neteriano izquierdo deducimos que existe I0 � I �nito de
modo que R{JpRq � `iPI0Si. Luego In�1 p`iPI0Siq �

�
iPI0

In�1pSiq a
causa del Corolario 3.1.8 y Lema 3.1.9, pero In�1 pR{JpRqq � R-SSMod
por el Lema 3.2.5, así que

�
iPI0

In�1pSiq � R-SSMod. Ahora bien, por el
Corolario 5.2.27 podemos tomar un K P R-Mod de modo que In�1pKq es
un átomo de piPpRq,�q. Supongamos que R-SSMod � In�1pSiq para cada
i P I0. Si In�1pSiq � In�1pKq para algúni P I0, entonces In�1pKq no se-
ría ya un átomo puesto que R-SSMod � In�1pSiq � In�1pKq; por lo tanto
In�1pKq � In�1pSiq para todo i P I0 debido a que piPpRq,�q es linealmente
ordenado, de aquí que In�1pKq �

�
iPI0

In�1pSiq. Hemos llegado con esto
a que In�1pKq � R-SSMod; que es absurdo porque R-SSMod � In�1pKq
por de�nición de átomo. Luego In�1pSiq � R-SSMod para algún i P I0.

�
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