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Introduccion

Una variedad hiperbdlica M, es una variedad Riemanniana completa, conexa, con curvatura
seccional constante igual a —1. Dichas variedades son cocientes H" /G del espacio hiperbélico H"

via una accién libre de un grupo discreto G.

Encontrar diversos ejemplos de variedades hiperbdlicas es complicado. Una manera de generar
una gran cantidad de variedades hiperbdlicas topolégicamente diferentes, es mediante el pegado de
poliedros via un subgrupo de isometrias I(H"). El pegado de poliedros se hace identificando las caras
de estos mediante un subconjunto ® C I(H") de las isometrias de H", el conjunto ® es denominado
un I(H")—emparejamiento lateral y debe satisfacer el Teorema el cual nos indica cuando
el pegado mediante ® resulta ser una 3-variedad. Las variedades asi obtenidas poseen invariantes

geométricos como la compacidad, la completez y el volumen.

El proposito de esta tesis es exponer el cdlculo del volumen de 3-variedades hiperbdlicas mediante
la funcién de Lobachevsky, cuando se obtienen mediante pegado de poliedros. Adema&s veremos como
se comporta el espacio de valores de volimenes de 3-variedades hiperbdlicas segiin los teoremas de

Thurston, Jgrgensen, entre otros.

Una manera de calcular el volumen de una 3-variedad hiperbdlica M descrita en coordenadas
hiperbdlicas (ver seccién , es mediante una integral que involucra dichas coordenadas
hiperbdlicas. Este proceso en general es complicado. Sin embargo si M se obtiene mediante pegado
de poliedros convexos de volumen finito, la funcién de Lobachevsky (seccién nos permite calcular
su volumen mediante los angulos diédricos de los poliedros que se pegaron para formarla, evitando

calculos de integrales.

Para el caso de dimension 2, es un poco mas accesible. Por el Teorema de Gauss-Bonnet el
area de una 2-variedad M hiperbdlica orientable y compacta, es proporcional a la caracteristica de
Euler, a saber A(M) = 27wx(M). De este hecho, si A es un tridngulo hiperbdlico con dngulos «, 3, vy
(aqui a + B+ v < ) el drea estd dada por A(A) =7 — (a+ S+ 7). Para calcular el drea de un
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poligono, seguimos la ideologia “divide y vencerds”, partir el poligono en tridngulos y luego sumar
las areas de todos estos.

Otra consecuencia del Teorema de Gauss-Bonnet, es que el conjunto de posibles dreas de
2-variedades hiperbélicas completas de édrea finita es discreto en Ry U {0}. Mds adn, el nimero
de 2-variedades hiperbdlicas topoldgicamente diferentes con area menor o igual a r es finito.

En el caso de variedades de dimensién n > 3, el Teorema de Finitud de Wang (ver [Gro])
garantiza que para cada real z solo existe una cantidad finita de n-variedades hiperbdlicas completas
con volumen menor o igual a x salvo isometrias, lo que implica que el conjunto de posibles volimenes
de n-variedades hiperbdlicas completas de volumen finito es discreto en Ry U {0}. Asi, se observa
que el volumen de variedades de dimensién mayor a 3, tiene un comportamiento similar al de las
variedades de dimensién 2.

Sin embargo, en el caso de dimension 3, es diferente, puesto que el conjunto de posibles voliimenes
de 3-variedades hiperbdlicas completas de volumen finito no es discreto. Mas aun, dicho conjunto
tiene un buen orden y su ordinal es de la forma w®. Nuestro interés en esta tesis se centra en
3-variedades hiperbdlicas completas de volumen finito.

El Teorema de Thurston, sobre el comportamiento del volumen en 3-variedades hiperbdlicas
completas de volumen finito brinda mé&s informaciéon sobre el volumen. Definamos
M := {M|M 3-variedad hiperbdlica de volumen finito } y v:9 — R la aplicacién dada por

v(M) := vol(M) para cada M € M. Con esto tenemos el siguiente teorema.

Teorema de Thurston: Siv: 9 — R es la aplicacion dada arriba. Entonces v(9)
es un subconjunto de R cerrado, no discreto, bien ordenado y su ordinal es de la forma

w®. La aplicacién v es finito a uno, es decir v~ '(r) es finito para cada r € v(9).

Este teorema es consecuencia de varios teoremas profundos tales como el Teorema de rigidez de
Mostow, el Teorema de Jgrgensen, y otros dados por C. Chabauty, M. Gromov y W. Thurston.

El presente trabajo se divide en 4 capitulos.

En el Capitulo [I] se presenta el espacio de Lorentz y tres modelos de la Geometria Hiperbdlica
y se detalla el modelo del paraboloide o Lorentziano. Se define volumen hiperbdélico y el grupo de
isometrias, este ltimo sera de utilidad para construir variedades hiperbdlicas.

En el Capitulo se presenta lo necesario para dotar a una 3-variedad de una estructura
hiperbdlica. Se explica cémo construir 3-variedades, mediante pegado de poliedros y se dan las

condiciones para que dichas variedades resulten ser espacios métricos completos. Cabe senalar
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que no es tarea facil el encontrar un patréon de pegado de uno o mas poliedros para una variedad
hiperbdlica dada.

En el Capitulo se define la funcién de Lobachevsky, el calculo de volumen de
ortotetraedros(generalizados) los cuales son de utilidad para calcular el volumen de tetraedros
ideales, puesto estos tultimos se pueden ver como la suma algebraica de ortotetraedros. También
se da la construccién de estructuras hiperbédlicas pegando tetraedros ideales y regulares para el
complemento del nudo ocho, el complemento del Enlace de Whitehead y el complemento de los
anillos Borromeanos. Adema4s, se calcula el volumen hiperbdlico mediante la funcién de Lobachevsky
de dichas estructuras. Por 1ltimo, en el Capitulo |4]se expone el Teorema de Thurston, el cual hemos

descrito anteriormente.
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Capitulo 1

Geometria hiperbdlica

Existen diversos modelos de la Geometria Hiperbdlica, cada uno tiene sus ventajas y desventajas
sobre los otros modelos. En los capitulos subsecuentes se utilizard los siguientes tres modelos.

El modelo del semiespacio superior.

Es el semiespacio superior U" = {(z1...,2,) € R" : z, > 0} dotado con la métrica Riemanniana

dz? + - +dx?

2
Th

ds® =

En este modelo medir los angulos diédricos se traduce en medir dngulos entre planos Euclidianos o
bien dngulos entre una esfera y un plano Euclidianos tangentes; estos angulos seran de utilidad en
el célculo del volumen de tetraedros en U3.

El modelo del interior de la bola (o modelo conforme de Poincaré).

Consideremos la bola unitaria B" = {(z1,...,2,) € R" : 22 +--- 4 22 < 1} junto con la métrica

Riemanniana
da? + - +da?

ds? =
T )

lo que es un modelo de Geometria Hiperbdlica. Este tiene ventajas importantes, una es que tiene
una representacién como un subconjunto acotado del espacio Euclidiano. Los angulos hiperbdlicos
se miden como los angulos entre curvas en el espacio Euclidiano. También es un buen modelo
para estudiar las propiedades de poliedros regulares (centrados o con un vértice en el origen) ya que
existen geodésicas que son segmentos de recta Euclidianas, estas son precisamente las que pasan por
el origen. Asi se heredan ciertas propiedades de los poliedros Euclidianos a los poliedros hiperbdlicos,
las cuales son usadas para calcular el volumen de tetraedros ideales.

El modelo del hiperboloide o Lorentziano.
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Es el que presentamos en las siguientes secciones, en este modelo es mas simple la expresiéon de
la distancia hiperbdlica. Esta férmula es mas facil de manipular que las de los otros modelos, de
manera que la férmula de volumen también es facilmente calculable.

Estos modelos son isométricamente equivalentes, la demostracién de este hecho y otros detalles

se encuentra en [Can| y [Thu2].

1.1 n-Espacio Lorentziano

En R" (se asumira n > 1), la bola B, (z) :={y € R" : (z —y) - (x — y) < r} es un conjunto vacio si
r < 0, aqui - es el producto usual de R". A continuacién se define un producto interno para R",
llamado producto interno Lorentziano, para el cual si r es un nimero negativo B,(z) no es vacio y

en la frontera de una bola modelara al espacio hiperbdlico.

Definicién 1.1.1. Sea o : R" x R” — R, la forma bilineal dada por
Toy=—T1Yy1 + ToY2 + -+ TnYn,
donde x = (x1,...,2n) €y = (Y1,...,Yn). Esta forma bilineal es el producto interno Lorentziano.

El espacio R™ dotado con el producto interno Lorentziano se denota por R¥*~!. La norma

Lorentziana se define como sigue.
Definicién 1.1.2. Sea z € RV 1. La norma (longitud) Lorentziana de x es el nimero complejo
1
Jz]| = (z 0 x)2.
Aqui, ||z|| puede ser un numero real positivo, cero o imaginario positivo. Por la definicién de
norma Lorentziana se obtiene que R¥ ! se divide en los siguientes conjuntos.
Tipo luz (el hipercono C"™1).

Los vectores de tipo luz son todos los z € R~ tales que ||z|| = 0. En este caso si 21 < 0, entonces

x es un vector tipo luz negativo, y en el caso x; > 0, x es un vector tipo luz positivo.

Tipo espacial (el exterior del hipercono C"!).

Los vectores tipo espacial son todos los z € RY ™1 tales que ||z|| > 0.
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Figura 1.1: Hipercono paran =3

Tipo temporal (el interior del hipercono C"!).

Los de tipo temporal son todos los 2 € RV ™! tales que ||z es imaginario positivo. En este caso, si
x1 < 0, entonces x es un vector tipo temporal negativo, y si 1 > 0, x es un vector tipo temporal

positivo. En este conjunto se define el modelo Lorentziano de la Geometria Hiperbdlica.

Nota: Si para cada z € RV con z = (z1,...,,), se define T := (zo,...,1,), se sigue
l]]* = —a% + [z,
donde | - | es la norma usual en R"™!, ademds se tiene

roy=-—-r1y)1 +7T-Y,

con T - 7 el producto interno usual de R"™!. Asi 2 es espacial si y solo si |z1| < |Z|. De manera
similar, x es temporal si y solo si |z;| > |Z|. Por lo tanto el conjunto de los vectores temporales
tiene dos componentes conexas, la componente que consta de los vectores positivos y la que consta
de los negativos.

Por lo anterior, surgen conceptos como transformacién y matriz Lorentziana, los cuales son de

utilidad para estudiar las isometrias (funciones que preservan la distancia) del espacio hiperbdlico.

Definicién 1.1.3. Una aplicacién ¢ : R¥ 1 — RM=1 s Lorentziana si y solo si

¢(z) o py) = zoy.
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El conjunto de aplicaciones Lorentzianas con la composicion de aplicaciones, forma un grupo, el
cual se denomina grupo de aplicaciones Lorentzianas. El caso de las matrices Lorentzianas es como

sigue.
Definicién 1.1.4. La matriz A € Mat,x,(R) es Lorentziana si y solo si la aplicacion

A Rl,nfl _)Rl,nfl

x —Ax
es una aplicacion Lorentziana, es decir (Azx)o (Ay) =xoy.

El conjunto de todas las matrices Lorentzianas forma un grupo bajo la multiplicacion de
matrices, el cual se denota como O(1,n — 1), este grupo es denominado el grupo de Lorentz de
matrices n X n. Por la definicién de matriz Lorentziana, el grupo de aplicaciones Lorentzianas
es isomorfo a O(1,n — 1). La siguiente proposicién permite definir dos subgrupos importantes de

O(1,n — 1) que proporcionan informacién de las isometrias del modelo Lorentziano.
Proposicién 1.1.1. Para cada A € O(1,n — 1), tenemos det(A) = +1.

Demostracion: Sea L la matriz de n xn

-1 00 --- 0 O
0o 10 --- 0 O
L=10 01 -- 00
0 00 01

Asf z oy = zLy para todo z,y € Rb 1,
Si A€ O(1,n — 1) entonces

2(ATLA)y = (Az) o (Ay) =z oy = zLy,

luego ATLA = L, lo que implica det?(A) = 1. Por lo tanto det(A) = +1. |

Una consecuencia inmediata es que el subgrupo
SO(1,n—1):={A€0O(1,n—1)|det(A) =1},

de O(1,n — 1) es de indice 2, el cual se denomina el grupo especial de Lorentz.
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Recordemos que el conjunto de vectores temporales tiene dos componentes conexas. Asi una
matriz A € O(1,n — 1) es positiva si manda vectores positivos en vectores positivos y negativos en
negativos, y es negativa si envia negativos en positivos y viceversa. De esta manera surgen los

siguientes subgrupos:
PO(1,n—1)={A € 0(1,n—1)| A es positiva} y
PSO(1,n—1)={A € SO(1,n—1)| A es positiva},

los cuales son de indice 2 en O(1,n — 1) y SO(1,n — 1) respectivamente.

El subgrupo PO(1,n — 1) es denominado el grupo positivo de Lorentz y PSO(1,n —1) es el
grupo positivo especial de Lorentz.

Para definir las lineas (rectas) hiperbdlicas y el espacio hiperbdlico, es necesario tener en cuenta

que es un espacio temporal, espacial y luz.
Definicién 1.1.5. Sea V subespacio vectorial de R¥ 1. Entonces V es:

(1) Luz, sitodos sus vectores no son temporales y tiene un vector tipo luz que no es el vector nulo.
(2) Espacial, siy solo si todo vector no nulo de V' es espacial.

(8) Temporal, si y solo si'V tiene un vector temporal.

Los espacios temporales definen lineas hiperbdlicas, las cuales, méas adelante se vera que son
precisamente las geodésicas de esta geometria. Por otro lado la accién natural de PO(1,n — 1)

sobre un subespacio temporal de RV~ estd en el siguiente resultado.

Teorema 1.1.1. Para todo m € NU {0}, con m < n, si V es subespacio temporal de R con

dimension m, entonces la accion natural de PO(1,n — 1) en V es transitiva.

Demostracion:
Sea V un m-espacio vectorial de R¥~! de vectores temporales. Identificando R™ con el
subespacio de R~ generado por ey,...,e,, (donde ei,..., e, son la base canénica de R"). Es

suficiente probar que existe A € PO(1,n — 1) tal que AR™ = V.

Sean {v1,...,v,} una base de R~ tal que v; es temporal positivo en V y {v1,..., v} es base
de V.
v
Sean wy = ﬁf” y uz = v2 + (vg o wy)wi, de modo que wy owy = —1y ug # 0 (puesto vy y
mi|v1

vg son linealmente independientes ), mas atin w; o ug = 0, entonces uy es espacial, puesto que si

xoy=0con x#y+#0yx es temporal, implica que y es espacial.
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Ahora sean

Uj .
wj = —— para2<j3<n
]
Y
k—1
up = v + (vg o wy)wy — (v o wy)wy para 3 < k <n.
1=2
Entonces {wy,...,w,} es una base ortonormal (con respecto al producto interno Lorentziano)
de RV 1y fwy,...,w,} base de V.
. |
Sea A= |w; wy ... w, | entonces, A es Lorentziana, AR™ =V, A positiva y Ae; = w; es
. |
temporal positivo. |

1.2 n-Espacio hiperbélico

En esta seccion se presentan el espacio, la distancia, el grupo de isometrias y las geodésicas

hiperbdlicas del modelo del hiperboloide. Sea
F" .= {a: e R ||z)? = —1} ,

esfera de radio i. Este conjunto no es conexo, puesto que es un hiperboloide de dos mantos dado

por la ecuacién z? — |Z|? = 1, ver Figura en la que se presenta el caso n = 2.

Figura 1.2: El hiperboloide F?
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El inconveniente de la conexidad se arregla ya sea identificando los vectores antipodalmente del
manto positivo F} := {& € F"|z; > 0} con los puntos del manto negativo F” := {z € F"|x; < 0} o

simplemente descartando uno de los dos mantos.

Definicién 1.2.1. Se define el modelo del hiperboloide H" del n-espacio hiperbdlico como el manto

(v hoja) positivo F'}.
Ahora, si z,y € H", por el Teorema existe A € PO(1,n) tal que Ax = e1, entonces
xoy=Axo Ay = —wy,

donde wy es la primera coordenada de Ay. Por ende wy > 1, luego —w; < —1. Asi existe un tnico

numero real no negativo n(x,y) tal que

xoy = —cosh(n(z,y)).

El nimero real n(z,y) se denomina dngulo temporal entre x e y. Gracias a esta unicidad, se obtiene

la definicién de distancia hiperbdlica como sigue.

Definicién 1.2.2. Sean x,y € H", asi la distancia hiperbélica entre x e y se define como:

Donde n(z,y) es el dngulo temporal entre x e y.

Ya definimos el espacio, la distancia hiperbdlica, ahora es el turno de las isometrias de H™.

Recordar que una isometria ¢ de H" es una aplicacién ¢ : H® — H" la cual cumple

para todo z,y € H". Denotemos por I(H") al conjunto de isometrias de H" y a los elementos de

I(H") se denominan isometrias hiperbélicas.

Teorema 1.2.1. Para toda A € PO(1,n) existe v € I(H"™) tal que la restriccion de A en H" es ).
Y para todo ¢ € I(H") existe una tnica B € PO(1,n) para la cual ¢ se extiende a B.

Demostracién:  Observemos que una aplicacién ¢ : H® — H" es una isometria si y solo si
preserva el producto interno Lorentziano en H". Asi toda A € PO(1,n) se restringe a una isometria

de H".
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Ahora sea ¢ : H" — H" una isometria de H". Tenemos dos casos, uno cuando ¢ fija e; y otro
cuando no.
Caso 1) Si ¢ fija e;.

Sea ¢ = (¢1,...,0nt1), entonces ¢1(x) = —¢(x) o ey = z 0 e; = x1, implica

o(z) = (x1,02(2), ..., Pnt1(2)).
Tomando p : H* — R" la aplicacién dada por p(x) = 7T, la cual es biyectiva, definamos
¢ :R" — R"™ como
d(u) = (d2(p~ (W), -+ bng1(p™" (w).

Entonces ¢(Z) = ¢(x) para todo z € H". Como ¢(x) o ¢(y) = x o y se sigue que

—z1y1 +6(@) - 9(7) = —my1 +T - 7.
Asi ¢(%) - ¢(y) = T - . Por tanto ¢ es una isometria de R"™. Por lo tanto existe A matriz de n x n
tal que ATA =Ty A(u) = ¢(u) para todo u € R™.

Consideremos la matriz B de (n 4 1) x (n + 1) como sigue

Entonces B € PO(1,n) y B(x) = ¢(x) para todo = € H".
Caso 2) Cuando ¢ no fija e;.
Por el Teorema existe C' € PO(1,n) tal que C¢(e1) = e;. Definamos 1) como:

¢ H* — H"

Asi, ¢ fija a eq, y el caso 1), ¥ se extiende a una B € PO(1,n), por lo tanto ¢ = B en H", luego
¢ =C"'B en H". Con lo que se concluye que, ¢ se extiende a un elemento de PO(1,n).

Con esto se garantiza la existencia. Ahora prosigamos con la unicidad.

Sean B,C € PO(1,n) extensiones de ¢. Entonces B~C fija cada punto de H". Como todo

R™ ! no estéd contenido en H®, B~1C también fija a todo punto de R™. Por lo

subespacio propio de
tanto C' = B, lo que prueba la unicidad. |

El resultado anterior arroja informacién sobre las isometrias hiperbdlicas.

Corolario 1.2.1. El grupo de isometrias I(H") es isomorfo a PO(1,n).
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1.2.1 Geodésicas y lineas hiperbdlicas

Una linea hiperbdlica de H" es la interseccién de H™ con un subespacio temporal de R de
dimension 2. Sean z,y € H" distintos, por lo que x e y generan un subespacio temporal V(z,y)
de RY" de dimensién 2 y denotamos por L(z,%) a la interseccién V (z,y) NH", la cual es la linea
hiperbdlica que contiene a x e y. Cabe resaltar que L(z,y) es una rama de una hipérbola y es tnica
puesto V(z,y) lo es.

Ademas tres puntos en H" son hiperbdlicos colineales si y solo si existe una linea hiperbdlica de
H" que los contiene, més ain, n(z,y) + n(y, w) = n(z,w) si y solo si z,y, w son hiperbdlicamente
colineales, estd tiltimo propiedad la podemos encontrar en [Rat].

Sea (X,dx) un espacio métrico, una curva «: [a,b] — X, es un arco geodésico si es una
aplicacién que preserva las métricas, esto es para cualesquiera ¢, s € [a,b], dx(a(t),a(s)) = |t — s|.
En el teorema siguiente damos una caracterizacién de los arcos geodésicos en H™. Para este teorema

se requiere la definicién de L—ortonormalidad.

Definicién 1.2.3. Dos puntos z,y € RY™ son Lorentzianos ortonormales (L-ortonormales) si y

solo si
Iyl2 =1, zoy =0y o] = 1.
Teorema 1.2.2. Sea « : [a,b] — H" una curva. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. La curva a es un arco geodésico.
2. Existen vectores L-ortonormales x,y € RM tales que

a(t) = (cosh(t — a))x + (senh(t — a))y.

. s . . Vi
8. La curva « satisface la ecuacion diferencial o — a = 0.

Demostracion:

[1 = 2] Sea « : [a,b] — H" una curva que es un arco geodésico y t € [a, b]. Por consiguiente
n(a(a), a(b)) =b—a
—(t—a)+ (b—1t)

= n(a(t), a(a)) + n(a(b), alt))
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Como 7n(x,y) + n(y,w) = n(z,w) si y solo si x,y,w son hiperbdlicamente colineales, entonces
a(a), a(b) y a(t) son hiperbdlicamente colineales, se sigue que «([a, b]) C I con [ una linea hiperbdlica
de H". Sin pérdida de la generalidad podemos suponer n = 1, (lo que reduce la demostracién a Hl).

Ahora sea A la matriz Lorentziana dada por

cosh(s) senh(s)
senh(s) cosh(s)

)

con s tal que A(a(a)) = ej, asi se puede suponer que a(a) = e;.
Entonces

era(t) = —a(a) o a(t) = cosh(n(ala), a(t))) = cosh(t — a).

Andlogamente, eaa(t) = £senh(t — a). Como « es continua, el signo se mantiene constante para
todo t. Por lo tanto
a(t) = (cosh(t — a))er + (senh(t — a)) £ e.

[2 = 1] Sean z,y € R"™ L—ortonormales tales que
a(t) = (cosh(t — a))x + (senh(t — a))y.
Para s,t € [a,b] con s < t, se observa
cosh(n(a(s), a(t))) = —a(s) o a(t)
= cosh(s — a)cosh(t — a) — senh(s — a)senh(t — a)
= cosh(t — s)

Por lo tanto n(a(t), a(s)) =t — s. Entonces a es un arco geodésico.

[2 = 3] Sean x,y € RY™ L—ortonormales tales que
a(t) = (cosh(t — a))z + (senh(t — a))y.

Asf o'(t) = (cosh(t — a))x + (senh(t — a))y, entonces o’ — a = 0.

[3 = 2] Como o — a = 0, se sigue

" (t) = (cosh(t — a))d/(a) + (senh(t — a))a(a).

Tomando «(a) = ey, como a(t) € H" a(t) o a(t) = —1, derivando se obtiene a(t) o o/(t) = 0 para
todo t, en particular para t = a. Ademés ||a(t)||* = —cosh?(t — a) + senh?(t — a)||a’(a)|*. Por lo
tanto ||a/(a)|| = —1 puesto que cosh?(t) — senh?(t) = 1. Entonces o (a) y a(a) son L—ortonormales.
|

Unas consecuencias inmediatas de este Teorema, son los siguientes resultados.
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Teorema 1.2.3. Una aplicacion X : R — H" es una linea geodésica si y solo si existen vectores

L-ortonormales x,y € RY™ tales que
A(t) = (cosht)x + (senht)y.
Demostraciéon: Se sigue del Teorema [1.2.2 [ |
Corolario 1.2.2. Las geodésicas de H" son lineas hiperbdlicas.

En resumen, el conjunto de puntos de nuestro modelo del hiperboloide es F}, la distancia entre
dos puntos es dy(z,y) = n(x,y), donde n(z,y) es el dngulo temporal entre z e y; el grupo de

isometrias de H" es PO(1,n) y las geodésicas son las lineas hiperbdlicas.

1.3 Volumen hiperbdélico (primera parte)

En el espacio hiperbdlico se tienen las coordenada hiperbdlicas, las cuales sirven para dotar de una
medida a los conjuntos en H" y, asi poder calcular volumen. Las coordenadas hiperbdlicas son las
andlogas a las coordenadas esféricas para el espacio Euclidiano, pues son angulos entre un vector
de la base usual y ciertas proyecciones. Para definir las coordenadas hiperbdlicas es necesario tener
en cuenta los siguientes tipos de dngulos.

Si z,y € RY™, son vectores espaciales, el subespacio V de RY™ generado por estos vectores,
puede ser de Tipo Temporal, Espacial o Luz.

Si V es Espacial existe un tnico n(z,y) € [0, x] tal que

zoy = [lz|llyllcos(n(z,y)),

en este caso 1(x,y) se denomina el dngulo espacial Lorentziano entre x e y.

Ahora, si V' es temporal, existe un tnico n(z,y) € Ry U {0} tal que

|z oyl = llzl[llyllcosh(n(z,y)),

aqui n(x,y) se llama el dngulo temporal Lorentziano entre los vectores z e y.

Por ultimo si V' es del tipo luz, entonces |z o y| = ||z||||y||, en este caso n(z,y) = 0.

Por otro lado si z,y € RY"™, con z e y vectores temporales, existe un tnico 7(z,y) € R, U{0}tal
que

|z oyl = [lz|llyllsenh(n(z,y)),

en este caso n(x,y) se denomina el dngulo temporal Lorentziano entre z e y.
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Sea x € H", con n > 1 tal que {z,,, xn+1} # {0};, entonces los vectores e; y z;e; + ... Tp 116041
son espaciales si 1 < ¢ y son temporales si i = 1, asi las coordenadas hiperbdlicas (m,...,n,) de x

se definen como sigue:

ni =nle, zie; + ... Tpy1€nq1) sii<ny

7y es el angulo polar entre e, vy &pén + Tnti€nii-
Las coordenadas hiperbdlicas satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones.

x1 = cosh(m)

xo = senh(ny)cos(nz) (1.1)
j—1

xj = senh(n) [H sen(nk)] cos(n;) para2 < j<n+1
k=2

Tny1 = senh(ni)sen(nz) . ..sen(n,—1)sen(ny,)

De este sistema de ecuaciones, se desprende la siguiente parametrizacion en coordenadas

hiperbdlicas de H";
h:Rx[0,7]"2x[0,20] — H"  h(n1,...,00) = (T1,. .., Tnt1),

donde x1,...,x,41 estdn dados como en las ecuaciones (1.1). La transformacion h es biyectiva en

R x (0,7)" 2 x (0,2n). Las coordenadas hiperbélicas tienen las siguientes propiedades.

Lema 1.3.1. La transformacion h definida como antes, cumple las siguientes propiedades:

Hf?m

Oh
2. Han' = senh(n)sen(nz) - --sen(ni—1) Vi > 1.
8h Oh
. —0 Vi<
om; 877]
Demostracién:

L oh 0y 0Tpi1
1. Por defi de hy h(my...,nn) = (T1,. .., Tpt1), asl =— = | =—, ...,
or definicién de h, h(ni,...,nn) = (21 Tp41), asi (8771 anm

ademas
om ) Y

g
om o Com om om

H om



1.3. VOLUMEN HIPERBOLICO (PRIMERA PARTE)

Por otro lado,

8x1

= —senh®(m).
8771 sen (771)
% :coshQ(m)COSQ(WZ)-
on1

al'j

8-Tn+1

= cosh sen? cos?(n; para 2<j<mn-+1.
. (H (s > () j

2 n
an = cosh®(n1) (H sen2(77j)> .

k=2

Ahora, como cos?6 4+ sen?0 = 1 y cosh?0 — senh?d = 1, tenemos que

Oy, 2 arn-i—l 2
om om

2
axn—i—l

= cosh®(n)sen®(n)sen?(n3) - - - sen®(Nn_1).

Op_1° n Oz, 2

om om om

Oy 0rn2  Oxpir’
D02 B OB ) cos? o) + sen” (1) = cosh ().
0r12  Oxo? 0Ty’

_87:12 + 37:7?? +-- gnjl = —senh®(m) + cosh?(m) = 1.

Por lo tanto,
m

2. Precediendo como en el caso anterior

H H(@m 3:cn+1> 2: _8x12 81‘22_'_.”_’_ O%p+1
o o On o O o
De donde se observa lo siguiente:
(
0 sig <.
i
—senh(ny) [H sen(nk)] sij=1.
A k=2
Oz, = i—1 j—1
on; senh(mn) [H sen nk)] cos(n;) [ H sen Uk)] cos(n;) sin>j>i.
k=2 k= z+1
i—1
senh(ny) [Hsen nk]cos ;) [ H sen Uk] sin+1=j.
k=2 k=i+1

De aqui se desprende que

oh
om;

= cosh?(n1)sen?(n9)sen®(n3) - - - sen®(Nu_2).

@ i a$1 6$n+1 asi
,87’]1_ ani7"‘7 8772 ’

i—1

= senh(n) [H sen(nk)] Vi > 1.

k=2

13
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Oxy, 0
3. Por 2, se tiene que Tk Ok _ 0 siempre que k < j. Los otros casos son como sigue:
on; On;
e Sij=k
Oxy, Ox =
k 0Tk
B B = —senh?(n;) H sen?(m) sen(n;)cos(n;)sen(n;)cos(n;).
Ni Oy 1=2, I#i
e Sij<k<n
Oxy, Ox -
k k
S B = senh?®(ny) H sen?(m) sen(n;)cos(n;)sen(n;)cos(n;).
e =2, A
e Sik=n+1
Oz Ox b
k k
S D senh?®(ny) H sen?(m) sen(n;)cos(n;)sen(n;)cos(n;).
Ni Oy 1=2, j£l#i

Dada la identidad cos?0 + sen?0 = 1, se sigue que

n+1

- Qow Qo _ 0w 0y Oy 0%
= Oni Inj i On; - On; Inj
h h
Por consiguiente, a— o a— =0 Vi < j. |
on;  On;

Ahora, como nuestro objetivo es definir el volumen hiperbdlico, primero se debe definir cuando

un conjunto es medible en H".

Definicién 1.3.1. Un subconjunto X de H" es medible en H" si y solo si h™'(X) es medible en

R™, en el sentido usual.

Con esto, todo subconjunto de Borel de H" es medible en H". Ahora es turno de definir el

volumen hiperbdlico.

Definicién 1.3.2. Sea X C H" medible en H", el volumen hiperbdlico de X se define como:

Vol(X) := / senh™ 1nisen™ 2n, - - -sen(Np—1)dny .. .dn,
h=1(X)

De aqui se observa la conveniencia de la funcién de Lobachevsky, que méas adelante se definira,

puesto que es muy complicado encontrar y describir el conjunto h~1(X).

Ejemplo 1.3.1. Si B,(z) es el disco hiperbdlico centrado en un punto x € H? de radio r; como B, (z)
es abierto y 0B,(x) es cerrado en H?2, son medibles (pues son conjuntos Borelianos), entonces el

perimetro es 2msenh(r) y su drea es 2m(cosh(r) — 1).
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Si X C H" es medible y ¢ € PO(1,n), se obtiene que ¢(X) también es medible. Considerando la
nueva parametrizacion de H" dada de la composicién de h con ¢, se llega a que Vol(¢(X)) = Vol(X).
En otras palabras, el volumen hiperbdlico es un invariante isométrico en H", ademas si { X, }men es

una coleccién de subconjuntos de H" disjuntos y medibles en H", se sigue que X = U X,, también
meN
es medible y Vol(X) = Z Vol(Xp,). Por lo tanto el volumen es una medida para los subconjuntos

meN
de H". Por ultimo, en este capitulo, calculamos el elemento de volumen en coordenadas Euclidianas.

Teorema 1.3.1. El elemento de wvolumen hiperbdlico de H"™ con respecto a las coordenadas

Fuclidianas xa, ..., Tpy1 €S
dxg - - drpiq
JUtad o tay,
Demostracion:
Sea 1) : R"™1 x (0,27) — R" la aplicacién definida como ¥(n1, ..., 1) = (22, ..., Tps1), donde
T2,...,Tnt+1 estdn dadas como en el sistema de ecuaciones (1.1). Por el inciso 3 del Lema se
0 0
tiene que —w = 0 para todo i < j, entonces los vectores —w, e —w son ortogonales, por ende
On; On; om O
el Jacobiano de la transformacion v es
0 0 _ _
J(s - nn) = A Do R cosh(ni)senh™ 'nisen™ *ny - - sen(nn_1).
8771 87777,
Por el cambio de coordenadas dado y ||(z1,...,Zn1)||* = —1 (por estar en H"), se obtiene

dl’g cee d$n+1

/ senh™ 1nisen™ 2y - - - sen(np—1)dn ...dn, = /
h=1(X) Y(h—1(X)) COSh(nl)

_/ dxy---drpiq _/ dxg -+ drni
p(X) 1 p(X) \/1 +adtetaly,

donde p: H" — R" es la proyeccién p(1,...,ZTnt1) = (T2, .., Tpt1)- |







Capitulo 2

Variedades geométricas y

(X,G)-estructuras

Antes de llegar a ejemplos de volumen finito para 3-variedades hiperbdlicas (no compactas), se vera
como dotar de una estructura hiperbélica a diversas variedades.

Una n-variedad Riemanniana completa, conexa y con curvatura seccional —1, es precisamente un
cociente H" /G del espacio hiperbélico H" via una accién libre de un grupo discreto G € I(H")(|Apal,
Capitulos 4 y 7]). Una n-variedad topolégica M con atlas % = {(Uj;, ¢j)} e, donde J es un conjunto
de indices, puede ser expresada como la composicién de piezas del espacio Euclidiano R"”, las cuales
son pegadas mediante homeomorfismos de R™ tomados de un conjunto G, este conjunto consta de
homeomorfismos los cuales satisfacen las siguientes condiciones, las cuales definen un pseudo grupo

de homeomorfismos locales entre conjuntos abiertos de R™ :

1. La restriccién gg de cualquier elemento g € § a un conjunto abierto en su dominio es un

elemento de §.
2. Para cada f,g € G, se tiene que fog € G (si se puede definir la composicion).
3. Para todo g € G, se tiene que g~ € G.

4. siU = U Ui CR"y g:U — V es un homeomorfismos local tal que g; = g|y, € § para todo

KA
i, entonces g € G.

Una n-variedad M obtenida por el pegado de piezas de R"™ mediante un pseudo-grupo §

de homeomorfismos locales es llamada una G—wvariedad. Generalizando, si H es un grupo de

17
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homeomorfismos locales de una variedad X cumple 1-4, entonces H se denomina un pseudo grupo.
Ahora, si G es un grupo de homeomorfismos de X actuando sobre este, la restriccion de sus
elementos a abiertos de X forman un pseudo grupo § de homeomorfismos locales, entonces se
dice una (X, G)—variedad es la que se obtiene del pegado de piezas de X mediante los elementos
de G.

Como es usual uno considera diferentes categorias dependiendo de la regularidad de G. En

particular:

e Si G es un pseudo-grupo de homeomorfismos locales de clase C" en R", la §—variedad es una

C" —variedad.

e Si G es un pseudo-grupo de homeomorfismos locales lineales a trozos, entonces la G—variedad

es una PL-variedad.

e Si G = Mdéb(n) (grupo de transformaciones de Mébius) actuando sobre la esfera S™ = R™, con

n > 2, entonces la G—variedad es llamada conforme.

A continuacién, daremos mas detalles de (X, G)—variedades.

2.1 Espacios geométricos

Unas propiedades que posee el espacio H" son que es conexo, es geodésicamente completo y es
un espacio homogéneo. Estas propiedades no necesariamente se preservan bajo cocientes pero son

deseables para las variedades hiperbdlicas, de forma que las incluimos en la definicién.

Definicion 2.1.1. Un n-espacio geométrico, es un espacio métrico X, que satisface las siguientes

propiedades:

1. X es geodésicamente conero, es decir, para cada par de puntos distintos de X existe un

segmento geodésico en X que los conecta.

2. X es geodésicamente completo, es decir, cada arco geodésico « : [a,b] — X se extiende a una

linea geodésica \ : R — X.

3. X es homogéneo, es decir, si para todo a,b € X, existe f : X — X homeomorfismo tal que

b= f(a).
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4. Eziste una funcion continua € : E™ — X y un nudmero real k > 0 tal que €(Bg(0)) =
Bi(€(0)) y € : Br(0) — By(e(0)) es un homeomorfismo; ademds para cada punto u € S" !,
la aplicacion X : R — X, definida por A\(t) = e(tu) es una recta geodésica tal que A se

restringe a un arco geodésico sobre el intervalo [k, k.

Un subgrupo de los automorfismos entre espacios geométricos, es el grupo de similitudes, los
cuales son cambios de escalas entre el mismo espacio geométrico.
Una aplicacion ¢ : X — Y entre espacios métricos es un cambio de escala si y solo si existe un

nimero real k > 0 tal que

dy (Y(z),¥(y)) = kdx(x,y) Va,y € X.

La constante k es denominada el factor de escala de 1. Notese que un cambio de escala es una

inyeccién continua.

Definicion 2.1.2. Una similitud de un espacio métrico X en un espacio métrico Y es un cambio
de escala biyectivo. Dos espacios son similares (o equivalentes bajo cambio de escala) si y solo si

existe una similitud entre ellos.
.. 1 . y
Observacion 2.1.1. El factor de escala de ™" es o de aqui v también es un homeomorfismo.

Las similitudes de un espacio métrico consigo mismo, junto con la composiciéon de aplicaciones,
forman un grupo denotado por S(X), es llamado grupo de similitudes de X. Cabe resaltar que el

grupo de isometrias es subgrupo de S(X).

Definicién 2.1.3. Sea G subgrupo de S(X) con X un n-espacio geométrico y M una n—variedad.

Un (X, G)—atlas para M se define como una familia de aplicaciones
Y= {¢i : Ui — X}iey,
llamadas cartas, que satisfacen:

1. El conjunto U; es un subconjunto abierto y conexo de M para cada i; este se denomina vecindad

coordenada.

2. La carta v;, es un homeomorfismo a la imagen 1;(U;) y este subconjunto es abierto en X para

cada i.

3. {U;}ieg es una cubierta abierta de M.
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4. StU;NU;j # 0, entonces
vty iU U;) — 4 (Ui N Uy),
coincide en una vecindad de cada punto de su dominio con un elemento de G.

Dado ¥ un (X, G)—atlas para M, existe un tnico (X, G)—atlas maximal*|de M el cual contiene

a X; para esto proseguimos de forma andloga que los atlas maximales para variedades suaves.

Definicién 2.1.4. Una (X, G)—estructura para una n-variedad M, es un (X, G)—atlas maximal de

M. Una (X, G)—variedad M, es una n-variedad M junto con una (X, G)—estructura para M.

Si M es una (X,G)—variedad, una carta para M es un elemento v : U — X de la
(X, G)—estructura de M. Si u € M, entonces una carta para (M,u) es una carta ¢ : U — X
para M tal que u € U. Asi, la (H", I(H"))—estructura sobre una variedad se llama una estructura

hiperbdlica y una (H", I(H"))—variedad es una n-variedad hiperbdlica.

Definicién 2.1.5. Una aplicacion § : M — N entre (X, G)—variedades, es una (X, G)—aplicacion
sty solo st € es continua y para cada carta ¢ : U — X para M y cada carta v : V — X para N

tal que UNEYL(V) #0, la aplicacion
Yep™ : p(UNETHV)) — p(E(U) N V),
coincide en una vecindad de cada punto de su dominio con un elemento de G.

Recordemos que un espacio métrico (X, d) es completo si y solo si toda sucesién de Cauchy de
elementos en X converge en X. Entonces ;jcudndo una (X, G)—variedad es completa? Para esto se

tiene lo siguiente.

Definicién 2.1.6. Una (X, G)—variedad M es completa si y solo si el cubriente universal de cada

componente conexa de M es completa como espacio métrico.

Para cerrar esta seccién, presentamos, un teorema sobre completez para (X, G)—variedades.
Recordemos que un espacio métrico X es geodésicamente completo si y solo si cada arco geodésico

se extiende indefinidamente.

“T" es un (X, G)—atlas maximal si y solo si para cada ¢ : U — X aplicacién que cumple 1 y 2 de la definicién

anterior y ademas existe ¢ € I" tales que ¢ y v satisfacen el inciso 4 de la definicién anterior, entonces ¢ € I'
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Teorema 2.1.1. Sea M una (X, G)—variedad métm’cam Entonces las siguientes condiciones son

equivalentes:
1. M es completa.
2. M es geodésicamente completo.
3. M es un espacio métrico completo.

La demostracién de este teorema la encontramos en [Rat].

2.2 3-Variedades hiperbdlicas

Una manera de generar diversos ejemplos de variedades hiperbdlicas es mediante pegados de
poliedros. En esta seccién se presenta como pegar poliedros para generar variedades hiperbdlicas

completas.

Definicién 2.2.1. Una cara de un subconjunto convero C' de H" es una subconjunto mazimal,
convezo, no vacio de 0C. Un poliedro convexo P en H" es un subconjunto mo wvacio, convexo,

cerrado de H", tal que el conjunto de que consta de sus caras es localmente finito en H".

2.2.1 3-Variedades pegadas

Sean X = H?, P un poliedro convexo en X, P una familia de poliedros convexos ajenos en X y
G un subgrupo de isometrias de H®. Usamos X en lugar de H?, pues los siguientes resultados y

definiciones se cumplen también cuando X = E3(espacio Euclidiano) o X = S°.
Definicion 2.2.2. Un G—emparejamiento lateral para P es un subconjunto de G
P ={gg:5 €8},
indexado por la coleccion & de todas las caras de los poliedros en P, tal que para cada S € S :
1. Eziste una cara S’ € § tal que gs(S') = S;
2. las isometrias gs y gsr satisfacen ggr = ggl

3. 80 S es una cara de P € P y S’ es una cara de P' € P; entonces PN gg(P') = S.

"Una (X, G)—variedad métrica es una (X, G)—variedad conexa tal que G es un grupo de isometrias de X.
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Observacion 2.2.1.

S’ esta determinada de manera inica por S.
e S se denomina el emparejado del lado S.
e (") =5

e O genera una relacion de equivalencia sobre el conjunto Il = U P y las clases de equivalencia

Pe?
son llamadas ciclos de ®.

Sean ® un G—emparejamiento lateral para P y M = II/® un espacio cociente con la relacién
de equivalencia dada por ®. A M se llama el espacio obtenido mediante pegado de los poliedros de

P via ®. Un resultado que relaciona G—emparejamientos con (X, G)—estructuras es el siguiente.

Teorema 2.2.1. Sean G un subgrupo de isometrias de X y M un espacio obtenido mediante pegado
de una familia P de poliedros convexos disjuntos en X por un G—emparejamiento lateral ®. Entonces
M es una 3-variedad con una (X,G)—estructura tal que la inyeccion natural de P° a M es una

(X, G)—aplicacion para cada P € P.

Para la demostracién de este teorema ver [Ratl, pag 437].

2.3 Angulos diédricos y angulos sdlidos

Sea P un poliedro convexo n-dimensional en X. Las caras S y T de P se denominan adyacentes si

y solo si
e P es un segmento geodésico y .S, T son distintos.
e P es un poligono en H" y S, T son distintos y asintéticos.
e SNT esunladode Sy T ala vez.
Sean S y T caras de P. Definase el dngulo diédrico 6(S,T') entre S y T en P, como sigue:

e Si P es un segmento geodésico en X: 0(S,T) es el angulo entre los puntos finales de P si

X =58"y0si X =FE" obien X =H".

e Si P es un poligono en H" y S, T son distintos y asintéticos, entonces 0(S,T') se define como

0.
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e SNT esunaladode Sy T ala vez.

Entonces los hiperplanos (S) y (T') dividen al hiperplanos (P) en 4 regiones, una de las cuales

contiene a P; mas aun (S) N (T) = (SN T), para este caso, se sigue la construccién.

Seax e SNT y A\, u: R — X geodésicas tales que

2. Ay p son normales a (S) y (T), respectivamente.
3. N(0) y /(0) apuntan en direccién contrario al semiespacio de (P) que contiene a P.

Sea « el dangulo entre estas dos geodésicas en el punto x. Estd claro que a no depende de la
eleccién de x. Definamos el dngulo diédrico entre S 'y T como 0(S,T) =7 — «.

Observemos que m —a € (0,7), ya que a € (0, 7). Por definicién, se tiene que 6(S,T) € [0, 7], el
angulo diédrico es llamado propio si y solo si 8(S,T) € (0,7). De la definicién se deduce: 6(S,T) €
(0,7) siy solo si S # T y son adyacentes.

Definicion 2.3.1. Sean P un poliedro en X, y x € P. Se define el dngulo sdlido w subtendido por
P en el punto x, como el numero real

" ﬂ_VOl(P N B(z))

Vol(By(x))

donde r es menor que la distancia de x a cualquier cara de P que no lo contiene.
Observacién 2.3.1. Por el Teorema[1.3.1, w no depende de r, asi w estd bien definido.

Sean [z] = {z1,...2mn} un ciclo de @, P; el poliedro en P tal que x; € P; y w; el dngulo sélido
subtendido por P; en z; para cada i € {1,...,m}.

La suma angular sélida de [z] estd definida como el nimero real

wlz] = Zwi.
i=1

Si z estd en el interior de algun poliedro P € P, entonces [z] = {x} y asi w[z] = 4x. Esto debido
a que Vol(P N By(x)) = Vol(By(x)), por ende w = 47, luego w(x] = 4.

Si = esta en el interior de alguna cara S de un poliedro P € P, por lo cual 2’ = ggs() estd en el
interior de S’, esto es [z] = {z,2'} y por tanto

o2rsiz =1
wlz] =

A six # 2
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Si x estd en una arista de un poliedro de P. Luego, todo elemento de [z] estd en una arista de
algiin poliedro de P. En tal caso, [x] se denomina un ciclo de arista de P.
Sea 6; el angulo diédrico de F; a lo largo de la arista que contiene a x; para cada ¢. La suma

diédrica angular de un ciclo de arista [x] de ® se define como el niimero real

Asi que w; = 20; para cada i. Por lo tanto w[x] = 20[x].

Definicion 2.3.2. Un G—emparejamiento lateral ® para P es propio si y solo si cada ciclo de ®

es finito y tiene suma angular sélida 4.
Un emparejamiento propio tiene las siguientes propiedades.

Teorema 2.3.1. §i G es subgrupo de las isometrias de X y ® es un G—emparejamiento lateral

propio para una familia finita P de poliedros conexos ajenos en X, entonces:
I) La isometria gs no fija ningin punto de S', para cada S € 8.
II) Cada ciclo de arista de ® contiene a lo mds un punto en una arista de algin poliedro en P.

La prueba de este teorema se encuentra en [Ratl, pag 436]. Ahora se presentan condiciones para

que un emparejamiento sea propio.

Teorema 2.3.2. Sean G un grupo de isometrias de X que preservan la orientacion y
O ={gs:S5 €8} un G—emparejamiento lateral para una familia finita de poliedros convexos

disjuntos P en X. Entonces ® es propio si y solo si
(1) Cada ciclo de ® es finito,
(2) la isometria gs no fija puntos de S' para cada S € 8 y
(3) cada ciclo de arista de ® tiene suma diédrica angular 2.

Demostracion:

[=] Supongamos que ® es propia. Entonces cualquier ciclo de ® es finito y tiene suma angular
sélida 47; por otra parte, gs no fija puntos de S’ para cada S € 8 por el Teorema Sea
[x] = {x1,...,2n} un ciclo de arista de ®. Como w[z] = 20[x], entonces x| = 27. Esto es, todo

ciclo de arista tiene suma diédrica angular 2.
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[«<] Supongamos que & satisface (1), (2) y (3).
Entonces, por (1), todo ciclo de ® es finito, sea [z] = {x1,...,zn} un ciclo de ®. Si z estd en el

interior de un poliedro de P, asi w[z] = 47 como consecuencia de (2). Ahora, si x estd en el interior

de una arista de un poliedro de P, se tiene que [z] es un ciclo de arista y, por (3), wlz] = 20[x| = 4.

Por otro lado, si z es un vértice de un poliedro de P, se tiene que x; es un vértice de un poliedro
P; € P para cadai. Sea r € Ry menor que la mitad de la distancia de z; a x; para cadai # j y de x; a
cualquier lado de P; que no contiene a z; para cada i. Entonces para cada i, el conjunto P;NS,(x;) es
un poligono en la esfera S, (z;) y los poligonos { P,N.S,(x;)} son disjuntos. Ahora el emparejamiento
lateral ® se restringe a un emparejamiento lateral propio de los poligonos {P; N S, (x;)}. Sea X el
espacio obtenido al pegar dichos poligonos, tiene una estructura esférica orientable por el Teorema

9.2.3. de [Ratl, pag 389], entonces ¥ es una 2-esfera, dado que es compacto y conexo.

Por lo cual w[x] = 47, asi ® es propia. [ |

2.3.1 Completez de 3-variedades pegadas

Sea P una familia finita de poliedros convexos en H®, disjuntos, de volumen finito tal que cada
poliedro en P tiene un niimero finito de caras. Si M una 3 variedad hiperbdlica obtenida mediante

el pegado de P mediante un [ (H3)—emparejamiento lateral propio @, jcudando M es completa?

En esta seccién se trabaja con el modelo conforme de la bola B3. Entonces cada poliedro
tiene solo un ntdmero finito de vértices ideales sobre la esfera S? en el infinito. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que no hay dos poliedros en P compartiendo un vértice ideal. Asi, el
emparejamiento lateral ® de los lados § de los poliedros en P, se extiende a un emparejamiento de
los vértices ideales de los poliedros en P, el cual, a su vez, genera una relacién de equivalencia en
el conjunto de todos los vértices ideales de los poliedros en P. Las clases son llamadas ciclos. Los
ciclos que contienen un vértice ideal v son denotados por [v]. Un ciclo de vértices ideales es llamado
un punto cuspide de la variedad M. Recordemos que una horobola es el limite de una sucesion de
bolas crecientes en H", que comparten (de un lado) un plano hipertangente y su punto de tangencia,

ademds su frontera recibe el nombre de horoesfera.

Definicion 2.3.3. Sean v un vértice ideal de un poliedro P, € P y X, una horoesfera con base en v
la cual pasa solo por las caras de 8 que inciden en v. La aureola del vértice ideal v se define como el

conjunto L(v) := P, N E,. El conjunto {SNX, :S €8} se llama el conjunto de las caras de L(v).
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Dos caras de la aureola, SNY, y T NX,, son adyacentes si
0(SNE,, TNE,) =06(51T).

Se observa que L(v) es un poligono Euclidiano compacto en la horoesfera ¥,, con respecto
a la métrica Euclidiana natural de 3,, cuyo tipo de similitud no depende de la eleccién de la
horoesfera %,. Para cada ciclo [v] del vértice ideal, asumimos que las horoesferas {¥, : u € [v]}
han sido escogidas de tal manera que las aureolas {L(u) : w € [v]} son disjuntos. Mostremos que ®
determina un S(E?)—emparejamiento lateral de los poligonos {L(u) : u € [v]}.

Sea gs € ® y sean u,u’ € [v] tales que gs(u') = u. Entonces ¥,y N S" es un lado de L(u') y
Y. NS es un lado de L(u). Ahora considérese gg : X,y —> gs(2y/) la restriccién de gg. Luego
Jg es una isometria con respecto a la métrica Euclidiana natural de las horoesferas ¥,/ y gs(3./).

Observamos que el segmento de linea
95(Bw N S) = gs(Zw) N S,

es paralelo al segmento de linea ¥, NS porque gg(X,/) y X, son concéntricos.

Sea

ps - gS(Zu’) — Yy,

la proyeccién radial de gs(2,/) en . De aqui se sigue que pg es un cambio de escala con respecto

a la métrica Euclidiana natural gg(X3,/) y 2. Definimos
hg : Xy — X,

como hg = psgg. Asi hg es una similitud con respecto a la métrica Euclidiana natural de las
horoesferas ¥,/ y ¥,; mas atin, hg envia el lado ¥,/ NS’ sobre el lado 3, N'S. Claramente {hg} es
un S(E?)—emparejamiento lateral propio de los poligonos {L(v)}. Aqui S se extiende sobre todos
los lados de 8§ que inciden con el ciclo [v]. Se supondra que las horoesferas {¥,} se han elegido de
forma que pg = 1 para el mayor nimero posible de lados S.

Sea L[v] el espacio obtenido por el pegado de los poligonos {L(u)} mediante {hg}. La superﬁci
L[v] es llamada aureola del punto cuspide [v] de la 3-variedad hiperbélica M obtenida mediante
pegado de los poliedros en P por ®.

Ahora, para describir la topologia de L[v] se tienen los siguientes resultados.

*Por el Teorema 9.2.3 en [Raf], L[v] es similar a una superficie Euclidiana
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Teorema 2.3.3. La aureola L[v] de un punto cispide [v] de M es un toro o bien una botella de

Klein; mds ain, si cada elemento de ® conserva la orientacion, entonces L[v] es un toro.

Demostracion:

Por construccién L[v] es una superficie cerrada. Suponga que todos los poligonos {L(u)} son
tridngulos (subdividir los poligonos, si es necesario,). Sean p, e, t el nimero de vértices, aristas y
tridngulos, respectivamente. Asi 3t = 2e, pues por cada tridngulo hay 3 aristas y por cada arista
hay 2 triangulos. Ahora, por un lado la suma de todos los dngulos de los triangulos es 7t y por otro

lado es 27p. De aqui t = 2p. Por lo tanto

1 3
X(L[v]):p+t—e:§t—l—t—§:0.

Por lo cual L[v] es una botella de Klein o bien un toro. Mdas aun, si cada elemento de ® conserva
la orientacién, entonces cada elemento de {hg} también conserva la orientacién, por ende L[v] es
orientable, por tanto L[v] es un toro, puesto que la botella de Klein no es orientable. |

Ahora, la completez de la aureola L[v] de un punto cuspide, tiene estrecha relacién con el

emparejamiento de las aureolas {L(v)}. Esto se plasma en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4. La aureola L[v] de un punto cispide [v] de M es completo si y solo si las aureolas
{L(u)} de los vértices ideales en [v] pueden escogerse de tal manera que ® se restringe a un

emparejamiento lateral para {L(u)}.

Demostracion:

[=] Sea & la grafica abstracta donde los vértices son los elementos de [v] y las aristas son los
conjuntos {u,u’} para los cuales existe gs € ® tal que gs(u') = u. Entonces & es conexo. Sea §) la
subgrafica de & cuyos vértices son los de & y las aristas son los conjuntos {u, '} para los cuales
existe gg € ® tal que gs(u') =u y ps = 1.

Probaremos que $) es conexo. Por contradiccién, supongamos que $) no es conexo.

Entonces existe un vértice {u,u'} de & que une dos componentes de §). Reeligiendo todas las
horoesferas correspondientes a estas componentes por un cambio de escala uniforme, para tener
horoesferas disjuntas y definir un emparejamiento, se puede agregar {u,u'} a §. Sin embargo, se
asumio en la eleccidn original de las horoesferas que ) tiene el mayor nimero posible de aristas.
Asi $ debe ser conexo.

Ahora como L[v] es completo, la (E? S(E?)—estructura de L[v] contiene una

(E% I(E?))—estructura, més atn, dado que $ es conexo, se puede escoger la escala de
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(E?%, I(E?))—estructura sobre L[v] tal que la inyeccién natural de L(u)° en L[v] es una isometria
local para cada u € [v]. Sea gs € ® tal que gs(u’) = u, entonces la restricciéon de hg al interior de
el lado ¥,y N S" de L(u') es una isometria local. De esta manera, hg es una isometria, por tanto
ps = 1. Esto es, ® se restringe a un emparejamiento lateral para {L(u)}.

[<] Como & se restringe a un emparejamiento lateral para {L(u)}, hs = gg para cada
S, asi {hs} es un I(E?)—emparejamiento lateral para {L(u)}. Ya que L[v] es compacto, la
(E%, I(E?))—estructura sobre L[v] determinada por {hgs} es completa (por el Teorema 8.5.7 de
[Rat]). Entonces L[v] es una (E?, I(E?))—superficie completa (por el Teorema 8.5.8 de [Rat]). W

La completez de una variedad obtenida mediante pegado de poliedros esta determinada por la

completez de sus cuspides, esto se ve reflejado en los siguientes teoremas.

Teorema 2.3.5. Si la aureola L[v] de un punto cispide [v] de M es completo, entonces existe una
isometria inyectiva local

t:B(w)/Ty — M,
compatible con la proyeccion de P, a M.

Teorema 2.3.6. Sea M wuna 3-variedad obtenida mediante el pegado de una familia finita P de
poliedros, convezos, disjuntos y de un ndmero finito de lados en H? de volumen finito; pegados por
un I(H?)—emparejamiento lateral ®. Entonces M es completo si y solo si L[v] es completo para

cada punto cispide [v] de M.

Las demostraciones de estos dos tltimos teoremas las encontramos en [Rat].



Capitulo 3

3-Variedades hiperbdlicas de volumen

finito

Figura 8.1: Un tetraedro reqular ideal en B>

En este capitulo, se construiran algunos ejemplos de 3-variedades hiperbdlicas abiertas,
completas y de volumen finito, las cuales se obtienen al pegar poliedros regulares ideales en H?®.

Una bandera para un poliedro P, es una terna (Fy, Fy, F») tal que F; es una una cara de Fji

para cada i € {0,1} y F» es una cara del poliedro P.

Definicion 3.0.1. Un poliedro en X es regular si el grupo de isometrias de X actia transitivamente

sobre el conjunto de sus banderas y P es ideal si sus vértices son puntos ideales, es decir, puntos al

mnfinito.

29
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3.1 Funcién de Lobachevsky

Ahora, para calcular el volumen hiperbdlico de las estructuras hiperbdlicas con cierta facilidad, se

requiere de la funcién de Lobachevsky A(6), la cual estd definida como sigue:
0
A(O) = —/ log|2 sent|dt, para 6 € R.
0

Esta funcién tiene varios nombres y maneras de definirla. Por ejemplo, la funcién de Clausen,

Cla(1), la cual estd definida por una férmula similar:

2 sen <t>
2

Mediante el cambio de variable ¢ = 20 se obtiene la siguiente igualdad:

Cla(v) :== —/ log
0

ds para ¢ € [0,00).

Cly(20) = A(0).
Sif e (0,7), se sigue:
T

log (1 — %) = log (2sen6) + i arg <9 - 5) . (3.1)

Esto es gracias a que:
1— %% =1 — cos (20) — i sen (20)
=2 sen 20( sen () —icosh)
7r , 0
=2 sen (0) (cos (0 - 5) +1i sen (9 - 5))

y usando que log(ve) = logv + log, se llega a[3.1]

Ahora veamos propiedades de la funcién de Lobachevsky.

Teorema 3.1.1. La funcion de Lobachevsky, A, estd definida para todo 8 € R, es continua y

periddica. Mds ain, para todo 0 € [0,00) se satisface lo siguiente:

1. A0+ ) = A(6),

La prueba de este teorema se encuentra en [Ratl, pag 468].

Teorema 3.1.2. Para cada n € N, la funcion de Lobachevsky satisface

S S (T

J=0
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Demostracion: Como

S = (Z - 6i27rj/n>
j=0
al evaluar en z = ¢! se obtiene
n—1
pi2nt _ 1 — H o2t (1 _ €7i2t7i27rj/n> 7
j=0
luego por se sigue
11— || = |[2sen]].
Por lo tanto:
n—1 .
t+gm
|2sennt| = H 2sen <t+ nj )’
j=0

De donde se sigue:

0 n—1 .g
/ log|2sen(nt)|dt = Z/
0 =00

Haciendo cambios de variables se obtiene:

f
2sen <t + * ‘M) ‘ dt.
n

0 n
1
/ log|2sen(nt)\dt:n/ log|2sen(s)|ds y
0 0

Ot+ LT
’ dt = / |2sen (s)]ds.
t

t+jm
+ n

t+gm
n

r

2sen <t +

Entonces

. . . n—1 .
Por el Teorema [3.1.1| se sigue: A <(n_‘7)ﬂ> =A (_]77) =—A <]7T) . Asi, ZA (‘]W) =0.
n n n = n

Concluyendo que

n—1 .
A(nb) = n;)A <0+ Jn> .

Nota: Dada la definicién de la funcién de Lobachevsky, esta es diferenciable, con primera y

segunda derivada como sigue:

dA(9)
df

d2A(0)

102 = —cot 0.

= —log|2sen 0| y

s oA s . T , . o
Asi A tiene un valor minimo en 5 ¥y un maximo en 5



32 CAPITULO 3. 3-VARIEDADES HIPERBOLICAS DE VOLUMEN FINITO

3.2 Volumen hiperbdlico (segunda parte)

Con la funcién de Lobachevsky, podemos proseguir a calcular el volumen de variedades obtenidas

del pegado de poliedros ideales de H?, evitando el célculo de la integral dada en la Definicién m

3.2.1 Ortotetraedro

Un ortotetraedro T € H?, con dngulos «, 8,7 es un tetraedro en H® con sus tres dngulos diédricos

rectos y sus cuatro caras pueden se ordenadas como S1,Ss,S3,.94, tales que
Q(Sl, 52) = Q, 9(‘927 53) = 57 9(S3> 54) =7

Nombrar u; al vértice de T opuesto a la cara S; para cada i € {1,2,3,4}, como en la Figura

Figura 8.2: Ortotetraedro T en B® con vértice uz en el origen

Las cuatro caras de un tetraedro 7' son tridngulos rectdngulos con angulos rectos en los vértices us
v us. Asi, los vértices uo y us de T no son ideales. Se observa que « es el angulo de Sy en ug y v el
. 7T .

de 57 en ug. Entonces a y 8 son estrictamente menores que 5 Considerando la aureola de uj en T,
™ . T . . . ( 7T

se observa que 5+ > 5 la suma es igual a 5 si y solo si u; es ideal. Andlogamente, 8 4+ a > 5

. m . . .
la suma es igual a 5 Sy solo si uy4 es ideal.

Thurston (ver [Thu2, pags: 161-162]) demuestra que si 7' es un ortotetraedro, con angulos

< s 1. 7T .
diédricos «, 5~ a, v tiene volumen

Vol(T) = ~ [Ala+ ) + Al — ) + A(g —a)

AN

Con este resultado tenemos el siguiente corolario, tomando a v = a.
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. 7z N4 . 7-(-
Corolario 3.2.1. Sea T es un ortotetraedro, con dngulos diédricos c, 5—04, a, entonces el volumen

de T es
1
Vol(T) = §A(a).

3.2.2 Tetraedros ideales

Figura 8.3: Un tetraedro ideal en U3

Recordemos que, si T' es un tetraedro y v un vértice ideal de T" entonces la aureola de v en T,
se obtiene como la intersecciéon de una horoesfera ¥, que no intersecta a las caras de T que no
contienen a v, con 7'y denotado por L(v) = 3, NT. La aureola L(v) es un tridngulo Euclidiano,
ademds la clases de similitud que preservan la orientacién de L(v) no depende de la eleccién de ¥,,.

Lo que se observa en los siguientes teoremas.

Teorema 3.2.1. Las clases de similitud (que preservan la orientacion) de la aureola L(v) de
un vértice ideal de un tetraedro T en H> determinan a T salvo congruencias (que preservan la
orientacion).

Teorema 3.2.2. Sea T un tetraedro ideal en H®. Entonces T estd determinado, salvo congruencias,
por los tres dngulos diédricos ., 8,7 de las aristas de T que inciden en un vértice de T. Mds ain,
a+ B+~ =mxylos dngulos diédricos de las aristas opuestas de T son iguales. Ademds, si a, 3,7y

son nimeros reales positivos tales que a+ B+~ =, entonces hay un tetraedro ideal en el H® cuyos

angulos diédricos son «, 3,7.

Las demostraciones de estos dos teoremas, se pueden encontrar en [Rat].
Con estos dos teoremas, obtenemos el volumen de un tetraedro ideal mediante la funcién de

Lobachevsky. Denotaremos por Ty, g~ al tetraedro ideal con angulos diédricos «, (3, 7.
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Figura 3.4: El origen estd en el interior de A\

Teorema 3.2.3. Sea T, g un tetraedro ideal en U3. Entonces el volumen de Th s,y €8

Vol(Tapq) = M) + A(B) + A(y).

Figura 3.5: Division de Ty g ~

Demostracién:  Suponer, sin pérdida de generalidad, que uno de los vértices de T, g, esta
en oo y que los que restan estan sobre la esfera unitaria. Asi, la proyeccién de Tp, 5, a E? es un
tridngulo Euclidiano A con dngulos «, 3, y vértices sobre el circulo unitario.

Se tienen los siguientes casos:
1. El origen esté en el interior de A
2. El origen estd sobre una arista de A

3. El origen esta en el exterior de A.
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Caso 1) Uniendo los puntos medios de cada arista y los vértices de A con el origen mediante
segmentos (Figura , se obtiene una division de A, la cual lo separa en seis tridngulos
rectdngulos. Observemos que las parejas de triangulos que comparten un lado perpendicular de
A son congruentes. Los dngulos inscritos en un circulo miden la mitad de la longitud del arco que
determinan, asf los dngulos internos estdn definidos como en la Figura [3.4, Haciendo tomando la
imagen inversa de la proyecciéon de esta subdivisién de A se genera una subdivisién sobre T, g ,
por seis ortotetraedros, cada uno posee dos vértices ideales (Figura . Asi, del Corolario se
sigue

1

Vol(Tos) =2 [ 3A(0) + SAB) + 3A() |

Figura 3.6: El origen estd sobre una arista de A\

Caso 2) Para este caso, /A estd inscrito en un semicirculo, entonces uno de los dngulos
es recto, digamos ~. Uniendo los puntos medios de cada arista y los vértices de A con el
origen, mediante segmentos (ver Figura ; esta division de A lo separa en cuatro tridngulos
rectdngulos. Observemos que las parejas de tridngulos que comparten un lado perpendicular de A,
son congruentes. Los dngulos inscritos en un circulo miden la mitad de la longitud del arco que

determinan, asi, por un argumento similar al Caso 1)y el Corolario

1

Vol(Toaa) =2 | 54(0) + 548) + 3000

Caso 3) Por un argumento andlogo (ver Figura [3.7]), tomando en cuenta que aqui debemos restar

las areas de los ortotetraedros que se generan demds, asi se obtiene que para este caso

Vol(To2q) =2 | 5A(@) + 5409) + 5407)].

Teorema 3.2.4. Un tetraedro de volumen mdzimo en H® es un tetraedro regqular ideal.
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Figura 3.7: El origen esta en el exterior de /.

Demostracién:  Observemos que cualquier tetraedro de H? estd contenido en un tetraedro
ideal, solo basta enviar sus vértices a puntos ideales. Asi, es suficiente considerar tinicamente

tetraedros ideales. Por el Teorema [3.2.3| se necesita maximizar la funcion
B(a, 8,7) = Aa) + A(B) + A(v),

donde a, 3, son reales no negativos y a + 8+ v = 7.

Por definicién pif resulta ser continua y diferenciable, ademas
{(a,8,7) e Ry U{0} x R U{0} x Ry U{0}|ae+ B+~ =7} es un conjunto cerrado y acotado,
por tanto compacto, entonces U alcanza un méximo en dicho conjunto. Ahora, U(a, 3,v) = 0
siempre que «, 3 y v sean cero, debido al Teorema [3.1.1] Entonces para que U alcance su maximo
a, ,v deben ser mayores a cero. Definiendo la funcién f como f(«,S,v) = a+ 5 + 7, por el
Teorema de los Multiplicadores De Lagrange ([Mar, Teorema 8 pag 265.]), existe un escalar A tal
que

V(V) = AV(f),
en cualquier punto maximo (o, 5o,70)-
Entonces A'(a) = A'(By) = A (70). Luego,

sen ag = sen 3y = seny. (3.2)

T
Como ag + By + 70 = 7, para que cumplan solo les queda ser todos iguales a 3
Por lo tanto cualquier tetraedro ideal de volumen méaximo es regular. ]

Sea P el poliedro en U? obtenido al tomar el cono de 0o a un n-dgono ideal que estd sobre el
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hemisferio de una esfera Euclidiana que esta en U®. Sean aq, . . ., o, los dngulos diédricos de P entre

las caras verticales y el n-agono (la base). Este poliedro ideal se denotara por Py, . q,-

Teorema 3.2.5. El poliedro P,, ... ., tiene las siguientes propiedades:

77777

Loay+ - +op=m.

n

2. Vol(Puy...0n) = > Mew).
=1

Demostracién: Se procede por induccién sobre n. El caso n = 3, se sigue de los Teoremas
y Ahora suponga que 1. y 2. son vélidos para n — 1.

Dividiendo el n-dgono, que es base de P,, . ,, en un (n-1)-4gono y un tridngulo, el poliedro
Pao,.....a

se puede subdividir en la unién de los poliedros Py, . a, 2.8 Y Pan_1,an,7—g- Por hipotesis

n

de induccién, se sigue que:

a1+ -+ apo+ 8 =m,
Qp_1+ay + (1 =) =m.
Por lo que
a1+t apo+B8+an1+a,+ (m—05)=2m.
ay+--tap2+tap1 t+a, =m.

Nuevamente por hipdtesis de induccién

n—2

VOZ(PaL--chnfz,ﬁ) = Z A(ai) + A(ﬁ)

i=1

Vol(Py, 1 anm—p) = Man—1) + Alay) + A(m — B).

Como A(m — ) = A(-p) = —A(B), sumando las expresiones anteriores se tiene
Vol(Pay,.) = D M) ]
1=1

A continuacién dotaremos de estructura hiperbdlica a el complemento del nudo ocho, el
complemento del Enlace de Whitehead y el complemento de los anillos Borromeanos.
3.3 El complemento del nudo ocho

Sea T una tetraedro regular ideal (ver figure en B® (modelo conforme de la bola). Dado que

el grupo de simetrias actia transitivamente sobre sus aristas, todos los angulos diédricos de T son
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los mismos. La aureola de cada vértice ideal de T es un triangulo Euclidiano equilatero, y todos los

angulos diédricos de T son de T

Figura 3.8: Patron de pegado del complemento del nudo 8.

Sean T y T tetraedros regulares ideales ajenos en B>. Etiquetemos sus caras y aristas como
en la Figura Como una transformacién de Mobius de B? es determinada por la accién sobre
los cuatro vértices de T, el grupo de simetrias de T corresponde al grupo de permutaciones de los
vértices de T. Asi, existe una tnica isometria fg que invierte la orientacién de B? tal que envia a

T a Ty la cara S’ sobre la cara S de manera que se conserva el patrén de pegado entre S’ y S en

la Figura[3.8] para S € {A, B,C, D}.

Sea gg la composicion de fg seguida de la reflexion sobre la cara S. Entonces g4, 9B, 9c, gD, ¥
sus inversas forman un Io(B®)—emparejamiento lateral ® para {T,7’}. Existen seis puntos en cada
ciclo arista de ®. Por lo tanto, la suma angular diédrica de cada ciclo arista de ® es 2w. Entonces

® es un emparejamiento lateral propio.

Sea M el espacio obtenido al pegar Ty 7’ mediante ®, entonces M es una 3-variedad hiperbdlica
orientable, por el Teorema La aureola del punto ciispide de M es un toro, por el Teorema
Esto puede verse en la Figura|3.9

Ahora escogemos horoesferas basadas en el vértice ideal de 7’ que son invariantes bajo el grupo
de simetrias de J7, entonces las isometrias fa, fB, fc, fp mapearan esas horoesferas a horoesferas
basadas en el vértice ideal de T que son invariantes bajo el grupo de isometrias de T. Asi, la aureola
del punto cuspide de M, es completo por el Teorema Luego, M tiene una cuspide por el

Teorema [2.3.5, Finalmente, M es completa por el Teorema [2.3.6

Sea K el nudo ocho en E3, que se muestra en la Figura Mostremos que M es homeomorfo
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Figura 3.9: La aureola del punto cispide del complemento del nudo 8.

Figura 3.10: El nudo 8.
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a B3 — K. Cubri el tetraedro T con el nudo ocho y agregar arcos dirigidos a y b sobre K como en

la Figura|3.11], esos arcos corresponden a las dos aristas a, b de M.

Figura 3.11: El nudo ocho cubriendo el tetraedro T

Figura 8.12: La cara A deformado en un 2-celda del complejo L.

Ahora, el patrén de pegado de la frontera de la cara A es como en la Figura (a). El espacio
cociente resultante es homeomorfo a un disco cerrado con 2 puntos removidos, como en la Figura
3.12| (b). Este espacio cociente es homeomorfo a un disco con un punto interior y parte de su
frontera removidos, como en las figuras (c)y (d). Notemos que el disco (d) tiene en el
lado derecho un medio giro junto al arco dirigido b. El disco (d) se extiende por la parte de K que

sigue el contorno de la cara A en la Figura|3.11

*Una analogia de como se cubre el poliedro es: si este fuera una mesa, el nudo es un mantel.
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Figura 3.13: La cara B deformado en un 2-celda del complejo L.

Figura 8.14: La cara C deformado en un 2-celda del complejo L.
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Observemos que el nudo pasa por el punto faltante del interior del disco (d). De manera andloga

para las caras B, C' y D, como se observa en las figuras [3.13] [3.14] y [3.15]

Figura 3.15: La cara D deformado en un 2-celda del complejo L.

Estos cuatro discos junto con X forman un 2-complejo L cuyo 1l-esqueleto es la uniéon de X y
los arcos a,b. Sea M la imagen de 0T en M. Por la compatibilidad del pegado, se tiene que M es

homeomorfo a L — X.

Figura 3.16: Las secciones transversales perpendiculares a la arcos a y b apuntando hacia abajo.

Cada uno de los arcos a, b se encuentra con las cuatro 2-celdas de L. Colapsando a y b a puntos,
se observa que L tiene el tipo de homotopia de una 2-esfera. Asi, E? — L es la unién de dos 3-bolas
abiertas. Ahora, cortamos E® — K a lo largo de los interiores de las 2-celdas de L y partimos a
lo largo de los interiores de los arcos a, b para producir dos 3-variedades conexas con frontera N y

!/ . . .,
N’ cuyas fronteras son 2-esferas menos cuatro puntos con la misma descomposiciéon en celdas como
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las fronteras de T y 7T’, respectivamente. La Figura muestra las secciones de cruces de las
subdivisién de E® — K normal a los arcos a vy b. Obsérvese que co € N, esto explica la vuelta de

adentro hacia afuera de los discos (a) y (b) en las figuras|3.12} [3.13], [3.14] y |3.15]

Como los interiores de N y N’ son 3-bolas, las variedades N y N’ son 3-bolas cerradas menos
cuatro puntos en sus fronteras. Consecuentemente, existe una aplicacién ¢ de la unién disjunta de
N y N’ ala unién disjunta de Ty 7" que induce un homeomorfismo de E* — X a M. Por tanto, M

es homeomorfo al complemento de nudo ocho en E3.

3.3.1 Volumen del complemento del nudo ocho

La estructura hiperbdlica sobre el complemento del nudo ocho, se obtuvo pegando dos tetraedros

T
ideales con dngulos diédricos iguales a 3 Entonces, por el Teorema [3.2.3) tiene volumen

s
Vol(£) = 2V ol (Trfs rjs.nys) = 6A (5 ) -

3.4 El complemento del Enlace de Whitehead

Consideremos P un octaedro regular ideal en B con vértices ideales te;, +es y +es (ver la Figura
. Sean v un vértice ideal y S, (v) la esfera Euclidiana con centro en v y radio » > 0 menor a
la distancia (Euclidiana) a las caras del octaedro que no contiene a v, tomando %, := BN S,(v)
la horoesfera con base en v, estd Unicamente incide con las caras de P que tiene a v como vértice
ideal. Observe que (Fy, F1, F») es una bandera de P si y solo si (Fy NX,, F1 N X, F, N Y,) es una

bandera de la aureola L(v).

Figura 3.17: Octaedro regular ideal en B3.
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Figura 3.18: Patron de pegado para el complemento del Enlace de Whitehead.

Como el grupo de isometrias de B® actia transitivamente sobre el conjunto de banderas de
P, también actia transitivamente sobre el conjunto de aureolas de los vértices de P (que distan
Euclideanamente en r a cada vértice) y sobre el conjunto de banderas de cada aureola. Asi, las
aureolas de los vértices de P (que distan Euclideanamente en r a cada vértice) son poliedros regulares
congruentes.

Por lo que la aureola de cada vértice ideal de P es un poligono regular Euclidiano, mas atin es
un cuadrado Euclidiano. Por lo cual, todos los angulos diédricos de P son de g

Marcamos las caras, aristas y vértices de P como en la Figura Asi g4 la transformacion
de Mobius de B? que es la composicién de la reflexién en el plano de B® que estd en medio de los
dos planos que contienen la cara A y la cara A’; luego, una rotacién n en el plano que contiene a
la cara A alrededor del centro de A’ en sentido positivo con respecto al exterior de A; y por tltimo,
una reflexién sobre el plano que contiene a A. Ahora, considerar gg analogamente a como se definié
g4 sin la rotacion. Definamos go andlogo a g4 vy y gp andlogo a gp.

Asi, ga,9B,9c,9p con sus respectivas inversas forman un IO(B3)—emparejamiento lateral ®
para P. Entonces, cada ciclo arista consta de cuatro puntos, por lo cual la suma diédrica angular es
de 27. Luego, ® es un emparejamiento lateral propio.

Sea M el espacio obtenido al pegar las caras de P mediante ®. Por el Teorema M es una
3-variedad hiperbdlica orientable. Hay dos ciclos de vértices ideales de P, las aureolas de los puntos
cuspides de M. Por el Teorema las aureolas de los puntos cispides de M son toros (ver Figura
. Cada elemento gg de ® es la composicién de una transformacion ortogonal seguida por la

reflexién en S. Por lo tanto, horoesferas disjuntas basadas en los vértices ideales de P y equidistantes
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Figura 3.19: Los aureolas de los puntos ciuspides del complemento del Enlace de Whitehead.

Figura 3.20: Enlace de Whitehead.
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Figura 3.21: Octaedro regular cubierto por el Enlace de Whitehead.

del origen estan emparejadas por los elementos de ®. Luego, por el Teorema las aureolas de
los puntos cuspides de M son completos. Por consiguiente, M tiene dos cispides disjuntas por el
Teorema y por el Teorema M es completa.

Sea L el Enlace de Whitehead en E3, como en la Figura Veremos que M es homeomorfo
a E3 — L. Cubrimos la pirdmide superior del octaedro P con el Enlace de Whitehead, agregamos
tres arcos dirigidos a, b, c a L, como en la Figura Estos tres arcos corresponden a tres aristas

a,b,cde M.

Figura 3.22: La cara A deformada en una 2-celda del complejo K

Ahora, observemos que la frontera de la cara A tiene patrén de pegado como en la Figura [3.22
(a). El espacio cociente resultante es homeomorfo a un disco cerrado con dos puntos removidos

como en la Figura (b). Este espacio cociente es homeomorfo a un disco cerrado con un punto
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interior y parte de su frontera removidos como en la Figura (c). Este tltimo disco se extiende
por la mitad derecha de la componente de L en la Figura que esta en la forma de un simbolo

de infinito. Observe que la otra componente pasa por el punto que falta del interior del disco en la
Figura (c).

Por otro lado, observemos que la frontera de la cara B tiene un patrén de pegado como en la
Figura (a). El espacio cociente resultante es homeomorfo a un disco cerrado con una parte de
su frontera removida como en la Figura (b) y (c); este ultimo, genera la parte de L en la Figura
que sigue el contorno del lado B. De la misma forma las caras C'y D de P. Estos cuatro discos
forman un 2-complejo K, cuyo l-esqueleto es la uniéon de L con los arcos a,b,c. Sea M la imagen

de la 9P en M. Por la compatibilidad del pegado, vemos que M es homeomorfo a K — L.

Figura 3.23: La cara B deformada en una 2-celda del complejo K

El 2-complejo K es contraible porque si se colapsa los arcos a,b,c a puntos, obtiene un disco
cerrado. Por tanto £ — K es una 3-bola abierta. Cortando E® — L a lo largo de los interiores de
las 2-celdas de K y partiendo lo largo de los interiores de los arcos, se obtiene una 3-variedad con
frontera, IV, cuya frontera es una 2-esfera menos 6 puntos con la misma descomposicién celular que
OP. Como el interior de N es una 3-bola abierta, IV es una 3-bola abierta sin 6 puntos sobre su

frontera.

Luego existe una aplicaciéon ¢ : N — P que induce un homeomorfismo de E3 — L a M. Esto

es, M es homeomorfo al complemento de una aureola Whitehead en E3.
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3.4.1 Volumen del complemento del Enlace de Whitehead

La estructura hiperbdlica sobre el complemento del Enlace de Whitehead, se obtiene al pegar un

. Entonces el volumen

octaedro ideal regular, quien a su vez puede dividirse en dos copias de Pg’%%’%
de 27 es
Vol(20) = 2Vol(Ps = = =) = 8A (%) .

3.5 Complemento de los anillos Borromeanos

Figura 3.24: Anillos Borromeanos

Sea L los anillos Borromeanos en la Figura[3.24] Se prosigue a describir la estructura hiperbélica
para E3— L.

Pegar seis arcos dirigidos a,b,c,d,e, f a L como en la Figura La unién de L y esos
seis arcos forma el 1-esqueleto de un 2-complejo K, cuyas 2-celdas son discos correspondientes a las
regiones A, B,C, D, E, F,G, H en la Figura[3.25] observéandose que cada uno de los arcos a, b, ¢, d, e, f
interseca cuatro de las 2-celdas de K. Colapsando los arcos a,b,c,d, e, f a puntos, se tiene que K
tiene la homotopia de una 2-esfera. Consecuentemente E° — K es la unién de dos 3-bolas abiertas.

Al cortar E2 — L alo largo de los interiores de las 2-celdas de K y partiendo a lo largo de los
interiores de los arcos a, b, ¢, d, e, f se obtienen dos 3-variedades con frontera, N y N’, cuyas fronteras
son 2-esferas menos 6 puntos con la misma descomposicién celular que las fronteras de los octaedros
en la figura Como el interior de N y N’ son 3-bolas abiertas, N y N’ son 3-bolas cerradas
menos seis puntos sobre sus fronteras. Luego, E? — L puede ser obtenido mediante el pegado de dos
octaedros regulares ideales a lo largo de sus caras por un emparejamiento lateral como en la Figura

3. 20
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Figura 3.25: El 2-complejo K

Figura 3.26: Patrén de pegado para el complemento de los anillos Borromeanos
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. , . . 27
Notemos que los lados emparejados, estan pegados entre si con rotaciones en 5 alternando en

la direccién de lado a lado adyacente.

Volumen del complemento de los anillos Borromeanos

Para el complemento de los anillos Borromeanos, se construyé una estructura hiperbélica mediante el
pegado de dos octaedros regulares ideales, cada octaedro se puede dividir en dos copias de Pg%,g&

Por lo cual el volumen de B es

Vol(B) = 4Vol(Ps = x =) = 16A <f) .

3.5.1 Variedad de Gieseking

En los articulos [Col], [Kell], [Rat] y [Thul, se encuentra la construccién de una 3-variedad como
en la Figura La cual se denomina wvariedad Gieseking, su relevancia radica que es la unica
3-variedad hiperbdlica no compacta de volumen hiperbdlico minimal, que por el Teorema |3.2.3

tiene volumen 3A (g) .

Figura 3.27: Patron de pegado de la variedad de Gieseking



Capitulo 4

Teorema del volumen de Thurston

Como anteriormente se menciond, una variedad hiperbdlica es una variedad Riemanniana, completa
con curvatura seccional constante igual a —1. Considerando V una 2-variedad hiperbdlica de

volumen finito. El Teorema de Gauss-Bonnet implica que
Vol(V) = —2mx(V),

donde x(V) es la caracteristica de Euler de V.

Figura 4.1: Las superficies de volumen finito para k = 1, son la esfera con tres pinchaduras (izquierda) y el toro con una

pinchadura (derecha).

Ademas para cada 2-variedad hiperbdlica V', se tiene que —x(V) € N; asi los posibles valores
de Vol(V) son de la forma 2km con k € N. Con un volumen dado, existen una cantidad finita de

2-variedades, salvo homeomorfismos (ver [Grol). Sir = 27k, el nimero de 2-variedades hiperbdlicas

(no homeomorfas) con volumen r, es siempre que k es impar, y para cuando k es par, la

k
cantidad de 2-variedades (no-homeomorfas) con volumen r son 3 + 2.
Ademsds el Teorema de Finitud de Wang (ver [Gro]), nos dice que para n > 3 fijo y cada
r € R existe una cantidad finita de n-variedades hiperbdlicas con volumen menor o igual a r, salvo

isometrias.
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Figura 4.2: Las superficies de volumen finito para k = 2, son la esfera con 4 pinchaduras(izquierda), el toro con dos pinchadura

(centro) y la superficie de genero 2 (derecha).

Por lo que para cada n € N\ {3} el conjunto que consta de los volimenes de toda n-variedad
de volumen finito (con n fijo), es un subconjunto discreto en R. Pero, jpor qué se excluye el 3 de
los posibles valores de n? Es decir, ;qué pasa para las 3-variedades de volumen finito? Para esto,
veamos lo siguiente.

Definir 90t := {M|M 3-variedad hiperbdlica de volumen finito } y v: 9 — R la aplicacién
dada por v(M) := Vol(M) para cada M € .

Teorema 4.0.1 (Thurston). Sean M y v como arriba, entonces v(IM) es un subconjunto de R
cerrado, no discreto, bien ordenado y su ordinal es de la forma w”. La aplicacién v es finito a uno,

es decir v (r) es finito para cada r € v(M).

Este teorema, nos da una construccién “a mano” de un ordinal. Ademas nos dice lo siguiente.

e Existe una 3-variedad hiperbdlica Vi con volumen v1, el mas pequeno de todos los voliimenes;
una 3-variedad V5 con volumen vs, el segundo volumen mas pequeno, esto es, v1 < vo, asi

sucesivamente.

e Que el volumen v, le pertenece a una 3-variedad hiperbdlica completa no compacta; y la

segunda 3-variedad hiperbdlica completa, no compacta tiene volumen wvsg,,.

e El volumen v, 2 se asocia a la primera 3-variedad con dos cispides. Para n € N, el volumen

v, Se asocia a una variedad con n cispides.

e Ademés v~ !(r) es finito para todo r € v(9M).
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4.1 Descomposiciéon de Margulis-Jgrgensen

Sea M una variedad hiperbdlica, denotemos por I(p) la longitud del lazo geodésico més corto con
base en p € M. Fijando € € Ry, si 2¢ < [(p) la bola con centro p y de radio € tiene geometria
estandar, es decir, dicha bola es isométrica a una bola de radio € en H", donde n = dim(M )E| Aqui

se trabaja el caso n = 3.

Teorema 4.1.1 (Kazhdan-Margulis (caso especial)). Existe p € Ry tal que para cada variedad
hiperbdlica orientable M y cada p € M, los lazos con base en p y longitud menor que 2u generan
en w1 (M,p) un grupo libre abeliano de rango a lo mds 2. La constante p se denomina constante de

Kazhdan-Margulis.

La demostracion de este hecho se encuentra en [Thu]. Como consecuencia de este teorema cada
bola de radio €, con € < u, en M es isométrica a una bola de radio € en H? o bien una variedad

hiperbdlica con grupo fundamental Z 6 Z ® Z. Veamos como describir estas variedades.

Cuspides

Sean ¢, : U2 — U® dado por é,(z1,x0,23) = (1 +n,20,23) ¥ @m: U — U® dado por
Gm (21, T2, 23) = (21, T2 + m, x3). Asi el subgrupo G = {¢n, om : n,m € Z} de I(U?) es isomorfo
azlZ®dZL.

Definamos una doble cuspide a la variedad cociente U3 /G, la cual es isométrica a T' x R, donde

T es el toro plano. Ver Figura

De la definicion de C' se tiene que es una 3-variedad hiperbdlica con m1 = Z® Z; ademas como su
cubriente universal es H?, implica que cualquier 3-variedad hiperbélica con m; = Z® Z es isométrica
a C.

Sea U} := {(x1, x2,23) € U3 : z3 > 1}, de donde definamos la variedad C* := U /G € C la cual
es llamada cuspide con base en T. Esta variedad tiene como frontera a T y el tipo de isometria de
C™ se determina de forma tnica por (el tipo de isometria de) T. La ctispide(finita) tiene volumen

finito y es isométrica a T' x [0, 00).

“Recordemos que H" es un variedad simplemente conexa de curvatura —1. Ademds el cubriente universal de

cualquier n-variedad hiperbdlica es isométrica a H".



54 CAPITULO 4. TEOREMA DEL VOLUMEN DE THURSTON

Figura 4.3: El dominio fundamental (en rojo) de la accién de G sobre U3 es el prisma infinito con base el cuadrado unitario,

con vértices (0,0,0), (1,0,0),(1,1,0) y (0,1,0).
Tubos

Sean ¢ : U2 — U y ¢y : U? —> U? las inversiones con respecto la esferas Euclidianas con centro
en (0,0,0) de radio 1 y 2 respectivamente, asi sea ¢ = ¢g 0 ¢1. y definamos G := {¢" : n € Z} el
subgrupo de I(U?) el cual es isomorfo a Z.

Ahora, un tubo infinito es la 3-variedad hiperbélica obtenida al hacer actuar G en U3, estas
variedad tiene una geodésica cerrada simple. Un tubo infinito D tiene una tnica geodésica cerrada

simple v C D, la cual es llamada geodésica azial, ver Figura |4.4

Figura 4.4: El dominio fundamental de la accién de G sobre U> es el conjunto acotado por la esfera S’ (esfera de radio 2 con

centro en el origen) y la esfera S := ¢1(S’).

Un tubo (finito) D, C D, r > 0, es el conjunto de puntos p € D tales que d(p,vy) < 7.
La frontera 9D, es el toro topoldgico con métrica plana, esto es, 9D, = T. El toro T contiene

una geodésica cerrada simple 7 la cual es contraible en D,. Esta geodésica estd determinada de
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manera Unica, bajo rotaciones de T, por el homomorfismo Z x Z = m(T) — m(D,) = Z.

Notemos que la longitud de 7 es igual a la longitud del circulo de radio r en el plano hiperbdlico.
Se sigue que r ~ log(longitud(T)) cuando esta longitud es grande. El tipo de isometria de D, es
determinado de manera tnica por (7', 7) y ademds, para cada toro plano 7'y una geodésica cerrada
simple 7 C T existe un tubo D, con dD, C T tal que 7 es contraible en Drm asi se dird que D, es
un tubo con base (T, 7).

Si M es una variedad isométrica a una cispide T' x R, entonces el valor de I(p) = I(t,r) solo
depende de r € R y [ es estrictamente creciente como funciéon de —r. Cuando r — —oo el valor
de I(p) tiende a |2r| y cuando r — o0, I(p) se aproxima a e ". Y en este caso [ no tiene valores
criticos y todos los niveles 171 (z) son toros.

Si M es una variedad isométrica a un tubo infinito con geodésica axial v, entonces el valor
de I(p) solo depende de r(p) = d(p,7y) y | es una funcién estrictamente creciente para r € [0,00).
Cuando r = 0 se tiene que [(r) = longitud(vy) y para r — oo [(r) se aproxima a 2r. En este caso [
tiene un valor critico A = longitud(v) y todos los niveles 17 (z), con A\ < x, son toros.

Sean r, p nimeros positivos, definamos C, como un disco cerrado en R? de radio r y S, como
una circunferencia de perimetro p. Asi, un tubo es una variedad isométrica a C, x S,. La prueba de
este hecho se encuentra en [Benl, pag 153].

De lo anterior y el Teorema [4.1.1] se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.1.2 (Teorema de Descomposicién). Sean M una 3-variedad hiperbdlica orientable de
1
volumen finito, 0 < € < 5/1, donde p es la constante de Kazhdan-Margulis. Entonces l_l[O, egc M

consiste de una cantidad finita de componentes y cada una es isométrica a una cuspide o un tubo.

Como consecuencia de este teorema, si existe € < %u, tal que M no contiene una geodésica
cerrada de longitud €, en este caso, las fronteras de Mg = {p € M : l(p) < €} ¥y
Mi¢ ) :=1{p € M : l(p) > €} son toros.

Las e—vecindades (en M) de puntos p € M «) son isométricas a bolas hiperbdlicas. Se sigue
que M o) puede se cubierto con N = c(e)v(M) bolas de radio ¢, donde c(e€) es una constante que
depende de e.

Asumamos que M es conexo, es claro que también M| ) es conexo y por lo tanto su didmetro
es acotado por 2N.

M p, tiene una geometria local méds complicada que la de M| ), pero globalmente, es un objeto

La construccién de dicho tubo se encuentra en [Grol
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mds estandar. En particular se tiene que la cantidad de componentes de Mg no excede cv (M),

donde ¢ es una constante del orden p !,

Lo cual implica que M tiene a lo mas cv(M) geodésicas cerradas de longitud menor o igual a
5 py cuando € es mas pequeno que la longitud de la més pequena de esas geodésicas, la variedad

Mg, consiste de cuspides y su nimero no depende de €, ver Figura .

cuspide cuspide

/\ /\

nivel 71 (e)

tubo

Mie00)

Figura 4.5: Esquema del Teorema de Descomposicion

Un corolario inmediato de este Teorema de Descomposicién es el siguiente.

Corolario 4.1.1. Sea M una 3-variedad hiperbolica orientable de volumen finito. Entonces M es
difeomorfo al interior de una variedad compacta que su frontera consta de toros y por lo tanto, sélo

existe una cantidad numerable de 3-variedades hiperbolicas topologicamente diferentes de M.

Por el Teorema de Rigidez de Mostow el grupo fundamental 71 (M) determina de manera tinica a
M, salvo isometrias. Esto implica, que existe una cantidad numerable de 3-variedades hiperbdlicas

isométricas a M.

Teorema 4.1.3 (de Rigidez de Mostow (versién geométrica)). Sean My, My n-variedades
hiperbolicas sin frontera y compactas, con 2 < n. Si f : My —> My es una equivalencia homotdpica
(esto es, si f es continua y ademds existe g : Mo — M tal que fog y go f son homotdpicas),

entonces f es homotdpica a una isometria.

Este teorema es un caso especial del Teorema de Rigidez de Thurston (4.3.4)).
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4.2 Convergencia de variedades

Para dos espacios métricos (X,dx), (Y,dy) y una aplicacién f : X — Y definamos

dx(x1,22)

fog (dy(f(:vl), F(2))

Definicion 4.2.1. Sean {Xi}ieN una sucesion de espacios métricos con puntos base x; € Xt yY

L(f):sup{ >‘21’1,1‘26Xyl‘1751‘2}.

un espacio métrico. Diremos que la sucesion {(X*, z;)}ien converge a (Y,y) si y solo si para cada

€ >0y cadar >0, existe j € N tal que para todo i > j existe f; : By(x;) C X' — Y tal que
a) fi(zi) =y
b) Br—e(y) C fi(Br(xi));

c) L(f;) <e.

Figura 4.6: Ejemplo de convergencia

Nota: Una sucesién {(M?, p;)}ien de 3-variedades hiperbélicas, completas, de volumen finito,
converge si y solo si existe M una 3-variedad hiperbdlica, completa, de volumen finito, para la cual

la sucesion {(M?, p;)}ien converge a M en el sentido de la Definicién m
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En nuestro caso, nos interesa saber propiedades de 3-variedades hiperbdlicas de volumen finito,

con esta definicién y el Teorema de Descomposicién se llega al siguiente teorema.

Teorema 4.2.1 (de Jorgensen). Sea {(M',p;)}ien una sucesion convergente de 3-variedades
hiperbdlicas con volumen finito tal que {o(M'):i € N} es un conjunto acotado superiormente.
Entonces el espacio limite M de dicha sucesion es wuna 3-variedad hiperbdlica con
o(M) = lim{o(M") }en.

Demostracion: El Teorema de Descomposicién implica que para € > 0 suficientemente
pequeno los conjuntos M ["6700) son conexos y p; € M [Ze 50) ademas por el Teorema de Descomposicién
(nuevamente) se observa que si ¢; es una sucesiéon de nimeros positivos que converge a 0, entonces
U(M(io,ei]) — 0. Como diametro(M["E’oo)) < k(e), donde k(e) es una constante, asi se obtiene que
lim{o(M")};en = v(M). |

Chabauty, demuestra un resultado que nos ayuda en la prueba de que el conjunto v(9N) es

cerrado, dicho resultado es el siguiente.

Teorema 4.2.2 (de Chabauty). Sea {(M", p;)}ien una sucesion de n—variedades hiperbélicas (con

n-fija). Si los lazos geodésicos en p; satisfacen que
inf{l(p;) :i € N} >0,
entonces {(M",p;)}ien tiene una subsucesion convergente.

Para la demostracién de este teorema ver |[Chal]. Recordemos que 9t es el conjunto de todas
la 3-variedades hiperbdlicas (completas) de volumen finito y que v(-) es la funcién que asigna cada

M € 9 su volumen. Prosigamos a ver el siguiente resultado.
Proposicién 4.2.1. El conjunto v(9MN) es un conjunto cerrado en R .

Demostracién: De acuerdo con el Teorema de Descomposicién si { M*};cn es una sucesién de
3-variedades hiperbélicas de volumen finito, para cada i € N existe p; € M* tal que l(pi) > pi, donde
1 es la constante de Kazhdan-Margulis de la variedad M. Entonces por el Teorema de Chabauty

existe una subsucesién convergente y por el Teorema de Jgrgensen la funcién v es continua.

4.3 Apertura, cerradura de cuspides

Sea {M'};cn una sucesién convergente (relativa a una eleccién de puntos base) de 3-variedades

hiperbélicas con sup{o(M")} < oo y denotemos por M la variedad limite de dicha sucesién. Por
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el Teorema de Descomposicién se sigue que para cada € > 0 y cada ¢ suficientemente grande los
conjuntos M, f€ o0) SOI difeomorfos a M| ) y cuando € es suficientemente pequeno los conjuntos M (iO@]
tienen el mismo nimero de componentes que Mg . Se puede asumir que todas las componentes de
M g, son cuspides, de ser necesario hacer mas pequeno a e.

Lo que implica que el tinico cambio posible en la topologia cuando se pasa al limite, es el

intercambio de tubos en M(ioy q por cuspides en Mg, como en la Figura

tubo —— <«——cuspide

M? M

Figura 4.7: Intercambio de tubos por cuspides
De lo anterior se llega al siguiente hecho.

Teorema 4.3.1 (De apertura de ctispides de Jorgensen). Sea {M'}ien una sucesion de 3-variedades
hiperbélicas orientables con volimenes uniformemente acotados. Entonces existe una {N'};en una
subsucesion convergente a N y una sucesion de nimeros positivos {€;}ien que converge a 0, tales
que cada N* tiene p cispides y q geodésicas cerradas simples de longitud menor o igual a € con p
y ¢ independientes de i. La variedad N tiene p+ q cispides y es difeomorfa a cada N* menos esas

q geodésicas.

Notemos que al retirar la geodésica axial de un tubo, lo que resulta, es difeomorfo a una cispide
C. Mas aun si C' es la cuspide basada en un toro plano Ty 7; C T' es una sucesién de geodésicas
cerradas simples con longitud(r;) — oo cuando i — oo, entonces la sucesién de tubos D; con
base en (T, 7;) converge a C, tomando los puntos base en las fronteras de dichos tubos.

De lo anterior surgen inconvenientes, como que la convergencia de los tubos se pueda dar
dentro de una variedad completa (sin frontera) con volumen finito y otro inconveniente es el
comportamiento de los volimenes de N*. Thurston resuelve esto mediante dos teoremas, los cuales

se presentan a continuacion.
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Teorema 4.3.2 (Clausura de cispides). Sea M wuna variedad completa orientable con volumen
finito, la cual tiene p + q cuspides. Entonces eriste una sucesion {Mz} que converge a M tal que

cada M tiene exactamente p cispides y q geodésicas pequenas.

Para la prueba de este teorema ver [Gro] y el capitulo 5 de las notas de Thurston ([Thul)

Este teorema implica que M puede verse como limite de variedades compactas.

Teorema 4.3.3 (Volumen del Limite). Sea {N'} una sucesion que converge a N como en el Teorema,

4.3.1y sea q > 0. Entonces o(N) > v(N*) para todo i.

Este dltimo teorema es un caso especial del Teorema de Rigidez de Thurston, més atin, el

Teorema de Rigidez de Thurston implica el Teorema de Rigidez de Mostow.

Teorema 4.3.4 (Rigidez de Thurston). Sea M wuna wvariedad hiperbolica con volumen finito y
denotemos por M’ la variedad la cual es obtenida de una variedad hiperbélica completa de volumen
finito a la cual se le eliminaron algunas geodésicas cerradas simples disjuntas. Sea f : M —s M’
una mapeo propio de grado positivo d. Entonces v(M) > do(M') y la igualdad se tiene si y solo si
f es homotdpica a una isometria cubriente de grado d. En particular o(M) = do(M’) implica que

o(M') era completa (y no se le eliminaron geodésicas).

La prueba de este Teorema de Thurston se encuentra en [Thul.

Para ver que implica solo basta tomar M’ como N’ menos ¢ geodésicas. Y como
sabemos M’ es difeomorfa a N, entonces d = 1. Si ¢ > 0 por implica v(N) > do(M’) = v(N").
De donde implica

Por otro lado veamos que el Teorema de Rigidez de Thurston implica el Teorema de Rigidez de
Mostow.

Sean M y M’ son variedades hiperbélicas completas con grupos fundamentales isomorfos,
tenemos mapeos propios de grado 1, M —s M’ y M’ —s M. Asumiendo v(M) < v(M') (en caso
contrario intercambiar M y M'), por el Teorema nos implica que M — M’ es homotépico a
una isometria. Asi el Teorema de Rigidez de Thurston implica el Teorema de rigidez de Mostow.

El Teorema implica que el conjunto v(9N) esta bien ordenado, ademds que la funcién v es
finita a uno y usando el Teorema se observa que v(9N) tiene ordinal del tipo w®. Asi tenemos

la prueba del Teorema de Thurston (4.0.1)).
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