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Resumen

En este trabajo se presenta el cálculo de las funciones beta del modelo sigma en teoŕıa de

cuerdas, para obtener la acción efectiva a un lazo. Originalmente el objetivo era presentar las

ideas de esta construcción en forma pedagógica y autocontenida. Pero la dificultad en el cálculo

de la función beta del dilatón causó un cambio de planes. En lugar de presentar el cálculo de

la función beta del dilatón expĺıcitamente se recurrió a un argumento de consistencia interna

usando las simetŕıas del modelo sigma y las simetŕıas espacio temporales de la acción efectiva.

La clave de dicha relación se encuentra codificada en las llamadas identidades diferenciales

de las funciones beta [3]. Estas identidades implican una relación entre las funciones beta y

sus derivadas covariantes, que pueden mostrase usando propiedades estrictamente cinemáticas

(identidades de Bianchi). Basta con conocer sólo dos de la funciones beta para encontrar la

tercera usando estas identidades. Un importante argumento de consistencia entre el álgebra de

Virasoro asociada al modelo sigma y las ID implica que, si las funciones beta asociadas a la

métrica y al campo antisimétrico de Kalb-Ramon son cero, entonces la función beta asociada

al dilatón debe ser una constante. Este argumento fue usado inicialmente en [3] para mostrar

que, las ID son compatibles con las simetŕıas del modelo sigma.

La condición básica de consistencia de la acción efectiva es que, la simetŕıa conforme se

preserve a nivel cuántico. Esto implica que las funciones beta mencionadas deben ser cero.

Esta condición implica una relación entre los campos de fondo del modelo sigma y los campos

dinámicos en el espacio-tiempo. Por tanto, las condiciones de que las funciones beta sean cero,

puede ahora verse como las ecuaciones de movimiento de los campos en el espacio-tiempo.

Estas ecuaciones son fundamentales para entender en que sentido la teoŕıa de cuerdas, im-
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RESUMEN VI

plica las ecuaciones de Einstein mas correcciones consistentes que propone la teoŕıa de cuerdas.

Cabe entonces preguntarse si estas condiciones provienen de una acción. La respuesta es

afirmativa y es la acción efectiva en el espacio-tiempo. Las simetŕıas de norma de esta acción,

son consistentes con las simetŕıas de norma de las correspondientes ecuaciones de movimiento.

Cuando se estudian las correspondientes identidades de Noether asociadas a estas simetŕıas

de norma en el espacio-tiempo, se encuentra que estas identidades son precisamente las ID del

modelo sigma identificando apropiadamente las funciones beta con las ecuaciones de movimiento

de la acción efectiva. De este modo las simetŕıas en la hoja mundo del modelo sigma, implican las

simetŕıas de norma de la acción efectiva como simetŕıas emergentes. El espacio-tiempo dinámico

es aśı un concepto emergente que proviene de la cuantización de la cuerda (el correspondiente

modelo sigma).

En la primera parte se presentan las ideas básicas de la construcción de la teoŕıa de cuerdas,

siguiendo los textos [16], [8] y [12], esta parte del trabajo inicia con la motivación de la part́ıcula

relativista y sigue con el estudio clásico de la acción de Polyakov. Después, se estudia de manera

general la teoŕıa conforme de campos en dos dimensiones y finalmente se desarrolla el método

de Faddeev-Popov para cuantizar la teoŕıa y se discute la importancia de la carga central

en dicha construcción. En la segunda parte, se presenta el cálculo de las funciones beta del

modelo sigma. Esto está basado en gran parte en [3], [9], [15], y [14], sin embargo fueron de

crucial ayuda para entender distintos conceptos, [1], [4], [5], [13], [6], [2] y [11]. En esta parte, se

construyen las coordenadas normales de Riemann en el formalismo de primer orden (vielbein) de

relatividad general. Para la parte final se presenta un concepto básico conocido como identidades

de Noether [10], aśı como la acción efectiva de la teoŕıa, sus ecuaciones de movimiento y su

relación con las funciones beta. Finalmente, se muestra que las identidades diferenciales de las

funciones beta son las identidades de Noether de la acción efectiva. Hasta donde sabemos esta

interesante observación no ha sido reportada en la literatura sobre este apasionante tema y

la presentamos como una pequeña contribución en la construcción formal y consistente de la

acción efectiva a un lazo asociada al modelo sigma de la cuerda bosónica.
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Caṕıtulo 1

Introducción a la Teoŕıa Clásica de

Cuerdas

La teoŕıa de cuerdas se construye en base de argumentos clásicos. La cuantización de esta

se verá más adelante. La principal inspiración para la construcción de la acción de una cuerda

es la acción de una part́ıcula relativista. El estudio de sus caracteŕısticas, es fundamental para

escribir una acción adecuada para la cuerda.

1.1. La part́ıcula relativista

La acción para una part́ıcula relativista D-

dimensional y en unidades naturales es,

S = m

∫
dτ

√
dxµ

dτ

dxν

dτ
ηµν , (1-1)

donde ηµν es la métrica de Minkowski y µ =

0, 1, 2, ..., D − 1. Una propiedad importante de esta

acción es que es manifiesta invariante de Poincaré.

Además es invariante bajo reparametrizaciones, es de-

cir, se puede cambiar el parámetro con el que se mide

1



Caṕıtulo 1. Introducción a la Teoŕıa Clásica de Cuerdas 2

el ”tiempo”sobre la linea de mundo.

Esto es fácil de ver, si se tiene τ̃ = τ̃(τ) entonces,

dτ = dτ̃

∣∣∣∣dτdτ̃
∣∣∣∣ ,

además, por la regla de la cadena,

dxµ

dτ
=
dxµ

dτ̃

dτ̃

dτ
.

Sin embargo tenemos un problema con (1-1), la ráız cuadrada es un término que no se

conoce como integrar desde el punto de vista de la integral de trayectoria. Este inconveniente

se puede solucionar agregando un campo auxiliar, un einbein. Este ayudará a deshacerse de la

ráız cuadrada, pero habrá un nuevo grado de libertad en la teoŕıa correspondiente al campo

auxiliar. La interpretación de este nuevo campo será muy útil para la construcción de la acción

de la cuerda.

La acción (1-1) escrita en términos de un einbein, tendrá la forma,

S =
1

2

∫
dτ
(
e−1(τ)ẋµẋνηµν − e(τ)m2

)
, (1-2)

donde el punto es la derivada respecto al parámetro τ .

El principal hecho que hay que notar, es que a pesar de que ahora habrá una ecuación de

movimiento extra asociada a e(τ). Este queda totalmente definido y la ecuación para la xµ(τ)

coincide con la ecuación de movimiento que surge de (1-1).

Por otro lado e se puede pensar como un acoplamiento entre el encaje x y la ĺınea de

mundo. Para hacer la notación más sugestiva se puede escribir e(τ) =
√
gττ , es decir que el

campo auxiliar se puede considerar como una métrica de fondo en la ĺınea de mundo. De esta

forma la acción (1-2) se puede escribir como,

S =
1

2

∫
dτ
√
gττ
(
gττ ẋµẋνηµν +m2

)
. (1-3)

Se puede mostrar que (1-3) aún es invariante bajo reparametrizaciones. Además funcionará
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para part́ıculas de masa cero, algo que (1-1) no hace.

1.2. Acción de Nambu-Goto

La acción de Nambu-Goto es una propuesta a la ac-

ción de una cuerda. Esta acción se construye siguiendo

los argumentos usado para construir (1-1), se quiere con-

servar invarianza de Poincaré y bajo difeomorfismos. En

este caso se tiene una hoja de mundo y la superficie está

parametrizada por dos parámetros τ y σ. De ahora en

adelante sólo se considerará una cuerda cerrada, por lo

que hay que imponer condiciones de periodicidad.

σ ∈ [0, 2π],

Xµ(τ, σ) = Xµ(τ, σ + 2π),

generalmente se escribirá ξα = (τ, σ) y α = 0, 1.

Otro ingrediente necesario es la métrica inducida γαβ, definida como,

γαβ =
∂Xµ

∂ξα
∂Xν

∂ξβ
ηµν . (1-4)

Con estos ingredientes se puede escribir entonces,

SN−G = T

∫
d2ξ

√
detγ. (1-5)

Esta acción es invariante bajo difeomorfismos e invariante de Poincaré. Además conserva una

propiedad muy particular, el área de la hoja de mundo es invariante; aśı como en una part́ıcula

relativista el intervalo es invariante.

Por otro lado T se le llama tensión de la cuerda, pues por cuestión de unidades no se puede
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poner una masa como en (1-1). Sin embargo, se suele escribir T como,

T =
1

2πα′
,

donde α′ es una constante en teoŕıa de cuerdas.

Al igual que en (1-1), la acción de Nambu-Goto el mismo problema, hay una ráız cuadrada

que desde el enfoque de la integral funcional, no se puede integrar. Pero al igual que en (1-1), se

puede añadir un campo auxiliar a la teoŕıa y deshacerse de la ráız cuadrada. La consecuencia

de aplicar este método a la teoŕıa de cuerdas es la acción de Polyakov que se estudiará en el

siguiente caṕıtulo.

1.3. La acción de Polyakov

En esta sección se estudiará en detalle la acción de Polyakov. Se examinarán sus principales

simetŕıas; aśı como las ventajas que se obtienen de estas. Se mostrará cuales son sus ecuaciones

de movimiento y finalmente se discutirá la utilidad e importancia de esta acción.

La acción de Polyakov está dada por,

S =
1

4πα′

∫
d2ξ
√
ggαβ∂αX

µ∂βX
νηµν , (1-6)

donde g ≡ det g y gαβ es una métrica de fondo en la hoja de mundo. A diferencia de la acción

de Nambu-Goto, la acción de Polyakov no tienen ninguna ráız cuadrada, pues la ráız de g no

causará ningún inconveniente al igual que en (1-3). Esta acción tiene manifiestas tres simetŕıas

muy importantes; es Poincaré invariante, tiene invarianza bajo difeomorfismos y transformacio-

nes de Weyl. La invarianza de Poincaré y bajo difeomorfismo es un requisito importante si se

quiere que la teoŕıa sea relativista, por otro lado la invarianza bajo transformaciones de Weyl

será un ingrediente sumamente importante en la construcción de la teoŕıa, dicha simetŕıa se

estudiará en detalle más adelante.
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1.3.1. Simetŕıas de la acción

Como se mencionó, la acción de Polyakov es invariante de Poincaré; es decir que su forma

no cambia bajo las transformaciones del grupo de Poincaré, dadas por,

Xµ −→ ΛµνX
ν + cµ.

donde Λµν es una transformación de Lorentz y cµ una constante.

La acción tiene invarianza bajo difeomorfismos, dicho de otra forma es invariante bajo

reparametrizaciones en la hoja de mundo. Esta simetŕıa es una simetŕıa de norma sobre la hoja

de mundo de la cuerda. Lo que esto significa, es que es posible cambiar las coordenadas de la

hoja de mundo, es decir, ξα −→ ξ̃α(ξ). Este cambio de coordenadas transforma también a los

campos Xµ y a la métrica gαβ de la siguiente manera,

Xµ(ξ) −→ X̃µ(ξ̃) = Xµ(ξ),

gαβ(ξ) −→ g̃αβ(ξ̃) =
∂ξγ

∂ξ̃α
∂ξδ

∂ξ̃β
gγδ(ξ).

es decir, como un campo escalar y un tensor de rango 2 respectivamente.

Muchas veces es útil escribir estas simetŕıas infinitesimalmente, es decir para una traslación

de la forma,

ξα −→ ξ̃α = ξα − εα(ξ),

con εα pequeño. Entonces las variaciones inducidas en los campos y en la métrica son,

δXµ(ξ) = εα∂αX
µ,

δgαβ = ∂αεβ + ∂βεα.
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1.3.1.1. Simetŕıa de Weyl

Como se mencionó, la invarianza de Weyl será fundamental para la construcción de la teoŕıa.

Esta simetŕıa a diferencia de las anteriores, es una nueva simetŕıa que surge al agregar la métrica

de fondo sobre la hoja de mundo.

La simetŕıa de Weyl, viene de un cambio de coordenadas, ξα −→ ξ̃α(ξ), tal que no cambia

al encaje y la métrica cambia de una forma especial. Es decir,

Xµ(ξ) −→ X̃µ(ξ̃) = Xµ(ξ),

gαβ(ξ) −→ g̃αβ(ξ̃) = Ω2(ξ)gαβ(ξ). (1-7)

Se puede escribir Ω2(ξ) = e2φ(ξ), infinitesimalmente para un φ pequeño se tiene que,

δgαβ = 2φ(ξ)gαβ(φ).

Se conoce a φ como factor conforme. La invarianza de Weyl es una simetŕıa de norma, pues

se tiene la libertad de escoger a la φ sin cambiar la teoŕıa. Una manera clara de verlo es calcular

la ecuación de movimiento para gαβ. Es decir la variación de la acción respecto a la métrica,

δS =
1

4πα′

∫
d2ξδgαβ

(
√
g ∂αX

µ∂βX
ν − 1

2

√
ggαβg

ρσ∂ρX
µ∂σX

ν

)
ηµν ,

usando que, δ
√
g = −1

2

√
ggαβδg

αβ. Entonces,

∂αX
µ∂βX

νηµν =
1

2
gαβg

ρσ∂ρX
µ∂σX

νηµν

Esto quiere decir que gαβ debe ser,

gαβ = 2φ(ξ)∂αX
µ∂βX

νηµν = 2φ(ξ)γαβ (1-8)
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donde se escribe φ como,

φ = (gρσ∂ρX
µ∂βX

νηµν)−1 .

Aqúı es claro que la métrica gαβ, no es la misma que la métrica inducida (1-4), estas difieren por

un factor conforme. Sin embargo si se sustituye la expresión (1-8) en la ecuación de movimiento

para los campos,

∂α(
√
ggαβ∂βX

µ) = 0, (1-9)

se pueden recuperar las ecuaciones de movimiento de Nambu-Goto. Más aún si se sustituye

(1-8) en (1-6) se puede recuperar la acción de Nambu-Goto.

En el siguiente caṕıtulo se estudiará en detalle todas las consecuencias de tener esta simetŕıa

en la teoŕıa. Sin embargo lo importante es verlo desde el punto de vista de la teoŕıa de campos,

pues el objetivo es poder cuantizar la teoŕıa. El estudio de una teoŕıa de campos con esta

simetŕıa se llama Teoŕıa Conforme de Campos.





Caṕıtulo 2

Teoŕıa Conforme de Campos en 2

Dimensiones

El propósito de este caṕıtulo es exponer las ideas básicas de una teoŕıa de campos confor-

me(CFT, por sus siglas en inglés) en 2 dimensiones. Estas teoŕıas tienes diversas aplicaciones,

sobre todo en f́ısica estad́ıstica. Para más información acerca de esto, aśı como teoŕıas conformes

en más de 2 dimensiones se puede consultar [8]. Sin embargo en este contexto es de interés,

pues es una herramienta poderosa para el desarrollo de la teoŕıa de cuerdas.

Una transformación conforme es un cambio de coordenadas, que cambia a la métrica como

en (1-7). Una CFT es una teoŕıa de campos que es invariante bajo estas transformaciones. Esto

significa que a la teoŕıa se escribe igual para cualquier escala.

La simetŕıa de Weyl es una simetŕıa de norma, por lo que se puede tomar una elección para

la métrica. Si es el campos de fondo gαβ es fijo, la simetŕıa conforme se puede pensar como una

simetŕıa global con su propia corriente conservada de Noether. En este caṕıtulo se trabajará

con un campo de fondo fijo, mayormente con una métrica plana.

9
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2.1. Espacio plano

A pesar de que el interés es tener una métrica Minkowskiana en la hoja de mundo. Trabajar

en una métrica euclidiana simplifica los cálculos, además que este proceso es análogo para una

métrica de Minkowski.

El tratamiento se hace pasando al plano complejo con la transformación,

(ξ1, ξ2) = (ξ1, iξ0).

Aśı se pueden definir las siguientes coordenadas complejas,

z = ξ1 + ξ2, z̄ = ξ1 − ξ2,

esto permite definir las llamadas derivadas holomórficas,

∂z ≡ ∂ =
1

2
(∂1 − i∂2), ∂z̄ ≡ ∂̄ =

1

2
(∂1 + i∂2),

en términos del intervalo euclidiano se obtiene,

ds2 = (dξ1)2 + (dξ2)2 = dzdz̄,

esto es útil para definir la métrica en el espacio complejo,

gzz = gz̄z̄ = 0, gzz̄ =
1

2
.

Con la teoŕıa escrita en estas coordenadas, es claro ver quien es Ω2 en (1-7). Pues si se aplica

la transformación,

z −→ z′ = f(z), z̄ −→ z̄′ = f̄(z̄),
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el cambio en el intervalo es de la siguiente forma,

ds2 = dzdz̄ −→
∣∣∣∣dfdz
∣∣∣∣2 dzdz̄.

Se pueden definir las coordenadas cono de luz,

ξ± = ξ0 ± ξ1 (2-1)

estas se comportarán de una forma muy parecida a las coordenadas complejas y tienen más

significado f́ısico. Además de que será sumamente útiles en uno de los desarrollos principales

más adelante.

Figura 2-1: Ejemplo de una transformación conforme

2.2. Aspectos Clásicos

En está sección se derivan algunos de los principales conceptos clásicos de una teoŕıa confor-

me de campos, como las propiedades del tensor de enerǵıa momento y las corrientes de Noether

conservadas.
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2.2.1. El Tensor de Enerǵıa-Momento

Se define el tensor de enerǵıa-momento de la siguiente forma,

Tαβ = − 4π
√
g

∂S

∂gαβ.
(2-2)

Para una transformación conforme global, se tiene que la variación de la métrica es,

δgαβ = εgαβ, (2-3)

con ε una constante. Usando (2-2) se obtiene que la variación de la acción respecto a la métrica

es,

0 = δS =

∫
dξ

∂S

∂gαβ
δgαβ = − 1

4π

∫
dξ ε
√
g Tαα.

Esto muestra el primero de los resultados importantes en la teoŕıa. La traza del tensor de

enerǵıa momento debe ser cero. Este resultado será de suma importancia cuando se quiera

cuantizar la teoŕıa.

Tαα = 0 (2-4)

Por otro lado, se tiene la variación de la métrica respecto a los difeomorfismos locales. Esta

está dada por,

δgαβ = ∂αεβ + ∂βεα. (2-5)

Con el procedimiento anterior se obtiene,

0 = δS =

∫
dξ

∂S

∂gαβ
δgαβ = 2

∫
d2ξ

∂S

∂gαβ
∂αεβ = − 1

4π

∫
d2ξ
√
g Tαβ∂αεβ,

e integrando por partes se tiene,

∂αTαβ = 0. (2-6)

En el caso con curvatura el resultado será, ∇αTαβ = 0, con los śımbolos de Christoffel

definidos de la forma común.
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Se puede probar, que para un campo escalar libre, con la acción

S =
1

4πα′

∫
d2ξ ∂αX∂

αX,

el tensor de enerǵıa-momento se ve de la siguiente forma,

Tαβ = − 1

α′

(
∂αX∂

αX − 1

2
δαβ(∂X)2

)
.

Este debe satisfacer la condición de traza cero porque la teoŕıa es conforme. En coordenadas

complejas puede escribirse aśı,

T = − 1

α′
∂X∂X, T̄ = − 1

α′
∂̄X∂̄X. (2-7)

Este resultado será importante, más adelante para los cálculos en los que se enfoca este trabajo.

2.2.2. Corriente de Noether

El tensor de enerǵıa-momento proviene de la simetŕıa bajo traslaciones. Estas son transfor-

maciones conformes, pero no son las únicas. Esta sección está destinada a estudiar que sucede

con otro tipo de transformaciones conformes, no sólo traslaciones.

Si se considera la siguiente transformación infinitesimal,

z′ = z + ε(z), z̄′ = z̄ + ε̄(z̄).

Estas transformaciones representan dilataciones y rotaciones. Entonces se puede calcular la

variación de la acción,

δS =

∫
d2ξ

∂S

∂gαβ
δgαβ = − 1

2π

∫
d2ξ
√
g Tαβ(∂αδξβ),

δS = − 1

2π

∫
d2ξ
√
g [Tzz∂z̄ε+ Tz̄z̄∂z ε̄]. (2-8)
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Nótese que Tzz̄ = 0 pues la traza del tensor de enerǵıa-momento de una teoŕıa conforme es

cero. Además, es importante ver que si ε y ε̄ son funciones holomorfa y antiholomorfa respectiva-

mente, se obtiene de inmediato δS = 0. Para poder calcular la corriente conservada en (2-8), se

puede emplear un pequeño truco. Esto consiste en pensar a z y z̄ como variables independientes

y poder calcular las corrientes conservadas por separado. Entonces las variaciones son,

δz = ε(z, z̄), δz̄ = 0.

se propone ε(z, z̄) = ε(z)f(z̄) para alguna función antiholomorfa f . Lo que se obtiene de esto

es,

Jz = 0, J z̄ = Tzz(z)ε(z) ≡ T (z)ε(z). (2-9)

De igual manera, se puede hacer lo mismo para el caso,

δz = 0, δz̄ = ε̄(z, z̄),

obteniendo un resultado análogo,

J̄ z̄ = 0, J̄z = Tz̄z̄(z̄)ε̄(z̄) ≡ T̄ (z̄)ε̄(z̄). (2-10)

Una razón por la que es importante el estudio de una teoŕıa CFT, es que esta se puede

estudiar desde un punto de vista cuántico. En el contexto de teoŕıa de cuerdas, las herramientas

de una CFT cuántica serán útiles para el proceso de cuantización de la teoŕıa. La siguiente

sección tiene el objetivo de estudiar las nociones básica de una CFT cuántica.

2.3. Aspectos Cuánticos

Esta sección está destinada al tratamiento cuántico de una CFT. La principal herramienta en

este estudio serán las llamadas expansiones en producto de operadores (OPE, por sus siglas en

inglés). Los OPE serán de gran utilidad para entender conceptos como los operadores primarios
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y la carga central; que tiene suma importancia en la teoŕıa.

2.3.1. Expansión de Producto de Operadores

La definición de un operador en el contexto de CFT, es cualquier función que dependa de

los campos que contiene la teoŕıa. Por consecuencia los operadores dependen de las coordenadas

que dependen los campos, es decir, son locales. La idea de un OPE, es escribir al producto de

dos operadores como una serie de operadores con coeficientes. Es decir,

〈Oi(z, z̄)Oj(w, w̄)...〉 =
∑
k

Ckij(z − w, z̄ − w̄)〈Ok(w, w̄)...〉, (2-11)

donde los bra-kets significan en valor de expectación en el vaćıo y se piensa que hay orden

temporal impĺıcito. Sin embargo esos valores de expectación, del lado izquierdo de la igualdad

sólo dependen de los dos primeros operadores y del lado derecho sólo del primer operador. Por

lo que generalmente se escribe,

Oi(z, z̄)Oj(w, w̄) =
∑
k

Ckij(z − w, z̄ − w̄)Ok(w, w̄). (2-12)

El estudio de los OPE’s tiene gran importancia en la teoŕıa. Con los OPE’s se pueden

estudiar aspectos de la teoŕıa como la carga central y se pueden definir los operadores primarios,

que se estudiaran más adelante. Antes de eso es bueno notar que aspectos conocidos se pueden

heredar después de la cuantización Uno de estos son las identidades de Ward.

2.3.2. Identidades de Ward

Las identidades de Ward son ecuaciones de operadores. Estas contienen la idea del teore-

ma de Noether en una teoŕıa cuántica de campos. El objetivo de esta sección es derivar las

identidades Ward para una teoŕıa conforme.

En el contexto de la integral funcional, las simetŕıas de la teoŕıa se pueden escribir como

variaciones,

X ′ = X + εδX
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tales que mantienen la acción y la medida de la integral funcional invariantes, es decir,

S[X ′] = S[X], DX ′ = DX.

Una vez más se propone ε −→ ε(ξ), entonces se tiene que,

Z −→
∫
DX ′exp(−S[X ′]) =

∫
DXexp

(
−S[X]− 1

2π

∫
d2ξ
√
gJα∂αε

)
=

∫
DXe−S[X]

(
1− 1

2π

∫
d2ξ
√
gJα∂αε

)
.

Para tener una función de partición invariante se pide que,

∫
DXe−S[X]

(∫
d2ξ
√
gJα∂αε

)
= 0,

esto proporciona una versión cuántica para el teorema de Noether,

〈∂αJα〉 = 0. (2-13)

Se puede usar este método para obtener resultados más fuertes. Se puede pensar en el valor

de expectación con orden normal de n operadores,

〈O1(ξ1)...On(ξn)〉 =
1

Z

∫
DX e−S[X]O1(ξ1)...On(ξn),

sin perdida de generalidad, se puede considerar la variación,

O1 −→ O1 + εδO1,

y de nuevo se propone ε −→ ε(ξ), entonces lo que se obtiene es,

〈O1...On〉 −→
1

Z

∫
DX e−S[X]

(
1− 1

2π

∫
d2ξ
√
gJα∂αε

)
(O1 + εδO)...On,
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obteniendo finalmente,

− 1

2π

∫
ε
d2ξ
√
g ∂α〈Jα(ξ)O1(ξ1)...〉 = 〈δO1(ξ1)...〉. (2-14)

Esta última es la llamada identidad de Ward. La integral del lado izquierdo de (2-14) es

una integral sobre una región distinta de 0 al rededor de O1(ξ1).

2.3.2.1. Identidades de Ward para Transformaciones Conformes

La expresión (2-14) surge de principios variacionales. Esto significa que debe satisfacerse

para cualquier simetŕıa, en particular para la simetŕıa conforme. A continuación se usará el

teorema de Stokes para derivar las identidades de Ward para transformaciones conformes.

Si se toma n̂α como un vector unitario normal a la frontera de la región ε. Se puede aplicar

el teorema de Stokes,

∫
ε
∂αJ

α =

∮
∂ε
Jαn̂

α =

∮
∂ε

(J1dξ
2 − J2dξ

1) = −i
∮
∂ε

(Jzdz − Jz̄dz̄),

usando (2-14) se puede escribir,

i

2π

∮
∂ε
dz〈Jz(z, z̄)O1(ξ1)...〉 − i

2π

∮
∂ε
dz〈Jz̄(z, z̄)O1(ξ1)...〉 = 〈δO1(ξ1)...〉

.

Como las corrientes conservadas son funciones holomorfas y antiholomorfas respectivamente,

se puede aplicar el teorema del residuo,

i

2π

∮
∂ε
dz Jz(z, z̄)O1(ξ1) = −Res[JzO1].

Obteniendo,

δO1(ξ1) = −Res[Jz(z)O1(ξ1)] = −Res[ε(z)T (z)O1(ξ1)], (2-15)
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y un resultado análogo para la parte antiholomorfa,

δO1(ξ1) = −Res[J̄z̄(z̄)O1(ξ1)] = −Res[ε̄(z̄)T̄ (z̄)O1(ξ1)]. (2-16)

De aqúı se obtiene un resultado importante de la teoŕıa. Si se puede calcular el OPE entre

un operador y el tensor de enerǵıa-momento, entonces es posible conocer como transforma ese

operador bajo transformaciones conformes.

2.3.3. Operadores Primarios

El estudio de los OPE’s es útil para conocer como transforman los operadores, en particular,

definir a los operadores primarios en función de sus OPE’s con el tensor de enerǵıa momento,

ayudará a caracterizar a los operadores según como estos transforman bajo transformaciones

conformes.

Un operador primario se define como un operador el cual su OPE con el tensor de enerǵıa

momento de ve aśı,

T (z)O(w, w̄) = h
O(w, w̄)

(z − w)2
+
∂O(w, w̄)

z − w
+ términos no singulares (2-17)

T̄ (z̄)O(w, w̄) = h̃
O(w, w̄)

(z̄ − w̄)2
+
∂̄O(w, w̄)

z̄ − w̄
+ términos no singulares (2-18)

donde h y h̃ son constantes y se llaman pesos conformes. Esta definición permite conocer como

transforman estos operadores. La importancia de los operadores primarios es que transforman

de una forma simple.

Si se consideran transformaciones de la forma δz = ε(z), se tiene que,

δO(w, w̄) = −Res[ε(z)T (z)O(w, w̄)] = −Res

[
ε(z)

(
h
O(w, w̄)

(z − w)2
+
∂O(w, w̄)

z − w
+ ...

)]
.

Si se toman en cuenta sólo transformaciones conformes suaves. Entonces ε(z) no puede tener
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singularidades. De modo que se puede expandir en serie de Taylor,

ε(z) = ε(w) + ε′(w)(z − w) + ...

con esto se obtiene,

δO(w, w̄) = −hε′(w)O(w, w̄)− ε(w)∂O(w, w̄), (2-19)

h̃ aparecerá en la expresión análoga para el caso, δz̄ = ε̄(z̄).

Si finalmente se considera una transformación conforme finita, tal que,

z −→ z̃(z), z̄ −→ ˜̄z(z̄),

se tiene que los operadores primarios transforman de la siguiente forma,

O(z, z̄) −→ Õ(z̃, ˜̄z) =

(
∂z̃

∂z

)−h(∂ ˜̄z

∂z̄

)−h̃
O(z, z̄). (2-20)

Si se piensa en el caso de un campo escalar,

S =
1

4πα′

∫
d2ξ ∂αX∂

αX,

con ecuación de movimiento ∂2X(ξ) = 0. Si se usa el hecho de que cualquier derivada funcional

total en la integral de trayectoria se hace cero. Se puede obtener,

0 =

∫
DX δ

δX(ξ)
e−S = −

∫
DXe−S

[
1

2πα′
∂2X(ξ)

]
,

esto no es más que el teorema de Ehrenfest,

〈∂2X(ξ)〉 = 0.
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Con el mismo procedimiento se puede obtener,

0 =

∫
DX δ

δX(ξ)
[e−SX(ξ′)] =

∫
DXe−S

[
1

2πα′
∂2X(ξ)X(ξ′) + δ(ξ − ξ′)

]
,

entonces,

〈∂2X(ξ)X(ξ′)〉 = −2πα′δ(ξ − ξ′). (2-21)

Usando que,

∂2ln(ξ − ξ′)2 = 4πδ(ξ − ξ′),

se puede resolver (2-21). Obteniendo,

〈X(ξ)X(ξ′)〉 = −α
′

2
ln(ξ − ξ′)2. (2-22)

Al continuar insertando nuevos campos Oi, con el procedimiento análogo se puede obtener

el OPE,

X(ξ)X(ξ′) = −α
′

2
ln(ξ − ξ′)2 + ... (2-23)

sin embargo, es mejor considerar el campo ∂X o ∂̄X, que tienen OPE’s con una forma más

agradable. Por otro lado, para resolver la ecuación de movimiento, se puede separar la solución

en una solución izquierda y otra derecha. Haciendo lo anterior y considerando sólo la parte

izquierda,

∂X(z)∂X(w) = −α
′

2

1

(z − w)2
+ términos no singulares. (2-24)

Con este resultado se puede probar que ∂X es un operador primario. Ahora hay que definir el

tensor de enerǵıa-momento en el contexto cuántico. En la teoŕıa clásica, se tienen las ecuaciones

(2-7). En la teoŕıa cuántica hay que tener cuidado, pues (2-7) están definidas en el mismo punto,

lo que en el contexto cuántico puede causar divergencias.

En este caso se puede aplicar una idea equivalente a la cuantización canónica, donde se usa
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el orden normal para asegurar que la enerǵıa del vaćıo será cero. Definiendo entonces,

T = − 1

α′
: ∂X∂X :≡ − 1

α′
ĺım
z−→w

(∂X(z)∂X(w)− 〈∂X(z)∂X(w)〉) (2-25)

que por definición, satisface 〈T 〉 = 0.

Con estas herramientas se puede probar que,

T (z)∂X(w) =
∂X(w)

(z − w)2
+
∂2X(w)

z − w
+ ...,

es decir, el operador ∂X tiene peso conforme h = 1.

Sin embargo, T (z) no será primario, pues su OPE con si mismo es,

T (z)T (w) =
1
2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
+ ... (2-26)

Es decir que T tiene peso conforme h = 2, sin embargo no es un operador primario. Esto

implica que, el tensor de enerǵıa-momento no transforma como (2-20). El hecho que T no sea

primario, es una propiedad de las teoŕıas conformes, por lo que debe estudiarse como tal. El

estudio de esta propiedad llevará a la llamada carga central que se estudiará en a continuación.

2.3.4. Carga Central

El objetivo de esta sección es definir el concepto de carga central en una teoŕıa de campos

conforme. También se dará una interpretación f́ısica a esta y a los pesos conformes. Estas inter-

pretaciones pretenden desarrollar una mejor intuición en la teoŕıa que será útil más adelante.

Los pesos conformes proporcionan información acerca de como un operador transforma en la

teoŕıa conforme, es decir, bajo rotaciones y reescalamientos y están relacionados con conceptos

familiares.

Los eigenvalores de los operadores de rotación son los valores s de esṕın, que en términos

de los pesos conformes se ven aśı,

s = h− h̃.



Caṕıtulo 2. Teoŕıa Conforme de Campos en 2 Dimensiones 22

Por otro lado la dimensión de escalamiento ∆ de un operador es,

∆ = h+ h̃,

la dimensión de escalamiento no es más que la dimensión que usualmente se asocia a los campos

y operadores por el análisis dimensional.

Esto permite tener una interpretación para el peso conforme de T , que es h = 2. Esto

dice que T tiene esṕın s = 2, lo que es consistente pues es un 2-tensor simétrico. Esto sucede

igualmente para T̄ con su peso conforme h̃.

Además está interpretación restringe por análisis dimensional, qué términos pueden aparece

en el OPE del tensor de enerǵıa-momento con si mismo. Esto es porque se tiene una dimensión

de escalamiento ∆ = 4. Entonces cualquier término en el OPE, sólo puede ser de la forma,

On
(z − w)n

,

tal que, ∆[On] = 4−n. Pero en una teoŕıa conforme unitaria, no se pueden tener pesos conformes

menores que cero [16]. Es necesario que la teoŕıa sea unitaria para tener adecuados observables

cuánticos. Entonces el máximo n que se puede tener en la expansión es n = 4 y por cuestiones

de simetŕıa no se considera n = 3.

Por lo que se puede escribir,

T (z)T (w) =
c
2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
+ ...,

y

T̄ (z̄)T̄ (w̄) =
c̃
2

(z̄ − w̄)4
+

2T̄ (w̄)

(z̄ − w̄)2
+
∂T̄ (w̄)

z̄ − w̄
+ ...

donde c y c̃ se llaman cargas centrales. Estas constantes son los parámetros más importantes

para caracterizar una CFT. Al final de la sección pasada se vio que en la teoŕıa de un campo

escalar en dimensión D = 1 se tiene que c = c̃ = D, esta expresión se satisface también para

D > 1 [16]. Esto sugiere pensar que las cargas centrales están relacionadas con los grados de
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libertad de la teoŕıa.

2.3.5. El Operador Schwarziano

Como se mencionó anteriormente, los operadores primarios tienen la particularidad de trans-

formar de forma simple. Sin embargo el tensor de enerǵıa-momento no es primario. Entonces

hay que investigar como transforma T , pues esto tiene la información de que sucede con la

enerǵıa después de una transformación conforme.

Al igual que en el caso de un operador primario, se calcula primero su variación,

δT (w) = −Res[ε(z)T (z)T (w)] = −Res

[
ε(z)

(
1
2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
+ ...

)]

.

Al igual que antes se puede expandir ε en serie de Taylor,

ε(z) = ε(w) + ε′(w)(z − w) +
1

2
ε′′(w)(z − w)2 +

1

6
ε′′′(w)(z − w)3 + ...,

entonces,

δT (w) = −ε(w)∂T (w)− 2ε′(w)T (w)− c

12
ε′′′(w).

Aśı, para una transformación finita z −→ z̃(z), se tiene que,

T̃ (z̃) =

(
∂z̃

∂z

)−2 [
T (z)− c

12
S(z, z̃)

]
, (2-27)

donde S(z, z̃) es conocido como el operador Schwarziano, definido como,

S(z, z̃) =

(
∂3z̃

∂z3

)(
∂z̃

∂z

)−1

− 3

2

(
∂2z̃

∂z2

)2(
∂z̃

∂z

)−2

. (2-28)





Caṕıtulo 3

Cuantización de la Teoŕıa

Este caṕıtulo se enfoca en el método de cuantización usado en la teoŕıa de cuerdas. Se

muestran las principales complicaciones del proceso y la manera de solucionarlas. El principal

problema que surge en la teoŕıa cuántica, es que el valor esperado de la traza del tensor de

enerǵıa-momento no necesariamente es cero.

3.1. Anomaĺıa Conforme

Como se vio al inicio del caṕıtulo anterior, en la teoŕıa clásica conforme la traza del tensor

de enerǵıa-momento es cero. Sin embargo no todas las simetŕıas clásicas se heredan a la teoŕıa

cuántica. Estas rupturas de simetŕıa se les conoce como anomaĺıas y la teoŕıa conforme es una

de ellas, pues el valor esperado del tensor de enerǵıa-momento no será cero. A este problema

se le llama anomaĺıa de Weyl ó anomaĺıa conforme. A continuación se muestra como es que se

deduce dicha anomaĺıa.

Primero hay que usar la ecuación de conservación (2-6).

∂Tzz̄ = −∂̄Tzz,

25
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entonces su OPE será,

∂zTzz̄(z, z̄)∂wTww̄(w, w̄) = ∂̄z̄Tzz(z, z̄)∂̄w̄Tww̄(w, w̄) = ∂̄z̄∂̄w̄

[
c/2

(z − w)4
+ ...

]
.

El lado derecho de la igualdad, a pesar de ser una derivada antiholomorfica sobre algo

holoforfico, no necesariamente es cero, pues hay una divergencia en z = w. Con el método

análogo a como se calculó el propagador del campo escalar libre (2-22). Se obtiene que,

Tzz̄(z, z̄)Tww̄(w, w̄) =
cπ

6
∂z∂w̄δ(z − w, z̄ − w̄). (3-1)

Esto muestra que el OPE anterior es cero excepto cuando z −→ w. Ahora se muestra como

este término de contacto causa la anomaĺıa de Weyl.

Primero se asume que 〈Tαα〉 = 0 en un espacio plano. Ahora hay que considerar un espacio

parecido al espacio plano. Entonces se considera el cambio infinitesimal de 〈Tαα〉 después de una

traslación infinitesimal de la métrica δαβ. Usando la definición del tensor de enerǵıa momento

(2-2), se tiene que,

δ〈Tαα(ξ)〉 = δ

∫
DXe−STαα =

1

4π

∫
DXe−S

(
Tαα(ξ)

∫
d2ξ′
√
g δgβγTβγ(ξ′)

)
.

Si se restringe las transformaciones a transformaciones de Weyl, la variación de la métrica

es δgαβ = −2ωδαβ, obteniendo aśı,

δ〈Tαα(ξ)〉 = − 1

2π

∫
DXe−S

(
Tαα(ξ)

∫
d2ξ′ ω(ξ′)T ββ

)
. (3-2)

Utilizando (3-1) y el sistema de coordenadas complejas,

Tαα(ξ)T ββ = −cπ
3
∂δ(ξ − ξ′),
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sustituyendo este resultado en (3-2), se tiene,

δ〈Tαα 〉 =
c

6
∂2ω.

Por último es necesario usar un resultado de geometŕıa diferencial. Si se tiene que la métrica

2-dimensional es de la forma gαβ = e2ωδαβ, el escalar de Ricci es R = −2e−2ω∂2ω. Además al

considerar ω << 1, si puede aproximar e−2ω ≈ 1. Por tanto el resultado final es,

〈Tαα〉 = − c

12
R. (3-3)

Evidentemente hay una anomaĺıa en la teoŕıa, pues la simetŕıa conforme se rompe al no

ser cero el valor de expectación de la traza de T . Sin embargo, se podŕıa tener R = 0 y eso

resolveŕıa el problema, pero la teoŕıa no seŕıa suficientemente general, pues sólo se consideraŕıa

espacios Ricci-planos. Otra opción es hacer c = 0, pero como se discutió en el caṕıtulo anterior,

c está relacionado con los grados de libertad de la teoŕıa, precisamente está relacionado con las

dimensiones de la teoŕıa. Si se tuviera c = 0, se tendŕıa una teoŕıa en cero dimensiones, es decir

una teoŕıa trivial. Por estas razones es que la manera para solucionar la anomaĺıa de Weyl, se

debe usar un método conocido como el método de cuantización de Fadeev-Popov.

3.2. Método de Faddeev-Popov

Ante de empezar con el método de Faddeev-Popov, hay que notar una particularidad de

la integral funcional con la acción de Polyakov. Como se mencionó en caṕıtulos anteriores, la

métrica sobre la hoja de mundo se consideró fija, sin embargo para ser general debe considerarse

que existe libertad de norma para escoger esta métrica. Entonces la integral funcional debe

tomar en cuenta esta información,

Z =

∫
DgDXe−SPol[X,g].

Por esto hay que normalizar la función de partición. La forma de hacerlo es dividir en entre
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el volumen del grupo de norma, el cual contiene la información de como cambia g. Entonces la

función de partición se ve aśı,

Z =
1

Vol

∫
DgDXe−SPol[X,g]. (3-4)

Como se verá más adelante, este volumen realmente no interesará para el tratamiento de la

teoŕıa.

3.2.1. Determinante de Faddeev-Popov

Hay dos simetŕıas de norma en la teoŕıa, bajo difeomorfismos y transformaciones de Weyl.

Se denotará ambas por ζ, es decir la métrica cambia bajo una transformación de norma de la

siguiente forma,

gαβ(ξ) −→ gζαβ(ξ′) = e2ω(ξ) ∂ξ
γ

∂ξ′α
∂ξδ

∂ξ′β
gγδ(ξ)

En dos dimensiones estas simetŕıas de norma permiten escribir localmente a la métrica de

la forma que se quiera. Se le llama métrica fiducial a la métrica que se usa como referencia,

llamase ĝ.

El objetivo es integral sobre las métricas que sean f́ısicamente no equivalentes. Para hacer

esto se puede iniciar integrando sobre la órbita de norma de ĝ. Entonces para alguna transfor-

mación ζ, la métrica ĝ coincidirá con g. Con inspiración en el resultado de cálculo,

∫
dx δ(f(x)) =

1

|f ′(0)|
,

se define entonces, ∫
Dζ δ(g − ĝζ) = ∆−1

FP [g] (3-5)

donde ∆FP [g] es el determinante de Faddeev-Popov.

Se pueden probar propiedades del determinante de Faddeev-Popov. Un lema que será útil
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para el desarrollo del método dice que, ∆FP [g] es un invariante de norma, es decir,

∆FP [g] = ∆FP [gζ ].

La prueba del lema es esta,

∆−1
FP [gζ ] =

∫
Dζ ′ δ(gζ − gζ′) =

∫
Dζ ′ δ(g − gζ−1ζ′) =

∫
Dζ ′′ δ(g − gζ′′) = ∆−1

FP [g],

donde se usó que la medida de la integral es invariante bajo acciones derechas e izquierdas, es

decir, Dζ = D(ζ ′ζ) = D(ζ ′ζ).

El método de Faddeev-Popov consiste en implementar la definición del determinante ∆FP [g]

en la integral funcional para deshacerse de la integral sobre las geometŕıas. El primer paso es

escribir 1 de esta forma,

1 = ∆FP [g]

∫
Dζ δ(g − ĝζ).

Entonces,

Z[ĝ] =
1

Vol

∫
DζDXDg ∆FP [g]δ(g − ĝζ)e−SPol[X,g]

=
1

Vol

∫
DζDX ∆FP [ĝζ ]e−SPol[X,ĝ

ζ ]

=
1

Vol

∫
DζDX ∆FP [ĝ]e−S[X,ĝ],

donde en la última linea se usó que la acción es un invariante de norma y el lema anterior.

Pero ahora nada depende de la transformación de norma ζ, por lo que la integral sobre ζ

no es más que el volumen del grupo de norma. Obteniendo finalmente,

Z[ĝ] =

∫
DX ∆FP [ĝ]e−SPol[X,ĝ]. (3-6)

Se logró simplificar la expresión para la integral funcional, sin embargo, ahora se tiene una

función de partición que depende del determinante de Faddeev-Popov.
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El objetivo ahora es calcular el determinante de Faddeev-Popov. La manera de hacerlo es

considerar las transformaciones de norma que está muy cerca de la identidad. Es decir que el

argumento de la delta de Dirac en la definición (3-5) será,

ĝ − ĝζ = δĝαβ = 2ωĝαβ +∇αvβ +∇βvα.

Insertando esta expresión en la definición (3-5), se tiene que,

∆−1
FP [ĝ] =

∫
DωDv δ(2ωĝαβ +∇αvβ +∇βvα),

ahora escribiendo la delta de Dirac como una transformada de Fourier,

∆−1
FP [ĝ] =

∫
DωDvDβexp

(
2πi

∫
d2ξ

√
ĝ βαβ[2ωĝαβ +∇αvβ +∇βvα]

)
,

donde βαβ es un 2-tensor antisimétrico sobre la hoja de mundo.

Haciendo la integral sobre ω, se tiene,

∆−1
FP [ĝ] =

∫
DvDβ exp

(
4πi

∫
d2ξ

√
ĝ βαβ∇αvβ

)
.

Los campos v y β serán los responsable de que sea posible deshacerse de la anomaĺıa de

Weyl.

3.3. Acción Fantasma

En la sección anterior se llegó a una expresión para ∆−1
FP , sin embargo lo necesario es

calcular inverso. Hay que remplazar las variables de integración que conmutan por campos que

anticonmutan. Es decir,

βαβ −→ bαβ, vα −→ cα,
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donde b y c son campos Grassmann valuados. Estos campos son conocidos como fantasmas, en

el mismo sentido que en electrodinámica cuántica. Esto da una expresión final al determinante

de Faddeev-Popov,

∆FP [g] =

∫
DbDc exp[iSfan]

donde se define,

Sfan =
1

2π

∫
d2ξ
√
g bαβ∇αcβ (3-7)

entonces se tiene qué,

Z[ĝ] =

∫
DXDbDc exp(−SPol[X, ĝ]− Sfan[b, c, ĝ]).

El rol de estos fantasmas en la teoŕıa de cuerdas es eliminar los grados de libertad no f́ısicos

debido a la libertad de norma. Esta es la razón por la cual los fantasmas ayudarán a deshacerse

de la anomaĺıa de Weyl.

Antes de mostrar como es que estos fantasmas resuelven la anomaĺıa de Weyl, primero hay

que hacer algunas manipulaciones en la acción fantasma (3-7). Si se trabaja en la norma,

ĝαβ = e2ωδαβ,

lo que se obtiene al cambiar a coordenadas complejas es,

Sfan =
1

2π

∫
d2z (bzz∇z̄cz + bz̄z̄∇zcz̄),

esto gracias a que bαβ es sin traza. La expresión se puede simplificar aún más, ya que la

los śımbolos de Christoffel se anulan por las propiedades que tiene la diagonal de la métrica

compleja. Obteniendo aśı,

Sfan =
1

2π

∫
d2z (bzz∂z̄c

z + bz̄z̄∂zc
z̄).
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Hay que notar que la acción no depende de ω, esto hace que sea invariante de Weyl. Se

define,

b = bzz, b̄ = bz̄z̄,

c = cz, c̄ = cz̄.

Aśı la acción se ve como,

Sfan =

∫
1

2π

∫
d2z (b∂̄c+ b̄∂c̄),

con ecuaciones de movimiento,

∂̄b = ∂b̄ = ∂̄c = ∂c̄ = 0,

es claro que b y c son campos holomórficos mientras que b̄ y c̄ son antiholomórficos.

Usando la definición del tensor de enerǵıa-momento (2-2). Se puede calcular que el tensor

de enerǵıa-momento para la acción fantasma es,

T = 2(∂c)b+ c∂b, T̄ = 2(∂̄c̄)b̄+ c̄∂̄b̄.

Ahora el objetivo es poder saber como contribuyen estos campos fantasmas a la carga central

de la teoŕıa y saber cuales son los operadores primarios. Con esta información se podrá deshacer

la anomaĺıa de Weyl.

3.3.1. Operadores Primarios y la Contribución Fantasma a la Carga Central

Al igual que en el caso de un campo escalar, se usarán técnicas de la integral funcional para

poder calcular el propagador de la teoŕıa fantasma. Aśı como antes se trabajará con la parte

holomórfica, pues es análogo a la parte antiholomórfica.
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Se tiene que,

0 =

∫
DbDc δ

δb(ξ)
[e−Sfanb(ξ′)] =

∫
DbDc e−Sfan

[
− 1

2π
∂̄c(ξ)b(ξ′) + δ(ξ − ξ′)

]

entonces,

∂̄c(ξ)b(ξ′) = 2πδ(ξ − ξ′),

y en el caso donde la derivada variacional es respecto a c(ξ) se tiene el resultado análogo,

∂̄b(ξ)c(ξ′) = 2πδ(ξ − ξ′).

Estas ecuaciones se pueden resolver usando la identidad ∂̄(1/z) = 2πδ(z), lo que se obtiene

son los OPE’s para b y c,

b(z)c(w) =
1

z − w
+ ...,

c(w)b(z) =
1

w − z
+ ...

Con estos OPE’s se puede calcular si b y c son operadores primarios usando el tensor de

enerǵıa-momento

T (z) = 2 : ∂c(z)b(z) : + : c(z)∂b(z) :

Se puede probar qué,

T (z)c(w) = − c(w)

(z − w)2
+
∂c(w)

z − w
+ ...,

T (z)b(w) =
2b(w)

(z − w)2
+
∂b(w)

z − w
+ ...,

es decir, b y c son primarios con pesos conformes h = 2 y h = −1 respectivamente. Finalmente

también se puede calcular la carga central de la teoŕıa fantasma. Haciendo el OPE entre el
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tensor de enerǵıa-momento con si mismo se obtiene,

T (z)T (w) =
−13

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+
∂T (w)

z − w
+ ...

Este es probablemente uno de los resultados más importantes de la teoŕıa. El resultado

anterior dice que para los fantasmas c = −26. Como se mencionó anteriormente, si se teńıa

carga central nula se pod́ıa deshacer la anomaĺıa de Weyl, sin embargo tener carga centrar nula

era no tener ningún grado de libertad en la teoŕıa, por tanto ningún campo. Con este resultado

es claro que śı se puede tener carga central nula sin deshacerse de los campos. La configuración

más sencilla será agregar 26 campos escalares, pues como se vio anteriormente, cada campo

escalar contribuye a la carga central con c = 1. Por lo que la teoŕıa de cuerdas se necesita

escribir en 26 dimensiones y a esto se le llama dimensión cŕıtica.

El siguiente paso es escribir nuevos términos a la acción de Polyakov para tener una teoŕıa

suficientemente general.
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Funciones Beta

La escala de enerǵıa es el orden de la enerǵıa que tienen las part́ıculas en la teoŕıa. En par-

ticular, las constantes de acoplamiento pueden cambiar si se considera objetos muy energéticos.

Más aún, no se puede asegurar que la teoŕıa que se tenga sea válida a todas las escalas de

enerǵıa, por lo que se tiene que formular una acción efectiva, es decir una acción que describe

la dinámica de la teoŕıa a cierta escala energética. El objetivo de este caṕıtulo es derivar las

funciones beta del grupo de renormalización de la teoŕıa. Las funciones beta son funciones que

dependen de las constantes de acoplamiento de la teoŕıa y dicen cuanto cambian estas respecto

a la escala de enerǵıa. Es decir,

βα = µ
∂α

∂µ
,

donde α es una constante de acoplo y µ la escala de enerǵıa.

En el caso de una teoŕıa conforme, en particular en la teoŕıa de cuerdas, las funciones beta

están ı́ntimamente relacionadas con el tensor de enerǵıa-momento. Lo que no debeŕıa ser tan

sorprendente, pues por un lado, lo que se necesita es hacer cero la traza del tensor de enerǵıa-

momento y por otro lado, la teoŕıa por ser conforme es invariante de escala, es decir las funciones

beta debeŕıan ser cero también.

La pregunta en este punto es, ¿cuáles son las constante de acoplamiento de la teoŕıa? En las

siguientes secciones se discutirá esta pregunta y se verá cuál es la relación de la acción efectiva

35
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de la teoŕıa, la gravedad de Einstein y las funciones beta.

4.1. Modelo Sigma

Para construir la acción más general, se debe pensar en todos los términos que son compa-

tibles con la acción. Estos deberán ser invariantes bajo todas las simetŕıas de la acción.

El primer término que se puede considerar en la acción de Polyakov es término con un

2-tensor antisimétrico, pues nada restringe a la teoŕıa a que exista una parte antisimétrica.

Entonces el término se verá como

S =
1

4πα′

∫
d2ξ Bµν(X)∂αX

µ∂βX
νεαβ,

donde ε es el tensor de Levi-Civita. Esta acción también se mantendrá invariante bajo repara-

metrizaciones y transformaciones de Weyl. El campo B se conoce como campo de Kalb-Ramon

el cual se discute con más profundidad en [16], [3], [7], [11] y [9] .

El campo B debeŕıa pensarse como el análogo al potencial vectorial del electromagnetismo.

En ese mismo sentido la acción también es invariante bajo transformaciones de norma análogas

a las de U(1) y escoger un B tiene cierta ambigüedad,

Bµν −→ Bµν + ∂µCν − ∂νCµ,

aśı como en electromagnetismo se puede construir un tensor invariante de norma usando la

derivada exterior. Aqúı se puede construir también un tensor de intensidad de campo haciendo

H = dB, este se verá como,

Hµνρ = ∂µBνρ + ∂νBρµ + ∂ρBµν .

Por otro lado existe un término más que es posible agregar a la acción. Este término es un
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campo escalar acoplado con la hoja de mundo y se le conoce como dilatón.

S =
1

4π

∫
d2ξ
√
−gR(2)Φ(X),

donde se denota como R(2) al escalar de Ricci de la hoja de mundo.

Hay dos aspectos importantes que mencionar acerca del dilatón y su acción. El primero es

que expĺıcitamente no es del mismo orden en α′ que G y B, esto causará que el dilatón sea más

dif́ıcil de manejar, pues en el sentido de una serie perturbativa en α′, las contribuciones del

dilatón tendrán diferente orden que las de G y B.

Por otro lado, el aspecto probablemente más preocupante es que en general rompe invarianza

bajo transformaciones de Weyl. Sin embargo, el hecho de que este rompa invarianza de Weyl será

la manera de contrarrestar la anomaĺıa de Weyl. Aśı que no es una locura incluirlo en la acción,

a pesar de que rompa una simetŕıa de la que se ha mencionado su importancia durante todo

el trabajo. La acción que se escribe usando la acción de Polyakov y los términos previamente

discutidos se llama Modelo Sigma.

Al inicio del caṕıtulo se mencionó que las funciones beta del grupo de renormalización

debeŕıan ser cero pues la teoŕıa es conforme en la hoja de mundo. Desde el punto de vista de

esta, los campos G, B y Φ son las constantes de acoplamiento, por lo que las funciones beta

serán las asociadas a estos campos.

Sin embargo las funciones beta serán series perturbativas, para esto es útil hacer también

una serie perturbativa en la acción. El parámetro en la serie, como se mencionó antes será α′.

Además, como este tratamiento está en un espacio-tiempo curvo, habrá que considerar toda la

maquinaria de geometŕıa diferencial que esto conlleva. Para esto existe un método que facilitará

la expansión y el cálculo de las funciones beta. Este método se conoce como Método de Campo

de Fondo o BFM por sus siglas en inglés.
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4.2. Método de Expansión en Campos de Fondo

Para este método es necesario tener claro como funciona la acción clásica, en el sentido

de una funcional, es decir, la acción es valuada en funciones y da como resultado un escalar.

Estas funciones son trayectorias Xµ(ξ) y existe una trayectoria que minimiza la acción Xµ
0 (ξ).

En ese sentido se puede considerar la trayectoria que minimiza más alguna perturbación que

se puede considerar como fluctuaciones cuánticas. Para ser fluctuaciones se necesita que sean

pequeñas, para eso es necesario una constante pequeña y el único parámetro libre que se tiene

es α′, entonces se hace,

Xµ(ξ) = Xµ
0 (ξ) +

√
α′Y µ(ξ),

y se expande al rededor de α′.

Sin embargo, el campo Y µ que se considerará el campo cuántico quedará definido como

la diferencia de 2 vectores. Al estar en un espacio con curvatura, este no será invariante de

Lorentz, por lo que se necesita escribir a la teoŕıa en función de otro campo que śı lo sea. La

herramienta para poder definir este campo viene de la geometŕıa diferencial y se basa en escribir

al sistema en unas coordenadas que se llaman Coordenadas Normales de Riemann, esto dará

una definición natural de un campo invariante de Lorentz.

4.2.1. Coordenadas Normales de Riemann

Aunque el desarrollo de las coordenadas normales de Riemann puede ser planteado de una

manera más formal desde el punto de vista matemático, en este trabajo se tratará de explicar

este método de la manera más sencilla posible. Este se puede estudiar con mayor precisión

en [3], [9] y [15].

Lo primero que hay que hacer es pensar en un espacio donde cada punto es una trayectoria,

el espacio {Xµ}, se puede pensar en las geodésicas que unen puntos en ese espacio. Entonces se

puede considerar una geodésica λ(t) que une los puntos Xµ
0 con Xµ

0 (ξ) +
√
α′Y µ(ξ) , es decir,

λµ(0) = Xµ
0 ,
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λµ(1) = Xµ
0 +
√
α′Y µ,

entonces se puede definir,

ηµ = λ̇µ(0),

donde el punto es la derivada respecto al parámetro af́ın.

La geodésica λ(t) debe satisfacer la ecuación de la geodésica,

λ̈µ(t) + Γµνσλ̇
ν(t)λ̇σ(t) = 0,

entonces, se puede expandir λ(t) en una serie de Taylor al rededor de 0 y usar la ecuación de

la geodésica para llegar a,

λµ(t) = Xµ
0 + ηµt− 1

2
Γµνση

νησt2 + ... (4-1)

Se definen las coordenadas normales de Riemann evaluando (4-1) en t = 1. Estas son el

conjunto de coordenadas ηµ definidas en una vecindad de Xµ
0 . Es aśı como se puede escribir el

campo cuántico Y µ que no es invariante de Lorentz, en función de un campo que śı lo es,

πµ ≡
√
α′Y µ = ηµ − 1

2
Γµνση

νησ + ... (4-2)

Si se hubiera iniciado con las coordenadas normales de Riemann, en ecuación (4-2) sólo

estaŕıa el primer término del lado derecho. Esto quiere decir que en las coordenadas normales de

Riemann, todos los śımbolos de Christoffel son cero, entonces también sus derivadas covariantes

lo serán.

Si se denota a los śımbolos de Christoffel en las coordenadas normales de Riemann como Γ̄,

entonces el tensor de Riemann en coordenadas normales se verá como,

R̄µνσλ = ∂σΓ̄µνλ − ∂λΓ̄µνσ, (4-3)
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y usando que los śımbolos de Christoffel con barra son cero y la ecuación (4-3), se puede mostrar

que,

∂νΓ̄µσλ =
1

3
(R̄νσνλ + R̄µλνσ). (4-4)

Por otro lado se pueden escribir la serie de Taylor para un tensor de n ı́ndices en coordenadas

normales de Riemman,

T̄µ1...µn(X0 + η) =
∞∑
n=0

1

n!
(∂ν1 ...∂νn T̄µ1...µn(X0))ην1 ...ηνn ,

entonces, cambiando las derivadas parciales por derivadas covariantes y usando (4-4), se tiene

que para un 2-tensor,

Tµν(X0 + η) = Tµν(X0) + ηλ∇λTµν +
1

2

(
∇λ∇σTµν(X0)− 1

3
RρλµσTρν −

1

3
RρλνσTµρ(X0)

)
ηλησ,

(4-5)

esta vez se omitieron las barras, pues toda la expresión es covariante, entonces debe cumplirse

para cualquier sistema de coordenadas. Lo que se acaba de encontrar es una presentación

covariante del teorema de Taylor.

Sin embargo, se necesita una expansión en α′ y en los resultados anteriores parece que no

esta. Se mencionó que la definición (4-2) en coordenadas normales de Riemann se satisface con

sólo el primer término del lado derecho. Entonces (4-5) se puede escribir como,

Tµν(X0 +
√
α′Y ) = Tµν(X0) +

√
α′Y λ∇λTµν

+
α′

2

(
∇λ∇σTµν(X0)− 1

3
RρλµρTρν −

1

3
RρλνσTµρ(X0)

)
Y λY σ,

(4-6)

esto aunque pudiera parecer redundante, no lo es, lo que esto quiere decir es que la elección

para la fluctuación Y, puede simplificar los cálculos si escoge Y en coordenadas de Riemann.
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4.2.2. Expansión de la Acción

Ahora hay que expandir la acción usando las herramientas desarrolladas. Esto se puede

primero hacer considerando cada término de la acción por separado, es decir, expandiendo la

acción de Polyakov, Kalb-Ramon y finalmente la del dilatón.

En la acción de Polyakov (1-6), hay dos términos por expandir, G y el término que es una

derivada del encaje. Expandir al campo G no presenta ningún inconveniente, pues el segundo

término de (4-6), es la primera derivada covariante y esta es cero cuando se aplica a la métrica.

Por lo que queda,

Gµν(X0 +
√
α′Y ) = Gµν(X0) +

α′

3
Rµλσν(X0)Y λY σ. (4-7)

Para poder expandir el término de la derivada, se toma la derivada de ambos lados de (4-2)

y se obtiene,

∂α(Xµ
0 +
√
α′Y µ) = ∂αX

µ
0 +
√
α′∇αY µ +

1

3
Rµλσν(X0)∂αX

ν
0Y

λY σ, (4-8)

donde se define ∇αY µ ≡ ∂αY µ + Γµλσ∂αX
λ
0 Y

σ [1]. El cálculo a detalle se puede ver en [15].

Finalmente, manteniendo todo a orden lineal en α′ la acción de Polyakov se ve como,

SPol[X0 +
√
α′Y ] = SPol[X0]

+
α′

4π

∫
d2ξ
√
−ggαβ

(
Gµν(X0)∇αY µ∇βY ν +Rµλσν(X0)∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0Y

λY σ
)
,

(4-9)

sin embargo, no se ha escrito el término que es de orden
√
α′, este se considera proporcional

a la primera derivada variacional de la acción, que está evaluada en X0 que es una solución

clásica, por lo que debe ser cero. Por otro lado, el primer término ya sólo es un número, que

para cuestiones de la integral funcional no será inconveniente y es posible no considerarlo para

simplificar los cálculos.

Este resultado tiene gran importancia, pues se puede considerar que el término que incluye
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a la métrica del espacio tiempo es un término cinético y el que es proporcional al tensor de

Riemann es una interacción del campo cuántico con el campo clásico. Además que escrito de

esta manera, las cosas se ven como una teoŕıa de campos común y se pueden usar todas la

herramientas ya conocidas en esta área.

Ahora, se procederá a expandir la acción del dilatón, para terminar con la acción de Kalb-

Ramon que es la más compleja de trabajar por cuestiones que se discutirán un poco más

adelante. El dilatón, al ser un campo escalar y que su acción no contiene derivadas del encaje,

será sencillo expandir esta a orden α′. Obteniendo entonces,

SD[X +
√
α′Y ] = SD[X0] +

α′

8π

∫
d2ξ
√
−gR(2)∇µ∇νΦ(X0)Y µY ν , (4-10)

donde el término de órden
√
α′ no se consideró por las razones mencionada antes con la acción

de Polyakov.

Ahora, lo que falta es hacer la expansión de la acción de Kalb-Ramon. Como se mencionó

antes, B tiene cierta ambigüedad y no es invariante de norma. Esto significa que si se quiere no

romper la simetŕıa de norma, la expansión de la acción deberá de estar en términos de H, el

tensor invariante de norma. Es aqúı donde está lo engorroso del término de Kalb-Ramon, pues

habrá que asegurarse que todo quede en función de H.

Primero, se puede hacer la expansión de B usando (4-6), en este caso la primera derivada

covariante ya no necesariamente es cero como en el caso de G,

Bµν(X0 +
√
α′Y ) = Bµν(X0) +

√
α′Y λ∇λBµν

+
α′

2

(
∇λ∇σBµν(X0)− 1

3
RρλµρBρν −

1

3
RρλνσBµρ(X0)

)
Y λY σ,

(4-11)
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De igual manera, usando (4-8), la acción de Kalb-Ramon queda de la siguiente forma,

SKR[X0 +
√
α′Y ] = SKR[X0]

+
α′

4π

∫
d2ξ εαβ

(
Bµν(X0)∇αY µ∇βY ν + 2∇λBµν(X0)∂αX

µ
0∇βY

νY λ

+
1

2
(∇λ∇σBµν(X0)− 2Bρµ(X0)Rρλσν)∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0Y

λY σ

)
,

sin embargo, esto no es suficiente. Como se mencionó antes, hay que escribir todo en términos

de H.

Ahora, si se integra por partes el primer término de la expresión anterior, se puede usar la

regla de la cadena para probar que, el integrando queda,

εαβ
[

1

2
∇λ∇σBµν∂αXµ

0 ∂βX
ν
0Y

λY σ −BρµRρλσν∂αX
µ
0 ∂βX

ν
0Y

λY σ

HλµνY
ν∂αX

λ
0∇βY µ − (∇µBλν +∇νBλµ)Y ν∂βX

λ
0∇αY µ −BµνY µ∇α∇βY ν

]
,

lo que hay que usar ahora es que se satisface,

εαβ [∇λ∇σBµν +∇λ∇µBνσ] ∂αX
µ
0 ∂βX

ν
0Y

λY σ = εαβ∇λHσµν∂αX
µ
0 ∂βX

ν
0Y

λY σ,

y el conmutador,

[∇µ,∇λ]Bνσ = RσνλµBσρ +RσρλµBνσ,

además la primera identidad de Bianchi para el tensor de Riemann.

Con estos ingredientes es posible obtener,

SKR[X0 +
√
α′Y ] = SKR[X0] +

α′

4π

∫
d2ξ εαβ

(
Hµσλ(X0)∂αX

µ
0∇βY

σY λ

+
1

2
∇σHµνλ(X0)∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0Y

σY λ

)
,

(4-12)

por último, como se mencionó anteriormente, los términos de la acción evaluada en X0, son

sólo constantes que no serán relevantes en la integral funcional. Por lo que finalmente se pueden
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omitir y trabajar con la acción,

S(2) =
α′

4π

∫
d2ξ
√
−g
[
gαβGµν(X0)∇αY µ∇βY ν +

(
gαβRµλσν(X0)

+
εαβ√
−g

1

2
∇σHµνλ(X0)

)
∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0Y

σY λ +
εαβ√
−g

Hµσλ(X0)∂αX
µ
0∇βY

σY λ

+
1

2
R(2)∇µ∇νΦ(X0)Y µY ν

]
,

(4-13)

donde el supeŕındice 2 es sólo para denotar que es una acción cuadrática respecto al campo

cuántico.

Esta es la acción con la que se podrán calcular las funciones beta del grupo de renormaliza-

ción. Es aqúı donde se nota la verdadera ventaja del BFM, pues ahora la teoŕıa luce como una

teoŕıa de campo cuántico perturbativa Sin embargo hay un último problema antes de calcular

las funciones beta, esta acción está en un espacio curvo. Habrá que recurrir a una herramienta

bien conocida en la relatividad general, los vielbein. Estos permiten en una vecindad suficien-

temente pequeña, realizar los cálculos como si fuera un espacio plano. Aśı será posible, utilizar

herramienta de la teoŕıa cuántica de campos en espacio plano para un campo escalar.

4.2.3. Los Vielbein

El objetivo ahora, será utilizar los vielbein para poder calcular el valor de expectación del

tensor de enerǵıa-momento de la teoŕıa. Los vielbien son vectores que conectan la información

del espacio localmente plano, con la información del espacio globalmente curvo. Estos están

definidos aśı [3],

eiµ(X0)ejν(X0)ηij = Gµν(X0) (4-14)

donde ηij es la métrica de Minkowski. Estos vectores permiten escribir localmente, objetos en

el espacio curvo en coordenadas planas. Esto se hace de la siguiente manera,

Y i = eiµ(X0)Y µ. (4-15)

Con esta herramienta en mano, se puede escribir ahora la expansión (4-13) en términos de
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ı́ndices planos,

Gµν(X0)∇αY µ∇βY ν = eiµ(X0)ejν(X0)ηij∇αY µ∇βY ν = ηij∇α(Y )i∇β(Y )j ,

las derivadas covariantes resultantes están definidas en términos de la conexión de esṕın, tema

en el cual no se abundará en este trabajo. Sin embargo, no debe haber preocupación alguna,

pues el BFM es mantiene la teoŕıa manifiestamente covariante en términos de X0. Por lo que

se puede considerar sólo,

∂αY
i∂βY

j = ∇α(Y )i∇β(Y )j .

Para los siguientes términos,

(
gαβRµλσν(X0) +

εαβ√
−g

1

2
∇σHµνλ(X0)

)
∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0Y

σY λ

=

(
gαβRµλσν(X0) +

εαβ√
−g

1

2
∇σHµνλ(X0)

)
∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0 e

σ
j (X0)Y jeλi (X0)Y i

=

(
gαβRµijν(X0) +

εαβ√
−g

1

2
∇iHµνj(X0)

)
∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0Y

iY j ,

también,

Hµσλ(X0)∂αX
µ
0∇βY

σY λ = Hµij(X0)∂αX
µ
0∇βY

iY j ,

y finalmente para la parte del dilatón,

R(2)∇µ∇νΦ(X0)Y µY ν = R(2)∇i∇jΦ(X0)Y iY j

Con este desarrollo se puede proceder al cálculo de las funciones beta de renormalización.

Estas estarán codificadas en el valor de expectación de la traza del tensor de enerǵıa momento.

Esto se discutirá en la siguiente sección.
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4.3. Valor de Expectación del Tensor de Enerǵıa-Momento

El procedimiento a seguir es calcular el valor de expectación de la traza del tensor de enerǵıa-

momento como en [3]. El argumento para justificar esto yace en el hecho de que la teoŕıa es

conforme. Eso implica invarianza bajo reescalamientos. Como se mencionó antes, las funciones

beta miden el cambio de las constantes de acoplamiento respecto a la escala de enerǵıa, al ser la

teoŕıa invariante bajo reescalamientos, estas deben de ser cero. Por otro lado, como se vio en el

caṕıtulo 3, existe una anomaĺıa, la anomaĺıa de Weyl, esto hace que el valor de expectación del

tensor de enerǵıa-momento sea en general distinto de cero. Una manera de curar la anomaĺıa

es exigir que el valor de expectación de la traza del tensor de enerǵıa momento sea cero y esto

es equivalente a exigirle a las funciones beta ser cero. Esta es la razón por la cuál calcular este

valor de expectación es equivalente a calcular estas funciones. En particular, las funciones beta

serán coeficientes de el valor de expectación de la traza del tensor de enerǵıa momento [13].

Como se vio en el caṕıtulo (2), existe una ecuación de conservación (2-6). Esta se puede

escribir en la teoŕıa cuántica agregando valores de expectación. En coordenadas complejas se

verá como,

∇z̄〈Tz̄z〉+∇z〈Tzz〉 = 0, (4-16)

el primer término sin la derivada covariante es la traza. El método será calcular el segundo y

aśı poder saber como se ve la traza. Para esto se usarán diagramas de Feynman asociados a las

perturbaciones de (4-13).

Lo primero que hay que hacer, es pasar al espacio de momentos para deshacerse de las

derivadas covariantes, también se usarán las coordenadas del cono de luz (2-1). Haciendo que

la ecuación de conservación tome la siguiente forma,

q+〈T−+〉+ q−〈T++〉 = 0 (4-17)
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La forma de calcular esta contribución, es con la integran funcional,

〈T++〉 =

∫
DY eS[X0]+S(2)

T++ ≈
∫
DY eS[X0](1 + S(2))T++,

donde se usó que S(2) es de orden α′ � 1, por lo que se puede expandir la exponencial. Ahora,

recordando cómo se ve el tensor de enerǵıa momento en coordenadas complejas (2-7), se obtiene

que el primer término será sólo el propagador libre del campo,

−∂+Y
i(x)∂+Y

j(y) = −∂+∂+D(x− y) = −i∂+∂+

∫
d2p

(2π)2

δijeip(x−y)

p2
= i

∫
d2p

(2π)2

δijp2
+e

ip(x−y)

p2
.

donde, se considera x y y como puntos sobre la hoja de mundo, con coordenadas + y -

. Además, hay más términos que pueden ser pensados como perturbaciones. Para el primer

término, el que es proporcional al tensor de Riemann, el diagrama a resolver es,

∂+Y
i∂+Y

i Rµijν(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0Y

iY j

y la contribución a calcular es,

〈T++〉 =

∫
DY eS[X0]S(2)T++ = −〈α′Rµijν(X0)∂αX

µ
0 ∂

αXν
0Y

i(x)Y j(x)∂+Y
i(y)∂+Y

i(y)

= −α′Rµijν(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0 〈Y i(x)Y j(x)∂+Y

i(y)∂+Y
i(y)〉

= −α′Rµijν(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0 ∂+D(x− y)∂+D

ij(x− y),

para pasar al espacio de momentos y poder utilizar (4-17), se usará el teorema de convolución

para la transformada de Fourier, pues los propagadores se pueden pensar como la transformada
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inversa de,

i

p2 +m2
,

en este caso sin masa. Se puede definir la convolución como,

f(p) ∗ g(p′) = h(q) =

∫
d2l

(2π)2
f(l)g(l − q),

entonces, usando el teorema de convolución

〈T++〉 = −α′δijRµijν(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0

∫
d2p

(2π)2

p+e
ip(x−y)

p2

∫
d2p′

(2π)2

p′+e
ip′(y−x)

p′2

= −α′δijRµijν(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0

∫
d2p

(2π)2
f(p)eip(x−y)

∫
d2p′

(2π)2
g(p′)eip

′(y−x)

= −α′δijRµijν(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0

∫
d2q

(2π)2
h(q)eiq(x−y),

es decir la transformada inversa de la convolución. Por lo que, si se quiere pasar al espacio de

momentos, sólo se necesita poner h.

〈T++〉 = α′Rµν(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0

∫
d2l

(2π)2

l+(l + q)+

l2(l + q)2
,

donde se tomó q −→ −q para ser consistente con el flujo de momento, además se contrajo de

manera adecuada el tensor de Riemann. Aunque la integral final pareciera divergente, es posible

resolverla usando las formulas de regularización dimensional [14]. Dando como resultado,

∫
d2p

(2π)2

p+(q + p)+

p2(p+ q)2
= −1

4

q+

q−

Ahora, sólo es cuestión de utilizar (4-17) para encontrar la contribución a la traza, donde

se obtiene,

〈T++〉 =
1

4
α′Rµν(X0)∂αX

µ
0 ∂

αXν
0 .

Con el proceso análogo, se pueden calcular las contribuciones que vienen de H, tomando en

cuenta los siguientes diagramas.
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∂+Y
i∂+Y

i

εαβHµij(X0)∂αX
µ
0∇βY iY j

εαβHµij(X0)∂αX
µ
0∇βY iY j

Obtiendo,

〈T++〉 = −α
′

16
Hµλσ(X0)H λσ

ν (X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0 .

Y finalmente, H tiene un diagrama igual al de G,

∂+Y
i∂+Y

i 1
2ε
αβ∇iHµνj∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0Y

iY j

con la contribución,

〈T++〉 =
1

8
∇λHλµν(X0)∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0 ε
αβ

Entonces, hasta este momento, las contribuciones han dado,

〈T++〉 =
1

4
α′
[
Rµν −

1

2
HµλσH

λσ
ν

]
∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0 g

αβ +
1

8
α′∇λHλµν∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0 ε
αβ

donde se puede identificar quienes será las funciones beta.

Sin embargo, aún no se ha mencionado al dilatón. Aunque anteriormente el dilatón no

presentó dificultad alguna en el desarrollo. Es en este punto cuando las cosas empiezan a com-

plicarse, pues como se mencionó antes, el dilatón no tiene el mismo orden en α′ que los otros
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campos. Es por eso que se maneja de forma distinta.

Para conocer las contribuciones que el dilatón tiene hacia las funciones beta asociadas a G y

B, se plantea la forma que debe tener su tensor de enerǵıa-momento sabiendo que es un campo

escalar,

TDαβ = (∂α∂β − δαβ�)Φ(X),

en coordenadas de cono de luz, la delta se elimina y se tiene,

TD−+ = �ξ Φ(X(ξ))

Esta es la contribución del dilatón a la traza del tensor de enerǵıa-momento. Evidentemente

es distinto de cero y no es nada sorprendente pues este no es invariante de Weyl, sin embargo

para eso fue agregado a la teoŕıa, el dilatón fue agregado para curar las anomaĺıas de G y B. Por

la diferencia de orden que tienen estos, los procesos a orden árbol del dilatón, están al mismo

orden que los cálculos a un lazo anteriores. Es por eso que para ver como este contribuye a un

lazo a las funciones betas de G y B basta calcular la traza clásica. Para eso hay que escribir

esta en función de campo de fondo,

�ξΦ(X0) = ∂α∂αΦ(X0) = ∂α(∂µΦ(X0)∂αX
µ
0 ) = ∂ν∂µΦ(X0)∂αXν

0 ∂αX
µ
0 + �Xµ

0 ∂µΦ(X0).

La expresión resultante aún no es completamente covariante por el operador de D’Alembert,

que está en coordenadas de la hoja de mundo. Pero afortunadamente no es dif́ıcil calcular las

ecuaciones de movimiento de X0 y estas incluyen dicho operador. Entonces,

�Xµ
0 = −Γµλσ∂αX

λ
0 ∂

αXν
0 −

1

2
∇λΦ(X0)Hλµν(X0)∂αX

λ
0 ∂βX

ν
0 ε
αβ,

si se sustituye esta ecuación en la anterior, la expresión resultante tiene muy buen aspecto,

�ξΦ(X0) = ∇µ∇νΦ(X0)∂αX
µ
0 ∂

αXν
0 −

1

2
∇λΦ(X0)Hλµν∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0 ε
αβ
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Esta última expresión, no sólo es completamente covariante, tiene términos similares a los

que tiene la traza del tensor de enerǵıa momento. Es de esta forma que esta expresión se

puede sumar a las contribuciones y termina de formar las funciones beta de G y B. Además por

cuestiones de unidades, debe estar multiplicado por algo de orden α′, sin perdida de generalidad

puede ser 2α′. Finalmente se obtiene que,

〈T++〉 =
1

4
α′
[
Rµν −

1

2
HµλσH

λσ
ν + 2∇µ∇νΦ

]
∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0 g

αβ

+
1

8
α′
[
∇λHλµν − 2∇λΦHλµν

]
∂αX

µ
0 ∂βX

ν
0 ε
αβ

con

βGµν = Rµν −
1

2
HµλσH

λσ
ν + 2∇µ∇νΦ (4-18)

βBµν = −1

2
∇λHλµν +∇λΦHλµν (4-19)

Ahora sólo falta calcular la función beta asociada al dilatón. Para esta habrá que usar una

técnica completamente diferente, pero muy útil. La razón de esto vuelve a ser la diferencia

de orden que tiene el dilatón respecto a los otros campos. Esto causará que el dilatón reciba

contribuciones de orden más altos para G y B, es decir, cálculos de más lazos. El problema

de esto, es lo laborioso que se vuelve calcular diagramas a más de un lazo. Para resolver esto

existen identidades llamadas Identidades Diferenciales [6], [7]. Estas identidades, fijan de cierta

manera a la teoŕıa para poder curar las anomaĺıas que viene de una simetŕıa de norma, justo

como la simetŕıa de Weyl. Las identidades diferenciales en este caso son,

∇µβBµν − 2∇µΦβBµν = 0 (4-20)

− 2∇µβGµλ +∇λβG µ
µ + 4∇µΦβGµλ +H µν

λ βBµν − 4∇λβΦ = 0 (4-21)

en particular, la segunda identidad será de gigantesca ayuda para obtener la función beta del

dilatón, pues evitará que sea necesario realizar cálculos muy laboriosos usando sólo las funciones

beta que ya fueron calculadas.
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Para poder encontrar exitosamente la función beta asociada al dilatón usando la identidad

de consistencia (4-21), hay que utilizar las identidades de Bianchi [7], [15], [9],

∇µRµν =
1

2
R, Hλσ

µ∇µHνλσ =
1

6
∇νH2,

además, hay que tener el cuenta el siguiente conmutador,

[∇µ,∇ν ]V ρ = RρσµνV
σ.

donde V ρ es un vector arbitrario.

Usando esto se obtiene que,

βΦ = (∇Φ)2 − 1

2
∇2Φ− 1

24
H2, (4-22)

es importante notar que a esta función beta le hace falta un término que depende de la dimensión

y la contribución de los fantasmas a la carga central. Pero este término desaparece una vez que

las cosas están en dimensión cŕıtica. Es por esa razón que en este trabajo no se calculó, pues

todas estos cálculos están considerados en dimensión cŕıtica. Sin embargo, si se quisiera trabajar

una teoŕıa de cuerdas fuera de la dimensión cŕıtica, debe considerarse.

El cálculo de las funciones beta formalmente viene del método de renormalización. Existen

muchos trabajos en los que estas funciones son calculadas aśı, [3], [5], [9], [7], [15]. Otra forma

de realizar este cálculo es escribir todos los términos de orden α′ con coeficientes que pueden

contener las funciones beta. Depués, basándose en las simetŕıas que estas deben de satisfacer,

se pueden fijar dichos coeficientes y obtener las funciones beta. Este procedimiento se puede

ver en [2].

Finalmente, fijando (4-18), (4-19) y (4-22) a cero, la teoŕıa debe curarse de la anomaĺıa.



Caṕıtulo 5

Acción Efectiva e Identidades de

Noether

En este último caṕıtulo se reflexiona acerca del significado de la acción efectiva, sus ecua-

ciones de movimiento y su relación con el modelo sigma y las funciones beta. También se

muestra un particularidad de estas acompañadas de las identidades diferenciales, introduciendo

las llamadas identidades de Noether.

5.1. Acción Efectiva

Como se mencionó, hacer las funciones beta cero cura a la teoŕıa de la anomaĺıa de Weyl.

Por otro lado, hacer estas funciones cero da como resultado un conjunto de ecuaciones de

movimiento para los campos G, B y Φ. Si se tienen un conjunto de ecuaciones de movimiento,

entonces estas debeŕıa de venir de una acción efectiva. De modo que la pregunta a seguir es,

¿cuál es esa acción efectiva?

A pesar de no ser tan sencillo plantear la acción efectiva, esta es muy conocida en la litera-

tura, pues es de las principales razones por las que la teoŕıa de cuerdas tuvo gran impacto. La
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acción efectiva es esta,

S =

∫
d26X

√
−Ge−2Φ

(
R+ 4(∇Φ)2 − 1

2
H2

)
, (5-1)

calculando sus ecuaciones de movimiento se obtiene,

Rµν −
1

2
GµνR =

1

4

[
H2
µν −

1

6
GµνH

2

]
+ 2Gµν∇2Φ− 2Gµν(∇Φ)2 − 2∇µ∇νΦ,

1

2
∇λHλµν = ∇λΦHλµν ,

1

12
H2 = R+ 4∇2Φ− 4(∇Φ)2,

notando que las primeras son las ecuaciones de campo de Einstein, donde el tensor de materia

se define como,

Θµν =
1

4

[
H2
µν −

1

6
GµνH

2

]
+ 2Gµν∇2Φ− 2Gµν(∇Φ)2 − 2∇µ∇νΦ (5-2)

que es covariante y de divergencia cero.

Además se puede ver que en términos de las funciones beta, deben de verse aśı,

δS

δGµν
= βG µν + 2Gµν(βΦ − 1

4
βG µ
µ ), (5-3)

δS

δBµν
= βB µν , (5-4)

δS

δΦ
= −8(βΦ − 1

4
βG µ
µ ). (5-5)

esto muestra que es equivalente hacer la funciones beta cero y que se satisfagan las ecuaciones

de movimiento.

Este resultado es sumamente importante, pues afirma que si se exige que la teoŕıa sea

consistente, es decir no anómala, entonces se satisfacen las ecuaciones de Einstein. Por otro

lado, es claro que la gravedad de Einstein es entonces un ĺımite a bajas enerǵıas de la teoŕıa
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de cuerdas. Más aún, se podŕıa seguir calculando la anomaĺıa a más lazos y todos los términos

seŕıan correcciones a estas ecuaciones, en particular correcciones a la gravedad de Einstein.

Por otro lado, es incierto si la teoŕıa sigue siendo finita para arbitrarios lazos, aunque existen

trabajos en los cuales se calculan distintos números de lazos, no existe ninguna prueba acerca

de la validez de la teoŕıa de cuerdas a un número arbitrario de lazos.

Hay que notar que todo el tratamiento en este trabajo ha sido bosónico. Sin importar eso,

este resultado se puede generalizar cuando se implemente supersimetŕıa y la cuerda también

tiene contribución fermiónica. A pesar de que en este trabajo no se haya abundado en dichos

tema, este es un punto de partida en muchas direcciones y es una de las razones más importantes

por las que la teoŕıa de cuerdas tuvo éxito. Sin embargo aún hay mucho camino por explorar.

Por último hay que hacer una observación acerca de las simetŕıas de la acción. Inicialmente

el modelo sigma teńıa tres simetŕıas de norma, dos de ellas eran sobre la hoja de mundo, la

simetŕıa de Weyl y bajo difeomorfismos. Sin embargo, en la acción efectiva ya no hay hoja de

mundo. Entonces queda preguntarse que sucede con estas dos simetŕıas. Las simetŕıas en la

hoja de mundo son traducidas como redefiniciones de campos, pues cambios de coordenadas

en la hoja de mundo eran transformaciones para los campos. Las redefiniciones de campos no

son más que difeomorfismos en el espacio-tiempo, esto significa que la acción efectiva tiene

invarianza bajo difeomorfismos del espacio-tiempo. Es decir, el espacio-tiempo dinámico es un

concepto emergente que proviene de la cuantización de la cuerda.

5.2. Identidades de Noether

Las identidades de Noether son expresiones para las relaciones entre las ecuaciones de mo-

vimiento que se cumplen hasta cuando la variación de la acción no es cero.

Si δεy
i es una simetŕıa de norma, entonces la invarianza de norma de la acción se puede

escribir como,

δεS =
δS

δyi
δεy

i =
δS

δyi
Riαε

α = 0

donde R es en general un operador diferencial y ε una funcion arbitraria. Como esto se satisface
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para cualquier función ε, entonces se debe satisfacer siempre que,

δS

δyi
Riα = 0.

Estas son las identidades de Noether y suelen ser muy útiles cuando se trara de entender

como transforman los campos respecto a alguna simetŕıa de norma [10]. Un muy claro ejemplo

de una identidad de Noether está en el electromagnetismo.

En electromagnetismo se tiene que la divergencia del tensor de intensidad de campo es cero,

es decir,

δS

δAν
= ∂µFµν = 0,

esta es la ecuación de movimiento. Sin embargo se puede escribir,

∂ν
δS

δAν
= ∂ν∂µFµν = 0,

esto es una identidad aunque la variación no sea cero, es decir, aunque las ecuaciones de movi-

miento no se satisfagan. Si se multiplica por una función albitraria escalar ε, entonces,

ε∂ν∂µFµν = 0,

utilizando esta identidad se puede deducir la transformación de norma.

Se integra por partes para dejar a la ecuación de movimiento sin derivar, la derivada total

no será relevante, pues se piensa que todo esto siempre está dentro de la acción. Entonces,

∂νε (∂µFµν) = 0.

La información que se obtiene de aqúı es la transformación de norma. En electromagnetismo

la libertad de norma bajo permite sumar cualquier derivada de un escalar al potencial vectorial,

Aµ −→ Aµ + ∂µε.
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5.2.1. Identidades Diferenciales y las Identidades de Noether

Como se mencionó, las identidades de Noether son útiles cuando se trata de simetŕıas de

norma, como en este caso. La acción efectiva tiene dos simetŕıas de norma, bajo difeomorfismo y

la simetŕıa de norma análoga a U(1) del electromagnetismo. Las identidades de Nother debeŕıan

aparecer de alguna forma. Como las ecuaciones de movimiento se pueden escribir en términos

de las funciones beta, las identidades de Noether coincidirán con las identidades diferenciales

cuando se escriban en términos de las ecuaciones de movimiento.

Para poder mostrar esto, se considera como se escriben las ecuaciones de movimiento,(5-3),

(5-4) y (5-5), en términos de las funciones beta. Si se está pensando que las ecuaciones de

movimiento no se satisfacen, estas deben de traer también el término
√
−Ge−2Φ, pues no se

exige que las variaciones sean cero. Entonces, se puede escribir combinando (5-3) y (5-5),

βGµν =
1√
−G

e2Φ δS

δGµν
+

1

4

1√
−G

e2ΦGµν
δS

δΦ
.

1√
−G

e2Φ δS

δBµν
= βB µν ,

1√
−G

e2Φ δS

δΦ
= −8(βΦ − 1

4
βG µ
µ ).

Por otro lado, hay que considerar las identidades diferenciales, escribiendo (4-21) de una

manera más sugestiva, se ven como,

∇µβBµν − 2∇µΦβBµν = 0,

−2∇µβGµλ + +4∇µΦβGµλ +H µν
λ βBµν − 4∇λ

(
βΦ − 1

4
βG µ
µ

)
= 0,

se pueden sustituir las funciones beta, para dejar todo en términos de las ecuaciones de movi-

miento,

∇µ δS

δBµν
= 0, (5-6)

− 2∇µ δS

δGµλ
+H µν

λ

δS

δBµν
+∇λΦ

δS

δΦ
= 0. (5-7)
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Estas ecuaciones tiene la forma de identidades de Noether, pues se satisfacen aunque las

variaciones de la acción no sean cero. Si se multiplica la primera por un vector Cν y la segunda

por V λ, lo que se obtiene, integrando por partes los términos necesarios,

∇[µCν]
δS

δBµν
= 0, (5-8)

2∇[µV λ] δS

δGµλ
+ V λH µν

λ

δS

δBµν
+ V λ∇λΦ

δS

δΦ
= 0. (5-9)

Entonces podemos identificar las variaciones de los campos con los coeficientes de las ecua-

ciones de movimiento, es decir,

δBµν = ∇[µCν],

que es la variación respecto a transformaciones de U(1) y de la segunda ecuación,

δGµν = ∇[µVλ]

δBµν = V λHλµν = V λ (∇λBµν +∇µBνλ +∇νBλµ)

δΦ = V λ∇λΦ

que son las variaciones respecto a los difeomorfismos.

Esto finalmente prueba que las identidades diferenciales son en este caso lo mismo que las

identidades de Noether simplemente que, las primeras están escritas en términos de las funciones

beta y las segundas respecto a las ecuaciones de movimiento. Esto sucede ya que en este caso

las ecuaciones de movimiento son una combinación de las funciones beta que en general para

un teoŕıa no conforme, no será aśı. En este caso es posible ¡ relacionar las funciones beta con las

ecuaciones de movimiento y entonces relacionar las identidades diferenciales con las identidades

de Noether.



Conclusiones

En este trabajo se estudió la construcción clásica y cuántica de la teoŕıa de cuerdas bosónica.

Estudiando la acción de Polyakov a nivel clásico, la teoŕıa conforme de campos y el método

de cuantización Faddeev-Popov. Se hizo el cálculo expĺıcito de las funciones beta del grupo de

renormalización a un lazo del modelo sigma y se mostró cómo emerge la gravedad de Einstein

en la teoŕıa de cuerdas. Además se estudió la acción efectiva a bajas enerǵıas que definen estas

funciones beta. Finalmente se mostró que las identidades de Noether asociadas a las simetŕıas

de norma de la acción efectiva, son las identidades diferenciales que satisfacen las funciones

beta del modelo sigma. Esta observación no está reportada en la literatura sobre este tema y

se presentó como una pequeña contribución de este trabajo.
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