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Resumen

En este trabajo se presenta el calculo de las funciones beta del modelo sigma en teoria de
cuerdas, para obtener la accidn efectiva a un lazo. Originalmente el objetivo era presentar las
ideas de esta construccién en forma pedagdgica y autocontenida. Pero la dificultad en el cdlculo
de la funcién beta del dilatén causé un cambio de planes. En lugar de presentar el calculo de
la funcién beta del dilatéon explicitamente se recurrié a un argumento de consistencia interna
usando las simetrias del modelo sigma y las simetrias espacio temporales de la accién efectiva.
La clave de dicha relaciéon se encuentra codificada en las llamadas identidades diferenciales
de las funciones beta [3]. Estas identidades implican una relacién entre las funciones beta y
sus derivadas covariantes, que pueden mostrase usando propiedades estrictamente cinematicas
(identidades de Bianchi). Basta con conocer sélo dos de la funciones beta para encontrar la
tercera usando estas identidades. Un importante argumento de consistencia entre el dlgebra de
Virasoro asociada al modelo sigma y las ID implica que, si las funciones beta asociadas a la
métrica y al campo antisimétrico de Kalb-Ramon son cero, entonces la funciéon beta asociada
al dilatén debe ser una constante. Este argumento fue usado inicialmente en [3] para mostrar
que, las ID son compatibles con las simetrias del modelo sigma.

La condicién basica de consistencia de la accion efectiva es que, la simetria conforme se
preserve a nivel cudntico. Esto implica que las funciones beta mencionadas deben ser cero.
Esta condicién implica una relaciéon entre los campos de fondo del modelo sigma y los campos
dindmicos en el espacio-tiempo. Por tanto, las condiciones de que las funciones beta sean cero,
puede ahora verse como las ecuaciones de movimiento de los campos en el espacio-tiempo.

Estas ecuaciones son fundamentales para entender en que sentido la teoria de cuerdas, im-
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plica las ecuaciones de Einstein mas correcciones consistentes que propone la teoria de cuerdas.

Cabe entonces preguntarse si estas condiciones provienen de una accién. La respuesta es
afirmativa y es la accion efectiva en el espacio-tiempo. Las simetrias de norma de esta accidn,
son consistentes con las simetrias de norma de las correspondientes ecuaciones de movimiento.
Cuando se estudian las correspondientes identidades de Noether asociadas a estas simetrias
de norma en el espacio-tiempo, se encuentra que estas identidades son precisamente las ID del
modelo sigma identificando apropiadamente las funciones beta con las ecuaciones de movimiento
de la accién efectiva. De este modo las simetrias en la hoja mundo del modelo sigma, implican las
simetrias de norma de la accién efectiva como simetrias emergentes. El espacio-tiempo dindmico
es asi un concepto emergente que proviene de la cuantizacién de la cuerda (el correspondiente
modelo sigma).

En la primera parte se presentan las ideas basicas de la construcciéon de la teoria de cuerdas,
siguiendo los textos [16], [8] y [12], esta parte del trabajo inicia con la motivacién de la particula
relativista y sigue con el estudio clasico de la accion de Polyakov. Después, se estudia de manera
general la teoria conforme de campos en dos dimensiones y finalmente se desarrolla el método
de Faddeev-Popov para cuantizar la teoria y se discute la importancia de la carga central
en dicha construccién. En la segunda parte, se presenta el cdlculo de las funciones beta del
modelo sigma. Esto estd basado en gran parte en [3], [9], [15], ¥ [14], sin embargo fueron de
crucial ayuda para entender distintos conceptos, [1], [4], [5], [13], [6], [2] y [11]. En esta parte, se
construyen las coordenadas normales de Riemann en el formalismo de primer orden (vielbein) de
relatividad general. Para la parte final se presenta un concepto béasico conocido como identidades
de Noether [10], asi como la accién efectiva de la teorfa, sus ecuaciones de movimiento y su
relacion con las funciones beta. Finalmente, se muestra que las identidades diferenciales de las
funciones beta son las identidades de Noether de la accién efectiva. Hasta donde sabemos esta
interesante observacién no ha sido reportada en la literatura sobre este apasionante tema y
la presentamos como una pequena contribucién en la construccién formal y consistente de la

accion efectiva a un lazo asociada al modelo sigma de la cuerda bosénica.
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Capitulo 1

Introduccion a la Teoria Clasica de

Cuerdas

La teoria de cuerdas se construye en base de argumentos clasicos. La cuantizacién de esta
se verd mas adelante. La principal inspiracién para la construccién de la accion de una cuerda
es la accion de una particula relativista. El estudio de sus caracteristicas, es fundamental para

escribir una accion adecuada para la cuerda.

1.1. La particula relativista

La accién para una particula relativista D-

dimensional y en unidades naturales es,

dzt dxv
_ Y 1-1
S m/dT e Ny (1-1)

donde 7, es la métrica de Minkowski y p =
0,1,2,...,D — 1. Una propiedad importante de esta

accién es que es manifiesta invariante de Poincaré.

Ademsds es invariante bajo reparametrizaciones, es de-

cir, se puede cambiar el parametro con el que se mide
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el "tiempo”sobre la linea de mundo.

Esto es facil de ver, si se tiene 7 = 7(7) entonces,

dr

dr =d7 pE

9

ademads, por la regla de la cadena,
dx?  dx* dT

i

Sin embargo tenemos un problema con (1-1), la rafz cuadrada es un término que no se
conoce como integrar desde el punto de vista de la integral de trayectoria. Este inconveniente
se puede solucionar agregando un campo auxiliar, un einbein. Este ayudara a deshacerse de la
raiz cuadrada, pero habrda un nuevo grado de libertad en la teoria correspondiente al campo
auxiliar. La interpretacion de este nuevo campo serd muy util para la construccion de la accion
de la cuerda.

La accién (1-1) escrita en términos de un einbein, tendrd la forma,

1

S = 5 /dT (e_l(T)i“x'”nW - e(T)mQ) , (1-2)

donde el punto es la derivada respecto al parametro 7.

El principal hecho que hay que notar, es que a pesar de que ahora habrd una ecuaciéon de
movimiento extra asociada a e(7). Este queda totalmente definido y la ecuacién para la x# (1)
coincide con la ecuacién de movimiento que surge de (1-1).

Por otro lado e se puede pensar como un acoplamiento entre el encaje x y la linea de
mundo. Para hacer la notacién més sugestiva se puede escribir e(7) = /gr7, es decir que el
campo auxiliar se puede considerar como una métrica de fondo en la linea de mundo. De esta

forma la accién (1-2) se puede escribir como,

1
S = 2/d7’ VGrr (gTT:'c“:t”nW + m2) . (1-3)

Se puede mostrar que (1-3) adn es invariante bajo reparametrizaciones. Ademds funcionard
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para particulas de masa cero, algo que (1-1) no hace.

1.2. Accion de Nambu-Goto

La accién de Nambu-Goto es una propuesta a la ac-

cién de una cuerda. Esta accién se construye siguiendo

los argumentos usado para construir (1-1), se quiere con- fi"‘———“‘ﬂ \

\ '
servar invarianza de Poincaré y bajo difeomorfismos. En \ \
este caso se tiene una hoja de mundo y la superficie estd T ,'P';\ I| |

| [ emmm T .'|l
parametrizada por dos parametros 7 y o. De ahora en / ff'a R |

/ /

/ — ™

adelante sélo se considerard una cuerda cerrada, por lo / § /
/ [
que hay que imponer condiciones de periodicidad. ( - |-\
- >
o € (0,2n],
XH(r,0) = XK (1,0 4 27),

generalmente se escribird £* = (1,0) y a =0, 1.
Otro ingrediente necesario es la métrica inducida 7,3, definida como,

oXH oX"¥

Yap = @Tgﬁﬂw- (1-4)

Con estos ingredientes se puede escribir entonces,

Sy_g=T / d?¢ /detr. (1-5)

Esta accién es invariante bajo difeomorfismos e invariante de Poincaré. Ademads conserva una
propiedad muy particular, el area de la hoja de mundo es invariante; asi como en una particula
relativista el intervalo es invariante.

Por otro lado T se le llama tensién de la cuerda, pues por cuestién de unidades no se puede
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poner una masa como en (1-1). Sin embargo, se suele escribir 7' como,

1
el
donde o/ es una constante en teoria de cuerdas.

Al igual que en (1-1), la accién de Nambu-Goto el mismo problema, hay una raiz cuadrada
que desde el enfoque de la integral funcional, no se puede integrar. Pero al igual que en (1-1), se
puede anadir un campo auxiliar a la teoria y deshacerse de la raiz cuadrada. La consecuencia
de aplicar este método a la teoria de cuerdas es la accion de Polyakov que se estudiard en el

siguiente capitulo.

1.3. La accién de Polyakov

En esta seccién se estudiara en detalle la acciéon de Polyakov. Se examinaran sus principales
simetrias; asi como las ventajas que se obtienen de estas. Se mostrara cuales son sus ecuaciones
de movimiento y finalmente se discutira la utilidad e importancia de esta accién.

La accién de Polyakov estd dada por,

1
S =

4ol

/ d*¢ \/39*% 0 X 95 X" N, (1-6)

donde g = det g y g*? es una métrica de fondo en la hoja de mundo. A diferencia de la accién
de Nambu-Goto, la accién de Polyakov no tienen ninguna raiz cuadrada, pues la raiz de g no
causard ningin inconveniente al igual que en (1-3). Esta accién tiene manifiestas tres simetrias
muy importantes; es Poincaré invariante, tiene invarianza bajo difeomorfismos y transformacio-
nes de Weyl. La invarianza de Poincaré y bajo difeomorfismo es un requisito importante si se
quiere que la teoria sea relativista, por otro lado la invarianza bajo transformaciones de Weyl
sera un ingrediente sumamente importante en la construccion de la teoria, dicha simetria se

estudiara en detalle mas adelante.
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1.3.1. Simetrias de la accién

Como se menciond, la accién de Polyakov es invariante de Poincaré; es decir que su forma

no cambia bajo las transformaciones del grupo de Poincaré, dadas por,
XF — AE XY + .

donde A¥, es una transformacién de Lorentz y c¢* una constante.

La accién tiene invarianza bajo difeomorfismos, dicho de otra forma es invariante bajo
reparametrizaciones en la hoja de mundo. Esta simetria es una simetria de norma sobre la hoja
de mundo de la cuerda. Lo que esto significa, es que es posible cambiar las coordenadas de la
hoja de mundo, es decir, £ — éo‘ (£). Este cambio de coordenadas transforma también a los

campos X* y a la métrica g,3 de la siguiente manera,

XH(E) — X&) = XH(8),

o &Y 355

9ap(§) — Gap(§) = @éfﬁg%(@'

es decir, como un campo escalar y un tensor de rango 2 respectivamente.
Muchas veces es util escribir estas simetrias infinitesimalmente, es decir para una traslacién

de la forma,

£ — £ = ¢* — €2(¢),

con €% pequeno. Entonces las variaciones inducidas en los campos y en la métrica son,
(6%
IXH(E) = €% 0 X*,

5ga5 = aaeg + 856a.
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1.3.1.1. Simetria de Weyl

Como se menciond, la invarianza de Weyl sera fundamental para la construccién de la teoria.
Esta simetria a diferencia de las anteriores, es una nueva simetria que surge al agregar la métrica
de fondo sobre la hoja de mundo.

La simetria de Weyl, viene de un cambio de coordenadas, £¢ — éa(f ), tal que no cambia

al encaje y la métrica cambia de una forma especial. Es decir,

XH(E) — Xn(€) = XH(8),

908(6) — Gap(§) = Q*()gas(€). (1-7)

Se puede escribir Q2(¢) = 2 infinitesimalmente para un ¢ pequeo se tiene que,

09ap = 20(€)gas(9)-

Se conoce a ¢ como factor conforme. La invarianza de Weyl es una simetria de norma, pues
se tiene la libertad de escoger a la ¢ sin cambiar la teoria. Una manera clara de verlo es calcular

la ecuacién de movimiento para g,g. Es decir la variacién de la accién respecto a la métrica,

1

05 = 4o

/ d*¢6g°P <\/§ Oa X" X" — ;\/ggaggﬂaa,,x#agx”> s
usando que, §,/g = —%\/ggagégo‘ﬂ. Entonces,

Oa X0 X Ny = %gaggp"@pX“&,X”nW
Esto quiere decir que g,g debe ser,

Jap = 2¢(§)8QXM85XV77MV = 2¢(§)7a5 (1'8)
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donde se escribe ¢ como,

b= (9”0, X" X 1) "

Aqui es claro que la métrica g,g, no es la misma que la métrica inducida (1-4), estas difieren por
un factor conforme. Sin embargo si se sustituye la expresion (1-8) en la ecuacién de movimiento

para los campos,

9a(v/99°P 05X ") = 0, (1-9)

se pueden recuperar las ecuaciones de movimiento de Nambu-Goto. Més atn si se sustituye
(1-8) en (1-6) se puede recuperar la accién de Nambu-Goto.

En el siguiente capitulo se estudiara en detalle todas las consecuencias de tener esta simetria
en la teoria. Sin embargo lo importante es verlo desde el punto de vista de la teoria de campos,
pues el objetivo es poder cuantizar la teoria. El estudio de una teoria de campos con esta

simetria se llama Teoria Conforme de Campos.






Capitulo 2

Teoria Conforme de Campos en 2

Dimensiones

El propdsito de este capitulo es exponer las ideas béasicas de una teoria de campos confor-
me(CFT, por sus siglas en inglés) en 2 dimensiones. Estas teorias tienes diversas aplicaciones,
sobre todo en fisica estadistica. Para mas informacién acerca de esto, asi como teorias conformes
en mdas de 2 dimensiones se puede consultar [8]. Sin embargo en este contexto es de interés,
pues es una herramienta poderosa para el desarrollo de la teoria de cuerdas.

Una transformacién conforme es un cambio de coordenadas, que cambia a la métrica como

n (1-7). Una CFT es una teorfa de campos que es invariante bajo estas transformaciones. Esto
significa que a la teoria se escribe igual para cualquier escala.

La simetria de Weyl es una simetria de norma, por lo que se puede tomar una elecciéon para
la métrica. Si es el campos de fondo ¢g*? es fijo, la simetria conforme se puede pensar como una
simetria global con su propia corriente conservada de Noether. En este capitulo se trabajara

con un campo de fondo fijo, mayormente con una métrica plana.
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2.1. Espacio plano

A pesar de que el interés es tener una métrica Minkowskiana en la hoja de mundo. Trabajar
en una métrica euclidiana simplifica los cdlculos, ademas que este proceso es andlogo para una
métrica de Minkowski.

El tratamiento se hace pasando al plano complejo con la transformacién,
(¢',6%) = (£,
Asi se pueden definir las siguientes coordenadas complejas,
z=€ly e, z=¢ ¢
esto permite definir las llamadas derivadas holomorficas,
azza:%(al—@), @—55:%(814—1'32),
en términos del intervalo euclidiano se obtiene,
ds* = (d&')? + (d€?)? = dzdz,
esto es util para definir la métrica en el espacio complejo,
922 = gzz = 0, gzz = =-

Con la teorfa escrita en estas coordenadas, es claro ver quien es Q2 en (1-7). Pues si se aplica
la transformacion,

z— 2 = f(2), z — 7 = f(2),
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el cambio en el intervalo es de la siguiente forma,

d 2
ds* = dzdz — ‘f dzdz.
dz
Se pueden definir las coordenadas cono de luz,
=" x¢ (2-1)

estas se comportaran de una forma muy parecida a las coordenadas complejas y tienen mas
significado fisico. Ademés de que serd sumamente ttiles en uno de los desarrollos principales

més adelante.

Figura 2-1: Ejemplo de una transformacién conforme

2.2. Aspectos Clasicos

En esta seccién se derivan algunos de los principales conceptos clasicos de una teoria confor-
me de campos, como las propiedades del tensor de energia momento y las corrientes de Noether

conservadas.
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2.2.1. El Tensor de Energia-Momento

Se define el tensor de energia-momento de la siguiente forma,

4t 0S
Tap =~ 5oas (22)
V9 097,
Para una transformacion conforme global, se tiene que la variacién de la métrica es,
69&6 = €Jas, (2—3)

con € una constante. Usando (2-2) se obtiene que la variacién de la accién respecto a la métrica

es,

05 1 .

Esto muestra el primero de los resultados importantes en la teoria. La traza del tensor de
energia momento debe ser cero. Este resultado serd de suma importancia cuando se quiera
cuantizar la teorfia.

T% =0 (2-4)

Por otro lado, se tiene la variacién de la métrica respecto a los difeomorfismos locales. Esta
esta dada por,

0gap = Oa€p + Ogeq. (2-5)

Con el procedimiento anterior se obtiene,

oS oS 1
0=6S= [d 8gas =2 [ d? Oueg = —— | &> TP ez,
J ¢ gt =2 [ 2 vues = - [ e 5 T0ucs
e integrando por partes se tiene,
0°Ty3 = 0. (2-6)

En el caso con curvatura el resultado serd, V*T,,3 = 0, con los simbolos de Christoffel

definidos de la forma comun.
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Se puede probar, que para un campo escalar libre, con la accién

g— 1 / %€ 0, XX,

4o/
el tensor de energia-momento se ve de la siguiente forma,

1 1
Top = (aaxaax — 26a5(8X)2> .

Oé,

Este debe satisfacer la condicién de traza cero porque la teoria es conforme. En coordenadas

complejas puede escribirse asi,
1 _
T=-— 0X0X, T=-—0X0X. (2-7)
«
Este resultado serd importante, mas adelante para los calculos en los que se enfoca este trabajo.

2.2.2. Corriente de Noether

El tensor de energia-momento proviene de la simetria bajo traslaciones. Estas son transfor-
maciones conformes, pero no son las tnicas. Esta seccion estd destinada a estudiar que sucede
con otro tipo de transformaciones conformes, no sélo traslaciones.

Si se considera la siguiente transformacién infinitesimal,
/ _ _ s
2=z +€(z), 7 =z+¢€2).

Estas transformaciones representan dilataciones y rotaciones. Entonces se puede calcular la

variacién de la accion,

05 1
68 = /d2§ 3ga559a5 = _%/d% VG Top(0%56P),

48 = _Qi /d2§ \/g [Tzzaze + Tzéazé]' (2_8)
m
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Notese que T,z = 0 pues la traza del tensor de energia-momento de una teoria conforme es
cero. Ademsds, es importante ver que si € y € son funciones holomorfa y antiholomorfa respectiva-
mente, se obtiene de inmediato §5 = 0. Para poder calcular la corriente conservada en (2-8), se
puede emplear un pequeno truco. Esto consiste en pensar a z y Z como variables independientes

y poder calcular las corrientes conservadas por separado. Entonces las variaciones son,

0z = €(z, 2), 0z =0.

se propone €(z,z) = €(z)f(Z) para alguna funcién antiholomorfa f. Lo que se obtiene de esto

es,

J* =0, J*=T,.(2)e(z) = T(2)e(2). (2-9)

De igual manera, se puede hacer lo mismo para el caso,

0z =0, 0z = €(z,2),

obteniendo un resultado anélogo,

JF =0, J* =T::(2)e(z) = T(2)e(2). (2-10)
Una razén por la que es importante el estudio de una teoria CFT, es que esta se puede
estudiar desde un punto de vista cuantico. En el contexto de teoria de cuerdas, las herramientas

de una CFT cudntica serdn ttiles para el proceso de cuantizacién de la teoria. La siguiente

seccion tiene el objetivo de estudiar las nociones bésica de una CFT cuéntica.

2.3. Aspectos Cuanticos

Esta seccién esta destinada al tratamiento cuantico de una CF'T. La principal herramienta en
este estudio serdn las llamadas expansiones en producto de operadores (OPE, por sus siglas en

inglés). Los OPE serdn de gran utilidad para entender conceptos como los operadores primarios
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y la carga central; que tiene suma importancia en la teoria.

2.3.1. Expansion de Producto de Operadores

La definicién de un operador en el contexto de CFT, es cualquier funcién que dependa de
los campos que contiene la teoria. Por consecuencia los operadores dependen de las coordenadas
que dependen los campos, es decir, son locales. La idea de un OPE, es escribir al producto de

dos operadores como una serie de operadores con coeficientes. Es decir,
(0i(2,2)0;(w,m)...) = > Cfi(z — w, Z — 0)(O(w,m)...), (2-11)
k

donde los bra-kets significan en valor de expectacion en el vacio y se piensa que hay orden
temporal implicito. Sin embargo esos valores de expectacion, del lado izquierdo de la igualdad
sélo dependen de los dos primeros operadores y del lado derecho sélo del primer operador. Por

lo que generalmente se escribe,
_ N k _ _ _
0i(z,2)0j(w,w) = Z Cii(z —w, z2 — w) Ok (w, ). (2-12)
k

El estudio de los OPE’s tiene gran importancia en la teoria. Con los OPE’s se pueden
estudiar aspectos de la teoria como la carga central y se pueden definir los operadores primarios,
que se estudiaran méas adelante. Antes de eso es bueno notar que aspectos conocidos se pueden

heredar después de la cuantizacién Uno de estos son las identidades de Ward.

2.3.2. Identidades de Ward

Las identidades de Ward son ecuaciones de operadores. Estas contienen la idea del teore-
ma de Noether en una teoria cuantica de campos. El objetivo de esta seccion es derivar las
identidades Ward para una teoria conforme.

En el contexto de la integral funcional, las simetrias de la teoria se pueden escribir como
variaciones,

X' =X +elX
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tales que mantienen la accién y la medida de la integral funcional invariantes, es decir,
S[X'] = S[X], DX' = DX.
Una vez més se propone ¢ —» €(£), entonces se tiene que,

7 — / DX'exp(—S[X']) = / DXexp (—S[X} — % / d*¢ @Jaaae>
= / DX e 5 (1 - % / d*¢ \/§Ja8a6> :

Para tener una funcién de particién invariante se pide que,
/ DXe I ( / d*¢ \/gJaaae) =0,
esto proporciona una versién cuantica para el teorema de Noether,
(00 J*) = 0. (2-13)

Se puede usar este método para obtener resultados mas fuertes. Se puede pensar en el valor

de expectacion con orden normal de n operadores,

(O1(60)--0ul6n)) = [ DX 5016104 60),

sin perdida de generalidad, se puede considerar la variacion,
O — 01 + €604,
y de nuevo se propone € — €(§), entonces lo que se obtiene es,

(0,..0,) — ;/DX e SIX] (1 - 2i /d2§ \/§Ja8ae) (O1 + €00)...0,,
i
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obteniendo finalmente,

= or [ V3 0l ©01€0)-) = (01(60)..) (2-14)

Esta ultima es la llamada identidad de Ward. La integral del lado izquierdo de (2-14) es

una integral sobre una regién distinta de 0 al rededor de O;(&;).

2.3.2.1. Identidades de Ward para Transformaciones Conformes

La expresion (2-14) surge de principios variacionales. Esto significa que debe satisfacerse
para cualquier simetria, en particular para la simetria conforme. A continuacién se usara el
teorema de Stokes para derivar las identidades de Ward para transformaciones conformes.

Si se toma n® como un vector unitario normal a la frontera de la regiéon €. Se puede aplicar

el teorema de Stokes,

/ana = 7{ Joh® = 7{ (J1d€% — Jodet) = —i}[ (J.dz — J:dZ),
€ Oe Oe Oe

usando (2-14) se puede escribir,

% 3 dz(J(2,2)01(&1)...) — %

é dZ<J2(Z,2)01(£1)...> = <501(£1)>

Como las corrientes conservadas son funciones holomorfas y antiholomorfas respectivamente,

se puede aplicar el teorema del residuo,

L dz J.(2,2)01(61) = —Res[1.O4].
27'[' Oe

Obteniendo,

601(&1) = —Res[J:(2)01(&1)] = —Res[e(2)T(2)O1(&1)]; (2-15)
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y un resultado andlogo para la parte antiholomorfa,

601(&1) = —Res[Jz(2)01(&1)] = —Res[e(2)T(2)01(&1)]. (2-16)

De aqui se obtiene un resultado importante de la teoria. Si se puede calcular el OPE entre
un operador y el tensor de energia-momento, entonces es posible conocer como transforma ese

operador bajo transformaciones conformes.

2.3.3. Operadores Primarios

El estudio de los OPE’s es 1til para conocer como transforman los operadores, en particular,
definir a los operadores primarios en funciéon de sus OPE’s con el tensor de energia momento,
ayudara a caracterizar a los operadores seglin como estos transforman bajo transformaciones
conformes.

Un operador primario se define como un operador el cual su OPE con el tensor de energia

momento de ve asi,

( @) 90(w,)
)2 w

+ términos no singulares (2-17)

T(z)O(w,w) = B(Z( )l 2( u_/w) + términos no singulares (2-18)

donde h y h son constantes y se llaman pesos conformes. Esta definicién permite conocer como
transforman estos operadores. La importancia de los operadores primarios es que transforman
de una forma simple.

Si se consideran transformaciones de la forma §z = €(z), se tiene que,

5O (w, ©) = —Res[e(2)T(2)O(w, )] = —Res [e(z) (h Olw,®) , 90w, @) )] |

(z —w)? zZ—w

Si se toman en cuenta sélo transformaciones conformes suaves. Entonces €(z) no puede tener
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singularidades. De modo que se puede expandir en serie de Taylor,

con esto se obtiene,

§O(w,w) = —he' (w)O(w, W) — e(w)dO(w, W), (2-19)

h aparecera en la expresién andloga para el caso, §z = €(Zz).

Si finalmente se considera una transformacién conforme finita, tal que,
z — Z(2), z — 2(2),
se tiene que los operadores primarios transforman de la siguiente forma,

0(2,%) — O3, 3) = (gj) a <gi> ! 0(z,2). (2-20)

Si se piensa en el caso de un campo escalar,

1
- Adrad

S

/ d%€ 0, X0°X,

con ecuacién de movimiento 92X (¢) = 0. Si se usa el hecho de que cualquier derivada funcional

total en la integral de trayectoria se hace cero. Se puede obtener,

0= /DXa;(é)e_S = —/DXe_S [2730/62)((5)] ,

esto no es mas que el teorema de Ehrenfest,

(02X (¢)) =0.
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Con el mismo procedimiento se puede obtener,

0= [ DX gl SX(E) = [ xS |k ©x(€) + o - €).

entonces,

(0°X()X(£)) = —2ma’s(¢ - &). (2-21)

Usando que,

9’In(¢ &) = 4md(€ - €),

se puede resolver (2-21). Obteniendo,

(X(OX(E) =~ Tm(e - &) (222)

Al continuar insertando nuevos campos O;, con el procedimiento andlogo se puede obtener

el OPE,

XOX(E) = -2 —€)+ . (223)

sin embargo, es mejor considerar el campo X o 90X, que tienen OPE’s con una forma més
agradable. Por otro lado, para resolver la ecuacién de movimiento, se puede separar la solucion
en una solucién izquierda y otra derecha. Haciendo lo anterior y considerando sélo la parte
izquierda,

/

1
0X(2)0X (w) = —%m + términos no singulares. (2-24)

Con este resultado se puede probar que 0.X es un operador primario. Ahora hay que definir el
tensor de energia-momento en el contexto cuantico. En la teoria clasica, se tienen las ecuaciones
(2-7). En la teorfa cuantica hay que tener cuidado, pues (2-7) estan definidas en el mismo punto,
lo que en el contexto cudntico puede causar divergencias.

En este caso se puede aplicar una idea equivalente a la cuantizacion candnica, donde se usa
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el orden normal para asegurar que la energia del vacio serd cero. Definiendo entonces,

T — —é LOXOX =~ 1fm (90X (2)0X (w) — (9X(2)0X (w))) (2-25)

o z—w

que por definicién, satisface (T") = 0.

Con estas herramientas se puede probar que,

T(2)0X (w) =
es decir, el operador 0X tiene peso conforme h = 1.

Sin embargo, T'(z) no serd primario, pues su OPE con si mismo es,

1 2T
N (w) +3T(w)Jr
Z— W

(2-26)

Es decir que T tiene peso conforme h = 2, sin embargo no es un operador primario. Esto
implica que, el tensor de energia-momento no transforma como (2-20). El hecho que T no sea
primario, es una propiedad de las teorias conformes, por lo que debe estudiarse como tal. El

estudio de esta propiedad llevard a la llamada carga central que se estudiard en a continuacién.

2.3.4. Carga Central

El objetivo de esta seccion es definir el concepto de carga central en una teoria de campos
conforme. También se dard una interpretacion fisica a esta y a los pesos conformes. Estas inter-
pretaciones pretenden desarrollar una mejor intuicion en la teoria que sera 1util mas adelante.

Los pesos conformes proporcionan informacién acerca de como un operador transforma en la
teoria conforme, es decir, bajo rotaciones y reescalamientos y estan relacionados con conceptos
familiares.

Los eigenvalores de los operadores de rotacién son los valores s de espin, que en términos

de los pesos conformes se ven asi,
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Por otro lado la dimensién de escalamiento A de un operador es,

A=h+h,

la dimension de escalamiento no es més que la dimensién que usualmente se asocia a los campos
y operadores por el andlisis dimensional.

Esto permite tener una interpretacién para el peso conforme de T, que es h = 2. Esto
dice que T tiene espin s = 2, lo que es consistente pues es un 2-tensor simétrico. Esto sucede
igualmente para T con su peso conforme h.

Ademss estd interpretacion restringe por andlisis dimensional, qué términos pueden aparece
en el OPE del tensor de energia-momento con si mismo. Esto es porque se tiene una dimensién

de escalamiento A = 4. Entonces cualquier término en el OPE, sélo puede ser de la forma,

On

tal que, A[O,,] = 4—n. Pero en una teoria conforme unitaria, no se pueden tener pesos conformes
menores que cero [16]. Es necesario que la teoria sea unitaria para tener adecuados observables
cudnticos. Entonces el médximo n que se puede tener en la expansiéon es n = 4 y por cuestiones
de simetria no se considera n = 3.

Por lo que se puede escribir,

T(2)T(w) = : + 21 (w) +aT(u_))

donde ¢ y ¢ se llaman cargas centrales. Estas constantes son los parametros mas importantes
para caracterizar una CFT. Al final de la seccién pasada se vio que en la teoria de un campo
escalar en dimensién D = 1 se tiene que ¢ = ¢ = D, esta expresion se satisface también para

D > 1 [16]. Esto sugiere pensar que las cargas centrales estdn relacionadas con los grados de
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libertad de la teoria.

2.3.5. El Operador Schwarziano

Como se mencioné anteriormente, los operadores primarios tienen la particularidad de trans-
formar de forma simple. Sin embargo el tensor de energia-momento no es primario. Entonces
hay que investigar como transforma 7', pues esto tiene la informacién de que sucede con la
energia después de una transformacién conforme.

Al igual que en el caso de un operador primario, se calcula primero su variacion,

) (( : L 2T(w)2 | OT(w) +>]

0T (w) = —Resle(2)T(2)T(w)] = —Res z—w)lt ' z—w)? | z—w

Al igual que antes se puede expandir € en serie de Taylor,
1 1
€(2) = e(w) + € (w)(z — w) + ie”(w)(z —w)? + 66///(11))(2 —w) + ..,

entonces,

ST(w) = —e(w)AT (w) — 2 (w)T(w) — %e/"(w).

Asi, para una transformacién finita z — Z(z), se tiene que,

T(3) = (gi) - [T(z) - 1%5(2, 2)] , (2-27)

donde S(z, Z) es conocido como el operador Schwarziano, definido como,

o= (55) () -3(5) () o2






Capitulo 3

Cuantizacion de la Teoria

Este capitulo se enfoca en el método de cuantizacién usado en la teoria de cuerdas. Se
muestran las principales complicaciones del proceso y la manera de solucionarlas. El principal
problema que surge en la teoria cuantica, es que el valor esperado de la traza del tensor de

energia-momento no necesariamente es cero.

3.1. Anomalia Conforme

Como se vio al inicio del capitulo anterior, en la teoria clasica conforme la traza del tensor
de energia-momento es cero. Sin embargo no todas las simetrias clasicas se heredan a la teoria
cuantica. Estas rupturas de simetria se les conoce como anomalias y la teoria conforme es una
de ellas, pues el valor esperado del tensor de energia-momento no serd cero. A este problema
se le llama anomalia de Weyl 6 anomalia conforme. A continuacién se muestra como es que se
deduce dicha anomalia.

Primero hay que usar la ecuacién de conservacién (2-6).

aTzi = - 5Tzz 3

25
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entonces su OPE serd,
_ _ = & _ = = c/2
0:T32(2, 2)0u T (w, w) = 05T (2, 2) OpTwe (w, W) = 0:0g | 7———3 + | -

El lado derecho de la igualdad, a pesar de ser una derivada antiholomorfica sobre algo
holoforfico, no necesariamente es cero, pues hay una divergencia en z = w. Con el método

andlogo a como se calculé el propagador del campo escalar libre (2-22). Se obtiene que,
_ _ CcT _ _
T.z(z, 2) Tyw(w, w) = gazawa(z —w,Z —W). (3-1)

Esto muestra que el OPE anterior es cero excepto cuando z — w. Ahora se muestra como
este término de contacto causa la anomalia de Weyl.

Primero se asume que (7'¢,) = 0 en un espacio plano. Ahora hay que considerar un espacio
parecido al espacio plano. Entonces se considera el cambio infinitesimal de (7'%,) después de una
traslacién infinitesimal de la métrica d,3. Usando la definicién del tensor de energfa momento

(2-2), se tiene que,
1
stree) =0 [ oxeste = L [oxes (1200 [ #eva s ).

Si se restringe las transformaciones a transformaciones de Weyl, la variacién de la métrica

es 0g™P = —2w*? | obteniendo asf,

L) = 5 [ Pxe (1800 [ ¢ wie)T). (32)

Utilizando (3-1) y el sistema de coordenadas complejas,

o C /
T = -5 05— ¢),
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sustituyendo este resultado en (3-2), se tiene,
5@3%:§yw.

Por ltimo es necesario usar un resultado de geometria diferencial. Si se tiene que la métrica
2-dimensional es de la forma g,g = eQwéag, el escalar de Ricci es R = —2e290%w. Ademss al

considerar w << 1, si puede aproximar e~2¥ ~ 1. Por tanto el resultado final es,
(T%) = —<R. (3-3)
@ 12

Evidentemente hay una anomalia en la teoria, pues la simetria conforme se rompe al no
ser cero el valor de expectacién de la traza de T'. Sin embargo, se podria tener R = 0 y eso
resolveria el problema, pero la teoria no seria suficientemente general, pues sélo se consideraria
espacios Ricci-planos. Otra opcion es hacer ¢ = 0, pero como se discutio en el capitulo anterior,
c esté relacionado con los grados de libertad de la teoria, precisamente estd relacionado con las
dimensiones de la teoria. Si se tuviera ¢ = 0, se tendria una teoria en cero dimensiones, es decir
una teoria trivial. Por estas razones es que la manera para solucionar la anomalia de Weyl, se

debe usar un método conocido como el método de cuantizacién de Fadeev-Popov.

3.2. Método de Faddeev-Popov

Ante de empezar con el método de Faddeev-Popov, hay que notar una particularidad de
la integral funcional con la accién de Polyakov. Como se mencioné en capitulos anteriores, la
métrica sobre la hoja de mundo se considerd fija, sin embargo para ser general debe considerarse
que existe libertad de norma para escoger esta métrica. Entonces la integral funcional debe

tomar en cuenta esta informacién,
7 — /DgDXesPol[ng]'

Por esto hay que normalizar la funcién de particién. La forma de hacerlo es dividir en entre
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el volumen del grupo de norma, el cual contiene la informaciéon de como cambia g. Entonces la

funcién de particién se ve asi,

1

7 =—
Vol

/ DgDXe 5Pl (3-4)

Como se vera mas adelante, este volumen realmente no interesard para el tratamiento de la

teoria.

3.2.1. Determinante de Faddeev-Popov

Hay dos simetrias de norma en la teoria, bajo difeomorfismos y transformaciones de Weyl.
Se denotard ambas por (, es decir la métrica cambia bajo una transformacion de norma de la
siguiente forma,

&7 9Ed
() — 955(€) = #4022 0.5(0)

En dos dimensiones estas simetrias de norma permiten escribir localmente a la métrica de
la forma que se quiera. Se le llama métrica fiducial a la métrica que se usa como referencia,
llamase g.

El objetivo es integral sobre las métricas que sean fisicamente no equivalentes. Para hacer
esto se puede iniciar integrando sobre la 6rbita de norma de §. Entonces para alguna transfor-

macién ¢, la métrica ¢ coincidird con g. Con inspiracién en el resultado de célculo,

1
[ o bt =
se define entonces,
[ P¢sta— 9 = Aghla (3-5)

donde Applg] es el determinante de Faddeev-Popov.

Se pueden probar propiedades del determinante de Faddeev-Popov. Un lema que sera ttil
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para el desarrollo del método dice que, Arp[g] es un invariante de norma, es decir,
Arpplgl = Arply‘].

La prueba del lema es esta,
= [D¢ ot~ o) = [ D¢ 8la— o) = [ De oo - o) = Arblol

donde se usé que la medida de la integral es invariante bajo acciones derechas e izquierdas, es
decir, D¢ = D(¢'¢) = D(¢'Q).
El método de Faddeev-Popov consiste en implementar la definicién del determinante App[g]

en la integral funcional para deshacerse de la integral sobre las geometrias. El primer paso es

escribir 1 de esta forma,

1=Arelg) [ DCtg - ).
Entonces,
= V/DCDXDQ Arplg)é(g — gC)e—SPOz[Xy]

Vl/ D(DX Applj } —Spot[X,§¢]

Vl/DgDX Applgle X9,

donde en la ltima linea se usé que la accion es un invariante de norma y el lema anterior.
Pero ahora nada depende de la transformacion de norma (, por lo que la integral sobre ¢

no es més que el volumen del grupo de norma. Obteniendo finalmente,
i) = [ DX Applgle e (3-6)

Se logré simplificar la expresién para la integral funcional, sin embargo, ahora se tiene una

funcién de particion que depende del determinante de Faddeev-Popov.
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El objetivo ahora es calcular el determinante de Faddeev-Popov. La manera de hacerlo es
considerar las transformaciones de norma que estd muy cerca de la identidad. Es decir que el

argumento de la delta de Dirac en la definicién (3-5) sera,

A~

G~ 3% = 64ap = 2wiap + Vavs + Vva.
Insertando esta expresién en la definicién (3-5), se tiene que,
A}};[g] = /Dva 0(2wgap + Vavg + Vgua),
ahora escribiendo la delta de Dirac como una transformada de Fourier,

Appld] = / DwDvDBexp (2m / d*¢ \/§ B [2wgap + Vavg + vm) :

donde % es un 2-tensor antisimétrico sobre la hoja de mundo.

Haciendo la integral sobre w, se tiene,
ALL[g] = / DuvDf exp (4m' / d*¢ \/§ mﬂvauﬁ) .

Los campos v y [ seran los responsable de que sea posible deshacerse de la anomalia de

Weyl.

3.3. Accion Fantasma

En la seccién anterior se llegd a una expresion para A}}J, sin embargo lo necesario es
calcular inverso. Hay que remplazar las variables de integracién que conmutan por campos que
anticonmutan. Es decir,

Baﬁ—>baﬁ7 v — C,
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donde b y ¢ son campos Grassmann valuados. Estos campos son conocidos como fantasmas, en
el mismo sentido que en electrodindmica cudntica. Esto da una expresion final al determinante

de Faddeev-Popov,
Arrlg) = [ DYDe expliSan

donde se define,

1 «
Sjan = g [ 65 ba 0" (3-7)

entonces se tiene qué,
203] = [ DXDIDC exp(~SpalX.4] ~ Spanlbc:d]).

El rol de estos fantasmas en la teoria de cuerdas es eliminar los grados de libertad no fisicos
debido a la libertad de norma. Esta es la razén por la cual los fantasmas ayudaran a deshacerse
de la anomalia de Weyl.

Antes de mostrar como es que estos fantasmas resuelven la anomalia de Weyl, primero hay

que hacer algunas manipulaciones en la accién fantasma (3-7). Si se trabaja en la norma,
gaﬁ = 62w5aﬂv
lo que se obtiene al cambiar a coordenadas complejas es,
1 2 z z
Sfan = % dz (bzzv,gc + bggvzc ),

esto gracias a que b,g es sin traza. La expresién se puede simplificar atin maés, ya que la
los simbolos de Christoffel se anulan por las propiedades que tiene la diagonal de la métrica

compleja. Obteniendo asi,

1 _
Sfan = /dzz (bzzagcz + bggazcz).

2
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Hay que notar que la accién no depende de w, esto hace que sea invariante de Weyl. Se

define,

Asi la accién se ve como,
Spun = | = [ d2= (bic + bo0)
fan = o < c C),
con ecuaciones de movimiento,
0b=0b=0c=0¢=0,

es claro que b y ¢ son campos holomérficos mientras que b y & son antiholomérficos.
Usando la definicién del tensor de energia-momento (2-2). Se puede calcular que el tensor

de energia-momento para la acciéon fantasma es,

T = 2(9c)b + cob, T = 2(0¢)b + ¢ob.
Ahora el objetivo es poder saber como contribuyen estos campos fantasmas a la carga central
de la teoria y saber cuales son los operadores primarios. Con esta informacion se podra deshacer

la anomalia de Weyl.

3.3.1. Operadores Primarios y la Contribucion Fantasma a la Carga Central

Al igual que en el caso de un campo escalar, se usaran técnicas de la integral funcional para
poder calcular el propagador de la teoria fantasma. Asi como antes se trabajard con la parte

holomérfica, pues es analogo a la parte antiholomérfica.
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Se tiene que,

0= / DbDe &j leSreb(e)] = / DbDe e=Ssan [—217T8c(§)b(§') +o(6—¢)

entonces,

0c(§)b(E') = 2m6(§ — &),
y en el caso donde la derivada variacional es respecto a c(§) se tiene el resultado andlogo,
b(E)e(¢') = 2mb(¢ — €).

Estas ecuaciones se pueden resolver usando la identidad 9(1/z) = 276(z), lo que se obtiene

son los OPE’s para by c,

Con estos OPE’s se puede calcular si b y ¢ son operadores primarios usando el tensor de
energia-momento

T(z) =2:0c(2)b(2) : + : c(2)0b(2) :

Se puede probar qué,

T(2)e(w) = — (Zcfwgp + ‘:C_(wtz .

2b(w ob(w
w) o) |

T(z)b(w) =

(z —w) z—w

es decir, b y ¢ son primarios con pesos conformes h = 2 y h = —1 respectivamente. Finalmente

también se puede calcular la carga central de la teoria fantasma. Haciendo el OPE entre el
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tensor de energia-momento con si mismo se obtiene,

—-13 2T aoT
) 0T

T(2)T(w) =

(z —w) (z —w) z—w

Este es probablemente uno de los resultados mas importantes de la teoria. El resultado
anterior dice que para los fantasmas ¢ = —26. Como se mencioné anteriormente, si se tenia
carga central nula se podia deshacer la anomalia de Weyl, sin embargo tener carga centrar nula
era no tener ningin grado de libertad en la teoria, por tanto ningin campo. Con este resultado
es claro que si se puede tener carga central nula sin deshacerse de los campos. La configuracién
mas sencilla serda agregar 26 campos escalares, pues como se vio anteriormente, cada campo
escalar contribuye a la carga central con ¢ = 1. Por lo que la teoria de cuerdas se necesita
escribir en 26 dimensiones y a esto se le llama dimensién critica.

El siguiente paso es escribir nuevos términos a la accién de Polyakov para tener una teoria

suficientemente general.
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Funciones Beta

La escala de energia es el orden de la energia que tienen las particulas en la teoria. En par-
ticular, las constantes de acoplamiento pueden cambiar si se considera objetos muy energéticos.
Miés aun, no se puede asegurar que la teoria que se tenga sea vélida a todas las escalas de
energia, por lo que se tiene que formular una accion efectiva, es decir una accién que describe
la dindmica de la teoria a cierta escala energética. El objetivo de este capitulo es derivar las
funciones beta del grupo de renormalizacion de la teoria. Las funciones beta son funciones que
dependen de las constantes de acoplamiento de la teoria y dicen cuanto cambian estas respecto

a la escala de energia. Es decir,
o O«
B =po-,
o
donde « es una constante de acoplo y u la escala de energia.

En el caso de una teoria conforme, en particular en la teoria de cuerdas, las funciones beta
estdn intimamente relacionadas con el tensor de energia-momento. Lo que no deberia ser tan
sorprendente, pues por un lado, lo que se necesita es hacer cero la traza del tensor de energia-
momento y por otro lado, la teoria por ser conforme es invariante de escala, es decir las funciones
beta deberian ser cero también.

La pregunta en este punto es, ;cudles son las constante de acoplamiento de la teoria? En las

siguientes secciones se discutird esta pregunta y se vera cudl es la relacién de la accion efectiva

35
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de la teoria, la gravedad de Einstein y las funciones beta.

4.1. Modelo Sigma

Para construir la accién mas general, se debe pensar en todos los términos que son compa-
tibles con la accion. Estos deberdn ser invariantes bajo todas las simetrias de la accién.

El primer término que se puede considerar en la acciéon de Polyakov es término con un
2-tensor antisimétrico, pues nada restringe a la teorfa a que exista una parte antisimétrica.
Entonces el término se vera como

1
S =

4o/

/ d*¢ By (X)0a X105 X" e,

donde € es el tensor de Levi-Civita. Esta accién también se mantendra invariante bajo repara-
metrizaciones y transformaciones de Weyl. El campo B se conoce como campo de Kalb-Ramon
el cual se discute con més profundidad en [16], [3], [7], [11] y [9] -

El campo B deberia pensarse como el andlogo al potencial vectorial del electromagnetismo.
En ese mismo sentido la accién también es invariante bajo transformaciones de norma anélogas

a las de U(1) y escoger un B tiene cierta ambigiiedad,
B, — B, + 0,C, — 0,Cu,

asi como en electromagnetismo se puede construir un tensor invariante de norma usando la
derivada exterior. Aqui se puede construir también un tensor de intensidad de campo haciendo

H = dB, este se vera como,
H,,,=0,B,,+0,By, + 0,B,,.

Por otro lado existe un término mas que es posible agregar a la accién. Este término es un
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campo escalar acoplado con la hoja de mundo y se le conoce como dilatén.

1
S =4 [ PevgrPa(x),

donde se denota como R? al escalar de Ricci de la hoja de mundo.

Hay dos aspectos importantes que mencionar acerca del dilatén y su accién. El primero es
que explicitamente no es del mismo orden en o’ que G y B, esto causard que el dilatén sea més
dificil de manejar, pues en el sentido de una serie perturbativa en o/, las contribuciones del
dilatén tendrén diferente orden que las de G y B.

Por otro lado, el aspecto probablemente méas preocupante es que en general rompe invarianza
bajo transformaciones de Weyl. Sin embargo, el hecho de que este rompa invarianza de Weyl sera
la manera de contrarrestar la anomalia de Weyl. Asi que no es una locura incluirlo en la accién,
a pesar de que rompa una simetria de la que se ha mencionado su importancia durante todo
el trabajo. La accién que se escribe usando la accién de Polyakov y los términos previamente
discutidos se llama Modelo Sigma.

Al inicio del capitulo se mencioné que las funciones beta del grupo de renormalizacién
deberian ser cero pues la teoria es conforme en la hoja de mundo. Desde el punto de vista de
esta, los campos G, B y ® son las constantes de acoplamiento, por lo que las funciones beta
seran las asociadas a estos campos.

Sin embargo las funciones beta seran series perturbativas, para esto es 1util hacer también
una serie perturbativa en la accién. El pardmetro en la serie, como se mencioné antes serd o'.
Ademds, como este tratamiento estd en un espacio-tiempo curvo, habrd que considerar toda la
magquinaria de geometria diferencial que esto conlleva. Para esto existe un método que facilitara
la expansién y el célculo de las funciones beta. Este método se conoce como Método de Campo

de Fondo o BFM por sus siglas en inglés.
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4.2. Método de Expansion en Campos de Fondo

Para este método es necesario tener claro como funciona la accién clasica, en el sentido
de una funcional, es decir, la accién es valuada en funciones y da como resultado un escalar.
Estas funciones son trayectorias X#(¢) y existe una trayectoria que minimiza la accién X{'(€).
En ese sentido se puede considerar la trayectoria que minimiza més alguna perturbacion que
se puede considerar como fluctuaciones cudnticas. Para ser fluctuaciones se necesita que sean
pequenas, para eso es necesario una constante pequena y el inico pardmetro libre que se tiene

es o, entonces se hace,

XH(€) = XE(©) + Va'YH(E),

y se expande al rededor de /.

Sin embargo, el campo Y* que se considerard el campo cudntico quedard definido como
la diferencia de 2 vectores. Al estar en un espacio con curvatura, este no serd invariante de
Lorentz, por lo que se necesita escribir a la teoria en funciéon de otro campo que si lo sea. La
herramienta para poder definir este campo viene de la geometria diferencial y se basa en escribir
al sistema en unas coordenadas que se llaman Coordenadas Normales de Riemann, esto dara

una definicién natural de un campo invariante de Lorentz.

4.2.1. Coordenadas Normales de Riemann

Aunque el desarrollo de las coordenadas normales de Riemann puede ser planteado de una
manera mas formal desde el punto de vista matematico, en este trabajo se tratara de explicar
este método de la manera maés sencilla posible. Este se puede estudiar con mayor precisién
en [3], [9] v [15].

Lo primero que hay que hacer es pensar en un espacio donde cada punto es una trayectoria,
el espacio { X*}, se puede pensar en las geodésicas que unen puntos en ese espacio. Entonces se

puede considerar una geodésica A(t) que une los puntos X} con X} (€) +Va/YH(€) , es decir,

N(0) = X7,
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N(1) = X+ Valyr,

entonces se puede definir,

nt = M(0),

donde el punto es la derivada respecto al parametro afin.

La geodésica A(t) debe satisfacer la ecuacién de la geodésica,

M) + T N ()X (t) = 0,

entonces, se puede expandir A(¢) en una serie de Taylor al rededor de 0 y usar la ecuacién de

la geodésica para llegar a,
1
M) = X5+t — §Fﬁa77”77‘7t2 + .. (4-1)

Se definen las coordenadas normales de Riemann evaluando (4-1) en ¢t = 1. Estas son el
conjunto de coordenadas n#* definidas en una vecindad de X}'. Es as{ como se puede escribir el
campo cuantico Y* que no es invariante de Lorentz, en funciéon de un campo que si lo es,

1
™= VoY =t — if’jan”na + .. (4-2)

Si se hubiera iniciado con las coordenadas normales de Riemann, en ecuacién (4-2) sélo
estaria el primer término del lado derecho. Esto quiere decir que en las coordenadas normales de
Riemann, todos los simbolos de Christoffel son cero, entonces también sus derivadas covariantes
lo seran.

Si se denota a los sitmbolos de Christoffel en las coordenadas normales de Riemann como T,
entonces el tensor de Riemann en coordenadas normales se vera como,

R

VoA

— 9,7, — o\[”

vo?

(4-3)
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y usando que los simbolos de Christoffel con barra son cero y la ecuacién (4-3), se puede mostrar
que,

_ 1 -
&Tﬁx = g(R oA T R )\yg) (4‘4)

Por otro lado se pueden escribir la serie de Taylor para un tensor de n indices en coordenadas

normales de Riemman,

o

Tm un (Xo+n) Z Oy, -0y, _m un(XO)) Lt

entonces, cambiando las derivadas parciales por derivadas covariantes y usando (4-4), se tiene

que para un 2-tensor,

Ty (Xo +1) = Ty (Xo) + 0 VaT, + % (V,\VUTW(XO) — %RP/\WTPV — ;RPMTM,(XO)) e,

(4-5)

esta vez se omitieron las barras, pues toda la expresion es covariante, entonces debe cumplirse

para cualquier sistema de coordenadas. Lo que se acaba de encontrar es una presentacién
covariante del teorema de Taylor.

Sin embargo, se necesita una expansion en o y en los resultados anteriores parece que no

esta. Se mencioné que la definicién (4-2) en coordenadas normales de Riemann se satisface con

s6lo el primer término del lado derecho. Entonces (4-5) se puede escribir como,

T (Xo + V'Y) = T, (Xo) + V'YV T,

/

(4-6)

M\Q

1 1
(vw Ty (Xo) = 5 RO Ty = 3RPMTW<XO>) Y,

esto aunque pudiera parecer redundante, no lo es, lo que esto quiere decir es que la eleccion

para la fluctuacién Y, puede simplificar los cdlculos si escoge Y en coordenadas de Riemann.
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4.2.2. Expansion de la Accién

Ahora hay que expandir la accién usando las herramientas desarrolladas. Esto se puede
primero hacer considerando cada término de la accion por separado, es decir, expandiendo la
accion de Polyakov, Kalb-Ramon y finalmente la del dilatén.

En la accién de Polyakov (1-6), hay dos términos por expandir, G y el término que es una
derivada del encaje. Expandir al campo G no presenta ninguin inconveniente, pues el segundo
término de (4-6), es la primera derivada covariante y esta es cero cuando se aplica a la métrica.

Por lo que queda,
o A\
Gu(Xo +Va'Y) =G (Xo) + gRMU,,(XO)Y Y°. (4-7)

Para poder expandir el término de la derivada, se toma la derivada de ambos lados de (4-2)

y se obtiene,

Aov

1
Ou(XE + V' YH) = 0, X1 + Vo'V, Y + L (X0)0a XEY Y, (4-8)

donde se define V,Y* = 0,Y* + I’“/\JG'OCXS‘Y" [1]. El cédlculo a detalle se puede ver en [15].

Finalmente, manteniendo todo a orden lineal en o’ la accién de Polyakov se ve como,

Spoi[Xo 4+ Va'Y] = Spy[Xo]
/
+ jﬂ/dzf \/jggo‘ﬁ (GMV(X())V&Y“VQY” + RuAau<X0)aaX€angYAYU> :

(4-9)

sin embargo, no se ha escrito el término que es de orden v/, este se considera proporcional
a la primera derivada variacional de la accidén, que estd evaluada en Xy que es una solucién
clasica, por lo que debe ser cero. Por otro lado, el primer término ya sélo es un ntmero, que
para cuestiones de la integral funcional no sera inconveniente y es posible no considerarlo para
simplificar los calculos.

Este resultado tiene gran importancia, pues se puede considerar que el término que incluye
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a la métrica del espacio tiempo es un término cinético y el que es proporcional al tensor de
Riemann es una interaccién del campo cudntico con el campo cldsico. Ademéas que escrito de
esta manera, las cosas se ven como una teoria de campos comun y se pueden usar todas la
herramientas ya conocidas en esta area.

Ahora, se procedera a expandir la accién del dilatén, para terminar con la accién de Kalb-
Ramon que es la mas compleja de trabajar por cuestiones que se discutirdn un poco més
adelante. El dilatén, al ser un campo escalar y que su accién no contiene derivadas del encaje,

serd sencillo expandir esta a orden «'. Obteniendo entonces,
O/
Sp[X + Va'Y] = Sp[Xo] + o / d*¢ /=gR®V ,V,®(Xo)Y Y, (4-10)
™

donde el término de érden vo/ no se consideré por las razones mencionada antes con la accién
de Polyakov.

Ahora, lo que falta es hacer la expansién de la accién de Kalb-Ramon. Como se menciond
antes, B tiene cierta ambigiiedad y no es invariante de norma. Esto significa que si se quiere no
romper la simetria de norma, la expansién de la accién deberd de estar en términos de H, el
tensor invariante de norma. Es aqui donde esta lo engorroso del término de Kalb-Ramon, pues
habra que asegurarse que todo quede en funcién de H.

Primero, se puede hacer la expansiéon de B usando (4-6), en este caso la primera derivada

covariante ya no necesariamente es cero como en el caso de G,

By (Xo + Va'Y) = B, (Xo) + Va'Y VB,
/

. . . : (4-11)
+ 5 <VAVUB#V(XO) - ng/\,upBPV - 3Rp/\l/0'BNP(XO)) Y YG?
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De igual manera, usando (4-8), la accién de Kalb-Ramon queda de la siguiente forma,

Skr[Xo+ Va'Y] = Sgr[Xo)
a/

+47r

/ d*¢ P (BW(XO)VQY“VBY” + 2V B (X0)0u X VYV Y

1
+ 5(VAVUBW(XO) —2B,,(Xo)R’ )aaxg;aﬁxgww) ,

Aov

sin embargo, esto no es suficiente. Como se mencioné antes, hay que escribir todo en términos
de H.
Ahora, si se integra por partes el primer término de la expresiéon anterior, se puede usar la

regla de la cadena para probar que, el integrando queda,

1
P ivAvUBWaaxgaﬁngW — B, Ry, 0aXb0s XYY
Hy YV 0o X3V Y H — (VB + VB, Y 05X Vo Y" — B YV, VY|,

lo que hay que usar ahora es que se satisface,
P [VaVoBuy + VaV,uByo] 0 X§0sXEY Y = €PNV \Hy 00 X505 XEY Y,

y el conmutador,

[Viu: VAlBug = RauAuBUﬂ + RUPAMBW’

ademaés la primera identidad de Bianchi para el tensor de Riemann.

Con estos ingredientes es posible obtener,

/
Skr[Xo + VY] = Skr[Xo] + % / d2¢ P (HW)\(XO)E)QX(‘)‘VgY"Y’\
1 i (4-12)
+2VUHW,\(X0)8QX6LOBX6’Y"Y’\> :

por tdltimo, como se menciond anteriormente, los términos de la acciéon evaluada en X, son

s6lo constantes que no seran relevantes en la integral funcional. Por lo que finalmente se pueden
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omitir y trabajar con la accién,

Od/
S = — [ ¢ V=3 |¢°7Cu(X0)VaY "V V" + (§°7 Ryron(Xo)
47
Ll
/_g 2
1 v
+§R(2)VMVVQ(XO)Y#Y :| ’

aff

vUHW(XO)> Do XLOsXEY Y™ %HW(XO)aaxg‘vﬁyaw (4-13)

donde el superindice 2 es sdlo para denotar que es una accién cuadratica respecto al campo
cuantico.

Esta es la accién con la que se podran calcular las funciones beta del grupo de renormaliza-
cién. Es aqui donde se nota la verdadera ventaja del BFM, pues ahora la teoria luce como una
teoria de campo cuantico perturbativa Sin embargo hay un tdltimo problema antes de calcular
las funciones beta, esta accién estd en un espacio curvo. Habrd que recurrir a una herramienta
bien conocida en la relatividad general, los vielbein. Estos permiten en una vecindad suficien-
temente pequenia, realizar los cdlculos como si fuera un espacio plano. Asi serd posible, utilizar

herramienta de la teoria cudntica de campos en espacio plano para un campo escalar.

4.2.3. Los Vielbein

El objetivo ahora, sera utilizar los vielbein para poder calcular el valor de expectacion del
tensor de energia-momento de la teoria. Los vielbien son vectores que conectan la informacién
del espacio localmente plano, con la informacién del espacio globalmente curvo. Estos estan
definidos asf [3],

¢;.(Xo)el (Xo)nij = G (Xo) (4-14)

donde 7;; es la métrica de Minkowski. Estos vectores permiten escribir localmente, objetos en

el espacio curvo en coordenadas planas. Esto se hace de la siguiente manera,
Y'= eL(XO)Y“. (4-15)

Con esta herramienta en mano, se puede escribir ahora la expansién (4-13) en términos de
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indices planos,
G (Xo)VaY*VY" = €, (Xo)el(Xo)ni; Va YV Y" = Vo (V) V(Y ),

las derivadas covariantes resultantes estan definidas en términos de la conexién de espin, tema
en el cual no se abundard en este trabajo. Sin embargo, no debe haber preocupacion alguna,
pues el BFM es mantiene la teoria manifiestamente covariante en términos de Xy. Por lo que

se puede considerar solo,

0aY ' 05Y7 = Vo (Y)'V5(Y).

Para los siguientes términos,

af 1
iy
/=g 2
af 1
g
/=g 2
B 1
ﬁ_g§viHWj

(9“5 Ryov(Xo) + HW(XO)) Do X0 XYY

= <gaﬁRWV(X0) + (,HW(XO)> OaX{ 05X {5 (Xo)Y e} (Xo)Y"

= (gaﬁijy(Xo) + (X0)> Do XN XEY Y,

también,

H

oM (X0)0a XEV Y 7Y™ = H,ii(X0)0a XV Y VY,

y finalmente para la parte del dilatén,
ROV, V,®(Xo)Y'YY = RAOV,V,;®(Xo) Y'Y/

Con este desarrollo se puede proceder al calculo de las funciones beta de renormalizacion.
Estas estaran codificadas en el valor de expectacion de la traza del tensor de energia momento.

Esto se discutird en la siguiente seccion.
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4.3. Valor de Expectacion del Tensor de Energia-Momento

El procedimiento a seguir es calcular el valor de expectacion de la traza del tensor de energia-
momento como en [3]. El argumento para justificar esto yace en el hecho de que la teoria es
conforme. Eso implica invarianza bajo reescalamientos. Como se mencioné antes, las funciones
beta miden el cambio de las constantes de acoplamiento respecto a la escala de energia, al ser la
teoria invariante bajo reescalamientos, estas deben de ser cero. Por otro lado, como se vio en el
capitulo 3, existe una anomalia, la anomalia de Weyl, esto hace que el valor de expectacién del
tensor de energia-momento sea en general distinto de cero. Una manera de curar la anomalia
es exigir que el valor de expectacién de la traza del tensor de energia momento sea cero y esto
es equivalente a exigirle a las funciones beta ser cero. Esta es la razén por la cudl calcular este
valor de expectacion es equivalente a calcular estas funciones. En particular, las funciones beta
seran coeficientes de el valor de expectacion de la traza del tensor de energia momento [13].

Como se vio en el capitulo (2), existe una ecuacién de conservacién (2-6). Esta se puede
escribir en la teoria cuantica agregando valores de expectacion. En coordenadas complejas se

vera como,

Vi(Ts,) + V*(T,.) = 0, (4-16)

el primer término sin la derivada covariante es la traza. El método sera calcular el segundo y
asi poder saber como se ve la traza. Para esto se usaran diagramas de Feynman asociados a las
perturbaciones de (4-13).

Lo primero que hay que hacer, es pasar al espacio de momentos para deshacerse de las
derivadas covariantes, también se usaran las coordenadas del cono de luz (2-1). Haciendo que

la ecuacién de conservacion tome la siguiente forma,

4+ {T—4) + q-(T44) =0 (4-17)
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La forma de calcular esta contribucién, es con la integran funcional,
(Tyy) = / DY SXol+SP L~ / DY Sl(1 + SN, |

donde se usé que S es de orden o < 1, por lo que se puede expandir la exponencial. Ahora,
recordando c6mo se ve el tensor de energia momento en coordenadas complejas (2-7), se obtiene

que el primer término sera solo el propagador libre del campo,

d2p 51 gir(z—y) / d2p 5ijp3_eip(w*y)
=1 .
(

_8+Yi($)a+yj(y) =—-040+D(x—vy) = —i8+3+/ (27)2 P2 om)2 P2

donde, se considera x y y como puntos sobre la hoja de mundo, con coordenadas + y -
. Ademds, hay mas términos que pueden ser pensados como perturbaciones. Para el primer

término, el que es proporcional al tensor de Riemann, el diagrama a resolver es,

0 Y'0.Y" Ryiju(X0)0a X0 X, Y'Y

y la contribucién a calcular es,

(Thy) = /DY@S[XO]S(Q)TJrJr = — (' Ryiju(X0)0u X§ 0 X5 Y (€)Y (2)04 Y ()4 Y (y)
= —a/Ryiju (X0) 0o X§ 0 Xg (Y ()Y ()04 Y ()01 Y (y))
= —0/Rpyiju(X0)0a X 0" X, 0+ D(x — y)01. DY (z — y),

para pasar al espacio de momentos y poder utilizar (4-17), se usard el teorema de convolucién

para la transformada de Fourier, pues los propagadores se pueden pensar como la transformada
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inversa de,
i
b
p2 + m2

en este caso sin masa. Se puede definir la convolucién como,

d?l
(27)?

£(9) * 9) = h(q) = / Fgll — q),

entonces, usando el teorema de convolucién

d?p p+eip(w—y)/ d2p' pgreip’(yfx)

Y v 3 . oo v v
<T++> = a5waV(X0)8aX08 XO / (271’)2 p2 (27‘[‘)2 plQ

/5 Haa yv d2p ip(z—y) d2p/ /N ip' (y—x)
= -« 5 ]RﬂijV(XO)aﬂéXOa XO (27_‘_)2 f(p)@ (27’(’)29(p )e

d?q

(27)?

= —@/5inuiju(X0)aaX€8°‘Xg/ h(q)e' 1@y,

es decir la transformada inversa de la convolucién. Por lo que, si se quiere pasar al espacio de

momentos, solo se necesita poner h.

4l (I +q)+
(2m)? (1 +q)*"

<T++> = a/R#V(XO)aanaan/

donde se tomé ¢ — —q para ser consistente con el flujo de momento, ademéds se contrajo de
manera adecuada el tensor de Riemann. Aunque la integral final pareciera divergente, es posible

resolverla usando las formulas de regularizacién dimensional [14]. Dando como resultado,

2m)?2 p2(p+q)? 4dq

/ d*p pi(q+p)+ 1qy
(

Ahora, sélo es cuestién de utilizar (4-17) para encontrar la contribucién a la traza, donde
se obtiene,

1
(T4) = 70/ R (X0)0a X 0 X .

Con el proceso andlogo, se pueden calcular las contribuciones que vienen de H, tomando en

cuenta los siguientes diagramas.
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€PH i (X0)0a XSV Y YT
0.Y0,Y?

€“PH,ii(X0)0a XEV gYiY7

Obtiendo,

a/

—16fﬁdggxwfﬁﬁa@X@aaxgaaxg.

(Ty) =

Y finalmente, H tiene un diagrama igual al de G,

04 Y0, Y! 2€PV,H 00 X505 XYY

con la contribucion,

1
(Th4) = gVAH/\uu(XO)aanaﬁXéjeaﬂ
Entonces, hasta este momento, las contribuciones han dado,

1 1 1
(Tyy) = 1o/ Ry, — §HWH}U Do X405 XY g™ + éalv)‘H)\W8aX6L(95Xgeaﬁ

donde se puede identificar quienes serd las funciones beta.
Sin embargo, ain no se ha mencionado al dilatén. Aunque anteriormente el dilatén no
presento dificultad alguna en el desarrollo. Es en este punto cuando las cosas empiezan a com-

plicarse, pues como se menciond antes, el dilatén no tiene el mismo orden en o/ que los otros
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campos. Es por eso que se maneja de forma distinta.

Para conocer las contribuciones que el dilatén tiene hacia las funciones beta asociadas a G y
B, se plantea la forma que debe tener su tensor de energia-momento sabiendo que es un campo
escalar,

Toj?ﬁ = (8048,3 - 5&BD)(I)(X)7

en coordenadas de cono de luz, la delta se elimina y se tiene,
TP, =O¢ (X (6))

Esta es la contribucion del dilatén a la traza del tensor de energia-momento. Evidentemente
es distinto de cero y no es nada sorprendente pues este no es invariante de Weyl, sin embargo
para eso fue agregado a la teorfa, el dilaton fue agregado para curar las anomalias de G y B. Por
la diferencia de orden que tienen estos, los procesos a orden arbol del dilatéon, estdan al mismo
orden que los calculos a un lazo anteriores. Es por eso que para ver como este contribuye a un
lazo a las funciones betas de G y B basta calcular la traza clasica. Para eso hay que escribir

esta en funcién de campo de fondo,
Oe®(Xo) = 0“0aP(Xo) = 0(0,P(X0)0a X)) = 0,0,P(X0)0* X[ 0. XY + OX[0,P(Xo).

La expresién resultante atin no es completamente covariante por el operador de D’Alembert,
que estd en coordenadas de la hoja de mundo. Pero afortunadamente no es dificil calcular las

ecuaciones de movimiento de X y estas incluyen dicho operador. Entonces,
1
OX) = —T% 0. X30°X§ — §V’\<I>(X0)H,\W(Xo)ﬁaXé‘E)gXé’eaB :
si se sustituye esta ecuacion en la anterior, la expresion resultante tiene muy buen aspecto,

1
Oe®(Xo) = V.V, ®(X0)00 X5 XY — 5v*«b(Xo)HWaa)(g;aﬁxgeaﬁ
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Esta ultima expresién, no solo es completamente covariante, tiene términos similares a los
que tiene la traza del tensor de energia momento. Es de esta forma que esta expresién se
puede sumar a las contribuciones y termina de formar las funciones beta de G y B. Ademés por
cuestiones de unidades, debe estar multiplicado por algo de orden o/, sin perdida de generalidad

puede ser 2¢’. Finalmente se obtiene que,

1 1
(Ths) = 70/ [R,w — G HuneH, + 2v,tqu>} Oa Xl XY 9"

1
+ 5 [V g = 2V 0y | 02 X805 X5 e

con
G 1 Ao
Bl = Buv = 5 Huro 1, +2V,V, @ (4-18)
1
B —§VAHAW + VA ®H,y,, (4-19)

Ahora sélo falta calcular la funcién beta asociada al dilatén. Para esta habrd que usar una
técnica completamente diferente, pero muy util. La razon de esto vuelve a ser la diferencia
de orden que tiene el dilatén respecto a los otros campos. Esto causard que el dilatén reciba
contribuciones de orden mas altos para G y B, es decir, cdlculos de més lazos. El problema
de esto, es lo laborioso que se vuelve calcular diagramas a méas de un lazo. Para resolver esto
existen identidades llamadas Identidades Diferenciales [6], [7]. Estas identidades, fijan de cierta
manera a la teoria para poder curar las anomalias que viene de una simetria de norma, justo

como la simetria de Weyl. Las identidades diferenciales en este caso son,
B B _
VEB L, —2VEeB,, =0 (4-20)

— 2VHBG, + VBT # + AVHDBS, + H\MBE, — 4v,p% =0 (4-21)

en particular, la segunda identidad serd de gigantesca ayuda para obtener la funcién beta del
dilaton, pues evitara que sea necesario realizar calculos muy laboriosos usando sélo las funciones

beta que ya fueron calculadas.
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Para poder encontrar exitosamente la funcién beta asociada al dilatén usando la identidad

de consistencia (4-21), hay que utilizar las identidades de Bianchi [7], [15], [9],
ViR, — LR Y YRH, ., = 2, B2
uy — 9" m vio — 6 v )
ademads, hay que tener el cuenta el siguiente conmutador,
[vua vl/]vp - RPU;WVU‘

donde V? es un vector arbitrario.

Usando esto se obtiene que,

1

ﬂHQ, (4-22)

BY = (VB) — Lv%0
2
es importante notar que a esta funcién beta le hace falta un término que depende de la dimensién
v la contribucion de los fantasmas a la carga central. Pero este término desaparece una vez que
las cosas estan en dimensién critica. Es por esa razén que en este trabajo no se calculd, pues
todas estos cdlculos estan considerados en dimensién critica. Sin embargo, si se quisiera trabajar
una teoria de cuerdas fuera de la dimensién critica, debe considerarse.

El calculo de las funciones beta formalmente viene del método de renormalizacion. Existen
muchos trabajos en los que estas funciones son calculadas asi, [3], [5], [9], [7], [15]. Otra forma
de realizar este célculo es escribir todos los términos de orden o/ con coeficientes que pueden
contener las funciones beta. Depués, basandose en las simetrias que estas deben de satisfacer,
se pueden fijar dichos coeficientes y obtener las funciones beta. Este procedimiento se puede
ver en [2].

Finalmente, fijando (4-18), (4-19) y (4-22) a cero, la teoria debe curarse de la anomalia.



Capitulo 5

Accion Efectiva e Identidades de

Noether

En este ultimo capitulo se reflexiona acerca del significado de la accion efectiva, sus ecua-
ciones de movimiento y su relacion con el modelo sigma y las funciones beta. También se
muestra un particularidad de estas acompaiiadas de las identidades diferenciales, introduciendo

las llamadas identidades de Noether.

5.1. Accion Efectiva

Como se menciond, hacer las funciones beta cero cura a la teoria de la anomalia de Weyl.
Por otro lado, hacer estas funciones cero da como resultado un conjunto de ecuaciones de
movimiento para los campos G, B y ®. Si se tienen un conjunto de ecuaciones de movimiento,
entonces estas deberia de venir de una accién efectiva. De modo que la pregunta a seguir es,
icudl es esa accion efectiva?

A pesar de no ser tan sencillo plantear la accién efectiva, esta es muy conocida en la litera-

tura, pues es de las principales razones por las que la teoria de cuerdas tuvo gran impacto. La

53
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accién efectiva es esta,
1
S = /d%X\/—Ge% <R + 4(V®)? - 2H2> , (5-1)

calculando sus ecuaciones de movimiento se obtiene,

1 1 1
Ry = 5GuwR = [Hg — GGWHQ} +2G,, V?® — 2G,,(VP)? - 2V, V,®,
1
§VAH,\W =V ®H),

%HQ = R+4V%® — 4(VD)?%,

notando que las primeras son las ecuaciones de campo de Einstein, donde el tensor de materia
se define como,

1

1
O = 7 [Hg - GGWHQ} +2G,, V?® - 2G,, (VD)? — 2V ,V, (5-2)

que es covariante y de divergencia cero.

Ademas se puede ver que en términos de las funciones beta, deben de verse asi,

05 _ pG pv v pd 1 G pu
e = 00 2G5 = L), (5-3)
S B w
6B, = (5-4)
68 o 1 ay
02— —8(8% — 189 1), (5-5)

esto muestra que es equivalente hacer la funciones beta cero y que se satisfagan las ecuaciones
de movimiento.

Este resultado es sumamente importante, pues afirma que si se exige que la teoria sea
consistente, es decir no anémala, entonces se satisfacen las ecuaciones de Einstein. Por otro

lado, es claro que la gravedad de Einstein es entonces un limite a bajas energias de la teoria
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de cuerdas. Més atin, se podria seguir calculando la anomalia a més lazos y todos los términos
serian correcciones a estas ecuaciones, en particular correcciones a la gravedad de Einstein.
Por otro lado, es incierto si la teoria sigue siendo finita para arbitrarios lazos, aunque existen
trabajos en los cuales se calculan distintos ntimeros de lazos, no existe ninguna prueba acerca
de la validez de la teoria de cuerdas a un ntmero arbitrario de lazos.

Hay que notar que todo el tratamiento en este trabajo ha sido bosénico. Sin importar eso,
este resultado se puede generalizar cuando se implemente supersimetria y la cuerda también
tiene contribucién fermidnica. A pesar de que en este trabajo no se haya abundado en dichos
tema, este es un punto de partida en muchas direcciones y es una de las razones méas importantes
por las que la teoria de cuerdas tuvo éxito. Sin embargo ain hay mucho camino por explorar.

Por ultimo hay que hacer una observacion acerca de las simetrias de la accién. Inicialmente
el modelo sigma tenia tres simetrias de norma, dos de ellas eran sobre la hoja de mundo, la
simetria de Weyl y bajo difeomorfismos. Sin embargo, en la accién efectiva ya no hay hoja de
mundo. Entonces queda preguntarse que sucede con estas dos simetrias. Las simetrias en la
hoja de mundo son traducidas como redefiniciones de campos, pues cambios de coordenadas
en la hoja de mundo eran transformaciones para los campos. Las redefiniciones de campos no
son mas que difeomorfismos en el espacio-tiempo, esto significa que la accién efectiva tiene
invarianza bajo difeomorfismos del espacio-tiempo. Es decir, el espacio-tiempo dindmico es un

concepto emergente que proviene de la cuantizacién de la cuerda.

5.2. Identidades de Noether

Las identidades de Noether son expresiones para las relaciones entre las ecuaciones de mo-
vimiento que se cumplen hasta cuando la variacién de la accién no es cero.
Si d.y" es una simetria de norma, entonces la invarianza de norma de la accién se puede

escribir como,

_ss
s

Syt = LS.RQEQ =0

5eS 5

donde R es en general un operador diferencial y € una funcion arbitraria. Como esto se satisface
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para cualquier funcién e, entonces se debe satisfacer siempre que,

g; L =0.

Estas son las identidades de Noether y suelen ser muy utiles cuando se trara de entender

como transforman los campos respecto a alguna simetria de norma [10]. Un muy claro ejemplo
de una identidad de Noether esta en el electromagnetismo.

En electromagnetismo se tiene que la divergencia del tensor de intensidad de campo es cero,

es decir,
08
0AY

=0"F,, =0,
esta es la ecuacion de movimiento. Sin embargo se puede escribir,

0S

0 AV

= 0O F,, =0,

esto es una identidad aunque la variaciéon no sea cero, es decir, aunque las ecuaciones de movi-

miento no se satisfagan. Si se multiplica por una funcién albitraria escalar e, entonces,

€d” 0" F,, =0,

utilizando esta identidad se puede deducir la transformacion de norma.
Se integra por partes para dejar a la ecuacién de movimiento sin derivar, la derivada total

no serd relevante, pues se piensa que todo esto siempre esta dentro de la accién. Entonces,

0" (0" F,,) = 0.

La informacién que se obtiene de aqui es la transformacién de norma. FEn electromagnetismo

la libertad de norma bajo permite sumar cualquier derivada de un escalar al potencial vectorial,

Ay — Ay +0ue.
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5.2.1. Identidades Diferenciales y las Identidades de Noether

Como se menciond, las identidades de Noether son ttiles cuando se trata de simetrias de
norma, como en este caso. La accion efectiva tiene dos simetrias de norma, bajo difeomorfismo y
la simetria de norma andloga a U(1) del electromagnetismo. Las identidades de Nother deberian
aparecer de alguna forma. Como las ecuaciones de movimiento se pueden escribir en términos
de las funciones beta, las identidades de Noether coincidirdn con las identidades diferenciales
cuando se escriban en términos de las ecuaciones de movimiento.

Para poder mostrar esto, se considera como se escriben las ecuaciones de movimiento,(5-3),
(5-4) y (5-5), en términos de las funciones beta. Si se estd pensando que las ecuaciones de
movimiento no se satisfacen, estas deben de traer también el término v/ —Ge 2%, pues no se

exige que las variaciones sean cero. Entonces, se puede escribir combinando (5-3) y (5-5),

1 08 1 1 08
G _ 24 - 29 gl
B,UJ/ — me (5G/“/ + 4 me GHV 5@
1 €2<I> 08 — BB ul/’
vV -G 5B,LL1/
1 2@@ _ d } G u

Por otro lado, hay que considerar las identidades diferenciales, escribiendo (4-21) de una

manera mas sugestiva, se ven como,
wpB o B _
vrsE —avresl = o,

v 1
2V + +ATIRGG + 15l 49, (6% - 09 ) =0,

se pueden sustituir las funciones beta, para dejar todo en términos de las ecuaciones de movi-

miento,
05
H = -
8 BHv 0, (5-6)
08 6S 6S
-V —— + H M —— d— =0. -
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Estas ecuaciones tiene la forma de identidades de Noether, pues se satisfacen aunque las
variaciones de la accién no sean cero. Si se multiplica la primera por un vector C” y la segunda

por V*, lo que se obtiene, integrando por partes los términos necesarios,

0S
6S 05 6S
(/A Ag v 72 A e .
avley 6GM+V HY" s 4 VAV =0, (5-9)

Entonces podemos identificar las variaciones de los campos con los coeficientes de las ecua-
ciones de movimiento, es decir,

By = Vi,Cy,

que es la variacién respecto a transformaciones de U(1) y de la segunda ecuacion,
0G = V[, Vy

5B,uz/ = VAH)\;U/ = VA (VAB;W + quy)\ + VVB/\,u)
5 = VAV, ®

que son las variaciones respecto a los difeomorfismos.

Esto finalmente prueba que las identidades diferenciales son en este caso lo mismo que las
identidades de Noether simplemente que, las primeras estan escritas en términos de las funciones
beta y las segundas respecto a las ecuaciones de movimiento. Esto sucede ya que en este caso
las ecuaciones de movimiento son una combinacién de las funciones beta que en general para
un teoria no conforme, no sera asi. En este caso es posible j relacionar las funciones beta con las
ecuaciones de movimiento y entonces relacionar las identidades diferenciales con las identidades

de Noether.



Conclusiones

En este trabajo se estudié la construccién clasica y cuantica de la teoria de cuerdas bosénica.
Estudiando la accién de Polyakov a nivel clasico, la teoria conforme de campos y el método
de cuantizacion Faddeev-Popov. Se hizo el cédlculo explicito de las funciones beta del grupo de
renormalizacion a un lazo del modelo sigma y se mostré cémo emerge la gravedad de Einstein
en la teoria de cuerdas. Ademas se estudié la accién efectiva a bajas energias que definen estas
funciones beta. Finalmente se mostré que las identidades de Noether asociadas a las simetrias
de norma de la accién efectiva, son las identidades diferenciales que satisfacen las funciones
beta del modelo sigma. Esta observacién no esté reportada en la literatura sobre este tema y

se presentd como una pequena contribucién de este trabajo.
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