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Introduccion

“I gotta have my orange juice...”

— Richard Feynman

Para tratar con fenémenos miscroscopicos en la naturaleza donde la velocidad y la energia de las
particulas involucradas alcanzan magnitudes relativistas, se ha desarrollado la teoria cudntica de campos
como una herramienta que permite realizar, por ejemplo, calculos de amplitudes de dispersion que pueden
medirse en los experimentos realizados en el CERN o en el Fermilab, este tipo de célculos se realizan de
manera perturbativa y resultan ser muy cercanos a las mediciones tomadas.

En 1998, Juan Maldacena propuso una dualidad entre una teoria de cuantica de campos conforme y
una teoria de supercuerdas, que es una teoria gravitacional en 10 dimensiones[1], a partir de entonces
se detond toda una area de investigacion con la finalidad de probarla o contradecirla. Hasta la fecha no
se cuenta con una prueba de la conjetura que hizo Maldacena, sin embargo, se cuenta con bastantes
ejemplos en donde los calculos hechos en una teoria coinciden con su teoria dual. En resumen, la conjetura
de Maldacena permite hacer uso de una teoria gravitacional en 10 dimensiones para estudiar sistemas
cuanticos de altas energias en cuatro dimensiones. Dentro de la tesis se profundizard un poco mas en los
aspectos de la correspondencia, al menos de manera cualitativa.

En las teorias cuanticas de campos con fondo magnético se ha encontrado que la densidad de energia del
sistema tiene un comportamiento divergente[2] que puede quitarse a través de renormalizar la teoria, o bien,
regularizandola. Usando la conjetura de Maldacena pueden estudiarse este tipo de sistemas encontrando
su teoria dual gravitacional, en particular, puede encontrarse la densidad de energia en la configuracion
gravitacional y traducirla con el diccionario de la correspondencia AdS/CFT. El espaciotiempo dual a
una teoria cudntica de campos con fondo magnético es generado por una pila de objetos conocidos como
branas magnéticas [3, 4].

La presente tesis aborda el célculo de la energia del fondo generado por branas magnéticas regularizando
la accién, usando de una derivacién equivalante al formalismo ADM debido a S. Hawking y G. Horowitz
con la finalidad de obtener una densidad de energia a partir de la configuracién gravitacional, que pueda
ser 1util en la teoria de dual, segin la conjetura de Maldacena.

Para hacer autocontenido este texto se introduce al lector en los capitulos 1 y 2 a las herramientas
necesarias para el desarrollo de los célculos presentados en el capitulo 3. Se hace un breve repaso de
la teoria de la relatividad general y se desarrolla el formalismo ADM de la misma. En el capitulo 2
se tratan las propiedades geométricas de los espaciotiempos AdS; se introducen los espacios que son
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asintoticamente AdS, sus propiedades y su conexién con la holografia y se mencionan los aspecto relevantes
de la correspondencia AdS/CFT | la cual motiva, en cierta medida, los célculos realizados en este trabajo.

El capitulo 3 tiene el propésito de presentar la conjetura de Myers-Horowitz y su expresion para
calcular la energia de espaciotiempos asintéticamente AdS. Después se introduce la métrica de las branas
magnéticas, la cual consta de una familia de soluciones a las ecuaciones de Einstein, en particular, dos de
ellas son soluciones analiticas: la solucion de la brana negra cuando no hay campo magnético y la solucién
del agujero negro BTZxT?2.

Se finaliza este trabajo con una discusion de la energia obtenida de manera numérica y perturvativa
cerca de la frontera en el capitulo 4, en ambos casos, la energia muestra una dependencia proporcional al
cuadrado de la magnitud del campo magnético. En el caso perturbativo cerca de la frontera, la densidad
de energia muestra un divergencia logaritmica en la coordenada radial, la cual esta relacionada a través
de la correpondencia norma/gravedad con la escala energética en la teorfa de campos. Lo anterior sugiere
que es posible usar renormalizacion holografica, aunque dicha técnica estd fuera del alcance de la presente
tesis, se propone como trabajo futuro de investigacion.



Capitulo 1

El formalismo ADM de la Relatividad
(General

‘[...]Perhaps we should say: “Time is what happens when nothing else happens.” Which also
doesn’t get us very far. Maybe it is just as well if we face the fact that time is one of the
things we probably cannot define (in the dictionary sense), and just say that it is what we
already know it to be: it is how long we wait!/...]’

— Richard Feynman,
Feynman’s Lectures on Physics. Vol. I Ch. 5.

Este capitulo tiene como finalidad presentar el formalismo ADM. La expresion que se us6 para realizar
los calculos correspondientes a las branas magnéticas, asi como los conceptos de curvatura extrinseca y la
funcién shift y vector lapse, tienen su fundamento en la formulacién hamiltoniana de la relatividad general.
El formalismo ADM permite hacer tal descripcién pues surgié de la necesidad de tener una descripcién
dinamica del espaciotiempo.

A continuacién se hace un breve repaso de la ideas que originaron la relatividad especial y general,
después vendran un poco de herramientas matematicas necesarias para profundirse en el estudio de la
relatividad general.

1.1. Fundamentos

Durante varios siglos, la mecanica newtoniana fue considerada como el modelo correcto para hacer la
descripcién del movimiento de los cuerpos. Esta teoria esta fundamentada en el principio de Galileo:
“No puede realizarse experimento alguno que permita determinar la velocidad absoluta de un observador; el
resultado de cualquier experimento no depende de la velocidad relativa entre el observador que lo desarrollo
y cualquier otro observador que no esté involucrado.”; también considera que el tiempo es una cantidad
absoluta de la natureleza, esto eso, el tiempo transcurre de la misma manera para cualesquiera dos
observadores, sin importar cual sea su velocidad relativa.



1. El formalismo ADM de la Relatividad General

En el siglo XIX, James Clarke Maxwell logr6 unificar la electricidad y el magnetismo en una sola
teoria llamada electromagnetismo. Una de las consecuencias mas relevantes de la teoria de Maxwell es que
la luz es una onda electromagnética propandose en el espacio.

Tanto la mecénica de Newton como la teoria electromagnética de Maxwell tenian comprobacién
experimental a su favor, no obstante, ambas son incompatibles. En primer lugar, la ecuaciéon de onda no
es invariante ante cambios de sistemas inerciales, esto no seria ningtin problema si en los experimentos se
hubiera encontrado que la velocidad de la luz era distinta para dos observadores inerciales pero no fue asi;
en segundo lugar, si la luz fuese una onda entonces debia existir un medio en el que se propague, se le
llamé éter y, de existir, tenia propiedades mecanicas peculiares como permear todo el espacio o transmitir
ondas transversales a pesar de ser un fluido (solo puede hacerlo un sélido pues los fluidos no soportan
esfuerzos cortantes). La idea de propagacién de ondas en el vacio llegd después de los trabajos de Einstein.

El éter permitia la eleccién de un sistema de referencia preferencial pues se creia que la velocidad de
propagacién de la luz que aparecia en la ecuaciéon de onda debia ser medida en el sistema de referencia
del éter, con esto en mente, Michelson y Morley desarrollaron su famoso experimento del interferémetro,
querian verificar si existia una variacién en la velocidad de la luz dependiendo de la direccién. El resultado
de los experimentos de Michelson y Morley fue que la velocidad de la luz es la misma sin importar la
direccidén, esto inspiré a Albert Einstein a reformular la mecanica aceptando el hecho de que la velocidad
de la luz es la velocidad limite de la naturaleza, postuld la invarianza de la velocidad de la luz: La
velocidad de la luz es la misma para cualquier observador que se encuentre en un sistema de referencia
inercial y, junto con el principio de Galileo, senté las bases de la relatividad especial. Con esta nueva
teoria se hacian compatibles la teoria de Maxwell y la teoria de Newton, siendo esta ultima un caso limite
de esta teoria mas general.

La gravedad resulté ser también incompatible con la relatividad especial, era de esperarse pues la ley de
gravitacion universal de Newton contempla una interaccién instantdnea entre los cuerpos. Einstein se dio
a la tarea de integrarla con las ideas de la relatividad especial, agregando el principio de equivalencia
que establece que es imposible distinguir un cuerpo acelerado uniformente de un cuerpo bajo la atraccion
gravitacional, para dar a luz la teoria moderna de gravitacién con la que se cuenta hoy en dia, llamada
Relatividad General, la cual es una teoria que considera la fuerza gravitacional como una consecuencia de
la curvatura del espaciotiempo debido a la presencia de materia o energia, es decir, la materia determina
la geometria del espaciotiempo. A pesar de que el espaciotiempo tenga una estructura global curva, en
una zona pequeiia se sigue comportando como un espacio plano, entonces debe establecerse la teoria a
través de matematicas en espacios curvos que tengan la propiedad anterior.

Antes de seguir en el desarrollo de la teoria de la relatividad general es conveniente introducir la
herramienta matematica adecuada para hacer formularla en términos de esta, por ende, los siguientes
parrafos estaran destinados a presentar las definiciones necesarias para enunciar la teoria de gravitacién
como lo hizo Einstein en su momento.

El lenguaje matematico en el que estd hecha la teoria de Einstein es el que proporciona la geometria
diferencial, la cual estudia una clase particular de espacios topoldgicos que se conocen como variedades
diferenciables. Estos espacios tienen las siguientes propiedades:

1. Son localmente Euclideanos.

2. Son Hausdorfl.

3. Son 2do numerables.

Un espacio de este tipo suena bastante bien para ser el represente del espaciotiempo ya que la primera
propiedad implica que de manera local el espacio se ve como un espacio euclideano. Por ejemplo, una
esfera puede verse como un espacio plano (figura (1.1)) de manera local.
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1.1. Fundamentos

gn p(U) R"

Figura 1.1: Una esfera puede verse como un espacio euclideano de manera local.

La segunda propiedad implica que es posible distinguir cualesquiera dos puntos en el espacio mediante
vecindades ajenas, o dicho de otra forma, el espacio es separable, propiedad que tiene el espaciotiempo.

La tercera propiedad estd aunada a la segunda, pero es una cuestiéon de consistencia matematica mas
alld (al menos para el autor) de algin requerimento fisico'.

Una variedad suave M es un espacio topolégico de dimensién n con las propiedades anteriores y una
familia {Uy, ¥a }aca, donde A es conjunto de indices, los subconjuntos U, son abiertos en la topologia de
M? los mapeos @, : Uy — 0a(Uy) C IR™ son suaves (de clase C™), existen sus inversos, también son
suaves y se debe satisfacer

1. UaEA U == M,
2. Si Uy, NUg # () entonces ¢, 0 @gl son suaves (restringidas al dominio adecuado).

A la pareja (Uy, ¢q) se le conoce como carta de M y al conjunto i = {U,, pa} se le llama atlas de
M. Las cartas son las parejas que permiten ver, de manera local, a M como un subconjunto de un
IR". Entonces, dado un p € M, su imagen bajo el mapeo ¢(p) es un elemento en IR", con funciones
coordenadas o coordenadas locales ¢'(p), ..., 0" (p) [7].

El conjunto de funciones f : M — IR suaves, que se denota por C° (M), con las operaciones usuales
en las funciones

(f+9)p) = fp) +9(), VYf,ge (M),

y la multiplicacién por un escalar

(Af)(p) :)‘f(p)a VAG]R)fECOO(M)v

forma un espacio vectorial; con la operacién de producto dado por

(f9)(p) = f(p)g(p), Vf,ge€ C®(M),

1Un espacio espacio topolégico T se dice 2do numerable si existe alguna coleccién de abiertos U = {Ua}aen de T tal que
cualquier subconjunto abierto de T puede escribirse como la unién de algunos elementos de la coleccién U.[5]

2Una definicién detallada puede encontrarse en [6]. En este trabajo se tratardn los conceptos esenciales y no sers exahuastivo
el tratamiento en esta parte.
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1. El formalismo ADM de la Relatividad General

forma un anillo, en consecuencia, C*°(M) es un algebra sobre IR, y servird para definir a los vectores
tangentes a M a través de las derivadas direccionales de las funciones f o ¢ ! : o (Uy) — IR, pues la
nocién de vector que se tiene de manera intuitiva coincide con la direccién de derivacién, entonces resulta
natural definir a los vectores de una manera operacional, dicho de otra forma, puede definirse escribiendo
como actiia sobre los elementos de C*°(M).

Un vector tangente a M en p es un operador v : C°°(M) — IR que tiene las siguientes propiedades

v(Af+g) = M(f)+v(g),
v(fg) = v(f)g+ folg)

Al conjunto de todos los vectores tangentes a p € M con las operaciones

(v+w)(f)lp) = v(f(p)+w(fPp)),
A)(H)p) = Xo(f(p)),

se le denota por T),M y se le llama espacio tangente a M en p, con la definicién anterior puede verificarse
con facilidad que T,M es un espacio vectorial real de dimensién finita[6, 8], ademéds, dado que se ha
argumentado la existencia de una identificacion uno a uno entre los vectores tangentes en M y las derivadas
direccionales, se puede tomar como una base para este espacio el conjunto {9, }1<u<n-

En algebra lineal existe el concepto de espacio vectorial dual al espacio vectorial V', que se denota como
V* y consta de todas las funcionales lineales 7w : V' — IR, i.e., para cualesquiera dos vectores v,w € V' y
A € IR satisfacen

(A + w) = A (v) + w(w).

Cuando el espacio vectorial V' es de dimension finita resulta ser que su espacio dual V* tiene la misma
que V[8]. En efecto, si v € V, y el conjunto 3 = {e1,ea,...,e,} es una base de V, dicho vector puede
escribirse como

v = ale,

entonces pueden definirse funcionales lineales &/ € V*, con 1 < j < n, que satisfagan la siguiente expresién
&(e;) =o',
donde (5jies la delta de Kronecker. Asi, para un vector v € V, se tiene que
& (v) = & (ale;) = alé(e;) = ai(sji =al.

la base de V* dual a 8 que se denota por 5* es el conjunto {€é1,és,...,é,}.

En el caso del espacio tangente T, M, su espacio dual se denota por T;M y se le llama espacio
cotangente a M en p, consta de funcionales lineales a las que comtnmente se les llama covectores, que
toman vectores de T, M y les asignan un nimero real. Dado que el espacio tangente es un espacio vectorial
de dimensién finita, entonces también el espacio cotangente sera de la misma dimensién, cuya base se le
denotard por {dz"}1<,<n y sus elementos cumplen con la condicién

dzt(8,) = o"..

Al conjunto de los espacios tangentes a todos los puntos de M se le llama haz tangente y es el conjunto
definido por
TM = | | T,M,
peEM

— 4 —



1.1. Fundamentos

donde el simbolo U indica que la unién es disjunta. Este espacio resulta ser también una variedad del
doble de la dimensién que M, ademads es suave si M lo es[6].
Un campo vectorial X en M es un mapeo X : C°(M) — C*°(M) que satisface lo siguiente

XA\ f+g9) = X(f)+X(9),
X(fg) = X(flg+ fX(9),

para cualesquiera f,g € C°(M) y A € IR. Nétese que X, = v asigna a cada punto p de M un vector
tangente v en T,M. Si (U, ) es una carta de M, con funciones coordenadas z* y que contiene a p,
entonces X, puede escribirse en términos de la base {d,} como

Xp = v"(p)9y,

donde las funciones v* : U — IR se le llaman las componentes de v, relativas a la carta (U, ¢). Si las
funciones v* son suaves se dice que el campo vectorial es suave. El conjunto de todos los campos vectoriales
en M se le denota como X(M) y con las operaciones definidas anteriormente es un C'*° (M )-médulo.

Al conjunto de todos los espacios cotangentes en p a M se le llama haz cotangente y se define como
el conjunto

T*M = | | T,M,
peEM

el cual, al igual que el haz tangente, es una variedad del doble de la dimensiéon que M y es una variedad
suave si M es una suave a su vez.

Una 1-forma sobre una variedad suave M es un mapeo w : X(M) — C*°(M) que cumple

WwAX +Y) = Iw(X)+wY),
w(fX) = fw(X),
en particular, asigna a cada punto p de M un covector w, € T7M. Si (U, ) es una carta de M que
contiene a p, con funciones coordenadas x#, entonces w, puede escribirse en términos de la base como
sigue
wp = wy(p)dx*,

las funciones w, : U — IR se llaman funciones componentes de w relativas a la carta (U, ¢); se dice que la
1-forma es suave si lo son las funciones componentes.
Dada una funcién ¢ : M — N suave entre variedades y un punto p en M. Al homomorfismo

d¢p : TpM — T(i)(p)Nv

se le llama la diferencial de ¢ en p. La diferencial es una aplicaciéon lineal que a un vector v € T, M le
asigna un vector en Ty, N de la siguiente forma

dgp(v) = v(e);

en coordenadas locales se tiene que
dop = 0,pdzt.
En particular, las funciones coordenadas son funciones que a cada punto p de M le asignan un ntmero
real, entonces puede tomarse su diferencial. Para cada funciéon z* se tiene lo siguiente
= Ozt — 5 .
oxv v

dx*(0,)
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1. El formalismo ADM de la Relatividad General

Si f € C*°(N), entonces v(¢)(f) = v(f o @), donde es claro que fo¢p € C°(M). A la accién anterior se le
conoce como pullback de f y se denota por

" (f) = foo.

Obsérvese que el pullback define una funcién ¢* : C°(N) — C*°(M). Dado que lleva funciones de N a
M se le dice contravariante, pues va en direccion contraria a la direccion de la aplicacion de ¢.
Para los campos vectoriales se define el pushforward ¢, : X(M) — X(IN) como

(@«())(f) = v(8"(f))-

En cada punto p de M el pushforward define un vector ¢.v € Ty,) N partiendo de un vector v € T, M.
Dado que el pushforward va en la misma direccién de la funcién.
Los tensores de tipo (n,m) son aplicaciones multilineales que acttian sobre m vectores y n covectores
asignandoles un real,
T:V*x---V*xVx---xV =R,

n m

T(w*,v)+—k,

donde v = (v,...,vm), W* = (w'*,...,w™), con v; € V y w/ € V* para cualesquiera 1,< i < n,
1 < j < m. En particular, los tensores del tipo (0, 1) son los covectores y los tensores del tipo (1,0) son
los vectores.

El conjunto de todos los tensores del tipo (n,m) forman un espacio vectorial definiendo sobre ese
conjunto la operacién de suma y multiplicacién por un escalar usual en los espacios de funciones[8], a
dicho conjunto se le denota por T7*(V'). La dimensién de este espacio vectorial es k™", donde k es la
dimension del espacio vectorial V[6, §].

Existe otro tipo de operacion que puede definirse entre tensores arbitrarios, se conoce como el producto
exterior o producto tensorial, se denota por ® y se define de la siguiente manera: dado un tensor 7' € J7(V')
y un tensor S € T%(V), se construye un nuevo tensor del tipo (p+r, ¢+ s), denotado por T'® S que actia
de la siguiente forma

(T'® S)(“’T? W;7 Vi, Va) = T(WT7 Vl)S(W;v V2)7

donde vi = (v1,...,0p), V2 = (Upt1,- -+, Vpir), Wi = (Wb ... w®) y wi = (w?T* ... w?***). Dado que
V' es un espacio vectorial de dimensién finita, digase n, pueden construirse tensores a partir del producto
tensorial de una base {v,}1<a<n ¥y la base dual asocida {vﬂ*}lgggn, los cuales forman una base de los
tensores J2(V), esta base se escribe como

{Ual R - ®'Uap ®U’81* ® - - .Uﬁq*}‘

Un tensor, en general, puede descomponerse como una combinacién linea de elementos de los tensores
elementales de la base
T =T 4 oy @ @07, (1.1.1)

donde los elementos To‘l"'a”mm 5, » S€ conocen como las componentes del tensor 7" en la base {v4}.
Los tensores que aparecen en relatividad general estan asociados con m copias del espacio tangente y
n copias del espacio contangente, es decir, son elementos del espacio

TMM)=TiM® - @ TIMRT,M ® - @ T,M,

n

n m
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1.1. Fundamentos

asi, punto a punto en la variedad, puede definirse un conjunto de tensores para el espacio tangente T, M.
A esta asignacién se le conoce como campos tensoriales, los campos vectoriales y las 1-formas son
ejemplos de estos.

Los espacios vectoriales pueden dotarse de una mayor estructura con un producto interior, dicha
operacion es una funciéon que asigna un ntmero real a dos vectores de V. Las formas méas comunes de
denotar al producto interior son (u,v) o u - v, se adoptara en este texto la primera forma. El producto
interior (-, -) satisface ser lineal en cada una de sus entradas (Au + v, w) = A (u, w) + (v, w) (lo mismo con
la otra entrada), simétrico (u,v) = (v, u) para cualesquiera vectores v y v en V, cumple también con la
propiedad (u,v) = 0 para cualquier u € V' cuando v es el vector nulo, puede ser positivo definido, es decir,
satisface que (v,v) > 0, pero no es una condicién necesaria. Cabe mencionar que el producto interior
permite identificar a los vectores de una base {e,} con la base dual tomando

eOc* - <'7 €a> )

pues al ser lineal en los vectores sobre los que actiia, se ve que lo anterior define una funcional lineal.
Noétese, en particular, que el producto interior es un tensor del tipo (0,2) pues satisface las propiedades
de bilinealidad y es un mapeo de V' x V' — IR. Resulta evidente definir un campo tensorial del tipo (0, 2)
a partir de este tensor.

Una métrica g es un campo tensorial de tipo (0,2), simétrico, no degenerado: es consecuencia de la
segunda propiedad del producto interior y se pide para garantizar la existencia de la métrica inversa, se
obtiene de asignar un producto interior al espacio tangente en cada punto p de M; asi, dada una base de
vectores {0, } en unas coordenadas locales, la métrica se puede escribir, usando (1.1.1) como

g — gaﬁdl’a ® dﬂfﬁ,

aunque es mas comun la notacién
ds? = gapdr®daP, (1.1.2)

donde se omite el simbolo de producto tensorial, de esta manera, la expresién anterior deja ver de manera
intuitiva que la métrica estd relacionada con el cuadrado de una distancia infinitesimal[8].
Las funciones g, se definen a partir de la evaluacién (d, d,), por una lado se tiene

gp(u,v) = (u,v), Yu,veT,M,
por otra parte, los vectores pueden escribirse en términos de la base como
u=u"0y, v=1v"0,
donde u” = (u,0,) = dx"(u) y v* = (v,0,) = dz*(v) como ya se habia mencianado, entonces
(u,v) = (U0, v"0yu) = (0, Op) da” (u)dat (v).
Comparando ésta tultima expresién con (1.1.2) puede concluirse que
99O, Ov) = Guus (1.1.3)

de la expresién anterior es claro que las funciones componentes son resultado del producto interior de los
elementos de la base. La métrica debe satisfacer la igualdad

9 gxs = 6%,
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1. El formalismo ADM de la Relatividad General

donde ¢*? es la métrica inversa o la métrica en el espacio de lo covectores. Dado que la métrica define
un producto interior en cada espacio tangente de la variedad[8], siempre puede encontrarse una base
ortogonal de dicho espacio, es decir, los elementos de la base cumplen con

Gp(Vp, vy) = £y

El ntmero de vectores que cumplen con gp(vu,vu) = 1y gp(vy,vs) = —1 es la misma cantidad si se
escogiera otra base de T, M, esto permite definir la signatura de la métrica[8]. Si la signatura de la métrica
es siempre positiva (o es positiva definida), entonces se tiene una métrica riemanniana, cuando la
métrica tiene una signatura con un elemento negativo y el restante positivo, se dice que es una métrica
lorentziana. Se entendera como variedad riemanniana a aquella variedad equipada con un métrica
riemanniana, si estd equipada con una métrica lorentziana entonces se le llamaré variedad lorentzianal9).

Ademas de definir un producto interior en el espacio tangente a cada punto de la variedad, la métrica
sirve para subir y bajar indices. Supéngase que se tiene campo vectorial v, una base del espacio tangente
{0, } en algunas coordenadas locales y que la métrica estd expandida en dicha base, entonces al hacer que
la métrica actue sobre dicho campo vectorial, expresado en la base como,

v=10"0,,
se obtiene una 1-forma
w=g(-,v)=guwdz'dx"(v"0,) = guv'da" = w,dz",

donde w, = g,,v". La 1-forma resultante puede actuar sobre otro campo vectorial w para obtener
un namero real. Dado que cada campo vectorial v define de manera tnica a la 1-forma anterior®, las
componentes de esta 1-forma se escriben como v*. El ejemplo anterior muestra cémo la métrica puede
identificar a un vector con una 1-forma, lo cual muestra que el proceso de subir y bajar indices es méas bien
una identificaciéon entre campos vectoriales y 1-formas, en el espacio tangente a cada punto de la varieda,
de manera similar, puede identificarse a un covector con un vector usando la métrica en el espacio vectorial
de los covectores. Esta accién puede extenderse para tensores arbitrarios (n,m), el resultado de dicha
accion es un tensor (n+ 1,m — 1), si se actua con la métrica de los vectores, y un tensor (n — 1,m + 1), si
se actua con la métrica inversa.

FEl dltimo concepto que es preciso recordar de relatividad general es la derivada covariante. La
construcciéon anterior del espacio tangente fue puntual, la pregunta que puede hacerse es como se
identifican dos vectores del espacio tangente en dos puntos distintos del espaciotiempo. Es claro que
primero debe definirse una curva en el espaciotiempo mediante algin pardmetro y después ver como
pueden asociarse los vectores en un espacio tangente a los vectores de otro espacio tangente en un punto
distinto unidos mediante una curva dada. La respuesta a la pregunta anterior la da justamente el objeto
al que se llama derivada covariante y satisface:

dv” v a
Vv = (d)\ + 1Y pu v6> v, (1.1.4)

donde la expresién anterior representa la derivada covariante del campo vectorial v en la direccién del
campo u. Los coeficientes I'V ap S€ conocen como simbolos de Christoffel* y estan dados por la siguiente

3Pues el mapeo es uno a uno [9]
1Se considera la teorfa de Einstein libre de torsidn, lo cual permite obtener los simbolos de Christoffel como se presentd,
ademas de volverlos simétricos, es decir, de la definicién dada es facil ver que

« «
gy =T"5.

La teoria donde se considera torsién se conoce como teorfa de Einstein-Cartan[10] y esta fuera del espectro de esta tesis.
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1.1. Fundamentos

féormula

1
FV&B — 5

En particular, si la derivada covariante es igual a cero, eso implica, debido a la independencia lineal de
la base e, que los coeficientes son iguales a cero, por tanto debe satisfacerse

9" (359ax + Bagsr — rgas) -

dv”
— 4+ TY utu’ =0
dX op ’
la ecuacion anterior describe una geodésica, es decir, es una curva que transporta sus vectores tangentes
.7 . . s . ) 5
de manera paralela; también puede entenderse como la trayectoria cuya longitud es minima o maxima®.
En relatividad general, se asume que las curvas geodésicas son las trayectorias que siguen las particulas de
prueba cuando no estan sujetas a ninguna interaccion.
Noétese que la ecuacién (1.1.4), con la igualdad[11]
dv”
— =4 ogv”,
dA
puede escribirse como

Vv = uPdgo” + I’”aﬁvauﬁ = (851)” + I’”aﬁva) uP.
El término entre paréntesis define la derivada covariante del campo vectorial v
Vgv” = dgv” + 17,507,
que resulta ser un tensor del tipo (1, 1), en el caso de una 1-forma se tiene una expresién similar [12]
Vpwy, = v’ —T'g wa,

en general, para un tensor de rango (n,m) su derivada covariante es[12] 6

m

n
VlesVn — V1,esVn Vi W1, DiseeUn _ fij Vl,yeeesVn
VIBT H1yeeosbm aBT M1y bm + ZF HVZT H1yeeeshm ZF B'U'JT )U‘l"“vﬁjv“nuﬂn’
i=1

j=1
un caso muy especial es el de la métrica pues su derivada covariante satisface[8, 11, 13]
Vg =0.

Como ya se habia mencionado, la interaccién gravitacional no es compatible con la relatividad especial y
la conservacion de la energia pues permite la implementacion de maquinas ideales que generen una cantidad
infinita de energia [11]. Lo que debe de modificarse es alguna de las propiedades del espaciotiempo de
Minkowski. La conclusion a la que llegd Einstein es que la gravedad puede entenderse como una deformacién
del espaciotiempo, el cual hace que deba tratarse con variedades curvas. En general, los espacios no
euclideanos no satisfacen con el quinto postulado de Euclides, el cual puede parafrasearse como dos
rectas paralelas nunca se cortan. Como motivacién para estudiar los espacios no euclideanos considérese
el ejemplo clasico de una curva en una esfera que comienza en alguno de sus polos, después se avanza

5En el espacio euclideano, con el producto interior usual, las rectas son las trayectorias de longitud minima; en el caso del
espacio lorentziano, las lineas rectas son aquellas con longitud méaxima.

6Se espera que la notacién sea entendible, lo que se estd haciendo es una doble suma, la que estd dada por la contraccién
de los indices y la que se esta haciendo al recorrerlos en los simbolos de Christoffel. Debe tenerse especial atenciéon en los
indices con gorro pues estos van recorriéndose en su posiciéon.
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1. El formalismo ADM de la Relatividad General

Figura 1.2: Transporte paralelo del vector tangente a la curva en la esfera.

hacia una direccién a una cierta distancia, luego se gira en alguna direccién un angulo recto y se avanza
otra cierta distancia para volver a girar un angulo recto en sentido contrario del primero y se vuelve a
avanza hasta llegar de nuevo al punto de inicio (ver Figura 1.2). Si en la curva anterior se transporta
un vector tangente a dicha curva, al terminar el recorrido el vector resultante del transporte paralelo
sera distinto del vector inicial y se debe a que la esfera es un espacio curvo, otro hecho que ocurre en
los espacios con curvatura es que los tridngulos, como el ejemplo descrito, tienen angulos interiores cuya
suma es mayor a 7w radianes. En general, puede decirse que los angulos interiores en un tridngulo suman
una cantidad distinta de 7 radianes, dependera de la curvatura del espacio si es mayor o menor, el primer
caso corresponde a espacios con curvatura positiva como la esfera y el segundo caso estd relacionado con
espacios con curvatura negativa como los hiperboloides.

Para tratar espacios con curvatura es necesario hacer uso del tensor de Riemann, estd asociado a la
variacién de un vector, a través de transportarlo de manera paralela en una curva cerrada, esto puede
medirse tomando la diferencia en los transportes paralelos partiendo de un punto y llegando a otro distinto
mediante dos curvas, entonces el tensor de Riemann puede definirse [12] como

Raﬁ,ﬂgva = V3V, us — V,Vgus, (1.1.5)
en términos de los simbolos de Christtofel, se tiene
Rg5 = 04155 — 0515, + FuﬁaFa

n
oy — T T . (1.1.6)

El tensor de Ricci se define a partir del tensor de Riemann como[12]
Ry =Ry 5. (1.1.7)
Finalmente, el escalar de curvatura o escala de Ricci esta definido por[12]
R =R",,. (1.1.8)

Las ecuaciones de Einstein en un espaciotiempo de cuatro dimensiones son un conjunto de diez
ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden sobre las funciones de la métrica, que codifican la
estructura geométrica del mismo a través de la cantidad y distribuciéon de materia y energia presente a
través del tensor de energia-momento. La forma de obtenerlas es mediante la minimizacién de la accién de
Einstein-Hilbert, o bien, derivindolo de una manera heuristica, de tal suerte que cumplan con el principio
de equivalencia y la conservacion de energia y momento. Tipicamente, en un primer acercamiento a la
teoria, las ecuacién son deducidas siguiendo las ideas de Einstein. Para exponer en este texto un método

— 10 —
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mas cercano a la teoria de Lagrange y Hamilton, las ecuaciones de Einstein seran deducidas partiendo de
la accién de Einstein-Hilbert. La accién que va a considerarse para tal fin es la siguiente

Sy = /\/ngd4:c, (1.1.9)

donde g = det g,, y R es el escalar de curvatura. La propuesta es que esta accién, vista como una
funcional del tensor métrico, satisface que en sus extremos se obtiene el tensor métrico fisico que describe
al espaciotiempo. Debe realizarse la variacion de dicha accién respecto a las componentes del tensor
métrico, y dicha variacién también dara las ecuaciones de movimiento. Para efectuar la variacién de
(1.1.9), es necesario mencionar la formulacién lagrangiana de una teoria de campo. La siguiente seccién
presenta las herramientas para establecer la conexién entre la expresién anterior y la ecuacién que ya
conocida

, 8rG__,,
G'u - CTT# 5 (1110)
donde G es la constante de gravitacién universal y
1
G = R — - Rg" (1.1.11)

es el célebre tensor de Einstein.
Por su parte, el tensor de energia-momento T#” contiene toda la informacién de la materia y energia
que se encuentra en el espaciotiempo y define la geometria del mismo. Ademads satisface la ecuacion

v, T =0,

la cual estd asociada a la conservacién de energia y momento.

1.2. Reescribiendo las ecuaciones de Einstein: La formulacion ADM

Las ecuaciones de Einstein que se presentaron anteriormente, tienen una belleza increible, pues relaciona
la geometria del espaciotiempo que estd dado por el tensor de Einstein, y la materia, que estd en funcién
del tensor de energia-momento. A pesar de lo anterior, las ecuaciones no contienen de manera explicita
c¢émo evoluciona el espacio en funcién del tiempo, ya que trata a ambas coordenadas como iguales debido
a la covarianza de la teoria, pues esta implica, en particular que

V,.GH =0,

esta expresién resultan ser constricciones que se mantienen cuando las ecuaciones dindmicas se satisfacen,
esto hace que sea complicado separar las ecuaciones dindmicas de las constricciones|14].

Para obtener los verdaderos grados de libertad de la teoria se procede a hacer una descripcién
hamiltoniana de la gravedad, esto implica que debe tenerse una descripcion lagrangiana de la misma,
también que debe privilegiarse al tiempo para poder obtener las velocidades generalizadas asociadas a la
lagrangiana gravitacional. Por supuesto, esto rompe la covarianza de las ecuaciones y corta al espaciotiempo
en rebandadas [14]. El trabajo no fue sencillo y mentes como la de Dirac, uno de lo méas grandes fisicos
que ha existido, fracasaron en la busqueda de una descripcién dindmica de la ecuacion de Einstein [14]. En
los anos 60’s del siglo pasado, R. Arnowitt, S. Deser y C.W. Misner encontraron una manera de obtener
la dindmica de las ecuaciones de Einstein al notar que la evoluciéon de una superficie tridimensional puede
tratarse como un problema de Cauchy. A dicha formulacién es lo que se conoce como formalismo ADM.
Lo que resta del capitulo tratard de exponer las ideas y los conceptos necesarios para dicha formulacion
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1. El formalismo ADM de la Relatividad General

y desarrollar las expresiones que seran necesarias en los siguientes capitulos. Como ya se mencioné es
necesaria una descripcién lagrangiana de la gravedad para poder pasar a una descripcién hamiltoniana,
a cotinuaciéon se presentan las herramientos y los conceptos necesarios para poder dar una descripcion
lagrangiana de la gravedad.

1.2.1. Formulacién Lagrangiana

En mecéanica clésica, la accion estd relacionada con la lagrangiana del sistema de la siguiente forma

SZ/Lw¢ﬂﬁ

donde ¢q, ¢ y t son, respectivamente, las coordenadas generalizadas, las velocidades generalizadas y un
parametro que usualmente se asocia con el tiempo. Por otro lado, nétese que la accién enunciada en
(1.1.9) es una integral sobre el espaciotiempo de la cantidad definida por

%6 = /—gR, (1.2.1)

por lo que, al menos de manera intuitiva, puede considerarse a (1.1.9) como la integral sobre el tiempo de
la expresion

L:/gm%. (1.2.2)

Dados los parrafos anteriores, es sugerente que a (1.2.2) se le puede pensar como una lagrangiana y a (1.2.1)
como una densidad lagrangiana por unidad de volumen. La existencia de una densidad lagrangiana
indica que deben haber grados de libertad asociados a cada punto del espacio sobre el cual se integra,
informacién que usualmente se codifica por medio de la introduccién de uno o mas campos. En lo que
sigue se verd la forma de aplicar un principio variacional en este contexto.

Un campo es una cantidad definida en cada punto del espacio y del tiempo (Z;¢)[15]. Mientras que en
mecénica clsica las particulas tratan con un nimero finito de coordenadas generalizadas ¢, (t), indexadas
por una etiqueta «, en la teoria de campos es de interés la dindmica de los campos

ba(T;1)

donde « y & son considerados como etiquetas. Entonces se trata con un sistema con un niimero infinito de
grados de libertad. Nétese que el concepto de posicion ha sido relegado de una variable dinamica en la
mecanica de una particula a un etiqueta en la teoria de campos.

La dindmica en esta teoria estara gobernada por una lagrangiana que sea funcién del campo ¢(&;t), de
su derivada respecto al tiempo ¢(#;t) y sus derivadas respecto a las coordenadas espaciales V¢ (&; t)[15].
En los sistemas que se consideraran en esta tesis la densidad lagrangiana sera funciéon del campo y de
sus primeras derivadas a lo sumo, para hacer méas simple la notacién se usard d,¢ para representar a la
derivada temporal y las derivadas espaciales. La lagrangiana tendra la forma

L= [%(6a0u00)i%%.

en consecuenicia, la accién sera

s— [*rar— /3&.
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Es posible obtener ecuaciones de movimiento a través del prinicipio de minima accién. Se varia la trayectoria
de integracién, manteniendo los puntos extremos fijos y pidiendo que 4.5 = 0,

oz oz 1.
5§ = /la%‘s‘ﬁ”a(au%)}“

0L x4 o<
= 0| w600 + O | s 000 | d 2.
/ laqba g <a<ay¢a>>] g <a<au¢a> )
El dltimo término es una derivada total y se anula para cualquier d¢, (7;t) que decae cuando las coordendas

espaciales tienden a infinito y obedece d¢,(Z;t1) = dda(Z,t2) = 0. Imponiendo que la variacién de la
accién se anule para cualquier trayectoria se obtienen las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange

para los campos ¢,
o4 o4
— =0y | =———— | =0. 1.2.3
06, <a<au¢a>> 129

Los siguientes ejemplos de lagrangianas de campos son los més sencillos. Supéngase que la densidad
lagrangiana para un campo escalar ¢ estd dada por

1
SfKG((ZSa au¢) = _i(a,ugba#qb + m2¢2)a

la cual estd asociado al campo de Klein-Gordon en el espaciotiempo de Minkowski. Dicho campo corresponde
a la solucién de particula libre [8, 15]. Se calcula la ecuacion de movimiento que satisface este campo, por
un lado

0L ke _ 0 /1 9 1 5.9
Oup=cte
= m’¢;
por otra parte,
0Lxka 0 1 2, 1 99
0 = 0 — [ =(0 _
(55, - ol Gaore )]
= aﬂ(auqs):
0,0" .

Sustituyendo los resultado anteriores en (1.2.3) se obtiene
9, 0"p —m?*¢p = 0, (1.2.4)

la cual puede revisarse en [8] que corresponde a la ecuacién de campo de Klein-Gordon. El siguiente ejemplo
corresponde al campo electromagnético. Es importante tratarlo pues se usara la accién Einstein-Maxwell
cuando se presenten las soluciones de la brana magnética. Considérese la densidad lagrangiana para el
potencial vectorial A, [8]

]‘ v v
Lim(0yA") = = F" Fy = 0, 4,01 A",
donde
1

Ay = 5 (OuAy = B,AL).
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La densidad lagrangiana para el electromagnetismo también puede escribirse de la siguiente forma
1
Lryv = —577“0‘77”5 (00 A0, A, — 03A0,A,] .

Por otro lado, las derivadas funcionales satisfacen

0LEm
9(Ag)
0LEMm

m == —(a,,AM - 8MAV) == FMV'

0;

En los ejemplos anteriores las variables fueron el campo escalar ¢ para la densidad lagrangiana de
Klein-Gordon y el vector potencial A, para la densidad lagrangiana del campo electromagnético.

En el caso de la gravedad, la variable es el tensor métrico, un tensor de rango 2, definido en una
variedad M de dimensién cuatro. La densidad lagrangiana que se habia propuesto es

gG =V _ng

para la cual pueden obtenerse las ecuaciones de movimiento variando la accién con respecto a la métrica,
de hecho, se consideraran variaciones respecto a la métrica inversa ya que facilita un poco el trabajo y las
ecuaciones son equivalentes[12]. Usando R = g"”R,,,, se tiene

58Sy = / [V=99""6 Ry, + V=g Ru0g" + R3(v/—g)] d*z. (1.2.5)

El segundo término estd en la forma que se requiere pues estd multiplicado por §g*¥; los términos restantes
deben llevarse a una forma similar examinandolos con mayor detalle.
El tensor de Ricci es una contraccion del tensor de Riemann, el cual estd dado por (1.1.6)

Raﬁ,yé = a,yraﬁé - 85Fa6,y + Fuﬁ(sl—‘a - Falg,},ruué.

Y

La variacién de este objeto con respecto a la métrica puede hallarse variando primero la conexién respecto
a la métrica y sustituir en resultado en la expresion anterior. Las variaciones de la conexién, sin embargo,
se tomaran reemplazando
(0% (0% (0%
T B’Y_>F /B’Y+6F By

Dado que 0I'*g, es la diferencia de dos conexiones, entonces puede tomarse su derivada covariante,
Vi (6T%,) = 0, (T%5, ) + T 20T, — T 56T, —T*, 6T
B By H By BATE By S Ay wyE A
La expresion anterior puede llevarse a [12]
OR* 5 = Vyu (6T%,) = Vg (T2,
Asi, el primer término en la integral (1.2.5) puede reescribirse, usando V,¢g"" = 0, como
A 4
39 1)~ (%, ))

el cual corresponde a la divergencia de un vector, usando el teorema de Stokes este término puede
reemplazarse por una integral de superficie evaluada en infinito que pueda anularse imponiendo la
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condicién de que la variacién sea cero en infinito. Por tanto, este término no contribuye en la variacion
total[12].

Para reescribir el tercer término en (1.2.5) es necesario hacer uso de la siguiente identidad para una
matriz A arbitraria:

tr(ln A) = In(det A),

donde In A esté definido por exp(ln A) = A. La variacién de la igualdad anterior conlleva a

tr(A7164) = §(det A),

det A

donde se usé la propiedad ciclica de la traza y se ha ignorado que A~! y § A pueden no comutar al tratrarse
de un producto de matrices. Aplicando este resultado a la métrica inversa y usando

R T
6(9 1) = gg;w(sgu )

resulta

1
6(v—g) = —§v—gguy59“”-

Sustituyendo este resultado en (1.2.5) y recordando que el primer término con contribuye, se obtiene

0Sy = / [RW — ;Rgﬂy} V—g0g" d*z.

Esta dltima expresién debe anularse para cualquier variacion arbitraria, lo que conlleva a las ecuaciones
de Einstein en vacio

1 Sy 1
fgw_ W_iRg/W_O'

Para considerar ecuaciones de campo distintas del vacio debe tomarse una accién de la forma

1

5= &rG

Si + Swm,

donde Sjs es la acciéon para los campos de materia. Siguiendo un procedimiento similar al expuesto
anteriormente se llega a

1 65 1 1 1 0SSy

las ecuaciones de Einstein se recuperan si se toma

;1 0Su
V=g agn

La identificacion del tensor de energia momento a través (1.2.7) pareciera ad hoc, no obstante es la “mejor”
manera de definir un tensor simétrico que satisface la condicién de conservaciéon V,T"” = 0, como se

(1.2.7)

muestra en [12].
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1.2.2. Descomposicién 3+1

La forma de extraer la informacién dindmica del espaciotiempo es la siguiente: considérese una variedad
Lorentziana M difeomorfa a IR x S, donde S es la variedad que representa al espacio y t € IR representa
al tiempo. La eleccién de esta coordenada es arbitraria. Notése que puede definirse una coordenada
temporal 7 en M usando el pullback del difeomorfismo ¢ : M — IR x .S, entonces 7 = ¢*t. Se tienen
tantas coordenadas temporales como difeomorfismos entre M y IR x S. Lo que debe asegurarse es que la
descomposiciéon que estd haciéndose no depende de la eleccién de la coordenada temporal.

Considérese una variedad M con una métrica de signatura (—,+, +, +), funciones coordenadas que se
denotan por z* y una variedad ¥ de dimension 3. Definase la siguiente funcién X : ¥ — M

ot = XP(EY), (1.2.8)

donde £ =10,1,2,3 y a=1,2,3 y las funciones coordenadas £ estan asociadas a Y. La funcién anterior
define un encaje ¥ < M si las funciones coordenadas de ¥ son inyectivas [14]. Ademads, 3 estd relacionada
con S a través de la funcién mgo ¢ o X : ¥ — S, donde wg es la proyeccién dada por mg : S x R — S,
entonces > y S no son el mismo objeto pero estan relacionados por el mapeo anterior.

Hay que ver que la métrica en M induce una métrica en 3. El intervalo en una vecindad de un punto
p de M se escribe como

ds? = gag(p)dxadxﬁ.
Al hacer la restriccién a ¥ usando el encaje dado por (1.2.8) se tiene

ds®> = gap(p)dX®(EY)dXP (),

oxe . o0xP
gaﬁ(p)aigadf Tgbdfbv

OX*oxXP|
= [gaﬁ(p)agaaébl dg¢ dgb,
De donde puede definirse a la métrica inducida como

0X*9Xx”

Ber oer (1.2.9)

%90 (P) = gap(p)

Resta verificar que es una métrica para . Hay que recordar que los elementos de la base del espacio
tangente en p como elemento de 3, con las derivaciones, estan dados por

9
g’

mientras que los elementos de la base del espacio tangente en p, visto como un elemento en M, son

Notése que los elementos
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corresponden a la a-ésima componente, del a-ésimo vector, en otras palabras, corresponden a los coeficientes
que permiten escribir los elementos de la base del espacio tangente 7)Y en términos de los elementos de la
base de T),M. Asi, se tiene

0 o 0

oge Aaaxa’
90X 9
- 9ge X«

Puede concluirse que la métrica inducida proviene de los elementos de la base del espacio tangente a 3,
pues
9(9a,03) = gap(p)
y por tanto, después de simplificar usando las propiedades que satisface la métrica, resulta
S9a(p) = gapA®, A%,
= g(aav 8/3)‘4&(1‘45117
= 9(A%0a, A%,0),
= 9(0a; 0p),
= (€as ),

donde e, = 9, = 0/0E* y Oq = 0/0x,,. Asi, la métrica inducida queda definida de manera natural en la
base de T),3.

Como el espacio T),% es un subespacio vectorial de T, M de dimensién 3, debe encontrarse un vector
que junto con los vectores de la base de T},> complete una base para 1), M. Dado que se tiene un producto
interior, se construye el complemento ortogonal a T),> con la métrica g,g. Dicho subespacio es de dimensién
1 y es generado por un vector que se denota como n. En consecuencia, dicho vector debe de satisfacer

(n,eq) =0, cona=1,23,
donde e, = 0/9¢*. Ademas se pide que esté normalizado, entonces
(n,n) = —1.

Cualquier vector en el espacio tangente T, M puede escribirse en términos de la base (n,eq) que se ha
construido. Entonces si v € T, M se tiene

o
ot = (a“ea + aLn) ,
= oA, + otnt,
donde ot = —(v,n).
Para los vectores v € T, que se escriben en componentes como

v = 0%,,

los cambios de coordenadas X* — X'# no afectan los coeficientes o® pues los vectores base e, no cambian
ante tales transformaciones. En cambio, el mismo vector visto como un elemento de T,¥ si sufre cambios
al tomar las transformaciones £* — £'*[14]. Asi, el vector transforma como v — v’

o 0 o oc” i
(%a - aga 85’1’7
= o'%,
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donde las componentes en la nueva base estan dadas por la férmula

o' = g? o

=o' 5

(1.2.10)

La métrica inducida 3¢ nos ayudara a subir y bajar indices, por ejemplo:

3 b
Vg = Gab¥

Py — Bgabvb.
Particularmente, si se escribe v, = (v, ep) = g,,,v” A"} y se sustituye en la tltima expresion, conlleva a lo
siguiente
o = 3gabg#yUVAub-

Si se define A%, = 3g“bgu,,A“ »» buede encontrarse la a-ésima componente de un vector arbitrario v como

vt = A% 0. (1.2.11)

Se ha encontrado una forma de proyectar a un vector arbitrario v en el espaciotiempo en la base de
T,%. Ahora debe encontrarse una forma de hallar las componentes de un vector arbitrario de 7),> en
términos de la base de T,,M. Dada la expresion

vt = At v — (v,n)n#, (1.2.12)
la cual puede reescribirse como
AP 0 = P 4+ o"nynt,
v’ (0¥, + nynt), (1.2.13)

es natural definir al operador de proyecciéon como
¥, =o", + ntn,, (1.2.14)
el cual tiene las siguientes propiedades:

h¥, n" = (6", + n¥n,)n”
= nt+ (n"n,)n"

0;

hH = 6““ +ntny,

B = (8, 4 1) (6% + )
= 6“1151/)\ —|— (VLVTLVTL/\
+ntn, "\ + nfny,n"ny
= 5“/\ + n“n)\
= W
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1.2.3. Curvatura Extrinseca y La Derivada Covariante Inducida

Considérese dos campos vectoriales u,v en X, entonces la derivada covariante en M dada por Vv
puede descomponerse en la parte normal y tangencial como sigue

Vv = —g(Vyv,n)n+ (Vyv + g(Vyv,n)n) .
El primer término se reescribe como
K(u,v)n = —g(Vyv,n)n (1.2.15)

donde K (u,v) se conoce como curvatura extrinseca. La curvatura extrinseca mide qué tanto se curva
Y vista como una superficie encajada en M, ya que la informacién que arroja esta asociada con que tanto
falla el transporte paralelo de dos vectores sobre X usando la conexién de Levi-Civita V en M.

El segundo término puede escribirse como sigue

3V, v = Vv + g(Vuv,n)n, (1.2.16)

lo cual establece una conexién de Levi-Civita en ¥ asociado a 3¢, hecho que puede revisarse en [9]. La
expresion anterior define una derivada covariante inducida en ¥ con la conexiéon V en M; también puede
asociarse un tensor de Riemann 3Rijkl a la métrica inducida 3g,, .
La curvatura extrinseca es un tensor simétrico, C°°(X)-lineal sobre los vectores u, v que puede escribirse
como
K(u,v) = Kjju'v?, (1.2.17)
en algunas coordenadas locales, donde

Kij = K(9;,0;). (1.2.18)

Existe una definicién alternativa para la curvatura extrinseca tomando
K(u,v) = g(Vyn,v). (1.2.19)

Esta definicién permite interpretar de otra forma la curvatura extrinseca: mide la rotacién del vector
normal n respecto a v cuando se transporta de manera paralela en la direccién de w.

La coordenada 7 = ¢*t en M tiene asociado un campo vectorial dado por 9;. Considérese una rebanada
> en 7 = 0, y supongase que dicha superficie es espacialoide. Entonces, puede expresarse a 0, en una
componente normal y en una tangencial a X (ver 1.3), esto es

0r = —g(0r,n)n + (07 + g(dr,n))n.
La expresion anterior puede reescribirse de manera mas compacta, haciendo las identificaciones

N = _g(aT’n)7 (1220)
Ny = 0;+g(0-,n)n. (1.2.21)

El primer objeto definido en la primera ecuacién se conoce como funcién lapse y el de la segunda ecuacién
se conocen como vector shift. Estos objetos junto con la métrica 3¢, constituyen las variables ADM. Es
conveniente y necesario hacer una discucién respecto a la interpretacién de las nuevas variables. La funcién
lapse mide la separacion que hay entre cada rebanada de espaciotiempo, es decir, contiene la informacién
del tiempo que pasé6 entro dos eventos A y A’; mide, por ejemplo, el tiempo propio transcurrido entre
dichos eventos para un observador con dichas coordenadas. Por su parte, el vector shift mide qué tanto se
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Figura 1.3: Esquema de la descomposicion normal y tangencial del vector 0.

deformo la superficie X, y por ende, da informacion de cémo se desplaza un punto p fijo en X para cada
rebanada a un tiempo T =constante. Asi, para cada rebanada de espaciotiempo, deben determinarse los 4
pardmetros asociados a N; y Ny, y la métrica inducida 3gg;,. Es facil ver que los grados de libertad coinciden
en el formalismo cuatro dimensional original y en la descomposiciéon en tres mas una dimensiones que se
acaba de introducir, pues en un espacio de 4 dimensiones debe determinarse un total de 10 coeficientes,
en el espacio tridimensional la métrica queda determinada cuando se especifican los 6 coeficientes de la
matriz simétrica g;;, los 4 términos restantes quedan determinados por la funcién lapse y el vector shift.
Es de interés saber como escribir el intervalo en términos de éstas nuevas variables. Supongase que un
evento ocurre en A con coordenadas p(t,z%) y un evento B en p(t') = p(t +dt, z* 4+ dz®). El intervalo entre
dichos eventos puede calcularse haciendo la descomposiciéon normal y tangencial a ¥ de donde se obtiene

ds® = —(Nydt)? + 3¢, (dz® + Nedt)(dab + NPdt),
al simplificar, queda lo siguiente
ds? = (NY(Ny)q — N2)dt* 4+ 2(N,)qdz®dt + g, dzda®. (1.2.22)
De la expresién anterior pueden hacerse las identificaciones

goo = Ng(Ns)a - Nl2a

9oa = (Ns)aa

Gab = 3gab

Para hallar g"” puede verse a g,,, como matriz y calcular su inversa [14]. Las componentes que resultan
de hacer dicha operacién son:

1 NP
e N? (1.2.23)
9=\ Ne 3 ab_ NeN | -
Nz 9 N?

Finalmente, el elemento de volumen en las variables ADM esté dado por[14, §]

V—gdtz = N;\/3g,,d*. (1.2.24)

También es posible escribir el escalar de curvatura con las variables ADM, esto, con la finalidad de
reescribir la accién de Einstein-Hilbert. Para poder hacer lo anterior deben usarse las ecuaciones de
Gauss-Codazzi, que relacionan las componentes del tensor de Riemann RQW y con las componente de la
curvatura extrinseca K;; y las componente del tensor de Riemann asociados a la métrica inducida Rijkl.

Primero, célculese las componentes del tensor Raijk,
R(@i, 8j)8k = VNjak — Vjvif)k;
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de la expresion (1.2.16) debe resultar claro que
Vv = K(u,v)n +3V,v,
para cualesquiera campos vectoriales u, v, en particular, para 0;, d;,
V0; = Kijn +°T% ;0. (1.2.25)
Asi, se tiene que:
Vsz@k = Vj (Kmn + 3Fmik8m)
= Vj (szn) + Vj (3Fmik8m)
= Kikvjn + Vj (sz) n 4+ Vj (3Fmik)8m + 3Fmiij6m
El dltimo término puede escribirse como

Vin = K(Oj,n)n+3vjn
= g(Vjn,n)n
K;id',

en Consecuencia,

que sustituido en la ecuacién anterior resulta en

Vit = (Kigj + T K ) n+ (BT + 51550 ) O+ KoK ™0,
de donde, al intercambiar los indices, queda la expresion

ViV = (K + 0" K ) n4 (BT + 505507 ) O+ KK 0.
Al tomar la resta de la segunda ecuacién con la primera e identificar lo siguiente:

SViKj, = °ViKy, = Kjki + T 1 Kin — K j = T3 K jm,

3 37l 3 3 31l 3l 3
R™;i1.0m = ( Dl 7T T = 2T — T ijl) Om,

se obtiene la ecuacion de Gauss-Codazzi:
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1.2.4. Formulacién Hamiltoniana

Después de reescribir el escalar de curvatura en términos de las variables ADM, ahora es posible
encontrar una descripcién hamiltoniana del espaciotiempo. Hasta este punto ya se tienen desarrollado
los ingredientes necesarios para poder hacer una descomposicién del espaciotiempo privilegiando una
coordenada para que juego el rol del tiempo en la teoria de Hamilton. Para desarrollar lo que resta se
adecuaran al contexto de campos los pasos del formalismo de Hamilton de la mecénica clasica de sistemas
con grados de libertad finitos. Dada una densidad lagrangiana £ (1), 9,) para un campo tensorial ¢ del
tipo (k, 1), se define la densidad de momento conjugado al campo ¥ como

o<
o’
por ejemplo, para un campo escalar ¢ como el campo de Klein-Gordon, el momento conjugado es la
derivada respecto al tiempo del campo, 0;¢ = ¢.

La densidad hamiltoniana para el campo tensorial v se escribe, como en mecéanica clésica, de la
forma

(1.2.27)

m =

H (¢, m) = m — 2, (1.2.28)
y la hamiltoniana serd

H= /%(¢,ﬂ)d3x.

Para poder hacer una descripcién con las variables ADM debe escribirse el escalar de curvatura en términos
del escalar de Ricci extrinseco y la curvatura extrinseca. De la ecuacion de Gauss-Codazzi, se obtiene

R=°*R+K;;K7 - K*, (1.2.29)

donde K = K ij v 3R es el escalar de Ricci de la métrica inducida. Tomando 3gij = hj;, la densidad
lagrangiana para la relatividad general (1.2.1) se escribe, sustituyendo las ecuaciones (1.2.24) y (1.2.29)
en (1.2.1), como

¢ = NVh(PR + K;; KV — K?), (1.2.30)

con h = det h;j. Para esta densidad lagrangiana se tiene la densidad de momento conjugada a h;;[8]
) g g
= —— = \/E(K” —tr Kh'),
8hij

Se advierte desde este momento que los términos de frontera no se tomaran en cuenta para el desarrollo
pues por el momento se considerara que dichos términos se anulan. Sustituyendo en la ecuacién (1.2.28)
la ecuacién (1.2.30) se obtiene [§]

He(hij, 7)) = Vh {N, (— SR+h! (Hjmj - ;%)) — 2N} (3% (hl/%ij))] :

La ausencia de los momentos conjugados de las funcién lapse y el vector shift indican que no son entidades
dindmicas, lo cual es de esperase dado que en realidad no son grados de libertad del sistema, mas bien
fungen como multiplicadores de Lagrange [14]. Por lo tanto, las ecuaciones

_ P ) 1.2.31
N, R+h (7‘(’ mij = 5T 0, (1.2.31)
o 4 17205\ _

o =Y (h=1/277) =0, (1.2.32)
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son constricciones que deben cumplir las variables i y , mientras que la dindmica de estos campos esta
gobernada por [§]

: 0H, 1
hij = aT? =2h" V2N (W — 2@«) +3V;Nj + VN, (1.2.33)
i OHG . 1.
oo - _N /2 (3pij _ =3 z])
T hi; h ( R > Rh
Lo 12,5 PRI
+§Nh h | g™ — 37

—ONRp /2 (ﬂ'ikﬂ'kj — ;Wﬂ'ij>
+h2BVBVIN — p3VRY, N)
L2 (3vk(h—1/2Nkﬂ_ij)> _ ki (3VkNj> — ki (3kai> , (1.2.34)

Las ecuaciones (1.2.33) y (1.2.34), encontradas por Arnowitt, Deser y Misner en 1962, permiten una
descripcién hamiltoniana del espaciotiempo. Una de las cuestiones importantes en esta descripcién es
la existencia de constricciones para la dindmica de las variables ADM. La existencia de constricciones
indican que atin no se han encontrado a los verdaderos grados de libertad dindmicos de la teoria, es decir,
el espacio de configuraciones sigue siendo muy grande. Los grados de libertad restantes estan asociados
a la libertad de normal[8] presente en h;;, que se hace evidente al considerar un difeomorfismo ¢ de X,
entonces h;; y el pullback ¢*h;; representan la misma situacion fisica, esta identificacién resulta ser una
clase de equivalencia. Debido a lo anterior, es conveniente tomar como espacio de configuraciones para la
relatividad el conjunto de clases de equivalencia de h;;, que se denota por Eij, de métricas riemannianas
sobre Y. El espacio de configuraciones de las clases de equivalencia ﬁij se conoce como superespacio, en
este espacio, el momento conjugado 7% debe satisfacer la condicién [8]

/ﬂ'ij(éhij + 3vi’l)j + 3Vjvi) = /TFij(Shij,
lo que implica que 7 est4 obligado a cumplir
3V, (27 = 0.

Al elegir el superespacio como espacio de configuraciones la constriccién (1.2.32) desaparece de la teoria,
mientras que (1.2.31) permanece pues esta emerge de la eleccién de como separar al espaciotiempo en S y
IR. Como se menciona en [8], estd constriccion es andloga a la constriccién que surge al parametrizar una
teoria que originalmente no esté constrefiida, en un espaciotiempo de fondo fijo. En otras palabras, al hacer
la eleccién de las hipersuperficies ¥, con respecto a la superficie de referencia 3, se introduce una funcién
que depende del tiempo en la lagrangiana y se toma como una variable dindmica. Cuando las teorias
mencionadas tienen constricciones lineales en el momento conjugado como funcién del tiempo, se vuelve
posible desparametrizar la teoria al resolver la constriccion para el momento conjugado. No obstante, la
ecuacion (1.2.31) es cuadratica en el momento, y una desparametrizacion no parece ser factible. Hasta
ahora, parece no existir una elecciéon de espacio de configuraciones que contenga solo a los verdaderos
grados de libertad de la teoria para la relatividad general[8].

"Esto dificulta hacer una descricpién cuéntica de la gravedad utilizando la cuantizacién canénica de Dirac.
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1.3. Comentarios finales

Este capitulo estuvo dedicado a presentar un desarollo de la teoria de Einstein distinto a lo que
usualmente se ve en un curso de licenciatura. Las herramientas matemaéticas presentadas es una parte
ineludible pues la intencién es que el desarrollo sea lo méas claro posible.

Se presenté una forma de obtener las ecuaciones de campo de Einstein a través de un principio
variacional, esto serd de utilidad cuando se realice el analisis de la accién considerada para el trabajo de
esta tesis. Cabe senalar que el espaciotiempo considerado es de cinco dimensiones y los resultados mostrados
aqui se pueden extender para estos espacios, de hecho, pueden extenderse para dimensiones arbitrarias
como puede revisarse en [12]. A partir de este método pudo realizarse una descripcién lagrangiana y
hamiltoniana de la gravedad, que servird al lector que quiera profundizar en el desarrollo hecho en [16]
pues parte del trabajo desarrollado alli comienza con lo expuesto en este capitulo.

El siguiente capitulo tratard las propiedades de los espaciotiempo asintéticamente anti-de Sitter (AdS),
son de interés en este trabajo pues la conjetura de Maldacena esta parte de una teoria gravitacional con
un comportamiento de este estilo.
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Capitulo 2

Propiedades de los espaciotiempos
asintoticamente AdS

“..0nly questions about the results of experiments have a real significance and it is only such
questions that theoretical physics has to consider.”

— Paul Adrien Maurice Dirac,
Principles of Quantum Mechanics.

Las ecuaciones de Einstein admiten como solucién un universo en expasion y en la época de Einstein
dicha idea contradecia la creencia que tenia la humanidad de que el universo ha estado alli, estatico y
eterno. La expansién del universo implica que todo lo que se conoce tuvo un comienzo (y tal vez un
final), es por ello que Einstein agregé un término extra a las ecuaciones, asociado con la métrica y una
constante a la que se llamé constante cosmolégica, que permitia obtener como solucién un universo
estatico sin romper la covarianza de las ecuaciones de la teoria[17]. Después de que se confirmara que
el universo realmente se estd expandiendo con el corrimiento al rojo en las observaciones astronémicas
este tipo de modelos para el universo fueron abandonados, no obstante, con el avance en las teorias de
gravitacion, y particularmente, con el avance en la teoria de cuerdas, una de las soluciones asociadas
a la modificaciéon que propuso Einstein ha cobrado una gran importancia gracias a la correspondecia
AdS/CFT propuesta por Juan Maldacena[l]. La correspondencia norma/gravedad ha tenido una gran
cantidad de aplicaciones pues asocia a una teoria de campos conforme (Conformal Field Theory), donde
los campos estan fuertemente acoplados, una teoria de stupercuerdas de tipo IIB con acoplamiento débil,
lo que permite hacer un tratamiento gravitacional clasico. Hasta ahora, la propuesta de Maldacena ha
mostrado ser util y, conforme ha avanzado el tiempo, los trabajos realizados basados en dicha conjetura
han aportado evidencia en favor de la correspondencia, no obstante, atiin no se cuenta con una prueba
formal de dicha equivalencia entre ambas teorias.

Para un tratamiento completo del problema que aborda la presente tesis, es preciso mencionar, al menos
cualitativamente, los aspectos mas relevantes asociados con espaciotiempos anti-de Sitter y asintoticamente
Anti-de Sitter, que son los espaciotiempos que usualmente aparecen en los trabajos donde se aplica la
correspondencia.
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2. Propiedades de los espaciotiempos asintoticamente AdS

2.1. El Espaciotiempo AdS

Las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica son:

RMY — %g‘“’R + Ag"” =0, (2.1.1)
donde dependiendo del valor de la constante A se pueden obtener dos soluciones de particular interés. Una
posible solucién con constante positiva es el universo que se conoce como de Sitter (dS), mientras que para
una constante negativa, existe una soluciéon que se conoce como de anti-de Siter (AdS), ambos espacios
tienen la caractersitica de tener la mayor cantidad de simetrias posibles[13]. En particular, este tltimo
espacio puede verse como un hiperboloide encajado en un espacio de d + 2 dimensiones que satisface la

siguiente expresion:
d

(T +(T%)2 = > (a")? = £, (2.1.2)
i=1
donde las coordenadas T y T2 son consideradas como coordenadas temporales mientras que las coor-
denadas restantes son coordenadas espaciales, y £ es una parametro del espaciotiempo AdS. Obsérvese
que el grupo de Lorentz O(d, 1) actiia en las coordenadas T, 2* y T2, 2° de manera separada dejando
el espacio invariante, entonces las isometrias en dicho hiperboloide constan de dos copias del grupo
O(d,1). En consecuencia de lo anterior, el espaciotiempo AdS consta de todas las simetrias pueda tener
un espaciotiempo con constante negativa.
El elemento de linea en este espacio se escribe como

d
dshas,,, = —(dT")* = (dT?)* + ) (dz").
=1

Figura 2.1: Espaciotiempo AdSy11 encajado en un R4*2
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2.1. EI Espaciotiempo AdS

Una forma de parametrizar el hiperboloide es tomando los siguientes cambios de coordenadas

T' = V2 +r2cos(t/0),
T = Ve +r2sin(r/l),

donde 72 = 3°¢ | (2%)2. Considerando que
1 r
dT" = —>/02 +r2sin(r/0)dr + ——=—— cos(1/{)dr
gw (/007 + s cos(r/0)
1 r
2 _ 2242 :
dTr* = 7 02 +r2cos(t/l)dr + \/Wsm(T/f)dr
d
> (da')? = dr*+r2dQY
i=1

donde el término df24_1, corresponde al elemento de linea de la (d — 1)-esfera; el cambio de coordenadas
recién descrito conlleva a

2 2 -1
r r
dsas,,, = — (W + 1> dr® + <e2 + 1) dr® +r2d02_ . (2.1.3)
Noétese que la coordenada 7 estd identificada con un periodo igual a 27f. Las coordenadas anteriores

son globales para un espacio AdS y admiten curvas temporaloides cerradas, por ejemplo en r = 0. Es
conveniente tomar otro tipo de coordenadas que satisfacen la condicién

£2
T gd
L (T2
STt
¢ = laxt
T 4 o’
donde i =1,...,d — 1, son conocidas como coordenadas de Poincaré y en términos de ellas el elemento de
linea se escribe como
i 2 g 2 2
dstas,,, = = <—dt +) (dg)? + dz ) . (2.1.4)
=1

Se les conoce con ese nombre debido a que muestran de manera directa la simetria que tienen las d
coordenadas t, £ respecto al grupo de Poincaré. Obsérvese que las coordenadas de Poincaré estdn definidas
en la regién T' 4 2¢ > 0, zona a la que se conoce como parche de Poincaré. Esta condicién cobrara
relevancia cuando se trate la correspondencia AdS/CFT.

Véase como se relaciona el pardmetro ¢ con la constante cosmoldgica A, nétese que el espacio es
maximamentes simétrico[13] y, por tanto, el tensor de Riemann se puede escribir en términos de una
simetrizacién de indices del tensor métrico adecuada. Puede revisarse en [17] que el tensor de Riemann se
escribe como

1
Ryvap = mR(Quagw — guBYva) - (2.1.5)
Al realizar el célculo de la curvatura con la ecuacién (2.1.4), para dicho espacio se obtiene que debe ser
d(d+1)
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2. Propiedades de los espaciotiempos asintoticamente AdS

Asi, para obtener una solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio (2.1.1), la constante cosmoldgica
debe satisfacer
d(d—1)

A=——m

lo cual resultr evidente después de multiplicar (2.1.1) por g"”, pues se llega a

d+1
=2——A.
R d—1

2.1.1. Estructura Conforme del espaciotiempo AdS y Compactificacion Conforme

Para poder construir las cantidades conservadas en cualquier espaciotiempo es necesario analizar
el comportamiento asintético de la métrica bajo transformaciones conformes [17]. De interés para este
trabajo es que la estructura conforme permite definir los espacios que se comportan de manera asintotica
a un espacio AdS, que son necesarios para la correspondencia. En el siguiente apartado seran tratados los
espacios localmente asintéticos AdS (AlAdS). En lo que sigue, se desarrollara la herramienta que sera
necesaria para tal fin.

Para un espaciotiempo M, donde M es una variedad Lorentziana, se define la compactiﬁcacién
conforme como una funcién conforme (de hecho, un difeomorfismo que preserva éngulos) ¢ : M — Int(M),
donde M es una variedad suave compacta con frontera M. A la frontera M se le conoce como frontera
conforme de M. La métrica g en M esta relacionada con la métrica § de M a través del factor conforme
Q de la forma

ds® = Q%ds®. (2.1.6)

La ventaja principal que ofrece la compactificacién conforme es que permite estudiar puntos al infinito
de una variedad haciendo que la distancia entre los puntos sea finita mediante el factor conforme. Lo
anterior no siempre se cumple pues la compactificacién conforme que se realiza en el plano a través de la
proyeccion estereografica manda a todo el plano junto con el punto al infinito a la 2-esfera, la cual es
una variedad compacta sin frontera y la asignacién no es hacia el interior de S?[18]. Sin embargo, puede
tomarse otra funciéon que satisfaga la condicién de asignar al plano al interior de alguna variedad compacta
con frontera, como puede revisarse en [19].

El factor conforme Q2 debe satisfacer ciertas condiciones que garanticen que la descripcién realizada
se comporta de manera adecuada y conveniente. La primera condicién que debe satisface es que debe ser
positivo sobre M, por ello se toma 92, debe anularse al evaluar en infinito y debe ser diferenciable tantas
veces como lo requiera el problema con su primera derivada distinta de cero en la frontera conforme. Por
otro lado, la forma en que se van agregando puntos al espaciotiempo M debe ser de tal manera que la
curvatura del espacio M sea finita; también debe de satisfacer que los puntos al infinito agregados por la
compactificacién conforme tengan una distancia finita y la frontera conforme OM sea compacta. Cabe
resaltar que la nueva variedad que se obtiene mediante la funcién conforme no tiene una relevancia fisica;
a la variedad original se le conoce como bulto, a la métrica de esta variedad tambien es comin que se le
llame métrica del bulto. La forma de escoger el factor conforme no es tinica[l17], se tiene un conjunto de
clases de equivalencia entre las métricas, donde el factor conforme escogido es representativo de su clase y
se denomina como marco conforme; a las clases de equivalencia de las métricas via el factor conforme en
M se les denomina estructura conforme. La métrica obtenida en la frontera conforme AM se le llama
métrica de la frontera.

La métrica para un espaciotiempo AdS en coordenadas globales (2.1.3) puede reescribirse en términos
de una nueva coordenada dada por ¢ = 1/r, como la frontera conforme se encuentre con r — oo, resulta
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2.2. Espaciotiempo asintéticamente AdS

que la frontera conforme en esta nueva coordenada esta en ¢ = 0. En este caso el factor conforme esta
dado por (p) = o, de tal suerte que la métrica puede escribirse como

R 1 1\
ds? = — <g2 - £2> dt? + (92 + 62) do® +dQ3_,. (2.1.7)
Otra forma de elegir el factor conforme en las coordenadas globales es tomando [17]

¢ T
= arctan —,
P ¢

con lo cual, el elemento de linea se reescribe como

0 1 _
dSQAdeJr1 = @ (—gszQ + dp2 + sin? deg_l) , (2.1.8)
y el factor conforme para estas coordenadas es
02— cos? p
-

La frontera estd localizada en p = 7/2 y tiene una métrica inducida de la forma
d§* = —dr* +dQ3_,,

donde en esta ltima métrica, el término d23_; estd asociado al elemento de linea de la (d — 1)-esfera y
no debe confundirse con el factor conforme, a pesar de que se ha usado el mismo simbolo, también esta
métrica correspondiente a una variedad M = IR x S9! i.e., la métrica de la frontera puede identificarse
con la de un cilindro plano, este espacio es conocido como el universo estatico de Einstein [17]. En el caso
de las coordenadas del parche de Poincaré (2.1.4), el factor conforme estd dado por Q(z) = z/¢, de tal
manera que el elemento de linea compactificado puede reescribirse como

d—1
ds® = —dt* + dz* + ) _(dg')?. (2.1.9)
=1

La frontera conforme se encuentra en z = 0, por tanto la métrica resultante en la frontera es la métrica de
Minkowski en un espaciotiempo de d dimensiones.

2.2. Espaciotiempo asintéticamente AdS

Los espacios que son de interés dentro de la correspondencia son aquellos que son localmente asintético
AdS (AlAdS). Dichos espacios satisfacen condiciones en la frontera conforme de tal suerte que tienen una
métrica similar a (2.1.3) en la frontera, al menos de manera local.

Recuérdese que las condiciones que debe satisfacer el factor conforme €2 son

>0 en M, Q,;=0, d2*,; #0,

y en lo que sigue se tomara a la métrica § como C?, lo cual garantiza que el tensor de Riemann esté bien
definido sobre M. Como ya se menciond, la eleccion del factor conforme no es tinica, puede definirse un

nuevo factor a través de la expresion
O =e’Q,
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2. Propiedades de los espaciotiempos asintoticamente AdS

donde o es una funcién suave arbitraria en M. Entonces, la eleccién de la funciéon o determina el marco
conforme y, por ende, la métrica inducida en OM . No obstante, la métrica del bulto g define de manera
tinica la estructura conforme en M. El factor conforme jugarda un rol importante en la expansion de
Fefferman-Graham que se definird un poco méas adelante, en esencia puede decirse que es una expansion
de la métrica similar a una serie de Tylor aunque esta expansién se realiza cerca de la frontera conforme,
es decir, es una expansion de la métrica considerando r — oo.

Un espaciotiempo (M, g) d+1 dimensional es asintéticamente localmente AdS si satisface las condiciones
de compactificacién conforme ya mencionadas y ademds la métrica g satisface la ecuacién (2.1.1) con A < 0.
Si la frontera OM es topolégicamente equivalente a IR x S%~! entonces el espaciotiempo es asintéticamente
AdS. El dltimo tipo de espaciotiempos tienen la caracteristica de aproximarse a un espaciotiempo AdS
global cerca de OM.

Para poder mostrar que el espaciotiempo (M, g) es AIAdS, se necesita hacer uso del tensor de Riemann
y ver que puede escribirse como (2.1.5), después de sustituir el valor de la curvatura. Un célculo sencillo
lleva a la expresion

1
Ruuaﬁ = _ﬁ (guaguﬁ - guﬁgua) .

Obsérvese que las componentes de la métrica del bulto puede escribirse en términos del factor conforme
como

Juv = Q_Qg/uxa

y por tanto, cerca de OM, el tensor de Riemann puede escribirse como sigue

Ryvap = —|dQ

g (guOégl/,B - guag,uﬂ) + 6(973)

donde la cantidad
|dQ2

5= 0"0,00,0

solamente depende de la estructura conforme y se extiende de manera suave sobre dM. Dado que g
satisface (2.1.1) entonces el factor conforme debe satisfacer la férmula

1

|dQ2 7

2
2=
en la frontera del espaciotiempo M.

2.2.1. La expansion de Fefferman-Graham

La discusién anterior se ha hecho con la finalidad de explicar, de manera al menos cualitativa, los
espaciotiempos AlAdS. La manera formal en la que se determina si un espacio tiempo es AIAdS es a través
de la expansién de Fefferman-Graham. Esta expansion permite analizar a la métrica de la variedad cerca
de su frontera conforme y serd de utilidad cuando se realice el cdlculo de la energia del espaciotiempo
asociado a las branas magnéticas. Puede revisarse en [20] que cuando d es par la métrica puede expandirse
cerca de la frontera como

G = Z ’yl(flﬁ) (T_dln A L
n=0

(n) (0)

donde 7,/ son, en general, funciones suaves; 7y, corresponde a la métrica de la frontera conforme.
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2.3. La temperatura de un agujero negro

2.3. La temperatura de un agujero negro

Conocer la temperatura a la cual se encuentra un agujero negro sera de utilidad para el andlisis de
la densidad de energia obtenida en este trabajo a través de la dualidad, es por ello que se ha incluido
esta seccién, para poder hacer un anélisis adecuado y correcto entre las cantidades relacionadas en ambas
teorias. Para determinar la temperatura de un agujero negro considérese una métrica de la forma

1
dr? + r?dQ? (2.3.1)

ds* = — f(r)dt + ) 15

la cual tiene un horizonte en r, es decir, f(ry) = 0. A este espacio se le puede encontrar una continuacién
euclidea realizando una rotacién de Wick haciendo ¢ — i7. En el espacio de signatura positiva resultante,
la tnica forma de que el valor cero que f tiene en ry no implique la aparicion de una singularidad
cOnica es que la coordenada 7 sea periddica y que la longitud de los ciclos en ella cercanos a r = r
cumplan con 27(r — ry). Para verificar que la tltima condicién se cumpla, vemos que la métrica (2.3.1)
infinitesimalmente cerca de ry se puede escribir como

ds® ~ f'(r ) (r —ry)dr® + dr? + ridQy,_1, (2.3.2)

__ 1
Pt =rs)

expresion a la que se lleg6 usando que f(ry) = 0. Al introducir la coordenada

2 _ 4(r—ry)
f'(ry)
se obtiene

1 1
r—ry=f(ry)e’ dr=5f(r)edo,

que al ser sustituido en (2.3.2) resulta en el elemento de linea

e P

1 0?dr? + do* + ride_l, (2.3.3)

el cual, por la introduccién de ¢ = f'(r)7/2, se puede escribir como
ds* = 0*d¢* + do® + 11 dQg-1.

En esta ultima expresién ya es claro que la métrica en el espacio dado por p y ¢ es la de un cono, y por lo
tanto presentard una singularidad cénica en r = r4 a menos que el cono sea degenerado y coincida con el
espacio plano dos dimensional, caso que se logra sélo si ¢ tiene periodo 27. La relaciéon entre ¢ y 7 se
puede usar para ver que este Ultimo requerimiento es equivalente a que 7 tenga periodo

B 47
()

En el tratamiento de teorias de campos a temperatura finita es conocido, por razones mas alla del alcance
de esta tesis, que la aparicién de una periodicidad 3 en la coordenada temporal implica que la teoria esta
a temperatura 7' = 1/5[21].

B (2.3.4)
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2. Propiedades de los espaciotiempos asintoticamente AdS

2.4. La Correspondencia AdS/CFT

A pesar de que esta tesis no estd enfocada en la parte de teoria de campos, es pertinente mencionar
algunos detalles de la correspondencia que seran de utilidad en los siguientes capitulos.

Desde la publicacién del articulo [1] el interés en el espaciotiempos AdS fue catapultado, hoy en dia se
hace una enorme investigacién en esta nueva rama a la que dio origen el articulo citado.

Si bien la correspondencia tuvo sus origenes en la teoria de supercuerdas del tipo IIB, tema que se ha
mantenido ajeno a esta tesis (literatura introductoria a este tema son [21] y [22]), actualmente es posible
establecer su contenido sin la necesidad del formalismo completo que esta teoria conlleva[23]. El enunciado
principal es

Supercuerdas IIB en AdSs x S° ~ SYM en 4D, SU(N), N = 4.

Aunque esta dualidad relaciona una teoria de cudntica de campos Stuper Yang-Mills (SYM), es decir, una
teoria de norma supersimétrica con N = 4 supersimetrias en cuatro dimensiones planas, con grupo de
norma SU(N) en el limite cuando N — oo y una teorfa de supercuerdas IIB en AdS5 x S°, hay casos en
que puede evitarse usar el formalismo completo de esta tltima, pues su limite de bajas energias es la teoria
de supergravedad IIB y hay muchos calculos que se pueden realizar en esta aproximacién. Lo anterior
establece que las teorias relacionadas por esta dualidad son una descripcién distinta de la misma fisica.

Sin necesidad de ahondar, como parte de la teoria de cuerdas existen objetos extendidos dindmicos de
cualquier dimensionalidad entre cero y la total del espacio, que se comportan similarmente a como lo haria
una membrana metida en un espacio de tres dimensiones, razén por la cual se les llama p-branas, donde p
indica el nimero de dimensiones espaciales en las que extiende el objeto. De estos objetos hay algunos que
tienen un origen especial, que sélo pueden ser entendidos si se hace un tratamiento mas completo de la
dindmica que las cuerdas siguen, pero que se les distingue como D-branas y es el lugar geométrico donde
yacen los extremos de las cuerdas abiertas que forman parte de la teoria[22, 24].

En la parte medular de la correspondencia se encuentran dos hechos, uno es que el espacio AdSs x S°
es la geometria generada por una pila de N D3-branas en una regién muy cercana a ellas, y el otro es que
el espectro que se encuentra para las cuerdas abiertas con extremos en una pila de N D3-branas es el de
SYM SU(N) N = 4.

Algunas de las caracteristicas principales de la correspondencia AdS/CFT pueden enlistarse como
sigue[23]

— La correspondencia AdS/CFT es hologréfica. En efecto, la correspondencia es uno de los ejemplos
mas concretos del principio hologréafico propuesto por ‘t Hooft y mejorado por Leonard Susskind[25].

— Dualidad de acoplamiento fuerte/débil. Mientras que la teoria de campos estd fuertementa acoplada,
razén por la cual cualquier técnica perturbativa falla, en lado gravitacional la teoria esta débilmente
acoplada en el contexto de la teoria de cuerdas.

— Existe un mapeo entre una teorfa cuantica de la gravedad (teoria de cuerdas) y una teoria cudntica
de campos ordinaria o no gravitacional. Dicha correspondencia muestra ser independiente del fondo,
salvo por las condiciones de frontera AdS. Esto podria ayudar a resolver muchas las primeras
preguntas en gravedad cudntica que llevan tiempo sin respuesta, a través de una reformulacién en
un lenguaje no gravitacional.

2.4.1. Algunas entradas del diccionario

La correspondencia tiene implicaciones que basicamente son identificaciones entre las cantidades que
existen en las teorias. Dicho de otra forma, se tiene un diccionario para traducir los elementos de una
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teoria a su dual. Los siguientes elementos del diccionario de la correspondencia fueron los primeros en
encontrarse [23, 1]:

Simetrias: El espaciotiempo AdS,; 1 tiene como grupo de isometria a SO(2,4), mientras que S° tiene
como grupo de isometrias a SO(6). En la teoria de campo, el grupo conforme en cuatro dimensiones es
SO(2,4), su contenid de materia es de seis campos escalares ¢’ y cuatro fermiones que estdn relacionados
a través de la simetria global SU(4) ~ SO(6) R-simetria. Ambos lados de la correspondencia tiene un
total de 32 supersimetrias.

Direcciones: La identificacién hecha de la simetrias sugiere cémo se identifican las 10 dimensiones
del bulto AdS4y; x S® con la teoria de campos. Los campos escalares ¢ se identifican con las direcciones
en S° a través de la simetria SO(6). La direccién radial del bulto se identifica con la escala de la energia
en la teoria de norma. Las dimensiones restantes en la partde AdS441 se identifican con las del espacio de
Minkowski como ya se hizo en (2.1.9), en la zona UV de la teoria de campos debido a la dualidad entre la
coordenada radial y la escala energética.

Escala energética/radio del bulto: Esta correspondencia también es conocida con la dualidad
UV/IR. En [23] puede encontrarse una deduccién detallada de esta dualidad, aqui solo se presentaran las
ideas en su deduccién. Bésicamente, la equivalencia entre la posicion radial y la escala energética emerge
al considerar una dimensién extra en la teoria de campo que corresponde a la escala de la energia, y se
deduce a partir de que el grupo de normalizacién que controla el flujo de las constantes de acoplamiento
satisface las condiciones fisicas requeridas para ser considerada una dimensiéon extra. La teoria debe
permanecer invariante ante transformaciones conformes, en particular ante dilataciones z# — az*, que
reescalan la energia simultdneamente F — E/«a. Este comportamiento es el mismo que tiene la coordenada
z en AdSsq1 en (2.1.9), entonces se identifica con el inverso de la escala energética y, en consecuencia, la
coordenada r se identifica con la escala energética.

Las siguientes entradas se dieron después de la apariciéon de la conjetura de Maldacena, pueden
considerarse como extensiones del planteamiento original.

Truncamiento consistente: En [26] se demostr6 que la supergravedad normada cinco dimensional
es una truncacion consistente de la supergravedad IIB en diez dimensiones, garantizando que a partir de
cualquier solucién en la primera, se pueda construir una solucién en la segunda. Esto ha permitido usar la
correspondencia en ciertos fondos gravitacionales AAdS cinco dimensionales sin tener que considerar las
direcciones de la cincoesfera.

Teoria de campos a temperatura finita: Se logré hacer una correspondencia entre una teoria de
campos a temperatura finita agregando un horizonte alrededor de las D3 branas en el lado gravitacional,
fondo que se conoce como AdS-Schwarzschild[27].

Sabor: A través de realizar el encaje de una pila de D7 brana de prueba en el fondo generado por la
D3 brana se logré introducir sabor en el lado CFT.

Existen muchas méas entradas que no se incluyen aqui debido a que son completamente ajenas al
proposito de la presente tesis.

2.5. Comentarios finales

En esta capitulo se revisd, de manera general, las propiedades de los espaciotiempos asintoticamente
AdS, que son los que tienen un papel fundamental en la correspondencia norma/gravedad. Mas alld de
los aspectos técnicos que involucren, los conceptos importantes para este trabajo son la temperatura de
un agujero negro y céomo se relaciona con su teoria dual, la estructura conforme de los espaciotiempos
asintéticamente AdS que clarifica en cierta medida la dualidad pues con las coordenadas de Poincaré
queda de manifiesto que en su frontera conforme se encuentra un espaciotiempo de Minkowski con una
dimensién menor al espaciotiempo AdS, también serd de vital importancia para la interpretacién de
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2. Propiedades de los espaciotiempos asintoticamente AdS

los resultados, la dualidad entre la coordenada radial del espaciotiempo AdS y la escala energética y
la expansién de Fefferman-Graham que permitird poder realizar el calculo de la energia las soluciones
numéricas encontradas en [4].

El siguiente capitulo presenta el método para calcular la energia de un espaciotiempo y la métrica con
la que se trabajo, asi como los aspectos y propiedades relevantes del espaciotiempo al que esta asociada.
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Capitulo 3

La Energia de las Branas Magnéticas

7

“Me lo contaron y lo olvidé; lo vi y lo entendi; lo hice y lo aprendi

— Confucio.

En este capitulo se presenta un resumen con las ideas més generales de la conjetura propuesta por Gary
T. Horowitz y Robert C. Myers [28], asi como los resultados més relevantes para hacer uso de la conjetura
y extenderlo para la métrica correspondiente a una D3-brana. Después se aplicaran las herramientas
desarolladas en [16], de manera andloga que en el trabajo que realizaron Myers y Horowitz, a las soluciones
analiticas de la métrica de la brana magnética.

3.1. La conjetura de Myers-Horowitz

En el capitulo 1 se presento6 el formalismo ADM y se vio como permite hacer una descripcion de la
relatividad general mediante densidades lagrangianas y hamiltonianas. De forma particular, se tomara la
densidad hamiltoniana, ya que a partir de ella, es posible calcular la energia del sistema que esta bajo
consideraciéon. No obstante, antes de pasar a realizar el cdlculo de la energia, debe agregarse un poco
de herramienta para realizar los calculos. Hawking y Horowitz encontraron en [16] otro método para
calcular la energia de un espaciotiempo, el cual arroja los mismos resultados que el formalismo ADM, su
derivacién consiste, esencialmente, en considerar los términos de frontera en la realizacion de la descripcién
hamiltoniana de la gravedad, mismos que se asumieron como nulos en el capitulo 1, y solo depende de la
traza de la curvatura extrinseca K del espaciotiempo bajo consideracion y de la curvatura extrinseca Ky
de un fondo de referencia. Cabe aclarar que la curvartura extrinseca del fondo corresponde a la métrica y
campos que satisfacen las ecuaciones estaticas obtenidas a través de variar la accién. En otras palabras, el
método consiste en la sustracciéon de la integral de la curvatura extrinseca de dos espacios con el mismo
comportamiento asintético, uno de ellos se toma como referencia y el otro es del que se desea conocer su
energia. Para el problema tratado en esta tesis, se reduce a tomar como referencia un espaciotiempo AdS
con la dimensiéon adecuada como se verd mas adelante. La expresion para la energia de un espaciotiempo
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3. La Energia de las Branas Magnéticas

M de dimension d + 1 es

1 1

E= N(K — Ko) + Nihgrt, (3.1.1)

81Gay1 /3y 81Gay1 /oo

donde Gg41 es la constante de gravitacién en d + 1 dimensiones, N;, N{ son la funcién lapse y el vector
shift, h;; es el momento conjugado a la métrica inducida y los indices 7, j corren desde 1 hasta d; los
objetos 77 son las componentes del vector normal a la superficie Y. La ecuacion anterior esta bien
definida, incluso para el caso en que el espaciotiempo no es una variedad compacta compacta[l16]. Si las
soluciones son de vacio y/o considerando campo magnético [16], el segundo término no contribuye a la
energia calculada a través de este método. En lo que resta de la presente tesis solo se tomaran en cuenta
las integrales de la curvaturas extrinsecas.

En [28], mencionan que Witten habia realizado un trabajo respecto a espaciotiempos en donde una
direccion es compactificada y es identificada con condiciones antiperiédicas en su frontera, de tal suerte que
rompen con la supersimetria en la parte fermidnica; sugirié que es posible utilizar la correspondencia para
describir teorfas de norma de Yang-Mills no supersimétricas con topologfa S' x IR%. Para espaciotiempos
asintéticamente Anti de Sitter, mencionan que los teoremas de masa positiva siguen siendo validos y
entonces ellos se preguntan si el resultado sigue siendo valido para espacios que son asintoticamente
AdS de manera local, pues son los espacios que corresponden a teorias de campos no supersimétricos
en la dualidad. En ese momento ya se sabia que para espacios asintoticamente planos los teoremas ya
no son ciertos. Al realizar la doble continuacién analitica' en el tiempo y en la tltima coordenada, la
energia que obtuvieron fue negativa y a través de la correspondencia AdS/CFT concluyeron que dicha
energia corresponde a la energia de Casimir, salvo un factor de 3/4. Conjeturaron que la métrica del
solitén correponde a la energia minima e hicieron algunos calculos donde muestran indicios a favor de
dicha conjetura. Este trabajo fue motivado en cierto sentido por estos resultados, pues la expresién (3.1.1)
funciona para espaciotiempos asintéticamente AdS[16], de manera que puede aplicarse para realizar el
célculo de la energia de lado gravitacional de la correspondencia e interpretarse en la teoria cuantica de
campos dual.

En el articulo [28], se encuentran varios ejemplos del célculo de la energia para algunas métricas. Aqui
se presentan algunos de ellos y se hardn los desarrollos correspondientes para mostrar la validez de la
ecuaciéon (3.1.1).

Ejemplos.
1. Schwarzchild-AdS en 4D. La métrica de este espaciotiempo es

2 2 -1
2 T To 2 T To 2 2
donde ¢ esté asociada con la constante cosmoldgica, en este caso, por £2 = —3A. Témese una superficie

espacial a un tiempo constante de esta soluciéon. Para un radio fijo r, se tiene una esfera cuya area esta
dada por A = 4772, La integral de la traza de la curvatura extrinseca se calcula entonces como[28]

1
— nto A= r’ AN
K =n"0,A = 17 +1— . 8mr, (3.1.3)

Yoo

donde n* es un vector unitario normal a la superficie de la 2-esfera. En el caso de la curvatura extrinseca
de la referencia, es decir, en un espaciotiempo Anti-de Sitter, como se vio en el capitulo 2 la métrica en

'La continuacién analitica consiste en realizar una rotacién de Wick en donde se hace el cambio ¥ — iz en alguna de
las coordenadas.
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3.1. La conjetura de Myers-Horowitz

coordenadas globales es

2 2 -1
ds? = — (z? + 1) dt® + (W + 1) dr? + r2dQ,,

que puede obtenerse a partir de (3.1.2) poniendo 79 = 0, en consecuencia, el calculo de la integral de la

curvatura extrinseca del fondo se reduce a tomar ro = 0 en (3.1.3). Dado que la frontera ¥, se encuentra
en este caso en r — oo puede evaluarse las expresiones para las curvaturas extrinsecas considerando que

ro/T < 1y obtener
2 % 1
LSS U [ <g2+17°>2,
2 r 0

1
— 3
B Q(1+Q9370) ’
10—70)

]_ _
e(1+3 ).

donde o =7/¢y v9 = ro/¢. La expresion anterior conlleva a que las integrales de la traza de la curvatura
extrinseca del espaciotiempo considerado y del fondo se escriban como

10—
K = <1 + = 0 370> 8ol
Yoo o

1 2
Ky = (1+202> 8702l

Yoo

Finalmente, la funcién lapse IV; es constante sobre la superficie de la 2-esfera bajo la condicién de r muy
grande, por lo cual, es factible hacer la aproximacién N; ~ r/f = p. Asi, la energia total sustraida, estd

dada por:
: o) (53]
E = — 8wl [(1+ = —(1+—
87TG4{ e K T T2)l

ol
2G4
To

2G4
2. Schwarzchild-AdS en p + 2 dimensiones. El ejemplo anterior puede extenderse a p + 2 dimensiones, en
este espaciotiempo la métrica esta dada por

2 p—1 2 p—1\ 7!
2 r 70 2 T o 2 2
ds® = — <£2 +1- <T> ) dt® + (52 +1-— (T) ) dr 4 r7dSy,, (3.1.4)

donde d2, denota la métrica de una p-esfera cuya éarea estd dada por €, = 27TPT+1/ F(f‘%l), y 2 =

—p(p+1)/2A.

Siguiendo un procedimiento andlogo al realizado anteriormente, el vector radial normal a la esfera a
un tiempo y radio fijo estd dado por

1
i (1= sip=r,
0 sipu # .
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3. La Energia de las Branas Magnéticas

El area de la superficie estda dado por A = 7P(,. La integral de la traza de la curvatura extrinseca queda

CcOomo: )
7“2 o p—1\ 2 .
s K = <£2+1_ <’I“> prTp .

Por otra parte, haciendo las mismas aproximaciones para r grande, se tienen las siguientes igualdades

o 1 0 — 78_1 p—1
- K = (1 + iigp"’l prng s
1
Ky = (14 —)pQ,oPer1.
T 0 ( * 2Qp> Py

Asi, la energia estd dada por

g = -2 foprp|(1y ezt (Hl)
871G pt2 P 2 ptl 20P ’

P& -1
T6mGyps 0

pr p—1
-~ To -
167TGp+2

3. p-branas. Este espaciotiempo es generado por una pila de p-branas|1, 28], para ciertos valores de p; este
métrica se denomina como métrica del solitén[28], corresponde a un espacio asintéticamente AdS para
ro/r < 1y tiene la siguiente forma

2 p+1 )
ds? = . [— (1 _ o ) dt? + (da")?

T,p+1 -1 2
=% T +<1— g > —dr? (3.1.6)

r2

donde 1 < ¢ < p. Un célculo analogo a los anteriores muestra que la energia para este tipo de métricas
estd dado por?
pVp p+1

SR a4 R— 3.1.7
167G potrt2 Y (8.L.7)

De acuerdo a la correspondencia norma/gravedad el cociente E,/V], corresponde a la densidad de energia
del estado de vacio en la teoria de campos. Obsérvese que si alguna de las coordenadas z* no es compacta,
entonces la energia calculada no estd bien definida. Lo anterior se debe a que es posible hacer un
reescalamiento sobre todas las coordenadas de tal forma que el valor de ry cambie, lo cual implica que
también cambia el valor de la energia. Cuando al menos una de las direcciones en consideracion esta
identificada con algin periodo (i.e. estd compactificada) el valor de r( esta fijo pues ya no es posible hacer
un reescalamiento. Esta observacion tendra relevancia en el momento de realizar los calculos de la energia
en la siguiente seccién.

3.2. La métrica de la Brana Magnética

Ya que se tiene una forma de calcular la energia para espaciotiempos asintéticamente AdS, lo siguiente
es partir de una métrica con una forma especifica pero con funciones arbitrarias (que para este trabajo

2La validez de la ecuacién anterior serd vista en la siguiente seccién, en el caso particular para p = 3, y después seré
probada para una p arbitraria.
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s6lo dependeran de una coordenada que se denotard como r) y encontrar una expresion genérica para
realizar el cdlculo de su energia tomando como referencia un espacio AdS. En algunas ocasiones no sera
tan directo debido a las aproximaciones que deben hacerse, pero tener una férmula sirve al menos para
calcular la expresién primaria a la cual se le deberan hacer las aproximaciones.

3.2.1. La energia asociada a las soluciones analiticas

Supoéngase que la métrica es de la forma

1
Ul(r)

ds® = =U(r)dt* + ——dr* + V(r)(dz® + dy*) + W (r)dz?, (3.2.1)

en donde la energia se calcula a partir de la ecuacién (3.1.1). La integral de la traza de la curvatura
extrinseca se calcula a partir de la expresién [28]

/ K = ntd,A, (3.2.2)
Yoo

donde n#* = (0, [U(r)]1/2, 0,0,0), y el drea de la esfera para un tiempo fijo y una r fija, se calcula como
A=V () [W(r)2Vs, (3.2.3)

con V3 el volumén determinado por las coordenadas dz, dy y dz.
Realizando el célculo dado por la ecuacion (3.2.2) y usando la expresion para el drea (3.2.3) se obtiene:

A = B(V()IW()]2V3),

Asi, se tiene que la integral de la curvatura extrinseca estd dada por:

K = nt9,A = V3[U(r))2 (v’(r)[mr)]é + V(T)W’(”)> . (3.2.4)

Yoo

En el caso de la curvatura extrinseca de la referencia, el cdlculo de la integral [ Ky se reduce a calcularlo
para un espacio AdSy1, por tanto

7,3
| Ko=35 (3.2.5)
Por otra parte, se considera que para r suficientemente grande N; ~ r/¢, con £ = —3/A y A es la constante
cosmologica del espaciotiempo AdSs. Asi, la energia ser
1 T 1 11 W'(r) 3
EFE = —V3(- U V'(r)[W “Vir)——= | —3— 3.2.6
o 3(5){[ (r)]2< MWL+ 3 ““)[Wm]é) - (3.2:6)

Para realizar el calculo de la energia de las branas magnéticas deben darse condiciones sobre las
funciones en (3.2.1), con tal de que describa un fondo gravitacional con un campo magnético tangente en
las direcciones de la frontera.
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3. La Energia de las Branas Magnéticas

La accién que se considera corresponde a la teoria, en cinco dimensiones, de Einstein-Maxwell con
constante cosmolégica negativa

— 5 v
S 167TG /da:\/ (R+F F, —

12
/2

) + S, (3.2.7)

donde F,, = 9, A, F*" F = guagugFHF vB vy con la siguiente propuesta para el campo magnético
Fpg = Bdx N dy. (3.2.8)

Las ecuaciones de Einstein-Maxwell se obtienen al variar (3.2.7) respecto a la métrica en la forma discutida
en el capitulo 1, y la forma explicita que toman al sustituir (3.2.1) y (3.2.8) en (1.2.6) se pueden encontrar
en el apéndice A al final de la presente tesis. El término de frontera Sy contiene términos que deben
tomarse en cuenta para mantener la accién finita al evaluarse en las soluciones, esto es, contrarrestar los
términos divergentes en la integral de volumen con términos de frontera.

Existen dos soluciones exactas para este problema [4], a saber, la métrica correspondiente a un agujero
negro BTZ x T?, donde T? es una superficie compacta [3], i.e., las coordenadas z e y son compactas, y las

fuunciones de la métrica son
2 2
T rs
Uprz(r) = 3?2 ( - rQ) )

Vpra(r) = %, (3.2.9)
WBTz(’r‘) = 22

La solucién BTZ corresponde a una solucién a las ecuaciones de Einstein-Maxwell en un espaciotiempo en
2 4+ 1 dimensiones con constante cosmoldgica negativa y esta caracterizado por masa, momento angular y
cargal29)].

La segunda solucién corresponde a la métrica de una D3-brana negra y se da cuando B = 0,

Upp(r) = (r—i— 0)2 1—((§T0)4

: rg)
Vep(r) = gvg (r+r2°>2, (3.2.10)
Wpp(r) = g( )

pueden reescribirse estas funciones haciendo r +r9/2 — 7, Z = 22/v/3 y ¥ = r¢, en la forma conocida:

7"2 7,.4
Upp(r) = £2<1 7“2)

7,2

VBB(T‘) = ﬁ’ (3.2.11)
2
Wp(r) = %2

Ahora que ya se tienen las soluciones analiticas correspondientes puede calcularse la energia para dicho
espaciotiempo, sin embargo, debe realizarse un reescalamiento de las coordenadas en ambas soluciones
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3.2. La métrica de la Brana Magnética

para que la métrica se comporte en la frontera como un espacio de Minkowski. Lo siguiente es presentar
la energia asociada a través de (3.2.6) para ambas soluciones.

Energia de la solucion BTZ x T?. Para la solucién dada por (3.2.9), debe sustraerse un fondo distinto
pues se comporta asintéticamente como un espacio AdSg 1 x T? y no como un AdS4y 1. La energia para
esta solucién puede calcularse de manera similar a (3.2.6) intercambiando el término asociado al fondo
AdS41 por el asociado a AdSsy1 x T? dado por

r

Se sustituye esta modificacién en la expresién de la energia dada por (3.2.6), seguido de los reescalmientos
de las coordenadas t — /3t, r — r//3, x — x/(3)%, Yy — y/(3)i, y z — \/3z, para obtener

1
VsB (12 r% 2
E = — ) (1==2) -1
871G <£3> {( r2
1 r2 r%
BT <_r2>

Asi, la energfa para la solucién BTZ x T? esta dada por

V3 Brj

—_—. 2.12
167TG5€3 (3 )

Eprz =

FEnergia de la solucion de la brana negra. Dado que la métrica estd dada por (3.2.11), al sustituir en (3.2.6)
la energia queda como

1
1 T r ra\2 [2r2 g2 3
E = — — , _ 0 20 ) a9l
87TG5V3(£>{€< r4> <£3 +£3> 354}’
1
_ 3% ([ (o)
N 87TG5 £5 ’1“4 ’

luego, cerca de la frontera ro/r < 1, y puede hacerse la siguiente aproximacion

Asi, la energia queda como

(3.2.13)

que corresponde a la expresién en (3.1.7), para p = 3.

También debe saberse la temperatura de las soluciones analiticas, ya que se usard mas adelante para
poder comparar con resultados obtenidos en otros trabajos realizados con un enfoque distinto. El periodo
estard dado de acuerdo a la expresién (2.3.4). Para la D3-brana negra se tiene el siguiente periodo

223 wl?
_ - 3.2.14
Bps rd+rg ro ( )
r=rg
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por su parte, la solucion BTZ tiene el periodo

5 _ 2702 _ 2702
BTz = 73,  3rg

r=rg

(3.2.15)

Debe recordarse que el inverso de las expresiones anteriores corresponden a la temperatura a la que
se encuentra el agujero negro, y por ende, la temperatura a la cual se encuentra la teoria de campos
conforme. Por otro lado, nétese que la soluciéon de la brana negra tiene el mismo periodo que la solucién
BTZ tomando 7o = 3ry/2, esto es importante en la construccién de las soluciones numéricas presentadas
en [4] a las cuales se les calculard la energia.

Para las soluciones analiticas la energia resulto finita, la energia de la métrica de la brana negra ya se
habia calculado a través de este método en [28], la parte que se ha agregado es el célculo realizado para la
solucién BTZxT?. Ya se tiene la energia asociada a los casos limite, aun queda por calcular la energia de
las soluciones que se obtienen de manera numérica y eso es lo que se hara en la siguiente seccién.

3.3. Soluciones de las branas magnéticas y su energia

Usando como base las soluciones analiticas obtenidas para la métrica de las branas magnéticas es
posible construir un conjunto de soluciones suaves a través del método realizado en [4]. Cerca del horizonte,
las funciones de la métrica con ¢ = 1, se escriben como[30]

Up(r) = 6ro(r—ro)+ i Ui(r —1o)°,
=2
Vp(r) = iVi(T —79)’, (3.3.1)
i=0

Wp(r) = 3ri+ Z Wi(r — 1)’
i=1

donde los coeficientes que aparecen explicitamente fijos, son comunes a todas las soluciones de la familia,
incluso las dos analiticas ya vistas. El coeficiente Vj es libre de tomar cualquier valor positivo, pero una
vez que este sea fijado, todos los demas quedan determinados al resolver las ecuaciones de Einstein orden
a orden en r. Con lo anterior, se ve que la familia de soluciones que se construye queda parametrizada por
el valor de V{. Desde luego, resolver a todo orden no es posible, por lo que las soluciones en el dominio
completo de r se obtienen de manera numérica, por tanto, el calculo de la energia para estas soluciones se
obtiene a través de la sustitucién de los resultados numéricos para U,V y W en (3.2.6) que cerca del radio
del horizonte coinciden con (3.3.1). Como se mencioné en el capitulo2, puede asocidrsele una temperatura
a cada solucion, aquellas obtenidas a partir de este método tienen todas la misma temperatura (el inverso
de (3.2.14)), como se menciona en [4]. Dado que (3.2.6) se debe evaluar en el limite r — oo, una manera
de obtener una expresion analitica para la energia es tomando la expansién de Fefferman-Graham de
las funciones de la métrica y dejar la energia en términos de los coeficiente que se obtienen a través de
resolver de manera perturvativa las ecuaciones de Einstein en la frontera. Las siguientes expresiones son el
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resultado de realizar la anterior

r2 ’
1R21n (1) 4+ Y
iy - ) a2

2321 -1 Vl
Woo(r) — 7”‘2+3 H(T )+ o]

r2 ’

donde los coeficientes UL y VL son libres en lo que a la expansién en la frontera concierne, y distintos
valores de ellos dictaran diferentes comportamientos de la solucién cerca del horizonte. Integrar desde la
frontera para determinar los valores de estos coeficientes llevan al comportamiento de las funciones cerca
de 79, que es de interés pero requeriria de ajustes finos en la parte numérica, asi que por el contrario, se
entenderd que UL y V1 estdn relacionado con las particularidades de la solucién numérica y solo pueden
extraerse de ella, en particular, es posible que uno de ellos provenga del radio del horizonte, como se vera
un poco mas adelante. En lo que sigue se tomara, como en [4], £ = 1 para simplificar los célculos.

Al sustituir las funciones (3.3.2) en la expresion (3.2.6), considerando términos dominantes conforme

r va a infinito se obtiene
V3 3.1 2 >
E,= —-U B-1
P 87TG5 < 2 &0 + nrs

cuando se apaga el campo magnético debe recuperarse la expresién obtenida para la brana negra (3.2.13),
lo que insinua hacer la identificacién UL = —r{; como se habia anticipado, vincula los coeficientes en la
frontera con el comportamiento cercano al horizonte. Asi, se obtiene la expresién final

Vs (3
E, = e <2rg‘; + B%In 7‘> : (3.3.3)

El calculo anterior sugiere que la accién contiene términos divergentes, para verificarlo se toma el integrando
de la accién (3.2.7) con las funciones (3.3.2) y se toma r = 1/e, considerando términos dominantes con
€ — 0 resulta la expresion

32 8
S1 = /——3 + gBQEd% + 6(e), (3.3.4)
c €

que para € — 0, diverge y, en consecuencia, debe tener una correcién con términos extra en la frontera,
como se explicod en secciones anteriores. Como se vera en la discusion, esta divergencia es de esperarse
desde la perspectiva de la teoria de campos.

3.3.1. Espectro energético

Para tener una representacién grafica de los resultados numéricos y constatar que su apariencia parezca
correcta, se sustituye en (3.2.6) las funciones obtenidas para U,V y W de forma numérica (3.3.1) para
distintos valores de B, se evalua en un radio 7, arbitrariamente grande en comparaciéon con rg, y se
divide por el logaritmo de 7,,4:, obteniendo la gréafica.
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Figura 3.1: Grifica de la energia obtenida de manera numérica para las soluciones de las branas magnéticas vs la
intensidad de campo magnético.

Por otro parte, para simplificar la comparacién con la ecuacion (3.3.3) y expresar los resultados en
forma adimensional, se normalizan los resultados numéricos por un factor adecuado, permitiendo asi su
comparacion con la expresién més simple 1 4 B2 /T2

(16 it Gs5) E
31§

60
501
401
301
201
10

b

5 10 15 T2

Figura 3.2: Comparacion de las grificas 1+ B%/T? y la obtenida de manera numérica para la energia.

Para finalizar este capitulo se hard un breve resumen con los aspectos mas relevantes. Primero, se debe
enfatizar que el propdsito de este capitulo era presentar el cdlculo de la energia del espaciotiempo asociado
a las branas magnéticas, por supuesto, ya se sabia el de un caso limite (brana negra), restaba calcular
la energia de la otra solucién analitica (BTZxT?) y de la familia de soluciones construidas de manera
numérica. En segundo lugar, cuando se encontr6 una divergencia en los calculos se procedio a verificar
que la accién fuera finita, garantizando asi que el principio variacional permanezca bien definido y que
la expresién de Hawking-Horowitz para la energia (3.1.1) siga estando bien definida para las soluciones
numéricas. Finalmente, a través de la soluciéon numérica pudo obtenerse una grafica que mostrara que
el comportamiento de la energia es similar a una pardbola como funcién de la magnitud del campo
magnético.
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Capitulo 4

Discusion y Resultados

En este capitulo se discutiran los detalles respecto al cdlculo de la energia para las soluciones, asi como
los resultados encontrados y su relacién con la teoria de campos conforme mediante la dualidad. También
se proponen nuevas consideraciones en el problema y otra forma de resolverlo, que se espera de mejores
resultados.

4.1. La eleccion del fondo de referencia

Como ya se menciond, al realizar el cilculo de la energia a través de la férmula de Hawking-Horowitz,
debe considerarse un fondo de referencia para mantener finito el valor de la integral. El problema tratado
aqui se redujo a simplemente tomar en cuenta la curvatura extrinseca del espaciotiempo de referencia.
Debe resaltarse que dicho fondo de referencia es distinto para la solucién de la D3-brana y la solucién del
agujero BTZ. En la primera solucién se tomé como métrica de fondo el espaciotiempo AdS441; en cambio,
para la solucién BTZ , el fondo de referencia fue un espacio AdSo,; x T2. Ambas elecciones del fondo de
referencia mantuvieron a la energia finita.

Para las soluciones interpoladas entre las solucién de la brana negra y la solucion BTZ, dado el
comportamiento asintético de todos estos espacios, se tomé como fondo de referencia el espacio AdS441, lo
cual quita la divergencia debida al vacio en la teorfa de campo pero no la asociada al campo magnético. Si
bien el célculo (3.3.4) muestra que es necesario considerar términos de frontera en la accién que controlen
la divergencia encontrada en la energia, la importancia de la expresién (3.2.6) es que nos permite conocer
la forma exacta en que ocurre la divergencia y por ello estar en posicién de regularizarla, dejando el
trabajo de renormalizacién holografica para mas adelante.

4.2. Comparacion entre las energias con los resultados perturbativos en
teoria cuantica de campos

A través de técnicas de teoria de campos es posible calcular la energia a la teoria dual a los fondos
gravitacionales que se han estudiado. En esta seccién se hard una comparacién entre la densidad de energia
que se ha obtenido para las soluciones analiticas, y los resultados que se sabe que existen en la literatura
para las teorias de norma en presencia de un campo magnético.
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4. Discusién y Resultados

El hecho de encontrar una divergencia asociada a la presencia del campo magnético y que esta deba ser
renormalizada estd en concordancia con los resultados en los calculo perturbativos en teoria de campos. La
energia del vacio para una teoria de norma en presencia de un campo magnético fue calculada en [2], los
autores encuentran que, en efecto, es necesario introducir un nuevo parametro que absorba la divergencia
producida por el campo magnético. En su caso encuentran que tal divergencia es proporcional a B y no a
B2, pero esto es de esperarse, pues el tratamiento es distinto, del lado gravitacional el resultado no es
pertubativo, mientras que del lado de teoria cuantica de campos, los calculos son perturbativos, por esta
y otras diferencias entre las teorfas, una comparacién cuantitativa no es pertinente, pero la aparicion de
una divergencia asociada al campo magnético es cualitativamente consistente.

Por otro lado, en el caso tratado aqui se han encontrado la energia de una de las dos soluciones
analiticas: la solucién correspondiente al agujero negro BTZ, que asintéticamente se aproxima AdSs, 1 x T2
y, por ende, le corresponde una teoria de campo en 1+ 1 dimensiones. Y se ha corroborado la energia
de la otra solucién, la D3-brana negra, que se aproxima asintéticamente a AdSy441, por consiguiente, la
correspondencia indica que tiene asociado una teoria de campo en 3 4+ 1 dimensiones.

Antes de introducir los resultados de la teoria de campos, deben manipularse las expresiones que se
obtuvieron del lado gravitacional para que adquieran una forma que facilite la comparacién con el trabajo
de D’Hoker y Kraus. Se tomara £ = 1 para la brana negra y £ = 1/1/3 para el agujero BTZ, también se
tomard G5 = 7/2N? y las temperaturas asocidas por (3.2.14) y (3.2.15). Asi, la densidad de energia para

el agujero BTZ queda como
E BVard 4 BV, N?T?
Ograr = —22 = V2T03 = \f 2 (4.2.1)
Wi 167Gl 3 12

donde se ha hecho V3 = V; V5 pues se tiene una métrica diagonal, B = v/3B y Vo = /3V5. La densidad de

energia en la brana negra queda como

) _Epp _ 3 _ 3N*mT (4.2.2)
A 74 167Gs05 4 2 -

Ahora bien, en lo que corresponde a la teoria de norma, puede consultarse en [3] que después de
realizar la integral p = [T'dS, las energias en las teorias de campo duales a la solucién BTZ y a la brana
negra estan dadas respectivamente por,

N272T4 BV, N2T?2
Pgauge = 9 Y  Ogauge = 13 (4.2.3)

donde en el mismo [3] reportan que a cada una le corresponde

S 2m?N?T?

L, 6 Vv 3

S _ BVaN? 2

A partir de las expresiones anteriores, y en virtud de las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.1), se observa que la
densidad de energia obtenida del lado gravitacional difiere por un factor de 3/4, mismo factor encontrado
en [28] y [3], para temperaturas bajas y un factor \/4/3 para temperaturas altas como también obtuvieron
en [3].

4.3. Discusion

La correspondencia norma/gravedad permite encontrar la densidad de energfa en la teoria de campo
dual. En el articulo [28], se encuentran los célculos de la energia dual. Para el problema que se presento,
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4.4. Conclusiones y trabajo futuro

se utilizo la misma idea para calcular una energia que, sin entrar en detalles de como se interpreten estos
resultados a través de la correspondencia, sirva como referencia para todas las aplicaciones que pueda
tener la métrica de la brana magnética.

Como pudo observarse en la grafica 3.2, el comportamiento de la energia es proporcional al cuadrado
de la intensidad del campo magnético, manteniendo al sistema a temperatura constante, eso sugirié que
era posible expresar la energia a través de un tratamiento analitico. Usando la expansién de Fefferman-
Graham, pudo calcularse la energia asociada a la métrica de las branas magnéticas, donde se obtuvo un
comportamiento divergente en la densidad de energia de forma logaritmica en funcién de la coordenada
radial.

En este trabajo se ha encontrado que la energia diverge y, mejor aun, pudo encontrarse la forma
especifica en la que diverge en términos de la escala energética. Esto ultimo alienta la posibilidad de
obtener un resultado finito renormalizando la densidad de energia, para ello deben agregarse términos de
frontera para mantener la accién finita al estilo Gibbons-Hawking. Los términos de frontera aparecen
como potencias y logaritmos de la coordenada radial y se espera que dichos términos al volver finita la
accion en la capa de masa, también vuelvan finita la densidad de energia.

A través de la expresién de la densidad de energia pueden obtenerse otros parametros en la teoria de
campos, como la entropia, entonces la expresion de la densidad de energia puede servir para calcular la
entropia en la dualidad con un factor numérico, como ya se ha visto en los resultados que se han obtenido
hasta ahora, y eso es parte de la motivacion de la presente tesis.

4.4. Conclusiones y trabajo futuro

La férmula para la energia obtenida por Hawking y Horowitz resulté de gran utilidad para realizar el
andlisis de las soluciones analiticas de la energia de la branas magnéticas, gracias a que dicho método
emplea el comportamiento asintotico de la métrica. Para las branas magnéticas se consiguié parametrizar
la divergencia que aparentemente ocurria en [3], abriendo la puerta a definir correctamente los términos
de frontera. La forma en que se calcul6 fue a través de regularizar la energia usando la solucién numérica.

Se logré calcular la energia ADM de la métrica de las branas magnéticas. El caso BTZxT? es una
solucién analitica disconexa de la familia que se construye numéricamente, como se ve que es disconexa
es en su comportamiento asinttico. Por un lado, la familia de soluciones es asintéticamente AdSyyq,
mientras que la solucion BTZxT? es asintéticamente AdSo, 1 x T2, en otras palabras, su frontera es
distinta a pesar de ser soluciones en cinco dimensiones. La divergencia que aparece en la energia para
las branas magnéticas solo es una confirmacién de la necesidad de términos de frontera proporcionales a
B? en la accién gravitacional para que el principio varacional esté bien definido. Debe enfatizarse que
a través la expresiéon (3.2.6) pudo realizarse el célculo de la energia de toda la familia de soluciones
(3.3.1), para las soluciones numéricas tuve que usarse la expansién de Fefferman-Graham, gracias esto
se sugiere la identificacion de uno de los coeficientes, aun resta uno por determinar y verificar que, en
efecto, puede hacerse la identificaciéon que aqui se ha propuesto, pero esto es un avance para determinar el
comportamiento de la métrica cerca de la frontera.

Para determinar la energia de manera analitica debe hacerse uso de la renormalizacién holografica
para quitar los términos divergentes dentro de la accién y verificar (si es el caso) la forma funcional de
la densidad energia obtenida con la regularizaciéon. Ademaés se propone verificar la conjetura de Myers-
Horowitz haciendo la doble continuacién analitica para determinar la energia para dichos espactiempos a
los que le corresponde teorias conformes no supersimétricas, una vez que es conocido el procedimiento
analitico para renormalizar la energia.
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Apéndice A

Ecuaciones de movimiento

El sistema
2W2(r) [4B% + V(r) (U'(n)V'(r) + U(r)V"(1)] —
V(r)W(r) [2V(r) (U'(r ) ( ) U(r)W"(r)) + U @)V’ (r)W'(r)]
+Ur\VAHr)W?2(r) =0
AV () W2(r)V" (r) = 2W2(r)V2(r) = V2 (r) (W2(r) = 20 ()W (r)) = 0 (A.0.1)
W(r) [-8B% + 6V3(r U”( ) — ) 6V (U’ (r)V'(r)] +3v2( YU (r) W' (r) = 0
W (r) (4B% + 2V (1)U (r)V'(r) + U(r)V'(r) — 24V2(r) )

V()W (r) (V(r)U'(r )+2U( W'(r) =0,

resulta de sustituir el ansatz (3.2.1) en las ecuaciones de movimiento obtenidas al demandar que se anule
la variacién de la accién (3.2.7) respecto a la métrica.

Para cualquier métrica de la forma (3.2.1), el campo (3.2.8) serd solucién a las ecuaciones derivadas
en (3.2.7) al variar el potencial electromagnético.
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