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Introduccion

La presente tesis tiene por objetivo estudiar las componentes conexas
del espectro primo del anillo global de representaciones de un grupo fi-
nito y la relaciéon que existe con los idempotentes primitivos del anillo
global de representaciones de un grupo finito. Para llegar a este resulta-
do se utilizan la teoria y resultados de Algebra Conmutativa, topologia,
y teoria de representaciones y caracteres de grupos finitos.

En el capitulo uno de este trabajo, primero se desarrolla Teoria de Alge-
bra Conmutativa enfocada en el conjunto de ideales primos de un anillo
Notheriano A, que es el espectro primo de A y lo denotamos por Spec(A),
en el que se define la topologia de Zariski asociando a cada subconjunto
E de A el conjunto

V(E)={P € SpecA: E C P} C SpecA

formado por los ideales primos de A que contienen a E, que estos definen
los cerrados en una topologia de Spec(A). Por otro lado, un elemento de
A se dice que es idempotente si al multiplicarse por si mismo sucesivas
veces da él mismo, y un idempotente se llama primitivo si es distinto
de cero, tal que si es la suma de dos elementos ortogonales, entonces al-
guno de los dos es cero. Los elementos idempotentes de un anillo A son
utiles para estudiar sus propiedades. Asi, si A es un anillo Noetheriano
se obtiene que Spec(A) es un espacio Noetheriano, y se establece una co-
rrespondencia entre los idempotentes primitivos de A y las componentes
conexas de Spec(A).

Se da un repaso de la Teoria de G conjuntos, para un grupo finito G.
Ademas, se desarrolla la Teoria de biconjuntos, dados dos grupos Gy H,
un conjunto X se dice que es un (G, H)-biconjunto si es un G— conjunto
izquierdo y un H—conjunto derecho tal que la G— accién y la H— acciéon
conmutan, a este (G, H)-biconjunto se denota por ;Xp. Los biconjuntos
se caracterizan por la Descomposicion de Bouc:



”Sean G, H grupos, P, y P, las proyecciones de Gx H a G y H respec-
tivamente.

A = P(D)
A; = {aeG|(a1)eD}<A

C, = [beH|(1,b)eD)<C

Si X es un (G, H)-biconjunto transitivo, X = % para algan subgrupo D
de G x H tenemos el siguiente isomorfismo de (G, H)-biconjuntos

GxH
D

donde B es el grupo C/Cy, w: C - By n': A— A/A; los morfismos pro-

Jn

yeccion, f es el isomorfismo del lema 3y p=f o’

= GGA XAPBB XBBT(C X CHH

En el segundo capitulo se define el anillo de Burnside de un grupo fi-
nito G, B(G), que es el cociente del grupo libre abeliano con base en el
conjunto de G—conjuntos finitos, hasta isomorfismo, sobre el subgrupo
generado por los elementos de la forma ([ XUY])—[X]-[Y] para cada par
de G—conjuntos. Se define el homomorfismo de anillos entre el anillo de
Burnside de un grupo finito G y el anillo [ [y Z

¢: B(G) — [lgesZ
X — (pu(X))yew

donde ¥ es el conjunto de representantes de las clases de conjugacion
de los subgrupos de G, y ¢y(X) es la marca de H en X. La matriz aso-
ciada a ¢ se le llama la tabla de marca de G y se denotara por .Z(G).
De este homomorfismo se puede ver al anillo de Burnside de un grupo
finito G como un subanillo del anillo Z" (donde # es el nimero de las
clases de conjugacion de los subgrupos de G). Ademas, se deduce que
B(G) es un anillo Noetheriano, se describen los ideales primos de B(G),
para después especificar cuales son las componentes conexas de B(G) y
finalizar con el Teorema de Dress, para un grupo finito G se tiene que
los idempotentes primitivos de B(G) estan en biyeccion con las clases de
conjugacion de subgrupos perfectos de G.

En el tercer capitulo se define el grupo de representaciones de un gru-
po finito G sobre C como el grupo de Grothendick de la categoria de
CG-modulos finitamente generados (salvo isomorfismo) con respecto a
®, y se denota por R¢(G) o R(G). Exploramos la teoria de caracteres de
grupos finitos y se desarrolla algunas de sus propiedades elementales.
Para cada a € G, se define la aplicacion

x(a): R(G) — C
M  — try(a)

Por otro lado, si M es un CG-moéddulo, entonces cada elemento a de G
define una transformacion lineal invertible de M. Se define el caracter
de M como la funcidon

XM G — C
a — try(a)



Este desarrollo se contintia con la introduccién de La tabla de caracteres
de G, que se denota por x, es una matriz cuadrada cuyas columnas son
indexadas por clases de conjugacion de G , y las filas estan indexadas
por clases de isomorfismo de CG-moédulos simples S. Sean gy,...,g, re-
presentantes de las clases de conjugacion de G, la (i, ) entrada de x es

Xi(gj)-

En el capitulo final se introduce y desarrolla la construcciéon del anillo
global de representaciones de un grupo finito, que denotamos por ID(G),
el cual generaliza y relaciona las propiedades del anillo de representacio-
nes y el anillo de Burnside, este anillo fue definido por el Dr. A. Gerardo
Raggi Cardenas y el Dr. Luis Valero Elizondo en su articulo Global repre-
sentation ring [Raggi-Valero]. El anillo de representaciones y el anillo de
Burnside inducen funtores de biconjuntos y de forma analoga también
puede definirse un nuevo funtor a partir del anillo global de represen-
taciones de forma natural, este es el funtor global de representaciones el
cual es un funtor de biconjuntos, estos funtores se desarrollan en el tra-
bajo de la M.C. Karley Tatiana Cardona Echenique, en su tesis EIl funtor
global de representaciones como funtor de biconjuntos de Green [Cardonal.

De los caracteres de CG—modulos se definen homomorfismos de anillos
ZHa : D(G) — []n,pes €, para cada subgrupo H de Gy a € H, y por
medio de estos homomorfismos se define un homomorfismo de anillos
.7 de D(G) a [l(1,p)es € , donde & = {(H,b)|[H < G, b € H}. De forma
analoga que con el anillo de Burnside se describen los ideales primos
de ID(G), para después construir las componentes conexas del espectro
primo de ID(G). Y asi, establecer la relacion entre los idempotentes del
anillo de Burnside de G y los idempotentes primitivos del anillo global
de representaciones de G.






Preliminares

En este capitulo se desarrollan los resultados necesarios de Algebra Con-
mutativa, para ello se enunciaran algunas definiciones y propiedades de
anillos, de los biconjuntos, y culminar con el Teorema primordial para
este trabajo.

1.1. Elespectro primo de un Anillo Noetheriano.

En esta seccién se introducen resultados de Algebra Conmutativa, en
particular para anillos noetherianos necesarios para el desarrollo de es-
te trabajo, principalmente los idempotentes primitivos de estos anillos.
Ademas, de conceptos de Topologia, y asi describir la relaciéon que existe
entre un anillo noetheriano y su espectro primo, considerando la Topo-
logia de Zariski.

El primer resultado es el Prime Avoidance Lemma y el Teorema del Re-
siduo Chino,

Lema 1 Sea A un anillo conmutativo. Si Iy,...,1,, son ideales de A y P es un
ideal primo tal que ﬂ?zlli C P, entonces existeun j € {1,...,n} tal que I; C P.

Demostracion. Supongamos que [; € P para todo j € {1,...,n}. Enton-
ces, para cada j existe un elemento a; de I; tal que a; € P, se tiene que
ay---a, €ly---1, C ﬂ}“:lli. Puesto que P es primo, entonces ay---a, € P,
asi, ﬁ;?:lIi Z P, lo cual es una contradiccion y por lo tanto I]- C P para
algan j e {1,...,n}. O

Sean A un anilloy I,...,I, ideales de A. Se define el homomorfismo

0:A— ﬁA/II-
j=1

dado por O(x) = (x+1I,...,x+1,).



Teorema 1.1.1 1. Sily,...,I, son ideales de A tales que si i # j los ideales
I; e Ij son coprimos, entonces

n n
[ ==
j=1 j=1

2. 0 es supreyectiva si y solo si los ideales I; e I; son coprimos siempre que
1#].
3. 0 es inyectiva si y solo si ﬂ;?:lli =(0).

Demostracion. Para su demostracion ver [Bourbaki, pag. 53]. O

Definicion 1 Al conjunto de ideales primos de un anillo A se le denota por
Spec(A) ={P C A|P es un ideal primo de A}
y se le llama espectro primo de A.

Se introduce una topologia en el espectro primo de un anillo de la si-
guiente forma

Definicion 2 Sea A un anillo. A cada subconjunto E de A se le asocia el
conjunto de ideales primos de A que contienen a E, se denota por V(E), es
decir,

V(E)={P € Spec(A)|E C P}

Sean E,E’ C A tales que E C E’, entonces V(E’) C V(E). En particular, pa-
ra cada subconjunto E de A y si I es un ideal generado por los elementos
de E, entonces V(E) = V(I). Se cumplen las siguientes propiedades

Proposicion 1.1.1 Sea A un anillo conmutativo con uno. Entonces,
1. V(A)=0y V(0) = Spec(A).
2. Sil,] son ideales de A, entonces

V() =v(IHuv().

3. Si{lj}jes es una familia de ideales de A, se cumple que

g Y L= vy

jed jed jed

1% =V




4.

Si I y ] son ideales de A tales que I C ], entonces V(J) C V(I).

Demostracion. 1.y 4. son obvias.

2.

1.

2.

3.

SiPeV(I)uV(]) entonces] CPo ] CPyasil]CP,setiene que
P e V(I]). Reciprocamente, si P € V(I]) y P ¢ V(]), entonces existe
a € ] tal que a ¢ P, pero para todo b € I se tiene que bae€ I] CPy
como P es primo, entonces b € P para todo b € I, es decir, I C P.
Entonces, V(I]) = V(I)U V(]).

Sea {I;};c.s una familia de ideales de A, entonces un ideal primo P

contiene a la suma ) ;. I; siy solo si contiene a cada I; y asi que

fo] =1V,

jeod jeod

1%

Ademas, ) .., I; es generado por ;e I; y por la anterior observa-
cion se tiene que V(Z]‘egﬂj) =V(Ujer Ij)-

O

De esta Proposicion se sigue que los conjuntos V(I) definen los cerra-
dos en una topologia en Spec(A),

Definicion 3 Sea A un anillo conmutativo con unidad. A la topologia defi-
nida por los cerrados V (E), anteriormente definidos, se le llama la topologia
de Zariski en Spec(A).

Ahora, si A es un anillo se tiene la construccion reciproca de V(I). Sea U
un subconjunto de Spec(A), se define

um:ﬂp

pPeU

Note que I(U) es un ideal de A, para todo subconjunto U de Spec(A). Las
siguientes propiedades son inmediatas,

Si U C U’ C Spec(A), entonces I(U’) C1(U).

Sea {Uj}e.s una familia de subconjuntos de Spec(A), entonces

Uw:ﬂuw.

jed jed

I

I({p})

I
=



Definicion 4 Un espacio topoldgico X tal que X = 0, se dice que es irreduci-
ble si cuando Y,Z C X, donde Y y Z son subespacios cerrados, entonces

X::YUZ.

Los subespacios de X que son irreducibles maximales, es decir, que no estén
contenidos estrictamente en otro subespacio irreducible, son las componentes
irreducibles de X.

Sea X un espacio topologico, consideremos en X la siguiente relacion

x~y & JKCX conexo tal que x,y € K

Se sigue que esta relacion ~ es una relacion de equivalencia.

Definicion 5 Las clases de equivalencia de esta relacion son las componentes
conexas de X.

Note que la cerradura de un subespacio irreducible también es irredu-
cible, entonces las componentes conexas de un espacio topoldgico son
cerrados. Ademas, los espacios irreducibles son conexos, se sigue que ca-
da componente irreducible de un espacio topoldgico X esta contenida en
una componente conexa de X.

Dado un anillo A # 0, el conjunto de ideales primos de A tiene un ele-
mento minimal con respecto a la inclusion (C) y se le llama primo mini-
mal, y estos influyen en las componentes conexas de Spec(A),

Lema 2 Sea A un anillo y X = Spec(A). Para cada ideal P de A, V(P) es
irreducible en X si y solo si I(V(P)) es un ideal primo. Entonces las compo-
nentes irreducibles de X son los subconjuntos V(P) donde P es un ideal primo
minimal de A.

Demostracion. Supongamos que V(P) es irreducibleen X ysean f,g€ A
tal que fg e I(V(P)) se sigue que V(fg) 2 V(I(V(P))) € V(P), entonces

V(P)=(V(f)NnV(P)N(V(g)NV(P)),

asi que, V(f)NV(P) = V(P)o V(g)NnV(P) =V(P), f e I(V(P)) o g €
I(V(P)).

Ahora, si I(V(P)) es un ideal primo y existen U, W ¢ V(P) cerrados tal
que V(P)=UUW, entonces I(V(P)) ¢ I(U),I(W)y I(UUW) C I(V(P)),
existen f € [(U)y g € I(W) tales que f,g & I(V(P)), pero fg € I(V(P)), lo
cual es una contraccion. O



Definicion 6 La dimension de Krull de un anillo A es el supremo de las
longitudes de las cadenas crecientes de ideales primos de A, es decir, el anillo
A tiene dimension finita n si admite una cadena de ideales primos

P()CPlC"'CPn

y cualquier otra cadena de ideales primos de A tiene longitud menor o igual
an.

Dado un anillo A se dice que es Noetherino, en honor a Emmy Noether
(1882 -1935), si cada ideal de A es finitamente generado.

Definicion 7 Un espacio topoldgico X se dice que es noetheriano si, toda
sucesion estrictamente decreciente de cerrados de X es finita.

Note que, si A es un anillo notheriano, entonces Spec(A) es un espacio
topologico noetheriano.

Teorema 1.1.2 Todo espacio topoldgico Noetheriano se descompone en una
union finita de sus componentes irreducibles

Demostracion. Para su demostracion ver [Navarro, pag. 152]. O

Corolario 1.1.3 En un espacio topologico noetheriano todo subconjunto ce-
rrado es la union finita de cerrados irreducibles.

Corolario 1.1.4 Todo anillo noetheriano R tiene un niimero finito de ideales
minimales y cada ideal primo de R contiene algun ideal primo minimal.

En los siguientes Teoremas se enuncia el caso cuando las cadenas de idea-
les primos en las extensiones enteras pueden ser extendidas por inclu-
sion ascendente, o el caso cuando una cadena puede ser extendida por
inclusion descendente.



Teorema 1.1.5 (Going-up) Sean A,B anillos, tal que A C B y B es entero
sobre A. Sean P; C --- C P, cadena de ideales primos de Ay Q1 C--- C Q,,
cadena de ideales primos de B tales que para todo 1 < j < m se cumple que

Pi=Qj=Q;NA4,
entonces existen Q,,,1,...,Q, € Spec(B) tales que
b=Q/=Q,NA, paral =m+1,...,n.

Demostracion. Para su demostracién ver [Atiyah-Macdonald, pag. 62].
O

Notacion 1 En lo que sigue de esta seccion A denotard un anillo conmutativo
con unidad y Noetheriano.

Definicion 8 Un elemento a € A se llama idempotente si
a‘=a.

Note que en un anillo siempre son idempotentes 0 y 1. Un idempotente
e € A se llama central si

para todo a € A, se tiene que ae = ea.
Un conjunto E de idempotentes de A se llama ortogonal si
VefeE exf=ef=0.

Se dice que dos idempotentes ¢, f € A son ortogonales si el conjunto {e, f}
es ortogonal.

Definicion 9 Un idempotente e € A se llama primitivo si e = 0 y si dado
e = ey +e, con ey, e, ortogonales se tiene que ey =00 e; = 0.

Un conjunto finito {ey,...,e,} de idempotentes de A se llama completo si
cumple que
ep+---+e,=1.

Notacion 2 Sea X = Spec(A). Para todo f € A, el conjunto abierto X — V(F)
se denotard por Xy.



La descomposiciéon de un anillo en producto directo de anillos esta en co-
rrespondencia con la descomposicion de su elemento identidad en suma
de idempotentes ortogonales, tal como veremos en la siguiente demos-
tracion. Finalmente, a continuacion se enuncia el Teorema fundamental
de esta secciéon que relaciona los idempotentes primitivos de un anillo
Noetheriano y las componentes conexas de su espectro primo.

Teorema 1.1.6 Existe una correspondencia uno a uno entre los idempotentes
primitivos de un anillo Noetheriano A y las componentes conexas del espacio
topoldgico Noetheriano Spec(A).

Demostracion. Sean Uj,..., U, las componentes conexas de Spec(A), se
sigue que U; es cerrado, entonces U; = V(P;) para algtn ideal minimal P,
de A. Se tiene que

X = O V(P).
=1

1

Ademas, V(P;) N V(P;) =0 sii# j, entonces

v+ ] [m = Jvipnvie) =0

i#] i#]
Asi que, P; + ]_[?;jPZ- = A.Sea I; =[]/, P, existen ¢; € P; y f; € I; tales que
€ +f]- = 1. Para los elementos f,..., f,, se cumple lo siguiente
L f?=f
Sin perdida de generalidad se supone que N}, P, = 0. Se tiene que

2 2
ej=ejlej+fj)=ej+ejfi=e,

puesto que ¢;f; € N/, P;, entonces sz =(1-¢)(1-¢j) = 1+e]2—2e]~ = f;-

2. Sii=#j, fifj = 0. Puesto que, f;f; € "L, P..

3.YM fi=1. § i
1-) fi=(-f)- ) f
i=1 i=1,i=k

se tiene que 1 — fy = e, € Py sii =k f; €[], P C P, entonces
1-Y1L, fien’, B =0,y se obtiene lo deseado.

Por lo tanto, los elementos fi,..., f,, son los idempotentes primitivos del
anillo A.

Por otro lado, sea {ey,...,e,} el conjunto de los idempotentes primitivos
de A y lo denotamos por Idem(A).

Puesto que e; +---+¢, =1 y Idem(A) es un conjunto ortogonal, se sigue
que A es la suma directa de ideales

A=L&---®1,



Entonces se tiene el homomorfismo del Teoremal.1.1

0:A—| [a/r

n
i=1

dado por O(x) = (x + I,...,x + I,,), el cual es un isomorfismo. Se tiene
que A es el producto directo de los anillos A/I;. Sean 1; : A — A/I; las
proyecciones canodnicas y P; = ]_[7;:1' A/I; su kernel, puesto que N;P; = 0 se
tiene que

Jvier=vi()py=vio=x
i=1 i=1

ademas, V(P + P;) = V(1) = 0, el complemento de V(F) es Uj,; V(P;).Asi,
se deduce que X es la unién disjunta de subespacios que son abiertos y
cerrados.

O

1.2. Biconjuntos.

En esta seccion se enuncian algunos resultados de G—conjuntos, que se
utilizaran en este trabajo. Al conjunto de subgrupos de G se denotara por
S(G), paracada g € Gy H € S(G) se tiene que gHg! est4d nuevamente en
S(G) y define una G—accién en S(G). Asi, se puede considerar el conjun-
to de G—orbitas de S(G), que se denotara por G\S(G), y al conjunto de
representantes de cada G—orbita se denota por [G\S(G)].

Proposicion 1.2.1 Se tienen los siguientes resultados para G—conjuntos
1. Todo G—conjunto es una union disjunta de G—conjuntos transitivos.

2. Sean H, K < G. Los G—conjuntos G/H y G/K son isomorfos si y solo si
H y K son conjugados en G.

3. Sea X un G—conjunto, entonces

X = |_| TlHG/H, HHEZ.
He[G\S(G)]

Demostracion.

1. Sabemos que un G—conjunto es la unién disjunta de érbitas. Ahora,
si X es un G—conjunto transitivo y si x € X, para cada y € X exis-
te A, € G tal que y = A,x. Asi, bajo las funciones ¢ : G/G, —» X y
¢ : X — G/G, dadas como @(gG,) = gxy ¢(v) = 1,G,, se tiene que
Xy G/G, son isomorfos.



2. Supongamos que G/H y G/K son isomorfos, existe un isomorfismo
de G—conjuntos ¢ : G/H — G/K. Asi, existe g € G tal que p(H) =
¢K, para todo h € H se cumple que

¢(H) = p(hH) = ho(H) = hgK,

entonces gK = hgK, es decir, H® < K. Por otra parte para todo k € K,
se tiene que

p(kH) =%kp(H) =2kgK = gkK = gK = ¢(H),

por inyeccion de ¢ se sigue que $kH = H, esto es que K < HS. Por
lo tanto, H8 = K.

3. Como (G,)? = Gy, de los incisos 1 y 2 concluimos que

X = |_| nyG/H, ny e Z.
HE[G\S(G)]

Se considera otro grupo H. Se dice que X es un (G, H)—-biconjunto si es
un G- conjunto izquierdo y un H-conjunto derecho tal que la G— accion
y la H— accién conmutan, es decir,

Vge G, Yhe H, Vxe X, secumple (gx)h = g(xh).

Se denotara a este (G, H)—-biconjunto por Xp.

Note que X es un G x H-conjunto bajo la accién
(g,h)x=gxh™!, Vge G, YheH, VxeX.

Asi que, todos los resultados de G x H—conjunto se cumplen en X. Se
denota el conjunto de G x H—orbitas de X por G\X/H.

Sean X , Y (G,H)-biconjuntos. Decimos que una funciéon ¢ : X — Y
es un homomorfismo de (G, H)-biconjuntos si,

¢@(gxh))gp(x)h, Vg€ G, Yhe H, VxeX.

Ejemplo: 1 Ahora, se analizan ejemplos importantes de biconjuntos.

1. sean H, K grupos. Si ¢ : H — K es un homomorfismo de grupos, en-
tonces

a) K es un (K, H)-biconjunto con la accion dada por
VheH, VleK, YkeK, lkh=I1kgp(h).

A este biconjunto lo denotamos por x Kgy.



b) Ademadas, K es un (H, K)—-biconjunto bajo la accion
VheH, VYleK, YkeK, hkl=q@(h)kl,

y lo denotamos por g pKp.

c) En particular, si ¢ es un isomorfismo de grupos, se denota por

oK
150.

2. Sea K un grupo. Para cada subgrupo H de K, tenemos los siguientes
biconjuntos

a) yKy esun (H,K)-biconjunto con la H— accion izquierda y la K-
accion derecha dadas por la multiplicacion en K. A este biconjun-
to se denota por resk (res significa restriccion).

b) De forma andloga, x Ky es un (K, H)—biconjunto con la K— accion
izquierda y la H— accion derecha dadas por la multiplicacion en
K. A este biconjunto se denota por indX (id significa induccion).

3. Sean H un grupo y N <H. Si w: H — H/N es el homomorfismo pro-
yeccion, del primer ejemplo se sigue que

a) ywH/Ny/N es un (H,H/N)-biconjunto, se denota por ianIf (inf

significa inflacion).

b) y/NH/Nmy es un (H/N,H)=biconjunto, y se denota por defX
(def significa deflacion).

Sean G, H, y K grupos finitos. Si X es un (G, H)-biconjunto y Y un
(H, K)-biconjunto, el conjunto X x Y es un H-conjunto con la accion

h(x,vy) = (xh, h_ly), VYVheH,VxeX, VyeY.

La H- orbita de (x,y) se denota por [x, ]y el conjunto de orbitas G\XxY
por XxgY.
Ademas, XxyY es un (G, K)-biconjunto bajo la acciéon definida por,

glx, v]k = [gx,vk], Vg€ G, VkeK, VY[x,y] € XxyY.

Ejemplo: 2 Denotamos por G a un grupo finito, consideremos algunas ope-
raciones importantes en los G—conjuntos

1. Sea H un subgrupo de G.



» Si X es un G—conjunto, por restriccion X es un H—conjunto, este
H—conjunto es denotado por reng. Si f:X — Y es un homo-
morfismo de G—conjuntos, sea la funcion resgf : reng — reng
donde f se considera como un homomorfismo de H—conjuntos.
Asi, se tiene un funtor (restriccion) de la categoria de G—conjuntos
en la categoria de H-conjuntos,

resg : G—conjuntos — H — conjuntos.

= Si Z es un H—conjunto, el G—conjunto inducido es GxyZ, y se
denota por indeZ. Ahora, si f : Z — T es un homomorfismo de

H—conjuntos, entonces la funcion indgf : inng — inde dada
por indgf((g,z)) = (g, f(2)). Define un funtor (induccion) de la
categoria de H—conjuntos en la categoria de G-conjuntos,

indg :H —conjuntos — G — conjuntos.

2. Si H<LG, todo G/H—-conjunto X es un G—conjunto por inflacion con la
accion,

VxeX, Vge G, gx=(gH)x.

Asi, se tiene un funtor (inflacion) de la categoria de G/H—conjuntos en
la categoria de G—conjuntos.

3. Finalmente, sea H un subgrupo de G y x € G. Si Z es un H—conjunto,
el grupo *H actiia en Z por

Vze Z,¥Nge*H gz =(g")z

esto da un *H—conjunto, denotado por *Z. Si f : Z — T es un homo-
morfismo de H—conjuntos, entonces la funcion ¢, y(f):*Z — *T dada
por ¢, y(f)(z) = f(z) es un homomorfismo de *H—conjuntos. Asi, se tie-
ne un funtor (conjugacion) de la categoria H—conjuntos en la categoria
*H—-conjuntos,

cxy : H—conjuntos - *H — conjuntos.

Para estos ultimos biconjuntos tenemos los siguientes resultados,

Proposicion 1.2.2 Sean G, H, K y L grupos.

1. Si X esun (G, H)-biconjunto, Y un (H, K)-biconjuntoy Z un (K, L)-biconjunto,
existe un isomorfismo canonico de (G, L)-biconjuntos

(XX Y)xgZ = Xxg(YxxZ)

2. Si X es un (G,H)-biconjunto y Y un (H, K)-biconjunto, existe un iso-
morfismo canodnico de (G, K)-biconjuntos

XxgY =YxyX



3. Si X, X" son (G, H)-biconjuntosy Y, Y’ son (H, K)—biconjuntos, existe
un isomorfismo canonico de (G, K)—biconjuntos

XXH(Yl_l Y,)
(XU X)xpY

(XxpY)U (XxgY')
(XxpY)U (X xgY)

e 1R

Sea X un (G, H)-biconjunto transitivo, por la Proposiciéon 1.2.1 podemos
escribir a X como X = GXTH para algin D € S§(G x H). Consideremos P; y
P, como los morfismos proyecciones de G x H a G y H respectivamente.

Denotamos,

A = P(D)
Ay = laeG|(a,1)eD}<A '

C; = {beH|(1,b)eD}<C

Lema 3 Continuando con la anterior notacion se cumple que,
A/A; =C/C;.

Demostracion. Para cada a € A existe ¢ € H tal que (a,c) € D, entonces
¢ € C, considere la relaciéon

. A <

f . Al - Cl

CZAI e CC1

Si existe b € A tal que aA; = bA;, se sigue que a 'b € A, entonces
(a_lb, 1) € D. Ademas, existe e € H tal que (b,e) € D, se tiene que

(1,cet)=(a,c)a b, 1) (b7 et eD,

asi que, ce’le C1, es decir, cCy = eCy. Se deduce que f esta bien defini-
da, de forma analoga se demuestra que f es inyectiva y es claro que es
sobreyectiva.

Sean s,t € A/A;, existen a,b € A tales que s = aA; y t = bA,. Existen
c,e € C tales que (a,c),(b,e) € D, entonces (ab,ce) € D, asi se tiene que

f(aA1bA,) = f(abAy) = ce = f(aA1)f (bA}),

se sigue que f es un homomorfismo de grupos. Por lo tanto, f es un
isomorfismo de grupos.
O

Se denota al grupo C/C; por B. Sean t: C - By 7w’ : A — A/A; los
morfismos proyeccion, y sea p = f ont’. Note que 7 y p son sobreyectivos.



Teorema 1.2.1 (Descomposicion de Bouc) Sean G, H grupos. Con la no-
tacion en 1.1 tenemos el siguiente isomorfismo de (G, H)—-biconjuntos

GxH
D

= GGA XAPBB X BBT(C X CHH

Demostracion. Considere la siguiente relacion

p: SH G xapBpxpBrcxcHy
(g’h)L - [g;l;l,h_l].

Si existen (g,h),(u,v) € G x H tales que (g, h)D = (u,v)D, entonces existe
(a,c) € D tal que (g, h) = (u,v)(a,c), se sigue que g = uay h = vc, asi que
¢((g,h)D) = [ua,1,1,c'v71], note que

[ua, 1,1,c_1v_1] =[u,alp, 1Bc_1,v_1] = [u, f(aAy), c_lCl,v_l],

ademas, f(aA;) = cCy, entonces ¢((g,h)D) = [u,1,1,v7'] = ¢((u,v)D), de
lo cual se deduce que ¢ esta bien definida.

Por otro lado, si existen (g, h), (u,v) € GxH tales que ¢((g, h)D) = ¢((u,v)D),
entonces existen a€ Ay c,d € C tales que

(u,1,1,v ") = (ga,atdCy,d ' Cic,c ).

Asique, u = ga, v="hcysi f(aA;) = eCy, se tiene que (a,e) € D. Enton-
ces e ld,dlce C;, implica que (1,e‘1d),(1,d_lc) € D, en consecuencia
(a,c) € D, entonces (g, h)D = (u,v)D. Por lo tanto, ¢ es inyectiva.

Ahora, se demostrara que ¢ es sobreyectiva, para esto sea [g,xCy,yCy, h]
un elemento de ;G4 x ,pBp x gBmc x cHy, puesto que f es sobreyectiva
existe a € A tal que f(aA;) = xCy, asi que

(¢,xCy,vCy,h] = [g f(aA,),vCy,H]
[§,a1,1y, h]
= [ga,1,1,ph]

entonces ¢((ga, h_ly_l)D) =[g,xCy,yCy, h], es decir, @ es sobreyectiva.
Sean (g,h),(u,v) € Gx H, se tiene que

o((gh) (4,v)D) = [gu,1,1,v7 h7"]
= g[u,1,1,v 1 h!
= (@MW, 1,1,v7]
= (& he((u,v)D),

se deduce que ¢ es un homomorfismo de (G x H)—conjuntos

Sean G, Hy K grupos.Si ¢ : G — Hy ¢ : K — G son homomorfimos de
grupos, de forma similar que en la demostracion anterior se obtiene los
isomorfismos

kPYHy
uHook

kGc X ¢cpHy
aHeg x Gy

o>~
fad



Lema 4 (Mackey) Sean G, y H, K < G. Denotamos por ¢, : K — &K el
homomorfismo de grupos definido por cq(k) = £k, que es el homomorfismo
conjugacion. Entonces

HGG X cGk = I_I HgK = |_| HHunek % Hex®Kegk
ge[H\G/K] g€[H\G/K]

Demostracion. Note que yGg x Gk = 4Gk, asi que,

HGG X GGK = I_I HgK
g€[H\G/K]

Por otro lado, para cada x representante de las clases dobles de H y K en
G, se tiene el homomorfismo

¥: mHprex X grex®Kegx — HgK
[, gkg™"] —  hgk

se verifica que ¢ es un isomorfismo, con lo cual se concluye la demostra-
cion. ]



Anillo de Burnside

2.1. Anillo de Burnside.

Dado dos G—conjuntos finitos X y Y, decimos que X ~ Y si y s6lo si
X =Y. Observemos que ~ es una relacion de equivalencia en el conjunto
de G—conjuntos finitos. Sea

B*(G) ={[X]|X es un G —conjunto finito}

En B*(G) se define [X]+[Y] = [X U Y], esta operacion cumple con las si-
guientes propiedades para X, Y y Z G—conjuntos finitos

L [X]+([Y]+[Z]) = (X]+[Y]) + [Z].
2. [X]+[Y]=[XuY]=[YUX]=[Y]+[X].
3. Denotemos por 0 = [(], entonces [X]+ 0 =[X 10| = [X].

4. Si [X]+[Y]=[X]+[Z], entonces [Z] =[Y].

Note que con esta operacion binaria + se tiene que (B*(G), +,0) es un mo-
noide y la operacion binaria es conmutativa.

Ahora, al monoide B*(G) se le asocia su grupo de Grothendieck, denota-
do por Gy(B*(G)), para ello se construye el grupo abeliano libre Z[B*(G)]
con base el conjunto B*(G), y consideramos el subgrupo U(B*(G),+) de
Z[B*(G)] que es generado por los elementos de la forma

((XuY])-[X]-[Y]

para cada par de G—conjuntos X y Y. Asi, se define el grupo de Grothen-
dieck de B*(G) por

Go(B™(G)) =



Definicion 10 Definimos el grupo de Burnside del grupo finito G como el
grupo de Grothendieck Go(B*(G))

Sean G, H y K grupos finitos, el grupo de Burnside de biconjuntos B(H, G)
es el grupo de Burnside B(H x G). Existe una tnica funcion bilineal

x¢: B(H,G)x B(G,K) —> B(H,K)
(laXcl [cYx]) — [XxgY]

Si G es un grupo finito, el grupo de Burnside tiene una estructura natural
de anillos, donde el producto esta definido por

[X]-[Y]=[XxY], [X], [Y]€B(G).

Este anillo es conmutativo, y la identidad multiplicativa es la clase de un
G—conjunto con cardinalidad 1 y [0] es el cero del anillo.

Los elementos de B(G) son de la forma [X]-[Y], con X y Y G—conjuntos
finitos. Si F : G—conjuntos — H—conjuntos es un funtor (restriccion, in-
duccion, inflacion o conjugacion ), entonces F induce un homomorfismo
de grupos, denotado nuevamente por F, de B(G) a B(H), definido por

F(IX]-[Y]) = F(X) - F(Y)
para cada par de G—conjunto X y Y.
Ademas, la Proposiciéon 1.2.1 implica que

X = |_| nyG/H y Y= |_| myG/H, ny,my €Z

He[G\S(G)] He[G\S(G)]
asi que,
[X]-[Y]= ) (ng—my)G/H]
He[G\S(G)]
Entonces
B(G) = @ Z [G/H). (2.1)
He[G\S(G)]

Por lo tanto, B(G) es un Z—moddulo libre con base en el conjunto de ele-
mentos de la forma [G/H] donde H € [G\S(G)], y en consecuencia es un
Anillo Noetheriano. Si no existe ambigiiedad, se denotara por X al ele-
mento [X] del anillo B(G).

Ejemplo: 3 Sea C,, =< x > el grupo ciclico multiplicativo de orden n, es decir,
tal que ord(x) = n, entonces

B(G) = @z [C,/Chl.

mln



Proposicion 2.1.1 Sean G un grupo finito y H,K < G.
1. (Formula de Mackey) Si Z € B(H), en B(K) se cumple
resgindSZ = Z indX . resR <y Z.
xeK\G/H
2. (Identidad de Frobenius) Si X € B(G) y Z € B(H), en B(K) tenemos que
X- inng = indg((resg)-Z).
y en particular
X-(G/H) = indgreng.
3. Si Z € B(H), entonces en B(Ng(H)/H) obtenemos
. K . Ng(K)/K
(indGz) = ) indyo (2K,
xeNG(K)\G/H

Ademas, como grupo B(G) tiene la siguiente propiedad.

Lema 5 (Propiedad universal del grupo de Burnside.) Si f es una fun-
cion definida sobre la clase de G—conjuntos finitos con valores en un grupo
abeliano A, tal que:

1. Si X,Y son G—conjuntos finitos, entonces f(X) = f(Y).

2. Para cada G— conjuntos finitos X y Y
fXUY)=f(X)+f(Y),

entonces existe un tinico homomorfismo de grupos f: B(G) — A tal que

f(X) = f([X]) para todo G—conjunto finito X.

Definicion 11 Sean G un grupo finito y H < G. Si X es un G—conjunto
definimos el conjunto de puntos fijos de H sobre X como,

XH ={xeXhx=x, ¥V he H).

(H)

N, . . .
Note que X es un =%~ —conjunto, por medio de la accién

V geNg(H), Vxe X, (¢gH)x=gx.

Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G, entonces existe una
unica forma lineal

tal que @y (X) = |XH| para cada G—conjunto X. Al nimero entero @ (X)
se le llama la marca de H en X.

Continuando con la notacién, tenemos las siguientes propiedades pa-
ra la marca de H en G—conjuntos,



3. pu(XUY) = @a(X)+ eu(Y).
4. pa(XxY) = pu(X)pu(Y).

5. Si X =Y,siysolosi gy(X)=@y(Y).

Entonces de la Propiedad Universal del Grupo de Burnside se sigue que
existe un tnico homomorfismo de grupos (pg : B(G) —» Atal que (j)fl([X]) =

P (X).

Proposicion 2.1.2 Sea G un grupo finito. Si H < G, la funcion
¢S : B(G) > Z,
definida por (j)g([X]) = @y (X) es un homomorfismo de anillos.

Demostracion. De las propiedades de la marca de H en X se sigue que,

a) Sean X y Y G—conjuntos tales que X = Y. Puesto que ¢y (X) = py(Y),
([)ﬁ([X]) = qbfl([Y]), entonces qbg esta bien definida.

b) ¢S ([X]+[Y]) = ¢%(XUY]) = eu(XUY) = ou(X)+@u(Y) = ¢S ([X])+
oS([Y]), V[X],[Y] € B(G).

¢) ¢S(XIY]) = p5([XxY]) = pu(XxY) = pu(X)pu(Y) = ¢S(XDPS(Y]),
V[X],[Y] € B(G).

d) ¢5([0]) = ¢ (0) = 0.

e) d5([)=pu()=1.

Sea X un G-conjunto, puesto que

[X]: Z HH[G/K], VlHEZ,
Ke[G\S(G)]

entonces aplicando ¢%; en [X], se tiene que

¢aXD=" ) nmudR(G/K)= ) nupu(G/K),

Ke[G\S(G)] Ke[G\S(G)]



Ahora, para cada subgrupo K de G se tiene que

o1(G/K) = [(G/K)|
= #{¢K € G/K|h(gK) = ¢K, Y h € H}
= #{¢K € G/K|(hg)K = gK, V¥ h € H}
=#{gK € G/K|¢g"'hg €K, ¥ h € H)
= #{¢K € G/K|HS < K}
ﬁ{ge G|HS <K}
K|

Si denotamos a(H,K) = #{E < G|H < E y E = K}, entonces

ING(K)|
IN

py(G/K) = a(H,K).

Sea B(H,K) =#{F < G|[F <Ky F =g H}, asi,

ING(H)|
K|

@ (G/K) = B(H,K).

Los elementos [X] de B(G) se denotaran por X y denotaremos al conjunto
de representantes de cada G—orbita, [G\S(G)], por ¢, y paracada H <G
denotaremos ‘PEI = Qy.

Proposicion 2.1.3 Sea G un grupo finito. Si H,K < G, entonces @y = @k Si
y solo si H =g K.

Demostracion. Supongamos que ¢y = @i, entonces ¢y (G/K) = pg(G/K)
y ¢x(G/H) = ¢y (G/H), asi

on(G/K) = Bella(H,K)  ep(o/H) = Bedla(k, m)

_ ING(K)| _ ING(H)|
- K] - [H|

Entonces a(H,K) =1y a(K,H) =1, asi, H<gK y K<gH, es decir, H =g K.

Ahora, si existe g € G tal que K = gHg ! y X es cualquier G—conjunto se
tiene que x € X! si y s6lo si gx € XgHg_l, se deduce que |XX| = |XgHg_l| =
|X*], entonces ¢y = @k.

O

Se denotara el anillo [[.4 Z por B(G) y se define el homomorfismo de
anillos entre B(G) y B(G) de la siguiente forma

(G) 3(G)

X — (eu(X)per



La matriz asociada a ¢ se le llama la tabla de marca de G y se denotara
por .Z(G), que es la matriz cuadrada cuyas columnas y filas son indexa-
dos por las clases de conjugacion de subgrupos de G y en cuya entrada
(H,K), donde H y K son subgrupos de G, se encuentra ¢ (G/K).

Ejemplo: 4 Sea C, =< x > el grupo ciclico multiplicativo de orden n, enton-
ces para cada entero positivo m que divide a n se tiene que

{1} <x™> C,

| Q1 n  n/m 1
AC) =] s 0 n/m 1
c, 0 0 1

Cuadro 2.1: Tabla de marca de C,,.

Ejemplo: 5 Ahora, sea S5 el grupo simétrico de orden 3. Consideremos los
representantes de las clases de conjugacion de los subgrupos de S3 que son
{{I}, CZ!A3}'

{I} Co Az S3

I 6 3 2 1
AG)=C 0 1 0 1
A; 0 0 2 1

S, 0 0 0 1

Cuadro 2.2: Tabla de marca de Ss.

Ejemplo: 6 Finalmente, sea As el grupo alternado de orden 5. Consideremos
los representantes de las clases de conjugacion de los subgrupos de As que son
{{I}, C,, C5,D,,Cs, D3, D5, Ay}, donde D,, denota el grupo diédrico de orden
2n.

{I} Co C3 Dy Cs D3 Ds Ay As

(I} 60 30 20 15 12 10 6 5 1

C, 0 2 0 3 0 2 2 1 1

¢c; 0 0 2 0 O 1 o0 2 1

D, 0 0 0 3 O O 0 1 1
AG=l"c 0 0 0 0 2 0 1 0 1
D; 0 0 0O O O 1 0 0 1

Ds; 0 0 0 O O O 1 0 1

A, 0 0 O O O O o0 1 1

As 0 0 O O O O 0 o0 1

Cuadro 2.3: Tabla de marca de As.



Las marcas son todos los homomorfismos de anillos que se pueden defi-
nir de B(G) a Z, es decir, si f : B(G) — Z es un homomorfismo de anillos,
entonces existe H < G tal que f(G/K) = ¢y (G/K) para todo subgrupo K
de G.

Ahora, sea ¢ = {H,,...,H,} tal que si |H;| < |H;| entonces i < j, H; =1
y H,, = G. Se tiene que .#(G) es triangular superior y en la diagonal es-
tan los numeros de Weil w(H;) = [Ng(H;)|/|H;|- Ademas,

B(G) = @Z G/H;,
i=1

Sean X'y Y dos G—conjuntos. Entonces X = Y, si y solo si g, (X) = ¢y, (Y)
paracadai€({1,...,n}, es decir, @ es inyectiva.

2.2. Espectro primo del Anillo de Burnside.

En esta seccion G denotara un grupo finito. Como ya se menciond el ani-
llo de Burnside B(G) es Noetheriano, ahora se determinara el espectro
primo de B(G) por medio de dos Teoremas. Para ello incluimos nueva
notacion y algunos resultados previos.

Sea 7 un conjunto no vacié de nameros primos. Un grupo H se dice
que es un t—grupo si todos los divisores del orden de H que son primos
estan en 7. Si p es un numero primo, denotaremos por OP(G) al subgru-
po normal mas pequeno N de G tal que G/N es un p—grupo. Note que
OP(G) es el subgrupo de G generado por los elementos de orden primo
relativo a p.

Definicion 12 Sea 1t un conjunto de niimeros primos. Denotamos por O™(G)
al subgrupo normal de G tal que

1. G/O™(G) es un mt—grupo (si p| |G/O™(G)|, entonces p € 7).
2. El grupo G/O™(G) es soluble.

3. Siexiste HQG tal que G/H es un t—grupo y G/H es soluble, entonces
O™(G) < H.

Si 1t es el conjunto de divisores primos del orden de G, entonces O™(G) es el
minimo subgrupo normal tal que el cociente G/O™(G) es soluble y se denota
al subgrupo O™(G) por O%(G).

El siguiente lema nos asegura la existencia del subgrupo normal O™(G)
para todo conjunto de nimeros primos 7.



Lema 6 Sea 1t un conjunto de niimeros primos. Existe un subgrupo normal
de G unico tal que el cociente G/N es un mt—grupo soluble

Demostracion. Sea M = {H < G|G/H es un i — grupo soluble }. Puesto
que G € M, entonces M # (). Ademas, si H,K € M, se tiene que G/(H NK)
es un r—grupo soluble, puesto que H/(H N K) es soluble, implica que
H N K € M. Por lo tanto, sea N la interseccion de todos los elementos de
M, se tiene que N € M. O

Sea 1 un conjunto de numeros primos. El subgrupo O™(G) tiene las si-
guientes propiedades

1. El subgrupo O™(G) es un subgrupo caracteristico de G.

2. Si existe un conjunto de nimeros primos 7’ tal que v’ C 7, se sigue
que O™ (G) € O™(G) .

3. Sea 1’ un conjunto de numeros primos tal que 7’ C 7, entonces
O™(0™ (G)) = O™ (G).

4. Simt#0, existen py,...,p, € 7 tal que

O™ (G) = OP (0P (-++ (OP(OP(G))))

5. Sea H < G.Paratodo g € G, se cumple que gO™(H)g™! = O™(gHg™!).

6. Sean H,K < G. Si H <K, entonces O(H) < O™(K).

Definicion 13 Un subgrupo H de G se dice que es perfecto si
H' =H,

donde H’ es el subgrupo derivado generado por todos los elementos de la for-
ma xyx'y~!, conx,y € G

Lema 7 Un grupo H es perfecto si y sélo si O°(H) = H.

Demostraciéon. Supongamos que H es perfecto y que O5(H) ¢ H. Por
definicion se tiene que H/OS(H) es soluble no trivial, entonces existe un
subgrupo normal L/O%(H) de H/O%(H), tal que

H/O%(H)

———— es abeliano,
L/OS(H)

por el Teorema de Correspondencia y el Tercer Teorema de Isomorfia
existe L < H tal que H/L es abeliano, asi, H' C L C H, lo cual es una con-
tradiccion.



Por otro lado, si H no es perfecto y O5(H) = H, entonces H/H’ es un
grupo abeliano no trivial. Se sigue que H/H’ es soluble, entonces por de-
finicion de O%(H), OS(H) c H’ € H, lo cual es una contradiccion. O

Para cada conjunto 7= de numeros primos denotamos P, (G) como el sub-
conjunto de S(G) que consiste de todas las clases de conjugacion de sub-
grupos n—perfectos de G. Ademas, dado un subgrupo n—perfecto H de
G se denota

S,.(H)=S,(G H)={L<G:0"(L) = H).

Ahora, sean p un numero primo o cero y H cualquier subgrupo de G,
consideremos el homomorfismo de anillos

Py : B(G) d Z,

se denotara Iy , = goﬁl (pZ)yly = @ﬁl (0). Note que I , es un ideal primo
de B(G), y si I es un ideal primo de B(G), entonces

B(G)/I=Z,0B(G)/I=Z.

Lema 8 Si I es un ideal primo de B(G) tal que Iy C I para algin subgrupo
H de G, entonces I = Iy, donde p es la caracteristica de B(G)/I.

Demostracion. Sea 7t : B(G) — B(G)/I la aplicacioén candnica, p es la
caracteristica de B(G)/I, asi, B(G)/I = Zp es un dominio entero, se sigue
que

1(X) = ¢y (X) + I, para todo X € B(G).

Entonces X € I siy s6lo si 1t(X) = 0 siy s6lo si ¢y (X) =0 mod p siy so6lo
si X € Ip,p. O

Teorema 2.2.1 Los ideales primos de B(G) son de la forma Iy, para algiin
subgrupo H de G y p un niimero entero.

Demostracion. Sea I un ideal primo de B(G), y consideremos la aplica-
cion canonica 7 : B(G) — B(G)/I, se tiene que B(G)/I =Z, o B(G)/I = Z.
Asi, existe H < G tal que Ker(m) = IH,p, es decir, I = IHyp.

O

Proposicion 2.2.1 Sea G un grupo finito. Si H,K < G, entonces Iy = Ig si
y solo si H =g K.



Demostracion. Supongamos que H =g K, la Proposicién 2.1.3 implica
que @y = @k, entonces Iy = Ig.
Ahora, supongamos que Iy = I, entonces para X € B(G) se tiene que
@H(X) = 0 siy solo si @x(X) = 0, en particular para G/K y G/H, puesto
que ¢y(G/H) # 0y g (G/K) # 0, entonces pg(G/H) =0y ¢y(G/K) =0,
se sigue que K<gH y H<K. Por lo tanto, H =g K.

O

Teorema 2.2.2 Sea K un subgrupo de G. Si L <K tal que |K/L| = p es un
niimero primo, entonces Px , = Pp ,,.

Demostracién. Sea X un G—conjunto, entonces se tiene que XX ¢ Xty
X! es un K—conjunto bajo la accién kx para todo k € K y para todo x € X,
puesto que

I(kx) = k(k~'1k)x = kx,¥x € X'Vl e L,Vk € K,

se sigue que la accién esta bien definida. Asi que, X es un K/L—conjunto,
implica que |X%| = |XX|mod p, entonces ¢; (X) = @i (X)mod p, por lo tanto

PK,p = PL,p'
O

Corolario 2.2.3 Sea K un subgrupo de G, entonces Py , = Por(x),p-

Demostracion. Puesto que OP(K) <K y |K/OP(K)| = p, el resultado se
sigue del Teorema. O

Sea P; el conjunto de subgrupos perfectos de G, es decir,
P; ={H < G|O°(H) = H}.

note que P es un G—conjunto bajo la accién gH = gHg ™! paracadage G
y H € Pg, puesto que O%5(gHg™!) = gO5(H)g™! = gHg™!, la accién est4
bien definida. Para cada H € P, se denota

Yy = {Px, PK,le < G,p es un numero primo, OS(K):GH}

Note que, Xy C Spec(B(G)), para todo H € ;.

Teorema 2.2.4 El conjunto {Yy|H € [G\Pg]} contiene las componentes co-
nexas distintas de Spec(B(G)).

Demostracion. Puesto que Px C Py ,(para todo numero primo p), enton-
ces Py esta en la misma componente conexa que Py .
Sean H, K subgrupos de G y p un nimero primo. Si Py, € Xy, entonces

O%(K)=¢gH y la Proposicién 2.2.1 implica que Py = Pos(k), puesto que



Px» = Pos(k),p, entonces Py , y Py estan en la misma componente conexa.
Entonces Yy esta contenida en una componente conexa del espectro pri-
mo de B(G).

Si P € Spec(B(G)), P = Py o P = Py, para algn numero primo p, puesto
que O%(O%(H)) = O5(H), entonces P € Xos () asi,

B(G) = |_| Yy
]

HG[G\PG

Ademas, se tiene que Yy C Ups (k)= V (Px), y del lema 8 se tiene que los
ideales primos que contienen a Py deben ser de la forma Py ,,, entonces

Yy = U V(Px)

OS(K)=cH

Por lo tanto, Yy es cerrado y abierto, entonces Yy es conexo.

Corolario 2.2.5 Losideales P, y Py , estan en la misma componente conexa
siysélosip=qyOS5(K)=g O5(L).

2.3. Idempotentes del Anillo de Burnside.

Para un grupo finito G, B(G) es Noetheriano y cada subgrupo H de G
define un homomorfismo de anillos gy de B(G) a Z. El kernel de ¢y es
un ideal primo, puesto que Z es un dominio entero, y la interseccion de
Ker(@p) para cada subgrupo H de G es igual a cero. Ahora, consideremos
el homomorfismo

¢: B(G) — [lgesZ
X — (X)) yey

Puesto que @y = @ siy solosi H y K son conjugados en G, ¢ es inyectiva
y es una funcion entre Z—-modulos libres de igual rango. La cardinalidad
de el cokernel de ¢ es el determinante de .Z(G), es decir,

[Coker(g)l = | |[Na(H): H]
He%

Continuando con el homomorfismo de anillos ¢, si tensorizamos con Q
nos da un ismorfismo de Q-algebras

Q&7 ¢:QezB(G) — | | Q
He%
y en particular el algebra Q ® B(G) es semi-simple, es decir, es suma de
simples. Denotamos QB(G) = Q®yz B(G), Q®z ¢ = Qg, y todas los resul-
tados de B(G) seran extendidos a QB(G).



Ahora, consideremos la base candnica de [ 7.4 Q, la denotamos por {e; =
(1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0)...,e, = (0,...,0,1)}, con n = |%|. La imagen
inversa por @ de los elementos indexados por H de la base canoénica de
[Igew Q se denotara por e . Si K y H son subgrupos de G conjugados
en G, entonces eg g = eg y. Para cualquier dos subgrupos H y K de G,

tenemos )
1si H=gK

(4 =
28 G’H) {0 en otro caso

Una relacién < sobre un conjunto X se llama de orden si cumple con los
siguientes axiomas

1. x < x para todo x € X.
2. Six,y e X talesque x <y yy<x, entonces x = .

3. Six,y,ze X tales que x <y y v <z, entonces x < z.

Definicion 14 Un conjunto parcialmente ordenada, o copo, es un conjunto
en el cual se ha definido un orden parcial <.

Un intervalo de un copo X es un conjunto de la forma
[a,b]={xeX|a<x<b} abeX

Un copo es localmente finito si cada uno de sus intervalos tiene cardina-
lidad finita.

Definicion 15 Sean P un copo localmente finito y F un campo de caracte-
ristica cero, se denota por ap(P) al conjunto,

ap(P)={f:PxP—F|f(x,y)=0six £y}

Con la anterior notacién, sean x,y € P, A€ Fy f,g € ap(P), se define f +¢
y Af en ap(P) como sigue,

(f+9)xy) = flxy)+8(xy)
Af)xy) = Af(xy)

Se deduce que ag(P) es un espacio vectorial sobre F



Definicion 16 Sean f,g € ap(P) se define la convolucion de f y g, denotada
por f xg, como el elemento de ap(P) que para x,y € P tal que x <y estd dado

por
(f+xy) = ) flx2)g(zy)

z€[x,y]

y si x £y entonces (f *g)(x,y) = 0.

Con esto a ap(P) se le da una estructura de F-algebra definiendo el pro-
ducto de dos elementos f, g € ap(P) por la convolucion f *g.

Definicion 17 La funcion de Kronecker, denotada por 6, en ap(P) se define

como
)1 six=vy
6(x,y)—{0 Six#7y

Lema 9 Sea P un copo localmente finito. Entonces ap(P) es una F—dlgebra
con la funcion de Kronecker como el elemento identidad. Ademads, un elemen-
to f € ap(P) es una unidad si y sélo si f(x,x) = 0 para todo x € P.

Definicion 18 La funcion zeta, denotada por C, se define por,

)1 Six<y
Clny)= {O en otro caso

La funcién de Mobius, denotada por u, estd dada por p=C L.
La funciéon de Mobius cumple con

1 Six=1Y

,u(x;y) = {_Zx§z<y M(X’Z) = _ZX<ZSy I,[(Z,y) six< y

Lema 10 (Inversion de Mobius) Sea P un copo localmente finito, y sean
f:P —F g:P — F dos funciones. Si a,p € ap(P) tales que a = p71 ,
entonces para todo x € P se cumple que,

fx)=) alxy)g®)
yepP
si y sdlo si

gx)=) Bxyf®)

yeP



Consideremos al conjunto S(G) parcialmente ordenado por contencio-
nes. Sea H subgrupo de G, y sea ex la base candnica de B(G) tal que

(ex) _{ 1si K=gL
KL= 0 en otro caso

entonces se tiene que

(G/H) = (px(G/H) e
= ) #x(G/H)ex

Ke%

_y Nl e

Ke¥% |H|

_ Z lNG(K)lC(K,H)eK

K<G |H|

Puesto que ¢ es inyectiva, se puede considerar a G/H como un elemento
de B(G) = [Ny Z. Si f(H) = |HIG/H y g(H) = ING(H)leg,u para cada
subgrupo H de G, se tiene que f y g son funciones de S(G) al anillo
B(G) =[1yey Z, ademas,

_ ING(K)|
f(H) = H| I;; - K Heg

= ) ING(K)[C(K, H)eg

K<G

= ) UK H)g(K)

K<G
entonces del lema anterior se sigue que
g(H)=) (D, H)f(D),
D<G
Asi, se tiene que
ING(H)leg.s = ) u(D,H)IDIG/D.
D<G
Por lo tanto,

1
e e — D|u(D,H)G/D.
GH = No(H) D;’J |( )

Ahora, sean 7t un conjunto de niameros primos, H un subgrupo rm—perfecto
de G y K cualquier subgrupo de G, se define

MK, H) = Z u(K,L)

LeS, (H)



Definicion 19 Sea H un subgrupo mt—perfecto de G, entonces se define

1

eg,H:m Z K| M(K, H) [G/K).

K<Ng(H)

Note que, u(K,L) = u(gKg™!,gLg™!), para todo g € G, entonces si (L) =
(H) implica que ef | = e ;. Ademas, si 7 es vacio se tiene P(G) = S(G)
y Sx(H) = H para cada subgrupo H de G, asi,

1
eT( = e@ =
GH ™ GH = NG(H))

Y IKI w(K, H) [G/K],

K<H

4 _ 0
en este caso se denotara eg y = €G,H-"

Lema 11 El conjunto {eg y|H € €} estd constituido por todos los idempoten-
tes primitivos y ortogonales de QB(G).

Demostracion. Puesto que QB(G) = Q", donde n es la cardinalidad de

¢, entonces basta demostrar que

1si L=cH

Ng(H =
PLNG(H)leg 1) {Oenotrocaso

Consideremos a eé,H =|Ng(H)leg i, asi, se tiene que

pL(G/K) =|(G/K)"|

1
= fxflg € GILs <)

= #{gK € G/K|(hg)K = gK, ¥ h € H)
- %ZC(LX,K)

geG

De la definiciéon de Mobius se sigue que

orlesm)= ) IKIu(K, H)py(G/K)
K<H

por el lema 10 se tiene que

=) ) O K)p(K,H)

geGK<H

L(esp) =) S(LS,H)
geG
_{ 1 Si L:GH
~ 10 en otro caso



De este lema y el anterior se deduce que para cada H € P; el elemento
ei iy es un idempotente de QB(G).

Ejemplo: 7 Sea Sj el grupo simétrico de orden 3. Consideremos los repre-
sentantes de las clases de conjugacion de los subgrupos de S5 son {{I},C,, As}.
Asi, los idempotentes eg, i de S son:

es,p = +(Ss/(I})
es,c, = 3(283/Cy—S5/{I))
es,a, = <(3S3/A5-S3/{1))

esy s, = =(—3S53/A3—653/Cy+3S5/{I}+6S5/S3)

Ademas, se tiene que

€531} T €55,C, T €53,A3 T €55,5;, = S3/S3

Sea As el grupo alternado de orden 5. Consideremos los representantes de las
clases de conjugacion de los subgrupos de As que son

{{I}, Cy,C3,D,,Cs, D3, D5, Ay

Asi, los idempotentes ep  y de As son:

eay = a5(As/(I})
ea,c, = —1(As/I)+3(As5/Cy)
ea,c, = —(As/{I})+3(As/Cs)

ea,p, = (As/{I})—3(As/Cy)+3(As/D;)

eascs = —15(As/{I}) + 5(As5/Cs)

ea,p, = 3(As/(I})—1(As/Cy)— 3(As/C3) + (As/Ds)
ea,ps = 3(As/{I})—1(As/Cy)— 3(As/Cs) + 1(As/Ds)
eagn, = 3(As/I)—1(As/C3)—3(As/Dy)+ 1(As/Ay)

easas = —1(As/{I})+2(As5/Cy) + 1(A5/C3) = 1(As/D3) = 1(A5/Ds) — 1(As/Ag)+
+1(A5/A5)



Para cada subgrupo perfecto H de G consideremos el conjunto Sy for-
mado por el conjunto de subgrupos K de G tal que O5(K) = H. Ade-
mas, si 7t es el conjunto de primos que dividen al orden de G, A(K,H) =

Y res, (H) MK, L) =) res, H(K, L), se sigue que

T _ 1
€GH = |NG(H)| Z |K| ( Z ]/l(K,L)) [G/K]

KSNG(H) LESH

Lema 12 Sean 1 el conjunto de primos que dividen al orden de G y H un
subgrupo perfecto de G. Si {Ky,...,K,,} es el conjunto de todos los represen-
tantes de las clases de conjugacion de Sy bajo G. Entonces

T — g
eG,H — eG,Kl.

m
=1

Demostracion. Sea N = Ng(H). Para todo subgrupo K de G sabemos que
O5(K) es caracteristico en K, entonces para todo K € Sy se tiene que H
es caracteristico en K, asi, para todo automorfismo ¢ de K se tiene que
¢(H) = H, para cada g € Ng(K) induce un automorfismo ¢, en K dado

por cy(k) = gkg™ v asi ¢ (H) = gHg™! para cada g € Ng(K), entonces

Ng(K) < Ng(H).

Por otra parte, si K,L € Sy y K = gLg™! para alglin ¢ € G, se sigue que
O°(K) = 0°(gLg™!) =g0°(L)g ™' = H,

puesto que O%(L) = H, entonces g € N. Asi, dos elementos de Sy son
conjugados en G si y s6lo si son conjugados en N.

Puesto que eg g = e, siy solosi K = L, se tiene que eg g = eg, siy s6lo
si K =5 L. Entonces,

m

1
) 6K = ) ook
o1 Kesy |On (K|

donde Oy (K) es la N—orbita de K, se sigue que

1

KeSy

1 1
i D|u(D,K)G/D
KeZsH [N': N6(K)] |NG(K)|D;<| (D, K)G/

-y Z&—HDW(D,K)G/D

KESH D<K



Por definicién de p si D £ K se tiene que p(D,K) =0, y si D < K, puesto
que K < Ng(K) < Ng(H) = N implica que D < N vy asi

_ Ilﬁl S IDIu(D,K)G/D

KESH D<N

_ IIif_l S IDI'Y w(D,K)G/D

D<N  KeSy

= 7 L IDICY u(D,K)G/D

D<N  KeSy

= eG,H'

Sean G un grupo finito, H < Gy ¢ = {Hy,..., H,}. Denotamos ¢y (G/H;) =
w(H;) para cada i. Si X es un G—conjunto, X es un N¢(H)-conjunto, asi,

F.u B(G) — B(N4)
X — XxH

es un homomorfismo de anillos.

Teorema 2.3.1 Sea G un grupo finito. Si X es un G—conjunto, entonces

1

Cl Z|Xg| = # orbitas de G.

geG
Demostracion. Sea 2 =|{(g,x) € G x X|gx = x}|

Notemos que para cada g € G hay | X8| pares que tienen a g como primer
elemento en el par (g, x), asi,

n=Y) Ix¢

geG

por otra parte, para cada x € X hay |G,| pares que tienen a x como segun-
do elemento en el par (g, x), tenemos que

=Gl

Zl/lle

xeX




Ademas, 1/|Gx| es igual para todo x que este en la misma orbita, entonces

y
x€[G\X]
= GII[G\ X]

=Gl

Teorema 2.3.2 Sea G un grupo finito. Si y € B(G), entonces y € Im(¢) si v
solo si para todo subgrupo H de G se tiene que

Ne(H)|

Y P =0mod |

o[ 5]

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

B(G) -5 B(G) - B(G
NG
He%

donde ¢(a) = ZXE[NGT(H)] Px,Hy(a). Sea E =To.

Sea ¢ = {H;,...,H,} tal que H; = 0 y H, = G y la base candnica de
[1yes Z, 1a denotamos por

{e; =(1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0)...,e, = (0,...,0,1)k

Consideremos la matriz asociada a 1 y se denotara por A, que es la ma-
triz cuadrada cuyas columnas y filas son indexados por las clases de con-
jugacion de subgrupos de G y en cuya entrada (H,K), donde H y K son
subgrupos de G, se encuentra }_ .. n.(my/H] P(xH)yek)- Se tiene que

= ) ewmlex)
{5

= [{x € [Ng(H)/H](x, H)=¢K})|
Siy e Im(gp), existe un G—conjunto X tal que
Y= (|XH|)H6‘€

puesto que X es un Ng(H)-conjunto por el anterior teorema tenemos
que

1 .
m Z |(XH)a| = ﬂ Ol'bltaS de NG(H)/H
G aeNG(H)/H



note que los elementos de Ng;(H)/H son de la forma xH con x € Ng(H),

asi,
Z Pl )Y Z|XK| Z Px (k)

xe[N%(IH)] Ke¥ [ ]

—Z Z XX |,y (ex)

Ke?® E[N% ]

=Y ) IXNlix e [Ng(HVH]Kx, H)=cK)|

KG%XE[NC}_}H)]

Z P<x,H> (X)

o[ 5]

Y paas(xH)

xHeNg(H)/H
= (4 orbitas de XM |N¢(H)/H]|

Por lo tanto, Im(¢p) C Ker().

Ahora, se tiene que
(G) Z

Ng(
Ker( z,b Heg G

entonces [B(G) : Ker()] = [1yey No(H)/H. Ademas,

Coker(g) = | |[INo(H): H],

He%

entonces [B(G) : Ker(1)] = [B(G) : Im(¢)]. Ya se tiene que Im(¢p) C Ker (i)
y como Ker() C B(G) se sigue que

[B(G) : Ker(9)][Ker(p) : Im(¢)] = [B(G) : Im(¢)]

entonces [Ker () : Im(¢)], asi, Im(¢p) = Ker(1) = Ker(m). O

Teorema 2.3.3 (Dress) Sean G un grupo finito. Entonces los idempotentes
primitivos de B(G) estdn en biyeccion con las clases de conjugacion de sub-
grupos perfectos de G.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.1.6 y el Teorema 2.2.4. O

Sea e un idempotente de B(G), del homomorfismo de anillos

¢: B(G) — B(G)
X — (pu(X))yew



puesto que @ es inyectiva, entonces e se puede escribir como la suma de
algunos idempotentes de B(G). Ademas, si H < G, ¢(e) es igual a 1 o 0.
Supongamos que e = ) ;_, e ;, entonces

Ppr(e) = Z(PH(eG,Ki) =1
i1

entonces existe i tal que pp(egk,) =1y (pH(eG,K].) = 0 para j #i. Por lo

tanto,

Hel,

donde I, = {H € S(G)|py(e) = 1}, note que I, € S(G) y es cerrado bajo
conjugacion en G

Teorema 2.3.4 Sean G un grupo finito. Sea e € B(G) un idempotente primi-
tivo de B(G) tal que e 2 0 y e =) _p¢r e u para algin I, C S(G) cerrado bajo
conjugacion en G, entonces para cualquier par de subgrupos Ly T de G tales
que LT y T/L es soluble, entonces T € 1, si y solo si L € I,.

Demostracion. Sea e € B(G) un idempotente primitivo de B(G) tal que

e = 0, entonces
e = E eG,H.

Hel,

Sean L y T subgrupos de G tales que LT y T/L es soluble, entonces
O3(L) < O%(T). Ademas, O5(T) < L < T, se sigue que O%(O°(T)) < O5(L),
y asi O5(T) < O%(L). Entonces O%(T) = O5(L).

Sea 7t el conjunto de numeros primos que dividen al orden de G, y sea
p € U {0}. Se tiene que e € Iy, si y solo si H & I,. Puesto que Iy, =
Iy, 0r (s por el Corolario 2.2.3, entonces H € I, siy solo si OP(H) € I,. De
forma analoga, se obtiene que H €I, si y sélo si O°(H) € I,.

Entonces T €1, siy s6lo si O5(T) € I, puesto que O%(T) = O5(L), se tiene
que T €l,siysolosiLel,.

Puestoque e =0, I, # 0, sea H € I, el elemento minimal por contenciones,
puesto que O%(H) <H y H/O%(H) es soluble, entonces O%(H) € 1,, y asi
OS(H) = H. Ademas, para cada H € I, se tiene

Iy ={K<G|OS(K)=H}C]1,
sea P3(I,) = {H € 1,JO%(H) = H}, entonces
I,= |_| I
He[G\PS(L,)]

Y asi se tiene que,

- T Yoo

He[G\PS(L,)] Kely

— TC
= )

He[G\PS(I)]



note que para cada H € P; el elemento eg; ;; es un idempotente de B(G),
del Teorema 1.1.6 y el Teorema 2.2.4 se sigue que los idempotentes pri-
mitivos de B(G) estan en biyeccion con las clases de conjugaciéon de sub-
grupos perfectos de G, puesto que los idempotentes de la forma eg; ,; de

B(G) estan en biyeccion con las clases de conjugacion de subgrupos per-
fectos de G, entonces

e=e;y
para algtin H € [G \ P5(1,)]. O



Anillo de representaciones

3.1. Anillo de representaciones de un grupo fi-
nito.

Teniendo conocimientos previos de teoria de modulos, ahora se intro-
duce la clase de anillos cuyos moédulos estudiaremos. Sea R un anillo
conmutativo y G un grupo finito, construimos

RG={) AeglA eR)
geG
Tenemos que RG es un anillo con el producto dado por,

() A _Bih) =) AgBulgh)

geG heG geG

Definicion 20 Se dice que M es un RG—mddulo si es un R—mddulo y un
G—conjunto tal que

Vg eG, VA, €R, Vmy,my e M, g(z\lml +/\2m2) = Algml + /\QgWIQ

Nos interesa principalmente el caso cuando R es un campo k y G es fini-
to, en este caso kG es un k—espacio vectorial que tiene a G como una base
y tiene dimension |G|. Ademas, kG es un algebra sobre k, puede ser con-
siderado como un k—espacio vectorial, con A € k que actta por A1 € kG.

Si G es finito y si V es generado como un kG-modulo por el conjunto
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{v1,...,v,}, entonces V es generado como k—espacio vectorial por el con-
junto {gv;lg € G, 1 <i<r}yasidimi(V) < o0, se sigue que un kG—moédulo
es finitamente generado si y solo si tiene dimension finita considerado
como un k—espacio vectorial.

Sean M y N dos kG—modulos, entonces M@N tiene estructura de kG—mo-
dulo dada por

g(m,n)=(gm,gn), Vvge G,VYme M,VneN.

Para el médulo M ® N, se tiene que cada g € G define una aplicacion de
M xN aM®N que envia (m,n) a gm@gn, y de esto se tiene que M @ N
es un kG-modulo bajo la accion

gmen)=gmegn, Yge G, VYmeM,VneN.

Ahora, para cada g € G y cada homomorfismo ¢ € Hom(M,N), se defi-
ne la aplicacién g : M — N dada por (g¢@)(m) = g(@(g~'m)). Note que
gp € Homy(M,N), y para cada g,h € G se cumple que (gh)p = g(he). Es-
to da al k—espacio vectorial Homy(M, N) una estructura de kG—modulo.

Se construye el grupo abeliano libre con base en el conjunto de kG—mo6du-
los (salvo isomorfismo), denotado por Z[()], y consideramos el subgrupo
U(Q),®) de Z[Q] que es generado por los elementos de la forma

(M®N)-M-N

para cada par de kG-moddulos M y N. Asi, se define el grupo de Gro-
thendieck de ) por

Z[Q]

Go(Q) = Q)

Definicion 21 Sea G un grupo finito, el grupo de representaciones de G so-
bre C es el grupo de Grothendieck de la categoria de CG—moddulos finitamente
generados con respecto a @, y se denota por Rc(G) o R(G).

Consideremos x € kG con x = }_,.;§, note que para cada | € G se tiene

que
Ix = Zlg =X,

geG

para este elemento se cumple que

x* = (Zg)x = ng = Zx =|G|x

geG geG geG



Si la caracteristica de k es mayor que cero y no divide al orden de G,
entonces e = ﬁx es un idempotente de kG puesto que

, 1 1 . 1 , 1

e = —x(—=X)= —5x" = —
e = e Tia

X =e.

Sean G y H grupos finitos. Si X es un (G, H)-biconjunto y k es un campo,
kX es un (kG,kH)-bimodulo.

Y si M es un kH-modulo, entonces kX ®,yg M es un kG-modulo bajo la
G-accion

gx@m)=gx®@m, YgeG, xe X,Yme M.

Ejemplo: 8 Casos particulares de la anterior construccion son los siguientes,

1.

3.

Sean G un grupo finito y H < G. La restriccion de modulos de CG a
CH induce una funcion de restriccion,

resg: R(G) — R(H)
M — CGQcgM

Sean G un grupo finito y H < G. La induccion de médulos de CH a CG
induce una funcion de induccion,

indS: R(H) — R(G)
N — CG®cyN

Si ¢ : G — H es un isomorfismo de grupos finitos, entonces existe una
funcion lineal natural,

iso(p): R(G) — R(H)
M — CH@CGM

Sean G un grupo finito, N <G y H = G/N. La inflacion de modulos de
CH a CG induce una funcion de inflacion,

infS: RH) — R(G)

donde 7 : G — H es el homomorfismo proyeccion.

Sean G un grupo finito, NG y H = G/N. Partiendo de un CG—modulo
M puede considerarse el modulo My el espacio vectorial cociente de M
mas grande en el cudl N actiia trivialmente. Asi, My es un CH—modulo
v la construccion es un funtor de la categoria de CG—mddulos a la ca-
tegoria de CH—-modulos, puesto que My = C ®cn M. Entonces la co-
rrespondencia M — My induce una funcion de deflacion.



Estas funciones estan relacionados por las siguientes condiciones de com-
patibilidad

1. Condicidén de transitividad.

» Sean K,H < G. Si K <H <G, tenemos que

H G _ G
resg oresy; = resg (3.1)
ETCI): SR Te
indgoindy = indg.

» Si9p:G— Hyyp:H — K son isomorfismos de grupos, enton-
ces

iso(y)oiso(@)=iso(y o). (3.3)
» Sean N,M <G.Si N <M <G, se cumple que

. G . G/N . G

mfG/NoznfG/M = 1nfG/M (3.4)
G/N G G

defemodefon = defem

2. Condicidon de conmutatividad.

» Si ¢:G — H esun isomorfismos de grupos y K < G, entonces

iso(@’)ores = resg(K) oiso(qp), (3.6)

donde ¢’ es la restriccion de ¢ a K.

» Si@:G — H es un isomorfismos de grupos y N <G, tenemos
que

iso(p”)odef &y = defiy ) 0iso(@), (3.7)

iso(p)oinfl, = infg/(p(N)oiso((p"), (3.8)

donde ¢”: G/N — H/@p(N) es el isomorfismo de grupos indu-

cido por ¢.
» (Formula de Mackey) Para dos subgrupos H y K de G se cum-
ple que
resg o indlcé = Z ind? . oiso(¢Py)o reskoe,  (3.9)

x€[H\G/K]
donde ¢, : HNW*K — HN*K es isomorfismo dado por ¢(a) = *a.

= 51 N,M <G, se sigue que

G .G . +G/N G/M
defnoinfim = znfoNM o defchM, (3.10)



» SiH <Gy N <G, se cumple que

deflyoindf = indf\,y oiso(p)odefi], ) (3.11)
resgoinfg/N = infg/(HmN)oiso(qo‘l)oresfl/NI\]/N(&lZ)

con ¢ : H/HNN — HN/N el isomomorfismo canénico de gru-
pos.
» Sean H< Gy N <G, tal que N < H, asi,

resg//%odefgm = defg/Noresg, (3.13)
indGoinfl, = infS, oind%N. (3.14)

3. Condicidn de trivialidad.

» Si@:G — G esun automorfismo de grupos, tenemos que

resS =id, indG =id, defQ, =id, infl, =id, iso(p) = id.
(3.15)

4. Induccién de CG—moddulos. Sea H < G. Si V es un CH-mo6ddulo, se
tiene que indg(V) =CG®cy V es un CG-moddulo bajo la accion

n n

3 (Ligi®v) =) (Aiggi®v,), YgeG, |Gl=n
i=1 i=1

para V se define g®cy V = {g®v|v € V} y tenemos el isomorfismo
de CG—modulos.

Lema 13 Sea H < G. Si V es un CH-modulo, entonces

a) El conjunto g®cy V es un subespacio vectorial de indg(V).
b) El conjunto gQ@cy V sélo depende de las clases de g en G/H. En-
toncessihe gH, §®cy V =h®cy V

c) Consideremos el conjunto de representantes de los elementos de
G/H, denotado por [G/H], entonces se tiene el isomorfismo de
CG-mddulos

indS(V) = @ g®ch V.
g€[G/H]

5. Teorema de reciprocidad de Frobenius. Sean W un CG-moédulo,
H < G ysea V un CH-moédulo. Entonces como C espacios vecto-
riales se tiene que

Homgy(V,resS(W)) = Homgg(ind 5 (V), W). (3.16)

Es natural en V y W, es una adjuncién entre funtores.



3.2. Caracteres
En esta seccién G denotara un grupo finito y todo CG—modulo sera fi-

nitamente generado. Para referencias de la demostracion del siguiente
Teorema ver [Alperin Bell, pag. 138].

Teorema 3.2.1 Denotamos por M,(C) a la C—algebra de matrices de tamaiio
nx n con coeficientes en C. Existe n€IN y fi,..., f,, € N tales que

CG =M (C)@ &M, (C)

como C—dlgebras. Ademads, existen exactamente n clases de isomorfismos de
CG-modulos simples. Si se consideran Sq,...,S,, representantes de estas cla-
ses, entonces pueden ser reordenados los S; de tal forma que

CG EflSl@"'@fnSn}

como CG—-mddulos, donde dimg(S;) = f; para cada i. Entonces

i f2=1Gl.
i=1

Todo CG—moddulo puede ser escrito de forma vinica como
a131 EB---GBarS,,

donde los a; son enteros no negativos.

Las C—dimensiones f,..., f, son llamados los grados de G. E1 CG—-mo6dulo
trivial C es unidimensional y por tanto simple, se denotara por S;.

Sean M un CG-moddulo y a € G, consideremos la siguiente aplicacion

a: M — M
m — am

(3.17)

Notemos que a; es una aplicacion lineal de espacios vectoriales sobre C.
Supongamos que dimgM = m , sea {my,...,m,,} una base para M tal que
a; es diagonizable, es decir,

existen ¢y,...,¢&,, € C tal que a;(m;) = e;m;,

ademas, la traza de la transformacion lineal a;, denotada por try(a;), es
la suma de los ¢;, es decir, tryg(a;) = Y | €;.



Definicion 22 Para cada a € G, se define la aplicacion
x(a): R(G) — C
M  — try(a)

Por otro lado, si M es un CG—mddulo, entonces cada a € G define una trans-
formacion lineal invertible de M. Se define el caracter de M como la funcion

xm: G — C
a — tryla)

Se sigue inmediatamente que xp(1) = dimcM.

SiM: G — GL(M) es la representacion correspondiente a M, entonces
XM es la traza de la aplicacion M(g). Note que dos CG—-méddulos isomor-
fos tienen caracteres iguales. Ademas, se tiene que

Proposicion 3.2.1 Sea a € G. Para cada M € R(G), x satisface las siguien-
tes propiedades

1. Siexiste b € G tal que a=gb, entonces xpr(a) = xp(b).
2. Setiene que x.(1) =|G|. Si a =1, entonces x.(a) = 0.
3. xmla)=2X" ¢&;, donde m = dimgM v los ; son las raices de la unidad.
4. lxm(a) <X, lejl = dimeM.
5. {8 € Glxm(g) = xm(1) =dimcM} < G.
6. xm(a™) = xmla).
Demostracion.

1. Para cualquiera a,h € G la transformacion lineal de M definida por
a'y hag™! son similares y por lo tanto tienen la misma traza, es

decir, xp(a) = xp(hag™t).

2. Sean M = CG y a € G. Entonces x)(a) es igual al nimero de ele-
mentos g en G tales que ag = g, asi que, xp(1) =|G|y paraa =1 se
tiene xp(a) = 0.

3. Sea n el orden de a en G, entonces a” = 1, M(a) es una raiz del
polinomio X" — 1 en C[X], implica que el polinomio minimo de
M(a) se factoriza en factores lineales, asi que, M(a) es diagonizable
y por lo tanto su traza es la suma de sus autovalores, es decir,

xmla) = 2:1151'

donde m = dimcM vy los ¢; son los autovalores de M(a), estos auto-
valores son las raices del polinomio minimo de M (a) que divide a
X" —1, entonces son las n—raices de la unidad.



4. Se sigue de 2.
5. Sea C+I = {A € GL(C, m)|A es constante }, entonces

{g € Glxm(8) = xm(1) = dimeM} = M (C+1) <G

6. Sea {xy,...,x,,} la base de M tal que M(a) es diagonizable, es decir,
ax; = €;x; y xpm(a) = XL, ¢;, donde los ¢; son los autovalores de M(a),

asi, a~lx; = e;lxi, entonces

xm(a )y =20 et = X e = xmla)

En la sigiente proposicion se demuestra que la funciéon x(a) es un homo-
morfismo de anillos,

Proposicion 3.2.2 Para cada a € G, la funcion x(a) cumple con las siguien-
tes propiedades

1. Sean M,N y T CG-moédulos. Si M = N @& T, entonces
xm(a) = xn(a)+ xr(a).
2. Sean M,N y T CG-modulos. Si M = N ® T, tenemos que
xm(a) = xn(a)xr(a).

3. xcla)=1
4. Sea b € G tal que a=gb, entonces x(a) = x(b).

5. Sean M un CG-médulos y M* = Homg(M,C) . Con esta notacion se
sigue que
XM+ = X M-

6. Sean M,N CG-modulos. Entonces

XHome(M,N) = XMXN-

Siempre que se diga que Sy,... S, son los distintos CG—mddulos simples,
los cuales estan implicitamente ordenados, se denotara X, = Xi para ca-
da i. Los xq,..., X, se conocen como los caracteres irreducibles de G. El
siguiente Teorema establece la relacion que existe entre los CG—modulos
simples y la estructura de G

Teorema 3.2.2 El nuimero de CG—mddulos simples es igual al niimero de
clases de conjugacion de G. Los caracteres irreducibles de G son linealmente
independientes sobre C.



Demostracion. Ver [Alperin Bell, pag. 138] O

En general los caracteres distinguen CG-moédulos salvo isomorfismo co-
mo se demuestra en el siguiente Teorema,

Teorema 3.2.3 Dos CG—modulos son isomorfos siy solo si sus cardcteres son
iguales.

Demostracion. Sean M y N CG—modulos tales que xp; = xn. Puesto
que CG es semisimple, se tiene que

M%’@iaisi 1% N%’@ibisi,

donde a; y b; son enteros no negativos. Ahora, se toma caracteres
0=Xxm—xN= Z(ai —bi)xi
i

puesto que los caracteres irreducibles de G son linealmente indepen-
dientes sobre C, se sigue que a; = b; para cada i, es decir, M = N. O

Ejemplo: 9 Sea C,, =< x > el grupo ciclico multiplicativo de orden n.

Sea € una n—ésima raiz primitiva de a unidad. Consideremos, los C—espacios
vectoriales V; generados por €', para cada 1 <i <n.

Se tiene que C,, actiia en V;, dado por xw = ¢'~'w para cada w € V;, esto le da
una estructura de CC,—modulo a V;. Puesto que cada V; es unidimensional,
entonces es un CC,—modulo simple.

Sea y; el caracter de V;, entonces

xi(x) =y xi(x") =, vrez.

Los caracteres x1,..., X, son n caracteres lineales distintos de C,,, y como C,,
tiene n caracteres irreducibles, entonces x1,..., X, son los caracteres irreduci-
bles de C,,.

Una funcién de clases en G es una funcion f : G — C de G a C que al
evaluarse en cualquier clase de conjugacion es constante, es decir,

flglg™)=f(l), YgeG, YIeG.

Por ejemplo, los caracteres de CG—modulos son funciones de clases. De-
notamos el conjunto de funciones de clases en G como c¢f¢(G). Note que
cfc(G) es un C—espacio vectorial.



Proposicion 3.2.3 cfc(G) es un C—espacio vectorial de dimension m, donde
m es el numero de clases de conjugacion de G. Los caracteres irreducibles de
G forman una base para ¢ fc(G).

Demostracion. Se tiene que c¢f¢(G) = C™, con m el numero de clases
de conjugacion de G. Y por el Teorema 3.2.2 se sigue que los caracteres
irreducibles de G son linealmente independientes sobre C y el nimero
de CG—modulos simples es igual al numero de clases de conjugacion de
G, que es igual a la dimension de ¢ f¢(G). O

Sean «a, 8 € cfc(G) se define su producto interno como sigue

Cfc(G)XCfc(G)I —> C L
(a, ) — G Leec ¥(8)B(Q)

La funcién (,) es, como el nombre lo sugiere, un producto interno en
el espacio de las funciones de clases de G, entonces tiene la siguientes
propiedades:

a) (a¢,a)>0,Vaecfc(G). Y (a,a)=0siysolosia=0.

b) (a,B) = (B, a) para todo a, € cfc(G).
c) (Aa,B) = Aa, B) paratodo a, € cfc(G) y todo A € C.
d) (a1 +ay, B) = (a1, p) + (az, B) para todo ay, ay, B € cfec(G).

Las siguientes propiedades para (,) son consecuencia directa de las ante-
riores propiedades

e) (a,AB) = X(a,/i) para todo a, 8 € cfc(G) y todo A € C.

f) (a,B1+B2) = (&, B1) +(a, B1) para todo a, By, B, € cfc(G).

Si M es un CG—modulo, entonces el conjunto de elementos de M en que
G actta trivialmente es un CG-submodulo de M, que denotamos por
MG, es decir,

MC ={meM|gm=m, VgeG).

Teorema 3.2.4 Si M es un CG—mddulo, entonces

) 1
dimeMC =) xu(g)
geG



Demostracion. Sea a = ﬁzgecg € CG. Se tiene que ga = a para todo

g € G, se sigue que a® = a. Si T es la transformacion lineal de M definida

por a, entonces T?—T = 0, implica que T es diagonalizable, y los valores
propios de T son sélo 1y 0. Sea M; el espacio propio de T correspondien-
te a el valor propio 1. Si m € M, se tiene que gm = gam = am = m para
todo g € G, y por lo tanto m € MG, Por otro lado, si m € MC, entonces

Glam=() _gim=) gm=) m=|Glm,

geG geG geG

asi que, am = m, entonces m € M;. Por lo tanto, MG = M;. Pero, la traza
de T esigual a la dimension de M, entonces

1 .
Gl Zg] = xmla) = dimcM©

1
1€ ) xmlg) = xu
geG geG

Teorema 3.2.5 Sean M y N CG-mddulos, entonces
()(M, XN) = dimCHomCG(M,N).

Demostracion. Note que Homgg(M, N) es un subespacio del CG-méddulo
Homg(M,N).Si ¢ € Homgg(M,N)y g € G, se tiene que

(gp)(m) = gp(g~ m) = gg ™ p(m) = ¢p(m), Yme M,

siy s6lo si g¢ = ¢ para todo g € G siy sélo si ¢ € Homg(M,N)C. Por lo
tanto, Homgg(M,N) = Homg (M, N)©. Entonces, por el Teorema anterior
se sigue que

dimcHomgo(M,N) = dimcHomg(M,N)©

1
= @ ZXHomC(M,N)(g)
geG

Por la Proposicién 3.2.2 inciso 6 se tiene que

- 5 )t (e)
geG

= (XM! XN)'

Ya se se establecid que todo caracter de G es una combinaciéon Z-lineal
de los r carateres irreducibles x1,, x, de G, donde r es el nimero de cla-
ses de conjugacion de G, y el el siguiente teorema se demuestra que los
caracteres irreducibles de G forman una base ortonormal.



Teorema 3.2.6 (Teorema de las filas ortogonales.) Sea r el niimero de cla-
ses de conjugacion, entonces (x;, Xj) = 0;j, para cada 1 <i,j <r.
Demostracion. Sean Sy,...,S, los CG-modulos simples. Por el anterior
Teorema se tiene para cada iy j que

(xi, xj) = dimcHomgg(S;, S;)
Para cada i se tiene que
Homgg(S;, Si) = Endcg(S;) = C

Y sii #j, entonces

HOTYZCG(SI,S]) 0

Por lo tanto,

(XirXj) = 6ij.

Sean x1,, x, los r carateres irreducibles de G, y sean a y § dos caracteres
de G, entoncesa =) ja;x;y p = Z]r bjx; para algunos a;,b; € Z, entonces

= (iai)(iribj)(j) = iiaibj()(i:)(] ZZ&! b;6;j Za b;.
i ] R

Asi, si tenemos que (a,a) = n € {1,2,3}, entonces a es 1gual a la suma de
n caracteres irreducibles de G.

Teorema 3.2.7 (Teorema de las columnas ortogonales.) Sean gy,...,g, re-
presentantes de las clases de conjugacion de G, tal que g1 =1, v kq,...,k, los
ordenes de las clases de conjugacion, entonces para cada 1 <1i,j <r se cumple
que

- — |G
Z)(t(gi))(t(gj) =7 0ij = 1Cc(8i)l6;;
1

Demostracion. Sean x la tabla de caracteres de G, y K la matriz diagonal
de tamano r x r que tiene a (ky,...,k,) en su diagonal. Se tiene que

(XK ¥") Zx, gki(x

= Zkl)(i(gl)?( (g1)
=)
=) xi(®x(8)

geG
=|Gl(xi x;)
= [Glsy;.




Por lo tanto, xK X' = |G|I, donde I es la matriz identidad. Asi que,
K X'x =|G|I, y para cada 1 <i,j < r se cumple que

r

Gloy =) (KX, (x), =) _kxlgx(g)

l:l l:1

Ejemplo: 10  a) Sea C, =< x> el grupo ciclico multiplicativo de orden n.

b)

c)

Sea € una n—esima raiz primitiva de a unidad. Consideremos, para cada
1 <i <nun C—espacio V; unidimensional.

Se tiene que C,, actiia en V;, dado por xw = ¢'~'w para cada w € V;,
esto le da una estructura de CC,—modulo a V;. Puesto que cada V; es
unidimensional, entonces es un CC,,—moddulo simple.

Sea x; el caracter de V;, entonces

xi(x) =ty xi(x) =Y, Vrez

Los caracteres x1,..., X, son n caracteres lineales distintos de C,, y co-
mo C,, tiene n caracteres irreducibles, entonces x1,..., X,, son los carac-
teres irreducibles de C,,.

Ahora, sea S3 el grupo simétrico de orden 3. Consideremos los represen-
tantes de las clases de conjugacion de S3 que son {{I},C,, A3}

Puesto que A3 < S3 y S3/A5 = Z,, entonces Ss tiene dos caracteres li-
neales de Z,, denotemos por x1 v X, estos caracteres.

Del Teorema 3.2.1 se tiene que 6 = |S3| = 2+ f{ donde f; es la dimensién
del CS;—mddulo simple correspondiente al tercer caracter x5, entonces
f3 = 2. Y por el Teorema de las columnas ortogonales 3.2.7 se tiene que

3
0 = Y fi((12)) = 1-1+1-(=1)+2x5((12))
i=1

3
0 = Zﬁxi((123)) 1-1+1-1+2x5((123))
i=1

Entonces x3(I) = 2, x3((12)) = 0y x3((12)) = -1.

Sea As el subgrupo alternante de Ss. Los representantes de las clases de
conjugacion de As son {{I},(12)(34),(123),(12345),(13524)}.

El grupo As actiia transitivamente en el conjunto {1,2,3,4,5} bajo la
accion ox = o(x) para todo o € As y todo x € X. Sea x; el carac-
ter principal de As y sea 1 el caracter del CAs—modulo CX dado por
7(0) = #{x € X|ox = x}. Puesto que



5
1 2
(r=x1, 7= x1) = @l;kl[(ﬂ—)m)(gl)] =1
Se deduce que 1t — x es un caracter irreducible de As, sea x, = 7w — x1.

Ahora,sea’Y ={{a,b}|a,b € X,a # b}, tenemos que CY es un CAs—modu-
loy sea el caracter del CAs—mddulo CY tal que (o) =#${C € Y|oC =

C}. Ademads, se obtiene que (Y — x1, 0 —x1) =2y (Y —x1,x2) =1, en-
tonces P — x1 — x» es un caracter irreducible de A5 y lo denotamos por

X3

Del Teorema 3.2.1 y el Teorema de las columnas ortogonales 3.2.7 se
deduce que fy = f5 =3y

xa((12)(34)) = -1, x4((12345)) =182, x4((13524)) =
x5((12)(34)) = -1, x5((12345)) =152, xs((13524)) = 15

5
%

N‘

ﬁ
&

N‘

Definicion 23 La tabla de caracteres de G es una matriz cuadrada, cuyas
columnas son indexadas por clases de conjugacion de G , y las filas estdn in-
dexadas por clases de isomorfismo de CG—mddulos simples S. Sean gi,...,8,
representantes de las clases de conjugacion de G, tal que g1 =1, si x es la
tabla de marcas, su (i, j) entrada es x;(g;)-

Ejemplo: 11  a) Sea C, =< x> el grupo ciclico multiplicativo de orden n.

Sea € una n—ésima raiz primitiva de la unidad. Consideremos, los ca-
racteres lineales x1,..., x, de C,, como en el ejemplo 10 inciso a), en-
tonces

xi0) =y xi(x) =Y, Vrez

La tabla de caracteres de C,, es:

1 x x? P
2 n—1
X2 1 ¢ £ £
x(C,) = x; 1 &2 ek en—2
Xn 1 gnfl 61172 . €

Cuadro 3.1: Tabla de caracteres de C,,.

b) Ahora, sea Sz el grupo simétrico de orden 3. Del ejemplo 10 inciso b)
se deduce que Sy tiene dos caracteres lineales de Z,, denotemos por
X1V X2 estos caracteres. Ademas, f3 = 2, x3(I) = 2, x3((12)) =0y
X3((12)) = —1. Entonces la tabla de caracteres de S5 es:



I (12) (123)
a1 11
X(S3)_ XZ 1 -1 1
xs 2 0 -1

Cuadro 3.2: Tabla de caracteres de Ss.

c) Sea As el subgrupo alternante de Ss. Los representantes de las clases de
conjugacion de As son {{I},(12)(34),(123),(12345),(13524)}.

Del ejemplo 10 inciso c) tenemos los caracteres irreducibles de As, x1, X2,
X3, X4 V Xs5. Y asi la tabla de caracteres de As es:

[ (12)(34) (123) (12345) (13524)
11 1 1 1
X2 4 0 1 -1 -1
X(As)=| y; 5 1 -1 0 0
X2 3 -1 0 L5 145
s 3 -1 0 L5 1

Cuadro 3.3: Tabla de caracteres de As.






Anillo Global de Representaciones

En este capitulo se define el Anillo Global de Representaciones basado
en el articulo “representation ring". En este anillo se estudia la relacion
entre sus idempotentes primitivos y las componentes conexas de su es-
pectro primo.

4.1. Anillo Global de Representaciones

Definicion 24 Dado X un G-conjunto, se dice que un CG-modulo V es

X—graduado si
V=@
xeX

donde cada V, es un C—subespacio vectorial tal que gV, = Vi, Vx € X.

Sea £ la categoria constituida por los objetos de la forma (X, V), don-
de X es un G—conjunto y V es un CG—moddulo graduado. Si X y Y son
G-conjuntos isomorfos,y V' y W son CG-moddulos graduados isomorfos,
entonces (X, V) y (Y, W) representan el mismo objeto en £.

Dado dos objetos (X, V) y (Y, W) de £ un morfismo de (X, V) a (Y, W) es
una terna (f,«), donde f : X — Y es un homomorfismo de G—conjuntos
y a:V — W es un homomorfismo de CG—moddulos tales que f y a son
compatibles, es decir, a(V,) C Wy(,) para todo x € X.

Sean (X, U), (Y,V)y (Z, W) objetos de £, tenemos la composicion (g, 5) o
(f,a)

53



More((X,U),(Y,V))xMore((Y,V),(Z,W)) =, More((X,U),(Z,W))

((f,a), (g B)) - (gof,poa)
1. Para todo x € X, tenemos que
(/3 ° a)(vx) = ﬁ(a(Ux)) C ﬁ(Vf(x)) - Wgof(x):
entonces la composicion esta bien definida.

2. La identidad local es definida como

id(x}v) = (ldx, ldv) : (X, V) — (X, V)

3. Que la composicion es asociativa se sigue de la asociatividad de la
composicion de los homomorfismos de G—conjuntos y CG-moddulos.

Definicion 25 Le daremos estructura de monoide a la categoria £ con las
siguientes operaciones;

1. Definimos la suma de dos objetos de £, (X, V) v (Y, W) como;
(X,V)+(Y,W)=(XUY,VaeW)

La cual estd bien definida, puesto que

vew=(MvieW= P (Vew),

xeX xeX ze(XUY)

con(VeW),=V,sizeXy(VeW),=W,sizeY, entonces Ve W
es un modulo (X L'Y)—graduado.
(2,0) es el elemento neutro para la suma.

2. El producto de (X, V) y (Y, W) se define por
(X, V)®(Y,W)=(XxY,V&cW)

Puesto que

VW = @VX(X)C@WX: EB (Vx®c Wy)zr

xeX xeX xeX,yeY

se sigue que el producto estd bien definido.
(+,C) es el elemento neutro para el producto y se llama la unidad.

3. El producto se distribuye bajo la suma

(X, V)+(Y,W)e(Z,U)=(X,V)®(Z,U)+(Y,W)®(Z,U)



Que se obtiene de,

(X, V)+(¥Y,W)e(Z,U)=(XuY,VeW))e(Z,U)
(XLY)xZ,(VeW)®cU)

(XxZ)u(Y x Z)),(Vec U)o (W ec U))
= (X,

V)I®((Z,U)+(Y,W)®(Z,U)

1R

Y de forma andloga se prueba que

Z,U)((X,V)+(Y, W) =(Z,U)(X,V)+(Z,U)® (Y, W)

Lema 14 Si X es un G—conjunto transitivoy V un CG-modulo X—graduado,
entonces para todo x € X tenemos que V, es un CG,—modulo y

(X, V) = (G/Gy, indg (V)

Demostracion. Consideremos un conjunto de representantes de las or-
bitas de X, [G\X] = {x,---,x,}, X = U}, Gx;, entonces

Tomamos un x fijoen X y g € G, del lemal.2.1 tenemos un isomorfismo
Y : X — G/G,. Puesto que

gVy = Vgx: Vy

bajo esta accion V, es un CG,—modulo.
Ahora, del lema 13 sabemos que

zndG ) = @ §®cc, Vi
g€[G/G,]

(4.1)

Asi, construimos dos funciones ¢ : V — zndG )y ¢: zndG V) —>V
de la siguiente forma:

Seav € V, existen y; € Gx;, v, € V,, tales que v = v Vi
sobre los subespacios V, y extender linealmente a V.
Sea v € V,,, como X es transitivo, existe un tnico A; € [G/G,] tal que

V; = Ajx, y asi que

Basta definir ¢

Alvedi'v, =V, =V,

Entonces definimos ¢(v) = A; ® /\_11/ de la formula 4.1 se sigue que ¢
esta bien definida y que ¢(V,,) C /\ ® V,. Resta demostrar que ¢ es un



homomorfismo de CG-modulos, para esto tomamos g € G, gv € V. y
existe A € [G/G,] tal que Ax = gy;, entonces

p(gv) =A@y

Puesto que y; = A;x, gy; = gA;x, por la unicidad de A, existe a € G, tal
que gA; = Aa, esto es gA;a”! = A, asi que

p(gv)=A®(ar'gHgv=A®a;lv
Por otro lado tenemos que
p(v) = g(A; ®/\i—1v) =gAi® /\jlv = /\®a/\i_1v,
se sigue que @(gv) = g@(v).

Por el isomorfismo 4.1 podemos definir ¢ en los subespacios g ®cy Vy
para cada g € [G/G,] y extendemos linealmente a indgx(Vx). Un elemen-
to de g®cy Vy es de la forma g®cy vy con v, € V,, asi, ¢p(gQcy vy) = gVx,
que esta bien definida, puesto que gV, = V,,. Ademas, ¢ es un homo-
morfismo de CG—moddulos, y tenemos que

Ple) =p(L; @A v) =LA v =,

P(P(8®ch vx)) = P(8Vx) = g BcH Vx
Entonces ¢ es inverso a ¢, se sigue que ¢ es un isomorfismo de V a
indgx(Vx). Finalmente de 1 y ¢ se sigue que (X,V)y (G/Gx,indgx(Vx))
son isomorfos en £. O

De la categoria £ se construye el grupo abeliano libre T con base en el
conjunto de objetos de £, y consideramos el subgrupo M de T que es ge-
nerado por los elementos de la forma

(XUY,VeW)—(X,V)=(Y,W), (X,V),(Y,W
(X,VeW)-(X,V)-(X,W), (X,V),(X,W) € ob(£)

Definicion 26 Definimos el anillo global de representaciones del grupo G
como el cociente

Si H < G, denotamos (G/H,indf[(V)) =[H,V].

Proposicion 4.1.1 ID(G) es un anillo conmutativo con multiplicacion

X, V)-(Y, W)= (X, V)®(Y,W)= (X xY,Vac W)



Demostracion. Note que (-, C) es el elemento neutro para el producto.
Puestoque XxY =Y xXy V®cW =W ®¢ V, entonces

Ademas, se cumple que

(X, V)+(Y,W)e(Z,U)=(X,V)®(Z,U)+(Y,W)®(Z,U)
(X, V)e((Z,U)+(Y, W) =(X,V)®(Z,U)+(X,V)®(Z,U),

entonces

(X, V)+ (Y, W)e((Z,U)=(X,V)e(Z,U)+(Y,W)®(Z,U)
X, V)e((Z,U)+(Y,W)=(X,V)®(Z,U)+(X,V)®(Z,U)

Asi, el producto se distribuye bajo la suma

(X, V)+(Y,W)e(Z,U)=(X,V)®(Z, U)+(Y,W)®(Z,U),
(X, V)e((Z,U)+(Y,W)=(X,V)®(Z,U)+(X,V)®(Z,U).

Del lema 14 se tiene que (X, V) se puede expresar de la forma

X V)= ) (G/GyindS (V)= ) [GuVil,

XG[G\X] XE[G\X]

donde V, es un CG,—modulo. Sea H < G, tenemos que

CH = @ S,
i=1

donde cada S; es un CH-modulo simple y n; € IN, el conjunto {S;,...,5;}
se conoce como el conjunto de irreducibles de H y lo denotamos por
Irr(H). Si V es un CH-moddulo, entonces

V= @ S;, S;elIrr(H)
i

(4.2)

Proposicion 4.1.2 ID(G) estd generado por lo elementos de la forma [H,S],
con H< Gy S elrr(H) se toma uno por cada clase de isomorfismo, es decir,

D(G) = z Z[H, 8]

He[G\S(G)]
Selrr(H)



Demostracion. De las anteriores observaciones se sigue que

XV)= ) [GuVil (43)

x€[G\X]

Puesto que V, es un CG,—modulo lo podemos escribir como:

Vo= (S, i, elrr(Gy).
iy

Asi, se tiene que

Gy Vil = (G/Gy ind§ (ED) 1))
= (G/Gy, ) indg (S1,))

=) (G/Gyind (S;)
= Z[GX’SiX]

Sustituimos este resultado en 4.3 y obtenemos que

X V)= ) ) [GuSi)

x€[G\X] iy

De este resultado podemos concluir que el anillo global de representa-
ciones del grupo G es finitamente generado como Z-méddulo y por lo
tanto es un anillo Noetheriano.

Ejemplo: 12 Sea S5 el grupo simétrico de orden 3. Consideremos los repre-
sentantes de las clases de conjugacion de los subgrupos de S3, {{I}, C,, A3}.

Tenemos 2 modulos irreducibles de C,, dados por los C—espacios vectoria-
les unidimensinales Vy y V,, como en el ejemplo 10. El subgrupo Aj tiene
tres modulos irreducibles Wy, W, y W3. Entonces,

2
D(S3) = Z [{1},C]+ ) Z[Cy,Vi]+
i=1 Ji

3
Z [As5 W]
=1



Lema 15 En ID(G) tenemos la siguiente formula para el producto
[H,W]-[K,V]= @ [HN K, rest . (W)®res i (V)]
xe[H\G/K]
donde *K = xKx 1.

Demostracion. Por definicion se tiene que

[H,W]-[K, V] =(G/H x G/K,ind5(W)®c ind$(V))

Consideramos como G—conjunto al producto cartesiano de G/H y G/Ky
lo desarrollamos como la unién disjunta de orbitas

G/H x G/K = |_| G(gH, IK)
(3,1)eGxG

Puesto que, g(H,g 1K) = (¢gH,IK) para todo g € G, tenemos que
G(gH,IK)=G(H,g 'IK)
asi,

G/H x G/K = |_| G(H,xK)

xeG

De cursos sabemos que G(H, xK) = G/G g k), calculemos G k)

Gu,xk) = {g € G| g(H,xK) = (H,xK)}
={geG|gH=H, ngx_1 = xKx_l}
=HN*K

Guxk) = Guyk) & 3t € G tal que (H,xK) = t(H,yK)
<= dteH tal que xK = tyK
& HxK = HyK

Entonces

G
HnN*K

G/H x G/K = |_|
xe[H\G/K]

Ahora, aplicamos reciprocidad de Frobenius para obtener,
indS(W)®cindZ(V) = ind5(W @c resgindZ(V))

De la férmula de Mackey tenemos que

resSindS(V) = indd . res;K . (*V)
HMAK H*KT€SHAK
xe[H\G/K]



Aplicando nuevamente reciprocidad de Frobenius y de la férmula de
Mackey se sigue que,

indG(W)®c indS(V)=ind§Wee P indflresi (V)
xe[H\G/K]
P ind§W e indfigresy (V)
x€[H\G/K]

@ indgindﬁnxK(resgme(W) ®C TeS;II%XK(xV))
x€[H\G/K]

D indS e restine (W) & resii (V)
x€[H\G/K]

Il

1

Il

Por lo tanto,

G

[H,W]-[K,V]= Z (g indSG . (rest (W)@ resiK (*V))
x€[H\G/K]

= Z [H me, resgme(W)&E res;{KmXK(xv)]
x€[H\G/K]

4.2. Homomorfismos de anillos de ID(G) a C

Definiremos homomorfismos de anillos del anillo global de representa-
ciones ID(G) al campo de los complejos C, para esto primero se define
funciones en el conjunto de objetos de la categoria £ a C.

Definicion 27 Sean H < G y ¢ € H. Definimos

ych : Ob(£) — C

(X,V) — FuX,V)= ) x,()

xeX
H<G,

Proposicion 4.2.1 Sean (X,V),(Y, W) € ob(£), Sy . tiene la siguientes pro-
piedades

1. Si(X,V)=(Y,W)enob(£), entonces Sy (X, V) =Sy (Y, W).



2. S XUuY,VoW) =S (X, V)+ Sy (Y, W)
3. (X, VeW) =S (X, V) + (X, W).

4. Z (X, V) (Y, W)) = Sy (X, V)Ih (Y, W).
Demostracion.

1. Si(X,V)=(Y, W), existe unisomorfismo a : X — Y de G—conjuntos
y un isomorfismo f : V. — W de CG-moddulos tales que f y a son
compatibles.

Para cada x € X existe un tnico y € Y tal que a(x) = y. Note que V,
es un CG,—modulo, puesto que si g € G, tenemos que gV, =V, =
Vy, de forma similar W) es un CGg,(x)—modulo.

Ahora, si g € Gy, ga(x) = a(gx) = a(x), se sigue que G, < Gg(y).-
Puesto que f(Vy) € W,(y), entonces f, = f|y es un isomorfismo de
CG,—modulos entre Vy y W, (). Por lo tanto,

Z X, (©)

xeX,
H<G,

- Z Xwa(x) (c)

xeX,
H<G,

= ) %,

yey,
H<G,

= Sy (Y, W)

yH,c(X’ V)

2. Sean (X, V),(Y,W) € ob(£), entonces

S (XUY, Ve W)= Z X

zeXuy,
H<G,

wew, (€)

SizeXUY,ze X 6zeY.Y delas propiedades de los caracteres,
implica que

T XUY,VeWw) = Z Xy, (c)+ Z X, (€)
zeX, zeyY,
H<G, H<G,

= T (X, V) + T (X, W)
3. Sean (X, V),(Y,W) € ob(£)

S XXV, VOW)= ) X0 (0)

zeXxY,
H<G,

Todo elemento de X x Y es de la forma (x,y) conxe X yy e Y. Por
otro lado tenemos que

Gy ={8€Glg(xy) = (xp)}={g€Glgx=x, y gy =9} = G, N G,.



Asi que,

T X XY, VW)

: XV@W X}/) C

(x,y)eXxY,

H<G(
= Y Ky,
(x,p)eXxY,

H<G,NG,
=) x, (0%,

xeX,yey,
H<GNG,

= | 21,0 ) x©

xeX, ey,
H<G, HSGy

= FX, V) I (Y, W)

Para cada subgrupo H de G y ¢ € H. Consideremos el paso a el cociente
de .y ., dado por

e DG) — C

X,V) — FudX V)= ) x,()

xeX
H<G,

Como ya se demostr6 en la Proposicion 4.1.2 el anillo ID(G) esta generado
por lo elementos de la forma [K,S], con K < Gy S € Irr(K), entonces
evaluamos el homomorfismo .7 . en los basicos [K, S], y obtenemos que

Fhc[K,S)) = Fue(G/K, indg(S))

C
Z X(indg(s» (c)

x€G/K, x
H<G,

Todo elemento de G/K es de la forma aK con a € G. Ahora,

G.x = {g € G|g(aK) = aK} = {g € G|(ga)K = aK} =“K
Ademas, tenemos que
indg(s)= P avs= P s
a€[G/K] a€[G/K]

Por lo tanto,

FueKS)= ) x(0)
a€[G/K]
H<K



Ademas, puesto que

I, €)= x(c) =1

entonces .y . es no trivial. Concluimos que .} . esta bien definida y es
un homomorfismo de anillos.

Proposicion 4.2.2 Sean H,K < G,ce H y S € Irr(K), entonces
1. (K, S]) = ou(G/K)dim(S),

2. S, ([K,C)) = pu(G/K).

Demostracion.

1. Evaluando la funcién % ; en [K, S] se tiene que,

Z Xas(1)

a€[G/K]
H<K

Z dim(°S)
a€[G/K]
H<°K

Z dim(S)

a€[G/K]
H<®K
(H{a € [G/K], H <“K})dim(S)

Zu1([K, S])

Pero (#{a € [G/K], H < “K}) = |(G/K)"| = @y (G/K), entonces

Zu1([K,S]) = pu(G/K)dim(S).

2. Ahora, evaluamos la funcién .7 . en [K,C] y asi

yHC [K C = Z )(aq:
a€[G/K]
H<K

-
a€[G/K]
H<“K

= ¢u(G/K)

Ejemplo: 13 Sea Sj3 el grupo simétrico de orden 3. Como en el ejemplo 10
sean Wi, W, y W3 los C—espacios unidimensionale. Asi, de la anterior Pro-
posicion se tiene que

L a3 1 ([A3, Wil) = @a,(Ss/Az)dim(W;) = 2dim(W;) = 2



Sin perdida de generalidad, los elementos (X, V) de ID(G) se denotaran
solo por (X, V), asi que en cada caso se especificara donde se va a tomar
(X, V).

Sea o/ ={[H,W]|H <G, W CH —moddulo}, G actua en .o bajo la accién
VeeG, V[H W]e«/, ¢[H W]=[8H,SW].

Esta accion tiene las siguientes propiedades,

Proposicion 4.2.3 Sean [H,W|,[K, V] € /. Entonces [H,W]|=[K,V]siy
solo si existe g € G tal que SH = K y 8W =V como CH-mddulos.

Demostracion. Primero supongamos que [H, W] = [K, V], entonces exis-
te un isomorfismo « : G/H — G/K de G—conjuntos y un isomorfismo de
CG-médulos f : indG(W) — ingZ(V) tales que f y & son compatibles.

Puesto que a es un isomorfismo, existe ¢ € G tal que a(H) = gK. Pa-
ra cada h € H tenemos que a(hH) = ha(H) = hgK y a(hH) = a(H), asi,
HgK = gK, es decir, $H < K. Ademas, | G/H |=| G/K |, entonces | H |=| K |.
Asi, 8H =K.

Puesto que f es un isomorfismo de CG—moédulos, y f con a son com-
patibles, tenemos que

fIeW)=a(l)®v=gQu.

Asi, f restringida a 1 ® W es un isomorfismo de CH-modulos entre
19Wyg®V.Como g®V =8V, entonces W es isomorfo a $V como
CG-modulos.

Ahora, supongamos que existe g € G tal que 8H = Ky 8W = V como
CH-moédulos. Sea ¢ : G/K — G/H definida por ¢(xK) = xgH, se tiene
que @ es un isomorfismo de G—conjuntos.

Denotemos al conjunto de representantes de los elementos de G/K por
[G/K]y sea # ={@(g)lg € [G/K]}. Existe un isomorfismo f : V — W de
CH-modulos, entonces consideremos la siguiente aplicacion

¢ : @ge[cﬂqg@V — P, srew
g®v — ¢@)ef(v)
La aplicacion ¢ esta bien definida, puesto que ¢(g)® f(v) € ()@ W,
y es un isomorfismo de CH-moddulos. Ademas, ¢ y ¢ son compatibles.
Entonces [H, W] = [K,V]. O

Asi, para todo subgrupo H de G, c € H y cada g € G se tiene que

Lh,e([K,S]) = Fh,c(8K, S]) = Fh,o([FK,2S])



Lema 16 Sean X un G—conjunto. Si V es un CG-méddulo X—-graduado, para
cada g,h € Gy x € X se cumple que

x, . (h)=x, (h).

g 'x

Demostracion. Primero notemos que multiplicar por g~ los elementos
de V, da un isomorfismo entre V, y V,-1,. Ahora, si ay,...,a, es una base

-1 -1 .
para V,, entonces g ay...,g a,esuna base para V,-1,. Si tenemos que
ha; = aa; para algun a € C, se sigue que

h(g'a;) = g ha; = g (aay),

asi que, )(nglx(hg) = xv,(h). O

Evaluamos el homomorfismo .73 . en los basicos [K,S], y del anterior
lema obtenemos que

FuelKS) = ) x,(e). (4.4)
a€[G/K]
H<K

Ejemplo: 14 Sea S; el grupo simétrico de orden 3. Consideremos la notacion
del ejemplo 12.

Sean Cy ={I,(12)} y ¢ = (12), entonces

1, sii=1

FedlCaVid= ) @ =xy0={_
{ZE[S3/C2]
Cyr<C,y

Sean A3 =< (123) >y b = (123). Consideremos ¢ = #5 la raiz cubica pri-
mitiva de la unidad, puesto que [S3/A3] ={(12),1}, de la tabbla 3.1 tenemos
que

1 si i=1
T aspl[As Wil) = T a2 (A3, Wil) = x,, (D) + X, (b7) = § -1 i i=2
—% si 1=3
1 si 1=1
Fab([S3Mi]) = xi(b) =12 1 si i=2
-1 si 1=3

Sea & = {(H,b)|H < G, b € H}, se tiene que & es un G—conjunto bajo la
accion:

¢(H,b)=(5H,%b),Y g€ GYH <G, VbeH.
Ahora se estudiara la relacion entre los pares (H,b) con los pares [K,S]
donde K es un subgrupo de Gy S es un CK—modulo simple.



Si H es un subgrupo de G claramente H < Ng(H) < G, donde Ng(H)
acttia en CH por conjugacion, sea x = ) ;. Aph € CH y asi

Ix = Zahlh,vz e Ng(H)
heH
y Ng(H) actta en R(H) por conjugacion,

Definicion 28 Sea H < G. Para cada b € H se define
b= Z xp, (4.5)

donde N = Ng(H).

La ecuacion 4.5 no depende de los representantes de N/Cy(b), si tene-
mos que xCy(b) = yCy(b), irn_plica que x 'y € Cy(b), esto es que xyp =
b, entonces Yb = *b. Ademas, b € CH.

Definicion 29 Para cada caracter irreducible x ; de H definimos
X_S = Z Xxs’ (4'6)
x€[N/Cn(S)]

donde N = Ng(H).

Notemos que si xCy(S) = yCn(S), y71x € Cn(S), asi que, v'xg =S, en-
tonces *S =¥§, lo que implica que x,, = x,, se sigue que x; no depende
de los representantes de N/Cy(S), entonces 4.6 esta bien definida.

Lema 17 El conjunto de elementos de CH que quedan fijos bajo la accion de
Ng(H), denotado por ((EH)NG(H), es una C—dlgebra con base {blb € H}.

Demostracion. Denotamos N = Ng(H). Asi, tenemos que

(CH)N = {Z)\hhl Z/\h“h = Z/\hh para todo a € N},

heH heH heH

donde (CH)N < CH, claramente (CH)" es una C-algebra. Tenemos que
N acttia alaizquierda en H por conjugacion, sea [N\H] = {hy,...,h,} CH,
demostraremos que B = {h;,...,h,} es una base de ((EH)N.



Tomamos a € N y h; € [N \ H| tenemos que

r

N=| |xCy(h)

i=1

Tomamos a € N y h; € [N \ H] tenemos que,

N =| |xCy(h)
i=1

sin embargo ,

r

N =aN=| |xCy(h).

Entonces,

Il
2
=

=

asique, h; € (CH)N.

Ahora, consideremos h; # h_] Supongamos que existen x € [N/Cy(h;)]

yy € [N/Cy(h;)] tales que *h; =¥h;, h; = x_ll’hj lo cual implica que h; = _]
que es una contradiccion, entonces *h; # ¥h; para todo x € [N/Cy(h;)] y
y € [N/Cy(h;)], concluimos que B es linealmente independiente.

Lo siguiente es demostrar que todo elemento Y ;.;; Ak € (CH)N esté ge-
nerado por B. Sea a € N, tenemos que

Z/wh = ”[ZAhh] - Z/\hh,

heH heH heH



entonces,

z/wh - Z/\ah“h.

heH heH

se sabe que los elementos de H son linealmente independientes, asi que,
paracadahe H

/\h = /\uh,

yen Consecuencia,

Y A=) M=) (),

heH he[H\N] 1<i<r

por lo tanto, B es una base de (CH)N.

Teorema 4.2.1 Sean H < Gy N = Ng(H). Entonces (R(H))N es una C—algebra
con base {x,|S es un CH —mddulo simple}

Demostracion. Sean S € Irr(H) y a € N, tenemos que

a(x_5)=a[ > xxs]
)]

XE[N/CN(S

=) alxy)

x€[N/CN(S)]

- Y

x€[N/Cn(S)]

- Y

x€[N/Cn(S)]
=X

se sigue que x € (R(H))N.

Denotemos A = {*S|a € [N/Cy(H)]}, por demostrar que A es una base
de (R(H))N. Supongamos que x, # X, entonces

) KE ) Ky

x€[N/Cn(S)] Ve[N/Cn(T)]



Si existen x € [N/Cn(S)] y y € [N/Cn(T)] tales que x,, = x,,, enton-

ces *S = YT, implica que yixg > T y por lo tanto x, = x,, que es una
contradiccion. Asi, x,, = x,, para todo x € [N/Cy(S)] y y € [N/Cn(T)],

concluimos que A es linealmente independiente.

Ahora, demostraremos que A genera a (R(H))N, sea

Y Asxg e (REDY

Seirr(H)

sia € N, tenemos que
Y o [ y ms]: Y ok,
Seirr(H) Seirr(H) Seirr(H)

lo cual implica que

Z AsXag = Z Aag Xag

Seirr(H) Seirr(H)

entonces Ag = Aag para todo S € irr(H), por lo tanto,

Z Asx, = Z AsTe.

Seirr(H) Seirr(H)

se sigue que A es una base de (R(H))N.

Asi, obtenemos los dos isomorfismos de C—algebras

(CH)N = @ Cbh, y CRH)N = Z CS.

be[N\H] SE[N\R(H)]

Teorema 4.2.2 Sea H < G. Consideremos la siguiente aplicacion

() (CHN xCRH)Y

X C
(b.%;)

<b»X_S> =X (er[N/H] bx),

—
—

dondeb e Hy S es un CH-mdédulo simple. Entonces (, ) es una forma bilineal
bien definida, en particular las dimensiones de ((EH)N Y (]:(R(H))N coinciden.



Demostracion. La aplicacion (, ) esta bien definida:

Primero consideramos S € irr(H) fijo y suponemos que b = ¢, entonces
existe a € N tal que b = ¢?, y tenemos que

.75 = X Zbﬂ
x€[N/H]

= XS Z Cax]
x€[N/H]

Y x(e™)

x€[N/H]

I I
1201
AT
w» =
T 3

Ahora, tomamos b fijo y supongamos que S = T, entonces Xs=Xp» asi,

GXD=x| ) b

x€[N/H]

=X, Z b*

x€[N/H]
= (b, 7,).

se sigue que (, ) esta bien definida.

La funcién (, ) es una forma bilineal no degenerada:

Primero consideramos by € (CH)" fijo, tal que

bo= ) Agh,
!

be[N/H

y (b_o,)(_s) =0 para todo S €irr(H), de la bilinealidad de (, ) se sigue que

boX)= ) b))

be[N/H]
= Z /\EXS [ Z bx]
be[N/H] x€[N/H]

be[N/H]  \xe[N/H]



entonces,

XS{ g /\l [ E bx]] =0
bG[N/H] xe[N/H]
S€ Sigue que,

)

be[N/H]

> bx]:o

x€[N/H]

para cada b € [N/H] sea 6, = i{a € [N/H]ja = b} , asi,

0 Y A ) bx]:o
x€[N/H]

be[N/H]
para cada b € [N/H] se tiene 0, > 0, entonces A; = 0, implica que b, = 0.

Ahora, sea S € R(H)N fijo tal que

So= ) Ak,

Se[N\irr(H)]

y (E,)(_SO) = (0 para todo b € H, de la bilinealidad de (, ) se tenemos que

Gxy=0 ) k)

Se[N\irr(H)]
= ) &0
Se[N\irr(H)]
= Z ASXS[ Z bx]
Se[N\irr(H)] x€[N/H]
= ) Al ) a0
Se[N\irr(H)] x€[N/H]
= ) A ) a0
Se[N\irr(H)] x€[N/H]

Para cada S € irr(H) tenemos que H < Cy(S) < N y tenemos que

N = XCN(S)

x€[N/Cn(S)]

vH

X
x€[N/CN(S)] [yE[CN(S)/H]

|_| xyH

x€[N/C(8)] [ye[cmsvH]




Entonces,

Se[N\irr(H xe[N/Cy ()] \ye[Cx (S)V/H

puesto que x,., = X, para cada y € [Cy(S)/H], se sigue que

b.%5) = > AS|CN<S)/H|xxs<b>] =0.

Se[N\irr(H)] [xE[N/CN(S)]

el conjunto {*S|x € [N/Cy(S)],S € [N/irr(H)]} es linealmente indepen-
diente, entonces Ag = 0 para todo S € [N/irr(H)], asi que, Sy = 0. Por lo
tanto, (, ) es no degenerada en ambas variables.

a

Proposicion 4.2.4 Sean H,K <G, ae€ H y b € K. Entonces Sy , = Sk p 5i
y solo si existe g€ G tal que 8H =K y 8a =b.

Demostracion. Supongamos que existe g € G tal que $H = Ky 8a = b.
Entonces se tiene que

FuaX V)= ) x @)= ) x, (%)

xeX xeX
H<G, K8<G,

Note que si K& < G, implica que K <8(G,) =G
de variable y = gx, entonces

axs asi, hacemos el cambio

FiaX, V) = Z’fvl (b9)

“lyex
K<G

Tomando en cuenta que V,-1,, = g~ V, y de las propiedades de los carac-
teres se sigue que que para cada h € H se cumple,

Xy (1) = xgy, (1) = v, ()™ = xy, ()

Entonces,

SHa(X, V) = E Xy, () = Zxp(X, V).
yeX
K<G,

Ahora, supongamos que existen H,K < G,a€ Hy b € K tal que S, =
“k p- Evaluamos en [K, C] y tenemos que

¢u(G/K) = S o[K, €] = K, C] = 9k (G/K) = NG (K)/K| = 0,



entonces H<gK, y por un argumento similar evaluando en [H,C] tene-
mos que K<gH.
Sin perdida de generalidad escogemos g € G, asi que

K=8@¢"1K)<fH <K,

entonces 8H = K. Nos falta demostrar que a y b son conjugados en Ng(K),
para esto consideremos que para todo CK—moddulo simple S tenemos
que
FeplKS1= ) xb)= ) x ()=

x€[G/K] x€[Ng(K)/K]

K<*K
Ademas,

isalK,S] =) x(Ca)

x€[G/K]
K<*K

) x(Ga))

x€[G/K]
K<*K

= ) x(%a)
xiNG(K)/K]
= <gﬂ, X_S>
De la primera parte se sigue que .75y, = Sz s, = K g Y COMO Sy, =
kb, €ntonces

<%; X_5> = <E;X_5>
el Teorema4.2.2 implica que a4 = b, entonces existe x € N(K) tal que
b ="8a. Seay = xg, entonces YH =8H =*(8H) ="K = K yYa = b, como
se deseaba.
|

Lema 18 Para cada subgrupo H de G y para los morfismos /1y, se tiene que

ﬂ Ker(Syp) =0
(H,b)e&

Demostracion. Para esto se define la aplicacion

7 DG) — [lapesC
[K,S] — (Zp([KSD) i pyes

Note que,

Ker(7) = {[K,S)I¥(H,b) € &, S ,((K,S]) = 0}
{[K,S|IV(H,b) € &,[K,S] € Ker(Fp)}

((H,p)es Ker (L p),

De la Proposicion 4.1.2 se sigue que {[H,S]|H < G,S € Irr(H)} es base de
ID(G). Supongamos que Hj,...,H, son todos los subgrupos de G (hasta
isomorfismo), de tal forma que H; = {1}, H, = G y |[H;| <|H}| si i <}j.



Del Teorema 3.2.2 se tiene que [G/H;] y irr(H;) tienen la misma cardi-
nalidad para todo i. Sean [G/H;] = {b},..., b,.} y irr(H;) ={Sy,..., S; }. De-
notamos por A a la matriz asociada a ., que tiene entradas %4 ,([K, S]),
esta matriz tiene bloques A;; con entradas yHi,b,i([Hj'Sl]]) y tienen las
siguientes propiedades
1. Sii>jentonces A;; = 0.
Puesto que |H;| > |H;|, entonces H; £ *H;, asi, se tiene que

Fup[HpS)= ) X (b)=0.
XE[G/H]]
H,'SxH]'

2. A;; tiene (k,I) entradas igual a (E,S_li).

(Aid = g, ((Hi,S]])

= ) x 0
XE[G/H,‘]
H;<*H; ‘
= Z X, (bg)
xe[NG(H;/H)] '
X
= ) x (Y
x€[Ng(H;)/H;]

xgi

= X, <b;;>x]
_IE[NG(Hi)/Hi]
= (b, S

Del Teorema 4.2.2 se sigue que A;; es una matriz bilineal y no degene-
rada, por lo tanto es una matriz invertible. Concluimos que Det(A) =
Det(A;1)Det(Ay,)(A,,) = 0, entonces A es invertible y por lo tanto .7 es
biyectiva, en particular Ker(#) =0, es decir, ((#,p)es Ker (L ,p) = 0.

O

Definicion 30 La matriz cuadrada cuyas filas son indexadas por [H,b] y
en las columnas por [K,S]|, cuyas entradas son S ,([K,S]) es la tabla de
especies. Esta matriz consiste en bloques (dados por las clases de conjugacion
de los subgrupos de G) en la diagonal, ceros bajo la diagonal y el iltimo bloque
de la diagonal es la tabla de caracteres. Esta matriz es invertible.

Ejemplo: 15 Sea C, =< x > el grupo ciclico multiplicativo de orden dos.

Consideremos, los caracteres lineales x1, vy x, de C,, como en el ejemplo 10
inciso a), entonces

La tabla de especies de C, es:



[{1}L,C] [Cy,Vh] [Cy, V3]

_| ({1h1) 2 1 1
XC=1 ety o 1 1
(Cz,X) 0 1 -1

Cuadro 4.1: Tabla de especies de C,.

Teorema 4.2.3 Sean R un anillo conmutativo, ay,...,a, € R generadores de
R como grupo abeliano y fy,..., f,, homomorfismos de anillos de R a C. Si la
matriz (fi(a;)) es invertible, entonces {ay,...,a,} es una base de R sobre Z y
cualquier homomorfismo de anillos de R a C es uno de los f;.

Demostracion. Puesto que R es generado por 4y,...,4,, tenemos que

R = iZai,
i=1

para ver que {ay,...,a,} es linealmente independiente, supongamos que
? 1 Aja; =0, entonces

Alar) - filan) \( M i=1Ajfi(a)) A1 Aja)) 0

'fn(al) :fn(an) /\.n ;’1:1 /\.jfn(aj) fn(Z;l:l /\jaj) 0

como (f,-(a]-)) es invertible, se sigue que A; = 0 paracadai=1,...,n, en-
tonces {ay,...,a,} es linealmente independiente. Por lo tanto, {ay,...,a,}
es una base de R sobre Z.

Ahora, sea 1 : R —» C un homomorfismo de anillos. Para cada f; se ex-
tiende
1 ®f1 :C ®7 R—C

que en los basicos esta definido por 1® f;(c®r) = cf;(r). Consideremos, el
homomorfismo de anillos

n
f:C®R—>]_[C,
i=1

en los basicos esta dada por f(c®r) = (cfi(r));, y se extiende linealmente
a todo C®z R. Ademas, f tiene como matriz asociada a la matriz (f;(a;))
que por hipotesis es invertible, asi que, f es un isomorfismo.

Notemos que para cada i se cumple que 1 ® f; = r; o f, donde 7t; es la
i—ésima proyeccioén canénica de [[_; C a C. Ademas, tenemos el homo-
morfismo

(1®¢)of*1:]_[<[:—>c,
i=1

pero los tnicos morfismos de este tipo son las proyecciones, entonces
existe j € {1,...jn} tal que (1®y)of 1 = Tj, estoes que, 1®Y = mjof = 1®f;
en consecuencia ¢ = f;.

O



Definicion 31 Definimos el automorfismo de anillos o : ID(G) — ID(G) que
manda (X, V) a (X,V?), donde V* = Homgg(V,C).

Tenemos que X es un G—conjunto y V es un CG-mddulo X—graduado
conV = @xex V,, entonces

V* = Homeg(V,C) = HomCG(@ V,,C) = @HomCG(Vx,C) = @ (V)"

xeX xeX xeX

ademds, g(Vy)" C (V,x)", se trata de un isomorfismo de CG-mddulos

X-—graduados, entonces o tiene sentido. A partir de los siguientes re-
sultados se demuestra que o es un morfismo de anillos,

Proposicion 4.2.5 Para cada (H,b), con H <Gy b € H, se cumple que
yH,b 00 = yH,b‘l-

Demostracion. Sean H < Gy b € H, de las Proposiciones 3.2.2y 3.2.1 se
sigue que

ZHpoo((X,V))

Zup(0(X, V)

= Sup(X,V7)

= ) XY

xeX
H<G,

= ) x, ()

xeX
H<G,

- yH,b’l'

Notemos que si (X, V), (Y, W) € ID(G), entonces

Fup(o(X, V)@ (Y, W))) = S 1 (X, V)& (Y, W))
= S (X, V) F g1 (Y, W)
= Zup(0(X, V) Tap(0(Y, W))
= S p(0(X, V)@ (Y, W)),

puesto que .}y, es un homomorfismo inyectivo, entonces
o((X,V)®(Y,W))=0c(X,V)®0c(Y,W),

es decir, o es un homomorfismo de anillos.



Para concluir la seccién se construye un homomorfismo de anillos entre
el anillo de Burnside B(G) y el anillo global de representaciones ID(G)
con el que se demuestra que B(G) es un subanillo de ID(G).

Teorema 4.2.4 Se define la aplicacion entre B(G) y ID(G).
y : B(G) - ID(G)

dado por y(X) = (X, C) para cada X € B(G). Tenemos que y es un homomor-
fismo de anillos inyectivo y existe un homomorfismo p : ID(G) — B(G) tal que

ﬁ)/ = ldB(G)
Demostracion. Sea H < G, entonces
y(G/H) = (G/H,ind5(C) = [H,C]

Para demostrar que ¥ es un homomorfismo de anillos basta comprobar
las propiedades en los basicos de B(G). Si se tiene que G/H = G/K, en-
tonces H = éK para algun g € G, de la Proposicién 4.2.3 se sigue que
[H,C] = [K,C], asi, y esta bien definida.

Ademas, y manda unidad en unidad, puesto que ¥(G/G) =[G, C]. Ahora,
sean H y K subgrupos de G, entonces

Supoo((X,V)) = Fupo(X,V))

= Jup(X, V)

= ) x,.(0Y

xeX
H<G,

= ) x0T

xeX
H<G,

= yH,b_l .

En la demostracion del lema 15 se demostro que

G

X

G/H x G/K = U
xe[H\G/K]

4

asi que,
»(G/H x G/K) = Z [HN*K,C]
x€[H\G/K]

Por otro lado, y(G/H)y(G/K) = [H,C][K,C] y del lema 15 se tiene que

[HCK,C] = ) [HN'K resfing(Chresig (O)]
xe[H\G/K]

Z [HN*K,C].

xe[H\G/K]



Entonces y(G/H)y(G/K) = y(G/H xG/K), por lo tanto ¥ es un homomor-
fismo de anillos.
El homomorfismo y es inyectivo, ya que si existen subgrupos H,K de
G tales que ¥(G/H) = y(G/K), es decir, [H,C] = [K,C], entonces existe
g€ Gtal queéH =K, yasi G/H = G/K.
Se define § : ID(G) — B(G) dada por B(X,V) = X para cada generador
(X,V)de ID(G), se puede verificar que  es un homomorfismo de anillos,
y se tiene que

By(G/H) = B(G/H, indj(C)) = G/H,

entonces fy = idpg)-

Teorema 4.2.5 Se define la aplicacion O del anillo de representaciones de G
al anillo global de representaciones de G, que en los bdsico de R(G) estd dada
por 6(S) = (-, S) para cada CG—-modulo S. Entonces 6 es un homomorfismo
de anillos y existe un homormorfismo

a :ID(G) - R(G)
dada por a(X, V)=V y a0 = idpg).

Demostracion. Se tiene que O(C) = (-,C). Sean S y T CG—moddulos, en-
tonces

0(S®T) (-S®T)
(-S)®(,T)
0(S)®0(T),

implica que 6 es un homomorfismo de anillos.
Sea a : ID(G) — R(G) dada por a(X, V) =V, a esta bien definida. Se tiene
que a(-,C) = C y ademas

a((X,V)e(Y,W))

a(XxY, VW)
VeWw
= a(X,V)®a(Y,W).

entonces « es un homomorfismo de anillos. Sea S u CG—modulo, se tiene
que
a6(S)=a(0(S)) = a(-,C) =S =idgg)(S),

se sigue que, a6 = idR(G). O

4.3. Ideales primos del anillo ID(G).

En este seccion denotaremos con #n al orden de G.Sea w una n—ésima raiz
compleja primitiva de la unidad.

Para cada subgrupo H de G y b € H denotamos por Py, en kernel de



SHp Y Por Ly la imagen de ./, en Z[w]. Ademas, sea m un ideal
maximal de Z[w], consideremos el siguiente diagrama
SHb n Zlw]

D(G) — Z[w] = = =

donde 7t es el morfismo proyeccion. Sea .#}}'; 1a composicion de .4 ;, con

7, denotamos por Py j, r, el kernel de .7}},.

Teorema 4.3.1 Sean K un subgrupo de G. Si existen b,y € K tales que by =
vb y el orden de y es p*, entonces . 1(z) - K by(2) € m para todo z € D(G)
v todo ideal maximal m de caracteristica p.

Demostracion. De la Proposicion 4.1.2 se tiene que ID(G) esta generado
por lo elementos de la forma [H,S], con H < Gy S € Irr(H), entonces es
suficiente demostrar el resultado en z = [H, S], asi,

F[H,S) = S ((H S = ) a0 (0%) = x, (b)),
x€[G/H]
K<*H
Puesto que b y y conmutan, entonces las aplicaciones lineales b; y y;
como en 3.17 se diagonalizan simultaneamente, sea {vy,...,v,} la base
tal que lo anterior se cumple, entonces b*v; = u;v; y v*v; = t;v; tal que

ok
t; =1. Entonces,

X ()= 0) = ) (i wit) = )il =t;).

Ademas, (1 — t,-)pk = 0(mod m), entonces 1 —t; € m para todo ideal maxi-
mal m de caracteristica p. Por lo tantoo, #x ;([H, S]) = Zk 1, ([H,S]) € m
para todo ideal maximal m de caracteristica p. ]

Corolario 4.3.2 Sean H un subgrupo de G. Si existen b,y € H tales que
by = yb v el orden de y es pk, entonces Py = Py pym» para todo ideal
mdximal m de caracteristica p.

Demostracion. Sea m un ideal maximal de caracteristica p, del anterior
Teorema se tiene que Yk ;(z) — Sk by(2) € m para todo z € ID(G). Consi-
deremos el morfismo proyeccion n : Z[w]| — Z[w]/m, se tiene que

I ip(2) = L (2) = 1( Sk p(2) = (S by (2) = T (S p(2) = T by (2) = 0,
para todo z € ID(G), entonces Ker(YIT’b) = Ker(fl‘?’b), asi, Py p,m = P by,m-
O

Del lema 18 se tiene que NPy, = 0, entonces si se considera un ideal
primo P de ID(G) se sigue que NPy, < P y por el lema 1 se tiene que



existen H < Gy b € H tales que Py, < P. Asi, P/Py, es un ideal del
anillo ID(G)/Py , = Imp, < Z]w), entonces es el ideal cero o es un ideal
maximal de Z[w], en el primer caso sera P = Py ; y si se tiene el segundo
caso por el Teorema Going-up 1.1.5 se sigue que

P=mnNImgyy,
para algin ideal maximal m de Z[w], entonces
P = .7}, (m) = Py p .
Por lo tanto,
Spec(D(G)) = {Py,4 » Pk pmlm € Max{Z[w]},H, K <GaeH, beK}

El siguiente paso es describir las componentes conexas del espectro pri-
mo del anillo ID(G). Note que Py , esta contenido en Py ,,, para todo
subgrupo H de G, a € H e ideal maximal m de Z[w], entonces todos es-
tos ideales pertenecen a la misma componente del espectro primo del
anillo global de representaciones ID(G).

Teorema 4.3.3 Sea K un subgrupo de G. Para cada c € K se tiene que Py . v
Py 1 estdn en la misma componente conexa de Spec(ID(G)).

Demostracion. Por el Teorema fundamental de la Aritmética o teorema
de factorizacién nica tenemos que el orden de ¢ es un nimero primo o
bien un tnico producto de nimeros primos o(c) = p|' ---p;'. El elemen-
to ¢ puede escribirse de manera tnica como el producto de elementos
c1,...,C; que conmutan entre si, con ordenes p?, . ..,p:t, respectivamente.
Ademas, cy,...,c; son potencias de c, esto es,

CZCl'“Ct’

T . . .
donde o(c;) = p;'. Para cada primo p; tomamos un ideal maximal m; de
caracteristica p;, entonces Py, y Py, estan en la misma componente
conexa. Por el Corolario 4.3.2 se tiene que Py = Py c,..c,m Y este ideal
esta en la componente conexa de Py ,...,- Continuando de esta forma
se obtiene que los ideales Py ,..c,, ---, P, Pr,1 pertenecen a la misma
componente conexa de Spec(ID(G)). O

Teorema 4.3.4 Sea K un subgrupo de G. Si L <K tal que |K/L| = p es un
niimero primo, entonces Pg 1 v P 1 estan en la misma componente conexa del
espectro primo de ID(G).

Demostracion. Por la Proposicion 4.1.2 es suficiente demostrar el resul-
tado en los elementos [H,S],con H < Gy S € Irr(H), entonces

J11([H, S]) = Fx1([H, S]) = (r(G/H) — o (G/H))dimS.



Si X es un G—conjunto se tiene que
PL(X) — pr(X) = X = 1XX].

Puesto que K < Ng(L), K acttia en XL, entonces XL es un K/L—conjunto,
y asi,

Xt -xK|=prepz
Entonces,

J11([H,S]) = k1 ([H,S]) = (pr)dimS

Tomamos un ideal maximal m de caracteristica p, entonces

PK,l,m = PL,l,m:

Puesto que Py ; y Px 1, estan en la misma componente conexa, y P ; con
P, 1 1y estan en la misma componente conexa de Spec(ID(G)), por lo tanto,
Px 1y Pp; estan en la misma componente conexa de Spec(ID(G)). O

Corolario 4.3.5 Sea K un subgrupo de G. Si L <K tal que |K/L| = p es un
niimero primo, entonces Pg 1 1 v P 1 i estdn en la misma componente conexa,
para todo ideal maximal m de Z[w)] de caracteristica p.

Corolario 4.3.6 Sea K un subgrupo de G, entonces P 1 v Pos(k) estan en
la misma componente conexa.

Teorema 4.3.7 Sea H < G. Si Py, estd contenido en un ideal primo P de
ID(G), entonces P = Py}, 0 existe un ideal maximal m de Z[w], tal que P =

PH,b,m .

Demostracion. Supongamos que P # Py ;, entonces P/Py; es un ideal
no trivial de ID(G)/Py , = Imp ;, < Z[w], entonces es el ideal cero o es un
ideal maximal de Z[w], asi, se tiene el segundo caso y por el Teorema
Going-up 1.1.5 se sigue que

P=mnN ImH’b,
para algin ideal maximal m de Z[w], entonces

P = .7}, (m) = Py p e



Sea P; el conjunto de subgrupos perfectos de G, es decir,
P; ={H < G|O°(H) = H}.

note que P es un G—conjunto bajo la accién gH = gHg ™! paracadage G
y H € P, puesto que O°%(gHg™!) = gOS5(H)g™! = gHg™!, la accién esta
bien definida. Para cada H € P sea

Xy ={P.a» PxamlK < G,a € K,m € Max(Z[w]) O°(K)=cH)

donde Max(Z[w]) es el conjunto de ideales maximales de Z[w]. Note que
Xy € Spec(ID(G)), para todo H € Pg.

Teorema 4.3.8 El conjunto {Xy|H € [G\Pg|} contiene las componentes co-
nexas distintas de Spec(ID(G)).

Demostracion. Sean H y K subgrupos de G. Si Py, € Xy el Teorema
4.3.3 implica que Py , y Px 1 estan en la misma componente conexa, pues-
to que O%(K) = H, Px 1 esta en la misma componente conexa que Py ;.
Para cualquier otro ideal Px o Py, de Xy debe pertenecer a la misma
componente conexa que Py, entonces Xy estd contenida en una com-
ponente conexa del espectro primo del anillo ID(G).

Si P € Spec(D(G)), P = Py o P = Py, para algin ideal maximal m
de Z[w], puesto que O°(O°(H)) = O%(H), entonces P € Xos(m), asi,

D(G) = |_| Xy,
]

HE[G\PG

Ademas, se tiene que Xy C Ups k)= V(P ), y del Teorema 4.3.7 se tiene
que los ideales primos que contienen a Px . deben ser de la forma Py j 1,
entonces

Xa= ) V(o

O5(K)=gH

Por lo tanto, Xy es cerrado y abierto, entonces Xy es conexo.

Corolario 4.3.9 Los ideales Px . v Pp 4y estdn en la misma componente
conexa del espacio Spec(ID(G)) si y sélo si O (K) = O3(L).

Recordando, en las preliminares de este trabajo en el Teorema 1.1.6 se
demostrd que existe una correspondencia uno a uno entre los idempo-
tentes primitivos de ID(G) y las componentes conexas de Spec(ID(G)),
entonces



Teorema 4.3.10 El niimero de idempotentes primitivos de ID(G) es igual a el
numero de las clases de conjugacion de subgrupos perfectos de G.

Demostracion. Se sigue del Teorema 1.1.6 y que {Xy|H € [G\P5]} son
las componentes conexas distintas de Spec(ID(G)).
O

Por el homomorfismo inyectivo y : B(G) — ID(G) del Teorema 4.2.4 se
puede considerar al anillo de Burnside B(G) como un subanillo del ani-
llo ID(G) y asi se tiene que,

Corolario 4.3.11 Los idempotentes primitivos del anillo ID(G) coincide con
los idempotentes primitivos del anillo B(G).

Demostracion. Puesto que ID(G) y su subanillo B(G) tienen el mismo
numero de idempotentes primitivos, entonces los idempotentes primiti-
vos de ID(G) coincide con los idempotentes primitivos de B(G).

O

Consideremos la biyeccién .7 del lema 18

7 DG) — [lupes Zlw]
[K,S] — (yH,b([K’S]))(H,b)eé’

Ahora, se describe la factorizacion de los idempotentes primitivos eg .
en [ [y pes Z[w] usando los elementos de ID(G).

Teorema 4.3.12 Sean K < G y ¢ € K. Entonces

_ 1 -
e = womrceE ) As(OMHK)IHS]

(H,S),H<G

Selrr(H)

= Ne®ACe@ Z X(c)u(H,K)[H, S]

(H,S),ceH<G
Selrr(H)

Se toman los subgrupos H de G (salvo subgrupos conjugados) y un conjunto
de representantes S de los CH-modulos irreducibles. La expresion X (c) es
igual a x  (c) siempre que c este en H, y 0 en otro caso.

Demostracion. En esta demostracion serd z = Z X,(c)u(H,K)[H,S].

(H,S),H<G
Selrr(H)

Entonces basta demostrar que

ING(K)N Cg(c)l, si(L,d)=c(K,c)
0, en otro caso

S1,4(2) :{



Primero supongamos que d no es conjugado a c en G, entonces

Sra@)= ) X (OpHK).SL4(H,S))

(H,S),H<G

Selrr(H)
= ) XLOWHK) Y x(d)

(H,S),H<G x€[G/H)

Selrr(H) L<*H

-y X[ Y RO, (@) [T H)p(H, K)
H<G xeG Selrr(H)

Usando la relacion de ortogonalidad del Teorema 3.2.7 se tiene que

ZIHIZ u(H,K)

H<G xeG
=0

Ahora, supongamos que d = ¢, pero que no existe g € Cg(c) tal que 8L =
K. Usando nuevamente la relacion de ortogonalidad, se obtiene

= ) KOuHK) ) x()

(H,S),H<G xe[G/H]
Selrr(H) L<*H
— 1 X
Zﬁz[ Y e e s
H<G xeG\Selrr(H)
X

Z|H|X|CH (c)lC(L¥, H)p(H, K)

H<G xeG

C—HC

Sea {cy,...,c,} la orbita de ¢ bajo conjugacion por los elementos de H, con
r = [H|/|Cy(c)|, y ¢; = c". Entonces,

Z||H||Z )_ T H)u(HK)

H<G i=1 xeG
c*=c;

C . eyl . .
Note que, ¢ = ¢; = ¢l siy sélosi ™ =c,ysi L* < H, entonces L*" < H,
q i y y

haciendo el cambio de variable x = xh; y considerando que r = |[H|/|Cy(c)|,

se tiene que
=) ) CLSH)u(HK)

H<G xeG

S PN
xeCg(c) \H<G




puesto que p = {~!, pero no existe g € Cs(c) tal que éL = K, entonces

- T [ ew

XECG H<G
=0

Finalmente, supongamos que (L,d) =g (K,c), de la Proposicién 4.2.4 se
sigue que

S1,4(2) = Fk o(2)

analogo al caso anterior se obtiene que

=Y Y WS HWHEK)

H<GxeG,c*=c
S LTS

xeCg(c) \H<G
= [Ng(K) N Cg(c)|

Por lo tanto,
1, si(L,d)=¢(K,c)
yL,d(eK,c):{ 0 ©
, en otro caso

Ejemplo: 16 Sea S3 el grupo simétrico de orden 3. Consideremos los re-
presentantes de las clases de conjugacion de los subgrupos de S; que son

{{I}, C2rA3}-

Tenemos 2 modulos irreducibles de C,, dados por los C—espacios vectoria-
les unidimensinales V y V,, como en el ejemplo 10. El subgrupo Aj tiene
tres modulos irreducibles Wy, W, v W3. El grupo Ss tiene tres tres modulos
irreducibles My, M, y M3 como en el ejemplo 10. Sean ¢ = (12) y b = (123).



ems = <lILCl
ec,; = —3[{I}LCl+3[Cy Vi]+ 3[Co, V2.

ec,c = 3[CoV1]-3[Cy V2l

ea,; = —<lILCl+£[As, W]+ [As, Wa]+ £[As, W3],

€A, b = %[A3,W1]+%§[A3,W2]—2+1i2\/§[A3,W3].

es,1 = sHILCl-1[Co, V1] - 3[Co, Vo] - £[As, Wy ] L[A5, Wa] - L[A3, W3]
+2£[S3, My + £[S3, My + 5[S3, M3].

es,c = —3[Co Vi]+3[Co Val+ 3[S3, M1 ] - 5[S3,My].

sy = —L[As, W]- 3140 Wyl 2B 1A, Wil + L[Ss, My ]+ L[S5, M

S;,b = T3143, W) 3 3, W+ =35 [A3, W3]+ 3[S3, M1 ] + 3[S3, M, |+

—1[S5, M3].

Ademas, 6{1}’1 + €C2’I + €C2’I + eA3,I + eA3,I + 653’1 + 653’1 + 653’1 = [83,(]:]
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