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JOSÉ ÁNGEL CASTELLANOS REYES

TUTOR:

DR. ALEJANDRO REYES CORONADO
FACULTAD DE CIENCIAS, UNAM

MIEMBROS DEL COMITÉ TUTOR:
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Resumen

En este trabajo se presenta un estudio sobre la transferencia de momento lineal

(TML) de un electrón relativista a una nanopart́ıcula (NP) dieléctrica esférica, en

función de la velocidad del electrón y de la distancia más próxima de la trayectoria

del electrón a la superficie de la NP (parámetro de impacto), en el marco de la elec-

trodinámica clásica. El electrón viaja en ĺınea recta sin intersecar a la NP, con una

velocidad relativista, como los t́ıpicamente empleados en microscopios electrónicos de

barrido y transmisión (STEM por sus siglas en inglés, Scanning Transmission Electron

Microscope) estándares, y la NP esférica de radio a se considera hecha de óxido de

magnesio (MgO) o bien de carburo de silicio (SiC).

El MgO resulta de interés debido a que ha sido estudiado mediante STEMs desde

hace algunas décadas. En particular, se ha observado la generación de radiación Che-

renkov durante la interacción del MgO con el haz de electrones del STEM. Aśı mismo,

el SiC, además de ser un material polaritónico con resonancias en la región de los THz,

resulta de interés práctico debido a su alto ı́ndice de refracción.

Anteriormente se ha estudiado la TML de electrones relativistas a NPs metálicas,

tanto teórica como experimentalmente, observándose la existencia de una transición

de interacción atractiva a repulsiva para parámetros de impacto suficientemente pe-

queños o velocidades del electrón suficientemente altas, dando pie a posibles aplicacio-

nes tecnológicas de manipulación controlada a la nanoescala, bautizadas como pinzas

electrónicas en alusión a las pinzas ópticas.

En este trabajo se calculó la TML de electrones relativistas a NPs de MgO y SiC,

encontrándose que la TML en la dirección longitudinal (paralela a la trayectoria del

electrón) es siempre positiva en ambos materiales –tanto en función de la velocidad

del electrón como en función del parámetro de impacto–, i.e., existe una interacción

atractiva entre el electrón y la NP (el electrón arrastra a la NP), en acuerdo con los
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12 Resumen

resultados obtenidos para el caso de part́ıculas metálicas y el hecho de que la compo-

nente longitudinal de la TML está relacionada con espectroscoṕıa de pérdida de enerǵıa

de electrones (EELS por sus siglas en inglés, Electron Energy Loss Spectroscopy). Para

la componente transversal (perpendicular a la trayectoria del electrón) de la TML, se

encontró que, para NPs hechas de MgO, existe una transición de interacción atractiva a

repulsiva para velocidades del electrón suficientemente altas, aśı como para parámetros

de impacto suficientemente pequeños, lo cual indica que el efecto repulsivo entre un

electrón y una NP no es exclusivo de NPs plasmónicas. En contraste, para el caso de

una NP hecha de SiC, no se encontró ninguna transición para el rango de parámetros

considerados, tanto de la velocidad del electrón como del parámetro de impacto.

Lo anterior sugiere la posibilidad de manipulación controlada de NPs por medio

de microscopios STEMs no sólo para NPs metálicas, sino también para algunas NPs

dieléctricas, lo cual ampĺıa el margen de operación de la posible tecnoloǵıa de pinzas

electrónicas.



Abstract

In this work we present a study on the linear momentum transfer (TML for its

spanish acronym, Transferencia de Momento Lineal) from a relativistic electron to a

dielectric nanoparticle (NP), as a function of the electron’s velocity and the shortest

distance from the electron’s trajectory to the NP’s surface (impact parameter), in the

context of classical electrodynamics. The electron travels in a straight line without

intersecting the NP, with a relativistic velocity, as those typically used in standard

scanning transmission electron microscopes (STEM), and the spherical NP of radius a

is considered to be made of magnesium oxide (MgO) or silicon carbide (SiC).

The interest in MgO comes from the fact that it has been studied with STEMs

since some decades. In particular, the production of Cherenkov radiation has been

observed during the interaction between MgO and a STEM’s electron beam. Likewise,

SiC, besides being a polaritonic material with resonances in the THz region, is an

interesting material due to its high refractive index.

Previously, the TML from relativistic electrons to metallic NPs has been experimen-

tally and theoretically studied, noticing the existence of a transition from attractive to

repulsive interaction for small enough impact parameters and high enough electron’s

velocities, leading to possible technological applications of nanoscale controled manipu-

lation, named electronic tweezers, making reference to optical tweezers.

In this work it was found that the longitudinal TML (parallel to the electron’s

trajectory) to MgO and SiC NPs is always positive for both materials –as a function

of electron’s velocity and impact parameter–, i.e., there is an attractive interaction

between the electron and the NP (the electron drags the NP), in agreement with the

obtained results for metallic NPs and the fact that the longitudinal component of the

TML is associated with electron energy loss spectroscopy (EELS). For the transversal
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TML (perpendicular to the electron’s trajectory), it was found that for MgO NPs there

is an attractive-repulsive interaction transition for high enough electron’s velocities and

for small enough impact parameters, which indicates that the repulsive effect between

an electron and a NP is not exclusive of plasmonic NPs. In contrast, for SiC NPs, no

transition was observed within the considered values of the electron’s velocity nor the

impact parameter.

The foregoing suggests that the controlled manipulation of NPs with STEMs is

possible not just for metallic NPs, but also for some dielectric NPs, broadening the

operation range of the possible technology of electronic tweezers.



1
Introducción y antecedentes

Desde sus albores, la humanidad ha empleado la luz –y en general la radiación

electromagnética (EM)– para estudiar a la naturaleza. En particular, la radiación EM

se ha utilizado para el estudio de los materiales, los cuales a su vez han sido utilizados

para estudiar la radiación EM. Además, los campos EM poseen propiedades dinámicas

(enerǵıa, momento lineal y momento angular) que pueden transferirse a la materia [1], lo

cual ha permitido el desarrollo de diversas técnicas de caracterización [2] y manipulación

[3] de materiales.

Una de las fuentes de radiación EM son los haces de electrones. Un ejemplo de su

implentación son los microscopios electrónicos de barrido y transmisión (STEM, por

sus siglas en inglés Scanning Transmission Electron Microscope), que han probado su

utilidad en el estudio de estructuras nanométricas, alcanzando resoluciones atómicas

menores a 1 Å con enerǵıas del haz de electrones de hasta 400 keV, i.e. con electrones

con velocidades relativistas [4]-[9]1. Sin embargo, se ha observado que el haz de elec-

trones del STEM puede transferir momento lineal y angular a nanopart́ıculas (NPs)

metálicas, provocando traslaciones y rotaciones de las mismas [11]-[13]. En particu-

lar, se ha observado que, para ciertas condiciones, la transferencia de momento lineal

(TML) transversal (perpendicular a la trayectoria del haz de electrones) de electrones

relativistas a NPs metálicas exhibe una transición de interacción atractiva a repulsiva

(TAR) para parámetros de impacto suficientemente pequeños [12], [15], o bien para

1La fórmula relativista de la enerǵıa cinética T de una part́ıcula puntual que se mueve con una
rapidez v está dada por [1]

T = (γ − 1)mc2,

en donde c es la rapidez de la luz, m es la masa de la part́ıcula y γ =
(
1− v2/c2

)−1/2
es el factor

de Lorentz. Un electrón con una enerǵıa cinética de 400 keV tiene aproximadamente una rapidez de
0.827c, ya que, de acuerdo [10], la masa en reposo del electrón es m = 0.5109989461(31) MeV/c2. Con
3 keV la rapidez es 0.1c.

15



16 Caṕıtulo 1

velocidades de los electrones suficientemente altas [14]. Este fenómeno se ha explicado

mediante el acoplamiento electromagnético entre los electrones y las nanopart́ıculas ba-

jo estudio, en las cuales se inducen excitaciones en las densidades de carga, conocidas

como plasmones [14]-[21].

Ahora bien, si las NPs son dieléctricas, la interacción electromagnética con un haz

de electrones será distinta que en el caso de NPs metálicas ya que, al no tener electrones

libres, no pueden inducirse plasmones. Sin embargo, el campo electromagnético produ-

cido por el haz de electrones (campo externo) induce densidades de carga y corriente

en las NPs. Más aún, por las leyes de conservación de las variables dinámicas, el campo

externo puede transferir enerǵıa, momento lineal y momento angular a las NPs [1], [12].

No obstante, hasta el momento sólo se ha observado experimentalmente el fenómeno de

la TAR en NPs metálicas. Lo anterior ha motivado la realización de este trabajo, en el

cual se presenta un estudio de la transferencia de momento lineal (TML) de electrones

con velocidades relativistas a NPs dieléctricas, hechas de óxido de magnesio (MgO) o

bien de carburo de silicio (SiC), en el marco de la electrodinámica clásica, y se compa-

ran los resultados con los conocidos para NPs metálicas, prestando especial atención a

la presencia o ausencia de TAR en estos materiales.

En este caṕıtulo se presenta un resumen de los antecedentes del problema de la

transferencia de momento lineal a nanopart́ıculas.

1.1. Antecedentes

En el 2004, F. J. Garćıa de Abajo, interesado en el problema del efecto de un haz de

electrones relativistas sobre muestras en una trampa óptica, realizó un estudio teórico

sobre las fuerzas y torcas que ejercen los electrones sobre nanopart́ıculas (NPs) esféricas

metálicas y dieléctricas [12], obteniendo que la transferencia de momento lineal (TML)

y angular (TMA) de los electrones a las NPs depende del parámetro de impacto y del

radio de las NPs.

En [12] se considera como modelo teórico (ver Fig. 1.1) una NP esférica neutra, de

radio a, no magnética, embebida en vaćıo, con una respuesta electromagnética dada por

su función dieléctrica ε (ω) cerca de la cual viaja un electrón (e−) de carga qe, con una

velocidad constante sobre una trayectoria recta que no interseca a la NP. En la Fig.

1.1 se ha indicado el parámetro de impacto b (la distancia más corta de la trayectoria

del electrón al centro de la NP)2. El modelo de [12] es razonable para el problema de

2En la Fig. 1.1 también se ha señalado el parámetro de impacto b′ respecto a la superficie de la NP,
el cual constituye la distancia más próxima desde la superficie de la NP a la trayectoria del electrón,
ya que más adelante es respecto a este parámetro de impacto que se harán los estudios de la TML.
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Figura 1.1: Esquema del problema de la TML de un electrón rápido (e−) a una nanopart́ıcula (NP)
embebida en vaćıo caracterizada por ε (ω).

la interacción de NPs con el haz de un STEM ya que, en primer lugar, la corriente

eléctrica del haz de electrones es t́ıpicamente del orden de 100 pA [13], de modo que,

considerando que el tiempo de relajamiento τ de las oscilaciones de carga en un metal

es del orden de 10−15 s (y que τ es menor en materiales dieléctricos)3 se tiene que el haz

del STEM está conformado por electrones que son emitidos aproximadamente uno cada

106τ . Es decir, la interacción de la NP con cada electrón del haz dura lo suficiente para

que los movimientos que el electrón induce en las cargas de la NP puedan detenerse

y aśı, cuando se emite el siguiente electrón, la NP es prácticamente neutra de nuevo.

De esta manera, es justificable estudiar la interacción de un sólo electrón con la NP.

En segundo lugar, se sabe que el haz de electrones del STEM se desv́ıa poco de su

trayectoria inicial cuando incide fuera de la NP; por ejemplo, en [22] y [23] se reporta

que para el caso en que el haz del STEM incide a una distancia de entre 1 nm y 3 nm de

cubos de 100 nm hechos de oro (Au) o de MgO, el haz se desv́ıa entre 10−3 radianes y

5×10−3 radianes. De este modo, puede considerarse que la trayectoria de los electrones

es siempre rectiĺınea. Finalmente, como las enerǵıas de las excitaciones en los sólidos

son en general del orden de eV, sin exceder unos cuantos keV, y el haz del STEM

puede tener hasta 400 keV, la enerǵıa cinética de los electrones del haz cambia muy

poco, de manera que puede considerarse que los electrones viajan siempre con la misma

velocidad.

Tomando como punto de partida el mismo modelo que [12], puede hacerse un análisis

cualitativo considerando que el campo EM del electrón induce densidades de carga y

3Por ejemplo, para el aluminio, el modelo de Drude predice un tiempo de relajación de τ = 4.388×
10−15 s [14]. El modelo de Drude se discute en el capt́ulo 3 (ver ec. 3.3).
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corriente en la NP, cuyo efecto se traduce, en primera aproximación (sin considerar las

corrientes inducidas), en una carga inducida dentro de la NP, de signo opuesto a la

del electrón. En ese caso, se obtendŕıa que la interacción entre el electrón y la NP es

siempre atractiva. Sin embargo, en [12] se encontró que para NPs de plata (Ag) ocurŕıa

una TAR en la TML transversal para parámetros de impacto suficientemente pequeños

(véase la Fig. 1.2). En el 2008, P. E. Batson reportó que, en efecto, el haz de un STEM

puede inducir movimiento en nanopart́ıculas de oro [13].

Figura 1.2: TML de electrones rápidos a una NP de plata (Ag) y a una NP de óxido de aluminio
(Al2O3) en función del parámetro de impacto b, reproducida de [12]. Se observa que ocurre una TAR,
señalada en magenta, en la TML transversal para la NP de Ag. En esta figura se considera que el
electrón tiene una carga qe.

En el 2010, Reyes-Coronado et al. [16] encontraron una TAR, a parámetros de

impacto suficientemente pequeños, para la TML transversal de electrones relativistas

a NPs esféricas hechas de aluminio y oro, de distintos radios, obteniendo además que

el fenómeno está presente también en d́ımeros metálicos y prediciendo que para ciertos

parámetros de impacto el d́ımero se rompeŕıa (las NPs se separaŕıan) o bien se juntaŕıa,

colapsando en una única part́ıcula (fenómeno conocido como coalescencia). En la Fig.

1.3 se ha reproducido una de las gráficas de [16]4, que muestra la TML transversal para

una NP y un d́ımero de oro, en la cual se observa TAR en la NP y en el d́ımero con

separación d = 0.5 nm. Estos resultados fueron confirmados experimentalmente en el

2011 por P. E. Batson et al. [15], en donde se presenta un estudio teórico y experimental

de la TML del haz de electrones de un STEM a NPs de oro sobre un sustrato de carbono

amorfo.

El STEM forma sus imágenes barriendo las muestras con el haz de electrones sobre

4En [16] sólo aparecen la curva roja y la azul de la Fig. 1.3. La curva verde no ha sido publicada.
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Figura 1.3: TML de electrones rápidos a una NP de oro (puntos rojos) y a un d́ımero de oro con
separación d = 0.5 nm (en verde) y d = 0.25 nm (en azul), en función del parámetro de impacto b′,
reproducida de [16].

un plano, utilizando los electrones esparcidos por ellas. Por ejemplo, en la Fig. 1.4,

reproducida de [15], se muestra una NP que está siendo escaneada por el haz de un

STEM, el cual barre la región plana delimitada por las ĺıneas blancas. El haz de elec-

trones del STEM permanece durante un 20 % del tiempo del barrido al principio de

cada una de las ĺıneas sobre las que éste se efectúa, produciendo una corriente neta de

electrones que viajan fuera de la NP, ilustrada en la Fig. 1.4 como una región sombrea-

da en azul, de manera que, aunque el haz barre toda la muestra que se observa con el

STEM, hay un parámetro de impacto efectivo respecto a la superficie de la NP (ver Fig.

1.4), correspondiente a b′ de la Fig. 1.1.

En [15] se utilizó carbono amorfo como sustrato, el cual posee una superficie rugosa

que dificulta el movimiento de las NPs, de manera que el efecto del haz del STEM al

pasar sobre las NPs es practicamente nulo, y aśı los movimientos traslacionales de las

NPs se deben principalmente al haz de electrones con parámetro de impacto efectivo

b′. En la Fig. 1.5 se muestran algunos de los resultados de [15]. La Fig. 1.5a muestra

seis imágenes de STEM, a distintos tiempos, de una NP de oro de 1.5 nm en presencia

de otra de 5 nm –y por lo tanto se mueve mucho menos que la NP pequeña– que sirve

de referencia para estudiar su movimiento. En todas las imágenes de la Fig. 1.5a, el

haz de referencia se encuentra a la izquierda de la NP (e. g. en las imágenes inferiores

el haz se encuentra en la región marcada con doble ĺınea punteada). Las tres imágenes

superiores de la Fig. 1.5a, tomadas con un parámetro de impacto efectivo b′ ≈ 4.5 nm,

muestran una interacción atractiva entre el haz y la NP pues se observa que la NP se

acerca al borde izquierdo, lo cual se puede apreciar utilizando la ĺınea punteada blanca
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Figura 1.4: Esquema del haz de electrones de un STEM interactuando con dos part́ıculas de oro,
reproducida de [15].

auxiliar entre las NPs. Por el contrario, en las imágenes inferiores de 1.5a, cuyo haz de

referencia tiene un parámetro de impacto de b′ ≈ 1 nm, se observa que la NP se aleja

del haz indicando una interacción repulsiva. De este modo, la Fig. 1.5 es una evidencia

experimental de la existencia del fenómeno de la TAR en NPs de oro.

(a) (b)

Figura 1.5: Resultados reproducidos de [15] de la TML del haz de electrones de un STEM a NPs de
oro sobre un sustrato de carbono amorfo: (a) Observación experimental de TAR en NPs de oro y (b)
observación de la coalescencia de dos NPs de oro inducida por el haz electrónico del STEM.

El fenómeno de coalescencia de un d́ımero inducida por el haz de electrones de un

STEM puede apreciarse en la Fig. 1.5b, reproducida de [15], en la que se muestran

seis imágenes de dos NPs de oro a distintos tiempos registradas por el STEM. En las

imágenes superiores de la Fig. 1.5b se aprecian dos NPs las cuales, conforme pasa el

tiempo, se van acercando entre śı debido al efecto del haz de electrones hasta coalescer

en una sola part́ıcula. Lo mismo se observa en las imágenes inferiores de la Fig. 1.5b

para una NP que coalesce con otra de mucho mayor tamaño.

Todo lo anterior sugiere la implementación de la TML, en particular la TAR, en el
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Figura 1.6: Ilustración de una posible pinza electrónica, reproducida de [15].

desarrollo de pinzas electrónicas5 –dispositivos basados en haces de electrones que per-

mitiŕıan la manipulación controlada de muestras a la nanoescala–. En la Fig. 1.6, tam-

bién reproducida de [15], se ilustra una posible implementación de una pinza electrónica,

la cual consiste en un haz de electrones que se mueve encerrando una NP. En el 2011,

Oleshko y Howe mostraron en [24] una implementación de pinzas electrónicas manipu-

lando NPs de aluminio de distintos tamaños.

No obstante, hasta el momento no se han reportado observaciones de TAR en

dieléctricos, de modo que el funcionamiento de las pinzas electrónicas con estos ma-

teriales es incierto. Si la TAR fuese un fenómeno puramente plasmónico, entonces no

se observaŕıa en dieléctricos y aśı estos materiales necesitaŕıan un tratamiento distinto

al de los metales para su manipulación a la nanoescala. Lo anterior motiva el estudio

de la TML y la TMA de electrones relativistas a NPs hechas de distintos materiales

dieléctricos, en particular, para determinar si en efecto la TAR ocurre sólo en metales, y

para entender el comportamiento de dichas NPs al interactuar con pinzas electrónicas.

En este trabajo se investiga la TML de electrones relativistas a NPs hechas de dos

materiales dieléctricos de interés: el óxido de magnesio (MgO) y el carburo de silicio

(SiC). El MgO es de interés, en particular, por ser un material que se ha estudiado con

STEMs y que, al interactuar con el haz de electrones, produce radiación Cherenkov [25]-

[29]. Por su parte, el SiC, además de que, como muchos de los compuestos del silicio,

es de interés por el gran papel que juega el silicio en la electrónica, es un material

polaritónico con resonancias en la región de los THz y con un alto ı́ndice de refracción

[30]-[32].

5El nombre de pinzas electrónicas hace referencia a las pinzas ópticas, las cuales son trampas ópticas
que han servido para manipular espećımenes de tamaños micrométricos [3].
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2
Teoŕıa

Los campos electromagnéticos (EM) poseen momento lineal y angular, lo cual per-

mite inducir fuerzas y torcas de origen electromagnético en la materia [1]. Lo anterior

ha motivado el desarrollo de técnicas de manipulación óptica [3], las cuales se han

implementado de manera exitosa principalmente en dos escalas: la micrométrica, ma-

nipulando objetos cuyo tamaño es del orden de micrómetros (e.g. las células) [33]-[36],

y la subnanométrica, con objetos que miden menos de un nanómetro (e.g. los átomos)

[37]-[40]. Sin embargo, la implementación en la escala intermedia no ha sido fácil de

lograr [41], aunque se han logrado avances importantes en este tema. En particular, se

ha estudiado la transferencia de momento lineal (TML) de electrones, como los t́ıpi-

camente empleados en los STEMs, a nanopart́ıculas (NPs) metálicas en función del

parámetro de impacto y de la velocidad del electrón, encontrándose una transición de

interacción atractiva a repulsiva (TAR) para la transferencia de momento en la dirección

transversal a la trayectoria del electrón [15]-[21].

En este trabajo se presentan los primeros cálculos (hasta donde tenemos conoci-

miento) de la TML a nanopart́ıculas dieléctricas hechas de óxido de magnesio (MgO)

y carburo de silicio (SiC), con especial énfasis en la presencia o ausencia de TAR.

En este caṕıtulo se presenta la teoŕıa de la transferencia de momento lineal de

electrones relativistas con velocidad constante entre 0.1c y 0.95c1 a NPs esféricas, en el

marco de la electrodinámica clásica, la cual sirve de base para el estudio tanto del caso

de nanopart́ıculas metálicas como dieléctricas.

1En todo el trabajo, c denota a la rapidez de la luz.
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2.1. Cálculo de la transferencia de momento lineal

La conservación del momento lineal en electrodinámica clásica establece que [1]

d

dt

[
Pmec (t) + Pem (t)

]
=

∮
S

←→
T (r; t) · da, (2.1)

en donde
←→
T es el tensor de esfuerzos de Maxwell, Pmec es el momento lineal mecánico,

Pem es el momento lineal electromagnético, S es la superficie cerrada (que encierra

un volumen V ) sobre la que se desea calcular la transferencia de momento lineal, r

es el vector de posición, t es el tiempo y da = dan̂, con da un elemento diferencial

de área y n̂ el vector unitario normal exterior a S en cada punto de su superficie. En

términos de los campos EM y empleando unidades CGS2 se tiene que el momento lineal

electromagnético está dado por [1]

Pem (t) =

∫
V

g (r; t) d3r, (2.2)

con g (r; t) la densidad de momento lineal, dada por

g (r; t) =
1

4πc
E (r; t)×B (r; t) , (2.3)

mientras que el tensor de esfuerzos de Maxwell (omitiendo la dependencia en r y t)

tiene la forma
←→
T =

1

4π

[
EE + BB− 1

2

←→
I (E · E + B ·B)

]
, (2.4)

en donde
←→
I representa la diádica unitaria.3

En la Fig. 2.1 se muestra el sistema de estudio, el cual consiste en un electrón,

con carga qe, viajando con velocidad constante, de magnitud v y dirección êx, en una

trayectoria recta a una distancia b del centro de una nanopart́ıcula (NP) esférica –no

magnética– de radio a, caracterizada por una función dieléctrica εm(ω). La distancia

más corta de la trayectoria del electrón a la superficie de la NP es b′ y el sistema

completo se considera embebido en vaćıo.

El campo EM producido por el electrón –campo externo– induce cargas y corrientes

2Se utilizan unidades CGS en lugar de unidades SI ya que, como se verá más adelante, los campos
EM se calculan en unidades atómicas gaussianas, compatibles con las unidades CGS. Al final se reporta
el momento lineal transferido en SI.

3Se utiliza el producto directo de vectores: Si X =
∑
lXlêl y Y =

∑
m Ymêm son dos campos

vectoriales expresados en una base ortonormal {êk}, entonces XY es el tensor cuya entrada ij es
XiYj .
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Figura 2.1: Esquema de un electrón viajando con velocidad constante en la vecindad de una nano-
part́ıcula esférica, centrada en el origen, embebida en vaćıo y caracterizada por una función dieléctrica
εm(ω).

en la NP, la cual genera a su vez un campo EM –el campo esparcido– que se superpone

con el campo EM externo fuera de la NP. Para calcular la transferencia de momento

lineal total del electrón a la NP debe considerarse la fuerza en cada posición del electrón,

lo que equivale a considerar la fuerza en todo el tiempo de vuelo del electrón, y por

lo tanto se integra la ec. (2.1) en todo el tiempo en una superficie que encierre a la

NP, sin intersecar la trayectoria del electrón4. En particular, si S es una esfera de radio

R, concéntrica a la NP, tal que a < R < b (ver Fig. 2.2) y se define t = 0 como el

tiempo en el que el electrón pasa por el punto más cercano a la NP, es decir, aquel con

coordenadas (0, 0, b) en la Fig. 2.1, entonces∫ ∞
−∞

d

dt

[
Pmec (t) + Pem (t)

]
dt =

∫ ∞
−∞

∮
S

←→
T (r; t) · da dt . (2.5)

Por el teorema fundamental del cálculo, la integral del lado izquierdo de la ec. (2.5)

es igual a la diferencia del término entre corchetes evaluado en +∞ y −∞. En t =

−∞, el electrón se encuentra infinitamente lejos de la NP, de modo que el campo

externo producido por el electrón sobre la NP es cero y en consecuencia no hay campos

esparcidos por la NP, de manera que el campo EM es cero en el volumen V encerrado

por la superficie S, por lo que utilizando (2.2) y (2.3)

Pem(t = −∞) =
1

4πc

∫
V

E (r; t = −∞)×B (r; t = −∞) d3r = 0. (2.6)

4El requisito de que la superficie no interseque a la trayectoria del electrón es solamente para
simplificar los cálculos numéricos, evitando considerar en la región de integración el momento lineal
mecánico que posee el electrón debido a su movimiento.
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Figura 2.2: Superficie esférica S sobre la que se hace la integración en la ec. (2.5), cuyo radio R es
tal que a < R < b. Por motivos de claridad en la imagen se ha ilustrado sólo la mitad de la esfera S.

En t = +∞, el electrón vuelve a estar infinitamente lejos, por lo que nuevamente no

existe campo externo dentro del volumen considerado. Sin embargo, el electrón a su

paso excita a la NP induciendo cargas y corrientes dentro de ella. Debido a los efectos

disipativos (representados por la parte imaginaria de la función dieléctrica), todas las

corrientes inducidas eventualmente volverán a ser cero. Un mecanismo de decaimiento

de las excitaciones dentro de la NP son procesos radiativos, cuyo campo EM posee

momento lineal y angular. Ahora bien, dado que el momento se evalúa en +∞, todas las

posibles excitaciones dentro de la NP habrán desaparecido, aśı como cualquier momento

electromagnético asociado a los campos radiados dentro del volumen de interés, es decir

Pem(t = +∞) = 0. (2.7)

En resumen ∫ ∞
−∞

d

dt

[
Pem(t)

]
dt = Pem(t = +∞)−Pem(t = −∞) = 0, (2.8)

de manera que la ec. (2.5) establece que el cambio de momento lineal mecánico de la

NP debido al paso del electrón está dado por

∆Pmec =

∫ ∞
−∞

d

dt

[
Pmec(t)

]
dt =

∫ ∞
−∞

∮
S

←→
T (r; t) · da dt, (2.9)

y como la superficie S no cambia en el tiempo, es posible intercambiar el orden de las
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integrales y expresar

∆Pmec =

∮
S

[∫ ∞
−∞

←→
T (r; t) dt

]
· da. (2.10)

Como el tensor de esfuerzos de Maxwell está dado en términos de los campos EM

mediante (2.4), un término t́ıpico que aparece en el cálculo de la transferencia de mo-

mento es la integral
∫∞
−∞E (r, t) E (r, t) dt, la cual, expresando a cada campo eléctrico

en términos de su transformada de Fourier en el tiempo5 puede reescribirse como∫ ∞
−∞

E (r, t) E (r, t) dt =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

E (r, ω′)e−iω
′t dω

′

2π

∫ ∞
−∞

E (r, ω′′)e−iω
′′t dω

′′

2π
dt

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

E(r;ω′) E(r;ω′′)
dω′

2π
dω′′

∫ ∞
−∞

e−i(ω
′+ω′′)t dt

2π

=

∫ ∞
−∞

dω′

2π
E (r, ω′)

∫ ∞
−∞

E (r, ω′′) δ (ω′ + ω′′) dω′′

=
1

2π

∫ ∞
−∞

E(r;ω′)E(r;−ω′) dω′ , (2.11)

en donde δ(x) es la función delta de Dirac6. Como E (r, t) es un campo real7, su trans-

formada de Fourier cumple que E∗ (r, ω) = E (r,−ω), por lo tanto, de la ec. (2.11) se

obtiene que ∫ ∞
−∞

E (r, t) E (r, t) dt =
1

2π

∫ ∞
−∞

E (r, ω) E∗ (r, ω) dω. (2.12)

Haciendo un procedimiento análogo con cada término de (2.10) se obtiene que

∆Pmec =
1

8π2

∫ ∞
−∞

∮
S

{
E (r, ω) E∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
E (r, ω) · E∗ (r, ω)

]
+

+ B (r, ω) B∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
B (r, ω) ·B∗ (r, ω)

]}
· da dω. (2.13)

La parte real de la expresión entre llaves de (2.13) es una función par en ω, mientras que

la imaginaria es una función impar (ver Apéndice A) de manera que la transferencia de

5En este trabajo se usa la convención de que la transformada de Fourier de una función f (t) es
f (ω) =

∫∞
−∞ f (t) eiωt dt y la transformada de Fourier inversa de f (ω) es f (t) =

∫∞
−∞ f (ω)e−iωt dω2π ,

en donde i =
√
−1 [42].

6La función delta de Dirac es una función generalizada que tiene múltiples representaciones
en términos de sucesiones e integrales de funciones. En particular, en (2.11) se ha utilizado que
1

2π

∫∞
−∞ ei(x−x

′)k dk = δ (x− x′) [1, ec. (2.53)]. Un tratamiento formal de la función delta de Dirac
y otras funciones generalizadas se encuentra en [43].

7El campo electromagnético es una observable f́ısica y por lo tanto una cantidad real.
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momento lineal (TML) está dada por

∆Pmec =
1

4π2

∫ ∞
0

∮
S

Re

{
E (r, ω) E∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
E (r, ω) · E∗ (r, ω)

]
+

+ B (r, ω) B∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
B (r, ω) ·B∗ (r, ω)

]}
· da dω

=

∫ ∞
0

P (ω) dω, (2.14)

en donde Re {z} representa la parte real de z y P (ω) es la densidad espectral de la

TML (DETML) definida como

P (ω) =Px (ω) êx + Py (ω) êy + Pz (ω) êz

=
1

4π2

∮
S

Re

{
E (r, ω) E∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
E (r, ω) · E∗ (r, ω)

]
+

+ B (r, ω) B∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
B (r, ω) ·B∗ (r, ω)

]}
· da . (2.15)

Por la simetŕıa del problema (Fig. 2.1), no hay transferencia de momento lineal en

la dirección y, es decir ∆Py = 0, de manera que

∆Pmec = ∆Pxêx + ∆Pzêz. (2.16)

Como la dirección x es paralela a la trayectoria del electrón, a ∆Px se le conoce como

TML longitudinal, mientras que a ∆Pz se le conoce como TML transversal, ya

que la dirección z es perpendicular a la trayectoria del electrón.

Los campos E y B que aparecen en (2.14) son los campos EM totales producidos

por el electrón y por la nanopart́ıcula. Es decir8, si Eext y Bext = Hext son los campos

producidos por electrón, y Eesp, Besp = Hesp los campos que induce el electrón en la

nanopart́ıcula (i.e. los esparcidos), entonces

Etotal = Eext + Eesp (2.17)

y

Btotal = Bext + Besp, (2.18)

y son estos los campos EM que se necesitan evaluar en la superficie de integración S

8En el sistema CGS de unidades el campo magnético B es igual al campo H en el vaćıo, en particular,
B = H sobre la superficie de integración S que se ha considerado (Fig. 2.2).
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(ver Fig. 2.2) para calcular la TML. En las siguientes dos secciones se presentan las

expresiones anaĺıticas de los campos EM externos, producidos por el electrón, y los

campos esparcidos por la NP, en una base esférica.

2.2. Campos electromagnéticos producidos por un

electrón viajando con velocidad constante

El campo electromagnético de una carga puntual qe que viaja con una velocidad

constante, de magnitud v, se puede encontrar en textos clásicos de electromagnetismo,

por ejemplo [44]. Al adaptar la solución al problema del electrón viajando en vaćıo en

la forma que se ilustra en la Fig. 2.1 (sin considerar a la nanopart́ıcula), en coordenadas

cartesianas, se obtiene

Eext (r; t) =
qeγ [(x− vt) êx + y êy + (z − b) êz][

γ2 (x− vt)2 +R2
] 3

2

(2.19)

y

Bext (r; t) =
qeγv [y êz − (z − b) êy]

c
[
γ2 (x− vt)2 +R2

] 3
2

, (2.20)

en donde9

γ =
1√

1−
(
v
c

)2 y R2 = (z − b)2 + y2. (2.21)

La transformada de Fourier en el tiempo de los campos EM dados por las ecs. (2.19) y

(2.20) es [1], [16]10

Eext (r;ω) = 2
qeω

v2γ
ei

ωx
v

{[
1

R
K1

(
ωR

γv

)][
y êy + (z − b) êz

]
− i

γ
K0

(
ωR

γv

)
êx

}

(2.22)

y

Hext (r;ω) = 2
qeω

vγc
ei

ωx
v

{[
1

R
K1

(
ωR

γv

)][
y êz − (z − b) êy

]}
, (2.23)

9En las ecs. (2.19) y (2.20) se utilizan las mismas variables que se ilustran en la Fig. 2.1. En
particular, b denota al parámetro de impacto respecto al origen, el cual es la distancia más corta entre
el origen y la trayectoria de la carga puntual.

10En la referencia [1, pág. 437] se calculan transformadas de Fourier de funciones similares a las
involucradas en (2.19) y (2.20).
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en donde K0 (x) y K1 (x) son las funciones de Bessel modificadas de orden cero y uno,

respectivamente [42].

2.3. Campos electromagnéticos esparcidos por una

nanopart́ıcula esférica

Los campos electromagnéticos externos, producidos por el electrón, inducen cargas

y corrientes en la nanopart́ıcula, las cuales producen un campo EM extra al externo,

llamado campo esparcido, siendo el campo EM total la superposición de ambos.

El problema de calcular el campo electromagnético resultante de la interacción de

una onda plana con una part́ıcula esférica fue resuelto por Gustav Mie en 1908 y en su

honor se conoce a dicha solución como Teoŕıa de Mie11. La solución de Mie consiste

en resolver las ecuaciones de Maxwell utilizando la geometŕıa esférica del problema. Se

expresan los campos electromagnéticos externo y esparcido en la base de los armónicos

esféricos vectoriales12 y se determinan los coeficientes de la expansión mediante las

condiciones de frontera que satisface el campo electromagnético sobre la superficie de

la part́ıcula esférica.

Aún cuando el campo EM externo no sea una onda plana, es posible seguir la misma

metodoloǵıa que la solución original de Mie [46], lo cual se conoce como solución de

Mie extendida. En este trabajo, el campo EM externo corresponde al producido por el

electrón, ecs. (2.22) y (2.23).

2.3.1. Solución de Mie extendida

En la solución de Mie extendida se expresan tanto el campo EM externo, producido

por el electrón, como el campo EM esparcido por la NP, en una base esférica cons-

truida mediante funciones escalares auxiliares que satisfacen la ecuación de Helmholtz,

obteniendo los coeficientes de la expansión en dicha base mediante las condiciones de

frontera que cumplen los campos EM, externo y esparcido, en la superficie de la nano-

part́ıcula. En particular, en la TML –ver ec. (2.14)– sólo son de interés los campos EM

sobre la superficie de integración, es decir, el campo externo y el esparcido evaluados

11Este problema fue resuelto de manera independiente por Peter Debye por un lado y por Ludvig
Lorenz por otro. Sin embargo, el nombre prevaleciente en la literatura es el de teoŕıa de Mie [45]. En
este trabajo nos referiremos a la teoŕıa de Mie como la solución de Mie.

12Los armónicos esféricos vectoriales son una base de campos vectoriales que generan todas las
soluciones de las ecuaciones de Maxwell en geometŕıa esférica. Se construyen a partir del producto
del vector de posición r con funciones escalares auxiliares, las cuales satisfacen la ecuación escalar de
Helmholtz [45].
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fuera de la nanopart́ıcula. Los campos EM han sido obtenidos en [46]13 en unidades

atómicas gaussianas14. El campo eléctrico producido por el electrón está dado por

Eext(r, θ, ϕ;ω) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

eimϕ
(

êr B
E l(l + 1)P m

l (cos θ)
jl(k0r)

k0r
−

êθ

{
AM

m

sin θ
jl(k0r)P

m
l (cos θ) +BE

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
l (cos θ)−

(l −m+ 1)

sin θ
P m
l+1(cos θ)

] [
(l + 1)

jl(k0r)

k0r
− jl+1(k0r)

]}
+

(i) êϕ

{
AMjl(k0r)

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
l (cos θ)− (l −m+ 1)

sin θ
P m
l+1(cos θ)

]
+

BE m

sin θ
P m
l (cos θ)

[
(l + 1)

jl(k0r)

k0r
− jl+1(k0r)

]})
, (2.24)

mientras que para el campo magnético, a través de la ley de Faraday- Lenz, se obtiene

Hext(r, θ, ϕ;ω) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

eimϕ
(

êr A
M l(l + 1)P m

l (cos θ)
jl(k0r)

k0r
+

êθ

{
BE m

sin θ
jl(k0r)P

m
l (cos θ)− AM

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
l (cos θ)−

(l −m+ 1)

sin θ
P m
l+1(cos θ)

] [
(l + 1)

jl(k0r)

k0r
− jl+1(k0r)

]}
+

(i) êϕ

{
AM

m

sin θ
P m
l (cos θ)

[
(l + 1)

jl(k0r)

k0r
− jl+1(k0r)

]
−

BEjl(k0r)

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
l (cos θ)− (l −m+ 1)

sin θ
P m
l+1(cos θ)

]})
. (2.25)

13Los campos EM se han calculado suponiendo que el electrón viaja paralelo al eje z, de manera
que las coordenadas esféricas (r, θ, ϕ) corresponden a un sistema cuyo eje z es en realidad el eje x (ver
Fig. 2.1). En el Apéndice B encuentran los detalles del cálculo.

14En unidades atómicas gaussianas, la masa del electrón me, su carga qe y la constante reducida de
Planck ~ se igualan a 1, sin dimensiones: qe = me = ~ = 1 [49].
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Para los campos EM esparcidos por la nanopart́ıcula se obtiene

Eesp(r, θ, ϕ;ω) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

eimϕ

(
êrD

E l(l + 1)P m
l (cos θ)

h
(+)
l (k0r)

k0r
−

−êθ

{
CM m

sin θ
h
(+)
l (k0r)P

m
l (cos θ) +DE

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
l (cos θ)−

(l −m+ 1)

sin θ
P m
l+1(cos θ)

][
(l + 1)

h
(+)
l (k0r)

k0r
− h(+)

l+1(k0r)

]}
+

(i) êϕ

{
CMh

(+)
l (k0r)

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
l (cos θ)−

(l −m+ 1)

sin θ
P m
l+1(cos θ)

]
+DE m

sin θ
P m
l (cos θ)

[
(l + 1)

h
(+)
l (k0r)

k0r
−

h
(+)
l+1(k0r)

]})
(2.26)

y

Hesp(r, θ, ϕ;ω) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

eimϕ

(
êr C

M l(l + 1)P m
l (cos θ)

h
(+)
l (k0r)

k0r
+

êθ

{
DE m

sin θ
h
(+)
l (k0r)P

m
l (cos θ)− CM

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
l (cos θ)−

(l −m+ 1)

sin θ
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l+1(cos θ)

][
(l + 1)

h
(+)
l (k0r)

k0r
− h(+)

l+1(k0r)

]}
+

(i) êϕ

{
CM m

sin θ
P m
l (cos θ)

[
(l + 1)

h
(+)
l (k0r)

k0r
− h(+)
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DEh
(+)
l (k0r)

[
(l + 1)

cos θ

sin θ
P m
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P m
l+1(cos θ)

]})
, (2.27)

en donde se ha utilizado el número de onda15

ki =
ω

c

√
εi(ω), (2.28)

15La función dieléctrica es en general una función compleja por lo que ki también lo es.
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donde el ı́ndice i denota al medio: εi(ω) = 1 fuera de la nanopart́ıcula (i.e. en el vaćıo)

y εi(ω) = εm(ω) dentro de la NP; en particular

k0 =
ω

c
; (2.29)

jl(x) son las funciones de Bessel esféricas, h
(+)
l (x) son las funciones de Hankel esféricas

definidas por Messiah16 [48] y P m
l (x) son las funciones asociadas de Legendre [42]. Los

coeficientes AM , BE, CM y DE están definidos en las ecs. (B.23) y (B.33) del Apéndice

B:

AM = (i)l αl,m ψ
M,ext
l,m ,

BE = (i)l αl,m ψ
E,ext
l,m ,

CM = (i)l αl,m t
M
l ψM,ext

l,m ,

DE = (i)l αl,m t
E
l ψ

E,ext
l,m ,

las cuales se obtienen mediante el esquema de potenciales.

16h
(+)
l (x) = ih

(1)
l (x) en donde h

(1)
l (x) son las funciones de Hankel esféricas usuales [42]. Se puede

encontrar información sobre las funciones h
(+)
l (x) en la pág. 356 y en la sección II del apéndice B de

[48].
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3
Resultados y discusión

En este caṕıtulo se presentan los resultados del cálculo de la transferencia de mo-

mento lineal (TML) de electrones relativistas a nanopart́ıculas (NPs) dieléctricas de

óxido de magnesio (MgO) y de carburo de silicio (SiC), los cuales se llevaron a cabo

implementando computacionalmente los resultados teóricos presentados en el caṕıtulo

2. La TML se calculó en función de la velocidad del electrón para un parámetro de

impacto constante b′ = 0.3 nm respecto a la superficie de la esfera1 (ver Fig. 3.1) y en

función del parámetro de impacto b′, para una velocidad del electrón constante v = 0.9c.

Para todos los casos considerados, el radio de las nanopart́ıculas se fijó en a = 1 nm.

Figura 3.1: Sistema de estudio para la TML de electrones rápidos a NPs dieléctricas.

Los cálculos computacionales se llevaron a cabo en dos etapas. En la primera etapa,

se calcularon los campos electromagnéticos esparcidos por la nanopart́ıcula utilizando

el código BEM –siglas en inglés de Boundary Element Method’–, desarrollado por F. J.

1En lo sucesivo llamaremos a b′ simplemente parámetro de impacto.

35
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Garćıa de Abajo, A. Howie y J. Aizpurua [50]-[52], en el cual se implementa el método

de elemento de fontera [53]. Dicho método consiste en generar una distribución de

fuentes (cargas y corrientes) superficiales en las fronteras e interfaces (en este caso en

la superficie de la NP), las cuales interactúan de manera autoconsistente entre śı y con

cualquier campo externo. A partir de las cargas y corrientes en la NP, se calculan los

campos EM requiriendo que se satisfagan las condiciones de contorno que imponen las

ecuaciones de Maxwell. Los detalles del cálculo con BEM se presentan en el Apéndice

C. La segunda etapa consistió en calcular el campo electromagnético total añadiendo al

campo esparcido (producido por la NP) el campo externo (producido por el electrón)

y calcular con los campos EM totales la TML mediante la ec. (2.14).

Es importante señalar que uno de los elementos fundamentales para el cálculo de los

campos EM es la función dieléctrica ε(ω) de los materiales2. En la ec. (2.14) es necesario

integrar a todas las frecuencia. Sin embargo, en la realidad las funciones dieléctricas

pueden obtenerse experimentalmente sólo en ventanas finitas de frecuencias, por lo

que para calcular la integral de la ec. (2.14) es necesario hacer extrapolaciones de ε(ω)

tanto al ĺımite de frecuencia cero como al infinito. Un criterio para extrapolar la función

dieléctrica consiste en imponer que se satisfagan las relaciones de Kramers-Kronig3 para

garantizar una respuesta causal de los materiales estudiados.

El campo EM producido por el electrón, debido a su alta velocidad, está fuertemente

confinado en la dirección perpendicular a su velocidad (en la Fig. 3.2 se ilustra el campo

electromagnético del electrón, ecs. 2.19 y 2.20) de manera que el tiempo de interacción

es del orden de a/v ∼ 0, por lo que las contribuciones de tiempos pequeños a la TML es

muy importante. Una función dieléctrica, para ser causal, debe ser cero para t < 0, en

caso contrario, tal función podŕıa dar contribuciones espurias a la TML para tiempos

pequeños. De hecho, el uso de funciones dieléctricas no causales en el cálculo de la

TML puede dar lugar a la presencia de TAR en materiales en los que no ocurre si se

utilizan funciones dieléctricas causales [54]. Por lo tanto, la causalidad juega un papel

muy importante en el problema de la TML.

2Se ha considerado que los materiales son no magnéticos, de manera que su respuesta electro-
magnética está dada únicamente por ε(ω).

3Las relaciones de Kramers-Kronig, desarrolladas independientemente por H. A. Kramers en 1927
y R. de L. Kronig en 1926, están dadas por [1]

Re {ε (ω)} = 1 +
1

π
P

∫ ∞
−∞

Im {ε (ω′)}
ω′ − ω

dω′,

Im {ε (ω)} = − 1

π
P

∫ ∞
−∞

[Re {ε (ω′)} − 1]

ω′ − ω
dω′,

en donde P denota al valor principal de Cauchy de las integrales [55]. Las relaciones de Kramers-Kronig
son consecuencia de la causalidad y la analiticidad de ε(ω) [1].
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Figura 3.2: Esquema del campo eléctrico E (en azul) y el campo magnético B (en rojo) producido
por un electrón que se mueve con velocidad v constante.

En este trabajo se obtuvieron las funciones dieléctricas de datos experimentales y se

extrapoló garantizando que las funciones respuesta sean causales. En ambos materiales,

MgO y SiC, la extrapolación se llevó a cabo considerando los últimos datos experimen-

tales, como se muestra en las Figs. (3.3 y 3.4), empleando como modelo una función

lorentziana, es decir

ε(ω) = 1 +
ω2
p

ω2
0 − ω (ω + iγ)

, (3.1)

ajustando los valores de ω2
p, ω

2
0 y γ. La función dieléctrica (3.1) se obtiene mediante el

modelo de Lorentz [56], el cual consiste en modelar la respuesta electromagnética de los

materiales como si estuviesen hechos por átomos compuestos cada uno por un electrón

sujeto a un núcleo masivo mediante un resorte con frecuencia natural ω0, y los procesos

disipativos se modelan como una fuerza de arrastre, parametrizada por la constante

fenomenológica γ. El parámetro ωp se conoce como frecuencia de plasma, la cual está

dada por

ω2
p =

nq2e
ε0me

, (3.2)

en donde ε0 es la permitividad del vaćıo, n es el número de electrones por unidad de

volumen, qe es la carga del electrón y me la masa del electrón. De manera más general,

la función dieléctrica de los materiales puede modelarse como la suma de funciones

lorentzianas, cada una de las cuales modela las distintas excitaciones electrónicas y

vibracionales del material [56].

Cuando se considera que los electrones son libres, i.e., que no están sujetos a los

núcleos, de forma que ω0 = 0, el modelo de Lorentz, ec. (3.1), se convierte en el modelo
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de Drude, dado por [56]

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω (ω + iγ)
. (3.3)

Al analizar el caso de frecuencias altas en el modelo de Drude, dado por

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω2
, (3.4)

se encuentra que en la región ω < ωp se tiene ε(ω) < 0, de modo que los campos elec-

tromagnéticos son evanecentes, mientras que en la región ω > ωp la función dieléctrica

es positiva y los campos electromagnéticos se propagan en el material4. De este modo,

con el modelo de Drude en el régimen de altas frecuencias, ec. (3.4), se encuentra que

la frecuencia de plasma ωp separa la región propagante de la no propagante.

Para la función dieléctrica del MgO se consideraron los datos experimentales medi-

dos por Rafferty et al. (sin publicarse al momento) utilizando la técnica de espectros-

coṕıa de pérdida de enerǵıa de electrones (EELS por sus siglas en inglés, Electron Energy

Loss Spectroscopy), mientras que la función dieléctrica del SiC, para la morfoloǵıa 6H5,

se extrajo de [57], que es una recopilación de varios experimentos.

3.1. MgO y SiC

Desde 1999 se ha estudiado la TML de electrones rápidos a NPs metálicas [46],

encontrándose una interacción longitudinal siempre atractiva y una transición de inter-

acción atractiva a repulsiva (TAR) en la TML transversal para parámetros de impacto

suficientemente pequeños y velocidades del electrón suficientemente altas [14]-[21]. El

presente trabajo es, hasta donde tenemos conocimiento, el primer estudio utilizando

part́ıculas de MgO y SiC, en el cual se investiga la existencia de TAR.

El MgO es un material que ha sido estudiado con STEMs, de manera que se conoce

su comportamiento en presencia de haces de electrones relativistas, en particular, se

ha observado que el MgO genera radiación Cherenkov al interactuar con electrones

4Una onda EM monocoromática de frecuencia ω es un campo proporcional a exp [i (k · r− ωt)],
en donde k es el vector de propagación, o vector de onda, cuya magnitud es el número de onda k,
t es el tiempo y r el vector de posición. Si dicha onda EM incide en un medio no magnético, lineal,
homogéneo e isótropo, con respuesta EM dada por ε(ω), entonces dentro del medio k = n (ω/c), en
donde n = n (ω) =

√
ε(ω) es el ı́ndice de refracción del medio. Entonces, si ε(ω) < 0, tanto el ı́ndice

de refracción como el número de onda son imaginarios, por lo que dentro del medio la onda EM es
proporcional a exp (−kr), de modo que la onda se atenúa exponencialmente conforme penetra el medio,
es decir, se vuelve una onda evanecente. Si, por el contrario, ε(ω) > 0 entonces k es real y la onda EM
se propaga en el material [1], [56], [58], [59].

5Se ha elegido esta morfoloǵıa por ser una de las más comunes en la naturaleza y la más estudiada
hasta el momento [60].
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del STEM [25]-[29]. Por su parte, el SiC es un material polaritónico de alto ı́ndice de

refracción que ha sido utilizado para la fabricación de metamateriales y que además es

de interés en la electrónica, en la que el silicio ha jugado un papel protagónico [30]-[32].

La función dieléctrica experimental del MgO se muestra en la Fig. 3.3 en función

de la enerǵıa, tanto su parte real (en azul) como su parte imaginaria (en rojo), junto a

su extrapolación –la parte real en verde y la parte imaginaria en gris– empleando una

función lorentziana, ec. (3.1), con los parámetros:

~2ω2
p = 767.338 eV2,

~2ω2
0 = −500.089 eV2,

~γ = 43.532 eV. (3.5)

Es interesante notar en la Fig. 3.3 que el MgO tiene una parte imaginaria igual a cero

Figura 3.3: Gráfica de la función dieléctrica del MgO en función de la enerǵıa, tanto para la parte
real (azul) como imaginaria (rojo). Los puntos representan los datos experimentales obtenidos por
Rafferty et al. mediante EELS (sin publicarse al momento). La curva verde es la extrapolación de la
parte real de ε(ω) y la gris la extrapolación de su parte imaginaria. Se han extendido las gráficas de las
extrapolaciones hasta puntos dentro de la ventana experimental de manera se aprecie cómo se unen a
los datos experimentales.

para frecuencias menores a 6.9 eV, por lo que en el visible será un material transparente.

La parte real presenta un máximo en 6.9 eV, mientras que su parte imaginaria es nula,

por lo que alrededor de esta frecuencia el MgO es un material de alto ı́ndice de refracción

sin (o con muy poca) absorción.
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En la Fig. 3.4 se muestra la función dieléctrica del carburo de silicio (SiC) –la parte

real en azul y la parte imaginaria en rojo– como función de la enerǵıa, junto a su

extrapolación –la parte real en verde y la parte imaginaria en gris–. Se han magnificado

las regiones encerradas por recuadros punteados, de manera que la estructura de ε(ω)

sea apreciable. En particular, en la región encerrada en magenta se aprecia la resonancia

en la región de THz. Las extrapolaciones de ε(ω) del SiC se hicieron empleando una

Figura 3.4: Gráfica de la función dieléctrica del SiC en función de la enerǵıa, tanto para la parte real
(azul) como imaginaria (rojo), tomados de [57]. La curva verde es la extrapolación de la parte real de
ε(ω) y la gris la extrapolación de su parte imaginaria. Se han hecho magnificaciones de las regiones
encerradas en magenta y verde.

función lorentziana, ec. (3.1), con los siguientes parámetros

~2ω2
p = 496 eV2,

~2ω2
0 = 4.25 eV2,

~γ = 10.48 eV. (3.6)

Es interesante notar en la Fig. 3.4 que el SiC presenta una resonancia tipo lo-

rentziana, centrada en ∼ 9.8 × 10−2 eV (región de THz), con potenciales aplicaciones

tecnológicas para la construcción de sistemas metamateriales para la manipulación de

haces de THz, comunicaciones, seguridad e imagenoloǵıa [31]. Se observa otra resonan-

cia tipo lorentziana centrada en ∼ 7.5 eV. La parte imaginaria de la función dieléctrica

del SiC es cero de 0.1 eV a 3 eV mientras Re {ε (ω)} toma valores entre 6 y 7.4, por lo
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que en el infrarrojo y en el visible el SiC es un material de alto ı́ndice de refracción sin

absorción. De 7.4 eV a 22.5 eV, Re {ε (ω)} < 0 por lo que en el ultravioleta el SiC es

opaco.

3.2. Resultados y discusión

TML de electrones relativistas a NPs de MgO

Al estudiar la TML de electrones relativistas a una NP esférica de MgO, de radio

a = 1 nm, se calculó la TML en función de la velocidad del electrón para un parámetro

de impacto b′ = 0.3 nm fijo, elegido de acuerdo los resultados en NPs metálicas en los

que se ha encontrado TAR, estudiando la TML a velocidades del electrón de 0.1c a

0.95c y se encontró una TAR en la TML transversal ∆Pz a aproximadamente v = 0.8c.

Por otra parte, en el estudio de la TML en función de b′ a una velocidad del electrón

fija de 0.9c, elegida debido a que en esta velocidad ∆Pz < 0 para b′ = 0.3 nm, se

estudió la TML para parámetros de impacto b′ entre 0.3 nm y 5 nm, observándose

una TAR en ∆Pz en aproximadamente b′ = 0.5 nm. Como en los estudios previos con

NPs metálicas, se observó en el MgO una TAR en la interacción transversal y

una interacción longitudinal atractiva en todos los casos considerados. La interacción

longitudinal atractiva indica que el electrón arrastra a la NP en la dirección de su

movimiento (dirección x) y la TAR indica que en la dirección transversal (z), el electrón

a veces atrae a la NP y a veces la repele. Lo anterior indica que el comportamiento de la

TML en dieléctricos puede ser el mismo que en metales y que, en particular, el fenómeno

de la TAR puede presentarse en materiales dieléctricos

En la Fig. 3.5 se muestran los resultados del cálculo de la densidad espectral P (ω) de

la TML (DETML) para el caso del MgO. La Fig. 3.5a muestra la DETML transversal

Pz (ω) como función de la enerǵıa para distintos parámetros de impacto b′, con una

velocidad del electrón constante v = 0.9c, mientras que en la Fig. 3.5b se muestra Px (ω)

en las mismas condiciones. Se observa que |Px (ω) | y |Pz (ω) | disminuyen6 conforme

aumenta b′, de modo que la magnitud de P (ω) también disminuye al aumentar b′.

Además, Px (ω) es positiva en todas las enerǵıas y parámetros de impacto considerados,

por lo que al llevar a cabo la integral en la coordenada x de la ec. (2.14) se obtuvo una

TML longitudinal ∆Px positiva para los valores b′ considerados. Por otro lado Pz (ω)

pasa de ser positiva a negativa, con lo cual la TML transversal ∆Pz puede ser positiva,

negativa o cero.

Las Figs. 3.5c y 3.5d muestran Pz (ω) y Px (ω), respectivamente, en función de la

6|z| denota el módulo de z.
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Figura 3.5: Gráficas de las DETML de un electrón relativista a una NP de MgO como función de la
enerǵıa. (a) DETML transversal Pz (ω) y (b) DETML longitudinal Px (ω) para distintos valores de
b′, con una velocidad del electrón v = 0.9c constante. (c) Pz (ω) y (b) Px (ω) para distintos valores de
la velocidad del electrón con b′ = 0.3 nm constante.

enerǵıa para diferentes velocidades del electrón con un parámetro de impacto b′ =

0.3 nm constante. Se observa que la magnitud de P (ω) disminuye conforme aumenta la

velocidad del electrón. Más aún, Px (ω) vuelve a ser positivo para todos los parámetros

considerados por lo que ∆Px > 0 tanto en función de b′ como de v, indicando que en

el MgO se tiene una interacción atractiva en la dirección longitudinal en todos los

casos considerados. Lo anterior se traduce en que el electrón a su paso arrastra a la NP

en la dirección en la que se mueve. En la Fig. 3.5c se aprecia que Pz (ω) pasa de valores

positivos a negativos, indicando la posibilidad de TAR en ∆Pz tanto en función de v

como de b′.

La disminución de la magnitud de P (ω) conforme aumenta b′ indica que la con-

tribución de cada frecuencia a la TML disminuye si el electrón se aleja de la NP. Lo

anterior es de esperarse ya que conforme el electrón se aleja de la NP, el campo EM

externo disminuye sobre la NP, produciendo que el campo esparcido por la NP sea

menos intenso y aśı el campo total sobre la superficie de integración S de la ec. (2.14)

es más pequeño, produciendo una P (ω) de menor magnitud.
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La interacción entre la NP y el electrón es más importante cuando están cerca el

uno del otro (a unos cuantos diámetros de la NP). Conforme la rapidez v del electrón

aumenta, el tiempo en que la NP y el electrón están cerca es cada vez menor, mientras

que el campo EM producido por el electrón está más concentrado, por lo que, a priori,

antes de considerar la Fig. 3.5, no es claro el efecto del aumento de v en la interacción.

Ahora bien, la disminución de la magnitud de P (ω) conforme aumenta v que se observa

en las Figs. 3.5c y 3.5d indica que la contribución de cada frecuencia a la TML disminuye

si el electrón viaja más rápido, de modo que el efecto del aumento de v es disminuir la

interacción entre la NP y el electrón.

En la Fig. 3.6 se muestran los resultados para la TML7 a una NP de MgO en función

del parámetro de impacto b′ y de la velocidad v del electrón. Las ĺıneas que unen los

puntos sirven sólo como ayuda visual. En las Figs. 3.6a y 3.6b se observa que la TML

longitudinal es positiva en todos los casos y disminuye conforme v y b′ aumentan, de

manera que el electrón siempre atrae a la NP en la dirección longitudinal, es decir, en

el MgO la interacción longitudinal es atractiva, de modo que el electrón siempre

arrastra a la NP en la dirección de su movimiento, lo cual es consistente con el análisis

de la DETML. En contraste, en las Figs. 3.6c y 3.6d se observa que la TML transversal

es positiva en unos casos y negativa en otros, por lo que hay ciertos parámetros de

impacto y velocidades del electrón en los que ocurre una transición de interacción

atractiva a repulsiva para el MgO. En particular, para los parámetros utilizados en

el cálculo se observa que para un parámetro de impacto fijo b′ = 0.3 nm esta transición

ocurre para v ≈ 0.8c, y que para una velocidad del electrón fija de v = 0.9c la transición

ocurre para b′ ≈ 0.5 nm; ambos puntos se han señalado en las Figs. 3.6c y 3.6d. Más

aún, la curva de ∆Pz (v) (Fig. 3.6c) es decreciente conforme aumenta v, sin embargo,

∆Pz (b) (Fig. 3.6d) es creciente para parámetros de impacto pequeños, pasa de ser

negativo a positivo en la TAR y alcanza un valor máximo para b′ ≈ 0.8 nm, después del

cual disminuye tendiendo a cero con valores positivos de ∆Pz.

TML de electrones relativistas a NPs de SiC

En el estudio de la TML de electrones relativistas a NPs esféricas de SiC de radio

a = 1 nm, llevado a cabo para los mismos parámetros que el estudio con MgO, se

obtuvo una interacción longitudinal atractiva del mismo modo que en el MgO y los

metales, de manera que el electrón arrastra a la NP de SiC en direción x. Sin embargo,

al estudiar la TML transversal no se encontró la presencia de TAR en ninguno

de los parámetros considerados. Es decir, en todos los casos se obtuvo una interacción

7Las TML que se muestran en la Fig. 3.6 resultan de integrar las DETML mostradas en la Fig. 3.5,
de acuerdo con la ec. (2.14).
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Figura 3.6: TML longitudinal (a) como función de la velocidad del electrón para un parámetro de
impacto constante b′ = 0.3 nm, (b) como función de b′ para v = 0.9c y TML transversal (c) como
función de la velocidad del electrón con b′ = 0.3 nm constante y (d) como función de b′ (con v = 0.9c
constante) de un electrón rápido a una NP de MgO. Las ĺıneas que unen los puntos son sólo una ayuda
visual.

atractiva, de manera que el electrón arrastra a la NP haćıa él, tanto en dirección x

como en z. Lo anterior indica que puede haber ciertos materiales dieléctricos para los

cuales no existan interacciones repulsivas.

Considerando los mismos parámetros que para el MgO, se estudió la DETML y

la TML en función de v para b′ = 0.3 nm constante, y en función de b′ con v = 0.9c

constante. Para la DETML como función de la enerǵıa se obtuvieron las gráficas de

la Fig. 3.7. En la Fig. 3.7b se observa que la DETML longitudinal Px (ω) es positiva

para todos los valores de b′ considerados, mientras la Fig. 3.7d muestra que Px (ω) es

también positiva para los valores de v considerados, por lo que nuevamente la TML

longitudinal será positiva. En contraste, en las Figs. 3.7a y 3.7c se observa que la

DETML transversal Pz (ω) tiene valores tanto positivos como negativos para los valores

de v y b′ considerados, dando pie a la posible presencia de TAR. Más aún, al igual que en

el caso del MgO se observa en las Figs. 3.7 que la magnitud de P (ω) disminuye conforme

v y b′ aumentan, lo cual es de esperarse de acuerdo a lo discutido en la sección anterior.
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Figura 3.7: Gráficas de las DETML de un electrón relativista a una NP de SiC como función de la
enerǵıa. (a) DETML transversal Pz (ω) y (b) DETML longitudinal Px (ω) para distintos valores de
b′ con una velocidad del electrón v = 0.9c constante. (c) Pz (ω) y (b) Px (ω) para distintos valores
de la velocidad del electrón con b′ = 0.3 nm constante. Se han hecho magnificaciones de las regiones
encerradas en magenta.

Al analizar los resultados de la TML, presentados en la Fig. 3.88, se observa que la

TML transversal y la longitudinal disminuyen conforme v aumenta (Figs. 3.8a y 3.8c),

y que la TML longitudinal disminuye conforme b′ aumenta (Fig. 3.8b), sin embargo,

a diferencia del MgO, en el SiC la TML transversal es positiva y decreciente para los

valores de b′ considerados (Fig. 3.8d). Más aún, en las Figs. 3.8c y 3.8d se observa que

en todos los casos considerados la interacción entre el electrón y la NP de SiC es

atractiva. Lo anterior es interesante debido a que se han estudiado los casos en los

que el MgO y las NPs metálicas han mostrado TAR, sin embargo no se ha encontrado

TAR en el SiC, lo que indica que pueden existir materiales dieléctricos en los que la

interacción entre el electrón y la NP sea siempre atractiva.

8Las TML que se muestran en la Fig. 3.8 resultan de integrar las DETML mostradas en la Fig. 3.7,
de acuerdo con la ec. (2.14).
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Figura 3.8: TML longitudinal (a) como función de la velocidad del electrón para un parámetro
de impacto constante b = 0.3 nm, (b) como función del parámetro de impacto para una velocidad
constante del electrón de magnitud v = 0.9c y TML transversal (c) como función de la velocidad
del electrón con b = 0.3 nm constante y (d) como función del parámetro de impacto (con v = 0.9c
constante) de un electrón rápido a una NP de SiC. Las ĺıneas que unen los puntos son sólo una ayuda
visual.

3.3. Metales vs dieléctricos

En el estudio de la TML de electrones rápidos a NPs metálicas se ha encontrado

que el electrón siempre arrastra a la NP en dirección longitudinal (interacción longi-

tudinal atractiva) mientras que, en algunos casos, la componente transversal presenta

una TAR, lo cual se ha relacionado con la respuesta plasmónica de dichas NPs [15]-

[21]. Por ejemplo, en la Fig. 3.9, reproducida de [16], se muestran la DETML9 como

función de la enerǵıa y la TML como función del parámetro de impacto desde la su-

perficie (como subgráfica) para una NP de aluminio (Al) tipo Drude10. Se observa que

la DETML longitudinal es positiva para los parámetros de impacto considerados (Fig.

3.9a) produciendo una interacción longitudinal atractiva, mientras que Pz (ω) es tanto

positiva como negativa (Fig. 3.9b), permitiendo la TAR. Esto mismo sucede para NPs

9En [16] se denota la DETML como dP/dω en lugar de P (ω).
10En las Figs. 3.9 se utilizan funciones dieléctricas tipo Drude: ε (ω) = 1− ωp

ω(ω+iΓ) .
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de oro (Au), como puede apreciarse en la Fig. 3.10, también reproducida de [16]11. En

efecto, la DETML longitudinal (Fig. 3.10a) resulta positiva para los casos considerados

dando pie a una TML longitudinal positiva, mientras que la DETML transversal (Fig.

3.10b) cambia de signo dando pie a una TAR en la TML transversal. Del mismo modo

que con el MgO y el SiC (ver Figs. 3.5 y 3.5 ), en el Al (Fig. 3.9) y el Au (Fig. 3.10)

la magnitud de la DETML longitudinal disminuye conforme el parámetro de impacto

aumenta. Ahora bien, la TML en el MgO (Fig. 3.6) se comporta como en ambos me-

tales: La TML longitudinal es positiva y disminuye conforme el parámetro de impacto

aumenta (Fig. 3.6b) -al igual que en el SiC (Fig. 3.8b)- y la TML trasversal pasa de ser

negativa y creciente a positiva y creciente (TAR) hasta alcanzar un valor máximo para

luego decrecer tendiendo a cero por arriba (Fig. 3.6d).

(a) (b)

Figura 3.9: Gráficas de la DETML y TML (a) longitudinal Px (ω) y (b) transversal Pz (ω), como
función del parámetro de impacto (con v = 0.5c constante), de un electrón rápido a una NP metálica
de aluminio tipo Drude. Figuras tomadas de [16].

La Fig. 3.11, tomada de [14], muestran la TML como función de la velocidad del

electrón para NPs metálicas de Al tipo Drude12. Se observa que la TML longitudinal

es positiva para los valores de v considerados (Fig. 3.11a), del mismo modo que para el

SiC (Fig. 3.8a) y el MgO (Fig. 3.6a). Sin embargo, como en el caso del MgO (Fig. 3.6c),

ocurre una TAR para la TML transversal para una velocidad v ≈ 0.9c (Fig. 3.11b).

Nuevamente, como en el SiC y el MgO (Figs. 3.6a, 3.6c, 3.8a y 3.8c), se observa en la

Fig. 3.11 la disminución de la TML conforme aumenta la velocidad del electrón.

Una caracteŕıstica interesante es que la TML (Figs. 3.6, 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11) en los

materiales considerados (MgO, SiC, Al y Au) tienen órdenes de magnitud similares:

como función de la velocidad la TML es del orden de 10−28 Ns mientras que como

11En la Fig. 3.10 se utilizan datos experimentales de [57] para la ε (ω) del oro.
12En las Figs. 3.11 se utilizan funciones dieléctricas tipo Drude y tipo Drude con corrección por

tamaño, las cuales incorporan en la constante de amortiguamiento Γ el efecto de las colisiones de los
electrones con la frontera del nanopart́ıcula [14].
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(a) (b)

Figura 3.10: Gráficas de la DETML y TML (a) longitudinal Px (ω) y (b) transversal Pz (ω), como
función del parámetro de impacto (con v = 0.5c constante), de un electrón rápido a una NP metálica
de oro cuya ε (ω) fue tomada de [57]. Figuras tomadas de [16].

(a) (b)

Figura 3.11: Gráficas de la TML (a) longitudinal y (b) transversal de un electrón rápido a una NP
metálica tipo Drude como función de la velocidad del electrón. Figuras tomadas de [14].

función del parámetro de impacto la TML es del orden de 10−30 Ns.

Los resultados de este estudio muestran que para ciertos materiales dieléctricos,

como el MgO, ocurre una TAR para condiciones similares en las que ocurre para Al

y Au, mientras que para otros, como el SiC, no existe TAR en estas condiciones. Una

consecuencia interesante es la posible implementación de pinzas electrónicas para ciertas

NPs dieléctricas como las de MgO.



Conclusiones y perspectivas

Al estudiar la transferencia de momento lineal (TML) de un electrón relativista

a una nanopart́ıcula (NP) esférica de radio a = 1 nm, hecha de óxido de magnesio

(MgO), se encontró una transición de interacción atractiva a repulsiva (TAR) para la

componente transversal de la TML para

una velocidad del electrón v ∼ 0.8c, al mantener el parámetro de impacto desde

la superficie b′ fijo en 0.3 nm, y

para b′ ∼ 0.5 nm, manteniendo una velocidad del electrón v = 0.9c constante.

Lo anterior indica que el fenómeno de la TAR no se limita a metales ni a sus propiedades

plasmónicas, sugiriendo la posible extensión de la aplicabilidad de la tecnoloǵıa de

pinzas electrónicas a ciertas NPs dieléctricas.

En contraste, al estudiar la TML de un electrón relativista a una NP esférica de

carburo de silicio (SiC), de radio a = 1 nm, no se encontró TAR para ninguno de los

casos considerados, de manera que la interacción entre el electrón y la NP de SiC es

siempre atractiva, i.e., el electrón a su paso siempre atrae a la NP de SiC hacia él en la

dirección transversal. Lo anterior indica que pueden existir materiales en los cuales no

exista TAR.

Por otro lado, tanto en el SiC como en el MgO, se han encontrado caracteŕısticas

similares a las presentes en los estudios anteriores utilizando NPs metálicas hechas de

oro (Au) y aluminio (Al). Concretamente, se encontró que

La interacción longitudinal es siempre atractiva, por lo que el electrón siempre

arrastra a la NP en la dirección de su trayectoria. Lo anterior se debe a que la

49
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densidad espectral de transferencia de momento lineal (DETML) longitudinal es

siempre positiva como función de la enerǵıa.

La DETML transversal presenta valores tanto positivos como negativos en función

de la enerǵıa, lo cual da pie a la posible existencia de TAR.

La interacción entre el electrón y la NP disminuye conforme aumentan la velocidad

del electrón y el parámetro de impacto. Esto se aprecia en la disminución de la

magnitud de la DETML conforme v y b′ aumentan.

La TML longitudinal disminuye conforme aumenta el parámetro de impacto, y

tanto la TML longitudinal como la transversal disminuyen conforme la velocidad

del electrón aumenta.

La TML de electrones a NPs de MgO y SiC es de un orden de magnitud similar

que para nanopart́ıculas de aluminio y oro. En los cuatro materiales, la TML

como función de la velocidad es del orden de 10−28 Ns, mientras que como función

del parámetro de impacto, la TML es del orden de 10−30 Ns.

Perspectivas

Algunas de las posibilidades para el trabajo futuro en el estudio de la transferencia

de momento de electrones relativistas a NPs son las siguientes:

Entender el fenómeno f́ısico responsable de la TAR. En particular, seŕıa deseable

explicar por qué en ciertos materiales, como el MgO, existe una TAR, mientras

que en otros, como el SiC, no existe. Para esto podŕıa resultar útil separar las

contribución eléctrica a la TML de la magnética y estudiar otros materiales.

Analizar qué le sucede al electrón en su interacción con la NP.

Estudiar teóricamente la transferencia de momento angular (TMA) de electrones

rápidos a NPs metálicas y dieléctricas tanto en el dominio de frecuencias como en

el dominio temporal.

Encontrar una expresión anaĺıtica para la TML resolviendo y simplificando las

integrales de la ec. (2.14), de manera que puedan ahorrarse recursos computacio-

nales y se eviten problemas de convergencia, permitiendo entender la f́ısica de la

TML de una forma más clara y sencilla.

Proponer experimentos que confirmen los resultados teóricos que han sido obte-

nidos hasta el momento.



Apéndice A

Paridad del integrando en la TML

En este apéndice se analizan las propiedades de simetŕıa y paridad que permiten

expresar la transferencia de momento lineal del electrón a la nanopart́ıcula como en la

ec. (2.14):

∆Pmec =
1

4π2

∫ ∞
0

∮
S

Re

{
E (r, ω) E∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
E (r, ω) · E∗ (r, ω)

]
+

+ B (r, ω) B∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
B (r, ω) ·B∗ (r, ω)

]}
· da dω.

Los campos electromagnéticos, al ser observables f́ısicas, son campos reales. En parti-

cular, la transformada de Fourier del campo eléctrico E (r; t) es

E (r;ω) =

∫ ∞
−∞

E (r; t) eiωt dt . (A.1)

Por claridad en la notación se omitirá la dependencia en r en lo subsecuente, de manera

que E (r;ω) = E (ω). La transformada de Fourier (A.1) es en general una cantidad

compleja, por lo que puede escribirse como

E (ω) = E′ (ω) + iE′′ (ω) , (A.2)

en donde i =
√
−1, E′ (ω) es la parte real de E (ω) y E′′ (ω) su parte imaginaria, ambos

campos vectoriales reales. Como el campo eléctrico es una cantidad real, entonces de

(A.1) se sigue que

E∗ (ω) = E (−ω) , (A.3)
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y como

E∗(ω) = E′(ω)− iE′′(ω), (A.4)

E(−ω) = E′(−ω) + iE′′(−ω), (A.5)

entonces

E′(ω) = E′(−ω) y − E′′(ω) = E′′(−ω), (A.6)

por lo tanto, la parte real de E(ω) es una función par y la imaginaria es una función

impar. Además, se sabe que el producto de funciones pares es par, el de impares tam-

bién es par, y el producto de una función par y una impar es impar. En coordenadas

cartesianas se puede escribir

E(ω) = Ex(ω) êx + Ey(ω) êy + Ez(ω) êz, (A.7)

con Ej(ω) = E ′j(ω) + iE ′′j (ω), j ∈ {x, y, z}, en donde E ′j denota a la parte real de Ej y

E ′′j a su parte imaginaria. De este modo E ′j es una función par y E ′′j una función impar

para j ∈ {x, y, z}.
En la ec. (2.13) de la transferencia de momento

∆Pmec =
1

8π2

∫ ∞
−∞

∮
S

{
E (r, ω) E∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
E (r, ω) · E∗ (r, ω)

]
+

+ B (r, ω) B∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
B (r, ω) ·B∗ (r, ω)

]}
· da dω,

aparecen diádicas formadas por el campo y su complejo conjugado, por ejemplo E(ω)E∗(ω).

Utilizando coordenadas cartesianas, estas diádicas pueden escribirse en forma de matriz:

E(ω)E∗(ω) =

 Ex(ω)E∗x(ω) Ex(ω)E∗y(ω) Ex(ω)E∗z (ω)

Ey(ω)E∗x(ω) Ey(ω)E∗y(ω) Ey(ω)E∗z (ω)

Ez(ω)E∗x(ω) Ez(ω)E∗y(ω) Ez(ω)E∗z (ω)

 . (A.8)

El término Ex(ω)E∗x(ω) puede escribirse como

Ex(ω)E∗x(ω) = [E ′x(ω) + iE ′′x(ω)] [E ′x(ω)− iE ′′x(ω)] =

= E ′x(ω)E ′x(ω)− iE ′x(ω)E ′′x(ω) + iE ′′x(ω)E ′x(ω) + E ′′x(ω)E ′′x(ω)

= E ′x(ω)E ′x(ω) + E ′′x(ω)E ′′x(ω) + i [E ′′x(ω)E ′x(ω)− E ′x(ω)E ′′x(ω)]

= E ′x(ω)E ′x(ω) + E ′′x(ω)E ′′x(ω), (A.9)

de manera que Ex(ω)E∗x(ω) es una función real [es el módulo cuadrado de Ex(ω)] y

par pues involucra el producto de funciones pares (primer término) y de funciones
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impares (segundo término). Lo mismo sucede con Ey(ω)E∗y(ω) y Ez(ω)E∗z (ω), los otros

dos elementos de la diagonal de (A.8). Para los elementos fuera de la diagonal se tiene

Ei(ω)E∗j (ω) = [E ′i(ω) + iE ′′i (ω)]
[
E ′j(ω)− iE ′′j (ω)

]
=

= E ′iE
′
j + E ′′i E

′′
j + i

[
E ′′i E

′
j − E ′iE ′′j

]
(A.10)

con i 6= j. Omitiendo la dependencia en ω en las entradas, la matriz de la ec. (A.8) se

puede reescribir como

E(ω)E∗(ω) =

 E ′xE
′
x + E ′′xE

′′
x E ′xE

′
y + E ′′xE

′′
y E ′xE

′
z + E ′′xE

′′
z

E ′yE
′
x + E ′′yE

′′
x E ′yE

′
y + E ′′yE

′′
y E ′yE

′
z + E ′′yE

′′
z

E ′zE
′
x + E ′′zE

′′
x E ′zE

′
y + E ′′zE

′′
y E ′zE

′
z + E ′′zE

′′
z

+

+ i

 0 E ′′xE
′
y − E ′xE ′′y E ′′xE

′
z − E ′xE ′′z

E ′′yE
′
x − E ′yE ′′x 0 E ′′yE

′
z − E ′yE ′′z

E ′′zE
′
x − E ′zE ′′x E ′′zE

′
y − E ′zE ′′y 0

 , (A.11)

por lo que la parte real de E(ω)E∗(ω) es una función simétrica y par, mientras que su

parte imaginaria es una función antisimétrica e impar. Por lo tanto (A.10) se puede

reescribir como

E (r;ω) E∗ (r;ω) =
←→
SP (r;ω) + i

←→
AI (r;ω) , (A.12)

con
←→
SP (r;ω) un tensor real, simétrico y par, y

←→
AI (r;ω) un tensor real, antisimétrico

e impar. Por lo tanto, en (2.13) se tiene que∫ ∞
−∞

E(r ;ω)E∗(r ;ω) dω = 2

∫ ∞
0

Re {E(r ;ω)E∗(r ;ω)} dω, (A.13)

en donde Re {z} denota la parte real de z. La parte imaginaria no contribuye a la

integral por ser una función impar.

El segundo término en (2.13) es

− 1

2

←→
I

∫ ∞
−∞

E(r ;ω) · E∗(r ;ω) dω, (A.14)

cuyo integrando es el cuadrado de la magnitud del campo eléctrico, la cual es una

función real, dada en coordenadas cartesianas por

E(r ;ω) · E∗(r ;ω) = (E ′xE
′
x + E ′′xE

′′
x) +

(
E ′yE

′
y + E ′′yE

′′
y

)
+ (E ′zE

′
z + E ′′zE

′′
z ) . (A.15)
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Como la parte real de cada componente es una función par, mientras que la imaginaria

es una función impar, entonces de (A.14) se sigue que E(r ;ω) · E∗(r ;ω) es par, por lo

que

− 1

2

←→
I

∫ ∞
−∞

E(r ;ω) · E∗(r ;ω) dω = −
←→
I

∫ ∞
0

E(r ;ω) · E∗(r ;ω) dω. (A.16)

Repitiendo los mismos pasos para la parte magnética de (2.13) e intercambiando el

orden de integración, se obtiene finalmente (2.14)

∆Pmec =
1

4π2

∫ ∞
0

∮
S

Re

{
E (r, ω) E∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
E (r, ω) · E∗ (r, ω)

]
+

+ B (r, ω) B∗ (r, ω)− 1

2

←→
I
[
B (r, ω) ·B∗ (r, ω)

]}
· da dω.



Apéndice B

Solución de Mie extendida

En este apéndice se presentan los detalles de la solución de Mie extendida mediante lo

que se conoce como Método de Funciones Escalares [46]. Se considera, por simplicidad,

que el electrón se mueve paralelo al eje z, de modo que en el resultado final z → x. La

nanopart́ıcula (NP) esférica, de radio a, se considera no magnética y caracterizada por

εm(ω), de manera que km = (ω/c)
√
εm es una cantidad compleja.

La expansión multipolar del campo electromagnético, en el espacio de frecuencias

ω, se puede realizar aplicando la siguiente identidad al campo eléctrico [46], [47, pág.

218]

E = ∇ 1

∇2
(∇ · E) + L

1

L2
(L · E)− (∇× L)

1

L2∇2
[(L×∇) · E] , (B.1)

donde L = −i r×∇ es el operador de momento angular orbital, i =
√
−1 y L2 = L ·L.

La expresión B.1 puede reescribirse como

E = ∇ψL + LψM − i

k
∇× LψE, (B.2)

mediante las funciones escalares

ψL =
1

∇2
∇ · E, (B.3)

ψE =
−ik
L2∇2

(L×∇) · E, (B.4)
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ψM =
1

L2
L · E, (B.5)

en donde k = ω/c. En ausencia de cargas y corrientes externas, estas funciones escalares

satisfacen la ecuación escalar de Helmholtz(
∇2 + k2

)
ψ = 0. (B.6)

El campo H, que se obtiene aplicando la ley de Faraday a la ec. (B.2), está dado por

H = − i
k
∇× LψM − LψE. (B.7)

En las siguientes secciones se obtienen las funciones escalares para el campo EM externo,

producido por el electrón, y el campo EM esparcido por la NP.

Campos electromagnéticos producidos por el electrón

En el problema de interés en este trabajo se considera un electrón que viaja siempre

en vaćıo con velocidad constante, por lo tanto los modos longitudinales no contribuyen,

es decir, ψL = 0. Dado que las funciones escalares (B.3)-(B.5) satisfacen la ecuación de

Helmholtz, se cumple que ∇2 = −k2 de manera que

ψE =
i

kL2
(L×∇) · E. (B.8)

Es posible expresar los campos electromagnéticos en términos de una expansión

multipolar. En particular, como el electrón viaja con una velocidad constante (y por

lo tanto no rad́ıa campo EM), la expansión multipolar de los campos EM que genera

consta de ondas esféricas cuyo flujo sea cero. Por lo tanto, las funciones escalares que

describen el campo externo pueden escribirse como [46]

ψL,ext(r ) = 0,

ψE,ext(r ) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

(i)l jl(kr)Yl,m(Ωr)ψ
E,ext
l,m ,

ψM,ext(r ) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

(i)l jl(kr)Yl,m(Ωr)ψ
M,ext
l,m ,

(B.9)

(B.10)

(B.11)

en donde jl(x) son las funciones de Bessel esféricas, (r,Ωr) son las coordenadas esféricas
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de r y Yl,m(Ωr) son los armónicos esféricos escalares [42]. Las expresiones (B.9)-(B.11)

son válidas en la región a < r < b (entre la NP y la trayectoria del electrón) y en

particular en el cascarón esférico S fuera de la esfera de radio a (ver Fig. 2.2). Los

coeficientes ψE,extl,m y ψM,ext
l,m se obtienen a partir del campo eléctrico externo, escrito en

términos de la función de Green de la ecuación de Helmholtz (el signo menos de la carga

del electrón ya está considerado13), es decir, de [1]

E ext (r ) =

(
∇− ikv

c

)∫
eiωtG0 (r− rt) dt, (B.12)

donde la función de Green está dada por

G0 (r− rt) =
eik|r−rt|
|r− rt|

, (B.13)

y rt = r0 + vt describe la trayectoria del electrón. Se considera t = 0 cuando el electrón

pasa por el punto de su trayectoria más cercano al origen, es decir, r0 = bx̂. Si se

expande la función de Green en términos de multipolos y se resuelven las integrales que

aparecen en (B.12), se obtiene14

ψE,extl,m =
−2π(i)1−l k

c γ

Bl,m

l(l + 1)
Km

(
ωb

vγ

)
,

ψM,ext
l,m =

−4π(i)1−l k v

c2
mA+

l,m

l(l + 1)
Km

(
ωb

vγ

)
,

(B.14)

(B.15)

en donde Km(x) son las funciones de Bessel modificadas [42], v es la rapidez (constante)

del electrón,

Bl,m = A+
l,m+1

√
(l +m+ 1)(l −m)− A+

l,m−1

√
(l −m+ 1)(l +m), (B.16)

A+
l,m =

1

β l+1

l∑
j=m

(i)l−j(2l + 1)!!αl,m
γ j 2j(l − j)! [(j −m)/2]! [(j +m)/2]!

I l,mj,l−j , (B.17)

con

β = v/c, (B.18)

γ =
1√

1− β2
, (B.19)

13En este apéndice se usan unidades atómicas gaussianas, en las cuales ~, la carga qe y la masa me

del electrón son iguales a 1, adimensionales.
14Los detalles se encuentran en las secciones A y B, aśı como en los apéndices A y B de [46].
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αl,m =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
, (B.20)

y los números I l,mj,l−j se calculan mediante la siguiente relación de recurrencia

(l −m) I l,mi1,i2 = (2l − 1) I l−1,mi1,i2+1 − (l +m− 1) I l−2,mi1,i2
, (B.21)

con los valores iniciales Im−1,mi1,i2
= 0, Im−2,mi1,i2

= 0 y

Im,mi1,i2
=

{
(−1)m (2m− 1)!!B

(
i1+m+2

2
, i2+1

2

)
, si i2 es par

0, si i2 es impar,
(B.22)

donde B (x, y) la función beta [42]. Sustituyendo en (B.2) y (B.7), se obtienen las

expresiones (2.24) y (2.25) del campo electromagnético producido por el electrón, en

las que los coeficientes AM y BE son

AM = (i)l αl,m ψ
M,ext
l,m y BE = (i)l αl,m ψ

E,ext
l,m . (B.23)

Campos electromagnéticos esparcidos por la nanopart́ıcula

Las condiciones de frontera que las ecuaciones de Maxwell imponen sobre los campos

EM sobre la superficie de la NP se traducen en condiciones de frontera para las funciones

escalares, permitiendo aśı calcular el campo esparcido por la NP a partir de sus funciones

escalares. Las condiciones de frontera para las funciones escalares (B.3), (B.4) y (B.5)

son que [46] [47, págs. 230-240].

ψM , εψM , ∂ψM/∂r y (1 + r∂/∂r)ψE sean continuas en la frontera de la NP.

(B.24)

Debido a la simetŕıa esférica de la nanopart́ıcula, se tiene que, en r > a (i.e. la

región vaćıa exterior a la NP), el campo electromagnético esparcido por la NP es una

combinación de ondas esféricas entrantes y salientes (respecto al centro de la NP), repre-

sentadas por las funciones de Hankel esféricas h
(+)
l y h

(−)
l , respectivamente [48]. Como

las fuentes del campo esparcido son las cargas y corrientes inducidas en la nanopart́ıcula

por el campo externo, entonces fuera de la nanopart́ıcula el campo esparcido es una
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combinación de ondas salientes, es decir,

ψM,esp(r ) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

(i)lh
(+)
l (kr)Yl,m(Ωr)ψ

M,esp
l,m ,

ψE,esp(r ) =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

(i)lh
(+)
l (kr)Yl,m(Ωr)ψ

E,esp
l,m ,

(B.25)

(B.26)

y nuevamente por estar en vaćıo

ψL,esp(r ) = 0. (B.27)

Las funciones escalares (B.25)-(B.27) satisfacen las condiciones de frontera (B.24) y se

relacionan con las funciones escalares del campo externo mediante la matriz de espar-

cimiento, es decir

ψM,esp
l,m = tMl ψ

M,ext
l,m y ψE,espl,m = tEl ψ

E,ext
l,m . (B.28)

Los elementos tMl y tEl de la matriz de esparcimiento son independientes de m debido

a la simetŕıa esférica.

Al estar fuera de la NP, las funciones escalares (B.25)-(B.27) satisfacen la ecuación

de Helmholtz en el vaćıo, ec. (B.6), mientras que dentro de la NP, las funciones escalares

deben satisfacer la ecuación (
∇2 + k2εm

)
ψ = 0, (B.29)

ya que dentro de la NP el número de onda es k = km = (ω/c)
√
εm. Resolviendo las

ecuaciones (B.6) y (B.29) con las condiciones de frontera (B.24) se encuentra para cada

l una solución que se comporta como

ψ ∼ jl(kr) + tl h
(+)
l (kr), r > a. (B.30)

La ecuación (B.30) define los valores de la matriz de esparcimiento. En particular, como

la NP considerada es una esfera homogénea, se obtienen las mismas expresiones que en
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la solución de Mie, es decir, en las ecs. (B.28) se tiene

tEl =
−jl(x0) [xijl(xi)]

′ + εm jl(xi) [x0jl(x0)]
′

h
(+)
l (x0) [xijl(xi)]

′ − εm jl(xi)
[
x0h

(+)
l (x0)

]′ , (B.31)

tMl =
−xijl(x0)j′l(xi) + x0j

′
l(x0)jl(xi)

xih
(+)
l (x0)j′l(xi)− x0h

(+)′

l (x0)jl(xi)
, (B.32)

donde x0 = ka, xi = x0
√
εm, a es el radio de la nanopart́ıcula, y el śımbolo ′ (prima)

denota la derivada total de la función respecto a su argumento.

Al sustituir las funciones escalares (B.28) en (B.2) y (B.7) se obtienen las expresiones

(2.26) y (2.27) del campo electromagnético producido por el electrón, en las que los

coeficientes CM y DE están dados por

CM = (i)l αl,m t
M
l ψM,ext

l,m y DE = (i)l αl,m t
E
l ψ

E,ext
l,m . (B.33)



Apéndice C

Parámetros del cálculo del campo

esparcido

En este apéndice se presentan los parámetros con los que se utilizó el código BEM

[50]-[52] para el cálculo de los campos electromagnéticos esparcidos por la nanopart́ıcula

(2.25) y (2.26).

BEM implementa la solución de Mie extendida, discutida en el caṕıtulo 2 y el

Apéndice B. Para asegurar la convergencia de los cálculos se eligieron parámetros basa-

dos en el análisis de convergencia realizado por Arturo Santos en [14, sección 3.3]. Los

parámetros relevantes del cálculo que deben introducirse en BEM son (véase la Fig.

C.1):

Figura C.1: Esquema de los mallados para muestrear la nanopart́ıcula y la esfera de integración.
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Función dieléctrica: Es necesario introducir en BEM la información sobre los

materiales involucrados en el problema, es decir los datos (en forma de tabla) ya

sea de la función dieléctrica o el ı́ndice de refracción. En el presente problema

se introdujeron las funciones dieléctricas para el MgO y el SiC discutidas en la

sección 3.1.

Radio de la nanopart́ıcula: En todos los cálculos se ha considerado una NP

con radio a = 1 nm (ver Fig. 2.2).

Puntos de geometŕıa (PG): Es necesario construir la nanopart́ıcula embebida

en vaćıo, para lo cual se le indica a BEM las interfaces que separan a los distintos

medios involucrados en el cálculo. En este caso es necesario introducir la infor-

mación de una esfera dieléctrica en vaćıo, para lo cual se genera un conjunto de

PG sobre medio ćırculo (θ ∈ [ 0, π] en la Fig. C.1) y se genera la esfera como un

sólido de revolución en φ. En este trabajo se tomaron

PG = 300 . (C.1)

La NP considerada tiene un radio a = 1 nm, entonces un arco que subtienda un

ángulo de π mide π nm, y cada uno de estos arcos se subdivide por PG obteniendo

aśı, con nuestra elección de PG = 300, un muestreo de la NP con puntos separa-

dos π/300 nm ≈ 0.01 nm entre śı, lo cual representa la resolución del cálculo en

términos de la mı́nima longitud de onda que puede considerarse.

Puntos sobre la superficie de integración (PSI): Como es necesario calcu-

lar la integral de superficie cerrada sobre la esfera S de (2.14), numéricamente

es necesario hacer una malla sobre la esfera para calcular ah́ı los campos elec-

tromagnéticos totales y con ellos dicha integral. El número total PSI de puntos

sobre la malla se construye utilizando coordenadas esféricas (r, θ, φ) sobre la esfera

S de integración y haciendo una partición de Nθ partes iguales del ángulo θ de 0

a π, y otra de Nφ = 2Nθ partes iguales del ángulo φ de 0 a 2π, de manera que

PSI = 2N2
θ . Tomando Nθ = 256 como sugiere [14] se consideró

PSI = 131, 072 . (C.2)

Como la nanopart́ıcula tiene un radio de 1 nm y el parámetro de impacto del

electrón b′ desde la superficie de la NP es siempre mayor o igual a 0.3 nm, la su-

perficie S de integración se tomó como una esférica concéntrica a la nanopart́ıcula

con un radio

R = 1.05 nm, (C.3)
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para que no interseque a la trayectoria del electrón ni a la NP.

Número de multipolos (lmax): Es el número máximo de términos que se con-

sideran en las sumas de las ecuaciones (2.25) y (2.26), es decir, se reemplaza ∞
por lmax. En este trabajo, después de un anásis de convergencia se consideró

lmax = 15. (C.4)

Aunado a lo anterior, es necesario indicar la rapidez del electrón y el parámetro de

impacto respecto a la superficie de la NP (v y b′ en la Fig. 3.1, respectivamente).
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[12] F. J. Garćıa de Abajo, “Momentum transfer to small particles by passing electron

beams”, Phys. Rev. B, 70, 115422 (2004).

[13] P. E. Batson, “Motion of gold atoms on carbon in the aberration-corrected STEM”,

Microsc. and Microanal., 14, 89-97 (2008).

[14] A. Santos Gómez, Estudio de la transferencia de momento a nanopart́ıculas
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