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Introduccion

La Topologia y el Algebra son dos areas de las Matematicas que entran en con-
tacto de manera natural en el desarrollo reciente de diversas lineas investigativas, en
particular en ciertas subareas de la Topologia General. Esto se debe a que, mientras
la Topologia trabaja con conjuntos infinitos y se dedica a formalizar ciertas nocio-
nes geométricas (como la conexidad, o la cerradura, que se puede entender como
una generalizaciéon del concepto de limite del Cdalculo Diferencial), el Algebra es-
tudia algoritmos y operaciones que son finitas y abstractas por naturaleza. Si bien
estos dos enfoques matemadticos son distintos, entran en contacto gracias a que se
complementan.

El contacto entre estas dos ramas se da de dos formas. En la primera, que se
remonta al trabajo de Henri Poincaré, la Topologia se beneficia de las estructuras
algebraicas para clasificar y estudiar los espacios topoldgicos. Se trata de la Topologia
Algebraica. En la segunda, se combinan en iguales medidas las estructuras de espacio
topoldgico y alguna nocién de naturaleza algebraica, resultando en un espacio que
es objeto de estudio de ambas ramas de las Matematicas. Es parte de este segundo
caso el estudio de los grupos topolégicos. Un grupo topolégico es un objeto que
combina, en un solo conjunto subyaciente, las estructuras de grupo algebraico y de
espacio topolédgico. La nocién mas ampliamente difundida del Algebra Moderna es la
de grupo algebraico; el estudio de los grupos topologicos constituye, de esta manera,
uno de los objetos de principal interés en esta linea de trabajo.

El presente trabajo se aboca en dar una presentacion breve de la clase de espacios
de los grupos topoldgicos. Para cumplir este objetivo, hemos seleccionado algunos
temas de interés que forman una unidad en si misma. Se trata del teorema de
Markov, las prenormas, las funciones cardinales y el nimero de Nagami. Ninguno
de estos tépicos requiere mayor conocimiento de parte del lector que familiaridad
con las nociones de espacio topoldgico y de grupo algebraico. Si el lector desea
profundizar mas aun sobre el estudio de los grupos topoldgicos, las dos obras de
referencia son [2] y [6]. La primera se trata de una introduccién bastante completa
a una gama de temas estudiados desde la perspectiva de los grupos topolégicos
y algunas otras estructuras cercanas a ésta. Esta obra, debida a los mateméaticos
rusos A.V. Arhangel’skii y M.G. Tkachenko, pretende recopilar en un solo lugar
los resultados principales de esta subéarea de la Topologia. Es consecuente que sea
la referencia principal en un trabajo como el presente, cuya preocupacién son los
grupos topolégicos.

En el primer capitulo del presente trabajo se da un repaso sobre las bases to-
polégicas, algebraicas y de teoria de los conjuntos sobre las cuales se cimenta el resto
del material. No se trata de una introduccion a estas ramas de las matematicas, pues



6 INTRODUCCION

se limita a presentar algunos resultados que se requeriran de manera explicita a lo
largo de los restantes capitulos.

En el segundo capitulo se estudian las proposiciones bésicas que se conocen para
la clase de espacios de los grupos topoldgicos. Estos resultados son canoénicos, y
presentan las herramientas y técnicas principales que se usan al trabajar la estructura
de grupo topologico.

En el tercer capitulo se introducen dos temas clasicos en la teoria de grupos
topologicos. Se trata del teorema de Markov y las prenormas. Ambos temas tienen
como consecuencia resultados que hablan acerca de los axiomas de separabilidad,
y se complementan para establecer exactamente qué axiomas de separaciéon son
equivalentes en la clase de grupos topoldgicos. Ademads, en este tema se expone la
demostracion del teorema de Birkhoff-Kakutani, que habla sobre metrizabilidad y
es una consecuencia directa del estudio de las prenormas en grupos topologicos.

En el cuarto capitulo se introduce la perspectiva de las funciones cardinales
topoldgicas, abocada en este caso a la clase de los grupos topolégicos. Este tema es
de gran interés en la Topologia General, y aqui se estudian, ademés de las funciones
cardinales esenciales, otras tres funciones tutiles para esta clase de espacios: el niimero
de Nagami, el indice de estrechez y la celularidad. EI nimero de Nagami permite
generalizar a la clase de espacios topologicos Lindelof-3. El ultimo resultado que
se expone, debido a V.V. Uspenskii, surge como corolario al trabajo previo en el
capitulo, y habla de la celularidad de los grupos topolégicos Lindelof-3.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se da un breve repaso de algunas nociones de Teoria de Conjun-
tos, Algebra y Topologia. El lector que esté familiarizado con este material puede
proceder directamente al segundo capitulo, aunque se recomienda leer las conven-
ciones de notacién que se usaran a lo largo del trabajo.

1.1. Teoria de conjuntos

Se supondra que el lector estd familiarizado con las definiciones del conjunto
vacio, el producto cartesiano, las operaciones union e interseccion y la cardinalidad de
conjuntos. El simbolo € representa pertenencia a un conjunto. Si X es un conjunto,
la cardinalidad de X se denota | X]|.

Cada vez que se tenga un conjunto X, Idx denotard la funcién identidad, esto
es: Idx : X — X con Idx(z) = z.

Definicién 1.1. Dado un conjunto X, se define su conjunto potencia, P(X), como
sigue:

P(X)={Y: Y C X},
es decir, la familia de todos sus subconjutos.
A continuacion definiremos a los niimeros ordinales.

Definicién 1.2. Sea A un conjunto, y < un subconjunto de A x A. St a,b € A,
abreviamos (a,b) €< como a < b. Decimos que < es un orden total en A si se
cumplen las siguientes propiedades.

(1) Va,be A (a<bAb<a=a=D),
(2) Ya,b,ce A (a<bAb<c=a<c),
(3) Va,be A (a<bVb<a).

Si el conjunto < solo cumple las primeras dos propiedades anteriores, se dice que es
un orden parcial para A.

Si < es un orden total para A, decimos que < ordena totalmente a A. Si ademds
se cumple que para todo subconjunto B de A existe by € B con la propiedad de que
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Vb € B(by < b), decimos que < es un buen orden para A y que A estd bien ordenado
por <.

Definicién 1.3. Sea A un conjunto. Decimos que A es transitivo si cumple la si-
quiente propiedad:
Vaec Albea=0be A)

Definicién 1.4. Decimos que un conjunto A es un numero ordinal si cumple las
siguientes dos propiedades.

(1) A es transitivo.
(2) A estd bien ordenado por la relacion de pertenencia, €.

Los niimeros naturales se suelen construir en la teoria de conjuntos de la siguiente
manera. Al 0 se le identifica con el conjunto vacio. Al 1 se le identifica con el conjunto
cuyo Unico elemento es (), es decir {(}}. Al 2 se le identifica con el conjunto {0, {(0}},
es decir el conjunto que tiene como elementos al 0 y al 1. Se sigue de esta manera,
identificando a un natural n con el conjunto que tiene como elementos a los naturales
anteriores a él.

De igual manera se pueden construir recursivamente los niimeros ordinales del
siguiente modo. Se comienza con el conjunto (), que cumple la definicién 1.4, y
cada vez que se haya definido una cantidad cualquiera de ordinales, resultara que el
conjunto cuyos elementos son todos los ordinales definidos anteriormente también es
un ordinal. De esta manera se puede continuar tanto como se quiera, sin importar
si se ha definido una serie infinita de ordinales anteriores.

A lo largo de este trabajo se denotard N al conjunto de los nimeros naturales
sin el cero, y se denotard w como NU {0}. Con las definiciones anteriores es clara la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.5. Cada nimero n € w es un numero ordinal. Ademds, w es un
numero ordinal que no es un numero natural.

Ademas, también se puede demostrar facilmente lo siguiente.

Proposicién 1.6. Sea X un conjunto de ordinales. Entonces X estd bien ordenado
por la relacion de pertenencia.

Si se desea encontrar una demostracion de este resultado y mayor informacion
acerca de los nimeros ordinales, se refiere la obra [4], capitulo 9.

Al ordinal més pequenio (bajo la relacién de pertenencia) que cumple ser no
numerable se le denota w.

A lo largo de la tesis si 7 es un cardinal infinito, se identifica a 7 con el ordinal
mas pequeno de cardinalidad 7. Ademas, el simbolo 7 podra denotar una topologia,
cuando asi se indique.
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1.2. Algebra

Definicién 1.7. Decimos que un conjunto G es un grupo algebraico, o grupo para
abreviar, si estd equipado con una operacién - : G x G — G que cumple:

(1) Para cada terna de puntos z,y, z € G, se tiene que (z-y) -z =z - (y - 2),
(2) existe e € G tal que, para cada x € G se cumple que e -z = x =z - €,

(3) paracadaz € Gexiste T€ Gtalquex - T=e=7 - x.

Si ademas se cumple que, para cada par de puntos z,y € G, x-y = y - x, decimos
que G es un grupo abeliano.

El segundo inciso de los anteriores, se conoce como el axioma del neutro. Si G es
un grupo, el elemento e € GG que cumple dicho inciso se conoce como el neutro del
grupo. Ademsds, si g € G, el elemento § € G que otorga el tercer inciso se conoce
como el inverso de g.

Cada vez que (G, -) sea un grupo definimos, para a € G, las funciones p,, A,
G — @ del siguiente modo: p,(z) = - a, Ag(x) = a-x. A estas funciones se les
llama acciones derechas e izquierdas, respectivamente, y se denotardan asi cuando no
haya confusién.

Cada vez que se tengan dos subconjuntos A, B de un grupo (G,-), definimos:
AB:={a-b:a€ A,be B}.Sib e G abreviamos Ab := A{b},bA := {b} A. También
A? = AA.

Si no hay confusién, se abreviara ab := a - b.

Si G es un grupoy g € G, denotamos por ¢! al inverso de g. Denotamos por U~}
al conjunto {u~! : u € U}. Un subconjunto U de G se llama simétrico si U™! = U.

Ejemplo 1.8. R es un grupo abeliano con la suma usual.
Efectivamente, los cuatro axiomas de la suma en los reales coinciden con la
definicién de grupo abeliano.

Definicién 1.9. Sea f : (G,-) — (H,*) una funcién entre grupos algebraicos.
Decimos que f es un homomorfismo de grupos si para cada par de puntos z,y € G
se cumple que f(z-y) = f(z) * f(y).

Si f: G — H es una funcién entre grupos que es biyectiva, homomorfismo de
grupos y su inversa es homomorfismo de grupos, decimos que f es un isomorfismo
de grupos.

Un subconjunto H de un grupo (G, -) es un subgrupo de G si es no vacio y se
cumple que -[H x H] C Hy Inv[H] C H.

Un subgrupo H de G es algebraicamente normal en G si para cada a € G se
cumple que aHa ' = H.

1.3. Topologia

Definicién 1.10. Sea X un conjunto y 7 un subconjunto de su conjunto potencia.
Decimos que 7 es una topologia para X si cumple:
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(1)
(2)
(3)
(4)

@ET,

Xer,
3) Para cada familia n de elementos de 7, esto es n C 7, se tiene que | Jn € T,

4) Para cada familia finita {A;},c; C 7 con j € N, se tiene que (),.; 4; € T.

1€)

Un conjunto equipado con una topologia se conoce como un espacio topologico.
Ademas, los elementos de la topologia se les llama conjuntos abiertos, o abiertos para
abreviar. Si U es abierto de una topologia en un conjunto X, decimos que X \ U es
un conjunto cerrado de X.

Si 7 es la familia completa de subconjuntos de X, P(X), decimos que X es
discreto y 7 es la topologia discreta.

Cada vez que X sea un espacio topolégico, 7(X) denota la topologia de X, y
definimos para cada = € X, 7(x, X) :={U € 7(X) : z € U}.

Definicién 1.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y B una familia de subconjuntos
de X. Decimos que B es una base para 7 si cada elemento de B es un elemento de 7
y cada elemento de 7 se puede expresar como la unién de una familia de elementos

de ‘B.

Proposicién 1.12. Sea X un conjunto. Una familia B de subconjuntos de X es
base para una topologia en X si:

(1) para cada x € X, existe B € B tal que x € B,

(2) para cada By, By € B y para cada x € By N By existe By € B con x € By C
B N Bs.

Demostracion. Demostremos que 7 = {{Jn : 7 C B} es una topologia para X.
Por el inciso (1) de las hipdtesis, se sigue que X = JB € 7.
Ademds, también se tiene que ) = |J0 € 7.
Sea {n; }icr una familia de subconjuntos de B. Entonces:

UUn) =Un

el

donde 1 = |J,¢; mi- Como n C B, se sigue que |J,,(Umni) € 7.

Finalmente, para mostrar que 7 es cerrada bajo intersecciones finitas basta probar
que es cerrada bajo intersecciones de dos elementos. Sean 1,72 C B. Si|JmNUn =
0, se concluye que |Jn NUn2 € 7 como se quiere. En otro caso, para cada x €
Um0 me, existe By € ny tal que = € By, y también existe By € 1), tal que x € Bs.
Por la hipétesis (2), existe B, € B que cumple que z € B, C BiN By C Jm NYne.
Por tanto, se sigue que Jm NYUn = UxEU mUne Bz de donde se concluye que
UmnUn €.

Para concluir la demostracién, observemos que B es base para la topologia 7.
Es evidente que cada elemento de B es un elemento de 7. Ademads, por definicién
de 7, sus elementos son uniones de elementos de B, por lo que se concluye lo que se
queria demostrar. O
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Proposicién 1.13. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces 0 = {B.(z) : = €
X,e € R,e > 0} es base para una topologia para X. Esta topologia se conoce como
la topologia inducida por la métrica.

Demostracion. Sea x € X. Entonces, es claro que = € By(x), pues d(z,z) =0 < 1.
Ademas Bi(x) € o.

Sean Bi, By € o y supongamos que existe b € U;NU,. Entonces existen 1,9 € R,
ambos mayores que 0, y puntos 1,z € X tales que Uy = B.,(x1) y Uy = Be,(x2).
Sea § = min{e; —d(b,x1),e2—d(b,x9)}. Como b € Bs(b) y Bs(b) € o, basta mostrar
que Bs(b) C Uy N Us.

Si y € Bs(b) se sigue que d(y,b) < 0. Entonces:

d(y,z1) < d(y,b) +d(b,x1) <0 +d(b,z1) < ey —d(b,x1) +d(b,z1) = &1,
de donde y € B, (x1) = U;. Por otro lado se tiene que:
d(y,z2) < d(y,b) + d(b,x2) < 0 + d(b,z2) < ey —d(b,x2) + d(b, x3) = €,

por lo que y € B, (z3) = Us. Hemos demostrado que Bs(b) C U; N Uy, por lo que la
proposicion 1.12 implica lo que queremos. O

Ejemplo 1.14. {(a,b) : a,b € R,a < b} es base para una topologia en R.
Es facil verificar que la familia en consideracién cumple las dos hipotesis de la
proposicion 1.12.

Definicién 1.15. Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcién entre espacios topoldgicos.
Decimos que f es continua si, para cada U € ¢, se cumple que f~[U] € 7.

Definicién 1.16. Sea f : (X,7) — (Y, 0) una funcién entre espacios topolégicos.
Decimos que f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua, y su funcién inversa
es continua. Si X y Y son dos espacios topoldgicos tales que existe una funcion entre
ellos que es un homeomorfismo decimos que X y Y son espacios homeomorfos.

Definicién 1.17. Sea (X, 7) un espacio topolégico, y sea x € X. Sea B una familia
de subconjuntos de X. Decimos que ‘B es una base local en z si cada elemento de
B es un abierto que tiene a x como elemento y para cada U € 7 que cumpla que
x € U existe B € ‘B tal que B C U.

Proposicion 1.18. Las bases locales se preservan bajo homeomorfismos.

Demostracion. Sean X,Y espacios topologicos, v sea f : X — Y un homeomor-
fismo. Sea € una base local en z € X, y veamos que B = {f[C] : C € €} es una
base local en y = f(x). Sea U abierto de Y tal que y € U. Entonces x € f~1[U],
que es abierto de X. Por tanto existe V € € tal que 2 € V C f~[U]. Por tanto
y € flV] Cc U, con F[V] € B. Finalmente, como f es un homeomorfismo, los ele-
mentos de B son abiertos de Y que tienen a y como elemento. Se concluye que 5
es base local en y. O
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Definicién 1.19. Sean A un conjunto no vacio y {X,}aea una familia de espacios
topolégicos. Conocemos el producto de conjuntos de la familia, ] ., Xa, cuyos
elementos se denotan (x4 )aca. Queremos darle una estructura de espacio topolégico a
dicho conjunto. Para cada a € A definimos 7, : [],. 4 Xoa — Xa como la proyeccién
en la a-ésima coordenada, es decir, 7, ((24)aca) = Tq-

Definimos el siguiente subconjunto de la potencia de [, Xa:

o= {ﬂ w;il[Ui] neNVi=1,2 .. n(a; € AU, € 7(Xy,))}-

=1

No es dificil demostrar que o es base para una topologia en [ [ . , X,. Esta topologia
se conoce como la topologia producto, o topologia producto de Tychonoff.

En particular, si para cada a € A se tiene que X, = X, con X un espacio to-
poldgico fijo, el producto de conjuntos de la familia { X, }ae4 no es otro que [] ., X,
que se denota X“. Hemos indicado una manera de topologizar a este conjunto, el cual
se suele identificar con el conjunto de todas las funciones de la forma f: A — X.

Definicién 1.20. Sean A un conjunto no vacio, X un espacio topoldgico y para
cada a € A fo, + X — Y, una funcion de X en un espacio topoldgico Y,. La
funcion Aqeafa : X — [ cu Yo, conocida como el producto diagonal de la familia
{fataca, estd dada por la regla de correspondencia Apecafo(T) = (fo())aca-

Definicién 1.21. Sea {f. : X — Ya}aca una familia de funciones entre conjuntos.
Decimos que la familia separa puntos si para cualesquiera x,y € X con x distinto
de y existe un a € A tal que fo(z) # fo(y).

Proposicién 1.22. El producto diagonal de una familia de funciones {f, : X —
Yotaca cumple las siguientes afirmaciones:

(1) La familia {fo}aca separa puntos si y solo si la funcion Ayeafo €s inyectiva.

(2) Si para cada o € A la funcion f, es continua, entonces la funcion Agecafo €S
continua, considerando a ], ., Yo con la topologia producto.

Demostracion. Para demostrar la primer implicacion de la primer afirmacion, supon-
gamos que la funcién A,c4 f, no es inyectiva. Entonces existen dos puntos x,y € X
distintos, y tales que Agecafa(z) = Aneafa(y). Esto es: (fo())aca = (fa(Y))aca-
Por tanto para cada a € A, f,(z) = fa(y). Esto es, la familia {f,}aca no separa
puntos.

Conversamente, supongamos que la familia {f,}aca no separa puntos. Entonces
existen x,y € X distintos tal que para cada o € A, f,(x) = f,(y). Es claro, entonces
que Apeafo(r) = Aveafa(y), por lo que se concluye que A,eaf, no es inyectiva.

Demostremos ahora la segunda afirmacién. Denotaremos F' = Ageafo. Supon-
gamos que para cada o € A la funcién f, es continua. Para cada a € A, 7, denota
la proyeccién de Hae 4 Yo en Y, Sea U un abierto bdsico de Hae 4 Yo Esto es,
existen aq,...,a,, € Ay para cada i € {1,...,n} un abierto U,, € Y,, tales que
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U=, 7, (Us,). Entonces:
FlU)={reX:Fx)eUl={r e X :Vic{l,...,n}(fo,(x) €Us)}

= £l Wa) € 7(0)

por lo que F' es continua. O]
Definiciéon 1.23. Sea X un espacio topologico y A C X. Definimos:

(1) La cerradura de A, A, como el cerrado mds pequeno (bajo la contencion) que
contiene a A;

(2) El interior de A, int(A), como el abierto mds grande (bajo la contencion)
contenido en A.

Ademds, decimos que A es denso en X si se cumple que A = X.
Definicién 1.24. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Decimos que X es un espacio:
(1) Tp si para cada par de puntos z,y € X, existe U € 7 tal que |U N {x,y}| = 1;

(2) T) si para cada par de puntos x,y € X, existen U,V € 7 tales que z € U,
yeVperox ¢ V,yé¢U,;

(3) Ty, o Hausdorff, si para cada par puntos z,y € X, existen U,V € 7 tales que
reU,yeV peroUNV =)

(4) regular si para cada conjunto cerrado C' de X y cada z € X tal que xz ¢ C
existen U,V € 7 tales que C C U, x € V pero UNV = {);

(5) completamente regular si para cada conjunto cerrado C' de X y cada x € X
tal que z ¢ C' existe una funcién continua f : X — R tal que f[C] C {0} ¥

flz) =1.
(6) T3, sies Ty y regular;
(7) Ty 1,0 de Tychonoff, si es T} y completamente regular.

(8) normal, si para cada si para cada par de conjuntos cerrados y ajenos C, D de
X existen U,V € 7 tales que C C U, D C V pero UNV = ()

(9) Ty, si es T) y normal;

(10) compacto, si para cada familia v de abiertos de X tales que X = (J~ existe
una subfamilia finita ¢ C 7 tal que X = J0;

(11) localmente compacto, si para cada punto z € X existe un abierto C' de X con
x € C, y C'un compacto y Hausdorff;

(12) Lindeldf, si para cada familia v de abiertos de X tales que X = [~ existe una
subfamilia numerable § C 7 tal que X = J0;
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(13) o — compacto, si es unién de una cantidad numerable de compactos;

(14) metrizable, si existe un espacio métrico Y homeomorfo a X, considerando a
Y con la topologia inducida por la métrica;

(15) segundo numerable, si existe una base para 7 de cardinalidad numerable;

(16) primero numerable, si existe una base local de cardinalidad numerable en
cada punto de X;

(17) disconezo, si existen dos abiertos no vacios U,V € 7 tales que UUV = X y

unv =0;
(18) conexo, si no es disconexo.

Definicién 1.25. Sea X un espacio de Tychonoff. Si existe una funcion f : X — Y
continua, donde Y es un espacio topologico compacto y Hausdorff, X es homeomorfo
a f(X) bajo f y m =Y, entonces decimos que Y es una compactificacion de X
y f es una funcion que compactifica a X. En el caso de que [ sea la funcion que

compactifica a X en'Y,Y se denota fX.

Definicién 1.26. Sean X un espacio Hausdorff y'Y un espacio topologico. Decimos
que una funcion f: X — 'Y es perfecta si es cerrada, continua, y las preimdgenes
de puntos son compactos y cerrados en X .

La prueba de las siguientes proposiciones que sigue se referencia en la obra de
R. Engelking, [3], teoremas 3.3.9, 3.7.2, 3.7.16 y secciones 3.5 y 3.6.

Proposicion 1.27. Todo subespacio localmente compacto M de un espacio Haus-
dorff X es abierto en su cerradura.

Proposiciéon 1.28. Sean X un espacio Hausdorff, y Y un espacio topologico. Si
f: X —Y es una funcion perfecta, entonces las preimdgenes de compactos bajo f
son compactos en X.

Proposiciéon 1.29. Si f : X — Y es una funcion perfecta entre espacios de
Tychonoff, entonces la extension de f a F : X — oY, donde 85X es una compac-
tificacion de X y Y es una compactificacion de'Y, cumple F(fX \ X) C aY \ Y.

Proposicién 1.30. Si X es un espacio de Tychonoff y C(X) es la familia de todas
las compactificaciones de X. Entonces, se obtiene:

(1) La familia C(X) forma un orden parcial con la siguiente relacion: si cX,dX €
C(X) con ¢,d las funciones respectivas que compactifican a X, decimos que
cX < dX si existe una funcion continua f :dX — cX tal que fod = c.

(2) Hay un elemento mdzximo bajo el orden < en la familia C(X). Este elemento
se conoce como la compactificacion de Stone-Cech y se denota 5X.

(8) Toda funcion continua f : X — Z, donde Z es un espacio compacto, tie-
ne una extension continua F : X — Z. Conversamente, si toda funcion
continua f : X — Z de X en un compacto Hausdorff tiene una extension
continua a una compactificacion aX de X, F : aX — Z, entonces aX es
homeomorfo a BX, la compactifiacion de Stone-Cech de X.



Capitulo 2

Grupos topoloégicos

En este capitulo introduciremos la nocion de grupo topoldgico, la cual combina
la estructura de espacio topoldgico y la de grupo algebraico. Asimismo, se estudiaran
las propiedades principales que se conocen para este tipo de espacios.

La primera seccién brinda las técnicas basicas que se utilizan en el area de estudio
de los grupos topoldgicos. Entre éstas, es de especial atencion el teorema 2.14, que
brinda una axiomatizacién de los grupos topoldgicos en funcién de bases locales. Los
resultados de esta primer seccion son canodnicos, y podran ser usados a lo largo del
presente trabajo sin hacer una referencia explicita.

En la segunda seccion se estudiaran subconjuntos de grupos topolégicos de dife-
rentes tipos. La estructura de grupo topolégico atina técnicas algebraicas con técnicas
topoldgicas, como puede observarse en esta seccion, donde las proposiciones se refie-
ren al resultado de operar algebraicamente algunos conjuntos tipicos en el estudio
de la topologia, como son los abiertos, los cerrados y los compactos.

En la tercera seccion se estudian los subgrupos de la clase de grupos topologicos,
y en la cuarta seccion se introduce y estudia la nocion que se tiene de espacio cociente
en la clase de espacios de los grupos topolégicos.

2.1. Propiedades basicas de grupos topolégicos

Definicién 2.1. Un grupo (G,-) es un grupo topoldgico si existe una topologia T
para G con las siguientes propiedades:

» [a operacion de grupo - : G x G — G es continua, considerando a G X G con
la topologia producto,

s [a funcion Inv : G — G que a cada elemento de G le asocia su inverso bajo
., es decir, Inv(x) = 71 para cada v € G, es continua.

Ejemplos 2.2. (1) Si G es un grupo algebraico, G equipado con la topologia discreta
es un grupo topoldgico. Asimismo, G equipado con la topologfa indiscreta ({G, (0})
es un grupo topologico.

(2) R con la suma usual y la topologia usual es un grupo topolégico.

Demostracion. Sabemos que (R, +) es un grupo, y que 8 = {(a,b) : a < b a,b € R}
es una base para la topologia usual de R.

15
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Sean z,y € R y sea O € 7(z + y,R). Entonces existe un real ¢ > 0 tal que
(r+y—e,x+y+e) C O.Sea d = 5. Definamos U = (v —0,2+0)y V = (y—6,y+9).
Es claro que U € 7(z,R) y V € 7(y,R). Ademéds, si (z,w) € U x V se tiene que
z4+w € (x+y—¢e,x+y+e) CO, porloque UxV es un abierto de R? con
+(U x V) € O. Hemos demostrado que + : R? — R es continua.

Sea Inv : R — R dada por Inv(x) = —x para cada € R. Si a,b € R cumplen
a < b se tiene que Inv='(a,b)] = (=b, —a) con —b < —a; esto es, preimagenes bajo
Inv de elementos de 28 son elementos de B. Se sigue que Inv es continua. [

(3) S', el circulo unitario en los complejos, es un grupo topolégico con la topologia
que hereda como subespacio de C y la multiplicacién de C.

Lema 2.3. Sea (G,-) un grupo con una topologia 7. G es un grupo topoldgico si y
sélo si la funcion f: G x G — G dada por f((x,y)) =x -y~ ' es continua.

Demostracién. Sea j : G x G — G x G dada por j((z,y)) = (z,y~'). Observe que
j = Idg X Inv, por lo que la continuidad de Inv implica la continuidad de j (ya
que producto de funciones continuas es continua, y la identidad es continua en todo
espacio topoldgico).

Para demostrar que la condicion es necesaria, observemos que la funcién f de-
finida en el enunciado del lema cumple que f = - o j, por lo que es continua en
virtud de que G es un grupo topoldgico y la composicién de funciones continuas es
continua.

Para demostrar que la condicién es suficiente, definimos h : G — G x G por
h(z) = (e,z). Para demostrar la continuidad de la inversa basta ver, en virtud de
que Inv = f o h, que h es continua. Para ello, sean A, B abiertos cualesquiera de la
topologia de G. Sie ¢ A, entonces h '[AxB] = (). Sie € A, tenemos h ' [Ax B] = B.
Por tanto h es continua y podemos concluir que Inv es continua.

Para demostrar la continuidad de la operacion de grupo, observemos primero que
- = f o 7. De la hipétesis, la continuidad de Inv, y el hecho de que composicion de
funciones continuas es continua, se sigue la continuidad de -. O

Ejemplo 2.4. Sin € N, GL(n,R), el conjunto de matrices de tamano n X n con
coeficientes en R y que son invertibles, es un grupo algebraico con la operacién de
producto de matrices. Consideremos en G L(n,R) la siguiente métrica:

d((ai), (b)) = (| DD lai; — byl

j=1 i=1

donde (a;;), (b;;) € GL(n,R). Con la topologia inducida por la métrica d, las funcién
[ GxG — G dadapor f((a;;), (b)) = (ai;)(bi;)~! es continua. De esta manera, el
lema anterior implica que GL(n,R) es un grupo topoldgico con la topologia inducida
por d.

Lema 2.5. Sea (G, -) un grupo topoldgico, y a € G. Las acciones py, Ay son homeo-
morfismos.
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En consecuencia, si B es una base local en e, entonces {Ua : U € B} es una
base local en a para cada a € G. También {aU : U € B} es una base local en a para
cada a € G.

Demostracion. Comencemos demostrando que, dado g € G, las acciones pg, Ay son
continuas. Veremos so6lo la demostracion para p,, ya que la demostracion para A,
es andloga. Sean a € Gy O un abierto de G, tales que ag € O. Por la continuidad
de -, existen abiertos U,V de G tales que a € U, g € V y UV C O. Es claro que
pglU] =Ug C UV C O por lo que p, es continua en a € G. Podemos concluir que
pg €s continua.

Ahora, dado a € G, las acciones pg, Po-1, Aa, Ag-1 Son continuas. Ademas, p, o
Pa—1 = Idg = pa—1 0 pg, y de igual modo A\, o A\y-1 = Idg = A1 0 Ay, por lo que
queda demostrada la afirmacién de que p,, A, son homeomorfismos.

Finalmente, la proposiciéon 1.18 comprueba la segunda parte del lema. O

Observe que la demostracion anterior sélo depende de la continuidad de la ope-
racién en G. Es decir, si tenemos (G, -) un grupo con una topologia bajo la cual la
operacion de grupo es continua, G cumple las conclusiones del lema anterior.

Proposicion 2.6. Sean G, H grupos topolégicos y f : G — H un homomorfismo
de grupos. Si f es continua en la identidad e de G, entonces f es continua en cada
punto de G.

Demostracién. Sea x € G. Sea U € 7(H) tal que y = f(z) € U. El conjunto Uy ™!
es una vecindad abierta de ey. Aplicando la continuidad de f en eq, existe V' € ¢
tal que eq € V' 'y f[V] C Uy~'. Es claro que Vx es una vecindad abierta de z en G.
Veamos que f[Vz] C U. Sea v € V. Entonces f(vz) = f(v)f(x) = f(v)y. Como
fIV] Cc Uy™!, existe u € U tal que f(v) =uy .
Por tanto f(vz) = uy~'y = u € U. Esto concluye la demostracién de la conti-
nuidad de f en z. [

Definicién 2.7. Un espacio topologico X es homogéneo si para cada par de puntos
z,y € X, existe un homeomorfismo f: X — X tal que f(x) =vy.

Lema 2.8. Todo grupo topoldgico es homogéneo.

Demostracion. Sean G un grupo topoldgico v x,y € G. Defina z = 7! - y. En vista

del lema 2.5, p, es un homeomorfismo. Ademas, es claro que p,(z) = y. O

Lema 2.9. Si G es un grupo topologico, entonces G tiene una base local en e que
consiste de conjuntos abiertos y simétricos.

Demostracién. Supongamos que i es una base local en e. Seay = {UNU ! : U € U}.
~ es una familia de abiertos, pues G es un grupo topolégico. Ademds, e = e~! implica
e € V para todo V € 7.

Hemos visto que v consiste de abiertos. Veamos que consiste de conjuntos simétri-
cos. Sea V € 7. Entonces existe U € U con V = U N U~L. Veamos por doble
contencién que V = V1,

Sea v € V. Entonces v € U~!. Esto es, existe v € U con v = u~!. Observe que
comov €U yv!t=wu ucU Esoimplicauc UNU = V. Por tanto v € V1.
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Por otro lado, siv € V7! existe u e UNU ! con v =u"t. Comou € U, v e UL
v € Ut implica v = u~! € U. Por tanto v € V. Hemos demostrado V = V1

Sea O abierto de GG tal que e € O. Entonces existe U € U tal que e € U C O. Si
V=UNU"!, obtenemos V € v,ec V C O.

Hemos demostrado que « es la base local deseada. O]

Lema 2.10. Sea G un grupo topoldgico. Si V' es una vecindad abierta y simétrica
de la identidad, entonces V. .C V2.

Demostracion. Si x € V, entonces Vo NV # 0, pues Va es una vecindad abierta
de z. De esto obtenemos que existen vi,v, € V tales que v; = wvex. Por tanto
r=uvy'v, € VIV C V2 O

Teorema 2.11. Todo grupo topolégico T1 es un espacio reqular.

Demostracion. Afirmamos que si U es una vecindad abierta de e € G, entonces
existe un abierto V de G tal que e € V. C V C U. Efectivamente, si U es dicha
vecindad, existe un abierto simétrico V' tal que e € V' C U. Ademas, como la
operaciéon es continua y usando el lema 2.9, existe un abierto simétrico V' tal que
ecV2C V' CU.Por el lema 2.10 se obtiene quee € V.CV Cc V2 C U.

Para demostrar la regularidad de G, sean x € Gy C cerrado de G tales que
xr ¢ C.Si f: G — G es la accién izquierda f(y) = x -y, entonces f es un
homeomorfismo de G en G que cumple f(e) = x. Tenemos que C' = f~[C] es un
cerrado de G que no tiene a la identidad como elemento. Aplicando la afirmacién del
primer pérrafo obtenemos que existe un abierto V de G talquee € V.C V C G\ C".

Finalmente, obtenemos: x € f[V] C f[V] C G\ C, con f[V] abierto, pues f es
una funcién cerrada, biyectiva y abierta. Por lo tanto G' es un espacio regular. [

Proposicion 2.12. Si G es un grupo topolégico Ty, entonces G es un espacio T;.

Demostracion. Sea G un grupo topolégico que cumple el axioma Tj. Sean x,y € G
cualesquiera. Como G es T existe un abierto U tal que |UN{x,y}| = 1. Supongamos
sin perder generalidad que x € U y y ¢ U. Por el lema 2.5, existe una vecindad
abierta W del neutro tal que Wa C U. Entonces se sigue que y ¢ Wz. Esto implica
que yr~t ¢ W, es decir, x ¢ W~ 'y.Observe que W1y es una vecindad abierta de y
y Wz es una vecindad abierta de z. De hecho, Wz y W1y cumplen el axioma de
separacién 17 para los puntos z,y. Se sigue que G es un espacio T7. O]

Corolario 2.13. 5i G es un grupo topoldgico, son equivalentes:
(1) G es Ts,
(2) G es Haursdorff,
(3) G es Ty,
(4) G es Tp.

Demostracion. La cadena de implicaciones (1) — (2) — (3) — (4) se cumple para
la clase de espacios topolédgicos. Las dos proposiciones anteriores arrojan como resul-
tado que si G es un grupo topoldgico Ty, entonces cumple el axioma T3, concluyendo
asi la implicacién que faltaba. O]
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Como puede observarse, en el corolario anterior se muestra un resultado muy
fuerte: todo grupo topoldégico Tj es un espacio 7T5. De hecho, si G es un grupo
topologico Ty, G es un espacio de Tychonoff. Este tltimo resultado serd demostrado
un poco mas adelante. Por el corolario anterior, sabemos que todo grupo topolégico
discreto, el grupo aditivio de los niimeros reales R, y el grupo multiplicativo S* son
espacios T3; v también sabemos que todo grupo topoldgico indiscreto con mas de un
punto no es un espacio Tp.

A cualquier grupo se le puede dar una topologia muy natural para que con ella
resulte ser un grupo topoldgico: la topologia discreta. Sin embargo, nos gustaria
crear un método no tan trivial para generar topologias en grupos algebraicos bajo
las cuales los espacios resultantes sean grupos topologicos. Para ello observe que
debido a que los grupos topoldgicos son espacios homogéneos, para describir a sus
topologias basta fijarse en una base local de la identidad. Teniendo presente esto,
es natural pensar que para generar una topologia en un grupo (que lo convierta en
un grupo topoldgico) bastard describir una coleccién de subconjuntos del grupo que
tenga las propiedades suficientes para poder ser una base local de la identidad. Con
este problema en mente es natural pensar en la siguiente pregunta: ;Cuéles son las
minimas condiciones que debe cumplir una coleccién de subconjuntos de un grupo
para que genere un grupo topologico y que ella sea una base local de la identidad
del grupo con esa topologia?

Responder a esta pregunta implica axiomatizar de alguna forma a los grupos
topoldgicos: encontrar dichas condiciones minimas equivale a olvidarnos de las dos
propiedades que definen a los grupos topoldgicos y dar en lugar de ellas una lista de
propiedades que debe cumplir una base local.

El siguiente teorema brinda dicha axiomatizacién. De aqui en adelante, se re-
ferirda bajo el nombre de axiomas de grupo topoldgico a las seis propiedades abajo
mencionadas.

Teorema 2.14. Sea G un grupo topoldgico, y sea $ una base local en e, el neutro
de G. Entonces se cumplen:

(1) Para toda U € U, existe V € U tal que V> C U.

(2) Para toda U € U, existe V € U tal que V1 C U.

(8) Para toda U € 3 y para toda x € U, existe V € i tal que Va C U.
(4) Para toda U € U y para toda x € G, existe V € U tal que xVx™' C U.
(5) Para todas U,V € M existe W € U tal que W CUNV.

(6) {e} C N

Por otro lado, si G es un grupo y 3 es una familia de subconjuntos de G que satis-
facen las seis condiciones anteriores, entonces la familia B = {Ua : a € G,U € U}
es una base para una topologia en G, con la cual G es un grupo topologico y i es
una base local en e.

Si adicionalmente {e} = (Y entonces la topologia generada por B en G es una
topologia Tj.
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Demostracion. Para demostrar la primera parte, empecemos dando U € 4.

Para demostrar (1), empecemos observando que e-e = e € U, por lo que podemos
usar la continuidad de la operacién del grupo en (e, e): existen dos abiertos V, V3
de G, tales que V1V, C U, con e € V1NV, Como Vi NV; es una vecindad abierta de
e, existe V € U tal que V C Vi N Vs. Por ello, tenemos que V2 C ViV, C U, por lo
que se concluye (1).

Para demostrar (2), por la continuidad de la inversa en e™! = e, existe una
vecindad abierta W de e tal que W~ C U. Entonces existe un V € 4, con V C W.
Con esto obtenemos que V' c W=t C U.

Para demostrar (3), sea x € U. Como p, es un homeomorfismo, existe una
vecindad abierta W de e tal que Wa C U. Entonces existe V € U, con V C W. Es
claro que Vo C Wx C U.

Para demostrar (4), sea © € G. Observamos que f = p,! o A, es un homeomor-
fismo, y f(e) = e. Por tanto existe una vecindad abierta W de e tal que xWax™! =
fIW] C U. Entonces existe V € U, con V C W. Observe que zVx~! C zWa~! C U.

Para demostrar (5), sea V € 4. U NV es una vecindad abierta de e, por lo que
existe W € U tal que W CcUNV.

Para demostrar (6), basta observar que z es un elemento de cada conjunto U,
con U € il

A continuacién demostraremos la segunda parte del teorema. Sean i, B las
familias de subconjuntos que cumplen las hipdtesis de la segunda parte del teorema.

Afirmacion 1. ‘B es una base.

Veamos que G C | JB. Sea g € G. De (6) se sigue que existe U € i, y cumple
que e € U. Por tanto, g € Ug € *B.

Sean ahora U', V' € U, z,y,z € G, tales que z € U'x N'V'y. Entonces zz~! € U’,
y zy~t € V'. Por (3), existen U,V € U tales que Uzz™' C U’, Vzy~' C V'. Por (5)
existe W € i tal que W C U NV. Afirmamos que Wz C Uz N V'y. Sea w € W.
Entonces w € UNV, por lo que wz € UzNVzC UzNV'y.

Por tanto, el conjunto 7 = {W C G : Vx € W3U € B(z € U C W)} es una
topologia para G.

Afirmacién 2. 7 ={W C G: Ve € W3U € WUz C W)}.

Para demostrar la primera contencién, sea W € 7. Sea x € W. Entonces obtene-
mos U € 4, y € G tales que z € Uy C W. Luego zy~! € U, y por (3) existe V € U
tal que Vay~! C U. Se concluye que Vo C Uy C W.

Para demostrar la segunda contencién, sean W un elemento de {WW C G : Vx €
WU € W(Ux C W)}y x € W. Entonces existe U € i tal que Uz C W. Observemos
que por (6) e € U, y por tanto z € Uz C W. Hemos concluido, puesto que Uz € B.

Afirmaciéon 3. La operacion de G es continua bajo la topologia .

Sean a,b € Gy O € 7 tales que ab € O. Entonces existe W € i tal que Wab C O.
Entonces, por (1), existe U € 4 tal que U?> C . Luego, por (4) existe V € i tal
que aVa~! C U. Entonces U(aVa™t) C U? C W. Equivalentemente UaVa™! C W,
por lo que UaV C Wa y entonces UaVb C Wab C O. Obsérvese que esto concluye
la prueba, pues Ua es una vecindad abierta de a y Vb una vecindad abierta de b.

Afirmacion 4. SiV erybe G, bV €.

Supongamos V' € L. Sea y € bV. Entonces b1y € V. Por (3) existe W € U tal
que Wbty C V. Por (4), existe U € i tal que b='Ub C W, por lo que b=1Ubb~ 'y C
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Wbty Cc V. Estoes b='Uy C V, por lo que Uy C bV. Con lo anterior, se concluye
la afirmacion para basicos. De aqui se sigue facilmente la demostracién en general,
pues si v es una familia de basicos, se tiene b|Jy = J{bg : g € 7}.

Afirmacion 5. La funciéon Invg es continua.

Para demostrar la continuidad de Inwvg, basta ver que la imagen inversa de
basicos es un abierto. Sean x € G, U € 4. Es claro que Inv™'(Uz) = z7'U~. Por
la afirmacién 4, basta ver que U~! € 7.

Sea z € U~'. Entonces z7! € U. Por (3), existe V € i tal que Vz=! C U. Por
(2) existe W € U tal que W~! C V. Entonces W—lz=! € Vz=! C U. Por tanto
W C U™Y, pues Wzt = (xW)~1. De nuevo usando la afirmacién 4, xW es un
abierto, y de hecho es una vecindad abierta de z. Por tanto U~! € 7.

Las afirmaciones anteriores permiten concluir que (G, -) equipado con la topologia
7 es un grupo topoldgico. No es dificil verificar ahora que la coleccion U es una base
local en e.

Finalmente, demostremos la tltima parte del teorema. Supongamos que se cum-
ple que {e} = N4, y demostremos que la topologia generada por B es Ty. Esto
basta para mostrar que GG es T3, en virtud del corolario 2.13.

Sean z,y € G distintos. Veamos que existe U € T tal que z € U peroy ¢ U. Como
G es homogéneo, existe un homeomorfismo f de G en G tal que f(z) = e. Nétese
que f(z) # f(y). Esto es f(y) ¢ {e}. Como estamos suponiendo que {e} =4, se
sigue que existe V' € 4 tal que f(y) ¢ V. Como V es un abierto bésico, se obtiene
que U = f7HV] € 7,z € Uy ademéds y ¢ U. Se concluye que la topologia en
cuestion cumple el axioma Tj. O

Ahora aplicaremos el teorema anterior de la siguiente manera: exhibiremos un
grupo topoldgico no trivial brindando una familia de conjuntos que cumplan las seis
condiciones del teorema.

Ejemplo 2.15. Sea (Z,+) el grupo aditivo de los niimeros enteros, y sea p € N un
primo fijo. Para cada n € N definimos U,, = p"Z. Entonces la familia & = {U, :
n € N} cumple las condiciones del teorema anterior, de donde se sigue que la familia
v ={Unz:n €N,z € Z} es base de una topologia para Z bajo la cual (Z,+) es un
grupo topoldgico.

Demostracion. Sea n € N.
Observe que U,, = p"7Z consiste de los miltiplos de p™ en Z. Es claro que:

U,+U,CU, por lo que 4 cumple (1) y (3),
(U, =U, por lo que 4 cumple (2),
7. es abeliano por lo que 4 cumple (4),
0eZ por lo que 4 cumple (6).

Por otro lado, si n,m € Z y d es el minimo comun multiplo de n y m, se cumple:
U;CcU,NU, por lo que 4 cumple (5).

Hemos probado que la familia 34 cumple las condiciones deseadas. [
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Veamos ahora la nocién de producto directo de grupos topoldgicos.

Teorema 2.16. Supongamos que {G; : i € I} es una familia de grupos topoldgicos,
con e; elemento neutro de G;. Entonces G = Hz’e[ G, considerado con la topologia
producto y la operacion por coordenadas, es un grupo topoldgico con neutro (€;)ic;.
A este grupo se le llama el producto directo de grupos topoldgicos.

Demostracion. Las estructuras de grupo y espacio topoldgico se heredan de manera
natural al producto usual con la operacién por coordenadas y la topologia producto.
Veamos que la funcién f : G x G — G dada por f(z,y) = xy~ ! es continua. Para
cada 7 € I, se denotara por m; a la funcién proyeccién en la i-ésima coordenada,
m G — G

Sean z,y € GG, y sea O una vecindad abierta de zy~" en . Asi, podemos encon-
trar indices ay, ..., o, € I tales que, para cada i € {1,...,n} existe W; € 7(G,,) tales
que W = (., 7' [W;] es un abierto bésico de G' que cumple zy~' € W C O.

Sea i € {1,...,n}. Aplicando el hecho de que cada espacio G,, es un grupo
topoldgico, obtenemos U;, V; € 7(Gl,) tales que m,, (z) € Uy, mo,(y) € Vi y UiVt C
Wi. Sean U = (7 Uil vy V = (i, 7, [Vi]; observe que U y V son abiertos
basicos de G. Ademas, por como estan dados los U;, V;, tenemos que x € U, y € V.

Demostremos, para concluir, que UV ™! € W. Sean u € U, v € V. Entonces si
i € {1,...,n} se tiene: m,,(u) € U, Ta,(v) € Vi, por lo que m,,(u) - 7o, (v)~' € Wi
Esto es 7, (uv™') € W, por lo que uv~™! € W. ]

1

2.2. Conjuntos abiertos, cerrados y compactos

Lema 2.17. Sea G un grupo topoldgico, U € 7(G), A C G, y B una base local en
e. Se cumplen:

(1) UA, AU € 7(G).
(2) A=N{UA: U € B}.
(3) A simétrico implica A simétrico.

Demostracion. Para demostrar (1), sea x € UA. Entonces « € Ua para algin a € A.
Observe que x € Ua C UA, y ademés Ua es abierto de G. Se sigue que UA € 7(G).
De manera similar, se obtiene AU € 7(G).

Para demostrar la primera contencién de (2), sea U € B y veamos que A C UA.
Sea x € A. Sea V una vecindad abierta y simétrica de e tal que V C U. Como Vz
es una vecindad abierta de z, tenemos que Vax N A # (), esto es, existe a € Vo N A.
Entonces existe v € V tal que a = vx. Se tiene x = v=ta € VA C UA. Por la
arbitrariedad con que se tomé U, A C (W{UA: U € B}.

Para demostrar la segunda contencién de (2), sea x € (J{UA : U € B}. Sea
U una vecindad abierta de z. Entonces Uz~! es una vecindad abierta de e, por
lo que existe B € B tal que B C Uz~ !. Por axiomas de grupo topoldgico, existe
V € B tal que V! C B. Por como se tomé a x, obtenemos = € V A, esto es: existen
v €V, ac Atales que x = va. Se sigue que a = v—'z € V~'x C Bx C U. Observe
quea € ANU,porloque ANU # 0y zx € A.
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Para (3), supongamos que A es simétrico. Sea x € A, y veamos que x~! € A.

Observe que esto basta para concluir A = A ', Sea U una vecindad abierta de 2!,

Entonces U~! es una vecindad abierta de x. Por tanto U~! N A # (), esto es, existe
a € U1 N A. De esto se sigue que a™! € A (pues A es simétrico por hipétesis).
También se tiene a=! € U. Por tanto U N A # . O

Teorema 2.18. Sea G un grupo topologico. Si E, F' son subconjuntos compactos de
G, y P es un subconjunto cerrado de G, se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si FNP =0, entonces existe una vecindad abierta V de e tal que FV NP = ().
(2) FP es un subespacio cerrado de G.
(3) EF es compacto en G.

Demostracion. (1). Supongamos F N P = (). Por tanto para cada z € F, A\,(e) €
G\ P € 7(G). Usando la continuidad de \,, obtenemos V, una vecindad abierta de
e tal que xV, C G\ P. También existen, para cada x € F, vecindades abiertas de la
identidad W,, tales que W2 C V.

Como {xW, : x € F'} es una cubierta abierta de F, existe C' C F finito tal que
F C U,ec Ws,. Definamos V' = [, . Wa. Observe que V' es una vecindad abierta
de e. Veamos que este conjunto es el deseado.

Sea y € F, y veamos que yV NP = (). Dado ese y, existe z € C' tal que y € xW,.
Obtenemos: yV C aW,V C aW2 C 2V, C G\ P.

Como y denota a cualquier elemento de F', obtenemos que F'V NP = (), como se
queria.

(2). Sea x ¢ FP. Observe que F~'z N P # () implica x € FP. Efectivamente si
existen f € F', p € P tales que f~'x = p, se tiene x = fp € F'P. Por contrapositiva,
obtenemos que F~'z N P = (). Note que el primero de los intersecandos de esta
igualdad es un compacto, por lo que podemos aplicar el inciso (1). Esto es: existe
una vecindad abierta V de e tal que F~12V NP = 0.

Veamos que esto implica que 2V N EFP = (). De nuevo, si zV N EFP # (), entonces
existen v € V, f € F'y p € P tales que 2v = fp. Entonces p = f~lzv € F~ 12V,
por lo que F~tz N P # (. Aplicando contrapositiva, obtenemos lo que se desea.

En virtud de que zV es una vecindad abierta de x, se obtiene 2 ¢ F'P. Concluimos
que F'P es cerrado.

(3). E'F es la imagen bajo la operacién de grupo del conjunto £ x F. El teorema
de Tychonoff asegura que E x F' es compacto como subespacio de G x GG. De ambos
hechos se concluye lo que se pedia demostrar. O

2.3. Subgrupos

Proposicion 2.19. Sea G un grupo topologico, y H un subgrupo de G. Si H contiene
un abierto no vacio de G, entonces H es un abierto.

Demostracion. Supongamos que U es un abierto no vacio de G tal que U C H.
Entonces existe v € U, y por tanto V = Uu~! tiene como elemento a la identidad.
Por lema 2.5, V' es un abierto de GG, con V' C H, pues H es un subgrupo.
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Afirmacién. H = | J{Va:a € H}.

Para demostrar la primera contencién, sea h € H. Por tanto h =e-h € Vh C
U{Va : a € H}. La otra contencién se sigue de que H es cerrado bajo inversos y
bajo la operacion.

Hemos expresado a H como una unién de abiertos, por lo que es un abierto. [

Proposiciéon 2.20. Sean G un grupo topologico, y H un subgrupo abierto de G.
Entonces H es un subespacio cerrado de G.

Demostracion. Consideremos la familia v = {Ha : a € G}. Mostremos que 7 es una
cubierta abierta de G.

Efectivamente, por el lema 2.5, si a € G, Ha es un abierto de G. Ademdas G = | J~
pues e € H implica que para a € G se tiene a € Ha. Veamos ahora que v consiste
de conjuntos ajenos por pares.

Sean a,b € G tales que Ha N Hb # (. Veamos Ha C Hb. Como a € Ha C Hb,
existe h € H tal que a = hb. Si ka € Ha es cualquiera, se sigue que ka = khb € Hb.
Por tanto Ha C Hb. La contencién Hb C Ha es andloga.

Al ser v una particion de abiertos, uno de los cuales es H = He, se sigue que H
es cerrado (pues su complemento es unién de abiertos). O

Combinando las dos proposiciones anteriores, obtenemos:

Corolario 2.21. 5t H es un subgrupo de un grupo topologico G que contiene un
abierto no vacio de G, entonces H tiene como subconjunto a la cuasi-componente
del neutro de G. En particular, H es supraconjunto de la componente conexa del
neutro.

Demostracion. Por 2.19, H es un abierto de G. Por 2.20, H es abierto y cerrado
en G. Como e € H, y Q(e), la cuasi-componente de e con Qe) = ({U C G :
U es abierto y cerrado;e € U}, se sigue que Q(e) C H. Ademds C'(e) C Q(e) C H,
donde C'(e) es la componente conexa de e. O

Para el teorema 2.23 requeriremos el siguiente lema.

Lema 2.22. Sea X un espacio topologico reqular. St Y es un subespacio denso de
X, yeY, entonces x(y,Y) = x(y, X), donde x(x,X) = min{|B| : B es base local
de x en X} +N,.

Demostracion. Sea y € Y. Si B es base local de y en X, con cardinalidad x(y, X),
es claro que By = {UNY : U € B} es una base local de y en Y. Hemos probado
X, Y) < x(y, X).

Sea B base de y en Y de cardinalidad x(y, Y). Para cada U € B existe Vi; € 7(X)
tal que Vy NY = U. Observe que la densidad de Y nos asegura Vi = U. Sea
v = A{Vy : U € B}. Demostraremos que v es base local de X en y. Sea O una
vecindad de y en X. Como X es regular, existe una vecindad W de y en X tal que
W C O. Como B es base de y en Y existe U € B tal que U C W NY. Entonces
Vo CcVy=UCcCW C O, cony € Vy. Hemos probado que 7 es una base para y en
X, por lo que se concluye que x(y, X) < x(y,Y). O

Teorema 2.23. Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Se cumplen:
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(1) H es subgrupo de G,
(2) H es homogéneo y regular,
(8) H primero numerable implica H primero numerable,

(4) H localmente compacto implica H cerrado.

Demostracion. (1). En virtud del tercer inciso del lema 2.17, como H es cerrado
bajo inversos, también lo es H. Ademés como H es no vacio, H es no vacio. Sean
x,y € H. Queremos ver que xy € H. Sea U una vecindad abierta de zy. Basta ver
que U N H # 0 pues si eso sucede, existe h € U N H, y como U es una vecindad
abierta de h, se tiene H N U # ().

Como 27U es una vecindad abierta de 7, existe h € ~'U N H. Entonces zh €
UNzH. Silogramos ver que zh € H hemos concluido, pues se implicarfa zh € UNH.
Sea V una vecindad abierta de zh. Entonces Vh™! es una vecindad abierta de z.
Entonces existe k € VA~ N H. Observe que kh € V N H, por lo que zh € H.

(2). En virtud de que es un grupo topolégico, por el inciso anterior.

(3). Supongamos que H es primero numerable. Observe que esto es equivalente
a x(h, H) < R para cada h € H. Ademés H es un subespacio denso de H y H es
subgrupo de G por el inciso (1). Por el inciso anterior, H es homogéneo y regular.
Con todo esto, podemos aplicar el lema anterior en el punto e € H. Esto es, se
cumple: x(e, H) < Xy. Como las bases locales se preservan bajo homeomorfismos, se
concluye que H es primero numerable.

(4) H es un subgrupo de G, por inciso (1). H es un subespacio localmente
compacto y denso en H. Por la proposicién 1.27, H es abierto en H, con H subgrupo
de H. Como subgrupos abiertos son cerrados, H es un subespacio cerrado de H, y
por tanto H = H. O

El corolario 2.21 llamé la atencion a la componente conexa del neutro al hablar
de subgrupos de un grupo topoldgico. Veamos que ésta resulta ser un subgrupo.

Proposicion 2.24. Sea G un grupo topologico. Si H es la componente conexa de e
en G, entonces H es un subgrupo conexo, cerrado y algebraicamente normal.

Demostracion. Veamos que H es subgrupo de G. Sea h € H. Entonces existe un
subespacio conexo C de G tal que {h,e} C C. Como Inv es continua, tenemos
que C~! es un conexo, que ademés cumple {e,h~'} € C~' C H, por lo que H es
simétrico.

Sean h,j € H. Entonces existen conexos C,D C G tales que {h,e} C C'y
{j,e} € D. Como p; es un homeomorfismo, Cj es conexo. Ademas {hj,j} C Cj,
por lo que si pedimos C" = Cj U D, obtenemos que C” es un conexo (los conjuntos
C'j, D comparten a j como elemento). Observe que {e, hj} C C’, lo que implica que
hj € H.

El que H sea conexo y cerrado se sigue de que H es componente conexa. Para ver
que H es algebraicamente normal, sea a € G y veamos que aHa™' = H. Como )\, es
un homeomorfismo, tenemos que aH es conexo. Como p,-1 es un homeomorfismo,
aHa™! es conexo. Como e € aHa ! v H es maximal con respecto a los conjuntos
conexos que tienen a la identidad como elemento, obtenemos aHa~' C H. De manera
similar se muestra a 'Ha C H, de donde se sigue que H C aHa ™. O
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Estamos en posicion de dar un ejemplo de un grupo topoldgico que servira para
complementar dos resultados vistos anteriormente.

Ejemplo 2.25. Sean QQ los racionales con la topologia de subespacio de R. Es claro
que Q son un subgrupo de R con la suma. Se sigue que (Q, +) es un grupo topoldgico,
pues la restriccién de una funcién continua es continua.

Q es totalmente disconexo, pues si ¢ € Q y € es un irracional positivo, se tiene
que (x —e,x+¢e)NQ =[x — e,z +¢] NQ, de donde la cuasi-componente de ¢ en
Q es {q}, y por tanto también su componente conexa. El teorema anterior implica
que {0} es un subgrupo de Q. Este es un subgrupo cerrado que no es un abierto,
mostrando que la contrapositiva de 2.20 no es vélida. También es contraejemplo para
la contrapositiva de 2.21: no todo subgrupo de un grupo topolégico que contenga a
la cuasi-componente del neutro contiene un abierto no vacio.

2.4. Espacios cocientes

Dado un grupo G y un subgrupo H de G algebraicamente normal, se puede
definir un grupo G/H, llamado grupo cociente, el cual consiste en las clases de
equivalencia bajo la siguiente relacién: a relacionado con b siy sélo si ab™! € H. La
clase de equivalencia de un elemento a € G bajo esta relacion se suele denotar Ha.
En consecuencia, se tiene G/H = {Ha : a € G}.

Si G es un grupo topoldgico y H un subgrupo algebraicamente normal de G,
convendremos en la siguiente notacion:

7 denotard a la funcién cociente 7 : G — G/H, que asigna w(a) = Ha para
cada a € G.

Si K es un subconjunto de G, K* = {Hz : z € K}.

Si 9B es una base de 7(G), B* = {B*: B € B}.

Teorema 2.26. Si G es un grupo topologico, H un subgrupo algebraicamente normal
y B una base de T(G), entonces B* es base para una topologia en G/H y se cumple
G/H con dicha topologia es un grupo topoldgico. También se tiene que la funcion
m: G — G/H dada por w(a) = Ha, es abierta y continua. Ademds, si H es un
subgrupo cerrado en G, se cumple que la topologia en consideracion hace a G/H un
espacio Tj.

Demostracion. Veamos primero que B* es base para una topologia en G/H. Sea
x € G. Entonces existe U € B tal que x € U. Por tanto Hx € U*, por lo que
podemos concluir que G/H C | B*.

Supongamos ahora que U* y V* son elementos de 8*, para U,V € B, y se
cumple que existe z € G tal que Hx € U* N V*. Observe que | JU* = HU. Por
tanto x € Hx C HU N HV. Observe que HU N HV es un abierto de GG, en virtud
del lema 2.17. Por ello, obtenemos que existe W € 7(z, G) tal que W C HUNHV.
Claramente Hx C W*. Veamos que W* Cc U*NV*. Si w € W, existen hq,hy € H,
u € U, v €V tales que w = hju = w = hyv. Es claro que de esto se sigue que
Hw = Hu = Hv, por lo que Hw € U* N V*. Hemos mostrado que W* C U*N V™,
por lo que se concluye que B* es una base.
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Veamos que la funcién f : G/H x G/H — G/H, dada por f(Hzx,Hy) =
Hzy™! es continua. Esta es una condicién suficiente para concluir que G/H es un
grupo topoldgico (véase lema 2.3). Sean Hx,Hy € G/H, y sea O € 7(G/H) tal
que Hzy ' € O. Entonces existe U € B tal que Hxy™' € U* C O, por lo que
ry~ ' € | JU* = HU, que es un abierto de G.

Como G es un grupo topoldgico, existen VW € 7(G) tales que z € V, y € W,
y se cumple VW=t ¢ HU. Veamos que V* y W* son los abiertos que buscamos.
Como z € V, se obtiene Hx € V*. De igual manera Hy € W*. Ademas, siv € V
yw € W, vw™! € HU, por lo que existen h € H, v € U tales que vw™! = hu. Por
tanto Hvw™! = Hhu = Hu € U*, por lo que se concluye f[V* x W*] Cc U* C O.
Por tanto, f es continua.

La funcién 7 es abierta pues, si U € 7(G), se tiene: n[U] = U* € 7(G/H).

Veamos la continuidad de la funcién 7. Sea x € G, y O € 7(G/H) tal que
Hzx € O. Entonces existe U € 7(G) tal que Hx € U* C O. Entonces x € Hx C HU,
con éste tltimo abierto, por lo que existe V' € 7(z,G) tal que z € V. C HU. Este
es el abierto que nos servira. Si v € V, entonces existen h € H, u € U tales que
v = hu. Se obtiene Hv = Hhu = Hu € U* C O. Por tanto n[V] = V* C O,
por lo que concluimos la continuidad deseada. Veamos ahora que H cerrado implica
que la topologia generada es T3. Basta ver que esa topologia es T7. Sean Ha # Hb
elementos de G/H. Como G es regular, a ¢ Hby Hb cerrado en virtud del teorema
2.18, existe U € B tal que a € U con UN Hb = (). De esto obtenemos Ha € U* pero
Hb ¢ U*. Por lo tanto, G/H es Tj.

[

Proposicion 2.27. Si G es un grupo topologico y H es un subgrupo algebraicamente
normal de G, se cumple que G/H es discreto si y solo si H es abierto en G.

Demostracién. G/H discreto y H = He implican {H} € 7(G/H). Como la funcién
7 es continua H = 7 ![H] es un abierto de G.
Para el converso, si H es un abierto de G, entonces Ha es abierto en G para

cada a € G. Pero ademas, como 7 es abierta en virtud del teorema anterior, dado
Hae€ G/H, Ha =7[Ha] € 7(G/H). O

Recordemos que se le llama funcién perfecta a una funcion entre espacios to-
poldgicos que es continua, cerrada y cuyas imagenes inversas de puntos son compac-
tas.

Teorema 2.28. Si G es un grupo topologico, y H es un subgrupo algebraicamente
normal y compacto de G, entonces la funcion cociente m : G — G/H es perfecta.

Demostracion. Veamos primero que 7 es cerrada. Sea P un cerrado de G. HP =
{Hp: p € P}, es decir, HP es unién de clases laterales bajo H. Esto es: 7! [r[P]] =
HP. Por el inciso (2) del teorema 2.18, H P es cerrado. Por propiedades de funciones
cocientes (la topologia cociente es la topologia final bajo la funcién cociente), 7[P]
es cerrado.

Veamos que las imédgenes inversas de puntos son compactos. Sea K € G/H.
Entonces existe a € G tal que m(a) = K (7 es suprayectiva). Es claro que 771 (K) =
7Y (w(a)) = Ha. En virtud de que p, es un homeomorfismo, Ha es compacto en G.
Esto demuestra que la imagen inversa del punto K es compacta. O]
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Un hecho conocido de funciones perfectas (preimagenes perfectas de compactos
son compactos, proposiciéon 1.28), nos arroja el siguiente corolario.

Corolario 2.29. Si G es un grupo topolégico y H un subgrupo algebraicamente
normal y compacto de G tal que G/H es compacto, entonces G es compacto.

A continuacién se presenta el andlogo del primer teorema de isomorfismo para
grupos topoldgicos.

Teorema 2.30. Si f : G — K es un homomorfismo suprayectivo, continuo y
abierto entre grupos topoldgicos, entonces H = Nuc(f) = f~'[{ex}] es un subgrupo
algebraicamente normal de G y ¢ : G/H — K dada por p(Hz) = f(x) es un
1somorfismo de grupos que es también un homeomorfismo.

Demostracion. La parte algebraica es un hecho conocido; es decir, de las hipdtesis
(y olvidando la topologia en G y en K), se sigue que ¢ estd bien definida y es un
isomorfismo de grupos.

Recordemos que 7 denota la funcién cociente de G en G/H. Observe que f =
¢ o m. Para demostrar la continuidad de ¢, sea U un abierto de K. w[f~[U]] es
un abierto de G/H pues m es una funcién abierta y f es una funcién continua.
Veamos que w[f~![U]] = ¢ 'U]. Si z € f~ U], entonces f(z) € U. Entonces
o(m(z)) = f(z) € U, esto es, m(x) € p '[U]. Siy € G/H tal que p(y) € U, se tiene
que existe z € G tal que y = Hz. Entonces f(z) = p(y) € U, por lo que z € f~'[U].
Ademsis 7(z) = y, de donde y € w[f~[U]].

Veamos que ¢ es abierta. Sea U un abierto de G/H. Entonces 7 ![U] € 7(G).
Como f es funcién abierta, tenemos que f[r~[U]] es un abierto de K. Afirmamos:
plU] = fl=—[U]].

Siu € U, existe x € GG tal que Hr = u pues 7 es una funcién suprayectiva.
Entonces p(u) = ¢(r(z)) = f(z) € flr '[U]], pues se cumple que = € 7 U].
Si v € flrl[U]], existe x € 7 ![U] tal que f(x) = v. Entonces n(z) € U, con
o(m(z)) = f(z) = v. Por tanto v € p[U].

Hemos probado que ¢ es una funcién biyectiva, continua y abierta. De aqui se
sigue que ¢ es un homeomorfismo. O



Capitulo 3

Los teoremas de Markov y de
Birkhofl-Kakutani

En este capitulo enunciamos y demostramos dos resultados clasicos en la teoria
de grupos topoldgicos. El primero de ellos, el teorema de A.A. Markov establece
que todo espacio de Tychonoff es homeomorfo a un subespacio cerrado de un grupo
topologico. La demostracion original de Markov, realizada en 1945, utiliza técni-
cas de grupos topoldgicos libres. La demostracion que exponemos en este capitulo
utiliza técnicas bésicas de la teoria de funciones C,(X) y fue disefiada por A.V.
Arhangel’skii y M.G. Tkachenko en [2].

El teorema de Markov tiene muchas implicaciones relevantes. Entre otras, con
este teorema se dio respuesta negativa a la conjetura de P.S. Alexandroff acerca de
la posibilidad de que todo grupo topolégico sea un espacio normal.

El segundo resultado clasico que exponemos en este capitulo es el teorema de G.
Birkhoff y S. Kakutani. El teorema de Birkhoff-Kakutani es un buen ejemplo de la
fortaleza de la nocién de grupo topoldgico, ya que la estructura algebraica permite
construir una métrica para el grupo partiendo de una base numerable. El teorema
de Birkhoff-Kakutani demuestra que todo grupo topoldgico es metrizable si y sélo
si es primero numerable y Tj.

3.1. El teorema de Markov

El teorema de Markov establece que todo espacio de Tychonoff es homeomorfo
a un subespacio cerrado de un grupo topoldgico. Este teorema fue demostrado por
A.A. Markov en 1945. Para ello, desarroll6 su teoria de grupos topologicos libres; sin
embargo, resulta mas accesible demostrarlo haciendo uso de algunos hechos béasicos
de la teoria de los espacios Cp(X).

Comencemos observando céomo es que el conjunto de las funciones de un espacio
topoldgico X en un grupo topolégico G forma un grupo topoldgico. Evidentemente,
en virtud del teorema 2.16, la estructura de grupo topoldgico de G se hereda al
producto G* = Il,cxG, es decir, al producto topolégico que consiste de tantas
copias de G como elementos tiene X. Este producto se suele identificar con el espacio
de funciones de X en G de la siguiente manera: a cada punto (g,).ex € G se le
asocia la funcién f: X — G dada por f(x) = g, para cada z € X.

29
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Definamos C(X,G) := {f € G* : f es continua} y verifiquemos que C(X,G) es
subgrupo de G, con la operacién por coordenadas.

En efecto: sean f,g € C(X,G). Sea h : X — G, dada por h(z) = f(z)~'. Es
claro que h es el inverso de f bajo la operacién de C'(X, G), pues el neutro es la
funcién constante eg. Si Inv : G — G es la funcién inversa en G, es claro que
h = Inv o f. De ello se sigue la continuidad de h, esto es h € C(X,G). De esta
forma, C(X,G) es cerrado bajo la formacién de inversos.

Veamos ahora que fg : X — G, dada por fg(z) = f(x) - g(x) es continua. Si
definimos j : G — G x G como j(x) = (x,z), es claro que j es continua y que
fg = -o(f xg)oj. De ello se sigue que fg es continua, esto es fg € C(X,G).
Luego, C(X, G) es cerrado bajo la operacién de G¥. Esto concluye la afirmacién de
que C(X,G) es subgrupo de G*X.

Hemos dotado a C(X,G) de una estructura de grupo. Observe que esta estruc-
tura conlleva una estructura de grupo topolégico, considerando a C(X,G) con la
topologfa que hereda como subespacio de G*. De hecho, es ficil observar que de la
definicion de grupo topoldgico se sigue que todo subgrupo de un grupo topoldgico
es un grupo topoldgico con la topologia de subespacio. Esta observacion se sigue de
que la restriccién de funciones continuas es continua.

De esta manera, C'(X, G) acompanado de la topologia producto y de la operacion
por coordenadas forma un grupo topoldgico. Al conjunto C'(X, G) con la estructura
de grupo topoldgico se le denota C,(X, G). Abreviamos C,(X) cuando hablamos del
grupo topoldgico Cp,(X,R).

Continuaremos denotando a X como un espacio topolégico y G' como un grupo
topoldgico. Para el teorema de Markov, nos interesa una manera de encajar conti-
nuamente a X en un grupo topolégico de la forma C,(Z, G), donde Z es un espacio
topoldgico. Para ello introduciremos una funcién llamada mapeo reflexion. Para cada
Y C C,(X, G) es posible hallar una funcién continua e inyectiva de X en C,(Y, G).
Esta funcién es la que llamaremos mapeo reflexién (relativo a Y').

Para x € X, un elemento cualquiera, definimos 7 : C,(X,G) — G dada por
z(f) = f(x) para cada f € C,(X,G). Claramente, para cada x € X, la funcién &
es continua, pues coincide con la restriccién de 7, : GX — G, la proyeccién en la
coordenada respectiva a x, al subespacio C,(X, G) . Observe que esto es equivalente
a decir que = € C,(C,(X, G), G).

SiY C Cp(X,G), se tiene que Z(f) estd definido para f € Y y x € X. Definamos
Uy : X — Co(Y,G), por la regla ¥y (x) = Z|y. Esta funcién se llama mapeo
reflexién (relativo a Y). Note que Wy estd bien definida, pues dado = € X, se tiene
que T € Cp(Ch(X, G),G), por lo que Z|y € C,(Y, G).

En las siguientes dos proposiciones demostraremos las propiedades basicas del
mapeo reflexién que se mencionaron anteriormente, es decir, que es continuo e in-
yectivo.

Proposiciéon 3.1. Si X es un espacio topoldgico, G un grupo topologico, y 'Y C
Co(X,G) es un subconjunto cualquiera, se tiene que el mapeo de reflexion Uy es
continuo. Ademds, Wy es inyectivo si y solo si'Y separa puntos.

Demostracion. Sabemos que el producto diagonal de las funciones que pertenecen a
Y,®: X — GY dado por ®(z) = II,eyy(z), es continuo de acuerdo a la proposiciéon



3.1. EL TEOREMA DE MARKOV 31

1.22. Démonos a la tarea de probar que ® y Wy asocian el mismo elemento a cada
x € X. Como el dominio de ambas funciones es el mismo, esto implica que el
contradominio de ® se puede refinar a C,(Y,G), y también otorga la continuidad
buscada.

Sea € X. Entonces ¥y (z) = Z|y. Sea y € Y. Entonces Uy (x)(y) = Z(y) =
y(x). A suvez ®(x)(y) = 7y (®(z)) = y(x), donde 7y es la proyeccién en la coorde-
nada y. Por tanto ¥y (z) = ®(z), por lo que ¥y = & y Uy es continua.

Hemos demostrado que ¥y es un producto diagonal. El producto diagonal de una
familia de funciones cumple que es inyectivo si y sélo si la familia separa puntos, de
acuerdo a la proposicién 1.22. O

Con las técnicas de teoria de los espacios Cp(X) es posible demostrar no solo
que cada espacio de Tychonoff es homeomorfo a un subespacio cerrado de un grupo
topoldgico, sino ademas que este grupo topoldgico es un subgrupo denso en un grupo
topoldgico o-compacto. Para esta segunda parte requeriremos el siguiente lema.

Lema 3.2. Si G es un grupo topologico y H es un subespacio compacto de éste,
entonces el subgrupo generado por H es o-compacto.

Demostracion. Sean K el subgrupo generado por H y C = H U H~!. El conjunto
H=! es compacto por la continuidad de Inv. Luego, C' es compacto. Para cada
i € N denote con C" al producto cartesiano de i veces C, y f; : G — G como
f(z1, 29, ..., ;) = 21 - T - ... - ;. Claramente f; es continua para cada natural i. Esto
implica que f;[C"] es compacto para cada natural i.

En virtud de que K consiste de los productos finitos de elementos de C, obtene-
mos que K = [J,oy fi[C"]. Por tanto, K es o-compacto. ]

Estamos ya en posicion de demostrar el teorema de Markov.

Teorema 3.3 (A.A. Markov). Cada espacio de Tychonoff X es homeomorfo a un
subespacio cerrado de un grupo topoldgico, que es a su vez un subgrupo denso de un
grupo topolégico o-compacto.

Demostracion. Sea F una compactificacion Hausdorff de X (existe, puesto que X
es un espacio de Tychonoff). Sea ¥ = W (). Sabemos que Cp(F') separa puntos,
pues F' es un espacio de Hausdorff y compacto. Por las proposicion 1.22, ¥ : ' —
Cy(Cy(F')) es continua e inyectiva.

Observe que C,(C,(F')) es un espacio Hausdorff, pues es un subespacio de un
producto de rectas reales. Como F' es compacto, se tiene que I’ es homeomorfo a
B = VU[F]. Ademas B es compacto en C,(C,(F)) y por tanto cerrado, y més atin
M = ¥[X] es homeomorfo a X por propiedades de homeomorfismos (aqui X denota
al subespacio de F' homeomorfo a X).

Sea H el subgrupo de C,(C,(F')) generado por M y sea P el subgrupo de
Co(Cy(F')) generado por B. En consecuencia, H es denso en P. Observe que P
es un subgrupo o-compacto, en virtud del lema anterior. Para probar lo que afirma
el teorema, basta verificar que M es un subespacio cerrado de H, pues H es un
grupo topoldgico, que ademas es subgrupo denso en P y M es homeomorfo a X.

Demostremos que H N B = M. Esto implica lo que queremos, ya que B es un
subespacio cerrado de C,(C,(F)).
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En primer lugar, es claro que M C H N B. Para demostrar la otra contencion,
supongamos para reducir al absurdo que existe z € H N B tal que z ¢ M. Como
r € H, existen ny,...,ng enteros y x,...,xx € X distintos tales que x = nyW(x;) +
. U (xg). Ademds x = U(y) para algin y € F'\ X, pues x € B\ M.

Si f € Cu(F), tenemos que ¥(y)(f) = niW(x1)(f) + ... + np¥(xy)(f), esto es
fy) = nif(z1) + ... + nif(z). Podemos escoger f € C,(F) tal que f(y) # 0, de
donde se deduce que alguno de los enteros ny, ..., n; es distinto de cero. Supongamos
que ny # 0, sin perder generalidad.

Como F' es compacto y Hausdorff, es un espacio de Tychonoff. Entonces existe
f e Cy(F) tal que f(z1) = 1,y f(z;) = 0 para i € {2,3,...,k}, y que ademas
cumple que f(y) = 0. (Para concluir esto, observe que se requiere que y sea distinto
de z1. Esto se deduce de que y ¢ X). Hemos llegado a una contradiccién, pues
0= fly) =nif(z1) + ... + npf(xx) = ny # 0. Por tanto H N B C M, por lo que
HNB = M y M es un subespacio cerrado de H. Esto concluye la demostracion. [

El lector observard que no se usé toda la generalidad de la definicién del mapeo
reflexion en la demostracion del teorema de Markov. El mapeo reflexién, de la ma-
nera mas general en que se defini6, permite hablar de la teoria de la dualidad de
Pontryagin-van Kampen, pues constituye un elemento central de ésta. Haremos un
comentario acerca de esta direccion en la teoria de grupos topologicos.

Sean H y G grupos topoldgicos. Denotamos por Hom,(H, G) al subespacio de
Cy(H,G) que consiste de aquellas funciones continuas que son también homomor-
fismos (es decir, morfismos de grupos) de H en G.

Hagamos algunas observaciones acerca del mapeo reflexion V¥ gom, (1,q)

Proposicion 3.4. Sean H,G grupos topologicos. Se cumplen:

(1) El conjunto Hom,(H,G) ={f € C,(H,G) : f es un homomorfismo } es un
subespacio cerrado de C,(H,G).

(2) SiG es abeliano, entonces Hom,(H, G) es un subgrupo abeliano de C,(H,G).

(3) SiG es abeliano, entonces el mapeo reflevion V =V yon, g,y cumple V(H) C
Hom,(Hom,(H,G)) y ademds V : H — Hom,(Hom,(H,G)) es un homo-
morfismo continuo.

Demostracion. FEn esta demostraciéon, usaremos la notacion aditiva para la operacion
en G y la multiplicativa para la operaciéon en H.

(1). Para cada z,y € H definimos F(z,y) = {f € C,(H,G) : f(zy™') = f(x) —
f(y)}. Veamos que F(z,y) es un cerrado de C,(H,G) para cualesquiera z,y € H.
Sea f ¢ F(x,y). Entonces, como G es Ty existen U € 7(f(zy™1),G) y V' € 7(f(x) —
f(y),G) con UNV' = (. Por la continuidad de las operaciones de G, existen V €
(f(z),G) y W € 7(f(y),G) tales que V.— W C V' . Sea z = xy~'. Es claro que
si O = ' [Uln7 ' V] N, (W] N Cy(H,G), entonces O es un abierto bésico de
C,(H,G)y f € O. Demostremos que ONF(z,y) = (. Si g € O entonces g(zy™') € U
y también g(z) — g(y) € V. — W C V', por lo que g(zy™') # g(z) — g(y). Se sigue
que g ¢ F(x,y). Por lo tanto F(x,y) es cerrado.

De la observacién Hom,(H,G) = () F(x,y), se sigue que Hom,(H,G) es

un subespacio cerrado de C,(H, G).

z,yeH
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(2). Supongamos ahora que G es abeliano. Sean f,g € Hom,(H,G). Usaremos
la notacién aditiva para C,(H,G). Basta ver que f+ g € Hom,(H,G) y —f €
Hom,(H,G).

Sia,be H:

(f +g)(ab) = f(ab) + g(ab) = f(a) + f(b) + g(a) + g(b)
= f(a) +g(a) + f(b) + g(b)

= (f+g)(a) + (f +9)0b)
(f +9)(=a) = f(—a) + g(—a) = —f(a) — g(a) = —(f(a) + g(a))
= —(f+9)(a)

(=f)(ab) = = f(ab) = =(f(a) + f(b)) = —f(a) = f (D)
= (=f)(a) + (=) )
(=N)(=a) = =f(=a) = =(=(f(a)) = =((=/)(a))

Se concluye que f+g € Hom,(H,G)y —f € Hom,(H,G), esto es, Hom,(G, H) es
un subgrupo abeliano de G.

(8). Continuemos suponiendo que G es abeliano. Del inciso anterior se sigue que
Hom,(Hom,(H,G),G) es un grupo topolégico abeliano.

Sabemos que ¥ es continua, en virtud de resultados previos al teorema de Mar-
kov. Veamos que es un homomorfismo. Sean a,b € H. Si f € Hom,(H,G), se tiene
que:

W(ab)(f) = flab) = f(a) + f(b) = W(a)(f) + T(b)(f)-

Se sigue que ¥(ab) = ¥(a) + ¥(b). Esto es, ¥ es un homomorfismo. O

Una pregunta muy natural que surge en este contexto es saber cudndo el mapeo
reflexion VU om,(m,) €s un isomorfismo de grupos topoldgicos. Cuando G es el grupo
topologico II = §, el circulo unitario en los niimeros complejos con su operaciéon usual
y la topologia heredada de C, el teorema de Pontryagin-van Kampen establece que
para todo grupo topoldgico localmente compacto H, el mapeo reflexion W gom,(m,q)
es un isomorfismo topolégico. En particular, Hom,,(Hom,(H,1I),1I) = H para todo
grupo topoldgico compacto H y todo grupo topoldgico discreto H.

La teoria de Pontryagin-van Kampen recibe el nombre de teoria de la dualidad
como consecuencia de que estudia a los espacios Hom,(H,II), con H un grupo
topoldgico cualquiera. Este grupo topoldgico, el espacio de funciones de un grupo
topologico H en el circulo unitario en los complejos, recibe el nombre de grupo
dual de H, en reminiscencia de la nocién de espacio dual en Algebra Lineal. Bajo
esta nomenclatura, el teorema de Pontryagin-van Kampen establece que todo grupo
topoldgico localmente compacto es isomorfo a su doble dual. De nuevo, se advierte
el notable paralelismo con un teorema para espacios vectoriales.

El lector interesado en conocer mas acerca de este importante teorema puede
consultar el capitulo 9 de la obra de A.V. Arhangel’skii y M.G. Tkachenko [2].
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3.2. Un salto de axioma de separacion

El objetivo de esta seccion es demostrar que todo grupo topolégico Ty es un
espacio de Tychonoff. Anteriormente hemos demostrado que todo grupo topoldgico
Ty es un espacio T3. Se puede pensar que la estructura de un grupo topoldgico es lo
suficientemente fuerte como para hacer saltar del axioma de separacién Ty hasta el
axioma T3. En esta seccion se demostrara que el salto es mds grande: hasta Ty1.

Definicién 3.5. Sea G un grupo. Decimos que N : G — R es una prenorma en G
si tiene las siguientes propiedades, para cualesquiera x,y € G':

(PN 1) N(e) =0,

(PN 2) N(zy) < N(z) + N(y),

(PN 3) N(z™1) = N(x).

Lema 3.6. Si N es una prenorma en un grupo G, entonces N es una funcion no
negativa, y el conjunto Z = {x € G : N(x) = 0} es un subgrupo de G.

Demostracion. Sea x € G. Entonces
0= N(e)=N(zz™") < N(z) + N(z™') = 2N(z)

de donde 0 < N(z). Se concluye que la funcién N es no negativa.
Por otro lado, sea z € Z. Se tiene que N(z~!) = N(z) = 0, por lo que z7! € Z.
Sean z,y € Z. Se sigue que 0 < N(zy) < N(z)+ N(y) = 0, de donde zy € Z.
Ambas cosas conlcluyen que Z es un subgrupo de G. [

Lema 3.7. Si f : G — R es una funcion acotada, y G es un grupo, entonces
N : G — R dada por N(z) = sup{|f(yx) — f(y)| : y € G} es una prenorma para
G.

Demostracion. Primero observe que N estd bien definida, pues f es una funcion
acotada.

Por otro lado, es claro que |f(ye) — f(y)| = 0 para cada y € G, por lo que
N(e) = 0. Asi, N tiene la propiedad (PN 1).

Six,y,z € G tenemos que por propiedades de los nimeros reales se cumple:

|f(zzy) = f(2)| < [f(zay) = f(zy)l + 1 f(zy) = (2],

de donde

|f(zzy) = f(2)] < N(z) + N(y).
Luego N(zy) < N(x) + N(y). De esta forma, N cumple (PN 2).
Finalmente, sea z € G. Si y € G, se tiene que

|fyx) = F)| < 1 f(yx) = Flya™ )|+ 1f @z = f) < [fyz™") = f(y)] < Nz ™).

Por la arbitrariedad con que se tomé y, se sigue que N(x) < N(z~'). Similar-
mente N(z7!) < N(z~'7') = N(). Se concluye que N(z) = N(z™1). Es decir, N
cumple (PN 3).

Por lo tanto N es una prenorma para G. O
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Proposicién 3.8. Sea {U,, : n € w} una sucesion de vecindades abiertas y simétricas
de la identidad de un grupo topoldgico G, tales que U?,, C U, para cada n € w.
Entonces existe una prenorma N : G — R tal que {z € G : N(z) < 1/2"} C U, C
{z € G: N(z) <2/2"}; y esto implica en particular que N es continua.

Demostracion. El primer paso de esta demostracion consiste en definir un abierto de
G para cada real positivo y diadico. Un real positivo y diddico es un nimero real de
la forma m /2™ con n € w y m € N, es decir, un racional positivo cuyo denominador
es una potencia de 2. Para cada real positivo y didadico r denotaremos el abierto que
le corresponde como V().

G d lr>1
Comencemos definiendo V (r) = ’ para ‘ca areal r
UOa sir=1.

De esta manera, nos hace falta definir V' (r) para los reales diddicos que se hallan
dentro del intervalo (0, 1). Esto se llevara a cabo por medio de una recursién sobre
el exponente del denominador.

Fijemos n € w. Supongamos que se han definido V(m/2"), para cada m =
1,2,...,2" Definamos V (m/2""!) del siguiente modo:

(1) V(2m/2"*1) = V(m/2"), para cada m = 1,2, ..., 2"
(2) V(1/2") = U,,41; y finalmente

(3) V((2m +1)/27) = V(m/2") - Upyy sim=1,2,..,2" — 1.

Observe que los conjuntos que se han definido hasta este punto se construyen
recursivamente como producto de un numero finito de elementos de {U,, : n € w},
la sucesién de vecindades abiertas de la identidad que brindan las hipdtesis. Esto
implica que la familia {V(r) : r es real diddico y positivo} consiste de vecindades
abiertas de la identidad.

Como segundo paso, veamos que la siguiente contencién se cumple para cada
newymeN:

V(m/2") - V(1/2") C V((m +1)/2"). (p)

Claramente sucede para m + 1 > 2", pues en este caso el conjunto a la derecha de
la contencién es igual a G. Demostremos el otro caso usando induccion sobre n.

Si m = 1, el tnico posible valor para un natural m que cumpla m + 1 < 2 es
m = 1. Por definicién V(1/2) = Uy, y obtenemos V(1/2)-V(1/2) = U} C Uy = V(1).
De aqui se sigue que V(1/2) - V(1/2) C V(1); es decir, se cumple (p) para n = 1,
m = 1. Esto establece el paso base de la induccion.

Supongamos que (p) se vale para n € w, y verifiquemos (p) para n + 1. Sea m
un natural fijo menor que 2"*!. Si m es par, m = 2k para algtin k = 1,2,...,2" — 1.
En este caso lo que se quiere es:

V(2k/2"H) -V (1/2"h) C V((2k + 1) /2™,
Esto es equivalente a:

V(k/2") - Upyr C V((2k +1)/2™)



36 CAP.3 LOS TEOREMAS DE MARKOV' Y DE BIRKHOFF-KAKUTANI

que es una contencién que ya se conoce. Efectivamente: es la segunda contencién de
la igualdad que definié a V((2k + 1)/2"*1) (inciso (3)).
Si m es impar, se tiene que 0 < m = 2k +1 < 2""!, para un natural k. Entonces:

V(m/2M0) - V(1/2") = V(2k +1)/2") - Ui

=V(k/2") - Upy1 - Upy1 CV(E/2") - U,.
Por otro lado, por la hipdtesis de induccién tenemos:

V(k/2") - U, =V (k/2")-V(1/2") c V((k+1)/2") = V((2k 4 2)/2")
=V ((m+1)/2")

por lo que se concluye (p) para m impar. Esto da por terminada la induccién, por
lo que sabemos que (p) se cumple para cada n € w y cada m € N.

Definimos ahora una funcién f con dominio G y con valores reales por medio de
la siguiente regla de correspondencia:

f(x)=inf{r >0:2€V(r)} paracadazeG.

Observe que f esta bien definida, y que f(z) < 1 para cada x € G. Efectivamente,
si z € G se tiene que x € G = V/(r) para cada diddico r mayor que 1, por lo que
f(z) < 1. También es obvio que f(x) > 0 para cada = € G.

Usando el lema anterior, usando que f es una funcién acotada, la funcion N :
G — R dada por N(z) = sup{|f(yzx) — f(y)| : y € G} es una prenorma para G.
Veamos que N cumple las condiciones de la proposicion.

Observe que de la condicién (p) se deduce que si r, s son reales positivos y diadi-
cos, entonces r < s implica V(r) C V(s) (efectivamente, basta escribir a 7 y a s con
el mismo denominador, la condicién (p) se puede pensar intuitivamente como una
cadena de contenciones para diddicos con el mismo denominador). Se sigue entonces
la siguiente implicacion para x € G y r real positivo y diddico:

flz)<r=xzeV(r). (q)

También observe que f(e) = 0, pues cada V(r) con r > 0 es una vecindad abierta
de e.

Ya podemos probar facilmente la primera contencién que queremos que cumpla
N. Sea z € G tal que N(x) < 1/2". Entonces

f(x) = |f(ex) = fle)] < N(z) < 1/2",

por lo que, en virtud de (¢), x € V(1/2") = U,,.

Para demostrar que N cumple la segunda contencién, sean x € V(1/2") = U,, y
y € G. Claramente f(y) < k/2", para k entero suficientemente grande; pero pidamos
k como el mas pequenio, es decir un natural tal que (k —1)/2" < f(y) < k/2".

Por (q) se tiene que y € V(k/2"). Como x, 2! € V(1/2") se tiene que

yr,yr~ ' € V(k/2") -V (1/2") Cc V((k+1)/2").



3.3. METRIZABILIDAD 37

Por la definicion de f se sigue que

flyz) < (B+1)/2" y  flya™") < (k+1)/2",

Sabemos que (k —1)/2" < f(y), es decir —f(y) < —(k — 1)/2". Sumando ésta a
desigualdades anteriores obtenemos

flyx) — fly) <2/2" y  flyz™") — fly) <2/2".

Observamos que estas desigualdades no dependen de la eleccion de y. Sustituya-
mos en la segunda desigualdad a y por yz. Obtenemos f(y) — f(yx) < 2/2", por lo
que |f(yz) — f(y)| < 2/2" para cada y € G; esto es N(z) < 2/2".

Para terminar, verifiquemos que esta ultima contenciéon implica la continuidad
de N. Como G es un grupo topoldgico, basta ver la continuidad de N en el punto
e € G. Sea € > 0. Entonces existe n € w tal que 2/2" < . Observe que U,, C {z €
G: N(x) <2/2"} Cc {z € G: N(z) < ¢}, con U, una vecindad abierta de e. De
aqui se sigue la continuidad de N, lo que concluye la demostracion. O

Teorema 3.9. Todo grupo topologico Ty es un espacio de Tychonoff.

Demostracion. Sea G un grupo topoldgico Ty. Por el corolario 2.13 G es T}, por lo
que basta ver que G es completamente regular.

Si U es una vecindad abierta de e, se puede construir, usando los axiomas de
grupo topoldgico, una sucesién {U, : n € w} de vecindades abiertas y simétricas de
e tales que Uy = U, y que satisfacen las hipdtesis de la proposicién anterior. Se sigue
que existe una prenorma continua N en G tal que {v € G: N(z) <1} Cc Uy =U.

Observe que N(e) = 0y N(z) > 1siz € G\ U. Como G es homogéneo, se
concluye que G es un espacio de Tychonoff. m

Hemos demostrado en el teorema anterior que la estructura de grupo topoldgico

convierte a un espacio 7j en un espacio T51. Este salto de axioma de separacion es el
7’ . . 7 2- . .

méas grande posible, como lo evidencia el siguiente corolario al Teorema de Markov.

Corolario 3.10. Eziste un grupo topoldgico que no es normal (y por tanto, tampoco
Ty).

Demostracion. Tome X como un espacio topolégico de Tychonoff que no sea normal
(por ejemplo, el cuadrado de Sorgenfrey). Por el teorema de Markov, existe un grupo
topoldgico G tal que X es un subespacio cerrado de G. Si G fuera normal, X seria
normal, pues la normalidad es hereditaria en subespacios cerrados. Se sigue que G
no puede ser normal. O

Esta es una respuesta negativa a la conjetura de P.S. Alexandroff, que preguntaba
si todo grupo topoldgico es normal.

3.3. Metrizabilidad

Con las herramientas de prenormas desarrolladas en la secciéon anterior, hemos
llegado a una posicion desde la cual es posible demostrar otro teorema de gran interés
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en la teoria de grupos topologicos. Este teorema es otra evidencia de la fuerza que
conlleva la estructura de grupo topolédgico, y se debe a G. Birkhoff y S. Kakutani.

Teorema 3.11 (Birkhoff, Kakutani). Un grupo topoldgico G es metrizable si y
solo si es primero numerable y Tp.

Demostracion. Como todo espacio métrico es primero numerable y Hausdorff, la
primera implicacién es obvia.

Para demostrar la otra implicacién, sea {W,, : n € w} una base local numerable
de e en G. Podemos construir con los axiomas de grupo topoldgico una sucesion de
vecindades abiertas de la identidad {U,, : n € w} tales que U, C W,, y Upy1 C Uy,
para cada n € w. Como U,, C W,, obtenemos que {U,, : n € w} es base local en e.

Por la proposicién 3.8, existe una prenorma continua N en G tal que

By(1/2"):={z € G: N(z) <1/2"} C U,

para cada n € w. Se sigue que la familia de abiertos { By(1/2") : n € w} es una base
local en e.

Definamos d : G x G — R como d(x,y) = N(zy~'). Veamos que d es una
métrica en G.

Claramente d(z,z) = N(e) = 0 para cada = € G. Para el converso, sean z,y € G
tales que d(z,y) = 0. Entonces zy~' € By(1/2") C W, para cada n € w. En vista
de que G es Ty (corolario 2.13) se tiene que {e} = () ., Wa, por lo que zy~! = e.
Esto es x = y.

Por otra parte como N es una prenorma, si z,y € G se tiene que N(zy™') =
N(yx™), esto es d(x,y) = d(y, ).

Para demostrar la desigualdad del triangulo, sean x,y, z € GG. Entonces:

new

d(x,z) = N(zz™") = N(zy 'yz"") < N(zy ') + N(yz') = d(z,y) + d(y, 2).

Todo lo anterior permite concluir que d es una métrica para G. Note que d es
invariante por la derecha; es decir, si z,y,z € G entonces d(z,y) = d(xz,yz). De
hecho:

d(z,y) = N(zy™") = N(zzz"y™Y) = d(xz, y2).

Demostraremos ahora que la métrica d genera a la topologia de G. Sean ¢ > 0y
xr € G. Mostremos que By(e,x) = By(e)z, donde By(e,z) :={y € G : d(z,y) < &}.
Efectivamente, si y € By(e, x), entonces d(y,x) = d(x,y) < . De ello se sigue que
N(yx') < ¢, por lo que yz~! € By(g) y por tanto y € By(e)z. Por otro lado, si
y € By(e), entonces N(y) < e. Esto es d(y,e) < ¢; de donde se sigue d(yzx,z) < €.
Por consiguiente yx € By(e, z), y se concluye que By(e,z) = By(e)x.

Se sigue que {B4(1/2",z) : n € w} es base local en cada x € G. Esto implica que
d genera la topologia original de G, por lo que G es metrizable. O]



Capitulo 4

Funciones cardinales y el niimero
de Nagami

Como tltimo capitulo del presente trabajo, nos daremos a la tarea de estudiar
las funciones cardinales topoldgicas en la clase de grupos topolédgicos.

Las funciones cardinales topolégicas son una linea de estudio muy importante
en la Topologia General. Este tipo de funciones aplican técnicas conjuntistas a la
Topologia, area cuyo desarrollo partié de ideas que tuvieron su origen en la teoria
de los conjuntos. Constituyen, de esta manera, una herramienta de gran alcance
en la Topologia general. Las funciones cardinales topoldgicas tienen una notable
correspondencia con algunas de las propiedades mas estudiadas en Topologia, como
son la numerabilidad, la compacidad y la propiedad de Lindelof. No sorprendera al
lector, entonces, que en este trabajo analicemos esta linea de estudio en la clase de
grupos topolégicos.

En la primera seccion se introducen las funciones cardinales bésicas, y las pro-
posiciones que se conocen para ellas en la clase de los grupos topoldgicos. En la se-
gunda seccién se presenta una funcién cardinal introducida por A.V. Arhangel’skii
y conocida como el nimero de Nagami. Esta funcién permite hablar con mayor
generalidad de una clase de espacios conocidos como espacios Lindelof-3. Finalmen-
te, en la tercera seccion, introducimos una funcion cardinal, llamada celularidad, y
demostramos una generalizacién de un teorema de V.V. Uspenskii. Este teorema
relaciona el nimero de Nagami con la celularidad en la clase de grupos topolégicos,
y brinda como corolarios dos resultados. El primero, debido a V.V. Uspenskii, habla
de la celularidad de los grupos topoldgicos que forman parte de la clase de espacios
Lindelof-3. El segundo, debido a M.G. Tkachenko, habla de la celularidad de grupos
topolégicos o-compactos.

A lo largo de este capitulo, el simbolo 7 denota un cardinal infinito.

4.1. Algunas funciones cardinales en grupos to-
poldégicos

Se le llama funcién cardinal topolégica (o simplemente funcién cardinal) a una
funcién f cuyo dominio es la clase de espacios topolégicos (o una subclase de ella),

39
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cuyos valores son numeros cardinales, y que cumple la condiciéon de que si X y
Y son espacios topoldgicos homeomorfos, entonces f(X) = f(Y). En este trabajo
adoptaremos la convencion usual de que el minimo valor que asigna una funcién
cardinal es X, (excepto para el caso de la cardinalidad).

Comencemos definiendo las funciones cardinales mas importantes.

Definicién 4.1. Definimos, para X un espacio topolégico, y = € X:

» la cardinalidad de X, | X/,

» la densidad de X como d(X) := min{|D| : D es un subespacio denso en X} +
NOv

» el peso de X como w(X) :=min{|B| : B es una base para X} + Ny,

= el cardcter de X en 2 como x (X, x) := min{|B| : B es base local de X en x},
» el cardcter de X como x(X) := sup{x(X,x) : x € X} + Ny,

= ¢l grado de dispersion de X como

A(X) :=min{|U| : U es un abierto no vacio de X} + Xg, y

» el nimero de Lindeldf de X como I(X) := min{7: Toda cubierta abierta de X
tiene una subcubierta de cardinalidad < 7}.

Decimos que una familia v de subconjuntos de X es una red para X si todo
abierto no vacio de X se puede expresar como union de elementos de ~.

Por otro lado, decimos que un grupo topolégico G es T-estrecho si para cada
vecindad abierta U de la identidad existe K C G con |K| <7y KU = G.

Utilizando estas dos nociones, introducimos ahora otras dos funciones cardinales.

Definicién 4.2. Definimos, para X un espacio topolégico:

» el peso de red de X como nw(X) := min{|K|: K es red para X} + Ny.
Definimos para G' un grupo topoldgico:

= el indice de estrechez de G como ib(X) := min{7: G es T-estrecho}.

Como el lector esperara, las relaciones entre los valores de estas funciones para
espacios topoldgicos en general, o pertenecientes a una clase especifica, son una
fuente muy amplia de teoremas. El estudio de estas relaciones constituye la base de
la que podria considerarse una subarea de la topologia. Es irrevocable mencionar al
matematico ruso A.V. Arhangel’skii, quien ha hecho numerosos aportes en este linea
de estudio.

Algunas relaciones entre las funciones cardinales para un espacio topoldgico cual-
quiera son muy evidentes. Por ejemplo, el hecho de que el caracter en un punto sea
menor o igual que el cardcter esta implicito en la definicién del caracter de un espacio
topologico. El siguiente lema brinda otras desigualdades sencillas de este tipo.
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Lema 4.3. Sea X un espacio topologico. Se tiene que:
(1) x(X) < w(X)
(2) d(X) < nw(X)
(3) I(X) < nw(X)
(4) nw(X) < w(X)
(5) St X es un grupo topoldgico entonces ib(X) < (X).

Demostracion. Para demostrar (1), sea B una base para X de cardinalidad w(X)
y sea © € X cualquiera. Entonces B, = {B € B : x € B} es una base local en z.
Ademés, como B, C B, se obtiene que |B,| < w(X). Por definicién de x (X, z),
obtenemos: x(X,z) < w(X). Por tanto, como x fue tomado de manera arbitraria,
X(X) < w(X).

Para demostrar (2), sea P una red para X tal que |P| = nw(X). Si U € P
tomemos zyy € U (podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que () ¢ P). Sea
v = {ay : U € P}. Claramente 7y es denso en X, por la definicién de red. Ademds
d(X) < [yl < P[] = nw(X).

Para demostrar (3), sea U una cubierta abierta para X, y P una red para X con
|P| < nw(X).Seay={Pe€P:3U e U(P C U)}. Entonces se tiene que |y| < |P|.
Para cada P € v, escojamos usando axioma de elecciéon un elemento Up € U tal que
P CUp.SeaV ={Up: P € v}. Veamos que V es subcubierta de U. Si z € X, existe
W e U conx € W. Como P es red, existe P € Pconx € P C W. Entonces P € vy
x € P CUp CJV. Se concluye que V es subcubierta de U con |V| < || < nw(X).
Luego, I(X) < nw(X).

Para demostrar (4), basta observar que las bases son redes.

Para demostrar (5), sea U una vecindad abierta del neutro de X. Entonces {zU :
x € X} es una cubierta abierta de X, por lo que existe v C X tal que X = {zU : z €
v} =7U vy |y] < U(X). Por la arbitrariedad con que se tomé U, X es [(X)-estrecho.
Se sigue que b(X) < [(X). O

Como el tema central de este trabajo no son las funciones cardinales sino los
grupos topologicos, continuaremos el cauce del tltimo inciso del lema anterior de-
mostrando las principales relaciones entre funciones cardinales que se conocen para
la clase de grupos topoldgicos. Dos igualdades pueden considerarse candnicas en este
respecto. Se incluyen a continuacion, en los teoremas 4.4 y 4.7.

Teorema 4.4. Si G es un grupo topoldgico, se tiene que w(G) = ib(G) - x(G).

Demostracion. Del lema anterior se obtiene ib(G) - x(G) < w(G). Para demostrar la
segunda desigualdad, sea 7 = ib(G) - x(G). Sea B una base en el neutro del grupo
que cumpla [B| < 7. Como ib(G) < 7, para cada U € B podemos encontrar Hy C G
con HyU =Gy |Hy| <.

Para cada U € B hemos demostrado que By = {zU : © € Hy} es una cubierta
abierta para G. Tomemos 7 la unién de dichas cubiertas abiertas, es decir v =
U{Bv : U € B}. Claramente 7 es una cubierta abierta. Ademds |y| < 7. Veamos
que v es base para (G,7(G)).
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Sea a € G,y O una vecindad abierta de a. Entonces existen U,V € B tales
que aU C Oy V7'V c U. Como HyV = G, existe z € Hy tal que a € zV. Se
sigue que x € aV ™!, por lo que 2V C aV~'V C aU C O. Esto es 2V € « es el
conjunto intermedio entre a y O que buscabamos. Se concluye que v es base para
G, y por tanto w(G) < 7 = ib(G) - x(G). Esta desigualdad da por terminada la
demostracion. O

A continuacién demostraremos dos lemas que nos serviran para el teorema 4.7.

Lema 4.5. Sea G un grupo topolégico. Si D es un subespacio denso de G y U es
una vecindad abierta de la identidad, entonces G = DU.

Demostracion. Es claro que DU C G. Sea g € Gy veamos que g € DU. Como
gU™1 € 7(G) es no vacio, tenemos por la densidad de D que existe d € D N gU 1.
Esto es, existe u € U tal que gu™! = d. Por tanto ¢ = du € DU. Se concluye que
G Cc DU. m

Lema 4.6. Sea G un grupo topolégico, y B una base local para el neutro del grupo.
Si pasa que para cada B € B, existe un suconjunto Dg C G con la propiedad de que
G = DgB, entonces se obtiene que v = {xB : x € D, B € B} es una base para la
topologia de G.

Demostracion. Sean © € G,y U € 7(x,G). Hallemos un elemento de v que sea
intermedio entre {z} y U bajo la contencién.

Conocemos que 71U es una vecindad abierta de la identidad, por lo que existe
V € B tal que V C 27 'U. Entonces 2V C U. Sea W una vecindad abierta y
simétrica del neutro tal que W2 C V, y sea B € 9B tal que B C W. Por hipétesis,
existe un subconjunto Dp tal que G = DpB. Entonces existe y € Dp tal que z € yB.
Observe que esto tltimo implica que y € 2B~ .

Se concluye que z € yB C xB™'B C xW'W C 2V C U. Por tanto el elemento
yB € 7 es intermedio entre {x} y U, y de esto se sigue que v es una base para la
topologia de G. |

Teorema 4.7. Si G es un grupo topoldgico, entonces w(G) = d(G) - x(G).

Demostracion. Del lema 4.3 y propiedades de cardinales se sigue que d(G) - x(G) <
w(G). Para demostrar la segunda desigualdad, sea D un subconjunto denso de GG
con cardinalidad d(G), y sea B una base local para G tal que su cardinalidad es
X(G) (observe que esto ultimo es posible en virud de que G es homogéneo).

Por el lema 4.5, G = DB para cada B € B. Por el lema 4.6, la familia v =
{zB :x € D,B € B} es una base para GG. Observe que hay una biyeccién entre ~y
y D x 9B, de hecho, la que define a v: a cada pareja (x, B) € D x B corresponde
un elemento de . Esto implica que la cardinalidad de v es d(G) - x(G). Luego,
w(G) < d(G) - X(G). 0

Concluimos esta seccién con otros dos resultados importantes en el estudio de
las funciones cardinales para la clase de grupos topoldgicos.

Proposicion 4.8. Sean G un grupo topologico y H un subgrupo cerrado de G alge-
braicamente normal. Entonces se cumplen:
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(1) w(G/H) < w(G).
(2) x(G/H) < x(G).

Demostracion. Supongamos que 7 : G — G/H es la funcién cociente asociada a
G/H. Entonces, si B es una base para G, se tiene que {7[B] : B € B} es una base
para G/H (véase teorema 2.26). De aqui se sigue que w(G/H) < w(G).
Verifiquemos que si B es una base local para GG en el punto g € G, entonces
{m[B] : B € *B} es una base local para G/H en el punto Hg. Tenemos que, para
cada B € B, B* = 7[B] es una vecindad abierta de Hg. Ademés, si W es una
vecindad abierta de H g, entonces existe una vecindad abierta U de g con U* C W.
Se sigue que Hg € ©[U] C W, por lo que {7[B] : B € B} es una base local para
G/H en Hg. Se concluye que x(G/H) < x(G). O

Teorema 4.9. Sea G un grupo topoldgico tal que d(G) < |G|. Entonces se tiene que
A(G) = |G|.

Demostracion. Observe que G es infinito, pues d(G) es al menos ;. Como G es
un abierto en su topologia, se sigue que A(G) < |G|. Para demostrar la segun-
da desigualdad, procederemos construyendo tantos subespacios densos de G como
elementos de G. Ademds requerimos que estos subespacios sean ajenos a pares.

Afirmacidn. Si E es un subgrupo densode Gy f € G\ F, entonces fFE es denso
en G con |fE| <|E|y fF es ajeno a E.

En efecto, Supongamos que E es un subgrupo denso de G'y que f € G\ E. Para
demostrar que fF es denso en G, sea U € 7(G). Entonces f~'U € 7(G), por lo que
existe e € EN f~1U. Observe que esto implica que fe € U. Por tanto UN fE # (; de
aqui se sigue que fE es denso. La desigualdad | fE| < |E| es obvia, pues la funcién
¢ E — fE, dada por ¢(e) = fe es suprayectiva. Para demostrar que fE es
ajeno a F, supongamos que existen f € F, e,z € E tales que fe = z. Entonces
f=wme! € E al ser E un subgrupo, lo cual contradice que f ¢ E. X

Sea Dy un subconjunto denso de G tal que |Dy| = d(G). Sea H; el subgrupo ge-
nerado por Dy. Sabemos que |H,| = |Dy| = d(G), pues H; consiste de combinaciones
finitas de productos de elementos de Dy o sus inversos. Por hipétesis, |H;| # |G|, por
lo que H; es subconjunto propio de G. Esto es, existe d; € G\ H;. Por la afirmacién
ya demostrada, D = d;H; es un subconjunto denso de G tal que |D| < d(G), y
que ademds cumple que D N H; = (), por lo que D; N Dy = (.

De hecho, este proceso lo podemos hacer repetidas veces: si § es un cardinal finito
o infinito que cumple 6 < |G| y tal que hemos definido, para cada cardinal i < 9, D;
denso de G con |D;| < d(G), y {D; : i < §} es una familia de subconjuntos ajenos

por pares, se tiene que:
<0 <9

Uil <> Ipil < al,
=0 =0

<) . .
pues »_:=0|D;| es una suma de una cantidad menor que ¢ cardinales menores que
|G-

Si definimos Hs como el subgrupo generado por Uzi

gDi, obtenemos que |Hs| =
\Uzig D;| < |G|, por lo que Hy es un subgrupo propio y denso de G. De aqui, si
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ds € G\ Hs, basta definir Ds = dsHjy. Se tendra entonces que Ds es un denso ajeno
a Hg, y por tanto ajeno a cada D, anterior.

De este modo, hemos asegurado la existencia de al menos |G| subespacios densos y
ajenos a pares. Mostremos que esto es suficiente para concluir la segunda desigualdad
que afirma el teorema. Sea U € 7(G). Entonces, para cada denso de los construidos,
U debe tener un punto distinto de cada uno de ellos, pues interseca a cada uno, y
éstos son diferentes a pares. Se sigue que |G| < |U]. Por tanto |G| < A(G). Esta
desigualdad da por terminada la demostracion. O

4.2. El ntiimero de Nagami

En 1969, K. Nagami introdujo y estudié en [5] la nocién de espacio . En esta
clase de espacios topoldgicos, llama especial atencion la subclase de aquellos espacios
que ademds de ser X, en el sentido de Nagami, son Lindelof. Estos espacios se conocen
como espacios Lindelof-Y. Esta clase es notable porque tiene como elementos a los
espacios segundo numerables, a los espacios o-compactos y a los espacios con peso de
red numerable, ademas de ser cerrada bajo imagenes continuas, subespacios cerrados
y productos numerables.

El niimero de Nagami es una funcion cardinal definida para la clase de espacios
de Tychonoff. Fue introducida por A.V. Arhangel’skii en 1982 en [1], y permitié ge-
neralizar el trabajo que habian desarrollado V.V. Uspenskii, M.G. Tkachenko y A.V.
Arhangel’skii sobre los espacios Lindel6f-X. Los espacios Lindelof-3; en el sentido
de Nagami, son aquellos que tienen nimero de Nagami numerable.

En este trabajo se estudiaran los grupos topolégicos que son Lindelof-X, pero
la definicién de esa clase de espacios sera a partir de la definicién del ntimero de
Nagami, que permite mayor generalidad. Los espacios Lindel6f-X se definiran aqui
como aquellos espacios con nimero de Nagami numerable.

En lo que resta del presente trabajo, todos los grupos topolégicos en consideracion
cumpliran el axioma de separacion Ty, es decir, seran espacios de Tychonoff en virtud
del teorema 3.9.

Definicién 4.10. Sean F una familia de subconjuntos de un espacio topolégico X
y Y un subconjunto de X. Decimos que F separa a Y de X \ Y si para cualesquiera
par de puntos y € Y, x € X \ Y existe F' € F tal que y € F pero « ¢ F.

Si X es un espacio de Tychonoff, y X es su compactificacién de Stone-Cech,
definimos la siguiente funciéon cardinal, conocida como el nimero de Nagami de X:

Nag(X) =min{|P| : P es familia de cerrados de X que separa a X de X} + RNo.

Si un espacio de Tychonoff X cumple Nag(X) < Wy, X recibe el nombre de
espacio Lindelof-3.

Proposicion 4.11. Las siguientes condiciones son equivalentes, para cualquier es-
pacio de Tychonoff X y cualquier nimero cardinal 7:

(1) Nag(X) <.

(2) Existe una compactificacion Hausdorff bX de X y una familia F de cerrados
de bX tal que F separa a X de bX \ X, con |F| < 7.
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(3) Para toda compactificacion Hausdorff bX de X existe una familia F de ce-
rrados de bX tal que F separa a X de bX \ X, con |F| < 7.

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2), (3) = (1) son obvias. Para demostrar
(2) = (1), sea bX una compactificacion Hausdorff de X tal que existe una familia
F de cerrados de bX que cumple que F separa a X de bX \ X, con |F| < 7.

Por propiedades de la compactificacién fX de X, la funcién identidad idx puede
extenderse a una funcién continua f : SX — bX. Observe que v = {f7![K]: K €
F} es una familia de cerrados de 5X. Ademds la correspondencia de F en 7 que a
cada K € F manda a f~![K] es suprayectiva, por lo que |y| < |F| < 7. Veamos que
v separa a X de X \ X.

Sean r € X yy € X \ X. Como idx es una funcién perfecta su extensién
satisface f[fX \ X] C bX \ X (proposicién 1.29). Por tanto f(y) € bX \ X. Luego,
existe ' € F tal que x € F'y f(y) ¢ F. Sea K = f~![F]. Entonces y ¢ K con
x € K. Por tanto vy separa a X de fX \ X.

Para demostrar (1) = (3), sea P una familia de cerrados de X que separa a X
de X\ X y tal que |P| < 7. Podemos suponer que P es cerrada bajo intersecciones
finitas. Sea f : S X — bX la extensiéon de idx, donde bX es una compactificacion
Hausdorff de X cualquiera.

Sea F = {f[P]: P € P}. Sabemos que f es perfecta, por lo que F es una familia
de cerrados de bX. Veamos que F separa a X de bX \ X.

Sean r € X y y € bX \ X. Se tiene que K = f~!(y) es un compacto ajeno a X.
Como la familia P es cerrada bajo intersecciones finitas, también lo es P, = {P €
P :x € P}. Entonces U = X \ K es una vecindad abierta de (P, por lo que
existe una subfamilia finita n de P, tal que (1 C U. Observe que (\n € P, x € (|7
y (\nN K = (. Esto implica que F' = f((n) cumple que z € F pero y ¢ F, con
F € F. Con esto se concluye que F separa a X de fX \ X. Finalmente, se tiene que
|F| < |P| < 7, como se querfa. O

Ejemplo 4.12. Los espacios de Tychonoff compactos son espacios Lindelof-3. Efec-
tivamente, si X es un espacio de Tychonoff compacto la familia de cerrados {0}
separa a X de SX \ X = () por vacuidad.

Proposicion 4.13. Sea K un subespacio cerrado de un espacio de Tychonoff X.
Entonces Nag(K) < Nag(X); en particular, la clase de espacios Lindelof-> es
hereditaria bajo subespacios cerrados.

Demostracion. Sea F una familia de cerrados de X que separa a X de X \ X
y tal que |F| = Nag(X). Llamemos bK a la cerradura de K en fX. Entonces bK
es una compactificacién Hausdorff de K. Para cada F € F, sea Cr la cerradura
de FN K en X. Entonces Cr C bK para cada F' € F. Veamos que la familia
v={Cr: F € F} separa a K de bK \ K.

Como K es un subespacio cerrado de X, obtenemos que bK N X = K. De aqui
se sigue que bK \ K C X \ X. Sidamos k € K y y € bK \ K, tenemos que k € X
y y € X \ X. Por tanto existe F' € F tal que k € F pero y ¢ F. Como F es un
subespacio cerrado de X y Cr es la cerradura en SX de un subconjunto de F',
tenemos que Cr C F. Como y ¢ F, se sigue que y ¢ CF.

Por tanto Nag(K) < |v| < |F| = Nag(X), lo que concluye la demostraciéon. [
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Teorema 4.14. Todo espacio de Tychonoff X cumple que [(X) < Nag(X) <
nw(X).

Demostracion. Veamos la segunda desigualdad. Sea v una red para X con |y| =
nw(X). Para cada K € v, sea Ckx la cerradura de K en X. Sea § = {Ck : K € ~v}.
Veamos que § separa a X de fX \ X. Esto basta, pues es una familia de cerrados
de X, con 0| < || = nw(X).

Seanx € X,y € fX\X. Como z y y son puntos distintos y X es normal, existen
Uer(x,X),V e(y,X) ajenos. Como 7 es red existe K € yconz € K C U,
y ademds K C Cg. Como UNV = (), se tiene VN K =, por lo que y ¢ K = Ck.
Se sigue que 0 separa a X de fX \ X. Se concluye que Nag(X) < 0| < nw(X).

Para demostrar la primera desigualdad, sea v una familia de cerrados de X
que separa a X de SX \ X, y tal que |y| = Nag(X). Podemos suponer que v es
cerrado bajo intersecciones finitas. Sea § una familia de abiertos tales que cubren
a X. Podemos suponer que los elementos de ¢ son abiertos de SX, pues hay una
inmersién de X en su compactificaciéon de Stone-Cech. Sea A = {g € v : g puede
ser cubierto con una cantidad finita de elementos de d}. Veamos que X C [JA.

Sea x € X. Definimos P(z) = ({g € 7: x € g}. Al ser interseccién de cerrados
en X, P(x) es un compacto. Ademds, con la definicién de que =y separa a X de
BX \ X se deduce que P(z) C X. Por tanto, existe una familia finita de abiertos
a(z) C 0 tal que P(z) C [Ja(x). Como 5X es compacto, existe una cantidad finita
G5 gn € P(x) tal que N, g C Ya(z). Como 7 es cerrado bajo intersecciones
finitas, (), g; € 7. Observe que esto implica que = € (), ¢; € A, por lo que A si
cubre a X como se queria.

Para cada d € A tomemos pg una familia finita de abiertos de o tales que
d C Upa Sea k = J{pa : d € A}. Entonces X C [JA C |Jk. Observe que
|k| < || Nog = Nag(X). Por tanto I(X) < |k| < Nag(X). O

Observe que el teorema anterior arroja como corolario que la clase de los espacios
Lindelof-3 son Lindelof. Verificaremos a continuacién algunos de los comentarios que
se hicieron al respecto de la clase de espacios Lindelof-X en la introducciéon a esta
seccion, pero con la mayor generalidad que permite el nimero de Nagami.

Corolario 4.15. Todo espacio X de Tychonoff satisface Nag(X) < w(X). En par-
ticular, todo espacio reqular sequndo numerable es un espacio Lindelof-32.

Demostracion. nw(X) < w(X), segin el lema 4.3. Del teorema anterior se sigue
que Nag(X) < w(X). Los espacios regulares y segundo numerables son normales,
en particular ellos son espacios de Tychonoff. Supongamos ahora que X es un espacio
segundo numerable. Entonces w(X) = N, por lo que la desigualdad anterior muestra
que X es Lindelof-3. 0

Teorema 4.16. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva entre espacios
de Tychonoff. Entonces Nag(Y) < Nag(X). En particular, la clase de espacios
Lindelof-3 es cerrada bajo imdgenes de funciones continuas y suprayectivas.

Demostracion. Sea g : X — [Y una extensién continua de f. Observe que g es
cerrada, por ser definida en un compacto y cuyo rango es un espacio de Hausdorff.
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Sea F una familia de cerrados de SX tales que separan a X de 5X \ X, con |[0] =
Nag(X). Podemos suponer que F es una familia cerrada bajo intersecciones finitas.
Sea G = {g[F] : F € F}. Verifiquemos que G, familia de cerrados, separa a Y de
BY \ Y. Esto basta para concluir la desigualdad deseada pues implica Nag(Y') =
|G < |F| = Nag(X).

Seany € Y, 2 € BY \ Y. Sea K = g !(z). Entonces K es un cerrado de X y
por tanto compacto. Ademéds K N X = () pues g[X] C Y. Sea z € X con g(z) = y.
Sea F(x) ={F € F :x € F}. La familia F(z) es cerrada bajo intersecciones finitas
y ademds es una familia de cerrados. Note que (| F C X. Como U = X \ K es un
abierto de X que contiene a X (y por tanto también a (| F) y 5X es compacto,
existe F' € F tal que F' C U. Esto es, F N K = (). Por tanto ¢g[F] es un elemento de
G con z ¢ g[F] pero y € g[F]. Hemos concluido lo que se queria demostrar. O

Teorema 4.17. Si f : X — Y es una funcion perfecta y suprayectiva entre espacios
de Tychonoff, entonces Nag(X) = Nag(Y).

Demostracion. Basta demostrar, en virtud del resultado anterior, la desigualdad
Nag(X) < Nag(Y).

Sea F una familia de cerrados de Y tales que separan a Y de Y \ Y con
|0] = Nag(X), y sea g : X — BY la extensién continua de f. Consideremos la
familia G = {g7![C] : C' € F}. Veamos que G separa a X de fX \ X.

Sean x € X yy € X\ X. Como f es perfecta, se tiene que g[fX \ X| C sY'\Y,
por lo que g(y) ¢ Y. Como g(x) = f(z) € Y, existe F' € F con g(x) € F pero
g(y) ¢ F. Por tanto, z € g~ '[F], pero y ¢ g '[F| y g '[F] € G. Con lo anterior se
concluye lo que se pedia demostrar. O

Corolario 4.18. Sea X un espacio de Tychonoff tal que w(X) < 7 y sea K un es-
pacio compacto. Entonces Nag(Y') < T para cada subespacio cerrado Y del producto
X x K.

Demostracion. Sea m : X x K — X la proyecciéon en la primera coordenada.
Como K es compacto, 7 es una funcién perfecta. Por los teoremas 4.17, 4.14 y 4.3,
obtenemos que:

Nag(X x K) = Nag(X) <nw(X) <w(X) <.

Por tanto, si Y es un subespacio cerrado de X x K se tiene que Nag(Y) < 7. O

Proposicién 4.19. Sea v una familia de subespacios de un espacio de Tychonoff X
tal que:

(1) para cada P € v, se tiene que Nag(P) <,

(2) hl<T.

Entonces el subespacio Y = |Jv de X cumple que Nag(Y) < 7. Por consiguiente,
la clase de espacios Lindelof-3 es cerrada bajo uniones numerables.
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Demostracion. Supongamos que v = {P; : i € I}, con |[I| < 7. Sea S = [J,,;({i} x
P,) la suma topoldgica de los espacios {i} x P;. Sea f : S — Y la funcién f(i,x) = x.
Note que si U C V es un abierto en Y, entonces f~'[U] = U,.;({i} x (UNP)), que
es un abierto en S. Luego, f es una funcién continua.

Por la proposicién 4.16, basta ver que Nag(S) < 7. De ahora en adelante identi-
ficaremos a {i} x P, con P; (para cada i € I). De esta forma estaremos suponiendo
que los espacios P; son ajenos dos a dos. Sea 5 la compactificacién de Stone-Cech
de S. Sea K; la cerradura de P; en S para cada i € I. Es claro que toda funcién
de P; en un compacto se puede extender a K;, pasando por la extension a 5S. Por
propiedades de la compactificacion de Stone-Cech, existe un homeomorfismo entre
K; vy fP;. Para cada ¢ € I, sea F; una familia de cerrados de S tal que separan
a P, de K; \ P;, con |F;| = 7 (recuerde que Nag(P;) < 7 para cada i € I). Sea
F={K;:ielI}U|U{F;:ieI}. Observe que F' es una familia de cerrados de 5.
Veamos que F' separa a S de 58S\ S.

Sean x € Sy y € S\ S. Entonces, por como estd dado S existe i € I tal que
r € P. Siy ¢ K;, hemos acabado pues z € K;. De otra manera, si y € K;, como
y ¢ S se tiene y ¢ P;, por lo que existe H € F; con € H pero y ¢ H. Observe que
H € F'. Se concluye que F separa a S de 55\ S. Se sigue que Nag(Y) < Nag(S) <
|F| <. O

Corolario 4.20. La clase de espacios Lindeldof-3>> contiene a la clase de espacios
o-compactos.

Proposicion 4.21. Sea v una familia de subespacios de un espacio de Tychonoff X
tal que:

(1) para cada P € 7y, se tiene que Nag(P) < T,

2) v <.

Entonces TI = [, el producto de los elementos de v, cumple Nag(Il) < 7. En
particular, la clase de espacios Lindelof-> es cerrada bajo productos numerables.

Demostracion. Supongamos que v = {X; : i € I}, donde |I| < 7. Sea X, la
compactificacién de Stone-Cech correspondiente a X; para i € I. Sea K = [[..; 8X;.
Sea F; una familia de cerrados de SX; que separa a X; de SX;\ X, y tal que |F}| = T,
para cada i € I. Sea F' = {m;'[C] : i € I,C € F}, donde m; : K — X, es la
proyeccion al i-ésimo factor. Observe que |F| < 7. K es una compactificacién de 1T y
F es una familia de cerrados de K, por lo que basta ver que F separa a II de K \ II.

Sean x € I, y y € K \ II. Entonces existe i € I tal que m;(y) ¢ X;. Como
mi(y) € BX; vy mi(z) € X;, existe C' € F; tal que m;(x) € C pero m;(y) ¢ C. Observe
que 7, *[C] € F con x € 7;}[C], y ¢ 7;'[C]. Como =; [C] € F, se sigue que F
separa a II de K \ II. Esto concluye la demostracién. O

Proposicién 4.22. Un grupo topologico G generado algebraicamente por un subes-
pacio de Tychonoff X cumple que Nag(G) < Nag(X). En particular, la clase de
espacios Lindelof-X es cerrada bajo el operador algebraico < - >.
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Demostracién. Sea Z = X U X! U {e}. Por la proposicién 4.19 y debido a que
X! es imagen continua de X, Nag(Y) < Nag(X). Definimos, para cada n € N,
fn: Z" — G como fp(z1,...,2,) = 21 - ... - T,. Como G es un grupo topolégico y
la restriccién de una funcién continua es continua, se tiene que f,, es continua. Por
tanto, por las proposiciones 4.16 y 4.21, obtenemos que Nag(f,[Z"]) < Nag(X).
Como G = | J{fu[Z2"] : n € N}, se sigue de 4.19 que Nag(G) < Nag(X). O

4.3. Caracterizaciones del nimero de Nagami

A continuacién demostraremos dos caracterizaciones de la clase de espacios X
que satisfacen Nag(X) < 7. Ambas serdn necesarias para nuestros propdsitos.

Teorema 4.23. Un espacio de Tychonoff X satisface Nag(X) < T si y sdlo si eziste
un espacio de Tychonoff M con w(M) < 7 y un espacio K compacto y Hausdorff
tal que X es la imagen continua de un subespacio cerrado de M x K.

Demostracion. La segunda implicacién se sigue del corolario 4.18, y del teorema
4.16.

Para demostrar la primera implicacion, sea X un espacio de Tychonoff con
Nag(X) <.

Caso 1: X es un espacio compacto.

En este caso podemos tomar M = R con su topologia usual. Note que X es
imagen continua de R x X bajo la proyeccion al segundo factor.

Caso 2: X no es un espacio compacto.

Sea 7 una familia de cerrados de X que separan a X de X \ X, con |y| <
7. Recordemos que 7 denota también al ordinal cuyos elementos son los ordinales
anteriores. Consideremos a 7 con la topologia discreta y 77 con la topologia producto.
Es claro que w(77) < 7, pues la base canénica de 77 es {(_, 7, '[Si] : n € N, S; €
711, V) =1,...,n(a; € 7)}, que tiene cardinalidad < 7.

Supongamos que v = {P, € 7}. Sea M = {¢ € 77 : (), Pp(a) C X}. Como
M es un subespacio de 77, se tiene w(M) < w(77) < 7. Sea K = X. Como T es
de Tychonoff, y K es compacto y Hausdorff, M y K son buenos candidatos para la
afirmacién del teorema. Veamos que X es imagen continua de:

Y ={(p,2) e M x K :x € () Poa)},

aET

y que Y es un subespacio cerrado de M x K.

Sea (p,x) € (M x K) \ Y. Entonces existe « € 7 con & ¢ P, Sea U =
7, '[{¢(a)}]. Como T es discreto, U es un abierto basico de 77. Por como se definié
a 7, tenemos que V = K \ P,y es abierto de K. Veamos que (p,z) € U x V C
(M x K)\Y. Claramente p € Uy x € V. Si (¢,y) € U x V, entonces () = p(«a)
Y Y & Ppa) = Pya), de donde (¢, y) ¢ Y. Por tanto Y es un subespacio cerrado de
M x K.

Sea m: M x K — K la proyeccién al segundo factor. Veamos por doble con-
tencién que 7[Y] = X.
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Si (¢,x) € Y, entonces & € (),, Poa) C X, por las definiciones de Y y de M.
Luego, m(p,z) =z € X. Asi 7[Y] C X.

Sea x € X cualquier elemento. Como X no es compacto, existe z € K\ X. Debido
a que 7y separa puntos de X de K\ X, existe § € 7 tal que € Ps. Definimos ¢ € 77

como sigue:
[ B sixé¢P,
90(&)—{@ siz e P,

Es claro que = € P, para cada o € 7. Ademds, como 7 separa a X de K \ X,
se tiene que (),c, Ppa) C X. Por tanto ¢ € M y (p,z) € Y. Como 7(p,x) = x se
concluye que X C 7[Y].

Se concluye que w[Y] = X. Esto da por terminada la demostracién, en vista de
que X es imagen continua y suprayectiva de un subespacio cerrado de M x K. [J

Definicién 4.24. Un espacio de Tychonoff X se llama Lindelof-p si existe una
funcion perfecta y suprayectiva de X en un espacio reqular sequndo numerable.

Teorema 4.25. Un espacio de Tychonoff X cumple que Nag(X) < 7 si y sdlo
si existen espacios de Tychonoff N, Z con w(N) < 7 y funciones suprayectivas
f:Z — N, g: 7 — X, con f perfecta y g continua. En particular X es
Lindelof-3 si y solo si es imagen continua de un espacio Lindelof-p.

Demostracion. Para demostrar la primera implicacién, supongamos que Nag(X) <
7. Por el teorema anterior, existe un espacio de Tychonoff M con w(M) < 7, un
compacto K y un subespacio cerrado Z de M x K tal que X es imagen continua
de Z. Supongamos que X es imagen continua de Z bajo g. Sea 7 la proyeccién en
la primera coordenada de M x K. Sea f la restriccion de 7 al subespacio Z. Como
7 es perfecta, y Z cerrado, f es perfecta. Si N es la imagen de Z bajo f, N es de
Tychonoff con peso a lo mas 7. Ademas f es perfecta y suprayectiva y ¢ es continua
y suprayectiva, por lo que se cumplen las hipotesis del consecuente del teorema.
Para demostrar la segunda implicacién, sean N, Z como afirma el teorema. En-
tonces, por las propiedades establecidas del nimero de Nagami, obtenemos:
Nag(X) < Nag(Z) = Nag(N) < w(N) < 7. O

Oberve que los espacios Lindelof-p son Lindelof. Efectivamente, al ser imagen con-
tinua de si mismos, el teorema anterior afirma que son espacios Lindelof-Y. Ademas,
los espacios Lindel6f-Y son Lindelof por la primera desigualdad que brinda el teore-
ma 4.14.

4.4. El teorema de Uspenskii

Para finalizar este trabajo, nos daremos a la tarea de demostrar el teorema de
Uspenskii. Este es un teorema de interés en el area de grupos topolédgicos y se refiere
a la nocion de celularidad, que es una funcién cardinal que no hemos definido.

Definicién 4.26. Sea X es un espacio topoldgico.

(1) Definimos la celularidad de X, denotada ¢(X), como el minimo cardinal in-
finito T tal que cada familia de abiertos no vacios ajenos a pares tiene cardi-
nalidad < 1.
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(2) Un conjunto A C X se conoce como conjunto G, si existe una familia v de
abiertos de X con A= vy |y <.

(3) Decimos que X es T-celular si cada familia v de conjuntos G cumple que
tiene una subfamilia n que cumple Jn = U~y y |n] < 7.

Proposicién 4.27. Si X es un espacio topoldgico T-celular, entonces c¢(X) < 7.

Demostracion. Supongamos que v es una familia de abiertos no vacios de X ajenos
a pares. Como 7 es una familia de conjuntos G, y G es 7-celular, existe n C v que
cumple Un=U~yy o[ < 7.

Supongamos que y # 7 para llegar a una contradiccién. Entonces existe U € v\ 7.
Como U # (), existe u € U. Como u € U C U’y U n vy U es una vecindad abierta
de u, tenemos que existe w € UN[Jn. Luego, existe W € n con w € W. Por tanto, se
tiene U N W # (), 1o cual es contradictorio, pues v es una familia de abiertos ajenos
a pares. Por lo tanto v = 1, y de esto se sigue que |y| < 7.

Por lo tanto ¢(X) < 7. O

El teorema de Uspenskii afirma que todo grupo topolégico Lindelof-X tiene ce-
lularidad numerable. Demostraremos algo un poco mas general, en el contexto del
nimero de Nagami: si un grupo topoldgico G cumple que Nag(G) < 7, entonces G
es T-celular. Comencemos el trabajo previo para llegar a este resultado.

Lema 4.28. Si X es un espacio topoldgico con nw(X) < 7, entonces para cada
subespacio A C X existe BC Acon AC B y|B| <.

Demostracion. Sean X, 7 y A como en las hipétesis. Sea 4" una red para X con
|7'| < 7. Definimos v = {g € 7/ : Ja € A(a € g)}. Se tiene |y| < |y/| < 7. Para
cada g € v fijemos un punto a, € A tal que a, € g. Definamos B = {a, : g € 7}.
Claramente |B| < |y| < 7. Resta ver que A C B.

Sean a € Ay U € 7(a,X). Como ~' es red, existe g € 7/ tal que a € g C U.
Observe que g € 7, y a, € B. Por tanto, como a, € g, UN B # (. Por la eleccién de
U se sigue que a € B. O

Definicién 4.29. Sea X un espacio topologico. Decimos que un subconjunto A de
X es un conjunto co-cero si existe una funcion f : X — R continua tal que

X\ A=f10).

Lema 4.30. Si X es un espacio de Tychonoff, los conjuntos co-cero de X forman
una base para 7(X).

Demostracion. Sean x € X y U € 7(x, X). Entonces existe una funcién f: X — R
continua tal que f(z) =1y X\ U C f71(0). Sea C = X \ f71(0). Claramente C' es
un conjunto co-cero, y € C. Ademas X \ U C f~1(0) implica C C U. O

Para un cardinal infinito 7, denotamos por 7 el ordinal mds pequeno tal que
|7] < |7F]. Recordemos que el ordinal mas pequenio de cardinalidad  se identifica
con k, asi que 77 es también un cardinal infinito.

Si X es un espacio topoldgico, la diagonal de X es el subespacio {(z,z) : x € X}
de X2
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Lema 4.31. Sean X un espacio de Tychonoff, {xo :a <77} C X, {U,:a <77}
una sucesion de vecindades abiertas de la diagonal en X?, y {p, : @ < 77} una
sucesion de funciones continuas de X en espacios de Tychonoff con peso de red < 7.
Entonces:

(1) Si X es preimagen perfecta de un espacio con peso < T, entonces ezisten
a,B<7t cona<pfyreX tales que (z,24) € Us y pal(x) = @alzs).

(2) Si Nag(X) < 7, entonces existen o, < 77 con o < f y & € X tales que
(,%a) € Us y 0a(®) = palzs).

Demostracion. (1) Sea Z un espacio topoldgico con w(Z) < 7y ¢ : X — Z
una funcién suprayectiva y perfecta. Para cada a < 71 definamos f, : X —
Z X [Ig<q Xp como el producto diagonal de {¢} U {ps : f < a}, donde Xz es la
imagen de X bajo ¢g.

El peso de red se hereda bajo subespacios y es productivo y menor o igual que
el peso, por lo que nw(fo[X]) < 7. Sea P = {x, : a < 77}, y para a < 77, sea
P, ={zs : B < a}. Por el lema 4.28, para cada o < 7" existe un subconjunto de
falP] denso en f,[P] de cardinalidad < 7. Podemos suponer que dicho subconjunto
es de la forma f,[Py] con a < o < 77, pues agregar puntos no altera lo que
queremos. Definamos una sucesién {3, : n € w} en 77 como sigue: Sy = 0, y para
n € w, Buy1 = (Bn). Sea el limite de esta sucesién. Como 77 es no numerable, se
tiene que § < 7. Ademds f3[Ps] en denso en f5[P].

Como ¢ es perfecta, f, es perfecta para cada o < 7. En particular fz es cerrada.
Esto implica que f5[Ps] C f5[Ps]. Como fz(xs) € fs[P] C f5[Ps] existe x € P con
fs(x) = fa(zp). De aqui se sigue que ¢, (x) = pa(r5) para cada a < 3.

El conjunto Uz es una vecindad abierta de (z,x), por lo que existen U,V €
7(z,X) con U x V C Ug. Como x € Psy V € 7(z, X), se tiene que Ps NV # 0, es
decir, existe v < 8 con x, € V. Por tanto (x,x,) € Us. Note que o también cumple
que ¢q(z) = @a(xpg), por lo que hemos concluido (1).

(2) Si Nag(X) < 71, podemos aplicar el teorema 4.25 para asegurar que existe
un espacio Y que es preimagen suprayectiva y perfecta de un espacio con peso < 7;
y, también, que existe una funciéon f : Y — X continua y suprayectiva. Tomemos,
usando el axioma de eleccién, {y, € f~Hxo) :a <7 H {(f x /)7 Us] <7t} y
{@pao f:a <7t} Observe que la primera familia es una sucesiéon de puntos de Y;
la segunda, una sucesién de vecindades abiertas de la diagonal en Y?; y la tercera,
una sucesion de funciones continuas de Y en espacios de Tychonoff con peso de red
<.

Por el inciso anterior, existen a < 8 < 77, y € Y tales que (y,ya) € (f x f)"HUg]

Y palf(y) = valf(ys)) = walzs). De esto se sigue que (f(y),za) € Us. Denotar
x = f(y) concluye la demostracién. O

Lema 4.32. Sea X un espacio de Tychonoff con [(X) < 7. Para cada subconjunto
K de X? de tipo G, tal que la diagonal de X? es subconjunto de K existe una funcion
continua ¢ : X — R” tal que para x,y € X, se cumple la siguiente implicacion:
p(r) = oly) = (z,y) € K.

Demostracién. Sea {O, : a < 7} una familia de abiertos de X? tal que su intersec-
ci6n es K. Para cada z € X y a < 7, escojamos un conjunto co-cero U, (x) tal que



4.4. EL TEOREMA DE USPENSKII 93

z € Uy(z) y Unp(z) X Uy(z) C O, (el conjunto U, () existe pues X es un espacio
de Tychonoff y existe una vecindad abierta U de x tal que U x U C O,, donde se
puede aplicar el lema 4.30).

Como [(X) < 7, para cada a < 7 existe Y, C X tal que |Y,| < 7y X =
U{Uu(z) : x € Y, }. Para cada a < 7y = € Y, tomemos f,, : X — R continua
y tal que X \ Uy(z) = f51(0). Note que la familia {fo, : @ < 7,2 € Y,} tiene
cardinalidad a lo més 7. Por tanto el producto diagonal de dicha familia, ¢, es una
funcion continua de X en R7. Veamos que ¢ es la funcién continua deseada.

Sean z,y € X con p(x) = ¢(y). Sea a < 7. Entonces, existe a € Y, tal que
x € Uy(a). Esto implica que f, .(z) # 0. Como p(z) = ¢(y), se obtiene que f, .(z) =
faa(y) # 0, por lo que y € Uy(a). Se sigue que (z,y) € Uy(a) x Uy(a) C O,. Como
« fue tomado de manera arbitraria, (a,b) € (,., Oa = K. O

Lema 4.33. 5@ X es un espacio topoldgico que no es T-celular, entonces existen una
familia {F, : « < 77} de subconjuntos no vacios de X de tipo G, y una familia
{O4 : a < 71} de abiertos de X tales que F, C O, y F, N Og = 0 para cada
a< f<Tt.

Demostracién. Si X no es 7-celular, existe una familia 7 de subconjuntos de X de
tipo G- tal que para todo n C v si || < 7 se tiene que [ Jn # (J7. Sin C v, entonces
Un c U~y por lo que |n] < 7 implica Uy € Un.

Sean Hy = Fy € v\ {0}, y Oy = X. Sea 6 < 7 y supongamos que para cada
B < 0 hemos fijado Hg € 7, definido Fg3 C Hg de tipo G, y definido Oy abierto de
X, tales que F, C On y F, N Og = 0 para cada o < 3. Como J{Fs : § < d} C
U{Hs : B <0}y {Hs: 5 < 0} es una subfamilia de v con cardinalidad 6 < 7+
se tiene que |Jy € U{Fs: B < d}. Esto es, existe x € Jv \ U{Fs: B < §}. Como
v ¢ U{Fs: B <0}, existe U € 7(x, X) con UN|J{Fs: <} =0. Como = € J~,
existe h € 7 tal que U Nh # .

Definamos Fs =U Ng, H; = hy Os = U. Observe que Fs es subconjunto de G
de tipo G, Fs C Os y como U NJ{Fs : f < 0} = () se sigue que para 5 < J se
cumple Fz N Os = (. Observe ahora que se han definido familias {F, : « < 77} y
{O4 1 @ < 71} que cumplen el lema. O

Teorema 4.34. Todo grupo topoldgico G con Nag(G) < T es T-celular.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo topolégico que cumple que su niime-
ro de Nagami es < 7 pero que no es 7-celular. Por el lema 4.33, existe una fa-
milia {F, : @ < 77} de subconjuntos no vacios de G de tipo G,, y una familia
{O4 : @ < 77} de conjuntos abiertos de G tales que F, C O, y F, N Og = 0 para
cada o < 8 < 7. Fijemos, para cada o < 7% un punto z, € F,.

Como G es un grupo topolégico la funcién f : G — G dada por f(z,y,2) =
2y 'z es continua. Como la restriccién de una funcién continua es continua y para
cada g € G fijo hay un homeomorfismo natural h, entre G? y G* x {g¢}, para cada
a < 77 el conjunto U, = {(z,y) € G* : f(z,y,24) € Oy} = hma[f|5éx{xa}[0a]]
es un abierto de G2. Observe que si @ < 7", U, contiene a la diagonal de G pues
flz,z,24) = x4 € O, para cada x € G. De manera anédloga y usando el hecho de
que la preimagen continua de conjuntos G, es un conjunto G, tenemos que para
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cada a < 77 el conjunto K, = {(z,y) € G*: f(xa,2,y) € F,} es de tipo G, en G?
y contiene a la diagonal de G.

Aplicando el lema 4.32, para cada o < 7" existe una funcién continua ¢, : G —
R™ tal que para cada par de puntos z,y € G, p(z) = ¢(y) implica (z,y) € K,.
Aplicando el lema 4.31 a las familias {z, : o <77}, {Uy: o < 71}, {pa : a <77},
existen o < f < 77 y x € G tales que po(x) = wo(xg) ¥ (24, ) € Us. Entonces
(z,25) € K,. Por las definiciones de los conjuntos K, y Us se sigue que x,x 'ag =
f(2a,z,28) € F, N Op. Esto es una contradiccién, por lo que se concluye que G es
T-celular. O

Finalmente, la fuerza del nimero de Nagami arroja como corolario, en el caso
numerable, el siguiente resultado de Uspenskii. El teorema de Uspenskii es, a su vez,
una generalizaciéon de un resultado anterior, debido a M. Tkachenko. Este ultimo
teorema lo anexamos como corolario al teorema de Uspenskii y sirve como epilogo de
la obra. Se trata de un teorema de gran importancia en el estudio del comportamiento
de las funciones cardinales en grupos topolégicos.

Corolario 4.35 (Uspenskii). Todo grupo topoldgico Lindeldf-Y. tiene celularidad
numerable.

Corolario 4.36 (Tkachenko). Todo grupo topoldgico o-compacto tiene celularidad
numerable.



Bibliografia

Arhangel’skii, A.V. Factorization theorems and function spaces: Stability and
monolicithity, Soviet Math. Dokl. 26, pp. 177-181, 1982.

Arhangel’skii A.V., Tkachenko, M.G. Topological groups and related structures.
Atlantis studies in Mathematics, Vol. 1, Atlantis press/World Scientific, Paris-
Amsterdam, 2008.

Engelking, R. General Topology, Sigma Series in Pure Mathematics, Heldermann-
Verlag. 1989.

Hérnandez, F. Teoria de Conjuntos. Una introduccion, Aportaciones Mateméti-
cas, UNAM, México D.F., 2011.

Nagami, K. X-spaces, Fund. Math. 61, pp. 169-192, 1969.

Tkachenko, M.G., Villegas Silva, L.M., Hernandez Garcia, C., Rendon Gomez,
0.J. Grupos topolégicos, Universidad Auténoma Metropolitana, México D.F.
1997.

%)



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Grupos Topológicos
	Capítulo 3. Los Teoremas de Markov y de Birkho -Kakutani
	Capítulo 4. Funciones Cardinales y el Número de Nagami
	Bibliografía

