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Introduccion

asicamente, los puntos de una superficie no singular en se pueden clasificar en elipticos,
Cl te, 1 tos d f 1 R3 den clasif lipt
parabolicos 6 hiperbolicos de acuerdo al signo que toma la curvatura Gaussiana en cada uno

de éstos.

A finales del siglo XIX se introdujo una clasificaciéon de los puntos de una superficie no singu-
lar Sen IRP®, y en consecuencia para una superficie no singular en R?, basada en el méximo orden
de contacto que tiene S con sus rectas tangentes en cada punto. En esta tesis consideramos este
concepto de orden de contacto para estudiar la estructura geométrica de superficies genéricas
en IR?. Mds especificamente, este trabajo esta centrado en el estudio geométrico-diferencial de
las superficies algebraicas genéricas de grado n de la forma 5% = { (x,y,2) € 1R3| z—f(x,y) = 0},
donde f € R [x, y] es un polinomio de grado n. Para motivar y enunciar el concepto de "superfi-
cie genérica" para S}Z, presentamos primeramente la clasificacién de los puntos de una superficie
genérica en RP°.

Superficies genéricas en RP°. Una recta L C T,S es una direccion asintética en p si L tiene orden

de contacto con S, en p, mayor o igual que tres.

Una superficie S C RP® es genérica en el espacio de superficies de clase C* en RP? si cada

uno de sus puntos pertenece a uno de los siguientes 7 tipos.

(1) Un punto p € S es eliptico si toda recta en T,S tiene orden de contacto con S, en p, igual a
dos.

(2) Un punto p es parabélico genérico si tiene una tinica direccion asintética y ésta tiene orden

de contacto con S, en p, igual a tres.

(3) Un punto p es parabélico especial si tiene una tinica direccion asintética, la cual tiene orden

de contacto con S, en p, igual a cuatro. Dicho punto serd denotado con (PE).

(4) Un punto p es hiperbdlico genérico si hay exactamente dos direcciones asintéticas en p, que

ademds cada una de éstas tienen orden de contacto con S, en p, igual a tres.
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(5) Un punto p es de inflexion genérico si tiene exactamente dos direcciones asintéticas; una de
las cuales tiene orden de contacto con S, en p, igual a tres y la otra tiene orden de contacto

igual a cuatro.

(6) Un punto p es hiperbdlico especial si tiene exactamente dos direcciones asintéticas en p, las

cuales tienen orden de contacto con S, en p, igual a cuatro.

(7) Un punto p es de bi-inflexion si tiene exactamente dos direcciones asintéticas, una de las

cuales tiene orden de contacto con S, en p, igual a tres y otra igual a cinco.

E. E. Landis demostré que el maximo orden de contacto que una recta L C T,S puede tener

con una superficie genérica S en RP?, en p, es cinco (ver referencia [46]).

O. A. Platonova (ver [58]) demostré que el conjunto G de superficies genéricas del espacio
de superficies compactas y de clase C* en IRP® es un subconjunto abierto de dicho espacio, que

también es denso en todas partes.

Cabe resaltar que los 7 tipos de puntos antes mencionados son invariantes bajo transforma-
ciones proyectivas del espacio RP°. Observemos que la definicién de los 7 tipos de puntos es
de carécter local, por ésto, las mismas definiciones hacen sentido para gréficas de las funcio-
nes polinémicas. De esta manera, la descripcién de la estructura geométrica de las gréficas de
funciones polindémicas genéricas es andloga a la de las superficies genéricas en RP°. Los puntos
parabdlicos especiales (PE) también son conocidos como ctspides de Gauss o godrones (este

ultimo término es debido a R. Thom [42]).

Estructura geométrica de superficies genéricas en RP°. El dominio eliptico de una superficie
genérica S estd formado por sus puntos elipticos. El dominio hiperbélico de S esta constituido
por los puntos de S que tienen dos direcciones asintéticas distintas (es decir, los puntos de los
tipos (4), (5), (6) y (7)). Estos dos subconjuntos de S son abiertos y no necesariamente conexos.
La curva parabélica de S esta formada por los puntos parabdlicos genéricos (2) y los parabdlicos
especiales (3). Esta curva es la frontera comtin de los dominios eliptico e hiperbolico. La curva
flecnodal de S estd formada por los puntos del dominio hiperbdlico que tienen al menos una
direccion asintética con orden de contacto mayor o igual que cuatro (es decir, los puntos de los
tipos (5), (6) y (7)). Esta curva se autointerseca en los puntos hiperbélicos especiales de S y su
cerradura es tangente a la curva parabélica en los puntos parabolicos especiales. La unién de
los conjuntos de puntos parabdlicos especiales, hiperbolicos especiales y de bi-inflexién es un

subconjunto finito de S (que incluso puede ser vacio).

Un campo de direcciones asintéticas de S esta formado por direcciones asintéticas de S. En el

complemento del dominio eliptico de S hay dos campos de direcciones asintéticas continuos
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(L. Dara en [21] y A. Davydov en [22] demostraron que localmente estos campos de direcciones
son continuos). Dichos campos, también tienen la propiedad de ser transversales entre si en
cada punto del dominio hiperbélico y de coincidir en cada punto de la curva parabdlica de S.
La tnica recta asintética en un punto parabdlico genérico es transversal a la curva parabdlica,
mientras que la tnica recta asintética en un punto parabdlico especial es tangente a la curva

parabdlica.

Las curvas asintéticas de S € RP® son las curvas integrales de los campos de direcciones
asintéticas de dicha superficie. R. Uribe también ha contribuido al estudio de los campos de
direcciones asintéticas y sus curvas integrales (ver [67]). En 2006, demostré que las curvas
integrales de uno de los campos de direcciones asintéticas de S tienen torsioén negativa en cada
uno de sus puntos. Asi mismo, las curvas integrales del otro campo de direcciones asintéticas

de S tienen torsion positiva en cada uno de sus puntos.

En una vecindad de un punto parabdlico genérico, el conjunto de las curvas asintéticas de
ambos campos son difeomorfas a una familia de parabolas semictbicas de la forma u* = v° + ¢
(ver [42] y [4] pag. 27). Mientras que en una vecindad de un punto (PE) la unién de las dos
familias de curvas asintéticas se comporta topolégicamente de tres formas distintas (ver [22],
[10], [42], [21]). Cada forma se distingue de acuerdo al tipo de punto singular (silla, nodo o
foco) que tiene cierto campo vectorial £ asociado a los campos de direcciones asintéticas y que
es tangente a la doble cubriente del dominio hiperbélico. Esta superficie estd contenida en el
espacio de 1-jets de funciones y (x), {(x, Y, p)| p=dy/ dx}. La figura 1 ilustra cada uno de los tipos
topolégicos. T. Banchoff y R. Thom [10] mostraron que un punto parabdlico especial p es un
punto de tangencia interior (exterior) si a p le corresponde un punto singular de tipo silla (nodo
o foco) en &, ver figura 1.
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Gréficas de funciones polinémicas de grado n genéricas en IR®. Ahora consideremos las su-

perficies algebraicas S;ﬁ C R® de grado n tales que cada una de ellas es la grafica una funcion
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polinémica f € R[x, y] de grado n > 3. Para extender la nocion de superficie genérica a super-

ficies la forma Sj’ﬁ necesitamos introducir varios conceptos de curvas algebraicas reales.

Definicién. La curva Hessiana de un polinomio f € R [x, y] de grado n, es la curva algebraica en

R? de grado a lo més 2n — 4:
Hessf (x,y) = (fuufu = ) (o) = 0

Definicién. Una curva algebraica en RP? de grado n es, salvo factores constantes no nulos, un
polinomio homogéneo F € R[x, y,z] de grado n. Al conjunto de ceros de una curva F en RP?

también le llamaremos curva algebraica real.

Definicién. La curva Hessiana proyectiva asociada a f esla curva algebraicaen RP?, H (x, y,z) = 0,

donde H € R[x, y, z] es el polinomio homogéneo que satisface que H (x, y, 1) = Hessf (x, y).

Al espacio de superficies algebraicas 5% que son la grafica de una funcion polinémica fe
R [x, y] de grado n lo denotamos con S".

Definicién. Dado f € R[x, y] de grado n > 4, la superficie algebraica 5% de grado n es genérica

en el espacio S" si satisface las siguientes condiciones:

(i) Cada punto de S? pertenece a uno de los siete tipos de puntos.

(ii) La curva Hessiana proyectiva asociada a f es una curva algebraica no singular en RP? de
grado 2n — 4.

Cuando f € R]x, y] es un polinomio de grado n = 3, decimos que S? es genérica en el espacio S°
si satisface la condicién (ii) y cada uno de los puntos de Sj’c pertenece a los tipos (1),(2),(3),(4) 6
a alguno de los siguientes tipos.

(5") Un punto p es de inflexion si tiene exactamente dos direcciones asintéticas; una de las
cuales tiene orden de contacto con S, en p, igual a tres y la otra tiene orden de contacto

mayor o igual a cuatro.

(6”) Un punto p es hiperbélico especial si tiene exactamente dos direcciones asintéticas, las cuales

tienen orden de contacto con S, en p, al menos cuatro.

Las superficies 5% que satisfacen la condicién (i) de la definicién anterior forman un sub-
conjunto denso en todas partes del conjunto superficies algebraicas S”, el cual se obtiene de la
interseccién numerable de subconjuntos abiertos de dicho conjunto. Esto es consecuencia del
teorema fuerte de transversalidad de Thom ([4], pag. 231).



INTRODUCCION IX

Problemas principales y resultados. Consideremos una superficie S? e S

P1 ;Qué condiciones debe satisfacer el polinomio f para que la curva parabdlica de 5t sea

compacta 0, no compacta?

P2 ;Coémo se distribuyen las componentes conexas de los dominios hiperbélicos y elipticos vy,

de la curva parabdlica en 5%

P3 ;Cudl es el nimero maximo de puntos parabdlicos especiales con tangencia interior que

puede tener una superficie genérica Sj’[?, ¢y cuéntos con tangencia exterior?

Con respecto a las preguntas P1 y P2, obtuvimos un criterio (Teorema 1) para determinar
cuando la curva parabdlica de una superficie 5't genérica es compacta y cuando C,, la cerradura
en IR? de la componente no acotada del complemento, en R?, de la curva Hessiana de f, es
hiperbélica o eliptica (es decir, cuando el interior de C, consiste de puntos hiperbdlicos o elipticos,

respectivamente).
Un polinomio homogéneo ¢ € R|[x, y] de grado n > 3 es hiperbélico (eliptico) si su Hessiano

es negativo (positivo) en R? \ {(0, 0)}.

Teorema 1 Consideremos f =Y., fi € R[x, y] de grado n > 3, donde f; es la componente homogénea
de grado i de f. Si f, es un polinomio homogéneo hiperbélico (eliptico), entonces la curva Hessiana de f

es compacta en R?* y C, es hiperbélica (eliptica).

Noétese que las conclusiones del Teorema 1 fueron establecidas por I. Hernandez, A. Ortiz y
F. Sdnchez en [35], pero con una hipétesis adicional a las del Teorema 1 (ver la primera parte del

teorema 2.16).

Una consecuencia del Teorema 1 es el siguiente.

Corolario 1 Consideremos f € R[x,y| de grado n > 3 tal que f, se factoriza como el producto de n
factores lineales reales distintos cuyos ceros son rectas distintas. Entonces la curva Hessiana de f es

compacta en R? y C, es hiperbdlica.
También obtuvimos las siguientes propiedades de polinomios hiperbdlicos y elipticos

Lemal (a) Si g € R[x,y] es un polinomio homogéneo hiperbdlico, entonces g tiene al menos un

factor lineal real. Ademds, cada factor lineal real de g tiene multiplicidad 1.

(b) Si g € R[x, y] es un polinomio homogéneo eliptico, entonces g no tiene factores lineales reales.

Todos estos resultados dan respuestas a las preguntas P1 y P2 cuando la curva parabdlica de

S? es compacta.
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Para dar respuesta a la pregunta P3 realizamos lo siguiente. Los campos de direcciones
asintéticas de una superficie S;Z estan determinados globalmente por la ecuacién diferencial
cuadratica binaria

I1(S}) = fur (x, y) do® + 2oy (x, y) dxdy + fy (x,y) dy? = 0

Denotemos con X la extension al plano proyectivo real de uno de los campos de direcciones
asintéticas determinados por la ecuacion 11 (S;ﬁ) =0enR%

Observacion 1 Sea f € R[x, y] de grado n > 3 tal que f, no tiene factores repetidos. Sea m el niimero
de factores lineales reales de f,.

1. Sin es impar, entonces X tiene m puntos singulares en la recta al infinito de tipo topoldgico igual
al de la figura 2. En particular, el indice de Poincaré de X en cada uno de estos puntos singulares
es igual a 3.

2. Sin es par, entonces X tiene % puntos singulares en la recta al infinito de tipo nodo (ver figura 3).
En particular, el indice de Pomcare de X en cada uno de estos puntos singulares es igual a 1.

— Figura 2 - — Figura 3 -
Una consecuencia de la observacion 1 es lo siguiente.

Observacion 2 Sea f € R [x, y| de grado n > 3 tal que f, no tiene factores repetidos. Si m es el niimero
de factores lineales reales de f,, entonces

0< Y Ind([q] —% g

donde la suma corre sobre los m puntos singulares [q] del campo X, que estdn en la recta al infinito.

Si ademds suponemos que la curva Hessiana proyectiva tiene interseccion no vacia y transversal con

0< Y Ind ([q] :% ;2.

la recta al infinito, entonces
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o = + si B? es una superficie orientable,

SeaB® ={[x:v:z] e RP’|H(x,v,z) <0} con
{[ y:zl ' (x3,2) } {6=—siB5noesorientable.

Teorema 2 Consideremos f € R[x,y] de grado n > 3 tal que S;ﬁ es una supetficie genérica y tal que
fa no tiene factores repetidos. Supongamos que la curva Hessiana proyectiva es transversal a la recta al
infinito y que el dominio hiperbélico de f estd contenido en B®. Sea P; (P,) el niimero de puntos parabélicos
especiales con tangencia interior (con tangencia exterior). Entonces,

Y id (igl) = x (B°) + ~ 5,

donde la suma corre sobre todos los puntos singulares [q] del campo X.

Las demostraciones de la observacion 1 y del teorema 2 estdn basadas en las siguientes
Proposiciones 1y 2, en el Lema 2 y Teorema 3.

La proyeccion central del plano N = {(x, y, 1)} sobre la esfera unitaria $> C R®, define dos
funciones s1 s, : N — $?, las cuales, a cada punto x = (x, y, 1) le asignan dos puntos antipodas
s1(x) = ﬁ y 52 (x) = _Il_ill sobre la esfera. Por medio de estas funciones asociamos a la forma
cuadratica C =11 (S;) una forma cuadrética diferencial s} (C) en el hemisferio norte de %y, una

forma diferencial cuadratica s} (C) en el hemisferio sur de 52,

Proposicién 1 Las formas diferenciales cuadrdticas sy (C) y s, (C) se extienden a una forma diferencial
cuadrdtica analitica p definida sobre toda la esfera, de tal manera que el ecuador de $* es, salvo los puntos
singulares de p, una curva integral de las foliaciones definidas en $* por p.

Proposicién 2 Sea f € R[x, y]| de grado n > 2. El niimero de puntos singulares de la forma p que estin
en el ecuador de la esfera es el doble del niimero de factores lineales reales que tiene el polinomio homogéneo
fn. Mds aiin, los puntos singulares en el ecuador de la esfera estdn determinados por los factores lineales
reales de f,.

La proposicién 2 afirma que la forma p tiene un namero finito de puntos singulares en el
ecuador de la esfera $%. V. Guifiez encontré que esta propiedad no es cierta en otras formas

diferenciales cuadraticas polinémicas (ver [29]).

Denotemos con Yy, k = 1,2 los campos de direcciones que define p. Recordemos que H €
R [x, y] es el polinomio homogéneo tal que H (x, y, 1) = Hessf (x, y). Sila superficie 5’ es genérica,
entonces los campos de direcciones Y, k = 1,2 estdn definidos en la superficie con frontera

B= {(x, Y,z) € SZ| H(x,y,z) < O} y s6lo tienen puntos singulares en el ecuador de $°.
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Lema 2 Sea f € R [x, y]| de grado n > 3 tal que f, no tiene factores repetidos. Si (i, Vo, wo) s un punto
singular de p, entonces (1, vy, o) estd en el interior de B.

Asi, los puntos singulares de la forma cuadratica p que estan en el ecuador de $?, no estdn
en la frontera de B. Cuando la superficie S;’( es genérica, todos los puntos singulares de la forma
cuadrética p estdn en el ecuador de $2.

Teorema 3 Consideremos f € R[x,y] de grado n > 3. Supongamos que f, no tiene factores repetidos.
Entonces todos los puntos singulares del campo de direcciones Yy, k = 1,2 que estdn en el ecuador de
S son del tipo topologico mostrado en la figura 4. En consecuencia, el indice de Poincaré del campo
Yy, k = 1,2 en cada punto singular (uo, vo,0) € $* es iqual a %

- Figura 4 -

Notemos que el comportamiento topoldgico de las curvas integrales del campo Yi, k = 1,2
en cada pareja de puntos antipodas en el ecuador de la esfera y que son puntos singulares de
Yi es como en la figura 5 si n es impar y como en la figura 6 si n es par.

- Figura 5 - — Figura 6 -

A partir de la féormula del teorema 2 y de las desigualdades de Petrowsky [57] (o ver el

teorema 1.7 en la pédgina 8), obtuvimos una cota superior para cada uno de los nimeros P; y P..

Teorema 4 Consideremos f € R[x,y] de grado n > 3 con S; genérica y tal que f, no tiene factores
repetidos. Supongamos que la curva Hessiana proyectiva es transversal a la recta al infinito y que el
dominio hiperbélico estd contenido en B®. Si f, tiene k factores lineales reales, entonces

(n—2)(8n-21) k (n—2)(8n-21) k
PiST-FE y PEST-i_l_E'
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Las componentes conexas de una curva algebraica no singular en IRP? son 6valos o pseudo-
rectas. Los 6valos se caracterizan porque su complemento en RP? es un subconjunto abierto
disconexo: el interior de un évalo es difeomorfo a un 2-disco y el exterior de un évalo es difeomorfo
a una banda de Mdobius. Mientras que una pseudorecta se caracteriza porque su complemento

en RP? es conexo y difeomorfo a un 2-disco.

Todas las componentes conexas de una curva algebraica real no singular de grado par son
6valos. Por su parte, cada curva algebraica no singular de grado impar en IRP? tiene exactamente
una pseudorecta y, si tiene otras componentes conexas, éstas son 6valos [73]. Un nido de 6valos,
de una curva algebraica no singular F = 0, es un conjunto finito de ¢évalos de esta curva tal que

para cualesquiera dos 6valos en este conjunto, uno estd contenido en el interior del otro.

En el caso en que la curva Hessiana proyectiva es convexa y B~ contiene al conjunto de
puntos hiperbdlicos, encontramos una cota superior para el nimero de puntos (PE) cuando B~
es difeomorfa a una banda de Mébius a la que se le han quitado un ndmero finito de discos

abiertos. Es decir, cuando la curva Hessiana proyectiva no tiene nidos de 6valos.

Teorema 5 Consideremos f € R [x, y] de grado n con S}Z genérica y tal que f, no tiene factores repetidos.
Supongamos que la curva Hessiana proyectiva es convexa, no tiene nidos de dvalos y es transversal a la
recta al infinito. Si B~ contiene al dominio hiperbélico y f, tiene k factores lineales reales, entonces 5%

tiene a lo mds (n — 2) (3n — 9) + k puntos parabdlicos especiales.

Decimos que el indice de un punto (PE) es +1 si el campo vectorial £ tiene un punto singular
del tipo nodo o foco y que es —1 si el campo vectorial & tiene un punto singular del tipo silla.

Las siguientes preguntas fueron formuladas por D. A. Panov y son enunciadas como el
problema 1997-6 en la lista de problemas de V. I. Arnold [6].

P4 ;Existe una funcién genérica f definida sobre el plano, tal que la curva parabdlica de su
grafica sea conexa y tal que los campos de direcciones asintéticas sobre esta curva parabdlica
tengan sélo un punto parabdlico especial y éste sea de indice +1?

P5 Si la curva parabdlica de la grafica de f es conexa y no singular, jes cierto que el nimero
de puntos parabdlicos especiales con indice —1 es mayor o igual que el ntiimero de puntos

parabdlicos especiales con indice +1 ?

En el caso de funciones polinémicas f € R|[x, y], obtuvimos los siguientes resultados que

dan una respuesta a las preguntas de Panov.
Proposiciéon 3 No existe f € R[x, y] de grado n > 3, tal que:

1. La superficie S;ﬁ es genérica y tiene solo un punto (PE), cuyo indice es +1.
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2. El polinomio f, no tiene factores repetidos.
3. La curva Hessiana proyectiva de f es conexa y transversal a la recta al infinito.

4. La superficie B~ contiene al dominio hiperbdlico de f.

Proposiciéon 4 Consideremos f € R|[x,y] de grado n > 3, tal que S;’( es una superficie genérica.
Supongamos que f, no tiene factores repetidos, la curva Hessiana de f es transversal a la recta al infinito
y que B~ (B*) contiene al dominio hiperbdlico. Si x (B™) < 0 (x (B*) < 0, respectivamente), entonces
el niimero de puntos parabdlicos especiales con indice negativo es mayor o igual al niimero de puntos

parabdlicos especiales con indice positivo.

Motivacién e historia. V. 1. Arnold estableci6 en [9] que el andlogo multidimensional de un
punto de inflexién de una curva diferenciable en RP? es la curva parabdlica de una superficie no
singular S ¢ RP® junto con el conjunto de puntos parabdlicos especiales que estén sobre dicha
curva. Esta analogia se deriva de lo siguiente. Si p es un punto de inflexién de una curva plana
proyectiva C de clase C®, y si g es el punto sobre la curva dual C" correspondiente a p, entonces
g es un punto singular de tipo ctispide (figura 7). Mientras que en el espacio proyectivo dual
(RP%)" de RP?, a cada componente conexa de la curva parabélica de una superficie S en RP° le
corresponde una arista cuspidal en la superficie dual de S (ver [66]). A cada punto parabdlico
especial le corresponde, en la superficie dual, un punto singular de tipo cola de golondrina
(figura 8). La relaciéon que hay entre estos puntos singulares es la siguiente. El discriminante de
los polinomios reales de grado tres de la forma x*+ax+b, es una curva en el plano de coordenadas
{(a,b)}, la cual tiene un punto singular del tipo ctispide. Mientras que el discriminante de los
polinomios reales de grado cuatro x* +ax?+bx + ¢, es una superficie en el espacio de coordenadas

{(a,b,c)} que tiene un punto singular de tipo cola de golondrina.

- Figura 7 - - Figura 8 -

Uno de los objetivos de V. I. Arnold, fue encontrar un andlogo al teorema de Mobius (ver
[49]), el cual afirma que cualquier curva en RP? que sea simple, cerrada y no contraible, tiene

al menos 3 puntos de inflexién. Con el propésito de encontrar un resultado anédlogo al teorema
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de Mobius, para el caso de superficies en RP?, las siguientes preguntas aparecen naturalmente:
¢Cudl es el nimero minimo de aristas cuspidales y el niimero minimo de puntos singulares
del tipo cola de golondrina que tiene la superficie dual de una superficie obtenida de una
perturbacion infinitesimal de un plano proyectivo Sy = RP? en RP?? En otras palabras, ;cudl es
el nimero minimo de componentes conexas de la curva parabélica y cudl es el niimero minimo
de puntos (PE) que tiene una superficie que se obtiene de una perturbacion infinitesimal de un
plano proyectivo en RP*? Paralelamente, estas preguntas también surgen si la perturbacion es

algebraica.

En el caso de superficies algebraicas, B. Segre demostré que el ntimero de componentes cone-
xas de la curva parabdlica de cualquier superficie algebraica genérica de grado tres, homeomorfa

a RP?, es al menos cuatro y el numero de puntos (PE) es igual a 6 (ver [65]).

Por medio de experimentos computacionales, F. Aicardi observé que la distribucion de los
puntos (PE) en cuatro componentes de la curva parabdlica de superficies de grado tres es
0+1+2+3=6. V. I. Arnold comunicé a E. Shustin esta observacién, quien usando el método de
Segre prob6 que ésta es la tinica distribucién posible de los puntos (PE) en la curva parabélica
de cualquier superficie de grado tres genérica y homeomorfa a RP? (ver [9]).

En 1995, F. Aicardi conjetur6 que el nimero de componentes conexas de la curva parabolica
de una perturbacién infinitesimal genérica del plano proyectivo en RP® es al menos cuatro,
mientras que el ntiimero de puntos (PE) es al menos 6 (ver [9]). Esta conjetura parecia ser
el problema andlogo al teorema de Mobius. Sin embargo, en 1998, D. Panov [56] encontro,
mediante una perturbacién genérica de un plano proyectivo, una superficie no singular en RP?
cuya curva parabdlica consiste s6lo de una componente conexa. El ejemplo descarta la parte
correspondiente al nimero de componentes conexas de la curva parabélica en la conjetura de
Aicardi; sin embargo, permanece vigente la parte de la conjetura sobre el nimero de puntos
(PE), pues en la curva parabdlica de la superficie que Panov exhibe hay 12 puntos (PE) (ver
también [6], problema 1995-3).

Continuamos con el apartado de motivacién e historia, pero ahora nos enfocamos en curvas

algebraicas planas reales.

Topologia de las curvas Hessianas. En 1876, A. Harnack demostré que el niimero maximo de
componentes conexas de una curva algebraica proyectiva en RP? de grado n no singular' es
%(n —1)(n—=2) + 1 (ver [33]). En el mismo articulo prob6 que la cota superior es 6ptima, es
decir, que existen curvas algebraicas en RP? de grado n con el nimero méximo de componentes

conexas. Estas curvas son conocidas como M-curvas. En 1891 (ver [36]), D. Hilbert proporcioné

Ricardo Benedetti y Jean-Jacques Risler [11] demostraron que la cota superior de Harnack es cierta atin si la

curva algebraica es singular.
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otro método para construir M-curvas. En el mismo trabajo, Hilbert anuncio, sin prueba, que los
6valos de una M-curva de grado 6 no se pueden distribuir en el plano proyectivo real de tal
forma que 10 6valos estén en el interior del onceavo 6valo. Esto fue considerado por Hilbert
como un hecho notable, pues observé que las M-curvas tienen una topologia especial. Estudiar
la topologia de curvas algebraicas reales fue una tarea propuesta por Hilbert en el Congreso

Internacional de Matematicas de 1900.

Una parte del estudio de la topologia de las curvas algebraicas en RP? esté centrada en la
siguiente pregunta. ;Cudles son las configuraciones que son realizables por las curvas algebrai-
cas de grado n? es decir, dada una configuracién C de circunferencias en el plano proyectivo
real, ;jexiste un polinomio homogéneo F € R [x, y,z]| de grado n tal que el par (RP?,F = 0) sea
isotopico al par (RP?, C)? La respuesta a esta pregunta se conoce sélo para curvas algebraicas de
grado n < 7 (ver [25], [26], [68]). Hay resultados parciales cuando el grado de la curva es mayor
que siete. La solucién para n < 5 ya era conocida a principios del siglo pasado y se obtuvo a
partir de algunas consecuencias topolégicas del teorema de Bézout. Entre los que han hecho
aportaciones al estudio de las clases de isotopia que son realizables por curvas algebraicas en
RP?, estan D. Hilbert [36], I. Petrowsky [57], V. A. Rokhlin [62], [63], D. A. Gudkov [26], O. Viro
[68], [71], [69], [70], V. Kharlamov [70], G. Wilson [72].

Entre los problemas que surgen al estudiar la topologia de la curva Hessiana de un polinomio

f € R[x, y] estan los siguientes.

Dado un polinomio real f de grado n > 3 en dos variables, ;cudl es el nimero maximo de

componentes conexas que puede tener su curva Hessiana?

Del ntimero total de componentes conexas de la curva Hessiana de un polinomio f ;cudl es el

ndmero maximo de componentes conexas compactas? ;son O6ptimas estas cotas?
También, surgen los siguientes problemas de realizacién.

Problema de realizacién de curvas Hessianas: jbajo qué condiciones, una curva algebraica g (x, y) =

0 en IR?, es realizable como la curva Hessiana de un polinomio f € R [x, y]?

Problema de realizacién de polinomios Hessianos: Dado g € k[x,y], con k = R,C. ;Existe un
polinomio f € k[x, y] tal que Hessf = g?

La cota superior de Harnack para el ntimero de componentes conexas de una curva pro-
yectiva plana proporciona una cota superior para el nimero de componentes conexas de la
curva Hessiana de un polinomio real f cuando ésta es compacta. Se sabe, para este caso, que tal
cota, (n —3)(2n —5) + 1, es Optima si el grado de f es menor o igual que 4. Un ejemplo de un
polinomio de grado 4 tal que su curva Hessiana es de grado 4 y contiene cuatro componentes

compactas es presentado en [54].
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Una curva algebraica no singular y no compacta en R? de grado n puede tener a lo mas
g(n) = % (n — 1) (n — 2) componentes conexas compactas y n componentes conexas no acotadas.
Harnack construy6 una curva en RP? de grado n con g(n) + 1 componentes y tal que una
de sus componentes conexas interseca a la recta al infinito en n puntos distintos. Esta curva
muestra que las cotas (g (1), n) para componentes conexas compactas y componentes conexas
no acotadas, respectivamente, son realizables por curvas afines reales de grado n. En el caso
de curvas Hessianas de grado 2n — 4, con al menos una componente conexa no acotada, se
desconoce si las cotas (g (21 —4),2n — 4) son realizables para n mayor o igual que cuatro. Es
decir, no se sabe si existe un polinomio f € R[x,y] de grado n > 4 tal que su curva Hessiana
tenga g (2n —4) componentes conexas compactas y 2n — 4 no acotadas. Sin embargo, cuando
n =4, A. Ortiz-Rodriguez y F. Sottile [54] encontraron ejemplos de curvas Hessianas de grado
4 con (2,4) y con (3, 2) componentes conexas (compactas, no compactas).

En 2010, B. Bertrand y E. Brugallé [12] usaron el método de Viro, para demostrar que para
cada nimero entero n > 4 existe un polinomio Q € R [x, y] de grado n tal que su curva Hessiana

. . 2
es no singular y tiene al menos (1 — 4)” componentes conexas compactas.

Respecto al problema de realizacion de polinomios Hessianos, decir si un polinomio g es el
Hessiano de otro polinomio f de grado 1, en general, no es una tarea sencilla. Esto es debido
a que los coeficientes de f deben ser solucién de un sistema de (21 — 3) (n — 1) ecuaciones cua-
dréticas. E. Martinez-Ojeda y A. Ortiz-Rodriguez estudiaron en [48] el problema de realizaciéon
de polinomios Hessianos g de grado m y caracterizaron los casos cuando 0 < m < 2. También
caracterizaron los casos del problema de realizacién de curvas Hessianas de grado m cuando
0<m<3.

Si bien, el problema de realizacién de polinomios Hessianos contiene al de realizacién de
curvas Hessianas, éstos son distintos. Pues, aunque una curva algebraica afin g (x,y) = 0 sea
realizable como una curva Hessiana, no necesariamente se tiene que el polinomio real g es
Hessiano (0 no necesariamente todos los maltiplos Ag (x, y), A € R\ {0} son Hessianos si g lo es).
Tal es el caso de la circunferencia definida por el polinomio g (x,y) = x> + y* — 1 (que no es el
Hessiano de ningtin polinomio de grado 3) y por el polinomio Hessiano g (x,y) = —x* — y*> + 1
(ver [48] y [34]). Esta observacion sefiala que un polinomio g que es el Hessiano de otro polinomio
f viene acompafiado por la distribucién, en IR?, de las componentes conexas de los conjuntos
semialgebraicos g (x,y) <0y g (x,y) > 0.

En 1988, V. I. Arnold (ver [7]) habia estudiado estos problemas de realizaciéon para el caso
de funciones diferenciables. El demostré que para cualquier funcion g : R> — R que se anule
en un punto critico de multiplicidad finita, existe una funcién f : R> — R tal que su Hessiano

coincide con el de ¢ en una vecindad del punto critico, salvo un cambio de coordenadas del
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plano R?.

Cotas superiores de los puntos (PE). En relacién al nimero de puntos parabdlicos especiales
que pueden aparecer cuando f es una funcién polinémica genérica de grado 1, I. Hernandez-
Martinez , A. Ortiz-Rodriguez y F. Sdnchez-Bringas [34] probaron que este nimero esta acotado
superiormente por el namero (n — 2) (5n — 12). Esta cota superior es éptima si n < 3, pero se
desconoce si es 6ptima cuando n > 4. Cuando la curva Hessiana de f es compacta y convexa, el
nimero 7 (3n — 14) + 18 es una cota superior para el nimero de puntos parabdlicos especiales
que estdn en las componentes conexas exteriores de la curva Hessiana. Esta cota superior es
realizable en grado 4, pero se desconocen ejemplos que realicen esta cota superior sin > 5 (ver
[35]).

Contenido de la tesis. La tesis estd organizada en seis capitulos. El primero, segundo, tercero
y quinto capitulos contienen material preliminar. En el tercero?, cuarto y sexto, se exponen los

resultados obtenidos. El contenido de cada capitulo es el siguiente.

El capitulo uno se centra en el estudio de las curvas algebraicas reales, principalmente, de las
curvas proyectivas planas no singulares de grado par. En este apartado son recopilados algunos
teoremas que generan restricciones a las configuraciones de las componentes conexas en el
plano proyectivo real. Entre éstos, se encuentran el teorema de A. Harnack, las desigualdades
de I. Petrowsky y las congruencias de V. I. Arnold y V. Rohklin. En la seccién 1.3 se recopilan
los teoremas que exhiben las clases de isotopia que son realizables por curvas algebraicas

proyectivas planas no singulares de grado menor igual que seis.

El capitulo dos se enfoca en superficies algebraicas encajadas en un espacio tridimensional
real (afin o proyectivo), en particular, en las propiedades que poseen los puntos de dichas
superficies y que son preservadas por transformaciones proyectivas y/o afines del espacio de
dimensién tres. También, se da un contexto histérico y un marco teérico de los resultados que

se presentan en los capitulos cuatro y seis.

En el tercer capitulo se introducen las formas diferenciales cuadraticas binarias y algunas
propiedades de sus foliaciones cuando éstas son polinémicas. Principalmente, se describe la
compactificacion de Poincaré para estas foliaciones. La cual, por medio de la proyeccién central
del plano R? sobre la esfera $* C R?, le asocia, a una forma diferencial cuadrética definida
en el plano R?, una forma diferencial analitica en $*. En este apartado se incluyen algunos
resultados de las formas diferenciales cuadréaticas binarias positivas y se inicia el desarrollo
de la compactificacién de poincaré cuando las formas diferenciales cuadréticas binarias no

necesariamente son positivas.

2En el tercer capitulo se estudian, ademds del material preliminar, formas diferenciales cuadraticas que no son
estudiadas en las referencias conocidas por el autor.
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En el capitulo cuatro se enuncian y demuestran los resultados principales de la tesis. En este
apartado se describen algunas propiedades de la compactificaciéon de Poincaré de la segunda
forma fundamental de graficas de funciones polinémicas genéricas. Principalmente, se establece
el niimero y tipo topolégico de los puntos singulares que aparecen en el infinito. Se muestran
criterios que garantizan la compacidad de la curva Hessiana, asi como la hiperbolicidad y
elipticidad de la componente no acotada contenida en el complemento de la curva Hessiana. Se
demuestra una férmula tipo indice. Ademads, se presenta una cota superior para cada uno de
los nameros P; y P,.

El capitulo cinco recopila algunos aspectos bdsicos de la teoria clasica de invariantes. Princi-
palmente, se presentan invariantes, covariantes y formas normales de polinomios homogéneos
de grado menor o igual que cuatro, bajo la accién, sobre R?, del grupo de matrices reales inver-
tibles. El contendido de este capitulo es material preliminar que nos ayudard, en el capitulo 6,
a obtener informacién de la estructura geométrica de la grafica de un polinomio f € R[x, y] de

grado 4.

En el capitulo seis se clasifican algunas configuraciones en IR? de la curva Hessiana de un
polinomio f de grado 4 (cuando esta curva es no singular) de acuerdo a la clase de equivalencia
bajo el grupo GL (2, R) del polinomio homogéneo de grado 4 de f. Por tltimo, haciendo uso de
las formas normales de los polinomios homogéneos de grado cuatro se demuestra que la funcién

que asocia a cada polinomio homogéneo de grado cuatro su Hessiano, no es suprayectiva.
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Propiedades proyectivas de superficies no

singulares






Capitulo 1

Curvas algebraicas en RP?

1.1. Restricciones sobre la topologia de las curvas algebraicas

reales

Una curva algebraica en RP? de grado m es, salvo factores constantes no nulos, un polinomio
homogéneo F € R]x,y,z] de grado m. La ecuacién polinémica F(x,y,z) = 0 determina el
conjunto de puntos reales de la curva F en RP?.

Al conjunto de puntos reales de una curva F en RP? también le llamaremos curva algebraica

real (o s6lo curva por brevedad). S6lo haremos distincién de los términos en caso necesario.

Un punto [xo : Yo : 20] € RP? es llamado punto singular de la curva algebraica F (x,y,z) = 0 si
(%0, Yo, z0) € R® es un punto critico del polinomio F. Decimos que una curva algebraica real es

no singular si no tiene puntos singulares en RP2.

Isotopias de circulos en RP2. A S§! C R? con su topologia usual le llamamos circulo. Sea
T ={c1,...,q} una familia finita de circulos y h, g : T — RP? dos encajes de T en RP?. Decimos
que h'y g son isotdpicos en RP?, si existe una homotopia H : RP? x [0, 1] — RP?, que cumple lo

siguiente:

1. Para cadat € [0,1] la funcién H, : RP> — RP?, H, (x) = H (x, t), es un homeomorfismo.

2. Hy esla funcién identidad en RP? y Hy o h = g.

Una configuracién C en RP? de una familia finita de circulos T es, salvo isotopia, un encaje ¢ de
T en RP?%.
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Decimos que una curva algebraica real F no singular de grado m realiza una configuracion de

circulos C, si el conjunto de puntos reales de F es isotopico a C en RP?.

La clase de isotopia de una curva algebraica F en RP? no singular de grado m estd formada por el
conjunto de curvas algebraicas no singulares de grado m que realizan la misma configuracién
que F. En otras palabras, la clase de isotopia de una curva algebraica F en IRP? estd determinada,
salvo homeomorfismo, por cémo cada componente conexa del conjunto de puntos reales de F

estd situada en IRP? con respecto a las otras componentes conexas.

Una pregunta que surge dentro del estudio de las propiedades topolégicas de curvas al-
gebraicas reales es la siguiente: ;Cudles configuraciones son realizables por las componentes

conexas de una curva algebraica no singular en RP? de grado m?

Enlo siguiente, enunciaremos algunas restricciones a las que estan sujetas las configuraciones

realizables por curvas algebraicas no singulares de grado m en RP2.

Ovalos y pseudorectas. Hay dos tipos de encajes, salvo isotopia, del circulo $' en el plano

proyectivo real. Cada tipo se distingue de acuerdo a lo siguiente.

Definiciéon. Sea p : 8! — RP? un encaje del circulo §! en el plano proyectivo real. Decimos
que la imagen del encaje p es un dvalo si RP?\ p (Sl) es la unién de un abierto homeomorfo a un
disco, llamado el interior del 6valo, y un abierto homeomorfo a una banda de Mobius, llamado e/
exterior del 6valo. Decimos que p (Sl) es una pseudorecta si RP? \ p (Sl) es conexo y homeomorfo

a un disco abierto.

Cada componente conexa de una curva algebraica real no singular F (x, y,z) = 0 es un évalo
0 a una pseudorecta. Si la curva F(x,y,z) = 0 es de grado par, cada una de sus componentes
conexas es un 6valo. A diferencia de las curvas de grado par, cada curva algebraica no singular
de grado impar en RP? tiene exactamente una pseudorecta y si tiene otras componentes conexas,

estés son Hvalos.

Teoremas de Harnack sobre curvas algebraicas en RP?. Carl Gustav Axel Harnack mostr6

los dos resultados siguientes.

Teorema 1.1 ([33]) El niimero mdximo de componentes conexas de una curva algebraica no singular en
RP? de grado d es

1
E(d—l)(d—2)+1.
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Teorema 1.2 ([33]) Para cualquier niimero entero positivo d y cualquier niimero entero c que satisfacen

las desigualdades

d
1—(2—1) Scs(d—l)z(d—2)+1,

existe una curva algebraica no singular en RP* de grado d con ¢ componentes conexas.

Definicién. Una curva algebraica no singular de grado d en el plano proyectivo real que contiene
% (d—1)(d - 2) + 1 componentes conexas es llamada M-curva. Una (M-i)-curva es una curva no

singular de grado d en RP? con % (d-1)(d-2) + 1 - i componentes conexas.

Notemos que en particular, el teorema 1.2 afirma que existen M-curvas para todos los grados
d>1.

Nidos de 6valos. Salvo isotopias de RP?, hay dos maneras distintas en las que un 6valo puede
situarse en IRP? con respecto a un segundo 6valo, al que no intersecta. En la primera, cada 6valo
esta contenido en el exterior del otro 6valo. En la segunda, uno de los 6valos estd contenido en

el interior del otro 6valo.

Definicién. Dos 6valos de una curva algebraica no singular en el plano proyectivo real se dice
Yy

que estan anidados si uno de ellos esta contenido en el interior del otro 6valo. Un nido de évalos de

profundidad h es un conjunto de h 6valos de una curva algebraica no singular tal que cualesquiera

dos 6valos en este conjunto estan anidados.

Definicién. Decimos que dos nidos de 6valos I'y y I'; son disjuntos si no tienen 6valos en comun.
Decimos que [ nidos de 6valos I'y, I, ..., I son estrictamente disjuntos si para cada uno de los

nidos I'; existe un nido I'; contenido en el exterior de los ¢valos de I';.

La siguiente proposicioén es consecuencia (ver [71]) del teorema de Bézout.

Proposicién 1.1 El niimero de évalos en la unién de dos nidos disjuntos de dvalos de una curva
algebraica no singular en RP? de grado d es menor o igual a &. En particular, un nido de valos de una
curva algebraica no singular en RP? de grado d es de profundidad a lo mds 2. Si una curva tiene un nido
de 6valos de profundidad [%J, entonces la curva no tiene otros évalos.

Ejemplo 1.1 Consideremos el polinomio

Ld/2]

Nest] = (x +y)- €172 + H (x2 e ej),
=1

donded =2,3,...,k=0,1,2,... y € es un namero real positivo lo suficientemente pequefio. En

[44], Oliver Labs estudi6 la familia de curvas determinada por los polinomios reales Nest> ,.Para
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cada d, k y € fijos, la curva algebraica Nesttzi,e,k = 0 es de grado d y tiene un nido de profundidad

[%J, la mayor posible de acuerdo a la proposicién 1.1.

La proposicién 1.2, es uno de los resultados sobre nidos de 6évalos que generalizan la propo-
sicion 1.1 y que fueron demostrados usando curvas conexas auxiliares de grado n > 2 (ver los
trabajos [25] de D. A. Gudkov, [17] de A. L.Ceponkus y [61] de V. Rokhlin). Antes de enunciar

la proposicién 1.2 tenemos lo siguiente.

Una curva algebraica de grado n en RP? esta determinada por 17 (1 + 3) puntos en posicion
general. En el caso de curvas conexas, dos puntos distintos determinan una tinica recta y cinco
puntos en posicién general determinan una tnica cénica en RP?. De manera general, sea C (n)
el mayor namero de puntos en posicién general por los que pasa una curva algebraica conexa
de grado n en RP?. Notemos que C (n) satisface la desigualdad C(n) > 3n — 1 (ver [61]). En
particular, si n = 1,2,3, C(n) coincide con 3n — 1. Sin embargo, en [17] A. L. Ceponkus probo6
que sin = 4, entonces C (4) = 13 yno 11.

Proposicién 1.2 ([61]) Si una curva algebraica no singular de grado d tiene s nidos de 6valos estricta-
mente disjuntos y de profundidad hy, . .., hs, con s < C(n) y n par, entonces

h1+-~-+hs§7.

Otras generalizaciones de la proposicion 1.1 fueron demostradas por Gudkov en [25] y por
Ceponkus en [17]. Para estas generalizaciones, Gudkov y Ceponkus usaron curvas algebraicas

auxiliares de grado n > 3 no necesariamente conexas.

En el caso de M-curvas, David Hilbert demostré lo siguiente.

Teorema 1.3 ([36]) Una M-curva de grado d no puede tener nidos de profundidad mayor que |_§ - 1J.

Ademds, para cada entero positivo d existen M-curvas de grado d con un nido de profundidad [g - 1J.

Varias restricciones sobre las configuraciones o arreglos en IRP? de las componentes conexas
de una curva algebraica de grado par, estan establecidas por medio de congruencias. Antes de

enunciar estas restricciones tenemos la siguiente terminologia.

Definicion. Sea C una curva no singular de grado par en el plano proyectivo real RP?. Decimos
que un 6valo de C es par (impar) si estéd en el interior de un namero par (impar) de otros 6valos
de C. A los 6valos pares que no estdn en el interior de algtin otro 6valo de C, los llamamos
exteriores. Al namero de 6valos pares de C lo denotamos con P y al nimero de 6valos impares
de C, con N.
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Teorema 1.4 ([63], [62], [47]) Sea C una M-curva de grado par d = 2k en el plano proyectivo real.
Entonces se cumple la siguiente congruencia

P-N=k*> (mod$8).

La congruencia del teorema anterior fue formulada por Gudkov como conjetura avalada por
varios ejemplos. Antes de que Rokhlin demostrara el teorema 1.4, V. I. Arnold prob¢ el siguiente

resultado.

Teorema 1.5 ([3]) Sea C una M-curva de grado par d = 2k en el plano proyectivo real. Entonces se
cumple la siquiente congruencia
P-N=k*> (mod4).

Si bien la congruencia del teorema de Rokhlin es la mejor posible para M-curvas, la prueba
realizada por Arnold del teorema 1.5 fue pionera en el uso de técnicas de topologia algebraica
para el estudio de curvas algebraicas reales y no sélo en el estudio de curvas, sino también, en
el estudio de variedades algebraicas reales (por mencionar algunos ejemplos, estan los trabajos
de Arnold [5], V. M Kharmalov [39], [40] y G. Wilson [72]).

Otra congruencia que forma parte de las restricciones de curvas algebraicas proyectivas

planas no singulares es la congruencia de Gudkov-Krakhnov-Kharlamov:

Teorema 1.6 ([27], [41]) Sea C una (M — 1)-curva de grado par d = 2k en RP?. Entonces se cumple la
siguiente congruencia
P-N=k+1 (mod38).

Las superficies con frontera B~ y B*. Sea F(x,y,z) = 0 una curva algebraica no singular en
RP? de grado par. Dicha curva es la frontera comtn de dos superficies disjuntas no singulares
con frontera contenidas en RP?. Estas superficies se caracterizan porque F es no negativo en
una de ellas y es no positivo en la otra. Una de las superficies contiene, entre sus componentes
conexas, una componente no orientable y en tal caso la superficie es denotada con B~. La otra

superficie es orientable y es denotada con B*.

Nota 1.1 Dada una curva algebraica no singular Fde grado par en RP?, se puede elegir F = AF e
R [x, y,z] de tal manera que la superficie no orientable B~ coincida con el conjunto de puntos
en IRP? tales que F (x, y,z) < 0, mientras que B* coincida con el conjunto de puntos en IRP? tales
que F (x,y,z) > 0.
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Desigualdades de Petrowsky. Los nimeros Py N contienen informacién sobre la topologia
de las superficies B* y B~. En efecto, la superficie B* tiene P componentes conexas, la superficie
B~ tiene N +1 componentes conexas y la caracteristica Euler de esas superficies es y (B*) = P—N
y X (B7) = N — P + 1. Esto fue notado por V. Ragsdale en [60]. Por su parte, y sin conocer el

trabajo de Ragsdale, I. Petrowsky demostr6 el siguiente resultado.

Teorema 1.7 ([57]) Cualquier curva algebraica no singular en RP* de grado par d = 2k satisface las
siguientes desigualdades

—%Hk—nSPn4vsguk—n+L

Como x (B*) + x(B™) = x (RP?), se cumple la igualdad x (B*) = 1 — x (B"). Asf, la siguiente
desigualdad, la cual usaremos posteriormente, se sigue del teorema de Petrowsky.

Bk(k-1)

3k(k—1)
> SR

1< —y(B) <
<-x(B7)< >

(1.1)

La componente conexa no orientable M, C B~ y su doble cubriente. Sea F(x,y,z) = 0 una
curva algebraica no singular en RP? de grado par. La superficie no orientable B~ tiene una
componente conexa la cual es una superficie cuya frontera es la unién de los t 6évalos exteriores
de la curva F = 0 y es homeomorfa a una banda de Mobius cerrada a la que se le han quitado

7 — 1 discos abiertos. A esta componente conexa de B~ la denotamos con M.

La proposiciéon 1.3 es consecuencia del teorema de clasificacion de superficies (al lector
interesado en este teorema se le sugiere consultar [45]). Para las proposiciones 1.4 y 1.5, una

referencia es [37].

Proposicion 1.3 La superficie M, C RP? es compacta, conexa, no orientable y su frontera tiene t

componentes conexas. Ademds, la caracteristica de Euler-Poincaré de M, es

x(M;)=1-r1

Sea IT : $ — RP? la proyeccién natural de la esfera $* en el plano proyectivo real RP?.
Denotamos con 2IM, a la doble cubriente orientable de IM,, la cual esta definida como la imagen

inversa mediante la proyeccion IT de la superficie M., esto es, 2M, = IT™! (M,).

Proposicion 1.4 La superficie 2IM, es no singular, orientable y con frontera.

Una doble cubriente de B~ y de B*. Dado un polinomio homogéneo H € R[x, y,z] de grado

par, la ecuacién H (x,y,z) = 0 en R?® define una curva sobre la esfera $°. Dicha curva es una
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cubriente doble no ramificada del conjunto de puntos reales de la curva H en RP?. De manera

similar a 2M,, consideramos a las superficies 2B~ = IT! (B™) y 2B* = [T} (B*).

Proposicién 1.5 Las superficies 2B~ y 2B* forman una cubriente doble no ramificada de las superficies
B~ y B* respectivamente. Ademds, x 2B~) =2x(B")y x 2B™) =2x(B7).

1.2. Clases de isotopia de las curvas proyectivas de grado d < 6

El estudio de las clases de isotopia de curvas algebraicas no singulares de grado fijo d ha sido
completado tinicamente hasta grado 7. En grado 6, éste fue realizada por D. A. Gudkov, mientras
que en grado 7, por O. Ya. Viro en [68]. Para d < 5, las restricciones que proporciona el teorema
de Bézout, junto con algunas de sus consecuencias, y el teorema de Harnack, son suficientes
para describir todas las posibles configuraciones de las componentes conexas que una curva de

grado d < 5 puede tener en el plano proyectivo real (ver [71]).

Para describir las configuraciones de las componentes conexas de curvas algebraicas no
singulares de grado d < 6, adoptamos la notacién de O. Ya. Viro usada en [71]. La curva vacia
es denotada con (0). Una curva con s6lo un évalo es denotada con (1). Una configuracién
de n 6valos, tal que cada 6valo estd en el exterior de los n — 1 ¢valos restantes, es denotada
con (n). El simbolo (1(n)) denota el arreglo de n + 1 6valos: uno de estos 6valos contiene en
su interior a los otros n 6valos, los cuales tienen la configuracion (n). El simbolo (m LI (1(n)))
denota la configuraciéon de m + (n + 1) 6valos, que consiste de la unién disjunta de las siguientes
dos configuraciones: La configuracion (m) de m de estos 6valos y la configuracién (1 (n)) de los
n + 1 6valos restantes. Un nido de profundidad 3 es denotado con (1(1(1))). Una pseudorecta
es denotada con (J). Con (J L1 n) se denota a una curva no singular con una pseudorecta y n
6valos con la configuracién (n). Por dltimo, (J LI (1(1))) denota a una curva no singular con una

pseudorecta y dos 6valos con la configuracién (1(1)).

Teorema 1.8 Las configuraciones realizables por curvas algebraicas no singulares de grado d < 5 en el
plano proyectivo real son las descritas en la tabla 1.1.
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0),(1),€2),(1<1)),3) , 4
N, JUL),{JL2),(JUIT))),{JLL3),(J1L14),{JLL5),(JLL6)

d || Configuraciones de curvas algebraicas no singulares de grado 4
1 )

2 0y, <1)

3 N, g1

4

5

Tabla 1.1 - Clases de isotopia de curvas proyectivas reales de grado m < 5.

Teorema 1.9 ([26]) Todas las configuraciones realizables por curvas algebraicas no singulares en RP?
de grado 6 son las 56 configuraciones enlistadas en la tabla 1.2.

O111<1)) (5111¢5)) (1111¢9))
(10) (8LI1(1)) (511(4)) (4111(5)) (1111¢8)) (19
9) (7HIC)) (6LI1(2)) (GL1(3)) (41114)) (BL15) (2L1(6)) (1L1(7)) (1¢8))
8) (6LI1(1)) (5LI1(2)) (4111(3)) BL1(4)) (2L11(5)) (1L116)) (1(7))
(7) GU1(1)) (41112)) (BL1(3)) (2L11(4)) (1111(5)) (1(6))
(6) (4L11<1)) (BLI1(2)) (2L11(3)) (1111¢4)) (15))
(5) BLI)) (2111(2)) (1111(3)) (1<4))
&) QLU1C1)) (112) (143))
(3 (1L1<1)) (12) (1€1<1))»)
(2) 11y
Y
0)

Tabla 1.2 — Clases de isotopia de curvas proyectivas reales de grado 6.
Notemos que s6lo hay tres clases de isotopia de M-curvas de grado 6 (figura 1.1). En contraste,

el nimero de clases de isotopia de M-curvas de grado 8 es al menos 52, como lo muestra Viro
en [68].

(@)
(©)

66 o
o) O o
@O g0 O O
o o
0©0°

M-curva de Harnack M-curva de Gudkov M-curva de Hilbert

OOOOO
o0 0O

- Figura 1.1 -



Capitulo 2

Geometria de superficies

2.1. Clasificacién de los puntos de una superficie genérica

Tipos de puntos en Superficies genéricas. Cada punto p de una superficie S genérica encajada
en el espacio proyectivo (o afin o Euclidiano) se clasifica de acuerdo al maximo orden de contacto

que tienen las rectas tangentes a S en p.

Una recta tangente L a la superficie S en un punto p € S es llamada direccién asintética si el
orden de contacto de la recta L con la superficie S en el punto p es mayor que dos. Una curva
contenida en la superficie S es llamada curva asintética, si en cada uno de sus puntos la recta

tangente a la curva es asintética.

A un punto p € S se le llama eliptico si, en p, toda recta tangente a S tiene orden de contacto
igual a dos, es decir, si ninguna recta tangente a S en p es direccion asintética. A un puntop € S
le llamamos parabélico si existe una tinica recta asintética en T),5, el plano tangente a S en p. Un

punto p € S es llamado hiperbdlico si en T,S hay exactamente dos direcciones asintéticas.

Al conjunto H de puntos hiperbélicos de S se le llama dominio hiperbdlico. De manera similar,
el dominio eliptico es el conjunto E de puntos elipticos de la superficie S. El conjunto P de los
puntos parabdlicos forma una curva no singular llamada curva parabélica. Los dominios elipticos

e hiperbdlicos estdn separados por la curva parabdlica.

Un punto parabdlico p € S es llamado genérico si la tinica direccién asintética tiene orden
de contacto igual a tres con la superficie en p. En un punto parabdlico genérico su tinica recta

asintética es transversal a la curva parabdlica.

Un punto parabdlico p € S es llamado punto parabélico especial y es denotado con PE, si la

direccion asintética tiene orden de contacto igual a 4 con la superficie en p.

11
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Un punto hiperbdélico es llamado genérico si el orden de contacto de cada una de las direc-

ciones asintéticas es igual a 3.

Un punto hiperbélico p es llamado de inflexién si al menos una de las direcciones asintéticas
tiene orden de contacto al menos cuatro con la superficie en p. La curva flecnodal de la superficie S

esta formada por el conjunto de puntos de inflexién de la superficie.

Un punto de inflexién p es llamado genérico si sus dos direcciones asintéticas tienen orden

de contacto con la superficie igual a cuatro e igual a tres.

Un punto de inflexién p es llamado hiperbélico especial si el orden de contacto de cada direcciéon

asintética con la superficie es igual a cuatro en p.

Un punto de inflexién p es llamado de bi-inflexién si el orden de contacto de las dos direcciones

asintéticas en p con la superficie es igual a cinco y tres.

En un punto parabdlico especial p la direccién asintética es tangente tanto a la curva para-

bélica como a la curva flecnodal en p.

Formas normales de Platonova. Para cada una de las clases de puntos, O. A. Platonova [58]
e independientemente E. E. Landis [46] encontraron formas normales bajo la accién del grupo
de transformaciones proyectivas, del 5-jet del germen que describe localmente a una superficie

genérica.
El siguiente teorema fue demostrado por Platonova en 1981.
Teorema 2.1 ([58]) En el espacio de superficies compactas no singulares en RP® hay un subconjunto

abierto G, denso en todas partes, tal que para toda superficie S € G el germen en cada uno de sus puntos
es equivalente al germen de la grdfica de alguna de las siguientes formas normales.

Clase Forma Normal Restricciones p-jet  Codimension
Eliptico X2+ y? 2 0
Hiperbdlico genérico xy +ax® + 17, a#0 3 0
Parabdlico genérico Y+ 28 3 1
Inflexion genérico xy+ 1P+ xt + hady 4 1
Parabdlico especial y? + X2y + oxt v#0,1 4 2
Hiperbélico especial ~ xy + x* + ax®y + bxy® + cy* c#0 4 2
Bi-inflexién xy+ 12 £ 3y + Y dx>y do #0 5 2

Los elementos del subconjunto abierto G, el cual consiste de superficies compactas no sin-

gulares, es el conjunto de superficies genéricas.
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Todas estas clases de puntos ya eran conocidas al final del siglo XIX dentro de la geometria

enumerativa de superficies algebraicas complejas, principalmente en los trabajos de A. Cayley,
H. Zeuthen y G. Salmon [64].

Debido a que el orden de contacto es invariante por transformaciones proyectivas, las clases

de puntos descritas anteriormente son invariantes mediante transformaciones proyectivas.

Formas normales de D. A. Panov. Consideremos al espacio afin real con un sistema de coorde-
nadas fijo, digamos {(x, y,z)}. El grupo de transformaciones afines de IR® acttia sobre el espacio
de 3-jets de superficies z = f (x, y) co-orientadas (orientadas con respecto a la orientacién po-
sitiva de IR®). Diferentes 6rbitas de dicha accién corresponden a diferentes tipos de puntos de
superficies. Para clasificar estas 6rbitas, D. A. Panov estudi6 la accién sobre el espacio de 3-jets
del siguiente grupo de transformaciones.

Sea Af f; el grupo de transformaciones lineales T : R*> — R® que preservan la orientacion
de R? y que dejan invariante al semiespacio superior {(x, y,z) € Rz > 0}. Sea J el espacio de
k-jets de superficies tangentes al plano z = 0 en el punto (0,0, 0).

Un punto p en una superficie no singular en R® se llama degenerado si la segunda forma

fundamental de la superficie en p es cero.

Teorema 2.2 ([55]) EI espacio |5 se descompone en 22 6rbitas mediante la accion del grupo Af f; de
transformaciones lineales. La sigquiente tabla reiine una lista completa de representantes de las 6rbitas de
codimension 0,1,2,3 y 4.

Orbita de codimension 0 1 2 3 4
Elipticos + (% + y* + x°) +(x* + %)
Hiperbélicos (- +2°) | xxy+2° | -y
Parabdlicos 7+ 20 | 2 +ay? | 2%+ 2%y +x°
Degenerado x(2+y?) | P (x+y)

A los puntos representados por los jets + (x? + y* + x°) los llamamos elipticos genéricos y a los

puntos representados por los jets + (x* + y?) los llamamos elipticos especiales.

Las orbitas que son representadas por los jets en la columna de codimension cero corres-
ponden a los puntos elipticos genéricos e hiperbodlicos genéricos. Por su parte, las 6rbitas que
estdn representadas por las formas normales +xy + x> corresponden a puntos en los que las cur-
vas asintéticas tienen curvatura cero y las formas normales +y? + x° respresentan a los puntos
parabdlicos genéricos. Los puntos hiperbdlicos especiales y parabdlicos especiales son repre-
sentados por las formas normales x? — y* y £x? + xy?, respectivamente. Las Orbitas representadas
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en la columna de codimensién tres corresponden a puntos de creacién y desaparicion de puntos

parabdlicos especiales, elipticos especiales e hiperbdlicos especiales en familias a un pardmetro.

En la tabla del teorema 2.2 aparecen 20 de las 22 érbitas de la accién del grupo Af f;, las
dos orbitas restantes son una de codimensién 5 y otra de codimensién 7. Dichas 6rbitas sélo
aparecen en familias de superficies a varios parametros. Por ejemplo, la 6rbita de codimensién

7 ocurre en familias de superficies a 5 pardmetros.

La clase de los puntos elipticos especiales fue encontrada por D. A. Panov en [55] donde

ademds, los caracteriz6 de la siguiente manera:

Proposicién 2.1 Los puntos elipticos especiales tienen la propiedad de que el polinomio cuadrditico P,

de su 3-jet es positivo definido (o negativo definido) y el polinomio ciibico P3 es un miiltiplo de P,.

2.2. Campos de direcciones asintéticas en superficies genéricas

En el complemento del dominio eliptico de una superficie genérica S en R* (o en RI®), las
rectas asintéticas definen dos campos de direcciones continuos (ver el trabajo [67] de R. Uribe).
Estos campos son llamados campos de direcciones asintéticas y sus curvas integrales son las curvas

asintéticas de la superficie S.

Notemos que los campos de direcciones asintéticas de superficies genéricas no tienen puntos

singulares, mientras que en superficies arbitrarias éstos si pueden tener puntos singulares.

Comportamiento topolégico de las curvas asintéticas en una
vecindad de un punto parabélico genérico. Las curvas asint6-
ticas de una superficie genérica se agrupan en dos familias, cada
una de éstas es tangente a uno de los campos de direcciones

asintdticas de la superficie.

En una vecindad de un punto parabélico genérico, las curvas

asintdticas son difeomorfas a una familia de pardbolas semict- Ei -
bicas de la forma u* = v + ¢ ([42] y [4] pdg. 27). Las dos ramas - rigura 21—
de cada pardbola semictbica provienen de una familia distinta

de curvas asintéticas (ver figura 2.1).

Las curvas asintéticas, en una vecindad de un punto parabolico especial, se comportan

topolégicamente de tres maneras distintas. La figura 2.2 ilustra dichos comportamientos. Para
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mostrar el por qué las curvas asintéticas tienen estos comportamientos topoldgicos introducimos

lo siguiente.

(b)

— Figura 2.2 — Comportamiento topolégico de los campos de direcciones asintéticas en una

vecindad de un punto parabdlico especial.

La superficie A en el espaco de 1-jets. Sea S una superficie genéricaen R? (oen RP?) y g € Sun
punto parabdlico especial. En un subconjunto abierto V' C S de g, la superficie S es descrita con
la grafica de una funcién diferenciable f : U ¢ R? — R. Realizando un cambio de coordenadas
apropiado, podemos suponer que 0 = f(0,0) = £,(0,0) = f,(0,0) y que la direccién asintética
en (0,0) coincide con el eje x. En particular, 4 = (0,0, 0).

La diferencial de la proyecciéon 7 (x,y,z) = (x,y) de S en el plano {(x, y)} lleva cada uno de
los campos de direcciones asintéticas de S en un campo de direcciones sobre U. Estos campos
de direcciones estan definidos por la ecuacion fi (x, y) dx* + 2fy, (x, y) dxdy + f,, (x, y)dy* = 0.

A esta ecuacion le asociamos la ecuacion diferencial implicita

d
F,yp) = for G y) + 2oy (5, )P + PPfyy (x,) = 0, dondep = =2,

: . d . . , .
El espacio de variables x,y,p, con p = %, es conocido como el espacio de 1-jets de funciones
y (x). En este espacio, la ecuacion F = 0 define una superficie A. Como S es genérica, la superficie

A es no singular (ver [22], [15] y [13]).

Sea ¢ : A — {(x,y)} la proyeccion que asigna, a cada punto (x, y,p) € A el punto (x, y). Un
punto sobre la superficie A se llama regular si no es punto critico de ¢. Un punto t € A que no es
regular es llamado singular de A. El criminante de la ecuacién implicita F = 0, estd formado por
el conjunto de puntos singulares de A. Este conjunto es una curva diferenciable encajada en el

espacio de 1-jets. La imagen del criminante bajo ¢ es llamada la curva discriminante.

Notese también que la proyeccién m lleva la curva parabdlica de S en la curva discriminante.
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Campo de direcciones sobre A. En ocasiones es conveniente estudiar los campos de direccio-
nes de la ecuacion F = 0, no en el plano p = 0, sino como un solo campo de direcciones sobre la

superficie A. Para construir este campo de direcciones introducimos lo siguiente.

La 1-forma a = dy — pdx determina en el espacio de 1-jets un campo de planos llamado el
campo de planos de contacto. El plano de contacto en un punto t del espacio de 1-jets es el plano
cuyos puntos son los vectores con origen en t que anulan a la forma a. En particular, cada plano

de contacto contiene una recta paralela al eje p.

En cada punto t € A, la interseccién del plano de contacto en ¢ con el plano tangente T:A
a A es una recta tangente a A o todo el plano T;A. De esta manera, el campo de planos de
contacto determina un campo de direcciones sobre A, el cual es diferenciable en una vecindad
de cada uno de los puntos donde el plano de contacto no coincide con el plano tangente a A. En
particular, este campo es diferenciable en cada punto regular de la ecuacién F = 0. En puntos
regulares, la diferencial de la proyeccion ¢ lleva el campo de direcciones tangente a A en los

campos de direcciones determinados por la ecuacién diferencial implicita F = 0.

En cada punto del criminante hay dos planos verticales: el plano tangente a la superficie y el
plano de contacto. Estos planos son distintos si t es un punto del criminante tal que 7t (qb (t)) es
parabélico genérico y coinciden si 7t (qb (t)) es parabolico especial. Asi, el campo de direcciones
tangente a la superficie A, obtenido por la estructura de contacto, es diferenciable salvo en los
puntos ¢ tales que 7! ((1) (t)) es parabdlico especial. En este caso, t es un punto singular del
campo de direcciones tangente a A.

De esta manera, a cada punto parabdlico especial g4 € S le hemos asociado un punto singular
del campo de direcciones tangente a A. Como S es genérica, estos puntos singulares son sélo
del tipo foco, nodo y silla (figura 2.3).

Hay tres tipos de puntos parabdlicos especiales (ver [22], [10], [42], [21]). Cada tipo se
distingue de acuerdo al tipo de punto singular que le corresponde en el campo de direcciones
sobre A. Las figuras 2.2 (a), 2.2 (b) y 2.2 (c) ilustran el comportamiento cualitativo de las curvas
asintéticas en una vecindad de un punto PE. A los puntos PE que son como en la figura 2.2 (a) el
correspondiente punto singular en A es del tipo silla, los puntos PE como en la figura 2.2 (b) les
corresponde un punto singular del tipo nodo y los puntos PE de la figura 2.2 (c) les corresponde

un punto singular del tipo foco.

Indice de un punto PE. A cada punto parabdlico especial p se le asocia el valor 1 0 —1 de la
siguiente manera. Decimos que el indice del punto PE p es +1 si el campo de direcciones sobre la

superficie A asociado al campo de direcciones asintéticas tiene un punto singular del tipo nodo
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o foco. El indice del punto PE p es —1 si el campo de direcciones sobre la superficie A tiene un

punto singular del tipo silla.

Indice -1 Indice +1 Indice +1

— Figura 2.3 — Indice de un punto PE de acuerdo al tipo de punto singular en A.

Una definicién alternativa de indice de un punto PE es la siguiente (ver [8] y [67] para esta
definicioén). En una vecindad de p contenida en la curva parabdlica, elegimos un vector en la
direccion del dominio hiperbélico sobre cada una de las rectas asintéticas de dicha vecindad.
Si los vectores apuntan hacia donde esta situado el punto PE p, decimos que p tiene indice +1.
Si los vectores apuntan hacia el lado contrario donde estéa situado el punto PE p, decimos que p
tiene indice -1 (figura 2.4).

[

Dominio Eliptico | | Dominio Eliptico |

Indice +1 Indice -1
— Figura 2.4 — Indice de un punto PE

La figura 2.2 (a) corresponde a un punto PE con indice -1. Mientras que las figuras 2.2 (b) y
2.2 (c), corresponden a un punto PE con indice 1.
1
4 2/
para describir los valores de v para los cuales el punto (0, 0,0) es un punto parabdlico especial

En [67], R. Uribe us6 la forma normal de Platonova G, (x, y) = y; —x*y +vxt, conv # 0

de indice 1 0 -1 de la superficie z = G, (x, y).

Proposicién 2.2 ([67]) Un punto PE es de indice positivo si y sélo siv > 3. Un punto PE es de indice
negativo si y sélo si v < 1.
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Dominios hiperbélicos y elipticos localmente convexos. El dominio eliptico de una superficie
no singular es localmente convexo en la vecindad de un punto PE p si la proyeccién de una vecindad
eliptica de p al plano tangente T,S, desde algtn punto exterior a T,S, es localmente convexo.
Es decir, la recta tangente a la curva parabdlica en un punto de ésta se proyecta en una recta
que localmente esta dentro de la proyeccién del dominio hiperbélico. El dominio hiperbdlico es
localmente convexo en la vecindad de un punto PE si la recta tangente de la curva parabdlica en p se

proyecta en una recta que localmente estd dentro de la imagen del dominio eliptico.

Dominio eliptico Dominio hiperbdlico
localmente convexo localmente convexo

. . A
Indice negativo indice positivo

| o . [ [ - |

- Figura 2.5 — Relacién entre dominios localmente convexos e indices de los puntos PE.

Proposicién 2.3 ([67]1) En un punto PE el dominio hiperbélico es localmente convexo si y sélo siv > 3.

El dominio eliptico es localmente convexo si y sélo si v < 1.

Teorema 2.3 ([1]) i) Si p es un punto PE de indice positivo, entonces el dominio hiperbélico es localmente

conovexo.

ii) Existen puntos PE de indice negativo tales que el dominio hiperbdlico es localmente convexo.

Teorema 2.4 ([67]) Siun punto PE es de indice negativo y el dominio hiperbélico es localmente convexo

entonces % <v<i.

Ejemplo 2.1 ([67]) Los puntos PE en una superficie algebraica genérica de grado 3 en RP?

tienen indice negativo.
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2.3. Superficies duales de superficies genéricas.

Espacio proyectivo dual y superficie dual. El espacio dual RP?Y de RP? es el espacio formado
por todos los planos de RP2. La superficie dual de una superficie S C IRP® es la superficie
SY c RP?Y formada por el conjunto de los planos tangentes a S. La funcién T : RP> — RP®"

que envia la superficie S en su dual S es llamada la aplicacion tangencial.

Las singularidades que pueden aparecer en la superficie dual de una superficie genérica
S son curvas de autointerseccién de S¥, aristas cuspidales y puntos del tipo cola de golondrina 6

swallowtail de SV (figura 2.6).

— Figura 2.6 -

Lema 2.1 ([66]) La aplicacion tangencial lleva el dominio hiperbélico (eliptico) de S € RP? en el dominio
hiperbélico (eliptico) de S¥ C RP*. Lleva curvas asintéticas de S en curvas asintéticas de S¥. La curva
parabdlica de S es llevada en la arista cuspidal de SV y los puntos PE en puntos singulares del tipo cola

de golondrina.

Planos bitangentes a una supertficie y curva conodal. Un plano bitangente de S es un plano
que es tangente a S en al menos dos puntos distintos. La curva conodal de S es la cerradura en S

del conjunto de puntos q € S tales T,S es un plano bitangente.

La curva conodal es tangente a la curva parabdlica inicamente en los puntos PE. Ademas, en
una vecindad agujerada de un punto PE p contenida en S, la curva conodal permanece dentro

del dominio hiperbélico de S o bien dentro del dominio eliptico de S.

Lema 2.2 ([67]) En una vecindad de un punto PE p, excepto p, la curva conodal estd contenida en el
dominio eliptico (hiperbdlico) de S si y sélo si p es un punto PE de indice +1 (indice -1).

Lema 2.3 ([66]) La curva de autointerseccion de la superficie dual proviene, mediante la aplicacion

tangencial, de la curva conodal de una superficie suave S.
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Swallowtails elipticos e hiperbélicos. La superficie dual puede ser de dos tipos distintos en
los puntos singulares del tipo cola de golondrina. Un punto swallowtail en SV se llama hiperbélico
(eliptico) silocalmente la curva de autointerseccion de SV estd contenida en el dominio hiperbélico
(eliptico) de S".

Teorema 2.5 ([67]) Un punto swallowtail hiperbélico es el dual de un punto PE con indice -1. Un punto
swallowtail eliptico es el dual de un punto PE con indice +1.

2.4. Antecedentes al estudio de curvas Hessianas

Un problema en dimensién dos andlogo al problema de puntos de inflexién de curvas planas.
El teorema de Mobius afirma que cualquier curva que sea una perturbacién de una recta
proyectiva en el plano proyectivo tiene al menos 3 puntos de inflexién. V. I Arnold realiz6 la

siguiente observacion (ver [9]).

El andlogo multidimensional de un punto de inflexion de una curva plana, es la curva
parabélica de una superficie contenida en el espacio proyectivo junto con el conjunto de

puntos parabélicos especiales sobre dicha curva.

Recordemos que en el espacio proyectivo dual de RP® a la curva parabdlica de una superficie
S en RP? le corresponde una arista cuspidal en la superficie dual de S. A cada punto parabélico
especial le corresponde en la superficie dual, un punto singular de tipo cola de golondrina. Con
el propésito de encontrar un resultado andlogo al teorema de Mobius en el caso de superficies

en RP?, una pregunta que resulta es la siguiente:

(Cual es el nimero minimo de aristas cuspidales y el nimero minimo de puntos singulares
del tipo cola de golondrina que tiene la superficie dual de una superficie que proviene de

perturbar un plano proyectivo en RP??

En otras palabras, ;cudl es el nimero minimo de componentes conexas de la curva parabélica
y cudl es el nimero minimo de puntos PE que tiene una superficie que proviene de perturbar

un plano proyectivo en RP??
En el caso de superficies algebraicas ctbicas, B. Segre mostr6 lo siguiente.
Teorema 2.6 ([65]) El niimero de componentes conexas de la curva parabdlica de una superficie alge-

braica genérica de grado tres homeomorfa a RP? es al menos cuatro y el niimero de puntos PE es igual a

seis.
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Por medio de experimentos computacionales, F. Aicardi observé que la distribucién de
los puntos PE en las cuatro componentes de la curva parabdlica de superficies ctibicas era
0+1+2+3=6, como en la figura 2.7. E. Shustin prob¢, usando el método de Segre, que ésta es la
Unica distribucién posible de los puntos PE en la curva parabdlica de cualquier superficie ctibica
genérica homeomorfa a RP? (ver [9]). Asi, el andlogo en el caso de superficies del teorema de

Moébius parecia ser la siguiente conjetura.

— Figura 2.7 — Distribucién de los puntos PE en las componentes conexas de la curva parabdlica

de una superficie ctbica

Conjetura de Aicardi [9] (ver también [6], problema 1995-3). El ntiimero de componentes
conexas de la curva parabdlica de una perturbacion genérica del plano proyectivo en RP? es al
menos cuatro, mientras que el ntimero de puntos PE es al menos 6. Ademads, cuando tinicamente
hay 4 componentes conexas y 6 puntos PE, la distribucién de los puntos PE es 0+1+2+3=6y

cada una de las cuatro componentes conexas de la curva parabdlica es la frontera de un disco.

Con respecto a la primera parte de la conjetura de Aicardi, en 1997, V. I. Arnold [8] estudi6
superficies obtenidas de perturbaciones de un plano proyectivo en RP?. El resultado que obtuvo
es que para dichas perturbaciones el nimero de componentes de la curva parabdlica es al menos

cuatro.

Contraejemplo de Panov a la conjetura de Aicardi. En 1998, D. A. Panov [56] encontr6 un
ejemplo de una superficie no singular en RP?, con la propiedad de que la curva parabdlica
de esta superficie es conexa. Panov obtuvo esta superficie perturbando un plano proyectivo
real dentro de RP. Este ejemplo descarta la parte correspondiente al ntimero de componentes

conexas de la curva parabdlica en la conjetura de Aicardi; sin embargo, permanece vigente la
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parte de la conjetura sobre el ntiimero de puntos PE. El ejemplo de Panov no descarta esta parte
de la conjetura de Aicardi, pues en la curva parabdlica de la superficie que Panov exhibe hay 12

puntos PE.

Debido al contraejemplo de Panov, la conjetura de Aicardi se transforma en el siguiente
problema (ver [6] problema 1998-2). ; Puede una superficie genérica en RP° tener menos de seis
puntos PE? Si el ntiimero de puntos PE es menor a 6 ;puede el nimero de componentes de la

curva parabdlica ser menor a cuatro?

Teoremas de Panov sobre superficies ctibicas. En los siguientes teoremas sélo se considera
el caso de superficies ctibicas genéricas en IRP®, pues es necesario que su complejificacion sea
una superficie cibica compleja que contenga 27 lineas complejas en posiciéon general; es decir,
cualesquiera dos de las 27 lineas se intersecan y si dos de estas lineas se intersecan en un punto

p, entonces ninguna otra linea de las 27 pasa por p.

Teorema 2.7 ([55]) Si S C RP® es una superficie cubica difeomorfa a RP?, entonces tiene 3 puntos
hiperbélicos especiales y 6 puntos elipticos especiales. La suma del niimero de los puntos parabélicos
especiales en cualquier componente de la curva parabdlica de la superficie y el niimero de puntos elipticos
especiales rodeados por esta componente es 3. Un plano proyectivo tangente a S en un punto eliptico
especial interseca a la superficie en una recta proyectiva. Los puntos hiperbélicos especiales son los puntos

de interseccion de dos rectas proyectivas contenidas sobre la superficie.

Teorema 2.8 ([55]) Sea S C RP® una superficie ciibica consistente de dos componentes conexas. En este
caso, una de las componentes es difeomorfa a la esfera y la otra al plano proyectivo. La componente conexa

difeomorfa a la esfera contiene exactamente 6 puntos elipticos especiales.

Conjetura de Panov sobre superficies cubicas [55]. Cualquier superficie ctibica S € RP®
difeomorfa a RP? tiene al menos 6 puntos parabélicos especiales, al menos 6 puntos elipticos

especiales y al menos 3 puntos hiperbolicos especiales, contados con multiplicidad’.

2.5. Geometria afin dela grafica de una funcién polinémica real

Puntos elipticos, parabdlicos e hiperbélicos en graficas de funciones polinémicas. En este

apartado consideraremos f un polinomio de grado n en R [x, y] y su gréfica

Sp= {(x,y,z) eR¥|z-f(xy) = 0}.

1Para esta definicién de multiplicidad ver [55].
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La clasificacién de los puntos (x,y, f (x,y)) de S; en elipticos, parabélicos e hiperbdlicos,
puede ser dada también por medio del signo que toma el polinomio Hessiano de f, Hessf =
fuxfyy = xzy en (x, y).

Definicién. Un punto p = (x, y, f (x, y)) es hiperbélico si el polinomio Hessf es negativo en (x, y).
El punto p es parabdlico si Hessf es cero en (x, y) y el punto p es eliptico si Hessf es positivo en
(x, y).

Como la proyeccién 7t (x, y, z) = (x, y) de la superficie Sy al plano {(x, )} es un difeomorfismo
entre estas dos superficies, podemos identificar los puntos de la grafica de f con los del plano
{(x,y)}. Asi, al punto (x,y) le llamaremos hiperbélico (o eliptico) si (x,y, f(x,y)) es un punto

hiperbélico (o eliptico) de S¢. En el caso del conjunto de puntos parabdlicos tenemos lo siguiente.
Definicién. La curva Hessiana de f € R[x, y] es el conjunto de ceros del polinomio Hessf (x, y).

De manera equivalente, la proyeccién ortogonal de la curva parabdlica de Sy al plano {(x, y)}

es la curva Hessiana de f. En particular, estas dos curvas son difeomorfas.

Sip =(x,y,f(x,y)) € Sy es un punto PE, la recta tangente a la curva parabélica de Sf en p es

su direccion asintética y la proyeccién ortogonal de esta recta es tangente a la curva Hessiana
en (x,y).
Definicién. Un punto (x, y) en la curva Hessiana es llamado punto parabdlico especial o punto PE

si el punto (x, y, f (x, y)) es un punto PE de la superficie Sy.

Contando componentes de la curva Hessiana. Dentro del estudio de la geometria afin de la
gréfica de una funcién polinémica real es interesante saber el nimero de componentes conexas
compactas y no compactas que puede tener su curva Hessiana. Si la curva Hessiana de f es no
singular y contiene al menos una componente no compacta, el nimero maximo de componentes
conexas compactas que puede tener es (2n — 5) (n — 3) y el ntimero méximo de no compactas, es
2n — 4. Mientras que si la curva Hessiana de f es no singular y compacta, el nimero maximo
de componentes conexas que puede tener es (2n — 5) (n — 3) + 1. En efecto, todas estas cotas se

obtienen de manera directa de las cotas de Harnack para curvas proyectivas (teorema 1.1).

Existen ejemplos de curvas Hessianas compactas de un polinomio f de gradon =3y n =4
con exactamente 1 y 4 componentes conexas. El ejemplo de una curva Hessiana de grado 4 con
cuatro componentes conexas fue exhibida por A. Ortiz y F. Sotille en [54]. Los ejemplos que se
conocen para valores de n > 5 no realizan la cota de Harnack. En efecto, la cota de Harnack para
los valores n = 5,6,7 es 11,22 y 37, respectivamente, mientras que el niimero de componentes
conexas de curvas Hessianas compactas de grado n (para valores de n = 5,6,7) que se han

exhibido hasta ahora son 8,11 y 15, respectivamente.
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En el caso de curvas Hessianas no compactas de grado n > 4, los ejemplos conocidos [54]
no alcanzan simultdneamente las cotas superiores (21 —5) (n — 3) y 2n — 4. Por ejemplo, si el
grado de f es 4, los ejemplos que se conocen toman los valores (2,4) y (3,2), donde los primeros
nameros dentro de cada paréntesis corresponden al nimero de componentes compactas y los
segundos nimeros representan el niimero de componentes no compactas. Las cotas superiores
en este caso son (3,4). Para n = 5, las cotas superiores son (10, 6) mientras que los ejemplos que
se han exhibido tienen (6,4) y (7,2) componentes conexas.

Conjuntos de Zariski en el espacio de polinomios reales de grado < n. El conjunto de
polinomios f € R[x, y] de grado n se descompone en dos subconjuntos que son mutuamente

excluyentes. Uno de estos subconjuntos tiene la siguiente propiedad.

Teorema 2.9 ([34]) El conjunto de polinomios de grado n cuya curva Hessiana es de grado 2n —4, forma

un abierto de Zariski dentro del espacio de polinomios reales de grado menor o igual que n.

El segundo de los subconjuntos es el cerrado de Zariski, formado por polinomios con curva
Hessiana de grado menor que 2n — 4. Usando resultados de la teoria cldsica de invariantes,
es posible describir explicitamente este cerrado de Zariski (ver por ejemplo, [31] y [50] o la

proposicion 5.1).

Teorema 2.10 El polinomio Hessiano de un polinomio f, real o complejo, es de grado menor que 2n—4 si
y sélo si f,, la componente homogénea de grado n de f, es la enésima potencia de un polinomio homogéneo
lineal.

La curva Hessiana proyectiva asociada a una funcién polinémica. Vamos ahora a considerar
la extensién natural del plano afin al plano proyectivo real y la proyectivizaciéon de la curva
Hessiana de f.

Definicién. Sea H (x, y,z) el polinomio homogéneo con coeficientes reales que se obtiene al
homogeneizar el polinomio Hessf. Esto es, tal que H (x,y,1) = h(x,y) = Hessf (x,y). Ala curva

H (x,y,z) = 0le llamamos la curva Hessiana proyectiva de f.

Al espacio de superficies algebraicas Sy que son la grafica de una funcién polinémica f €

R [x, y] de grado n lo denotamos con S".

Definicién. Dado f € R[x, y] de grado n > 4, la superficie algebraica S? de grado n es genérica
en el espacio §" si el germen de S¢ en cada punto p € Sy es equivalente al germen de la superficie
definida por alguna forma normal de Platonova (Teorema 2.1) y si la curva Hessiana proyectiva

es no singular en RP2.
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Cuando f € R[x, y] es un polinomio de grado n = 3, decimos que Sy es genérica en el espacio
&P si la curva Hessiana proyectiva asociada a f es una curva algebraica no singular en RP? de
grado 2n — 4 y cada uno de los puntos de Sy pertenece a uno de los tipos eliptico, hiperbélico
genérico, parabdlico genérico, parabdlico especial 6 a alguno de los siguientes tipos.

(5") Un punto p es de inflexion si tiene exactamente dos direcciones asintéticas; una de las
cuales tiene orden de contacto con S, en p, igual a tres y la otra tiene orden de contacto

mayor o igual a cuatro.

(6") Un punto p es hiperbélico especial si tiene exactamente dos direcciones asintéticas, las cuales

tienen orden de contacto con S, en p, al menos cuatro.

Si la superficie Sy es genérica, entonces la curva Hessiana de f es de grado 2n — 4. Ademas,
sila curva Hessiana de f es no vacia, el conjunto de puntos hiperbdlicos y el de puntos elipticos

de S f forma un abierto no vacio de S f-

Notemos que atin cuando f sea un polinomio de grado n y su curva Hessiana sea una curva
no singular de grado 2n — 4, los campos de direcciones asintéticas asociados a f pueden tener

tangencias no aisladas con la curva Hessiana de f (ver ejemplo 2.2).

Ejemplo 2.2 Lacurva Hessiana del polinomio f (x,y) = (x* + y* —a) (x* + y* — b) € R[x, y], con
0 < a < b, eslaunién de dos circunferencias determinadas por el conjunto de ceros del polinomio
Hessf (x,y) = 4(a+b—6x* — 6y%) (a + b — 2x*> — 2y?) . Esta curva Hessiana es no singular y una
de sus componentes, la circunferencia a + b — 2x*> — 2> = 0, es una curva asintética. Esto es, la
recta tangente en cada uno de los puntos de esta componente conexa de la curva Hessiana es
asintética, y por tanto el campo de direcciones asint6ticas de Sy tiene una infinidad de tangencias

con la curva Hessiana de f.

Observacion 2.1 ([52]) La cerradura proyectiva §f C RP® de la superficie algebraica Sy no
pertenece al conjunto de superficies genéricas en RP?, pues Sy tiene puntos singulares en el

plano al infinito de RP.

Componente no acotada del complemento de una curva Hessiana compacta. Ahora, supon-
gamos que la curva Hessiana de f es compacta. En este caso, el complemento de la curva
Hessiana en IR?, contiene una componente conexa la cual no es acotada. A la cerradura, en R?,
de la componente no acotada del complemento de la curva Hessiana de f en IR? la denotamos

con C,. La frontera de C, son los 6valos exteriores de Hessf = 0.
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Definicién. Decimos que C, es hiperbélica (eliptica) si sus puntos interiores son hiperbdlicos
(elipticos).
Ejemplos de polinomios con curva Hessiana compacta y C,, hiperbdlica es la siguiente.

Definicién. Decimos que f € R{x, y] de grado n > 3 es un polinomio factorizable en posicién

general si f es el producto de n polinomios reales de grado uno [y, .. ., I, tales que

1. Cada pareja derectas[; =0y [; = 0,i # j se intersecan en un punto.

2. Paracadai=1,...,n, larectal; = 0 no contiene puntos criticos de la funcion IT;.!;.

Teorema 2.11 ([52]) Sea f € R[x,y| de grado n > 3 un polinomio factorizable en posicion general.
Entonces,

1. La curva Hessiana de f es no singular, compacta, con § (n — 1) (n — 2) componentes conexas y tiene

n (n — 2) puntos parabélicos especiales con indice —1.

2. La curova flecnodal de S¢ es la curvaly - -« - - l, = 0y C, es hiperbdlica.

En [34] I. Martinez , A. Ortiz y F. Sdnchez probaron los dos resultados siguientes.

Proposicién 2.4 Supongamos que existe una linea recta L en el plano {(x, y)} que no intersecta a la
curva Hessiana del polinomio f € R[x,y]. Si f |L es un polinomio de una variable de grado impar,

entonces L estd contenida en el conjunto de puntos hiperbolicos de f.

Con el siguiente teorema, los autores de [34] dan condiciones bajo las cuales se garantiza

que C, sea hiperbdlica.

Teorema 2.12 Sea f = Y., fi € R[x, y| un polinomio de grado n > 3 tal que su curva Hessiana es
compacta. Entonces se cumple:

1. Siel grado de f es impar entonces, C, es hiperbdlica.

2. Sines par, el grado de Hessf € R|[x,y] es igual a 2n — 4, £,1(0) # {(0,0)} y la curva Hessiana

proyectiva es no singular. Entonces, C,, es hiperbélica.

En el caso en que f € R[x,y| es de grado par, en [16] A. Camacho y A. Ortiz exhiben la

siguiente familia de polinomios con curva Hessiana compacta y C, eliptica.
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Teorema 2.13 Sean my, ..., my niimeros reales positivos tales que 0 < my < mp < --- < m y sea
k

f=11I (x2 + - mlz) € R[x,y] de grado 2k. Entonces, la curva Hessiana de f es no singular y
i=1

compacta; mds aiin, es la union de 2k — 2 évalos concéntricos y C, es eliptica.

Notese que la curva Hessiana de f es de grado 4k — 4 y en consecuencia, dicha curva tiene el

nimero maximo de componentes anidadas, esto es un nido de profundidad 2k — 2.

Ecuacién diferencial de direcciones asintéticas. Los campos de direcciones asintéticas de S¢

estan descritos de manera global por la ecuacién diferencial cuadratica:

I(Sf) = fur (x, y) do® + 2o, (x, y) dxdy + fy (x, ) dy? = 0.

El discriminante A (x, y) de II (S f) = 0 es el polinomio A (x, y) = —Hessf (x, y). Asi, el conjunto
de puntos en R? tales que A (x, y) < 0 es el conjunto de puntos elipticos y el conjunto de puntos

de IR? tales que A (x, y) > 0 es el conjunto de puntos hiperbélicos.

Definicion. Un punto singular® de la ecuacién I1 (S f) = 0 es un punto (x, y) € R? tal que fy, (x, y) =
fey (6, y) = fyy (x,y) = 0.

Ejemplo 2.3 Sea i € R[x, y] un polinomio homogéneo de grado n > 3. El origen (0,0) es un
punto singular de la ecuacién 11 (S;) = 0.

Observacion 2.2 Si f € R[x,y] es grado n > 3 y Sy es una superficie genérica, entonces la

ecuacion I1 (S f) = 0 no tiene puntos singulares.

Polinomios homogéneos hiperbélicos y elipticos. Un polinomio homogéneo f € R|[x, y] de
grado n > 3 es eliptico si su Hessiano es positivo fuera del origen (0,0) y cero en este punto. Un
polinomio hiperbélico es un polinomio homogéneo f € R [x, y], tal que su Hessiano es negativo
en todos los puntos de R? — {(0,0)} y cero en (0, 0). Si f es de grado n = 2, lo llamaremos eliptico

(hiperbélico) si su Hessiano es positivo (negativo) en cualquier punto de R*.

Los dos campos de direcciones asintéticas de un polinomio homogéneo hiperbdlico f estan
definidos en todo el plano R? y si n > 3, el origen (0, 0) es el tnico punto singular de los dos
campos de direcciones. El indice de Poincaré de cada uno de los dos campos de direcciones
asintéticas en el punto (0, 0) es el mismo y serd denotado con Indy, (0).

De acuerdo a la clasificacién de los puntos de una superficie regular S en R® por medio de su curvatura
Gaussiana, un punto (x,y) € S en el que la segunda forma fundamental II (S f) es la forma cuadratica cero es un

punto umbilico plano de S.
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Teorema 2.14 ([2]) Sea f, € R|[x,y] un polinomio homogéneo hiperbdlico de grado n con k factores
lineales reales. Entonces, 1 — % = Indy, (0). Ademds, si n es par, entonces Indg, (0) es un entero menor o

igual que cero. Si n es impar, entonces Indg, (0) € 3 + Z y es menor o igual que 1.

El teorema 2.14 fue demostrado por V. Arnold. En el mismo articulo, él demostré ademds
que el espacio de polinomios homogéneos hiperbdlicos de grado n = 3 y 4 es conexo, mientras
que el espacio de polinomios homogéneos hiperbdlicos de grado 6 es disconexo. Ademas, hiz6

la siguiente conjetura.

Conjetura 1 ([2]) Elniimero de componentes conexas del espacio de polinomios homogéneos hiperbélicos
de grado n crece respecto a n, al menos como una funcion lineal de n.

Definicién. Decimos que un polinomio homogéneo f, € R [x, y] de grado = es factorizable si f,
es igual a un producto de n polinomios reales homogéneos de grado 1, I3, ..., I, € R[x, y], tales
que las rectas I; = 0 y [; = 0 son distintas, sii # j.

Ejemplo 2.4 Una clase particular de polinomios homogéneos hiperbdlicos de grado n > 3,
son los polinomios homogéneos factorizables (ver [24]). El espacio de polinomios homogéneos

hiperbdlicos de grado n = 3,4 coincide con el conjunto de polinomios homogéneos factorizables.

Ejemplo 2.5 Para cada ntimero natural k, el polinomio Q% (x, y) = (x* + 12)" es un polinomio

homogéneo eliptico (ver [2] y [53]).

Teorema del indice en el disco. Sea M C R® una superficie regular orientada positivamente
y sea X un campo de direcciones tangente a M, el cual es diferenciable salvo en los puntos
singulares los cuales son aislados. Sea p € M un punto singular de X y y : [0, 1] — M una curva
simple cerrada, orientada de acuerdo a la orientacién de M, tal que la regién D, acotada por y,
es simplemente conexa y p es el tinico punto singular en la cerradura en M de D. Consideremos
v(t),t € [0,1] un campo de vectores en la direccién de X, continuo en el intervalo (0, 1). Sea 6 (t)
el angulo entre el vector tangente a y en y () y el vector v (t). Si X (fy) es tangente a y en y (ty)
decimos que la tangencia es interior si existe un intervalo (€ — ty, t) + €) C [0, 1] en el que el &ngulo
O (t) es creciente. Decimos que la tangencia es exterior si existe un intervalo (€ — to, to + €) C [0,1]

en el que el dngulo O (t) es decreciente.

Si el namero de tangencias de X en y (I) es finito, entonces el indice de Poincaré del campo
de direcciones X en p, denotado con Ind (p), es [38]:
i—e

I?’ld(p) =1+ T,
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donde i es el ntimero de tangencias interiores sobre y y e es el nimero de tangencias exteriores
sobre y. Esta descripcion del indice es conocida como la férmula del indice de Poincaré para el disco.

Una generalizacién de esta férmula a otras superficies con frontera es la siguiente.

Teorema de Poincaré-Hopf para superficies con frontera. Consideremos una superficie M con
frontera, no singular, orientada positivamente y X un campo de direcciones continuo y tangente
a M. Sea p un punto en la frontera de M tal que X (p) es tangente a My y : (—€,€) — JdM una
curva diferenciable que recorre a y (=€, €) en la direcciéon positiva y tal que y (0) = p. Decimos
que p es un punto de tangencia interior si el angulo 0O (t) entre y7 () y v (t) es creciente, donde v (t) es
un campo vectorial continuo tangente a X en y (t). De manera andloga, un punto p en la frontera
de M es un punto de tangencia exterior si X es tangente a la frontera de M en p y el angulo O (t) es
decreciente.

Teorema 2.15 ([59]) Sea M superficie no singular, orientable y con frontera. Sea X un campo de direc-
ciones continuo y tangente a M con un niimero finito de puntos singulares &1, ..., &, tal que ninguno
de éstos pertenece a la frontera de M. Supongamos que en la frontera de M hay un niimero natural i de
tangencias interiores y un niimero natural e de tangencias exteriores. Entonces,

k .
;Ind (&) = x ) + %
Campos de direcciones asintéticas en la compactificacién de R? con un punto. En [35], L.
Hernédndez, A. Ortiz y F. Sanchez consideraron la compactificacion con un punto del plano R?.
Este punto es llamado punto al infinito y es denotado con oo. La compactificacién de IR? con un
punto es homeomorfa a la esfera unitaria $% de R®. Debido a ésto, consideramos a S*> como la

compactificaciéon de R? con el punto al infinito oo, al que identificamos con el punto (0,0, 1).

Para estudiar las curvas asintéticas en una vecindad de oo, consideraron el cambio de coor-
denadas ¢ : IR?\ {(0,0)} — RR?\ {(0,0)} definido por

(p(u,v):( “ v )

u? + 02’ u? + 02

Con el cambio de coordenadas ¢, a partir de la ecuacién 11 (S f) = ( obtuvieron una ecuacién
diferencial cuadratica, denotada con II (S f) = 0. Esta nueva ecuacién es polinémica y su parte

homogénea de menor grado se obtiene de la parte homogénea de mayor grado de II (5 f) = 0.

Si el polinomio u? + v* no divide a ninguno de los sumandos homogéneos de la ecuacién
11 (S f) = 0, se dice que 11 (S f) = ( tiene buena multiplicidad en (0,0) .
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Denotamos con C, al subconjunto de la esfera unitaria S* que resulta de la compactificacién
con el punto al infinito de la cerradura de C,. La superficie con frontera Eu es no singular y
tiene al punto oo en su interior. La frontera de C, tiene tantas componentes conexas como 6valos
exteriores tiene la curva Hessiana. Denotando con N,, a tal ntimero, se sigue que la caracteristica
de Euler de (~fu esiguala y (Eu) =2-N,.

Teorema 2.16 ([35]) Sea f € R|[x,y] de grado n > 3 tal que f, es eliptico o hiperbdlico. Suponga que
ﬁ(Sf) = 0 tiene buena multiplicidad en (0,0). Entonces, la curva Hessiana de f es compacta y C,
es eliptica o hiperbélica, respectivamente. Ademds, si f,, hiperbélico, entonces los campos de direcciones

asintéticas sobre C, se extienden a C, de tal manera que oo es un punto singular aislado de i} (S f) =0.

Del teorema 2.16 tenemos que si f, es hiperbdlico, la ecuacién I (S f) = 0 define dos campos
de direcciones sobre C,. Cada uno de estos campos de direcciones tiene las mismas tangencias

en la frontera de C,,. Ademads, oo es punto singular de ambos campos de direcciones.

Proposicién 2.5 ([35]) Sea f € R|[x,y] de grado n > 3 tal que f, es hiperbélico. Supongamos que
ﬁ(Sf) = 0 tiene buena multiplicidad en (0,0). Entonces, los indices de los campos de direcciones

asintéticas de f y f, en el punto al infinito coinciden.

Teorema 2.17 ([35]) Sean f,g € R[x,y] de grado n > 3 tal que f, y g, pertenecen a la misma
componente conexa del espacio de polinomios homogéneos hiperbélicos de grado n. Si ﬁ(S f) =0y
ﬁ(Sg) = 0 tienen buena multiplicidad en (0,0), entonces el campo de direcciones asintéticas de f y g
tienen el mismo indice en el punto co.

Proposicién 2.6 ([35]) Sea f € R[x,y| de grado n > 3 tal que su grifica es una superficie genérica.
Supongase que su curva Hessiana es compacta y C, es hiperbolica. Sea Indg (oo) el indice de Poincaré-
Hopf del punto al infinito con respecto a cada uno de los campos de direcciones definidos por II (S f) =0.

Entonces,
Pi - Pe

2 4
donde P; (P,) es el niimero de puntos PE de tangencia interior (exterior).

Indy (00) =2 — N, +

Observacion 2.3 ([35]) Sea f € R[x,y] de grado n > 3 tal que f, es hiperbdlico. Supongamos
que 1 (S f) tiene buena multiplicidad en (0,0) . Entonces, Indf (o0) <1+ 4.

En 1980, T. Banchoff y R. Thom observaron lo siguiente:

Observacion 2.4 ([10]) Un punto parabdlico especial con indice -1 es un punto de tangencia

interior y un punto parabdlico especial con indice +1 es un punto de tangencia exterior.
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2.6. Otras propiedades de los puntos PE

Los puntos PE de un polinomio f € R[x,y] de grado n > 3 pertenecen a la interseccién de la

curva Hessiana de f con la siguiente curva algebraica en R%.

La curva Cs(x,y) = 0. Denotemos con X al Hessiano de f y consideremos al polinomio

Cr = for (20) =26 (ZeZy) + oy (S

Entonces, la curva algebraica Cs (x, y) = 0 en R?, tiene las siguientes propiedades [34].

1. Un punto p € RR? pertenece a la curva Cr(x,y) = 0 si y sblo si sucede alguna de las

siguientes condiciones

a) Li(p) =Ly (p) = 0.
b) El vector (Zy (p), —Xx (p)) es distinto de cero y satisface la ecuacién II (S f) =0enp.

2. Si un punto p € R? es eliptico y pertenece a la curva Cy (v, y) = 0, entonces es un punto

singular aislado de la curva C (x, y) = 0.

De la condicién 1.b) se obtiene que si la curva Hessiana es no singular, los puntos de
interseccion de Cs (x,y) = 0y X (x,y) = 0 son los puntos PE . En particular, Si S es genérica,
Cs (x,y) = Ointerseca a X (x, y) = 0 inicamente en los puntos PE. La segunda condicién implica
que la curva Cy(x,y) = 0 interseca tangencialmente a la curva Hessiana. En consecuencia, el

orden de contacto de las curvas Cs (x, ) = 0y Hessf (x,y) = 0 es par y mayor igual que 2.

Ademads de la curva C¢ = 0, también la siguiente pareja de curvas algebraicas puede ser

utilizada para localizar a los puntos PE de un polinomio f € R [x, y].

Las curvas #/(x,y) = 0y of(x,y) = 0. Cada punto PE p tiene la propiedad de que la recta
tangente a la curva Hessiana en p es una direccién asintética. En consecuencia, una condicién
necesaria y suficiente (ver [8]) para que el vector (Zy (p), —Xx (p)) genere una direccién asintética

es que pertenezca al kernel de la matriz Hessiana de f

(fxx () fuy (P)J '
foy () fuy(p)
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Sean

xr(x,y) foa Yy (0, y) = fry () Ze(,y) y
o (v, y) = fiy(y)Zy(xy) — fiy (v y) Lo (%, y)

polinomios de grado menor o igual que 51 — 7. Notemos que las curvas algebraicas » (x, y) = 0

y 05 (x, y) = 0, pasan por los puntos criticos de Hessf. Ademas, se tiene lo siguiente.

Observacién 2.5 ([8]) Si S es genérica, un punto p € R? en la curva Hessiana de f es PE si 'y

solo si pertenece a las curvas x ¢ (x, ) =0y or (x,y) = 0.

Ejemplo 2.6 La curva Hessiana Hessf = 0 del po- y
linomio f (x, y) = x (y* — x*) + y* + x* es la elipse en \ /Tt

la figura 2.8. Ademads el polinomio Hessf tiene sélo A\

un punto critico, la superficie S tiene 3 puntos PE y

las curvas x¢ (x,y) = 0, o5 (x, y) = 0 (una hipérbola

y las dos rectas) se intersecan en estos 4 puntos.
- Figura 2.8 -

Ejemplo 2.7 Las curva Hessiana del polinomio
f(x,y) = x(y* + x*) + y* + x* es una hipérbola, mien-

tras que las curvas x4 (x,y) = 0y ¢ (x,y) = 0 son ' <

una elipse y dos rectas ortogonales, respectivamen- \
te. El dnico punto PE de f se localiza en la intersec-

cién de la elipse con una de las ramas de la hipérbola

y la recta horizontal. - Figura 2.9 -

Funciones auxiliares, andlogas a los polinomios x ¢ y ¢¢, han sido consideradas para el estudio
de ecuaciones diferenciales cuadréticas binarias, por ejemplo en los trabajos de L. S. Challapa
[19], [18] y de manera mds general, en ecuaciones diferenciales implicitas por ]J. W. Bruce en [14].

Cotas superiores para el nimero de puntos parabélicos especiales. Los puntos de una su-
perficie algebraica compleja genérica pueden tener 1 6 2 dos direcciones asintéticas. Los puntos
con una direccién asintética forman una curva no singular y son llamados parabélicos. En este
contexto, un punto parabdlico es llamado especial si la tinica direccién asintética que hay en el

punto, es tangente a la curva paraboélica. V. S. Kulikov demostr6 el siguiente resultado.



FORMAS DIFERENCIALES CUADRATICAS 33

Teorema 2.18 ([43]) Cualquier superficie algebraica genérica S de grado n encajada en el espacio pro-
yectivo complejo tiene 2n (n — 2) (11n — 24) puntos parabélicos especiales.

Este ntimero es una cota superior para el nimero de puntos parabdlicos especiales de

superficies algebraicas genéricas en RP?.

En el caso de superficies algebraicas Sy que son gréficas de funciones polinémicas, con
f € R[x,y] de grado n > 3, A. Ortiz demostr6 en [52] que 2 (n — 2) (51 — 12) es una cota superior
para el nimero de puntos PE de la gréfica de un polinomio real de grado n. En 2012, I. Hernédndez,
A. Ortiz y FE. Sadnchez [34] modificaron esta cota superior reduciéndola a la mitad:

Teorema 2.19 ([34]) Cualquier superficie Sy genérica en R que es la grdfica de un polinomio de grado
n, tiene a lo mds (n — 2) (5n — 12) puntos PE.

Esta cota superior para el niimero de puntos parabdlicos especiales es realizable para n = 3.
Por ejemplo, cualquier polinomio f = f; + fo + f3 € R[x, y] de grado 3 con Sy genérica y tal que
f3(x, y) es el producto de tres factores reales lineales distintos, tiene una curva Hessiana con 3
puntos PE. Sin embargo, si n > 4 no se conocen ejemplos de polinomios con curvas Hessianas

de grado 2n — 4 y con exactamente (1 — 2) (5n — 12) puntos PE.

Teorema 2.20 ([35]) Sea f € R|[x,y] de grado n > 3 tal que su grdfica es una superficie genérica,
fn (x, y) es hiperbélico y tal que ﬁ(S f) = 0 tiene buena multiplicidad en (0,0). Si la curva Hessiana es
convexa, entonces en la frontera de la componente no acotada C, hay a lo mds n (3n — 14) + 18 puntos

parabdlicos especiales.

En [54] se encontré un polinomio f de grado 4 tal que

su curva Hessiana es compacta, con 4 6valos y tal que C,, es

hiperbélica. En [35], se probé que la curva Hessiana de f es T . |
convexay que en la frontera de C,, hay 10 puntos parabdlicos (\ Wy > <

especiales, siendo 10 el valor de n (3n — 14) + 18 paran = 4. \/*x T
Utilizando las curvas x(x,y) = 0y o7(x,y) = 0 (curvas E— |

amarilla y verde), en la figura 2.10 se ilustra la distribucion

de los puntos PE en los 6valos de la curva Hessiana de f — Figura 2.10 -

(curva azul).
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Apéndice al capitulo 2

En la seccién 2.5 se defini6 el concepto de superficie genérica para graficas de funciones poli-
némicas, con el propésito de detallar este concepto, introducimos lo siguiente. Una referencia

para el material de este apartado es [4].

Variedad de k—jets. Sean M y N dos variedades diferenciables y f : M — N una funcién

diferenciable.

Definicién. La variedad de k—jets de funciones de M en N, la cual denotamos con J* (M, N), es el

conjunto de k—jets de las funciones diferenciables f : M — N, en cada uno de los puntos de M.

Definicién. Sea f : M — N una funcién diferenciable. La extension de f a k—jets es la funcién
que a cada x € M le asocia el k—jetde f enx: J*f : M — J*(M,N), J*f (x) = Jtf.

Consideremos los siguientes conjuntos dentro de la variedad J* (R? R).

Sea ¥, el conjunto de extensiones a k—jets de funciones f : R* — R tales que (g, f (7)) es un
punto eliptico o un punto hiperbélico genérico de la superficie z — f (x,y) = 0. Entonces, X es

una subvariedad de J* (R?, R) de codimensién cero en [ (R%, R).

Sea ¥, el conjunto de extensiones a k—jets de funciones f : R*? — R tales que (g, f (7)) es
un punto parabélico génerico o un punto de inflexién genérico de la superficie z — f (x, y) = 0.

Entonces, X; es una subvariedad de J* (IR?, R) de codimensién uno.

Sea X, el conjunto de extensiones a k—jets de funciones f : R? — R tales que (g, £ (9)) es
un punto parabdlico especial, un punto de bi-nflexién o un punto hiperbélico especial de la

superficie z — f (x, y) = 0. Entonces, ¥ es una subvariedad de J* (IR?, R) de codimensi6n 2.

Decimos que un punto p = (g, f (q)) es degenerado si f.. (q) = fx, (q) = f,y (q) = 0 6 sila suma
del orden de contacto de sus dos rectas asintéticas es mayor que ocho 6 si el 4-jet de f se agrupa

como un cuadrado perfecto.

Sea ¥; el conjunto de extensiones a k—jets de funciones f : R*> — R tales que (g, f (7)) es
un punto degenerado. Entonces, ©; es una subvariedad de J* (R?,R) de codimensién mayor o

igual que 3.

Definicién. Una variedad diferenciable se llama estratificada si se ve como la unién finita de
subvariedades disjuntas entre si, llamadas estratos, y que satisfacen la siguiente condicién: la
cerradura de cada estrato E contiene a E mismo y a los estratos cuya dimensién es menor que
la dimension de E. Decimos que una funcién es transversal a una subvariedad estratificada si es

transversal a cada estrato.
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Ejemplo 2.8 La variedad J* (R? R) es una variedad estratificada en la que los estratos son las
variedades Xy, X1, Xp y Zg.

Definicién. Decimos que la grafica de una funcion diferenciable f : R> — R estd en posicion
general sipara cada punto (g, f (9)) = p € S se tiene que el k—jet de f en g, con k > 4, es transversal
a la variedad estratificada J* (R,R)=LyUX; UX, UL,

Teorema 2.21 (Fuerte de Transversalidad de Thom) Sea M una variedad diferenciable y C una sub-
variedad de J* (M, N). EI conjunto de funciones f : M — N tales que sus extensiones a k—jets son
transversales a C es un conjunto denso en todas partes, el cual se obtiene como la interseccion numerable
de conjuntos abiertos del espacio de funciones diferenciables de M en N.

Corolario. EI conjunto de grificas de funciones diferenciables f : R> — R en posicién general es es
un conjunto denso en todas partes, el cual se obtiene como la interseccion numerable de conjuntos abiertos
del espacio de funciones diferenciables de R* en R.
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Capitulo 3

Formas diferenciales cuadraticas binarias

3.1. Formas diferenciales cuadraticas

En esta seccién S denotara una superficie diferenciable conexa y orientable.

Definicién. Decimos que 1 es una forma diferencial cuadrdtica de clase C" sobre S si para cada punto

p € S se cumple que:
1) 1(p) es una forma cuadrética sobre el espacio tangente T),S.

2) Hay una carta coordenada ¢ : UC S — R? con p € U, y funciones A, B, C de clase C" en

@ (U), tales que en estas coordenadas, ) tiene la forma

A(x,y)dx* + 2B (x,y) dxdy + C (x, y) dy*. (3.1)

Etiquetando las dos rectas de n(p) " (0). Sea p € S tal
que 17(;9)_1 (0) es la unién de dos rectas transversales de

una forma diferencial cuadrética 1. Denotamos con L; (1) (p)

O

n(P)(@)<o

(respectivamente con L (17) (p)) a la linea recta contenida en A
1

17(5,1)_1 (0) caracterizada como sigue [32]. Sea C C T,S una

circunferencia con centro en p, de radio lo suficientemente
d2

pequefio y orientada positivamente. Un punto g estd en la 5 \a
interseccion CNL, (1) (p) (respectivamente en CNL, (1) (p)) si Y e \ rs
existe un arco abierto (41, 42) contenido en C con g en (41, 42)
tal que la forma cuadratica 1) (p) es positiva (respectivamente )

— Figura 3.1 -

negativa) en el subarco (q1,9) y negativa (respectivamente

positiva) en el subarco (g, q,) (ver figura 3.1).

37
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De esta manera, cada forma diferencial cuadrética define dos campos de direcciones en el

conjunto de puntos p tales que 17 (p)~" (0) es la unién de dos rectas transversales.

Definicién. Sea 1 una forma diferencial cuadratica. Un punto p € S es llamado punto singular

de nsin(p)” (0) = T,S. Al conjunto de puntos singulares de 1 los denotamos con Sing (1)).

Observacién 3.1 Ademas de los puntos p € S tales que 1(p)”" (0) = T,S, otros autores también
consideran que un punto p € S es un punto singular de una forma cuadrdtica 1 sin (p)”" (0) consiste
de una sola recta, y que ademas ésta sea tangente a la curva B> — AC = 0 (ver [19] pag. 159).
En este escrito, un punto singular de una forma cuadratica 1 es un punto p que satisface la

definicién anterior, es decir, un punto en el que 1 (p) ™" (0) = T,S.

Definicién. Una forma diferencial cuadratica n de clase C" es llamada positiva si para todo punto

p € S el subconjunto 1 (p) " (0) de T,S es launién de dos rectas transversales o todo el plano T,S.

Cada forma diferencial cuadratica positiva 7 tiene asociada la terna {77 (1), %2 (), Sing ()},
llamada la configuracion asociada a n, donde Sing(n) es el conjunto de puntos singulares de
ny F1(n) y F2(n) son dos foliaciones sobre S, transversales entre si en S\Sing (). Estas se
distinguen de acuerdo a lo siguiente. La foliacién 77 (1) (respectivamente %5 (1)) es tangente a
la recta Ly (1) (p) (respectivamente a L, (17) (p)) para cada punto p en S\Sing (n).

Definicién. Sea ¢ : S; — S, un difeomorfismo de clase C'*! entre dos superficies regulares
conexas orientadas y 1 una forma diferencial cuadratica C" sobre S;. Denotamos con ¢ a la
forma diferencial cuadrética C" en S, tal que para cada g € S, y cada vector v € T,S; esta definida

por

() (@) @) = (67 @) ((do;") @)

Observacion 3.2 ([28]) Sea 1 una forma diferencial cuadratica positiva definida en S;. Sean
Fi(n),i = 1,2 las foliaciones definidas por la forma cuadratica n. Si ¢ : S; — S, es un difeo-
morfismo entre dos superficies regulares conexas orientadas y si A : S — R es una funcién

diferenciable que no se anula, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. o(Fi(n) =7 (qb*n) en el conjunto de puntos donde ¢ preserva la orientacion.
2. o(Fi(n) = Fai ((Z)*T)) en el conjunto de puntos donde ¢ invierte la orientacion.
3. Fi(A-n) =TFi(n) si A es una funcién positiva.

4. F:(A-n) = Fs-i(n) si A es una funcion negativa.



EXTENSION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL CUADRATICA BINARIA A LA RECTA AL INFINITO 39

Observacién 3.3 ([30]) Sear unaforma diferencial cuadratica C" definida en S. Son equivalentes
las siguientes propiedades
1. La forma diferencial cuadratica 1 es positiva.

2. Para cada punto p € S existe una carta coordenada ¢ : U € S — R? tal que si ¢* (1) =
A (x,y)dx® + 2B (x, y) dxdy + C (x, y) dy?, entonces B2 — AC > 0 en ¢ (U) y (B> = AC)”' (0) =
A1 (0)NB1(0) N C1(0).

3. Para todo punto p € S, la propiedad 2 se cumple para cada carta coordenada alrededor de

p.

3.2. Extension de una ecuacion diferencial cuadratica binaria a
la recta al infinito
Ecuaciones diferenciales cuadriticas binarias polinémicas. Sean A,By C € R[x, y] polino-

mios del mismo gradom > 1. A cada forma diferencial cuadratican = A (x, y) dx*+2B (x, y) dxdy+
C (x, y) dy? sobre IR?, le asociamos la siguiente ecuacién diferencial cuadrdtica binaria

A(x,y)dx* + 2B (x,y)dxdy + C (x, y) dy* = 0. (3.2)

En algunas ocasiones vamos a escribir la ecuacién (3.2) en su forma matricial:

A(X,]/) B(X,y) dx —
(dx dy)(B(x,y) C(x,y)][d]/)_

Definicién. A la funciéon B> — AC se le conoce como el discriminante de la ecuacion (3.2) y a la

curva B? — AC = 0 le llamamos curva discriminante de la ecuacion (3.2).

Definicién. A un punto (xo, o) € R? le llamamos punto singular de la ecuacién (3.2) si (xo, o) es

un punto singular de la forma diferencial cuadrética (3.1).

Notemos que (xy, o) € R? es un punto singular de la ecuacién (3.2) si y solo si
A (%o, Yo) = B (x0, o) = C(xo0, Yo) = 0.

En el conjunto de puntos (x, y) € R? tales que (B*> — AC) (x, y) > 0, la ecuacion (3.2) define dos

campos de direcciones continuos. Estos campos de direcciones son transversales en el conjunto
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B?> — AC > 0 y coinciden en cada punto (x,y) de la curva B> — AC = 0. A estos campos de
direcciones los denotamos con L; () y L, () de acuerdo a lo siguiente. En cada punto p tal que
(B> = AC) (p) > 0, larecta L; (1)) (p) (respectivamente L, (1)) (p)) es la recta que pertenece al campo
de direcciones L; (1) (Lz (17)).

Los puntos singulares de la ecuacion (3.2) estan todos en la curva B> — AC = 0 y ademas
son puntos singulares de los dos campos de direcciones L; (17) y L, (7). Si un punto singular p
es aislado y existe una vecindad U de p tal que para todo g € U\ {p} se tiene (B> — AC) (g) > 0,
entonces el indice de Poincaré en p con respecto a cada uno de los campos de direcciones coincide.
Notese ademds, que existen ecuaciones diferenciales cuadraticas con un punto singular aislado
py tal que (B> — AC)(g) < 0 para todo g € U\ {p}, con U un abierto de R? que contiene a p.

Las curvas integrales del campo de direcciones L; (1) (respectivamente de L, (1)) definen en
el conjunto {(x, y) € ]R2| (B> - AC)(x,y) > O} una foliacién 77 (1) (respectivamente una foliacion
%2 (n)). Nos referiremos a estas foliaciones como las foliaciones definidas por la ecuacion (3.2) o la
forma diferencial (3.1).

Sea 11 = 0 una ecuacion diferencial cuadrética definida en R* y ;(17),i = 1,2 las foliaciones
definidas por n = 0. Notemos que si ¢ : U — V es un difeomorfismo entre dos abiertos conexos
deR?*ysiA: U — Resuna funcién diferenciable que no se anula en U, entonces las foliaciones
asociadas a las ecuaciones diferenciales A - 1 = 0 y ¢*'n = 0 satisfacen las condiciones 1 a 4 de la

observacién 3.2.

Ecuaciones diferenciales cuadraticas binarias positivas. A la ecuacién (3.2) la llamamos po-

sitiva si la forma diferencial cuadrética (3.1) es positiva.

Ejemplo 3.1 Silos polinomios A, B, C € R [x, y] satisfacen que A = —C y las curvas algebraicas
reales B (x, y) = 0y C(x, y) = 0 se intersecan en un ntiimero finito de puntos, entonces la ecuacién
diferencial

—C(x,y)dx* + 2B (x,y)dxdy + C (x, y) dy* = 0

es positiva y tiene un numero finito de puntos singulares en IR?. En efecto, la funcién B> + C? es

el discriminante de esta ecuacién diferencial cuadratica y es no negativa.

Ejemplo 3.2 Si f es un polinomio homogéneo hiperbélico de grado mayor o igual que tres,
entonces la ecuacion diferencial de direcciones asintéticas 11 (S f) = 0 es positiva. En este caso,

el origen es el tinico punto singular de II (S f) = 0.
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Proyecci6n central del plano sobre la esfera 3°. Con el
proposito de extender las curvas integrales de la ecuacion
(3.2) al plano proyectivo real y estudiar su comportamiento
en una vecindad de la recta al infinito, vamos a utilizar la
proyeccion central del plano sobre la esfera $%. Para ésto,

vamos a identificar al plano IR? con coordenadas {(x, y)} con

el plano de ecuaciéon w = 1 en R® = {(u, v, w)}. La proyeccion
central del plano w = 1 sobre la esfera unitaria $*, asocia a cada

punto x = (x, y,1) dos puntos antipodas s; (x) y sz (x) sobre la esfera. Estos puntos son definidos

por
1 1
s (x) = W (x,y,1) vy s2(x) = _WX) (x,y,1)
donde ;
d(x) = (1+x2+y2)§.

La proyeccion central define un difeomorfismo entre el plano w = 1 y el hemisferio superior
(respectivamente, con el hemisferio inferior). Esto nos permite identificar la recta al infinito con
el ecuador de la esfera. Por lo tanto, el comportamiento de la ecuacion (3.2) en una vecindad de

infinito puede ser estudiado en una vecindad del ecuador de la esfera.

En 1990, Victor Guifiez demostro la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1 ([28]) Sea C una forma diferencial cuadritica polinomial positiva en R?. La proyeccion
central induce una forma diferencial cuadrdtica s; (C) en el hemisferio norte de la esfera y una forma

n+4 estas

diferencial cuadrdtica s}, (C) en el hemisferio sur. Después de haber multiplicado por el factor w
formas diferenciales cuadrdticas se extienden a una forma diferencial cuadrdtica analitica p definida sobre

toda la esfera.
Algunas propiedades de la forma diferencial cuadrética p son las siguientes.

Observacién 3.4 ([28]) Las foliaciones asociadas a C son enviadas por la proyeccién central en
el hemisferio norte y en el hemisferio sur, en las dos foliaciones asociadas a la forma diferencial

p. Ademads, los puntos singulares de C se proyectan en la esfera en puntos singulares de p.

Observacién 3.5 ([28]) En cada punto p en el ecuador de la esfera, p~! (0) satisface una de las
siguientes dos posibilidades. La primera es que p~' (0) es una linea recta en T,5?, la cual es
tangente al ecuador de $%. En este caso, el ecuador es una curva integral de p en una vecindad
de p. La segunda posibilidad es que p™* (0) coincide con T,5%, por lo que p es un punto singular

de p.
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Observacién 3.6 ([28]) Sea p un punto singular de p en el ecuador de $* y ¢ = —p su punto
antipoda (g es también un punto singular de p). Sean V' y —V vecindades lo suficientemente
pequefias de p y g, respectivamente. Sean U> el hemisferio superior y U? el hemisferio inferior
de $* y H;, H, las foliaciones asociadas a p. Si m es par, entonces en V N U3 (y en V N U2)
las foliaciones H; y H, tienen el mismo comportamiento que en —V N U2 (respectivamente en
-V NnU3). Si m es impar, en V N U2 (y en V N U?) las foliaciones H; y H, tienen el mismo
comportamiento que en —V N U2 (respectivamente, en —V N U3).

Observacioén 3.7 SiC = A (x, y) dx*+2B (x, y) dxdy+C (x, y) dy* con A, By C € R [x, y] polinomios
del mismo grado, la proposicion 3.1 es cierta atn si  no es positiva en R?. Las foliaciones
asociadas a ( estan definidas sélo en {(x, y) € ]RZ| (B> - AQ) (x,y) > 0}, siendo éste, en general,
un subconjunto propio de R%. En consecuencia, las foliaciones asociadas a la forma diferencial
p, estan definidas en la proyeccion central de {(x, y) € ]Rz| (B> -AC)(x,y) > O}.

Para construir, a partir de C, la forma diferencial p de la observacién 3.7, con el mismo método
empleado por Guifiez en [28], vamos a inducir una forma diferencial cuadratica analitica sobre

$2. Para ésto, vamos a usar la notacién matricial de la ecuacién (3.2).

Sea (1,v, w) un punto en la esfera unitaria $* C R?, con w # 0. La proyeccion central lleva a
un punto (x, y, 1), que pertenece al plano w = 1, en el punto (1,9, w) € §, de tal manera que las

coordenadas del punto (x, y, 1) y las del punto (1, v, ) satisfacen las igualdades

u v
X =— =—.
RURE A
De estas ecuaciones tenemos que
wdu — udw
dx = ————,
2
)
wdv — vdw
dy = —2.
)

En forma matricial, estas igualdades son escritas de la siguiente manera
du
dx 1w 0 -u
dy |~ @0 o —v ol
Y dw
Asi, al sustituir x, y, dx y dy en la forma diferencial cuadrética (3.1) obtenemos

1 @ 0N BY(w 0 —u)| ™1
(E)(du do dw)| 0 (B c](o . _U] do (E) (3.3)

—-u -0 dw
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Donde A = A(x,y) = A(” v) B=B(x,y)= ( ,%)yC:C(x,y):C(l %)

Ahora, para eliminar denominadores en A, B y C multiplicamos a la forma (3.3) por "

y por w* para eliminar el factor ;. Al desarrollar los productos de las matrices intermedias

obtenemos:
w?A* w’B* —w (UA* + vB*) du
(du dv do) W*B* W?C* —wWB +oC) ||dv]. (3.4)
—w (A" +vB*) —w B +0vC*) u?A* + 2uvB* + v*C*)\dw
Donde
A" = A (u,v,w)= ’”A(E 2)
w’ w
B = B (u,0,0)= '“13(E 3)
w' @
C o= Cwow)= mc(E 3)
w’ w

Definicién. Un punto (i, vy, wo) en la esfera $* es llamado punto singular de la forma dife-

rencial (3.4) si las funciones que definen a esta forma diferencial se anulan simultdneamente en

(l/lo, Do, Cl)())-

La forma diferencial (3.4) en cartas coordenadas de la esfera. Consideremos el atlas de la

esfera $? dado por el conjunto

{(qf)i,ul) (s UL)|i=1,2, 3}

Donde U., es el subconjunto de $* con la i-ésima coordenada positiva y ¢; es una funcion definida

en U’ de la siguiente manera
Qbi (]/1/ ]/2/ ]/3) = 1/]/1 (y]/ ]/k)/i * ]/l * k/] < k

De manera similar, U’ es el subconjunto de puntos de $* con la i-ésima coordenada negativa

y 1; es una funcién definida en U! con la regla de correspondencia
lybi (yh yZI ]/3) = 1/% (yk/ y])ll *+ ]IZ * k/] <k.

La expresion local, en el abierto U3, de la forma diferencial cuadratica inducida en $* es la
forma diferencial cuadratica (3.1). Esto es debido a que ¢ es la inversa de la proyeccién central
restringida al hemisferio norte. En U? la expresion local de la forma diferencial cuadrética

inducida en $? es la misma forma (3.1) salvo el factor (-1)">
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En el abierto U?, la expresion local de la forma diferencial cuadrética inducida en $* se

obtiene de la forma diferencial cuadratica (3.1) mediante el cambio de coordenadas (3.5).

1
(u,w) > (E, —). (3.5)
w w
En efecto, para el cambio de coordenadas (3.5) tenemos que
gy = wdu — thda)’

(dw)

dy = - da -

(dw)

Al sustituir dx y dy en la forma diferencial cuadratica (3.1) obtenemos la siguiente forma dife-

rencial cuadratica.

(d P ) Ww?A* (1, w) - (B (u, w) + uA* (u, )) du (3.6)
o —w (B (u, w) + uA* (1, 0)) 12A* (u, w) + 2uB* (u, w) + C* (u, w) |\dw | '
Donde A* (4, w) = (;’) 3)) B (u,w) = (;‘) i)yC* (u,w) = (Z,%)

En U2 la expresion local de la forma diferencial cuadrética inducida en $? es la misma forma
diferencial cuadrética (3.6) salvo el factor (—1)"". Este comportamiento, fue observado por
Guinez en [28].

En el abierto Ul, la expresion local de la forma diferencial cuadratica inducida en $* se

obtiene de la forma (3.1) mediante el cambio de coordenadas (3.7).

(v, w) (l, 3). (3.7)
W w
En efecto, para el cambio de coordenadas (3.7) tenemos que
dx = —d—wz,
(dw)
wdv — vdw
dy = ————.
(dw)

Con el cambio de coordenadas (3.7) se tiene la siguiente forma diferencial cuadratica.

?*C* (v, w) —w (B* (v, ) + vC* (v, w)) dv
(0 40)| _, 3 0,0 +5C (0,0)) 2°C (0,0) + 208 (1,) + 4 (5 a)))( J (38)
En este caso A* (v, w) = ’“A(w w) B (v, w) = (w w) y C* (v, w) = (3} :))

Sobre U! la expresion local de la forma diferencial cuadratica inducida en $° es la forma
(3.8), salvo el factor (-1)" 2.

Con esto, termimamos con la construccién de la forma diferencial cuadratica analitica p
sobre $°.
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Observacién 3.8 Es un cdlculo directo ver que el discriminante de las ecuaciones asociadas a
las formas (3.6) y (3.8) es w?* (A*C* — (B*)?). En cada caso, el polinomio A*C* — (B*)? corresponde
a deshomogeneizar respecto a las variables v y u, respectivamente, el polinomio obtenido de

homogeneizar el polinomio AC — B? con respecto a la variable w.

Se sigue de la observacion 3.8 que la recta w = 0 en el plano de coordenadas {(1, w)} (respec-
tivamente en el plano de coordenadas {(v, w)}) pertenece al discriminante de la ecuacién (3.6)

(respectivamente de la ecuacion (3.8)).

Proyeccion central de las foliaciones que define una forma diferencial cuadratica. Sea C
una forma diferencial cuadrética tal que { (v, y) € ]R2| (B> - AQ) (x,y) > O} # (0 y tal que la curva
AC — B? = 0 es no singular. Sean 7 y %3 las dos foliaciones que define { y H; y H, las dos

foliaciones asociadas a la forma p.

Observacion 3.9 Si el grado m de los polinomios A,B y C es impar, tanto en el hemisferio
norte como en el hemisferio sur, la foliacion H; (respectivamente #) es la proyeccién central
de la foliacién ¥; (respectivamente 75). Si m es par, en el hemisferio norte la foliacién H;
(respectivamente H) es la proyeccion central de F; (respectivamente 7, ) mientras que en el
hemisferio sur H; (respectivamente H) es la proyeccion central de ¥, (respectivamente 77),

(ver figura 3.2).

Demostracién. La observaciéon 3.9 es consecuencia de lo siguiente. Primero, la proyeccién
central del plano R? sobre la esfera preserva la orientacion en puntos del hemisferio superior
y cambia la orientacién en puntos del hemisferio inferior. Esto puede ser verificado facilmente
pues los cambios de coordenadas (3.5) y (3.7) tienen Jacobiano positivo si w > 0, y tienen
Jacobiano negativo si w < 0. Segundo, para obtener la forma (3.4) a partir de la ecuaciéon (3.2)

tuvimos que multiplicar primero por el factor w* y luego por el factor ™. Asi, si m es par,

m+4 m+4

entonces w™™ es positivo si w # 0. Pero si m es impar, entonces w""* es positivo si w > 0y es

negativo si w < 0. Asi, la observacion 3.9 se sigue de la observacién (3.2). m

En las expresiones locales de la forma diferencial cuadrética p definida en $?, 1a observaciéon

3.9 es la siguiente.

Observacién 3.10 Sean G; y G, las foliaciones definidas por la forma diferencial (3.6). Para
cada i € {1, 2} fijo, se tiene que si m es impar, entonces G, se obtiene mediante el cambio de
coordenadas (3.5), de la foliacién ¥; correspondiente a la forma diferencial (3.2). Si m es par,
para valores positivos de w, la foliacién G; se obtiene mediante el cambio de coordenadas (3.5)

de la foliacién ¥;, mientras que para valores negativos de w, G; se obtiene de la foliacién ¥;_;
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/////////

///////////

=

— Figura 3.2 — Las foliaciones 77 y > y sus correspondientes proyecciones H; y H, sobre la

esfera. A la izquierda el caso con m impar y a la derecha el caso con m par.

mediante el cambio de coordenadas (3.5). Se tiene una situacién andloga para la ecuacién (3.8)
y el cambio de coordenadas (3.7).

La observacién 3.9 fue demostrada por V. Guifiez en [28] para el caso en el que C es una
forma diferencial cuadratica positiva. La prueba de la observacién 3.9, es en esencia la misma
que en el caso cuando C es positiva. Esto es debido a que la restriccion de { a cada componente
conexa de {(x, y) € 1R2| (B> - AC)(x,y) > 0} es una forma diferencial cuadrética positiva.

Proyeccion central de puntos singulares de la ecuacién (3.2). Notemos que las entradas de la

matriz de 3 X 3 en la forma (3.4) son polinomios homogéneos de grado m + 4.

Observacién 3.11 Sea (xo, /o) un punto singular de la ecuacién diferencial (3.2). Entonces, la
matriz de 3 X 3 en la forma (3.4) se anula en los puntos antipodas correspondientes al punto
(%0, Yo) via la proyeccién central.

Demostracién. Para mostrar ésto, basta ver que las funciones A*, B* y C* se anulan en un punto

(19, vy, wp), €l cual se obtiene de un punto singular (xo, /o) mediante la proyeccién central. En

efecto, si (xo, Yo) = (Z—?}, Z—%) es un punto singular de (3.2), entonces

= C()OmA (X(), yo) =0.

A" (i, 90, @) = @A ( th % )

C()O’ wo

Para las funciones B* y C* es andlogo y asi se tiene la observacién. m
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Puntos singulares de la ecuacién (3.4) en la recta al infinito. La siguiente proposicion deter-

mina los puntos singulares de la forma (3.4) que estdn sobre el ecuador de la esfera.

Proposicién 3.2 ([28]) Los puntos singulares de la forma (3.4) que estin en el ecuador de la esfera %2,

estdn definidos por la ecuacion polinomial:
A, (u,v) + 2uvB,, (u,v) + vV*C,, (u,v) = 0, (3.9)
donde A, By, y C,, son los polinomios homogéneos de mayor grado de A, B y C, respectivamente.

Notemos que en el ecuador de la esfera $* la forma (3.4) se reduce a
(uzA* + 2uvB* + sz*) dw? = 0.

Por lo tanto, si u?A* + 2uvB* + v*C* # 0 en un punto (1,v,0), entonces dw = 0. Lo que significa
que sip = (u,v,0) no es punto singular en el ecuador de la esfera $%, entonces p~* (0) es una linea

recta en T,5?, la cual es tangente al ecuador en p.

Debido a que s6lo vamos a considerar ecuaciones diferenciales cuadraticas del tipo (3.2) tales
que las tres funciones A, B y C tengan el mismo grado, entonces el polinomio en la ecuaciéon
(3.9) es el polinomio cero, o es producto de polinomios homoégeneos de grado 2 irreducibles en
R, o bien, tiene al menos un factor lineal real. En el primer caso, es decir, si es el polinomio cero,
todos los puntos en el ecuador de la esfera son puntos singulares de la forma (3.4). En el segundo
caso, el polinomio en la ecuacién (3.9) se anula tinicamente en el origen del plano {(#, v)}. En
consecuencia, la forma (3.4) no tiene puntos singulares en la recta al infinito. Por tltimo, si el
polinomio en (3.9), tiene al menos un factor lineal real. Entonces, los puntos singulares sobre la
recta al infinito son aislados. En particular, si m es impar, la forma (3.4) tiene al menos un punto

singular aislado en la recta al infinito.

Ejemplo 3.3 Consideremos las funciones —A (x,y) = C(x,y) = mx + ;ay y B(x,y) = bix + bay,
con aiby — aby # 0. En este caso la ecuacion (3.2) es lineal y positiva, ademds la forma (3.4) se

vuelve:
—uw’ay —vw*a, uw?by +vaw’b, (I (w,v) \(du

(du dv dcu) uw?by + v?b,  uw?ay +vw’a, —w (m(u,v))||do|,

w (I (u,v)) —w (m (u,v)) ¢ (u,0) dw
donde I (u,v) = u’ay +uv(a, —by) — v°b,,
m@u,v) = wb +uv(a +b)+ay

©W,0) = (—a)u’+ (2by — ax) u*v + (a1 + 2by) uv® + ayv°.
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El polinomio ¢ (1, v) determina el ntimero de puntos singulares en la recta al infinito w = 0.
Sea ¢ (v) = ¢ (1,0) = —a; + (2by — ay) v+ (a1 + 2b,) v* +a,0° y supongamos que ¢ (v) no tiene raices
repetidas ni raices en comtn con el polinomio b; +(a; + by) v+a,p. Entonces, las curvas integrales
de la ecuacion lineal (3.2) estan definidas en todo el plano y en una vecindad del origen son
de tipo Lemon (figura 3.3), Monstar (figura 3.4) 6 Star (figura 3.5) (ver [13] y [15]). Como el
polinomio ¢ (v) no tiene raices reales repetidas, entonces puede tener una raiz real o tres raices
reales distintas. Si s6lo tiene una, corresponde al caso Lemon y se tiene que en la recta al infinito
hay 1 punto singular. Si ¢ (v) tiene tres raices reales distintas, entonces las curvas integrales son

del tipo Star o del tipo Monstar. En ambos casos, hay 3 puntos singulares en la recta al infinito.

- Figura 3.3 - —Figura 3.4 - — Figura 3.5 -

Notemos que con la proyeccién central del plano sobre la esfera, a partir de una forma
diferencial cuadratica positiva, se obtienen dos campos de direcciones definidos sobre toda
la esfera. Cada punto singular que aparece en la recta al infinito es un punto singular de los
dos campos de direcciones construidos sobre la esfera. Esto muestra que, extender de manera
independiente dos campos de direcciones, difiere de extender simultdneamente los dos campos
de direcciones definidos por una ecuacién diferencial cuadratica positiva, ésto, al menos en el

caso con m par. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.4 El campo de direcciones constante dx = 0 se extiende al ecuador de la esfera con
tnicamente dos puntos singulares, los puntos de la forma (0, +1,0). De manera similar, los
puntos (+1,0,0) son los tinicos puntos singulares en el ecuador de la esfera de la extension del
campo de direcciones dy = 0. Pero si consideramos la ecuacién diferencial cuadratica constante
2dxdy = 0, entonces los puntos (0, £1,0) y (1,0, 0), son todos, puntos singulares de cada uno

de los dos campos de direcciones obtenidos en la esfera.

Tipos topoldgicos de puntos singulares hiperbélicos en la recta al infinito de formas diferen-

ciales positivas. Consideremos una ecuacién diferencial de la forma (3.2) positiva.

Definicién. Un punto singular p en la recta al infinito de una forma diferencial cuadratica

positiva es llamado hiperbélico si
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1. El puntopes (0,1,0) 0 (0,—1,0).Y en cualquiera de los dos casos se cumple que
% (C (0,21)) +2B,, (0,1) #0'y (B, = AuCp) (0, £1) > 0; 0 bien,

2. El punto p es es de la forma (1,0, 0) y satisface que (B2, — A,,Cy) (1,v0) > 0y (1,vp) es una
raiz simple de la ecuacién A,, (1,vy) + 2uvB,, (1, vo) + v*Cy, (1,v9) = 0.

Proposicion 3.3 ([28]) Sea (3.2) una ecuacion diferencial cuadrdtica positiva. La configuracion local en
cada punto singular hiperbélico en la recta al infinito de la extension de (3.2) es uno de los tipos que se
muestran en la figura 3.6.

N2

—

Ejemplo 3.5 La ecuacion —ydx? + 2xdxdy + ydy? = 0 tiene un punto
singular en el punto (x,y) = (0,0) del tipo lemon. Asi, los puntos

(0,0, £1) son también singulares de tipo lemon y los puntos (0, 1, 0) ”ﬂ
son puntos singulares (en el ecuador) de la forma p, ambos del tipo N

topolégico del lado izquierdo de la figura 3.6.

Ejemplo 3.6 La ecuacion —ydx? — 2xdxdy + ydy* = 0 tiene un pun-
to singular en el punto (x,y) = (0,0) del tipo star. Los puntos
(0,£1,0),+(1,1,0), y +(1,-1,0) son puntos singulares en el ecua-

dor, todos del tipo topolégico del lado izquierdo de la figura 3.6.

- Figura 3.8 -
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Ejemplo 3.7 La ecuacién —ydx? + xdxdy + ydy* = 0 tiene un punto
singular en el punto (x,y) = (0,0) del tipo monstar y su extension
tiene seis puntos singulares en el ecuador de la esfera. Los puntos
+ ( V2, 1,0) y + (— V2, 1,0) son del del tipo topoldgico del lado iz-
quierdo de la figura 3.6. Mientras que los puntos (0, +1,0) son del

tipo topolégico del lado derecho de la figura 3.6.

- Figura 3.9 -



Capitulo 4

Campos de direcciones asintéticas.

Extension a la recta al infinito

4.1. La forma diferencial cuadratica inducida por II (S f)

Sea f € R[x, y] un polinomio de grado n'y

Sf= {(x,y,z) eR|z-f(x,y) = O}

la grafica de la funcién polinémica f. Asociada a esta superficie tenemos la ecuacién diferencial

de direcciones asintéticas
1(Sf) = foe (x, y) dx* + 2fu (x, y) dxdy + fy, (x, y) dy? = 0.

En el conjunto de puntos que no son elipticos de la superficie S¢, la ecuacion diferencial
cuadrética II (S f) = (0 define a los dos campos de direcciones asintéticas, los cuales siguiendo la
notacién del capitulo anterior (pagina 37) son denotados con L, (II (S f)) y L, (II (S f)) En cada
punto hiperbélico, estos dos campos de direcciones son transversales. En el conjunto de puntos

parabdlicos de Sy dichos campos de direcciones coinciden.

Vamos a identificar a la superficie Sy con el plano real a través de la proyecciéon  : Sy — RR?,
la cual a cada punto (x, y,z) € Sy le asigna el punto (x, y) € R®. Ademds, la proyeccion n define
un atlas diferenciable de S con sélo una carta coordenada. En este sistema de coordenadas de

S¢ tenemos que I1 (S f) es una forma diferencial cuadratica definida sobre todo el plano R?.

51
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Por medio de la proyeccién central de IR? sobre la esfera $°, asociada a II (S f) tenemos la

siguiente forma diferencial cuadratica definida sobre $°.

@ fui* @ fun® —UW fr" — VO firp” du
(du do dow) W02 fis® W02 fo' U@ fr" = VW o’ dv|, @1
—UW [ — VO " —UWD fi” — VW fop” U i+ 2U0 i + 0% for” ) \dw
donde
+ * _ . mg (B O
fuu - fuu (ulvla))_w fuu(a)/w)/
s fo _.mg (B O
fuv - fuv (u/vlw)_a) fuv(a)/w)/
. . u v
fvv = fvv (u/v/w) :a)mfvv (5/ 5)

Con esta forma diferencial cuadratica buscamos obtener informacién de los campos de

direcciones asintéticas definidos por la ecuacion diferencial I1 (S f) = 0. Notemos que a partir

de la forma cuadrética (4.1) es posible obtener de manera
simple su descripcién en las cartas coordenadas (qbi, Ui) de
la esfera. El proceso para obtener tal descripcion es equiva-
lente a realizar lo siguiente. Primero omitimos en el vector
(du,dv,dw) y en su vector transpuesto la i-ésima entrada pa-
ra cadaien el conjunto {1, 2, 3}. También, en la matriz de 3 x3
de (4.1) omitimos tanto el i-ésimo renglén como la i-ésima
columna, para asi obtener una matriz de 2 X 2. Por tltimo,
deshomogeneizamos con respecto a la i-ésima variable a ca-
da uno de los polinomios en las entradas de la matriz de
2 X 2 recién obtenida. Por ejemplo, al omitir dw del vector
(du,dv, dw) y tanto el tercer renglén como la tercera columna
de la matriz de 3 X 3 y deshomogeneizar con respecto a w a

cada una de sus entradas, recuperamos a la forma II (S f). De

- Figura 4.1 -

manera similar obtenemos las correspondientes formas diferenciales cuadraticas (3.6) y (3.8).

Notemos también que la forma diferencial cuadrética (4.1) satisface las propiedades enun-

ciadas en las observaciones 3.4, 3.5, 3.6 y 3.9.

Recordemos que un punto (1, v, w) € $* que anula a la matriz de 3 X 3 de la forma diferencial

cuadrética (4.1) es un punto singular de (4.1). Cada punto singular de (4.1) es un punto singular

de los dos campos de direcciones tangentes a la esfera definidos por la forma diferencial (4.1).
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Proposiciéon 4.1 Sea f € R|x,y] de grado n > 2. El niimero de puntos singulares en el ecuador de
la esfera de la ecuacion (4.1) es iqual al doble del niimero de distintos factores lineales reales de f,, el
polinomio homogéneo de mayor grado de f. Mds aiin, los puntos singulares en el ecuador de la esfera

estdn determinados por los factores lineales reales de f,,.

La demostracion de la proposicion usa la siguiente igualdad, la cual es bastante conocida y
que se obtiene de la identidad de Euler sobre polinomios homogéneos.

Lema 4.1 Sea P (x,y) un polinomio homogéneo de grado m. Entonces se satisface que

m (m —1) P(x,y) = x*Pyy + 2xyPyy + 1 Pyy.

Demostracién. En efecto, usando el teorema de Euler en los polinomios homogéneos P, y P,

se tiene que:

(m—=1)Py = xPy+yPyy,

(m-1)P, = xP,+yP,,.

Ahora usando el teorema de Euler en el polinomio P se obtiene lo siguiente:

m(m—1)P x(m—-1)Py+y(m—-1)Py = x(xPxx + nyy) + y(xPyx + yPW)

x*P,, + 2xyPy, + yZPW.

Demostraciéon de la proposicién 4.1. Una consecuencia de la proposicion 3.2, es que los puntos
singulares en el conjunto {(u, U, w) € Szi W = O} estdn definidos por la igualdad:

2 9 (,0) + 2= £ 1,0) + P fo ,0) = O (42)
u&qun u,v ”vauavf” u,v v(%zfn u,v) =0. .

Por el lema 4.1 la igualdad (4.2) es equivalente a:
nmn-1)f,(u,v)=0.
De esta igualdad se sigue la proposicion. =

Observacién 4.1 Sea S (1, v, w) = u? fu,* (U, v, W)+ 20U f," (U, 0, W) +V* fr" (1, v, ). Usando el lema

4.1 para cada entero k € {2,...,n}, obtenemos que

S(u,v,w) = ik(k — 1)a)”_kf;< (u,v).
k=2
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De la observacién 2.2, se obtiene que si Sy es una superficie genérica y g € $* es un punto

singular de (4.1), entonces g esté en el ecuador de 5°.

Notacién 1 Vamos a denotar con Y; y Y, a los dos campos de direcciones tangentes a la esfera
definidos por la forma cuadratica (4.1). Al conjunto de puntos singulares del campo Yy, k € {1, 2}
lo denotamos con Sing (Yy).

Observacién 4.2 Sea f € R[x,y] de grado n > 3. Un punto p en el ecuador de $* es un punto
singular de la forma cuadratica (4.1) si y s6lo si p es un punto singular de los campos de

direcciones Y; y Y,.

Demostracién. Supongamos que p = (1,0,0). En la carta u = 1, los campos Y; y Y,, restringidos

al conjunto {(u, v,w) € Sz| u > O}, quedan descritos por la ecuacién
£, (1,0, w)dv* + 2wB (1,0, w) dvdw + S (1,0, w) dw? = 0. (4.3)

Donde B(1,v,w) = —uwf,,(1,v,0w) - wf,,(1,v,0) y S(1,v,w) = fu." (1,0, w) + 02f," (1,0, @) +
v foo* (1,0, w). Asi, p es un punto singular de la forma cuadrética (4.1) si y s6lo si p es un punto

singular de la ecuacién (4.3). m

4.2. Dominios hiperbélico y eliptico contenidos en IRP?

Sea f € R [x, y] un polinomio de grado n > 3 tal que su polinomio Hessiano % (x, y) = Hessf (x, y)
es de grado 2n — 4 y sea H (x, y,z) = 0 la curva Hessiana proyectiva asociada a f. Como H es de
grado par y H(x,y,1) = h(x,y), el signo de h en el punto (x, y) determina el signo de H en los
puntos f(x,y,1) € R3 con t € R — {0}. Por lo tanto, si en RP? consideramos la curva Hessiana
proyectiva y el conjunto de puntos donde H no se anula, entonces el conjunto de los puntos
[x:y:z]en RP?tales que H (x, y,z) < 0 contiene al dominio hiperbélico de f. De manera similar,
el conjunto de los puntos [x : v : z] en RP? tales que H (x, y,z) > 0 contiene al dominio eliptico
de f.

Por lo descrito en el parrafo anterior, el conjunto {[x cyiz]e ]RP2|H (v, y,2) < 0} puede

coincidir con la superficie orientable B* o puede coincidir con la superficie no orientable B~.

Esto depende directamente del polinomio Hessiano de f.
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Ejemplo 4.1 Sea S; una superficie genérica, con f € R[x,y] de
grado 7, tal que su curva Hessiana es compacta y tal que el dominio
eliptico estd acotado. Entonces el dominio eliptico estd contenido en
la superficie orientable B* y el domino hiperbélico estd contenido
en la superficie no orientable B~. En este caso, la componente no
acotada C, es hiperbdlica. Un ejemplo particular es el polinomio
f(xy) =x(x*—y*) —x*+ 7xy + 5y* + 3x + y (ver figura 4.2).

Ejemplo 4.2 Sea Sy una superficie genérica, con f € R [x, y] un poli-
nomio de grado 7, tal que su curva Hessiana es compacta y tal que el
dominio hiperbdlico estd acotado. Entonces el domino eliptico esta
contenido en la superficie no orientable B~ y el dominio hiperbélico
estd contenido en la superficie orientable B*. En esta situacién, la

componente no acotada C, es eliptica. Un ejemplo es el polinomio

f(x,y) =x* +32% + y* + 2% + xy? + i° — x* + 7xy + Sy (ver figura
43).

- Figura 4.3 -

Cuando la curva Hessiana es compacta y no singular, se tiene que la superficie no orientable

B~ contiene a la recta al infinito. A diferencia de este caso, tenemos lo siguiente.

Ejemplo 4.3 Sea f € R[x, y] de grado #, tal que S¢ es genérica y
su curva Hessiana no es compacta en R?. Entonces, ni el domi-
nio hiperbdlico ni el eliptico estdn acotados en R?, por lo que la ‘ Hessf(xy)<0

cerradura de cada uno de estos conjuntos en RP? contiene pun-

tos de la recta al infinito. Un ejemplo particular es el polinomio

f(x,y) =x(x*+y*) —x*+ 7xy + 5> + 3x + y (ver figura 4.4).
- Figura 4.4 —

Nota 4.1 Si un polinomio f € R[x, y] se escribe en la forma f (x,y) = Y.i_,, fi (x, y) para algan
entero m > 0 y de manera similar su polinomio Hessiano se escribe en la forma Hessf (x, y) =

2?252_4 hj(x,y), entonces hyy—s = hessfy, y hoy—s = hessf,.

La nota 4.1 implica que si el polinomio homogéneo de mayor grado hy,_s del Hessiano de f
tiene factores lineales reales, entonces la curva Hessiana proyectiva interseca a la recta al infinito

en tantos puntos como el namero de factores lineales reales distintos de hy,,_4.
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El teorema 4.1 nos indica como encontrar polinomios reales cuya curva Hessiana cumpla las

condiciones de los ejemplos 4.1 y 4.2.

Notese que las conclusiones del teorema 4.1 fueron establecidas en [35], pero con una hipé-

tesis adicional a las del teorema 4.1 (ver la primera parte del teorema 2.16).

Teorema 4.1 Sea f € R[x,y] de gradon > 3.

1. Supongamos que f, es un polinomio homogéneo hiperbdlico. Entonces la curva Hessiana de f es
compacta en R* y C, es hiperbdlica.

2. Si f, es un polinomio homogéneo eliptico, entonces la curva Hessiana de f es compacta en R* y C,,

es eliptica.

Demostracién. S6lo vamos a demostrar 1. La prueba de 2 es similar. De la nota 4.1 tenemos que
si escribimos al polinomio Hessiano de f como Hessf (x, y) = Zfig *1; (x, y), donde 1, (x, y) es un
polinomio homogéneo de grado j, entonces hy (x,y) = Hessfa (x,y) Y han-a (x, y) = Hessf, (x, y) .
Como f, es un polinomio homogéneo hiperbdlico, se tiene que Hessf, (x, y) no tiene factores
lineales reales. En consecuencia, la curva Hessiana proyectiva H (x, y,z) = 0 no interseca a la
recta al infinito. Por lo tanto, la curva Hessf (x, y) = 0 es compacta en R? y el signo de Hess f (x, y)

es constante en C,.

Sea [up : v : 0] un punto en la recta al infinito w = 0. Supongamos que 1y # 0 y tomemos el
punto [1 : vy : 0] como representante de [u : vy : 0]. Para verificar cudl es el signo de H en C,,
notemos que en el punto [1: vy : 0] el polinomio H (1, v, w) = 2?22_4 a)”—fhj (u,v) toma el valor
hon-4 (1,v0) = Hessf, (1,v0) . Si f, es hiperbolico, entonces el valor Hessf, (1,v,) es negativo. Asi,
el polinomio H (1, v, w) no se anula en el punto [1 : v, : 0]. Por consiguiente, existe una vecindad
en RP? del punto [1 : v, : 0] donde H (1, v, w) no se anula y tiene el mismo signo que Hess f,, (1, v)

en el punto (1,v,). =

Observacion 4.3 Para cada terna de nimeros €,d y k tales que € es un ntimero real positivo,

d e€{2,3,..}yke{01,2..]} la curva Hessiana del polinomio Nest? , = (x +y) - "1 4
Ld/2] .

I1 (x2 +y*—¢ ) es compacta en R?. Ademas, C, es eliptica.

j=1

[4/2]

Demostracién. En efecto, el polinomio [] (x* + ) es un polinomio homogéneo eliptico de
=1

grado d (ejemplo 2.5). Ademds, este polinomio es la componente homogénea de grado d del

polinomio Nest? , del ejemplo 1.1. Asi, del teorema 4.1 se tiene que C, es eliptica. m
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Corolario. Sea f € R[x,y] de grado n > 3 tal que su polinomio homogéneo f, de mayor grado se
factoriza como el producto de n factores lineales reales distintos cuyos ceros son rectas distintas. Entonces

la curva Hessiana de f es compacta y la componente no acotada de su complemento en R? es hiperbélica.

Demostracién. Si f, se factoriza como el producto de n factores lineales reales distintos, entonces

fn es hiperbdlico (ejemplo 2.4). Asi, el resultado se sigue del teorema 4.1. m

Nota 4.2 En general, el polinomio homogéneo de mayor grado de f no determina si el conjunto
de puntos elipticos (hiperbolicos) estd contenido en la componente no orientable del comple-
mento de la curva Hessiana proyectiva o si estd contenido en la componente orientable (en la

seccién 6.2 se dan algunos polinomios que ejemplifican esta nota).

Lema 4.2 Si f € R|[x, y] es un polinomio homogéneo hiperbélico, entonces f tiene al menos un factor
lineal real. Ademds, cada factor lineal real de f tiene multiplicidad 1.

Demostracién. Primero notemos que si un factor lineal de f tiene multiplicidad mayor que 1,

entonces la curva Hessiana de f es no acotada. Asi, basta probar que f tiene un factor lineal real.

Si f € R[x,y] es un polinomio homogéneo hiperbélico de grado impar entonces tiene al

menos un factor lineal real.

Ahora supongamos que f € R[x, y] es un polinomio homogéneo hiperbélico de grado par
y que f no tiene factores lineales reales. Del teorema 2.14 tenemos que 1 — £ = Ind; (0), donde k
es el nimero de factores lineales reales de f. Ademas, si 1 es par, entonces Inds (0) es un entero
menor o igual que cero. Asi, como k = 0, tenemos que Indy (0) = 1, lo cual no es posible porque
g es de grado par. m

Lema 4.3 Si f € R [x, y] es un polinomio homogéneo eliptico, entonces f no tiene factores lineales reales.

Demostracién. Supongamos que f es eliptico y tiene un factor lineal real /(x, y). Entonces
la recta determinada por la ecuacién I(x,y) = 0 en el plano z = 0, estd contenida en Sy. Asi,
para cualquier punto (x, y,0) € R tal que I (x, y) = 0, se tiene que Hessf (x,y) < 0. Esto es una
contradicién, pues f es eliptico. m

Consecuencias del lema 4.3. Todo polinomio homogéneo eliptico es de la forma f = Q;--- Qx,
para algan numero natural k, donde cada Q; € R [x, y] es un polinomio homogéneo cuadratico e

irreducible en R. En particular, si f es un polinomio homogéneo eliptico entonces f es de grado

par.

Demostracién. En efecto, si f es un polinomio real homogéneo de grado impar, entonces tiene

un factor lineal real. Asi, f no es eliptico. =
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4.3. Indice de Poincaré de los puntos singulares en la recta al
infinito

Sea f € R[x,y] de grado n tal que su curva Hessiana proyectiva H (x, y,z) = 0 es no singular
y de grado 2n — 4. Consideremos las superficies con frontera B~ y B*. Denotamos con b~
(respectivamente con b*) al interior de B~ en RP? (respectivamente de B*). Tanto b~ como
b* son una superficie no singular sin frontera. Una de ellas, b*, es orientable y la otra, b~, es no
orientable. Notemos que el polinomio H tiene signo constante en b~ y en b*. Ademas, el signo

de H en b~ es opuesto al signo que tiene H en b*.

Observacién 4.4 Sea f =Y., fi € R[x,y]| de grado n > 3. Si el polinomio homogéneo f, tiene
factores lineales mdltiples, entonces f,, y su polinomio Hessiano tienen al menos un factor lineal
comun. Si los factores lineales de f, son polinomios reales y alguno de ellos es miltiple, entonces
la curva Hessiana proyectiva de f interseca a la recta al infinito en p, el punto singular de (4.1)
determinado por el factor lineal mdltiple de f,. En este caso, no se garantiza que el indice de
Poincaré del punto singular p exista. Esto es debido a que los campos de direcciones sobre la
esfera podrian no estar definidos en todo un disco D, de radio €, alrededor del punto singular p,

para todo radio € menor que cierto numero real €, > 0 lo suficientemente pequefio (figura 4.5).

- Figura 4.5 -

- Figura 4.6 -

Ejemplo 4.4 La curva Hessiana del polinomio f (x,y) = xy* + 7x* + 2xy + y* es la parabola de
ecuacion —4y? — 8y + 28x + 24 = 0. Notemos que la regién convexa del complemento en R? de
la parabola es eliptica mientras que la otra region del complemento en R? es hiperbdélica (figura
4.6). El punto [1: 0 : 0] es un punto singular en la recta al infinito y es también el tnico punto
de la curva Hessiana proyectiva en la recta al infinito. No existe el indice de Poincaré del punto
[1:0:0] pues, las campos de direcciones asociados a la forma (4.1) sélo estan definidos en el

subconjunto de puntos de la esfera tales que H (1, v, w) < 0 (figura 4.5).
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Definicién. Sea f € R[x,y] de grado n tal que su curva Hessiana proyectiva H (x,y,z) = 0 es
no singular y de grado 2n — 4. Decimos que un punto [u : vy : 0] en la recta al infinito de RP? es
eliptico infinito, parabélico infinito o hiperbélico infinito si el signo de H en [u : v : 0] es positivo,

cero o negativo, respectivamente.

El siguiente resultado establece condiciones con las cuales los puntos singulares de la forma
(4.1) que estan en el ecuador de la esfera tienen una vecindad contenida en $* en la que estan
definidos los campos Y; y Y,. En tal caso, se tiene que existe el indice de Poincaré de cada punto
singular con respecto a cada uno de los campos de direcciones determinados por la forma
cuadratica (4.1). Por su parte, el teorema 4.2 muestra que todos los puntos singulares del campo
Yy, k € {1,2} en el ecuador de la esfera tienen el mismo tipo topolégico y el mismo indice de

Poincaré.

Lema 4.4 Sea f € R|[x, y] de gradon > 3. Supongamos que f, no tiene factores repetidos. Si (uo, vy, wo)
es un punto singular de (4.1), entonces [uy : vy : wo] es hiperbélico infinito. Mds ain, si [ug : vy : wo]
estd en b~ (estd en b*) entonces b~ N R? (b* N IR?) es hiperbélico.

Demostracién. Supongamos que @ = [u : vy : wo] estd en b~. vamos a demostrar que @ es un
punto hiperbélico infinito y que b~ N IR? es hiperbolico. La prueba para cuando @ esta en b* es
andloga. Supongamos que el punto & € b~ estd determinado por I (x, y), un factor lineal real de
fa- Realizamos un cambio de coordenadas en el plano {(x, )} de tal manera que larectal(x, y) = 0
sea la recta y = 0. Como consecuencia tenemos que @ = [1:0:0]. Como f, no tiene factores
lineales repetidos, existe un polinomio homogéneo g (x, y) que no tiene al polinomio y como

factor y tal que f; (x, v) = yg (¥, y). Es un cdlculo directo ver que Hessf, (x, y) = — (g: (x, ))*. Asi,

Hess f, (&) = Hessf,, (1,0) = — (g, (1,0))* < 0.

Dado que
2n—4
Hewwo) = ), 2n(57),
j=2m—4

se tiene que
H(®)=H(1,0,0) = hy,—4(1,0) = Hessf, (1,0) < 0.

Como H es una funcién continua, existe una vecindad U € RP? de & tal que H(g) < 0, para
todo g € U. Esto prueba que @ es un punto hiperbolico infinito y que b~ N IR? es hiperbdlico. m

Teorema 4.2 Sea f € R|x, y] de grado n > 3. Supongamos que f, no tiene factores repetidos. Entonces
todos los puntos singulares del campo de direcciones Yy, k = 1,2 que estin en el ecuador de $* son del
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tipo topolégico mostrado en la figura 4.7. Mds aiin, el indice de Poincaré del campo Y, k = 1,2 en cada
punto singular (i, vg, 0) € $* es igual a %

- Figura 4.7 -

Demostracién. La demostracion del teorema 4.2 esta basada en la siguiente idea geométrica
desarrollada por V. Guifiez en [29]. Considere un punto p en el ecuador de la esfera, el cual es un
punto singular para ambas foliaciones asociadas a (4.1). En una vecindad V c $? al rededor de p,
tales foliaciones pueden ser estudiadas por alguna de las formas diferenciales cuadraticas (3.6)
0 (3.8). Realizando un cambio de coordenadas podemos suponer que p = (1,0, 0) y en este caso
elegimos a la ecuacion (3.8), la cual estd definida en el plano {(v, )} . A las foliaciones definidas
por (3.8) las denotamos con G; y G». Sea W una vecindad pequena alrededor de p contenida en
el plano {(v, w)} . El punto clave de la prueba es que una de las foliaciones, G; por ejemplo, es
tangente en Wy = {(v, w) € W|w > 0} a un campo vectorial con un punto singular de tipo nodo
en p y es tangente en Wy = {(v,w) € W|w < 0} a un campo vectorial sin puntos singulares en
Wy. Mientras que la foliacién G» es tangente a los mismos campos vectoriales pero en W, y Wy

respectivamente. Ahora comenzaremos a desarrollar esta idea.

Sea (u9,7,0) un punto singular de la ecuacién (4.1) en el ecuador de la esfera. Salvo un
cambio de coordenadas lineal en el plano {(1, v, 0)} podemos suponer que el punto singular es
(1,0,0) € $*. En la carta de coordenadas de $* dadas por {(1, v, w)} tenemos que

* - n—i 82
ful Q0@ = ) 055k,
* - n—i 82
fir Lo,@) = ) @0"aefi(10) y

n 2
fvv* (1/ 0, C()) = Z wn_lﬁﬁ (1/ U) .
i=2

Para estudiar el comportamiento local de la extension de los campos de direcciones asinté-

ticas al rededor del punto (1,0, 0) vamos a usar la siguiente ecuacién

W’ fo' (1L,v,0) wB(1,v,w)|(dv)
(@0 dw)[ wB (1,0,0) S(l,v,w))(da))_o' (4
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donde

B (]-/ U,C()) = _fuv* (1101 CL)) - vav* (1,'(],(()),
$(1,v,0) = fu' (1,0,0) + 20 (fi" (1,0, @) + * (f" (1,0, w)) .
El origen (0, 0) del plano {(v, w)} es un punto singular de la ecuacién (4.4). En consecuencia,
este punto es singular para ambas foliaciones determinadas por la ecuacién (4.4) y los indices

de Poincaré de ambos campos de direcciones en (0,0) coinciden. Notemos que los campos de
direcciones definidos por la ecuacién (4.4) son

Ry (v,w)dv +2S(v,w)dw =0,k =1,2.

Donde S (v,w) = S(1,v,w) y

Ry (v, @) = —2wB (1,0, @) + (-1)* \/—4602 ((furt (L0, 0)) (o' (1,0, @)) = (fuo* (1,0, @))?).
También consideremos los campos vectoriales
Yk (v/ (1)) = (25 (v/ (1)) ’ Q)Tk (v/ C())) .

Donde

Ty (v,w) = -2B(1,v,w) + (—1)k \/—4 ((fuu* (1,9, w)) (fo* (1,0, w)) = (fur* (1,0, a)))z).

Las foliaciones definidas por la ecuacién (4.4) son denotadas con G, k = 1,2, respectivamente.
En efecto, estas foliaciones son tangentes a los campos de direcciones —Ry (v, @) dx+25 (v, w) dy =

0,k = 1,2, respectivamente.

Observacion 4.5 La foliacién G; es tangente al campo vectorial Y; si @ > 0 y es tangente al
campo vectorial Y, si w < 0. Respectivamente, la foliacién G, es tangente al campo vectorial Y5
si w > 0y es tangente al campo vectorial Y7 si w < 0.

Primero vamos a probar que uno de los campos vectoriales, Y; 0 Y;, tiene un punto singular
en (0,0) y el otro es localmente tangente a un campo vectorial no singular. Veremos que el signo
de uno de los coeficientes de f, determina cudl de los dos campos vectoriales tiene un punto
singular en (0, 0).

Debido a que f, no tiene factores lineales reales repetidos, si las coordenadas del punto

singular son (1,0, 0), entonces f, puede ser escrito en la forma

n—1
fatty) =y [Z p—je1 g X"y ] , cona,_11 # 0, (4.5)

j=0

_ n—1 n-2_.2 n—1 n
= Ap11X Y+ appX" Y+ -+ a1 4-1XY +apnly .



62 CAMPOS DE DIRECCIONES ASINTOTICAS. EXTENSION A LA RECTA AL INFINITO

Lema 4.5

1. Sia,_11 > 0, entonces el polinomio T (v, w) se anula en (0, 0) y el campo vectorial Y; (v, w) =
(25 (v, ), wT, (v, w)) tiene un punto singular del tipo nodo en (0,0). Sea U una vecindad
de (0,0) en el plano {7, w}, entonces el campo vectorial Y; (v, w) = (25 (v, w), 0T (v, w)) es

tangente en U\ {w = 0} a un campo vectorial no singular en (0,0) .

2. Sia,_11 < 0, entonces el polinomio T (v, w) se anula en (0,0), Y; (v, w) tiene un punto
singular en (0, 0) del tipo nodo y Y5 (v, ) es tangente en U\ {w = 0} a un campo vectorial

no singular en (0,0).

Dividimos la prueba del lema 4.5 en tres pasos. Con los primeros dos pasos, probaremos que

uno de los campos es tangente a un campo no singular en el origen.

Paso 1 Se cumple la siguiente igualdad:

n

2
Ti (0, 0) T2 (v, w) = 4 [Z w”_i% £, v)) S (v, ). (4.6)

i=2
Ademas, T, (v, w) se anula en (0,0) 6 T, (v, w) se anula en (0,0), pero T; (v, w) y T> (v, w) no se

anulan simultdnemente en (0, 0).

Demostracién. Es un célculo directo ver que se cumple la igualdad (4.6).

Ahora probaremos que T; (v, w) y T2 (v, w) no se anulan simultdneamente en (0,0). Como
S(,w) = Yi,0" " (i(i—1) fi(1,0)) se anula en (0,0), entonces n(n —1) f,(1,0) = 0. Si por el

contrario suponemos que T; (v, w) y T2 (v, w) se anulan ambos en (0, 0), obtenemos que
0=T:(0,0)+T,(0,0) =—-4B(1,0,0). 4.7)

Como se cumple que

2

B(1,0,0) = o 1 J 1,0) = 1 o 1 4.8
- (,U, )_Uwfn(/v)+m_fn(lv)_(n_ ) %fn(/v)/ ()

se sigue de (4.7) y (4.8) que 0 = —4B(1,0,0) = 4(n —1) (%f,1 (1,0)). Esto es una contradiccion,
pues implica que (1,0) es una raiz de multiplicidad 2 del polinomio f,(1,v), lo cual se ha

descartado.

Por dltimo veremos que alguno entre T4 (v, w) y T» (v, w) se anula en (0, 0). De las igualdades

% (fn (1/ O)) =ap-11 Y H(:’San (1/ O) = - ((n - 1) an—l,l)z
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se sigue que

T, (0,0) = 2(n—-1) % £,(1,0) + (=1)" \/-4Hess f, (1,0)
= 2(n—1)a,11+ (1) 2(n 1)

an—1,1| .

En consecuencia, si a,-1; > 0, entonces T7(0,0) = 0y T, (0,0) = 4(n — 1) a,_1,1. Por otra parte, si

ay,-11 <0, entonces T, (0,0) =0y T7(0,0) =4 (n — 1) a,-1,1. Esto demuestrael paso 1. m

Paso2 1. Supongamos a,-1; > 0y consideremos el campo vectorial

n 2
Z1 (v, ) = (T2 (v, ), 2w (Z w”‘i%fi 1, v))) )
i

Entonces la siguiente igualdad se satisface:
T2 (U/ C()) Yl (U/ CL)) = 2S (U, C()) Zl (vl C()) ’
Mas atin, el campo vectorial Z; (v, w) es no singular en (0, 0) .

2. Sia,-131 <0, consideramos al campo vectorial

n 2
Z> (0, ) = (Tl (0, ), 2w (Z;‘ w”—f% £, U)D .

Este campo vectorial es no singular en (0, 0) y satisface la siguiente igualdad

T (v,w) Y, (v, w) =25 (v, w) Z> (v, ).

Demostracién. Supongamos que a,-1; > 0 para demostrar la parte 1 (el caso con a,-1; < 0
es andlogo). Como T (0,0) # 0, el campo vectorial Z; (v, w) es no singular en (0, 0). Por tltimo
tenemos que

T> (v, w) Y1 (v, w)

T (v, w) (2S (v, W), T4 (v, W))

25 (v, w) T (v, w) , wT1 (v, ) T> (v, W))

(zs 0, 0) Ty (v, ®) , 4w (Z;‘ w"—i;—; fQ, v)) S(v, a)))

n 2
25 (0, ) (Tz (0, 0),2w (Z; a)”_i% £, v))) .

Con ésto concluimos la prueba del paso dos. m

Como consecuencia del paso 2 tenemos que Z; (v, ) es tangente a la foliacion G; siw > 0y
es tangente a la foliacién G, si w < 0.
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Paso 3 1. Sia,_11 > 0, entonces (0,0) es un punto singular del campo vectorial Y, (4, w) de

tipo nodo.

2. Sia,_11 < 0, entonces (0, 0) es un punto singular del campo vectorial Y; (1, w) de tipo nodo.

Demostracién. Nuevamente vamos a suponer que 4,-1; > 0. El caso con a,-11 < 0 es analogo.
Para mostrar el paso 3, analizamos la matriz asociada a la parte lineal del campo vectorial
Y, (4, w) en (0, 0). Esta matriz estd dada por

225 (v, 225 (o,
DYz (0’0) v (U w) Jw (U a)) ]

C‘)%TZ ('U, C()) % (C‘)TZ (U/ w)) ©0,0)
_(2n(n-1)££,(1,0) 225(0,0)
B 0 T;(0,0)
2n(n—1)ay-1, 2£5(0,0)

0 2(n—1) a1 +2 (0 — 1) a1

[ 2n(n-Da,.p 2£5(0,0)
B 0 4(n—1)a,11 )

Por lo tanto, la matriz DY’ (0, 0) tiene dos valores propios no nulos con el mismo signo. Asi, el

paso tres esta probado. m
Esto concluye la prueba del lema 4.5.

Por dltimo, el lema 4.5 y la observacién 4.5 muestran el teorema 4.2. m

Corolario. Sea f € R|[x, y] un polinomio de grado n > 3 tal que f, no tiene factores repetidos.

1. Si la curva Hessiana proyectiva no intersecta a la recta al infinito, entonces

0< ). Ind(g)<nk=12

qeSing(Yg)

2. Supongamos que la curva Hessiana proyectiva tiene interseccion no vacia y transversal con la recta
al infinito, entonces
0< Y Ind(g)<n-2,k=1.2

qeSing(Yy)

Demostracién. Las desigualdades de la parte 1 se siguen de la proposicién 4.1 y del teorema
4.2. Para demostrar las desigualdades de la parte 2, notemos que debido a que f, no tiene
factores lineales reales repetidos, todos los factores lineales reales de f, tienen multiplicidad 1.
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En consecuencia, como la curva Hessiana proyectiva tiene interseccién no vacia y transversal
con la recta al infinito entonces f, tiene a lo mds n — 2 factores lineales reales. En efecto, si f,
tuviera n distintos factores lineales reales, entonces f, seria un polinomio homogéneo hiperbélico
(ejemplo 2.4), y por el teorema 4.1 la curva Hessiana de f serfa compacta en IR?, lo cual es una
contradiccién a la hipétesis de que la curva Hessiana proyectiva interseca la recta al infinito.

Asi, la parte 2 se sigue del teorema 4.2. m

Definicién. La restriccién de un campo de direcciones Yy, k = {1, 2} al hemisferio superior o al
inferior de $* la llamamos una extensién a RP? de los campos de direcciones asintéticas de Sy y la

denotamos con X, k = {1, 2}.

Observacién 4.6 Sea f € R[x, y| de grado n > 3 tal que f, no tiene factores repetidos. Sea m es
el namero de factores lineales reales de f,,. Si g € $* es un punto singular de (4.1) que esté en el

ecuador de 5%, entonces [g] € RP? es un punto singular de los dos campos X; y XG.

1. Sinesimpar, entonces X tiene m puntos singulares en la recta al infinito de tipo topolégico
igual al de la figura 4.8. En particular, el indice de Poincaré de X en cada uno de estos

. . 1
puntos singulares es igual a 3.

2. Si n es par, entonces X tiene % puntos singulares en la recta al infinito de tipo nodo
(ver figura 4.9). En particular, el indice de Poincaré de X; en cada uno de estos puntos

singulares es igual a 1.

- Figura 4.8 - - Figura 4.9 -

Observacién 4.7 Sea f € R [x, y] de grado n > 3 tal que f, no tiene factores repetidos. Si m es el

numero de factores lineales reales de f,, entonces

0<Y md(gh =% <5,

donde la suma corre sobre los m puntos singulares [g] del campo X, que estdn en la recta al

infinito. Si ademds suponemos que la curva Hessiana proyectiva tiene interseccién no vacia y
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transversal con la recta al infinito, entonces
m -2
0< ) Ind([q)) = > .
2 2

Demostracién. Notemos que para cualquier n > 3 se tiene que

Ind(q)=2 Y. Ind([q]).

qeSing(Yy) [g]eSing(xXs)

Asi, la observacion 4.7 es consecuencia del corolario en la pagina 64. m

4.4. Formulas tipo Poincaré-Hopf

En esta seccion y la subsecuente vamos a suponer que estamos bajo las condiciones del siguiente

Caso.

Caso 1 La superficie b~ contiene al subconjunto de puntos hiperbélicos y b* contiene al subconjunto de
puntos elipticos. Si esto sucede, b~ N IR? coincide con el dominio hiperbélico y b* N R? con el dominio
eliptico; respectivamente, decimos que b~ N R? es hiperbolico y b* N IR? es eliptico. En esta situacion

tenemos que

B+
B_

{[x:y:z] EIRP2|H(x,y,z) ZO},
{[x:y:z] ERP2|H(x,y,Z)SO}.

Primero vamos a considerar a la superficie no orientable con frontera IM, C B~. Las compo-
nentes conexas de la frontera de M, son los 7 6valos exteriores de la curva Hessiana proyectiva.
Al namero de puntos parabdlicos especiales en la frontera de IM, con tangencia interior (tan-

encia exterior) los vamos a denotar con P™* (con PMr).
i e

Teorema 4.3 Sea f € R [x, y] un polinomio de grado n > 3 tal que su grdfica es una superficie genérica
y tal que f, no tiene factores repetidos. Supongamos que la curva Hessiana proyectiva es transversal a la
recta al infinito, que el niimero de dvalos exteriores de esta curva es igual a T y que B~ contiene al dominio
hiperbélico de f. Entonces, para cada k € {1, 2} se tiene que

pM —ppt
Y md([gh=1-7+-1——— —

donde la suma corre en todos los puntos singulares [q] del campo X tales que [q] € M..
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Demostracién. La cubriente doble 2M,; C $* de M, es una superficie orientable compacta con
frontera (proposicién 1.4). La frontera de 2IM; tiene el doble de componentes conexas que la
frontera de M. Asi, x (2M;) = 2(1 — 7). Sea Y; uno de los dos campos de direcciones asociados
a (4.1) sobre $* y consideremos Y|,y la restriccion de Y; a 2M.. Asi, tenemos un campo de
direcciones en 2M, con ZPII.MT tangencias interiores, 2P,"* tangencias exteriores y un ntimero
entero k(IM;) > 0 de puntos singulares de Y|, sobre el ecuador de la esfera. Usamos el
teorema 2.15 y la proposicion 1.4 para obtener que

pMe _ ppMe

Zlnd(q):2(1—1)+zlf,

donde la suma corre en todos los puntos singulares g del campo Y tales que g € 2M,. Como

Y nd(q)=2Y" md((q)),

se sigue la igualdad del teorema. m

Ejemplo 4.5 Sea f € R[x, y] de grado 3 tal que Sy es genérica y su
polinomio homogéneo f; de grado 3 es el producto de 3 polinomios
lineales distintos. Entonces, su curva Hessiana es compacta, conexa
y tiene tres puntos parabodlicos especiales con tangencia interior.
En este caso la curva Hessiana es una elipse, la superficie M, es
homeomorfa a una banda de Mobius compacta y coincide con B~.
Por lo tanto, 1 = 1,P; = 3,P, = 0y Y. Ind ([q]) = 2, en este caso hay

tres puntos singulares de los campos X en la recta al infinito.

Ejemplo 4.6 Si f es de grado 3, Sy es genérica y f; tiene sélo un
factor lineal real también se tiene que M, es homeomorfa a una
banda de Mobius compacta y coincide con B~. Peroaqui, 7 = 1,P; =
1, P, = 0. Entonces se cumple que Y. Ind ([q]) = 1, pues s6lo hay un

punto singular de cada campo X en la recta al infinito.

Ejemplo 4.7 Sea f = 11, --1, € R[x, y] un polinomio de grado n > 3, el cual es el producto de
n polinomios lineales I, I, ..., I, € R[x, y]. Supongamos que f es un polinomio factorizable en
posicién general. Entonces, la curva Hessiana de f es no singular, compacta, con 1 (1 — 1) (n — 2)
6valos exteriores y tiene 1 (n — 2) puntos parabdlicos especiales con tangencia interior, esto es,
Pi=n(n-2),P, =0 (ver teorema 2.11). Al considerar la extensién a la recta al infinito de los
campos de direcciones asintéticas de f = L11,---1,, se tiene que hay n puntos singulares del
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campo en X en la recta al infinito. Ademads, B~ coincide con {[x tyiz]e 1RP2| H(x,y,2) < O} y

ambos con M. Enestecaso y(M,;) =1-1t=1- % (n—1) (n —2). Por lo tanto, se tiene

pMe — Pt

Zlnd([q]) = 1—T+ZT

1 1
1—§(n—1)(n—2)+§n(n—2)

1
1+§(7’l—2)

NS

Si la curva Hessiana proyectiva asociada a un polinomio con coeficientes reales f no tiene
6valos anidados, entonces todos los 6valos son exteriores. En este caso, IM; coincide con B~ y
en consecuencia el teorema 4.3 es global. Es decir, considera a todo el dominio hiperbdlico y
por lo tanto, a todos los puntos singulares en la recta al infinito y a todos los puntos PE. En
caso que la curva Hessiana proyectiva asociada a f tenga 6valos anidados, entonces M, esta
contenido propiamente en B~ y el teorema 4.3 s6lo es valido en IM,. Sin embargo, el teorema 4.3
y la propiedad aditiva de la caracteristica de Euler, nos permiten obtener el siguiente resultado,

el cual es global, incluso si M, est4 contenido propiamente en B~.

Teorema 4.4 Sea f € R[x,y] de grado n > 3 tal que Sy es una superficie genérica y tal que f, no tiene
factores repetidos. Supongamos que la curva Hessiana proyectiva es transversal a la recta al infinito y
que el dominio hiperbélico de f estd contenido en B~. Sean P; (P,) el niimero de puntos PE en d (B~) con
tangencia interior (tangencia exterior). Entonces,

P; - P,
2 7

Y Ind([q]) = x (B7) +

donde la sume corre en todos los puntos singulares [q] del campo X.

En la prueba del teorema 4.4, vamos a considerar la superficie no orientable B~. La hip6tesis
del teorema 4.4 pide que B~ coincida con el conjunto {[x ry:z] e ]RP2| H(x,y,z) < 0} . Asi, las

componentes conexas de B~ pueden ser puestas en tres distintos grupos.

El primer grupo se constituye tinicamente con IM,. Notemos que M, es la tinica compo-
nente conexa de B~ que no es orientable, por lo tanto, los dos grupos restantes contienen sé6lo
componentes conexas orientables. El segundo grupo contiene a todas las componentes conexas
orientables de B~ que tienen en su interior al menos un punto singular en la recta al infinito.
A estas componentes las denotamos con Dy, ..., D,. En el tercer grupo estan las componentes

conexas orientables de B~ que no tienen ningtin punto singular en la recta al infinito. A estas



FormuLras TiPO PoincaRrRE-HoPF 69

componentes las denotamos con Ej, ..., E,. Con esta notacion, se tiene que B~ puede ser escrito
de la siguiente manera
B =M,uDyU---UD;UE;U---UE,.

El nimero de puntos PE con tangencia interior que estdn en la frontera de M, (respec-
tivamente en dD; y en JE;) son denotados con P]I.MT (respectivamente, con P?’ y con Pf’). De
forma similar, el niimero de puntos PE con tangencia exterior que estdn en la frontera de IM;

(respectivamente en dD; y en JdE;) son denotados con pM: (respectivamente, con PE 'y con PH).

Lema 4.6 Sea f € R[x,y] de grado n > 3, tal que Sy es una superficie genérica y tal que f, no tiene
factores repetidos. Supongamos que la curva Hessiana proyectiva es transversal a la recta al infinito y
que el dominio hiperbélico de f estd contenido en B.

1. Sea D, una componente conexa orientable de B~, que contienen en su interior al menos un punto
. P D, D, .
singular en la recta al infinito. Supongamos que &, ..., Sh, 50T los kp, € IN puntos singulares

en la recta al infinito que estdn en D, de alguno de los campo X fijo. Entonces

kDa PDa _ Da

ZInd(E?“) = x(D,) + %
=1

2. Sea Eg una componente conexa orientable sin puntos singulares en la recta al infinito. Entonces

PEﬁ Eg

0=x(Es) + ——
X ( ﬁ) 2
Demostracién. La prueba del lema 4.6 usa también el teorema de Poincaré-Hopf para superficies

con frontera.

1. La preimagen IT™' (D,) € $* de D, tiene dos componentes conexas, digamos D} y DA.

Consideremos Y| D} la restriccién a D} de Y;. Usando el teorema 2.15 tenemos

1

Como D, es difeomorfo a D}, y los correspondientes campos de direcciones en D, y D}

también lo son, entonces obtenemos la igualdad

kDa PDa Da

Zlnd (€)= x (Do) + T
j=1
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2. Sean Ey, ..., E, las componentes conexas de B~ que no contienen puntos singulares en la

recta al infinito. La preimagen IT™! (Eﬁ) C & de cada Eg tiene dos componentes conexas

Eé C %% and Elzg C $°. Consideremos Y;| E! la restriccién a Eé de Y; y observemos que YllEé

no tiene puntos singulares. Por lo tanto, el primer miembro de la igualdad del teorema

2.15 es cero, esto es

E} E}
0 £ p.” - Ps,’
= +
24 ( ﬁ) 2
De esto se sigue la igualdad requerida. m
Demostracién del teorema 4.4. Observemos que
ke, s ko,

Y md([q])

Ind ]MT + Ind “
L () + 2,

a=1 j=1

x@ﬂ=x®@+2ﬂ%ﬂ2k@&
a=1 p=1

p,—p,  PM—pM & pPe_pDe I P pg
= +y —+ Z _ .
2 2 2

a=1

Asi, laigualdad ¥ Ind ([q]) = x (B™) + "5 se obtiene del lema 4.6 como sigue:

ki, s ko
Y Ind(lql) =) ind (M) + Y Y Ind (&P
j=1 a=1 j=1
pM: — L 1, P — ps.t
=x(M;) + ——— 5 +Z;( +Z:'1‘—l 5 +;X(Eﬁ)+;—’ > i
= X (B + T

4.5. Cotas superiores para los puntos PE con tangencias interio-

res y exteriores

Teorema 4.5 Sea f € R[x, y] de grado n > 3 con Sy genérica y tal que f, no tiene factores repetidos.

Supongamos que la curva Hessiana proyectiva no es tangente a la recta al infinito y que el conjunto de

puntos hiperbdlicos estd contenido en B~. Sea P; (P,) el niimero de puntos PE en d (B™) con tangencia

interior (con tangencia exterior). Si f, tiene k factores lineales, entonces

(n—2)(8n—-21) k (n—2)(8n-21) k
P,’ST-FE y PEST-i_l_E'
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Demostracion. Del teorema 4.4 tenemos

P, - P, _
5 =) Ind ()~ x B).
De la desigualdad (1.1) tenemos las siguientes,

3(n—-2)(n-23)
_ > _

3(n—2)(n-23)

1< —y(B) <
<-x(B7)< >

(4.9)

Por la proposicién 4.1 y el teorema 4.2, tenemos que ), Ind ([q]) = % Asi, las desigualdades

(4.9) son equivalentes a las siguientes

B3n-2)(n—-3)+k-2<Pi—P,<3(n-2)(n—3)+k (4.10)

Del teorema 2.19 se tiene que P; + P, < (n—2)(5n—12). De esta desigualdad y de las
desigualdades (4.10) se tiene que
2P; n-=2)Bn-9)+n-2)bn-12) +k
2P, < n-2)bn-12)+(n-2)(Bn—-9)—k+2

IA

De estas desigualdades se sigue el resultado. m

En el caso que la curva Hessiana de f sea convexa, compacta y b~ N IR sea hiperbdlico, L.
Hernandez, A. Ortiz y F. Sdnchez mostraron que n (3n — 14) + 18 es una cota superior para el
nimero de puntos PE en la frontera de C, (ver [35] o el teorema 2.20). En el siguiente resultado,
reencontramos esta cota superior (cuando k, el nimero de factores lineales de f,,, esigual al grado
de f). Ademas, dependiendo del ntimero de factores lineales reales distintos de f,, obtenemos

cotas superiores para el niimero de puntos PE en M.

Teorema 4.6 Sea f € R[x,y] de grado n con Sy genérica y tal que f, no tiene factores repetidos.
Supongamos que la curva Hessiana proyectiva es convexa, no tiene nidos de évalos y no es tangente a
la recta al infinito. Si b~ N IR? is hiperbolico y f, tiene k factores lineales, entonces Sy tiene a lo mds
(n —2)(3n —9) + k puntos PE.

Demostracién. Como la curva Hessiana es convexa en R? y b~ N IR? es hiperbdlico, entonces
todos los puntos PE son puntos con una tangencia interior. Asi, como P, = 0, el resultado se
sigue de la desigualdad P, - P, <3(n—-2)(n—3)+k. m

4.6. Superficies 5S¢ con dominio hiperbélico contenido en B*

En esta seccién vamos a considerar superficies S¢ que cumplan con las condiciones descritas en

el siguiente caso.
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Caso 2 La superficie b~ contiene al subconjunto de puntos elipticos y b* contiene al subconjunto de
puntos hiperbdlicos. Si esto se cumple, b~ N R? es llamado eliptico y b* N R? es hiperbolico. En este
caso

B+
B_

{[x:y:z] e RP|H(x,y,2) <0},
{[x:y:z] EIRP2|H(x,y,z) ZO}.

Cuando B* contiene al conjunto de puntos hiperbélicos, todas las componentes conexas de
B* son orientables. Utilizando el teorema de Poincaré-Hopf para superficies con frontera en

cada componente conexa de B*, se obtiene el siguiente resultado.

Observacion 4.8 Sea f € R[x,y] de grado n con Sy genérica y tal que f, no tiene factores
repetidos. Supongamos que la curva Hessiana Proyectiva no es tangente a la recta al infinito y
que el conjunto de puntos hiperbdlicos estd contenido en B*. Sean P; (P,) el nimero de puntos

PE en d (B*) con tangencia interior (tangencia exterior). Entonces
P;-P,
Z Ind ([q]) = x (B") + Y
Nuevamente, con la observacion 4.8, las observaciones 4.6 y 4.7 y las desigualdades de

Petrowsky se demuestra el teorema siguiente.

Teorema 4.7 Sea f € R[x,y| de grado n con Sy genérica y tal que f, no tiene factores repetidos.
Supongamos que la curva Hessiana proyectiva no es tangente a la recta al infinito y que el conjunto de
puntos hiperbélicos estd contenido en B*. Sea P; (P,) el niimero de puntos PE en d (B*) con tangencia
interior (con tangencia exterior). Entonces

(n—2)(8n—-21) k (n—2)(8n-21) k
Pjﬁf'l‘i Y PEST'l‘l—E.

Demostracion. De la observacion 4.8 tenemos

S Y md (g - x (B

De la desigualdad de Petrowsky (1.7) tenemos la siguiente desigualdad,

_3(n—22)(n—3)_1S_X(B_)S3(n—22)(n—3).
Por lo tanto,
3n—-2)(n-3 k 3n-2)(n-3) k
3 2)(” )—1+ESZInd([q])—X(B‘)S (n 2)(” )+§

De esta desigualdad, junto con P; + P, < (n — 2) (5n — 12), se obtienen las desigualdades para
P iy P ..
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4.7. Graficas de polinomios hiperbdlicos

En esta seccion, primero veremos que en el caso de polinomios homogéneos hiperbélicos, la

conclusion del teorema 4.2 es también cierta.

Observacion 4.9 Sea f, € R[x, y] un polinomio homogéneo hiperbélico de grado n > 3. Enton-
ces el indice de Poincaré en cada punto singular (i, vy, 0) € $* de la forma (4.1) es § y es del tipo

topolégico ilustrado en la figura 4.7.

Demostracién. Como f, es un polinomio homogéneo hiperbélico, la forma II (S fn) es positiva.
De la proposicién 3.3 tenemos que los puntos singulares de (4.1) en el ecuador de la esfera
pueden ser de alguno de los tipos ilustrados en la figura (3.6). Ademads, como f, es hiperbélico,
entonces f, no tiene factores lineales reales repetidos. Si 4 es un punto singular de (4.1 en el
ecuador de la esfera, realizamos un cambio de coordenadas de tal manera que g sea el punto
(1:0:0). De esta manera, f, puede ser escrito en la forma f, (x,y) = y(Z’;:_g an_j_lllx”‘f‘lyf),
cona,_11 # 0. Asi, la prueba del teorema 4.2 se aplica a este caso y se obtiene que el tinico tipo
topolégico posible es el de la figura 4.7. m

La observacion 4.9 junto con el teorema de Poincaré-Hopf nos permite dar otra demostraciéon
del siguiente teorema, el cual fue demostrado por V. I. Arnold en un contexto més amplio (ver
en [2] los resultados siguientes: Teorema 2, pag. 1030, Teorema 3 pag. 1031, Teorema 4 pag. 1032
y el primer péarrafo en la pag. 1035).

Teorema (V. I. Arnold, [2]). Sea f (x, y) un polinomio homogéneo hiperbélico de grado n con
k factores lineales reales. Si ind (0) denota al indice en (0, 0) con respecto a cada uno de los dos

campos de direcciones asintéticas de Sy, entonces Inds (0) = 1 — %

En su trabajo, V. I. Arnold relaciona la condicién de que una funcién homogénea de grado n
sea hiperbdlica con la teoria de Morse. El método usado en [2] para la prueba de este teorema, es
el siguiente. Arnold considera a los polinomios homogéneos en coordenadas polares, f (x,y) =
r"F (0), donde F : R — R es una funcién periédica de periodo 27t. El demuestra que el indice
de Poincaré, del campo de direcciones asintéticas de f en el origen, se relaciona con el niimero

de puntos criticos de la funcion F de la siguiente manera:
ind (0)—1—1# 0 €[0 2n)|iF(6)—0
Ty e Y T

Como el nimero de puntos 0 en el intervalo [0,27) que anulan a la derivada de F, coincide

con el ntiimero, de puntos en el intervalo [0, 27) que anulan a F (siendo este nimero menor o
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igual que 2n), entonces se tiene que:
1
indg(0) =1~ Z#{Q € [0,2n)| F (0) = 0}.

La prueba del teorema de Arnold que aqui se propone es la siguiente.

Demostraciéon. Como f (x, y) es un polinomio homogéneo hiperbdlico, entonces II (S f) es posi-
tiva. Asi, los puntos (0,0,1) y (0,0, —1) son puntos singulares de los dos campos de direcciones
Y1 y Y, determinados por (4.1) en la esfera. Ademads de estos dos puntos singulares, tenemos
otros posibles puntos singulares en el ecuador de la esfera, &5, ... & con k < n'y sus respectivos k
puntos antipodas &', ... o los cuales también son puntos singulares de cada una de los campos
de direcciones determinados por (4.1). Consideramos uno de estos campos de direcciones, por
ejemplo Y;. De la observacion 4.9 tenemos que ind (&;) = % = ind (5;) ,paracadai=1,...,k Por

lo tanto, del teorema de Poincaré-Hopf tenemos que

k
22 ind (&) + 2indy, (0) = 2 = x ($?). (4.11)

i=1

k k
De esto tenemos que ), ind (&;) + indg, (0) = 1. Como )’ ind (&;) = %, el resultado se sigue. m
i=1 i=1

4.8. Algunas restricciones para graficas de polinomios

El problema 1997-6 en la lista de problemas de Arnold [6] es atribuido a D. A. Panov y pregunta

lo siguiente.

¢ Existe una funcién genérica f definida sobre el plano, tal que la curva parabélica de Sy sea conexa y
tal que los campos de direcciones asintdticas sobre esta curva parabdlica tengan sélo un punto parabélico
especial y éste sea de indice +1? Si la curva parabélica de Sy es conexa y no singular, ;es cierto que
el miimero de puntos parabélicos especiales con indice -1 es mayor o igual que el niimero de puntos
parabdlicos especiales con indice +17

Con los siguientes resultados, en el caso de funciones polinémicas, obtenemos una respuesta
a la primera pregunta del problema de Panov. La siguiente proposicién y el corolario son una
aplicacién de los resultados obtenidos al extender los campos de direcciones asintéticas a la

recta al infinito.

Proposicién 4.2 No existe f € R [x, y]| de grado n > 3, tal que:

1. La superficie S;ﬁ es genérica y tiene sélo un punto (PE) de indice +1.
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2. El polinomio f, no tiene factores repetidos.
3. La curva Hessiana proyectiva de f es conexa y transversal a la recta al infinito.

4. La superficie B~ contiene al dominio hiperbdlico de f.

Demostracién. Para la demostracién supongamos que existe f con las propiedades enunciadas
en la proposicién. Como Sy es una superficie genérica tal que la curva Hessiana proyectiva de f
es conexa, transversal a la recta al infinito y B~ contiene al conjunto de puntos hiperbélicos, se

cumplen todas las hipétesis del teorema 4.4. Por lo tanto, se cumple la igualdad

-, Pi-P

Y nd ([q]) = x (B) + ===,
donde la sume corre sobre todos los puntos singulares [g] del campo X;. Ademads x (B™) = 0,
pues en este caso B~ es una banda de Mobius cerrada. Como S tiene sélo un punto parabdlico
especial de indice positivo, entonces el nimero P; es igual a cero y P, es igual a 1 (observacién

2.4). De esto obtenemos que
-1
z Ind([q]) = -

Esta igualdad no es posible pues ) Ind ([q]) > 0. m

Corolario. No existe f € R[x,y] de grado n > 3, tal que su grdfica Sy sea una superficie genérica, con
fu sin factores repetidos y tal que la curva Hessiana de f sea conexa, compacta en IR?, con C,, hiperbdlica

y con sélo un punto parabélico especial de indice positivo.

Demostracién. Si existiera un polinomio f con todas las caracteristicas enunciadas en el coro-
lario, entonces la curva Hessiana proyectiva de f seria conexa y transversal a la recta al infinito.
Ademads, como C, seria hiperbdlica, entonces B~ contendria al conjunto de puntos hiperbdlicos
de f. Asi, existiria un polinomio f con todas las propiedades enunciadas en la proposicién 4.2,
lo cual no es posible. m

Observacién 4.10 Es conocido que no existe un polinomio f € R[x, y] tal que Sy sea genérica
y tal que su curva Hessiana sea compacta, conexa, con C, eliptica y con s6lo un punto parabé-
lico especial de indice positivo. Esto es debido a que, en este caso, el dominio hiperbélico es
homeomorfo a un disco. Por tanto, al considerar el levantamiento de los campos de direcciones
asintéticas al espacio de 1-jets, lo que se obtiene es un campo vectorial tangente a una superficie
homeomorfa a la esfera, el cual tiene s6lo un punto singular. En virtud del teorema de Poincaré-
Hopf, el indice de Poincaré del campo vectorial en el punto singular debe ser 2, lo cual es una

contradiccién a que Sy sea genérica.
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También es posible dar casos que dan respuesta afirmativa a la segunda pregunta del pro-
blema de Panov.

Proposicion 4.3 Sea f € R[x,y| de grado n > 3, tal que su grdfica Sy sea una superficie genérica.
Supongamos que f, no tiene factores repetidos, la curva Hessiana de f es transversal a la recta al infinito
y que B~ (B*) contiene al conjunto de puntos hiperbdlicos. Si x (B™) < 0 (x (B*) < 0, respectivamente),
entonces el niimero de puntos parabélicos especiales con indice negativo es mayor o igual al niimero de
puntos parabélicos especiales con indice positivo.

Demostracién. Primero consideremos el caso en el que B~ contiene al conjunto de puntos
hiperbdlicos. Como el indice de Poincaré de cada uno de los campos de direcciones X; en cada
puntos singular [g] en la recta al infinito es mayor o igual que cero tenemos que al considerar
todos los puntos singulares ' Ind ([q]) > 0. Asi, de la igualdad del teorema 4.4, se obtiene que

0<x(B7)+ PEP". Por lo tanto, si y (B™) < 0 entonces 2"

es mayor o igual a cero.

En caso en el que B* contiene al conjunto de puntos hiperbélicos se sigue de manera similar

usando la observacién 4.8. m
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Capitulo 5

Teoria clasica de invariantes de polinomios

homogéneos

Invariant theory has already been
pronounced dead several times, and
like the phoenix it has been again and

again rising from its ashes.

Jean A. Dieudonneé

5.1. Introduccion

En este capitulo se introducen algunos conceptos pertenecientes a la teoria cldsica de invariantes,
la cual se encarga de estudiar propiedades intrinsecas o geométricas de polinomios (ver [50]).
Antes de presentar los conceptos, iniciaremos con un poco de historia sobre la teoria en su primer
periodo (ver [20], [23] y [50]). Para el lector interesado en una lista detallada de referencias sobre

la historia y sobre la teoria misma, recomendamos [50].

El primer periodo en la historia de la teoria clasica de invariantes inicié cuando George Boole
(1815-1864) encontr6 algunos de los invariantes de los polinomios homogéneos de grado n en m
variables. Influenciado por Boole, Arthur Cayley (1821-1895) logré sentar las bases de la teoria
de invariantes. En sus trabajos Cayley consider6 formas multilineales, las cuales incluyen como
casos particulares a los polinomios homogéneos. Con dicha aproximacién, Cayley encontré
nuevos invariantes de polinomios homogéneos. Ademds, encontré una conexién con la teoria
de ecuaciones diferenciales parciales. Cayley le anunci6 dicha conexién a James Joseph Sylvester

(1814-1897), quien en breve obtuvo resultados propios.

79
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Durante la década de 1860 y la de 1870, los matematicos alemanes Siegfried Aronhold (1819-
1884), Alfred Clebsch (1833-1872) y Paul Gordan (1837-1912) llevaron la teoria de invariantes en
aquel primer periodo a su punto mads alto. Dentro de los desarrollos en este periodo, destacan: el
método simbdlico, establecido por Aronhold, el cual permite realizar el cdlculo de los invariantes
y covariantes (invariantes son un tipo particular de covariantes); las aportaciones de Clebsch a
la teoria de representaciones y a la mecédnica cudntica; el teorema demostrado por Gordan, que
garantiza que hay s6lo un nimero finito de invariantes independientes para polinomios de una

variable.

Debido a que ciertas combinaciones polinomiales de covariantes de polinomios homogéneos
son también covariantes, un problema que fue considerado consisti6 en encontrar una lista finita
minima de covariantes fundamentales o independientes de tal forma que cualquier covariante fuera
un polinomio en los covariantes independientes. En 1890 David Hilbert demostr6 la existencia
de dichas listas de covariantes independientes. En la actualidad, a una lista finita de covariantes

independientes se le conoce como base de Hilbert.

Cabe hacer notar que las bases de Hilbert de polinomios homogéneos en dos variables de
grado menor o igual que seis ya eran conocidas por Cayley. Sin embargo, él afirmé que los
polinomios homogéneos en dos variables de grado mayor o igual que siete no tienen una base
de Hilbert finita. Quien refuté esta afirmacién fue Gordan en 1868. La prueba del teorema de
finitud que realiza Gordan es constructiva, por lo tanto, es posible producir listas completas de
covariantes independientes de polinomios homogéneos en dos variables de cualquier grado.
Sin embargo, el método de prueba de Gordan sélo ha sido llevado a la préctica en polinomios

homogéneos en dos variables de grado a lo més ocho.

5.2. Invariantes y covariantes

En esta seccién vamos a considerar polinomios homogéneos (formas) en dos variables (binarias)
con coeficientes en K = C o en K = R. La presentacion de este capitulo esta basado principal-
mente en [50] y en [31]. La mayoria de los resultados (todos hasta los de la seccién 5.4) fueron
consultados en estos libros. Los resultados de la seccién 5.5 pueden ser consultados en [51]
(pagina 60).

El espacio de formas binarias de grado fijo. A cada forma binaria Q (x,y) = Y.\ ya:x'y"™ de
grado n, le asociamos la (n + 1)-tupla a = (ay, ..., a,), formada por los coeficientes de Q (x, y).
Sea

CK(n)={a = (ao,...,an)laj €K, j= O,...,n}, conK=C,R.
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Decimos que Ck (n) es el espacio de coeficientes del conjunto de formas binarias Q de grado n con
coeficientes en K.

Accién del grupo de transformaciones lineales invertibles en las formas binarias. Conside-

remos el cambio de coordenadas x = ax + fy, y = yx + 8y, definido por la matriz

A

[“ ’B]EGL(K,Z).
y 0

Bajo la transformacién lineal inducida por A, los coeficientes a; de la forma Q(x,y) =

Yo aix'y" son enviados en los coeficientes @; de una nueva forma Q (¥, ).

La relacién entre las formas Q (x,y) v Q(X, V) es, Q(%,y) = Q(ax + By, yx + 6y) = Q(x,v).
Mientras que los coeficientes de Q (x, y) y Q (%, ) estan relacionados en la siguiente manera

— i i\(n—id\ : . o
.=y min{ik} jpk—j,,i—jsn+j-i-k| - _
ai = Z“k:Oak (Z‘j:méx{O,i+k—n}(]')(k — ])0( ﬁ v 0 )’Z =0,...,m.

Invariantes y covariantes de formas binarias. La propiedad que busca generalizar la de-
finicién de invariante es la descrita por el discriminante de una forma cuadratica binaria,
mediante la accién del grupo general lineal GL (2, K) en el espacio de coeficientes Ck (). Esto
es, los discriminantes A y A de dos formas binarias cuadréticas Q (x, y) = ax? + 2bxy + cy® y
Q(x,7) = ax? + 2bxy + ¢y, relacionadas por la transformacién lineal inducida por A, satisfacen

la igualdad
A =ac—b* = (ad - ﬁ)/)z (ﬁ - Ez) = (ad - 57/)2 A.

Definicién. Sean alos coeficientes de la forma binaria Q de grado 1 con coeficientes en K, la cual
se obtiene de Q mediante la transformacién lineal A € GL (K, 2). Un invariante de la forma Q (x, y)
es una funcién I (a) = I (ay, ...,a,) que depende de los coeficientes de Q (x, v) y que satisface la
igualdad:

I(a) = (ap - y6)' I @).
La potencia k a la que estd elevada el valor del determinante de la matriz A es llamada el peso

del invariante.

Los invariantes son de fundamental importancia en la geometria de formas binarias, sin
embargo, es necesario considerar funciones que no sélo dependan de los coeficientes sino

también de las variables independientes x y y.

Definicién. Un covariante de una forma binaria Q (x, y) de grado n con coeficientes en K es una

funcién J (a,x) = J (a, ..., a,, %, y) que depende tanto de los coeficientes a = (ay, . .., a,) como de
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las variables x = (x, y), la cual, salvo una potencia del determinante de la transformacién lineal

A no cambia, esto es,

J(a,%) = (ap—y0) J@X).

Notemos que los invariantes son covariantes que no dependen explicitamente de las varia-
bles x =(x, y). Si el peso de un covariante (o invariante) J es k = 0, entonces llamamos a | un

covariante absoluto.

Ejemplos de invariantes y covariantes.

Ejemplo 5.1 El ejemplo mds simple de un covariante de una forma binaria Q, es la misma

forma binaria Q. El peso de este covariante es k = 0.
Ejemplo 5.2 Si Q es de grado 2, su discriminante es un invariante de peso 2.
Ejemplo 5.3 El discriminante A de la forma ctibica

Qxy) = a3x> + 3a2x2y + 3a1xy2 + Iloy3,

2

es un invariante de peso 6. Donde, A = aj

a3 — 6agmaxaz + 4aoa; — 3a2a3 + 4alas.

Ejemplo 5.4 Sea Q(x, y) una forma binaria de grado n, el Hessiano H = Qy,Q,, — Q., de Q es

un covariante de la forma Q de peso 2.

El siguiente resultado describe el significado geométrico del Hessiano como covariante de
Q (ver [31] y [50] ).

Proposicion 5.1 Sea Q (x, y) una forma binaria de grado n y H su Hessiano. Entonces H = 0 si y sélo
si Q(x,y) = (cx + dy)" es la enésima potencia de una forma lineal.

Ejemplo 5.5 Si Ky L son dos covariantes de una forma binaria Q, entonces el Jacobiano | de K
y L, es también un covariante de Q (x, y). Donde

_I(KL) _
d(x,y)

Si K tiene grado m y peso k, L tiene grado [ y peso j, entonces el Jacobiano | es un polinomio de

] KL, - K,L,.

grado (alo mds) m + [ — 2 y un covariante de peso k + j + 1.

Nota 5.1 Ambos covariantes, el Hessiano de una forma binaria y el Jacobiano de dos covariantes

de una forma Q son polinomios diferenciales homogéneos, lo que significa que pueden ser expresados
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como polinomios en Q y sus derivadas. De hecho, todo invariante y covariante polinomial de
una forma binaria puede ser escrito como un polinomio diferencial homogéneo. El teorema
fundamental de la teoria cldsica de invariantes provee un mecanismo para construir polinomios

diferenciales los cuales dan origen a los invariantes y covariantes cldsicos.

5.3. Bases de Hilbert

Debido a que algunas combinaciones polinomiales de covariantes son también covariantes, un
problema algebraico importante es dar una lista minima de covariantes que genere a todos los

demds covariantes. Una lista con dicha propiedad es llamada una base de Hilbert.

Definicién. Sean Qy, ..., Q; formas binarias.

1. Una familia finita de invariantes I, . . ., I, forma una base de Hilbert si todo invariante puede

ser escrito como una funcién polinomial I = P(I, ..., I,) de los invariantes bésicos I;.

2. Una familia finita de covariantes [4,..., [y forma una base de Hilbert si todo covariante

puede ser escrito como una funcién polinomial | = P (J3, ..., Ji) de los covariantes bésicos.

David Hilbert prob6 que las bases de Hilbert existen para cualquier familia de formas (en
cualquier nimero de variables). A continuacién listamos una base de Hilbert para las formas

de grado 1,2y 3.

Proposicién 5.2 Una forma binaria lineal Q (x,y) = ax + by tiene un inico covariante bdsico, a saber,

la forma misma Q (x, y).

Proposicién 5.3 Una base de Hilbert de covariantes de una forma binaria cuadrdtica Q (x,y) = ax* +
2bxy + cy? consiste de la forma misma y su discriminante A = ac — b*. Mds aiin, para cada forma binaria
cuadrdtica Q, todo covariante polinomial | de Q se escribe como el producto de una potencia de Q y una

potencia de su discriminante A, es decir, | = Q'A™, ademds, | tiene peso 2m.

Proposicion 5.4 Una base de Hilbert de covariantes de una forma binaria ciibica Q (x,y) = a;x® +
3a2x2y + 3a1xy2 + a0y3 consiste de Q (x,y) misma, su Hessiano H = QuQyy — Qxy, su discriminante
A = a3a; — 6a0map05 + 4aoa; — 3a3a5 + 4alas, y el Jacobiano B = % de las formas Q y 2H.
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5.4. Formas normales de las formas binarias complejas y reales

de grado 4

Ahora nos enfocaremos en formas binarias de grado cuatro con coeficientes en K = C, R.
Q(x, y) = ayx* + 4azx>y + 6ax*y* + darxy® + agy*.

Proposicién 5.5 Una base de Hilbert de covariantes de una forma binaria Q de grado 4 consiste de la
I(Q,2H)

forma misma, su Hessiano H, el Jacobiano T = )

y de los invariantes

ag dasz dp
i= Aoy — 4&11(13 + 3&13, y ] = det as dp aq

ay 4ai do

El peso del invariante i es 4, mientras que el peso del invariante j es 6.

Formas normales complejas. Existe un significado geométrico al hecho de que los dos inva-
riantes i y j se anulen simultdneamente. La forma Q de grado 4 es la cuarta potencia de una
forma lineal o tiene como factor a una potencia ctbica de una forma lineal si y s6losii = j = 0.
Como i es de peso 4y j es de peso 6 se tiene que ° y j2 son de peso 12. Ademds, el cociente ;—z
es un invariante absoluto. Cualquier combinacion lineal de 7 y j* es un invariante relativo de
peso 12. El mas importante entre éstos es el discriminante A = 7 — 272 el cual se anula si y s6lo

si la forma cudrtica tiene factores lineales multiples.

Tales observaciones junto con otras combinaciones polinomiales de los covariantes permiten,
tanto en el caso complejo como en el caso real, clasificar a las formas binarias grado cuatro. A
continuacién presentamos una lista de formas normales, que representan a las 6rbitas de las
formas binarias de grado cuatro bajo la accién del grupo de transformaciones lineales invertibles
de C2.

Tipo Forma Normal Condiciones Algebraicas
I Xt oux?y? + vt u# 1 P -2772#0
II 6x*y* + y* # =277 =0,2iH-3jQ#0
I 6x21> 2iH -3jQ =0,i #0 (6.1)
v 4x3y i=j=0H#0
% x* i=j=0H=0
VI | forma idénticamente cero Q=0
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Formas normales reales. En el caso real, las formas normales obtenidas de hacer actuar el

grupo GL (2,IR) en el espacio de coeficientes Cr (4) de las formas binarias reales de grado 4,

estdn dadas en la tabla (5.2).

i Forma Normal/
Tipo . .
Condiciones algebraicas
| xt+oux?y? + vt u < -5
‘ #—277>0,H < 0;12H? - iQ* > 0.
I a(x4+6yx2y2+y4),y>—%,a:il.
|l Bo272>0,a0 > 0,H > 0012H2 - iQ? < 0.
xt + bux?y? -yt
La 3 "
° =277 <0.
" 6ax’y® + Byt a = £1,8 = +1
whed aj < 0,ap (2iH - 3jQ) > 0.
6ax?y?,a = +1
I, kA
aj<0,H<0.
y(2+y?),y =+l
I 4 ,
yj>0,H>0.
4 3
v Y
i=j=0,H=#0.
ax* a = +1
Va,b
H=0
VI forma idénticamente cero
H=0

(5.2)

Las formas del tipo I, se factorizan como el producto de cuatro formas lineales reales distintas.

La condicién algebraica H < 0 significa que el Hessiano H se anula s6lo en el origen de R? y es

negativo en IR? — {(0, 0)}.

Por su parte, las formas del tipo I; y I. son aquellas en las que todos sus factores lineales

son formas con coeficientes complejos. La forma del tipo I, es definida (semi-)positiva y I, es

definida (semi-)negativa.

En cambio, las formas normales del tipo I; son aquellas que se pueden factorizar como el

producto de dos factores lineales distintos y dos complejos distintos. Por tltimo, las formas

normales del tipo II,II1,1V,V son formas con al menos un factor lineal multiple, es decir, su

discriminante i* — 27} es igual a cero.

Proposicién 5.6 Sea Q una forma de grado 4 sobre R y H su Hessiano. Supongamos que Q no tiene
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factores lineales miiltiples. Entonces Q y H no tienen ningiin factor lineal en comiin.

Demostracién. So6lo hay que demostrar la proposiciéon para las formas normales I,, I, I, y 1.
Haremos los célculos para el tipo I;; los otros casos son anédlogos. Si Q (x, y) = x* + 6ux*y? — y*,
entonces HessQ (x, y) = 144 [yx4 + (-1 -3u?) x*y* - yy‘*]. El resultante entre Q y su Hessiano es

el determinante de la siguiente matriz:

1 0 6u 0 -1 0 0 0

0o 1 0 6u 0 -1 0 0

0 0 1 0 6u 0 -1 0

0 0 0 1 0 6u 0 -1
144y 0 144(-1-3u2) 0 ~144y 0 0 0

0 144y 0 144 (-1 - 312) 0 ~144y 0 0

0 0 144y 0 144 (-1 - 312) 0 ~144y 0

0 0 0 144y 0 144(-1-3u2) 0  —144u

El determinante de esta matriz es el polinomio (144)* (92 + 1)4 . Asi, el resultante de Q (x, y)

y HessQ (x, y) no tiene raices reales, por lo que Q y H no tienen ningtn factor lineal en comtn. m

Proposicién 5.7 Sea Q = aq?, donde ¢ es una forma cuadrdticay a = 1. Entonces H = (122) A, ¢?,
donde A, es el discriminante de la forma cuadrdtica ¢.

Demostracién. Basta probar esta propiedad para las formas normales 11, y II1. 4.

El Hessiano de la forma g (x, y) = 6ax?y* es la forma —432a2x?y*. Notemos que aqui 6 es el
discriminante del polinomio cuadratico 6xy asi, la proposicién se cumple. Mientras que de la
forma y (x2 + y2)” el Hessiano es 48x%2 + 96x2y%)2 + 481412 = 482 (x> + 1) . m

5.5. Polinomios Hessianos de las formas normales reales

Hessianos de las formas normales reales con discriminante no nulo. Dado un polinomio
homogéneo de grado n, su polinomio Hessiano es de grado 21 — 4 (o el polinomio nulo). En el
caso en que Q sea de grado 4 su polinomio Hessiano H es también de grado 4 (o nulo). Como H
es un covariante de Q, sus invariantes iy y ji son también invariantes de Q, lo cuales se pueden
expresar en términos de i y j, pues éstos tltimos son invariantes bésicos de Q. Asi, es posible
obtener una clasificaciéon atin méas detallada de los polinomios homogéneos de grado 4 (ver
también [51]). Una consecuencia de esta clasificacion es la siguiente. Un polinomio homogéneo
Q de grado 4 se escribe como el producto de cuatro formas lineales reales distintas si y sélo si Q

es un polinomio homogéneo hiperbdlico. Asi, el espacio de polinomios hiperbdlicos de grado
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cuatro consiste de los polinomios con forma normal del tipo I,. En [2], V. I Arnold demostré que

este espacio es conexo.

Proposicién 5.8 El polinomio Hessiano H de un polinomio homogéneo Q del tipo 1, tiene la forma

normal — (x4 +6ux’y? + y ) para algun o= —1J|f3|“ € ( ), donde 11 € (—oo, —%) Asi, H es del tipo
I.siu+#—=1yesdel tipolll;sip =

Demostracién. Notemos que el Hessiano de la forma normal x* + 6ux?y? + y*, u < —1, es:
H (x,y) = 144px* + (144 - 4320%) 2% + 1440y, (5.3)
Los invariantes de H (x, v) son:
i = 1728(3u2 + 1),
j = 373248u° —1866240u* + 622 080p* — 13824,
P27 = 20322 (9t — 1012 + 1) .

Notemos que el discriminante * — 272 de H (x, i) es no negativo y en el intervalo (—oo, —%)
se anula si y = —1. Esta observacién sobre el discriminante de H (x, y), implica que si p = -1
entonces H (x,y) es del tipo IIl.; pues H(x,y) = —144(x* + 12)°. Observemos que todos los
valores de y en los que el discriminante de H (x, y) se anula son u = + — 1,0 y +1. Los valores
de u iguales a 1 y 0 corresponden a formas del tipo I, y I. tales que sus He551anos tienen
factores lineales multiples: si u = 0 entonces H (x,y) = 144x*y* y si u = 1, entonces H (x,y) =
144 (x — y)* (x + y)*. Si el valor de u es igual a —1 3, entonces H (x,y) = —48 (x — y)> (x + y)°, el cual
pertenece al tipos III,, y si p = %, entonces H (x, y) = 48(x* + yz) , el cual pertenece al tipo III 4.

Para llevar al polinomio 5.3 a su forma normal, usamos la transformacién lineal invertible

(5.4)

1 1
~ mn T

Con esta transformacién obtenemos el polinomio homogéneo

_ 3.2
+6( ‘u)xzy2+ﬁy u<- :1))
lui 6] o
Notemos que | = = —1 pues u < 0. El coeficiente i = — 6| | " toma los valores del intervalo ( )
si u < —1 (ver figura 5.1). De esto se obtiene que H, (x, y) estd en la 6rbita de alguna forma

normal del tipo I, siu € ( 00 ——) yu+-1. m

Proposicién 5.9 El polinomio Hessiano H de un polinomio Q del tipo I, y I. tiene alguna de las siguientes

formas normales



88 TeoriA CLASICA DE INVARIANTES

— F |
— -1+3w H
6lu|
15 \)5\ w
T :
K 3 =
! n
1 -
H: — . 15t 1
3 n=—0>s —_ 1-3u”
G
- Figura 5.1 - - Figura 5.2 -

1. Sipe (—%,0), entonces H (x,y) = — (x4 + 61Xy + y4) ypu= _1J|r3|“ € (—oo, —%) Ast, H es del

tipo I,.

4 e m —3112
2. Sea H(x,y) = x* + 6ux*y* + y*, con u =

a) Siue (0, %), entonces 1 € (% ) Ast, H es del tipo I,.
b) Sipe (%, 1), entonces 1 € (—% %) Por lo que H es del tipo I,
c) Sip € (1,00), entonces u € (—00, —§> . En este caso, H es del tipo I,.

3. Siu = 0entonces H (x,y) = 144x?y? es del tipo I, , si p = 1 entonces H (x, y) = 48 (x* + y2) el
cual pertenece al tipo I1l.4 y si u = 1, entonces H (x,y) = 144 (x — y)2 (x+ y)2 es del tipo I, 4.

Demostracién. El polinomio Hessiano de (x4 + 6ux?y* + y4) conp>—3,a==les
Hy, (x,y) = 144ux* + (144 — 432y2) Pyt + 144uy*.
Los invariantes de H . (x, y) son:

2
i = 1728(3u2+1),
j = 373248u° —1866240u* + 622 080p* — 13824,
2
P-27ff = 2232 (9" — 1042 + 1) .

Para probar 1, supongamos que u € (—%,O). Observemos que i — 27j% > 0 en el intervalo
(-4
37

El polinomio Hj es llevado por la transformacién lineal (5.4) en el polinomio:
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-_— 2 — . .
El coeficiente a, = —16% = 1 de Hy. (x, y) varia en el intervalo (—oo, —%) (ver figura 5.1) y los
coeficientes a4 y ay valen ﬁ = —1. Por lo tanto, H; tiene un representante en las formas normales

del tipo I,.
Notemos que si p = 0, entonces Hy, (x, y) = 144x?y? el cual tiene factores lineales repetidos.

Ahora empezamos con la prueba de 2. Si u toma valores positivos, entonces H; tiene la

forma normal

1-3u2
( 6#M )xzyz +yt (5.5)

En efecto, basta aplicar a Hy (x, y) la transformacioén lineal

x = (5.6)

1 1 _
iaan YT e

Para probar 2a) supongamos que p € (O, %) Notemos que en este caso, el coeficiente a, =
1-3u2
b
representante en las formas normales del tipo I, o I..

= u de (5.5) toma los valores del intervalo (l

3,00) (ver figura 5.2). Asi, Hy. tiene un

Ahora probaremos 2 b). Si u € (%, 1), el polinomio H;, tiene la forma normal (5.5) con

(1-31)
6y
5.2). Asi, el Hessiano H,, tiene representantes en las formas I, o I..

U € (%, 1) y el coeficiente a, = = p de (5.5) toma los valores del intervalo (—— —) (ver figura

373

Sipu=1 Hy(xy) = 144 <x4 - 2%y + y4) = 144 (x2 — ?)’ es un polinomio con factores
lineales repetidos.
1- 3# _

Por tltimo, probemos 2c). En el caso que i € (1, o), el coeficiente a, = = pde (5.5) toma
los valores del intervalo (—oo —5) (ver figura 5.2). Asi, Hy. tiene representantes en las formas

canoénicas del tipo I,. m

Observemos que los polinomios Hessianos del inciso 1 de la proposiciéon 5.9 efectivamente
son representantes de las 6rbitas del tipo I,. Esto se debe a que éstas son la imagen de las formas

normales del tipo I, mediante la transformacion lineal

1
T(xy)= T_Qu(ﬁﬁ%x—y),

tomando p = . Asi, cualquiera de las dos familias uniparamétricas funcionan como repre-

1+3
sentantes de la misma clase de polinomios homogéneos (ver [51]).

Proposicién 5.10 E! polinomio Hessiano de un polinomio homogéneo Q del tipo 1, tiene alguna de las

siguientes formas normales
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1. —xt 4620 ;ll ) xX*y*+yt, 1 <0.
2. —144x*y*, u = 0.

3. v+ 682Y) 6T|1) x*y? =yt u > 0.

Demostracién. Ahora, procedemos a analizar la forma normal del tipo I, x* + 6ux?y* — y*. Sus

invariantes toman los siguientes valores

i = a4a0—4a1a3+3a§:3‘u2—1,
jo= -y
P =277 = -8lu*—18u* - 1.

El Hessiano de la forma normal I; es el polinomio
Hy (x,y) = 144px* + (—4320% — 144) %% + (- 144p) v,
Los invariantes de H, (x, ) son los siguientes,

2
i = 1728(3p% - 1),
j = 373248u° +1866240u* + 622 080u* + 13824,
Po27f = 22322 (9t + 102 + 1) .

El discriminante # — 2772 de H, (x, y) es negativo si u # 0. Esto implica que el Hessiano de
una forma del tipo I, es otra forma del tipo I; si u # 0. Asi, si una forma binaria de grado cuatro
se factoriza como el producto de dos formas lineales reales y dos formas lineales complejas,
entonces su Hessiano también tiene esa propiedad. El caso singular de la familia uniparamétrica
x* + 6ux?y? — y* es cuando p = 0. Pues en este caso, el Hessiano tiene s6lo un factor lineal real y

uno complejo, cada uno con multiplicidad 2, el cual es del tipo II1, .

Con las transformaciones lineales (5.4) y (5.6) podemos llevar H; (x, y) a las formas normales

escritas en el enunciado de la proposicién. m

Polinomios Hessianos de las formas normales reales con discriminante nulo. Una propie-
dad de los polinomios homogéneos con discriminante nulo es que sus polinomios Hessianos
tienen discriminante nulo. En el caso de polinomios de grado cuatro, los Hessianos de los

polinomios del tipo I, 4, I11,, I11. 4 pertenecen, respectivamente, al mismo tipo:

En efecto, para los polinomios con forma normal del tipo I1, 5.4, 6ax*y* + fy*, a = 1,8 = £1,
su Hessiano es el polinomio 144y*af —432x?y?a?. Los polinomios con forma normal del tipo I11,,
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6ax?y?, a = +1, tienen al polinomio —432x2y*a? como su Hessiano. El polinomio 48)2 (x* + 12)°
es el Hessiano de los polinomios con forma normal del tipo I 4, y (x* + yz)z, y = +1.
Los polinomios con forma normal del tipo IV, 4x%y, tienen por Hessiano al polinomio —144x*,

es decir, su Hessiano es del tipo V. En cambio, el Hessiano de los polinomios del tipo V'y VI es

el polinomio cero (ver proposiciéon 5.1), es decir, la forma nula.
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Capitulo 6

Gréficas de polinomios de grado cuatro

6.1. Configuraciones de las curvas Hessianas de grado 4

Configuraciones de curvas algebraicas no singulares de grado 4 en R? transversales a la recta
al infinito. Sea C una curva algebraica en R? no singular de grado 4. Supongamos que C tiene,
entre sus componentes conexas, un niumero I de évalos con 0 < IT < 4 y que éstos no estdn
anidados. Denotamos con < IT > a la unién de los I'T 6valos de la curva C. Notemos que si C no

es compacta en R?, entonces tiene otras componentes conexas no compactas.

> <H>< /?<1’I>Q <>

0= I1=3 CESTECIN 0% <3 0<TI<4
a) b) e) 9)
0T 00 te ©
N o>
c) d) f) h)
- Figura 6.1 -

Los diagramas en la figura 6.1 corresponden a todas las configuraciones de curvas algebraicas
en IR? de grado 4 no singulares y sin tangencias en la recta al infinito que son obtenidas al

perturbar el germen de una curva en un punto por el que pasan 4 ramas de la curva transversales
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entre si (ver [71], pag 1107).

(Cudles configuraciones son realizadas por curvas Hessianas de grado 4? La mayoria de
las configuraciones mostradas en la figura 6.1, son realizables por curvas Hessianas de grado
4 (las cuales provienen algin polinomio de grado 4). Por ejemplo, en [52] y [54] se exhiben
polinomios de grado cuatro tales que su curva Hessiana es compacta con ITigual a 3 y 4. Asf,
curvas Hessianas compactas de grado cuatro con 0, 1, 2, 3 o 4 6valos existen. En efecto todas
las configuraciones mostradas en las figuras 6.1 g) y h) son realizables por curvas Hessianas de

grado cuatro.

En el caso en el que la curva Hessiana no es compacta, en [54] se muestra que existen
polinomios tales que su curva Hessiana tiene 2 componentes conexas no compactas junto con
tres 6valos (ver figura 6.1 e) con I1 = 3); también se muestra que es realizable la configuracién
con cuatro componentes conexas no compactas y dos 6valos (figura 6.1 b) I'l = 2). En estos dos
ejemplos, la curva Hessiana proyectiva tiene cuatro ¢valos y la recta al infinito interseca a uno

y a dos de estos 6valos, respectivamente.

Por otro lado, nétese que dado f € R[x, y] de grado 4, conocemos el comportamiento del
polinomio Hessiano de la parte homogénea f, de f. En consecuencia, conocemos el ntimero de

componentes conexas de la curva Hessiana de f que intersecan a la recta al infinito.

Proposicién 6.1 Sea f € R [x, y] de grado 4 tal que su grdfica es genérica.

1. Si los factores lineales de fy son complejos y la forma normal « (x4 + 6ux?y® + y4) ,cona = x1
representa a fy para algiin p € (—00, —%) U (1, o0) entonces la curva Hessiana Hessf (x,y) = 0

tiene alguna de las configuraciones a),b),c) o d) de la figura 6.1.

2. Supongamos que f4 tiene dos factores lineales complejos distintos, dos factores lineales reales
distintos y que no es equivalente a la forma x* — y*, entonces la curva Hessiana Hessf (x,y) = 0
tiene alguna de las configuraciones e) o f) de la figura 6.1.

3. Sitodos los factores lineales de fy son reales y distintos, entonces la curva Hessiana Hess f (x,y) = 0
es compacta y tiene alguna de las configuraciones g) o h) de la figura 6.1.

4. Si los factores lineales de fy son complejos y la forma normal a (x4 + 6ux’y? + y4), cona==+ly
TS (—%,0) U (O, %), representa a f;. Entonces la curva Hessiana Hessf (x,y) = 0 es compacta y
tiene alguna de las configuraciones g) o h) de la figura 6.1.

Las figuras de las curvas Hessianas para los siguientes ejemplos fueron realizados con el

software Mathematica.
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2,22 4.3
—SXY Y T+

6x%y + xy* + 0.7y° + x* + 8xy + 7% La curva Hessiana de

Ejemplo 6.1 Consideremos f (x,y) = x*

f tiene la configuracién del inciso a) de la figura 1 con

IT = 0 (ver también figura 6.2).

Ejemplo 6.2 Sea f(x,y) = x* — 2x%% + y* + * + 6x%y —
6xy? +0.7y° + x* —6xy — 7y, 1a curva Hessiana de f tiene la
configuracién del inciso a) de la figura 1 con IT = 1 (figura
6.3).

Ejemplo 6.3 Sea f(x,y) = x*> — y* + x*> + 6x%y — 63> +
0.7)y* + x* — 8x%y* + y*. La curva Hessiana de f tiene
la configuracién del inciso c) de la figura 1 (ver también

tigura 6.4).

Ejemplo 6.4 La curva Hessiana del polinomio f (x,y) =
—x* + 2x%y? + x? — y* — 1/? tiene la configuracion del inciso

d) de la figura 1 (ver también figura 6.5).

- Figura 6.5 -
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Sea f € R[x, y] de grado 4 tal que su gréfica es genérica. Supongamos que todos los factores

lineales de f, son reales y distintos. Se sigue de la clasificacién por medio de sus invariantes y

covariantes que f, es un polinomio homogéneo hiperbélico (ver proposicién 5.8). En efecto, f4 es

representado por alguna de las formas del tipo I,. En este caso, la curva Hessiana de f es compacta

y més aun, la componente no acotada b~ NIR? de su complemento en R? es hiperboélica (mientras

que la componente acotada es eliptica). Por otro lado, si f4 es es un polinomio homogéneo

eliptico, entonces la curva Hessiana de f es compacta y la componente no acotada b~ N R? de

su complemento es eliptica (en este caso la componente acotada es hiperbdlica). A diferencia



96 GRAFICAS DE POLINOMIOS DE GRADO CUATRO

de estos casos en los que f; determina si b~ N R? es eliptica o hiperbdlica tenemos la siguiente

observacion.

Observacién 6.1 Sea f € R[x, y] de grado 4. Supongamos que la curva Hessiana proyectiva de
f es no singular e interseca a la recta al infinito de manera transversal en al menos dos puntos.
Entonces el polinomio homogéneo de mayor grado f; no necesariamente determina si b~ N R?

es hiperbélico o eliptico.

Para ver que la observacion es correcta, vamos a dar ejemplos de polinomios f = fu+ f3+ f> €
R [x, y] de grado 4 de tal forma que al modificar la parte cuadratica f, la parte del plano b~ N IR?
cambia de eliptica a hiperbdlica. Las figuras de las curvas Hessianas fueron realizadas con el

software Mathematica.

6
4t aF
oF \/z\/
)
-6 -4 -2 2 4 6 -6 -4 -2 2 4 6
o
Ll Ll
_al

4

- Figura 6.6 — - Figura 6.7 -

Consideremos el siguiente polinomio con u =1

f(x,y) = x* +6ux’y? — y* + 32%y — 3xy? — 1042 + 10y,
Su polinomio Hessiano es

Hessf (x,y) = 144x* - 576x%y* — 144y* — 72x° — 21627y
+216xy* — 72y° — 36x* + 36xy + 444y* + 120x + 120y — 400.

La curva Hessiana Hessf (x, y) = 0 es representada en la figura 6.6. Como la parte cuadrética
de f (x, y) es —10x* + 1032, el origen es un punto hiperbolico. El punto (0, 0) no esté en el interior
de ningtin 6valo de la curva Hessiana de f. Esto es debido a que si hacemos x = 0, las raices del
polinomio Hessf (0, y) = —144y* — 72y° + 444y + 120y — 400, tienen parte imaginaria no nula.

Asi, b~ N R? es el conjunto de puntos hiperbdlicos y b* N IR? es el conjunto de puntos elipticos.
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Por otro lado, sea u = 1 y consideremos el polinomio
g (x,y) = x* + 6ux’y? — y* + 3x%y — 3xy® + x> + 101>
El polinomio Hessiano de g (x, y) es

Hessg (x, y) = 144x* — 576x%y* — 144y* — 72x° — 216x°y
+ 216xy* — 7217 + 228x* + 36xy + 180y* — 12x + 120y + 40.

La figura 6.7 representa a la curva Hessiana Hessg (x, y) = 0. En este caso el origen es un
punto eliptico y la curva Hessiana proyectiva consiste de s6lo un 6valo. En este caso b N R? es
eliptico y b* N IR? es hiperbdlico.

Tal comportamiento aparece también en curvas Hessianas con mas puntos de interseccién

con la recta al infinito. Por ejemplo, sea

6 1 1
_ (a4 920 4y L3 o 1 5
f(x,y) = (x 7xy +y) 3x X 27y.

La curva Hessiana de f (figura 6.8) tiene cuatro componentes conexas no compactas en RR?,

ademads b~ N R? es eliptico.

En cambio, la curva Hessiana proyectiva del polinomio

6 1 1
I VR 35 B S R - R S
glx,y) = (x 7xy +y) 3x X +27y,

consiste de dos 6valos anidados mientras que b~ N R? es hiperbolico. En este caso, la curva

Hessiana se ilustra con la figura 6.9.

—

- Figura 6.8 — - Figura 6.9 —
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6.2. Polinomios homogéneos Hessianos de grado cuatro

Sea Cr(4) = {a = (a40,a31,027,013, a0,4)| 2,; € R,0<i,j<4,i+]j=4, } Consideremos la funcién
Hy : CrR(4) — Cr(4) tal que a cada tupla de coeficientes a = (asy,...,404) del polinomio
homogéneo de grado 4, Q(x, y) = ayox* + 4az1x°y + 622X Y* + 4a13xy° + agsy*, le asigna los
coeficientes b = (byy, ..., bo4) € Cr (4) de su polinomio Hessiano H (x, y) = HessQ (x, y),

byy = 144 (az,zﬂ4,o - a%,l) ’
144

b3,1 = T (2ﬂ1,3ﬂ4,0 - 2612,2ﬂ3,1) ’
144

by, = T (‘3613,2 + doadsp + 201,3513,1) ’
144

bz = e (2a04031 — 2a13025),

b0/4 = 144 <a0,4a2,2 - 5153) .

Una de las propiedades basicas de la funciéon H, es la siguiente. Supongamos que Hy (a) = b,

si A € R entonces Hy (Aa) = A%b. Esto muestra que Hy no es inyectiva.

Proposicién 6.2 H, no es suprayectiva.

Demostracién. En efecto, el polinomio x*y no es el Hessiano de ningtin polinomio homogéneo
Q € R[x,y] de grado 4. Para probar esto, consideremos un polinomio Q (x,y) de grado 4
arbitrario y HessQ (x, y) su Hessiano. El polinomio Q (x,y) estd en la 6rbita de alguna de las
formas normales y HessQ (x, y) estd en la 6rbita del Hessiano de esta forma normal. Asi, para
probar la proposicién, basta observar que ningtin Hessiano de las formas normales reales de la
tabla (5.2) es del tipo IV, es decir, de la forma 4x°y (ver proposiciones 5.8, 5.9, 5.10 y la seccion
55). m

Observacion 6.2 Sea f € R [x, y] de grado 4. Supongamos que la parte homogénea de grado 4

de f es f1(x,y) = x>y, entonces f no es el Hessiano de ningtn polinomio de grado 4.
y y gunp g
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