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Resumen

En esta tesis de investigacidon mostramos los resultados del estudio del
transporte electronico en redes de Fibonacci generalizado (FG) mediante el
formalismo de Kubo-Greenwood a temperatura cero, dentro de la aproximacion
de amarre fuerte. Hemos desarrollado un nuevo método de renormalizacion
unificado capaz de calcular la conductividad eléctrica DC y AC en redes de FG
de tamafo macroscopico. Estudiamos la densidad de estados (DOS), la
conductividad eléctrica (o), la localizacion de la funcion de onda mediante el
coeficiente de Lyapunov (y) y la razon de participacion (PR) para nueve
sistemas de Fibonacci generalizado abordando el problema de enlace; en donde
las energias de sitio son constantes en tanto que las integrales de salto son
variables y siguen una de las secuencias de FG. También, desarrollamos por
primera vez un método de renormalizacidén en espacio real para calcular el PR
de redes macroscopicas de FG descritas por el Hamiltoniano antes mencionado.
Ademas, con los métodos de renormalizacion desarrollados analizamos el
efecto de las impurezas de sitio y de enlace en la conductividad eléctrica en
sistemas periodicos y cuasiperiodicos. Asimismo, estudiamos la conductancia
eléctrica en redes bidimensionales cuadradas con un plano de impurezas tipo
Fano periddico y no-periddico. Finalmente, analizamos la conductancia
eléctrica en nanoalambres de tamafio macroscOpico cuyas integrales de salto
siguen un ordenamiento tipo FG. Los sistemas estudiados fueron nueve cadenas
de Fibonacci generalizado (m,n) de tamafio macroscopico, con m=1, 2, 3 y
n=1, 2, 3. Al analizar la longitud de localizacion de la funcién de onda
mediante el PR, encontramos que esta medida puede no ser apropiada para redes
cuasicristalinas. Demostramos analitica y numéricamente la existencia de
estados transparentes para el potencial quimico cero en algunas cadenas de FG.
En particular, encontramos un estado transparente para x =0 en la cadena de
FG (2,1) para cualquier generacion pary y =t,/t, >0. Sin embargo, el PR
correspondiente tiene un valor limite de cero, el cual demostramos de forma
analitica. Ademas, nuestros resultados confirman la estrecha relacion entre la
localizacion de la funcion de onda y el transporte electronico a temperatura cero
para sistemas con n#1. Por ejemplo, la semejanza entre los espectros de la
conductividad DC y del coeficiente de Lyapunov. En particular, las cadenas de
FG con n =1 presentan autosimilaridad lo que origina un decaimiento como ley



de potencias del promedio espectral de la conductividad y del PR conforme el
numero de atomos se incrementa. En contraste, las cadenas de FG con n=2 'y
n =3 presentan zonas de alta conductividad con un comportamiento oscilante,
lo cual ocasiona el lento decaimiento de sus promedios espectrales. Ademas,
desarrollamos una expresion analitica para el exponente de Lyapunov para
redes periddicas. También, realizamos el primer andlisis global de la
conductividad AC sobre todo el espectro para cadenas de FG. Encontramos
picos resonantes de alta conductividad AC (méas de 4 6rdenes de magnitud) en
comparacion con el espectro AC de redes periddicas, cuyo valor promedio crece
mas rapido en los sistemas no-cuasiperiédicos que en los cuasiperiddicos. Por
otra parte, estudiamos el efecto de las impurezas de sitio y de enlace en la
conductividad eléctrica DC en cadenas periddicas y cuasiperidodicas. Obtuvimos
expresiones analiticas para una y dos impurezas de sitio en una cadena
periodica. Ademas, observamos que la separacion entre las impurezas
determina el nimero de maximos del espectro. En particular, encontramos un
estado transparente en 1 =0 cada tres generaciones en cadenas de Fibonacci
(1,1) para un numero par de impurezas de enlace. También, analizamos la

conductancia eléctrica en redes bidimensionales cuadradas, donde por primera
vez demostramos de forma analitica que una cinta periddica con un solo plano
de impureza Fano presenta un pico de conductancia balistica en x=0.
Finalmente, la conductancia eléctrica en nanoalambres de FG es analizada



Introduccion

Las propiedades fisicas de cada material estan relacionadas con su estructura
atomica [Askeland,1998]. En particular, los estados electronicos pueden ser
modificados al introducir un desorden estructural. Dichos estados son
extendidos en sistemas periodicos y exponencialmente localizados en sistemas
aleatoriamente desordenados en una y dos dimensiones [ Abrahams, 1979]. Por
otra parte, el grado de localizacion de la funcidn de onda electronica en sistemas
cuasiperiddicos y aperiddicos no ha sido completamente comprendido.

Actualmente, el estudio de los estados electronicos en estructuras artificiales
es de gran importancia en la fisica de materia condensada, debido a que estas
estructuras nos conducen a descubrir nuevas propiedades fisicas que pueden
llegar a ser esenciales en dispositivos de escala atomica. Estas estructuras
pueden ser multicapas, nanoalambres, nanotubos, heteroestructuras tipo core-
shell, etc. En particular, los sistemas cuasiperiddicos y aperiodicos han sido de
gran interés a partir del descubrimiento de los cuasicristales [Shechtman, 1984]
y mas aun desde la obtencion de alesiones cuasiperiodicas de alta calidad. Las
redes cuasiperiddicas son proyecciones de estructuras periddicas desde un
espacio de mayor dimension. Dentro de los sistemas cuasiperiddicos mas
estudiados figura la red de Fibonacci. La cual puede consistir en una cadena de
dos tipos de bloques 4 y B con un orden cuasiperidodico que se construye
sustituyendo 4—>AB y B—> A. Una generalizaciéon de la secuencia de

Fibonacci se obtiene mediante la sustitucionde 4 — A"B" y B—> A, donde m
y n son numeros enteros positivos [Macia, 2012]. El simbolo 4™ representa
una cadena de mA's y de manera analoga para B".

En la presente tesis analizamos de forma detallada el transporte cuéntico, el
coeficiente de Lyapunov y la razén de participacion en redes de Fibonacci
generalizado con una longitud macroscopica. En el capitulo 1 hacemos un
resumen de los distintos enfoques que se han empleado en el estudio del
transporte electronico, partiendo de un punto de vista clasico hasta llegar a uno
cuantico. Dentro de este ultimo, desarrollamos el formalismo de Kubo-
Greenwood para estudiar la conductividad eléctrica en sistemas cuyo
ordenamiento de sus integrales de salto siguen una secuencia de Fibonacci
generalizado (FG). Ademas, utilizamos el teorema de convolucion para estudiar
la conductancia en sistemas aperiddicos multidimensionales. Por otra parte,



definimos la localizacién de la funcion de onda electronica a través de los
elementos de la matriz de transferencia obtenidas a partir de la ecuacion de
Schrodinger (coeficiente de Liapunov) como también utilizando el inverso de
la razén de participacion para estudiar los sistemas de FG.

En el capitulo 2, damos un panorama general de la clasificaciéon de los
materiales dependiendo de su arreglo atomico, enfocandonos principalmente en
las propiedades y aplicaciones de los sistemas cuasiperidodicos. También,
realizamos una sintesis de los métodos empleados para modelar este tipo de
estructuras. Y finalmente, definimos detalladamente los sistemas de FG.

En el capitulo 3, mostramos los principales resultados obtenidos para la
densidad de estados (DOS), transporte electronico DC, el coeficiente de
Lyapunov (y') y la razén de participacion (PR) para nueve sistemas de FG.
Ademas, desarrollamos las expresiones analiticas para los estados transparentes
(coeficiente de transmision uno) en diversos sistemas de FG. Méas aun,
presentamos el promedio espectral de la conductividad eléctrica DC y de la
razon de participacion en sistemas de FG. También, realizamos un analisis del
promedio espectral de la conductividad eléctrica AC para los nueve sistemas de
FG. Con respecto a los sistemas multidimensionales, llevamos a cabo un estudio
de la conductancia eléctrica en nanocintas y nanotubos cuyas integrales de salto
siguen alguna de las secuencias de FG.

Finalmente, presentamos las conclusiones de este trabajo, asi como dos
apéndices. En el apéndice 1, mostramos las formulas de renormalizacion para
la densidad de estados y en el segundo las férmulas de renormalizacion para el
calculo del PR.
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Capitulo 1. Transporte Electronico

Introduccion

Con el aumento en la cantidad de transistores en los procesadores, el doble cada
dos afios (tendencia descrita por la ley de Moore), se han logrado construir
computadoras cada vez mas compactas y eficientes. Actualmente existen
procesadores con transistores de 14 nm y se espera que para el afio 2028 existan
de 5 nm [ITRS, 2013]. En estas escalas, los efectos cudnticos se vuelven
relevantes y afectan las propiedades eléctricas, magnéticas, térmicas de los
materiales. Una de las propiedades mas estudiadas es el transporte eléctrico,
debido a sus posibles aplicaciones en el desarrollo de la tecnologia. Se han
utilizado diversas teorias con el proposito de comprender el mecanismo de la
conduccion eléctrica. Por ejemplo, desde un enfoque cldsico se encuentra el
modelo de Drude; la ecuacion de transporte de Boltzmann usando uno
semiclasico y desde un punto de vista cuantico el problema de la conductividad
eléctrica puede ser estudiado por la teoria de Landauer y el formalismo de
Kubo-Greenwood.

1.1 Modelo de Drude

La caracteristica mas importante de un metal es su alta conductividad eléctrica.
Alrededor de 1900, poco después del descubrimiento del electron por J. J.
Thompson, las personas se comenzaron a interesar en comprender el
mecanismo de la conduccion en metales. El primer trabajo realizado por E.
Riecke en 1898 fue rapidamente superado por el de Drude en 1900 [Drude,
1900]. Drude propuso un modelo extremadamente simple que explicaba una ley
empirica bien conocida, la ley de Wiedemann-Franz (1853). Esta ley establece
que, a una temperatura dada, la razon entre la conductividad térmica y la
conductividad eléctrica es la misma para todos los metales [Quinn, 2009]. Las
suposiciones basicas de este modelo son [Ashcroft, 1976]:

1. Los metales contienen electrones libres los cuales forman un gas de
electrones.



2.En las colisiones, se desprecia la interaccion electron-electron
(aproximacion de electron independiente) y electron-ion (aproximacion de
electron libre.) En ausencia de un campo electromagnético externo cada
electron se mueve en linea recta. Por otra parte, en presencia de un campo
externo aplicado cada electron realiza un movimiento determinado por las
leyes de movimiento de Newton, pero despreciando los campos adicionales
producidos por otros iones y electrones.

3. Las colisiones son eventos instantaneos que alteran abruptamente la
velocidad de un electron. Se asume que los electrones experimentan una
colision con una probabilidad por unidad de tiempo 1/7. Lo cual significa

que la probabilidad de que un electron se someta a una colision en un
intervalo de tiempo infinitesimal, de duracién df, es dt/r. Donde 7 es un

valor conocido como tiempo de relajacion del sistema o tiempo de colision,
el cual juega un papel fundamental en la teoria de la conduccion metalica.

4. Supone que los electrones adquieren un equilibrio térmico con sus
alrededores solo a través de sus colisiones. Estas colisiones se asumen para
mantener un equilibrio termodindmico local. De una manera simple:
inmediatamente después de cada colision, un electron sale con una direccion
aleatoria y una velocidad adecuada a la temperatura existente en el lugar
donde ocurrié la colision. Asi, de la region mds caliente, emergera un
electron mas rapido.

En ¢l siguiente apartado, se desarrollara la conductividad eléctrica DC para
un metal empleando el modelo de Drude.

1.2 Conductividad eléctrica DC en un metal

De acuerdo con la ley de Ohm, el potencial (V) en un alambre es directamente
proporcional al producto de la resistencia (R) por la corriente que fluye en ¢l
(1), es decir: V'=1IR. El modelo de Drude explica este comportamiento y
proporciona una estimacion del tamafo de la resistencia. La resistividad p esta

definida como una constante de proporcionalidad entre el campo eléctrico (E)
en un punto en el metal y la densidad de corriente (j) que es inducida.



E = pj. (1.1)
La j es un vector paralelo al flujo de carga, cuya magnitud es la cantidad de

carga por unidad de tiempo, que atraviesa un area perpendicular al flujo. Por
tanto, si una corriente uniforme / fluye a través de un alambre de longitud L y
seccion transversal A4, la densidad de corriente sera j=1/4. Siendo el

potencial a lo largo del alambre V =FELy usando (1.1) obtenemos
V=pIL/A=R=pL/A.

Si n electrones por unidad de volumen se mueven con velocidad v,
entonces, en un tiempo df¢ los electrones avanzaran una distancia vdt en la
direccion de v, asi que n(vdt)A electrones atraviesan un area 4 perpendicular

a la direccion de flujo. Por lo tanto, la carga a través de 4 en un tiempo dt serad
—nevAdt y por tanto la densidad de corriente es

j=-—-nev, (1.2)

donde v es el promedio de la velocidad de los electrones. En ausencia de un
campo eléctrico, los electrones se mueven aleatoriamente y el promedio de la
velocidad v es cero. Por tanto, no hay densidad de corriente neta. En presencia
de un campo eléctrico E, los electrones se mueven en la direccion opuesta al
sentido del campo eléctrico. Esto puede ser calculado como sigue:
F:Eq:mﬂ = v:vo—@,
dt m
siendo v, su velocidad en #=0. Considerando que un electron emerge de una

colision en una direccion aleatoria, no habrd una contribucion de v, a la

velocidad promedio de los electrones y el promedio de ¢ es el tiempo de
relajacion (7); asi tenemos

eEr . (ne’r
Von =———3 = E. (1.3)
m m
Usando que el inverso de la resistividad es la conductividad o =1/p:
2
j=0E; o="107 (1.4)
m

Esto establece un estimado de la conductividad (o) en términos de las

cantidades que son conocidas con excepcion del tiempo de relajacion 7, el cual

3



podemos calcular usando las resistividades observadas como 7 =m/ pne’ . Otra

forma de abordar este problema es a partir del formalismo de Landauer.

1.3 Formula de Landauer

En semiconductores, las fluctuaciones de carga cerca de las barreras pueden
afectar el potencial cerca de las mismas. También, con el flujo de corriente, la
funcion de distribucidon en si misma puede ser significativamente perturbada
desde el equilibrio. La inhomogeneidad espacial resultante del flujo de corriente
alrededor de los obstaculos fue estudiada por Landauer [Landauer, 1957, 1970].
El considerd un sistema unidimensional en el cual una corriente constante era
forzada a fluir a través de una estructura que contenia dispersores, con el
objetivo de conocer la distribucion resultante del potencial debido a la
distribucion espacialmente inhomogénea de los dispersores. El resultado en una
dimension es denominado “féormula de Landauer”, la cual derivaremos para el
caso de un solo canal [Ferry, 1997].

Figura 1 Representacion esquematica de la conductancia en una muestra: a) descomposicion
ideal de la estructura dentro de la muestra donde ocurren las dispersiones y los conductores
ideales conectando la muestra a los reservorios en cada lado. b) Redistribucion de la carga debida
a los reservorios; lo cual origina nuevas energias de Fermi u, y u, en el lado izquierdo y

derecho respectivamente.

Para empezar, consideraremos el problema general de una barrera para un
conductor mostrado en la Figura 1. Conductores ideales conectan la region

4



dispersora a los reservorios en la izquierda y derecha caracterizados por
energias de cuasi-Fermi g, y u,, respectivamente, que corresponden a sus

densidades electronicas. Para un determinado sistema unidimensional ideal, la
corriente inyectada desde la izquierda y la derecha puede ser escrita como una
integral sobre el flujo:

I= 22—8[ j: dkv(k) f,(k)T(E) - j:’ dk'v (k') fz(k')T(E')}, (1.5)
T

donde la constante 2¢/27 es la densidad de estados unidimensional en el
espacio k, v(k) es la velocidad, T(E) es el coeficiente de transmision, f, y
f, son las funciones de distribucion de los reservorios caracterizados por x4, y
U, , respectivamente. La integracion se realiza sobre todas las posibles & y &’

positivas relativas a la direccion de las cargas inyectadas. Si ahora asumimos
bajas temperaturas, los electrones son inyectados hasta una energia g, en el

conductor izquierdo e inyectados hasta g, en el derecho. La integral (1.5) se
puede reescribir en funcion de la energia como,

2e| m dk t dk’ ,
1:5{ 0 dE(Eju(k)T(E)—IO dE(dEJu(k )T(E)}

(1.6)
28 H

=——| dET(E).
27[?1'[112 ( )

Si suponemos, que el voltaje aplicado es pequeio (es decir, en el régimen de
respuesta lineal) de modo que la dependencia de la energia de T(E) es

depreciable, la corriente se convierte en:

I- (%jm ~ i8). (1.7)

Como resultado de la transmision y reflexion alrededor de la barrera, hay una
reduccion en la densidad de portadores en el lado izquierdo de la barrera y una
acumulacion de carga en el lado derecho. Asumiendo que permanecemos en el
régimen de respuesta lineal, podemos aproximar este rearreglo de cargas
mediante una densidad promedio en los conductores ideales en ambos lados de
la estructura dispersiva caracterizada por diferentes energias de Fermi u, y 1,

como se muestra en la Figura 1. La actual caida de voltaje V' a través de la
estructura dispersiva esta dada por:



eV:ﬂA_ﬂB’ (1'8)

el cual es menor que el voltaje entre los reservorios, x4 — u,, la diferencia

representa una caida de potencial de contacto. Para encontrar esta diferencia de
potencial en términos del flujo de corriente a través de la ecuacion dada por
(1.7), necesitamos escribir la densidad de estados unidimensional para un
conductor ideal del lado izquierdo como

== [ By = [ R -T BT, (19)
T ¥ 2790

donde f, (E) representa la funcion de distribucion cerca del equilibrio en el
conductor izquierdo, caracterizado por una energia de Fermi x,. La integral

sobre +k considera portadores viajando en ambas direcciones. Similarmente, la
densidad en el conductor derecho es

n, :%jw dkﬁ,(E):ijwdk[{z—T}fg(E)mﬁ(E)]. (1.10)
T 27 90

Considerando el limite de bajas temperaturas, podemos restar (1.10) a (1.9)

2 ”"dE(%j: MdE(%jQ—T}—J.MdE(%jT. (1.11)
Hp dE 2 dE 2 dE

Asumiendo que la diferencia entre las energias de Fermi es suficientemente
pequetia podemos despreciar la dependencia de la energia de T y el inverso de
la velocidad, dk/dE , entonces (1.11) puede ser integrada dando

py =ty =A=T) (14, — 1) . (1.12)
El niimero de estados ocupados por arriba de u, en el lado derecho debido a la
inyeccion desde el lado izquierdo es TD(E)(u, — 4;), donde D(E) es la

densidad de estados en la energia correspondiente a las k’s positivas. El nimero
de estados desocupados por debajo de u, esta dado por

2D(EY(uy — t,) —TD(E) (1t — 1,), los estados debajo de u, estan

completamente llenos. A partir de estas ecuaciones podemos escribir

T(py— ) =2 -T)pty — ). (1.13)
Similarmente, en el lado 1zquierdo, u, esta definida por
A+ R)(uy = p1,) = 2 =[1+ R, — 1), (1.14)



donde el lado izquierdo es el numero de estados ocupados por encima de u, y

el lado derecho es el niumero de estados desocupados por debajo. Combinando
las dos ultimas ecuaciones nos da la Ec. (1.12), que al sustituirla en la Ec. (1.7)
obtenemos

2e\ T
== |— — , 1.15
(h)l_TmA ) (1.15)
o en términos de la conductancia usando la Ec. (1.8) obtenemos
2 2
g=L_|2| T _|22|T (1.16)
V h J1-T h )R

la cual es finalmente la formula de Landauer para un canal [Landauer, 1957,
1970]. Vemos que la conductancia es basicamente el producto de la razon entre
el coeficiente de transmision y el de reflexion en la energia de Fermi y la
conductancia fundamental, 2¢°/h=7.748x10° mhos. El coeficiente de

transmision puede ser obtenido a partir de la matriz de transferencia total del
sistema, dicho formalismo sera desarrollado en la siguiente seccion.

1.4 Matriz de transferencia

Con el objetivo de aislar los efectos cuasicristalinos en las propiedades fisicas
de las cadenas de FG, consideraremos el Hamiltoniano de amarre fuerte dado
por

H=>"t Ai){j|+|j){i

<i,j>

3 (1.17)

donde ‘ j> representa la funcion de Wannier del 4tomo j con autoenergia nula
y ¢, ; es laintegral de salto entre los primeros sitios vecinos, indicados por <i, j>,
las cuales pueden ser ¢, o ¢, arregladas de acuerdo a las secuencias de FG. Por

otro lado, la funcion de onda electrénica |y) =Y c,|j) satisface la ecuacion
7

estacionaria de Schrodinger, la cual para cadenas periddicas o cuasiperiddicas
descritas por el Hamiltoniano de la Ec. (1.17), puede ser escrita como

C,, =TC, (1.18)
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donde

Ejt. . —t. ./t . C.
Tj:( /.1,.1+1 J,J—lo/ .1,.1+1] y Cj:[cj j, (1-19)
j-1

1

son respectivamente la matriz de transferencia y el vector amplitud de la funcion
de onda. Los vectores amplitud de los atomos en el inicio y al final de la cadena
son relacionados mediante el producto de las matrices de transferencia,

Nl T T
TNT(Z)leTN(HTjJ'Il:[ : 12} (1.20)
j=2 Ty Ty

donde N es el numero de 4&tomos en la cadena de generacion /.
N-1
T =]]T, (1.21)
j=2

y las matrices de transferencia que conectan al sistema con saturadores
periodicos semi-infinitos con autoenergias e integrales de salto 7 son

E/t -1/t E/t —t t
’I‘1 :[ /11’2 {)LZJ Yy TN :( 1/ N(;’N/\J (122)

La expresion (1.20) describe la propagacion de un electron a lo largo de una

cadena, en donde las funciones de onda tienen la siguiente forma:
Ae™ + Be™ n<l1 (123)
w,=3 . :
Ce™ +De™ n>=N

Para el caso en que el electron incide del lado izquierdo, tenemos que
k>0,A4A=1, B=r, C=tyD=0,donde r y ¢, es el coeficiente de reflexion y
transmision respectivamente. Los cuales cumplen la relacion: ‘r‘zﬂtf =1.

Sustituyendo la Ec. (1.23) en la Ec. (1.20) obtenemos

ik (n+1) ik —ik
te T T e +re
X _| "n 12 (1 P 4)
te™ Ty Ty 1+7r

encontrando que [Siito, 1994]
2i(sin ka)e ™™

[ =
—ika ika —ika
T“e +2'12 —e (Tzle +722)

, (1.25)



ika ika ika
Tlle +T12 —e (T21€ +T22)
y= , (1.26)

—ika ika —ika
Z'He + le —e (Tzle + 722)

siendo k el vector de onda que se relaciona con E'y g, a través de la relacion de
dispersion de los saturadores, es decir,
E —¢&,=2tcoska. (1.27)
Por lo tanto, la transmitancia (7) queda determinada por:
4—(E/t)
2 2 2 2
[721 -7, +(2'22 —r“)E/2t] +(z'22 +r“) (I—E / 4t )

T(E)=|| = (1.28)
La cual se relaciona con la conductancia del sistema dentro del formalismo
de Landauer como se ha discutido en la seccidon anterior.

1.5 Localizacion

Las eigenfunciones para el Hamiltoniano de amarre fuerte de un sistema
periodico son ondas de Bloch, extendiéndose uniformemente en toda la red. El
desorden aleatorio rompe la simetria de traslacion causando algunos
eigenestados localizados. Conforme el desorden se incrementa, aumenta la
cantidad de estados localizados hasta un valor critico de desorden, en donde ya
no existen estados extendidos y por tanto el material llega a ser un aislante a
OK. Esto es conocido como localizacion de Anderson [Anderson, 1958]. La
localizacion de los electrones puede ser vista de una manera sencilla como la
competencia entre el término del potencial electrostatico que tiende a localizar
al electrén y la energia cinética del electron que lo deslocaliza. Cuando el
electron se encuentra en un estado localizado el término electrostatico domina
[Sutton, 2004].

La localizacién de la funcion de onda puede ser analizada mediante el
coeficiente de Lyapunov () y la razon de participacion (PR). El primero de
¢éstos, fue introducido en la década de 1960 por Furstenberg y Kersten [Ishii,
1973]. Dicho coeficiente se calcula mediante la expresion [Sutto, 1994]



y= 1imM (1.29)
fim =12 .

En sistemas desordenados unidimensionales, ¢; disminuye exponencialmente
a grandes distancias desde su maximo ubicado, por ejemplo, en i=1 [Ishii,
1973], es decir,

lex]~ lleilexp(=N/&). (1.30)
donde & es la longitud de localizacion de la funcion de onda. Por otro lado,
como |c | ~1, entonces

lex][=ITe| = [[7. (1.31)

Por lo tanto, en el contexto de la matriz de transferencia, la longitud
localizacion esta dada por

& =77 (132)

Otra manera de calcular la localizacion es el calculo de la razon de
participacion (PR). Este concepto fue introducido originalmente por Bell y
Dean en 1970 [Bell, 1970] y se define como:

PRz[ch(E) 4}

El PR mide la extension de la funcidon de onda y por lo tanto es una medida
adecuada para la localizacion [Thouless, 1974] [Kramer, 1993]. En general, el

-1
s

(1.33)

inverso de y es interpretado como la longitud de localizacion si la funcion de
onda estd exponencialmente localizada. Por otro lado, el PR cuenta el nimero
de atomos que contribuyen a la normalizacion de la funcidén de onda, es decir,
PR = N para estados totalmente extendidos y PR =1 para una funcioén de onda
con amplitud en solo un atomo.

1.6 Ecuacion de Boltzmann

Los portadores en un material pueden ser afectados por campos externos,
gradientes de temperatura y/o dispersiones originadas por impurezas. Estos
efectos deben ser balanceados unos con otros. Tenemos que considerar las
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situaciones en que el electron esta siendo acelerado por un campo, pero pierde
energia y momento debido a la dispersion. El enfoque més simple a este
problema es la ecuacion de trasporte o ecuacion de Boltzmann. Esta ecuacion
establece que en cualquier punto y para cualquier valor de k , no hay un cambio
neto en la funcion de distribucidon f(r,k,?), la cual determina la probabilidad

de encontrar un electron en la posicion r, en el estado k y en un tiempo ¢. Por
lo tanto, la suma de todos los cambios en f(r,k,?) debido a los procesos de

difusion, el efecto de los campos y las colisiones es cero, esto es:

oekol kol FEkol o gy
at difusion at campos at colisiones
en donde la tasa de cambio de la distribucion debida a la difusion es:
ot difussion or

la cual expresa la ecuacion de la continuidad en espacio real en ausencia de
fuerzas, campos y colisiones. Para las fuerzas y campos podemos escribir:

k| __&K FrkD (136
at campos dt ak
y de esta manera obtenemos la ecuacion de Boltzmann:
SO o Tk K Pk _Fwks|
ot or dt ok ot

colisiones

la cual incluye las derivadas para todas las variables de la funcion de
distribucion en el lado izquierdo y los términos de las colisiones en derecho. La
ecuacion de Boltzmann es usualmente resuelta usando dos aproximaciones:

1. La perturbacion debido a campos y fuerzas externas se supone pequeiia
para que la funcion de distribucion pueda escribirse como:

f(r.k) = fo(E) + fi(r.k), (1.38)
donde f,(E) es la funcion de distribucion en equilibrio (la funcion de
Fermi) la cual depende solamente de la energia E, mientras que f,(r,k)

es la parte perturbativa.
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2. El término de colision en la ecuacion de Boltzmann debe ser escrito en la
aproximacion del tiempo de relajacion asi que el sistema regresa al
equilibrio de manera uniforme:

o _ U= S (1.39)

ot T I

colisiones

donde 7 denota el tiempo de relajacion, que en general es funcion del
momento, es decir, 7=7(k). La interpretacion fisica del tiempo de
relajacion es el tiempo asociado a la tasa de retorno a la distribucion de
equilibrio en ausencia de los campos externos o gradientes térmicos. Al
considerar que los campos estdn desactivados y tomando #=0 nos

conducen a
d__U-1) (1.40)
ot T
cuya solucion es
F@)=f,+[ /O~ fi]e, (1.41)

donde f, es la distribucion de equilibrio y £(0) la funcién de

distribucion en ¢ = 0. El término de relajacion en la ecuacion (1.41) sigue
un distribucidn de Poisson indicando que las colisiones relajan la funcion
distribucion exponencialmente a £, con un tiempo constante 7.

Con estas aproximaciones, la ecuacion de Boltzmann se resuelve para
encontrar la funcion de distribucion que a su vez determina la densidad de
portadores y de corriente. La densidad de corriente j(r,?) es:

jr.=—— [ot0 s (rk.0d’k. (1.42)
4

La densidad de portadores n(r,t) se obtiene integrando la funcion de
distribucion sobre el espacio k

1
A’

La velocidad de los portadores con un momento 7k esta relacionado con la

n(r,t) =

[r@knd. (1.43)

relacion de dispersion E(k), como:

12



1 0E(Kk)

v(k) = P (1.44)
y f,(E) la funcion de distribucion de Fermi
1

f;)(E): 1+e(E7EF)/kBT b (145)

la cual define el estado de equilibrio; donde E, es la energia de Fermiy &, la

constante de Boltzmann.

Para calcular la conductividad eléctrica, consideraremos un campo eléctrico

E a lo largo de la direccion x. También, asumiremos que no hay campos

magneéticos ni gradientes térmicos. Usando que la densidad de corriente esta

definida en funcion del tensor de conductividad 6 el cual es evaluado
explicitamente en la relacion

j=¢-E, (1.46)

de la solucion de la Ec. (1.42), empleando v(k) de la Ec. (1.44) y la funcion de

distribucion f(r,k,?), solucion de la ecuacion de Boltzmann representada por

la Ec. (1.37). El primer término en la ecuacion (1.37) desaparece, debido a que
el campo eléctrico E no tiene dependencia temporal. Para el segundo notamos
que:

af _dfy _dfy dT (1.47)

dr dr dT dr

Como no hay gradientes térmicos, esta parte no contribuye. El tercer término,
puede ser escrito como:

LKD) s Ik
A (1.48)

a

donde la expresion de la derecha muestra la suma sobre todas las componentes
del vector, obteniendo una contribucion, puesto que las ecuaciones de
movimiento son:

hk = eE (1.49)
y
o (k) _of+f) _0hOE o, (1.50)
K dk  OEdk dk’ '
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al considerar la ecuacion de Boltzmann linealizada, consideramos solo los
términos principales en el campo eléctrico perturbado, asi que df; /dk puede ser

despreciado y solo (9f,/0E)hv(k) debe ser tomado en cuenta. De esta manera

obtenemos la ecuacion de Boltzmann linealizada para el caso de un campo
eléctrico estatico aplicado y sin gradientes térmicos:

k-af(r’k’t)zéafo :_fl, (1.51)
dk toF 1
de donde
__4[ %
f, = ¢(8E)> (1.52)

para mostrar la dependencia explicita de (df,/OF). Sustituimos las ecuaciones
(1.49) y (1.50) dentro de la Ec. (1.51) obteniendo

K[ )|, _ &),
{ - (aEﬂ [hn(k)] . (an, (1.53)
de esta forma:
¢(k) = erE - v(K). (1.54)
Por lo que
Yo o o (E)
f,(k) =—¢(k) v etE - v(k) e (1.55)

La densidad de corriente es calculada a partir de la funcién de distribucion
f (k) mediante el célculo del valor promedio de < nev > sobre todo el espacio

k.

. 3 1 3
i=5 > j eo(k) f(R)d k= j ev(k) £, (K)d’k (1.56)
siendo que
j eo(k) f, (K)d*k =0. (1.57)

La ecuacion (1.57) establece que no existe flujo de corriente neta en ausencia
de un campo eléctrico aplicado, otra forma de establecer la condicion de
equilibrio. Sustituyendo f,(k) dado por la Ec. (1.55) en (1.56) tenemos:

14



G oy 3
J:_47Z'3.'|‘TDD6Ed k, (1.58)

donde en general 7 =7(Kk) y v estd dado por la ecuacion (1.44). Al comparar la

expresion anterior con la Ec. (1.46) vemos que:

2

e fy 13
c=-— ov—d k, 1.59
47[3'[ oF ( )

siendo ¢ es un tensor simétrico de rango dos (o, =0 ;).

1.7 Formalismo de Kubo-Greenwood

El desorden tiene un efecto pronunciado sobre las propiedades de transporte que
en la densidad de estados (DOS). De hecho, la conductividad eléctrica metalica
DC es finita y no infinita (7 =0K), debido a la presencia del desorden, sin
importar lo débil que sea. A medida que el desorden aumenta, se puede producir
una transicion metal-aislante, es decir, puede prevenir la propagacion de los
portadores por completo, por tanto, la conductividad seria cero (7’ =0K). Una
herramienta tedrica para estudiar la conductividad eléctrica es la formula de
Kubo-Greenwood dentro del formalismo de las funciones de Green.

La presencia de un campo eléctrico E en un sistema induce una densidad de
corriente j. La conductividad eléctrica se define como el coeficiente de la parte

lineal (en E) de j [Economou, 2006],

i (r0)=| dt[dre,, (v B, (¢ =1), (1.60)
donde los subindices a y [ denotan las coordenadas cartesianas y tiene una
suma implicita sobre los indices repetidos f. Consideraremos que E y j varian
y estan a lo largo del eje x, por lo que solo debemos tomar en cuentaa o_. En
general tanto E como j varian lentamente en distancias del orden de (,,, donde
(, se determina por la condicion o =0 para ‘r —r" >(, (L, es la distancia de

la correlacion espacial). En este caso se puede realizar la integracion sobre r' y
el promedio sobre r para obtener
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i(1)=[ dto(E(t-1), (1.61)
donde

o (1) =é [arar'c(r,rt), (1.62)

siendo Q el volumen del sistema. Considerando a G(t') o su transformada de
Fourier
o(w)=| dio(t)e” . (1.63)
Si suponemos que E(¢) esta dada por:
E(f)=Fe™ +F ™, (1.64)
= j(1)= J:O dt'c(t'Fe e + J: dt'c (') e”e "™
y usando o(w)
= j(t)=Fo(w)e™ + Fo(-w)e™. (1.65)
Para que j(¢) sea real necesitamos que o(—w) =0 (®), de donde se deduce
que la parte real (imaginaria) o,(o,), de o es una funcion par (impar) de .
Estas relaciones son mutuamente dependientes, es decir, conociendo o, para

@ # 0 uno puede calcular o, y en consecuencia O'(a)). Estas expresiones son

conocidas como relaciones de Kramers-Kroning.

Ahora procederemos a obtener una expresion cuantica general para o, (®).

El promedio temporal de la potencia consumida por el sistema puede escribirse
como

p:%jfdm(r)j(t), (1.66)

donde ® es el periodo del campo eléctrico externo E(t) Usando las

ecuaciones (1.64) y (1.65) tenemos que
P=Q|F[o(@)+0o(-0)]=2Q|F[ o,(@). (1.67)
Asi mismo, el promedio de la potencia puede ser calculado multiplicando la

energia (%a =hw,, =E; - Ea) absorbida por el sistema durante la transicion
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de |a) —| ) , por la razon de transicion p,_, y sumando sobre todas las posibles

transiciones (| a> # | ,B>) :

1
P=3 5P =5 20 Py =Py (1.68)
off aff
donde la probabilidad por unidad de tiempo p,_, esta dada por:
paﬂ:fa(l_fﬁ)Waﬁ (169)

donde £, = f'(E,) la distribucion de Fermi-Dirac con v=a, y W, se obtiene

(como la regla de oro de Fermi) considerando la perturbacion I-AI1 :exE(t) ,

dando como resultado

Q,

W =%‘Fﬂ(a‘x‘ﬂ)‘z5(ha)—ha)aﬁ). (1.70)

Combinando las ecuaciones (1.68), (1.69), (1.70) y comparando con (1.67)
obtenemos que:

al(w):%zﬁ:\(a\x\mf 0 (1, 1, )5 (ho—ha,,), (1.71)

donde se introdujo explicitamente un factor de 2 para tomar en cuenta el espin
de los electrones. La ecuacion (1.71) se conoce como la formula de Kubo-

Greenwood para la conductividad eléctrica [Kubo, 1956, 1957] [Greenwood,
1958].

Podemos reescribir la expresion (1.71) en términos del momento p_,

dx . Hx—xH
px_mE_lm—h ) (1.72)
por lo que
(a|p,|B) =ime,,(a|x|B), (1.73)
(alp.|B)
<a\x\ﬂ>2:‘—, (1.74)
falsfoyf A2
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2
alp.|B)

p.|B)
6()2

2 2
= (o) 22wl

afp

reescribiendo la ecuacion (1.75) tenemos

2 2
o,(w)= ﬂze ZKO‘
Om ho 'z

BN f(E,)-1(E,)]6(ho-E,+E,)

BYBlp.|a) £ (E.)~ f(E,)]x

Qe e
= E
Qm’hw Lod gﬁxa

x5(E-E,)8(E+ho-Ey).

px px

0,41, — f3)8(ho—-ha,),

(1.75)

(1.76)

Introduciendo Z‘}/)()/‘ =1 al integrando, obtenemos

2lalp|B)Blp.la)| 1 (E)-1(E,)|6(E~E,)8(E+ho-E,)=

=X alp|BYBI)r|p ) S (E)- 1 (E,) |6(E~E,)5(E +ho~E,)(1.77)

apy

=aZw[f(Ea)—f(Eﬁ)]UlpxIa>5(E—Ea)<a|px|ﬂ>5(E+hw—Eﬂ)</3l7>

y la funcion de Green puede escribirse de la forma:

T

S 6(E-E,))a|= - ImG* (E). (1.78)

donde G*(E) es la funcién de Green retardada. Asi, la ecuacién (1.76) es

%;[f(Ea)—f(Eﬁ)]@

p. ImG" (E)p, ImG" (E + ho)|y)=

Finalmente o, (@)es:

(1.79)
[f(E)—f(E+ha))]Tr[px ImG* (E)p, ImG+(E+ha))]
_ 2e°h J-oodEf(E)—f(E+ha))
zQm’ = ho (1.80)

xTr| p,ImG" (E) p,ImG" (E + ho) |
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La Ec. (1.80) se conoce como la formula de Kubo-Greenwood, la unidad de
la conductividad [o]=m"“/Q", donde d es la dimension del sistema.

Como ya habiamos mencionado, nuestro objetivo es investigar el transporte
cuantico en sistemas aperiddicos. Esencialmente existen dos caminos para
estudiar este problema; empleando el espacio reciproco o mediante la
renormalizacion en espacio real. El primero se basa en el teorema de Bloch y
en primera zona de Brillouin. El segundo consiste en reducir los grados de
libertad del sistema, pero conservando su exacta participacion en la solucion
final del problema. Los sistemas de Fibonacci generalizado al ser
cuasiperiddicos o no-cuasiperiddicos carecen de espacio reciproco por lo que el
método de renormalizacion es buena opcion para estudiarlos. Dicho método esta
desarrollado en la seccion de resultados.
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Capitulo 2. Estructura Interna de la
Materia

Introduccion

Existe una relacion entre los elementos estructurales de los materiales y sus
propiedades eléctricas, magnéticas, térmicas y Opticas. Actualmente, el objetivo
de la ciencia de materiales es disefiar, sintetizar y caracterizar materiales cuyas
propiedades sean superiores a las de sus componentes originales. Esto se ha
logrado mejorando los procesos de fabricacion, aumentando la pureza de las
muestras o bien afiadiendo algunas impurezas. De hecho, la microelectronica
actual se basa en dopar el silicio cristalino con elementos que se encuentran en
las columnas III o V de la tabla periddica, originando cambios cualitativos en
la naturaleza de sus portadores de carga mediante un dopaje de inicamente una
parte por millon. Un avance en la comprension de la estructura de la materia
nos acerca cada vez mas al descubrimiento de nuevas tecnologias.

En este capitulo haremos una sintesis de los conceptos basicos de la
estructura de los materiales. Definiremos los materiales cristalinos, las redes de
Bravais, los materiales amorfos, los materiales cuasiperidodicos y hablaremos de
algunas de sus aplicaciones.

2.1 Sistemas periodicos

Es usual considerar a los cristales como objetos naturales con caracteristicas
geomeétricas externas regulares, por ejemplo, los diamantes. Dicha regularidad
tiene su origen en la distribucion periddica de sus atomos o moléculas a lo largo
de toda su estructura [Alloul, 2007].

Existen tres niveles de arreglos atdmicos cuando no se consideran
imperfecciones en la materia. Sin orden, por ejemplo, en gases como el argén,
los atomos llenan de manera aleatoria el espacio en el cual estan confinados. El
orden de corto alcance 1o muestran aquellos materiales cuyo arreglo espacial
de los atomos se extiende solo a los vecinos mas cercanos, por ejemplo, cada
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molécula de agua en fase vapor tiene un orden de corto alcance debido a los
enlaces covalentes entre los atomos de hidrégeno y oxigeno, sin embargo, las
moléculas de agua no tienen una organizacion espacial entre si; situacion similar
ocurre en los vidrios ceramicos. Finalmente, el orden de largo alcance es una
caracteristica de aquellos materiales cuyo arreglo espacial de los atomos se
extiende por todo el material, formando un patron repetitivo denominado red.
De aqui surge el concepto de material cristalino.

Un cristal es un arreglo de 4&tomos o moléculas invariante ante translaciones
en las tres direcciones espaciales (a;,a,,a,). Si se elige un origen O en el

espacio, un cristal puede ser construido en dos pasos [Alloul, 2007]:

1. Producimos una red de puntos respecto de O mediante todas las
translaciones

R, =/a, +/la, +/a, (2.1)
donde, /,,/, y [, son enteros. Este conjunto de puntos (puntos de

la red o0 nodos) constituyen la red cristalina o red de Bravais.
2. Colocamos la base (conjunto de &tomos o moléculas) en los
puntos de la red y llenamos todo el espacio.

Las redes de Bravais son un arreglo infinito de puntos discretos con una
disposicion y orientacion que es exactamente igual desde cualquier punto de la
estructura. Mediante la teoria de grupos se ha demostrado que en una dimension
solo existe una unica red de Bravais, 5 redes en sistemas bidimensionales y 14
modelos distintos de redes en tres dimensiones, agrupadas en siete sistemas
cristalinos (ver Figura 2.1).
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Figura 2.1 Redes de Bravais. Clasificadas en siete sistemas: cubico (3), tetragonal (2),
ortorrémbico (4), monoclinico (2), triclinico (1), trigonal (1) y hexagonal (1).

La red de puntos provee una forma de definir una celda primitiva. Dicha
celda no es Unica y es construida a partir de los vectores caracteristicos del
sistema, cuyos modulos son los mas pequefios posibles. A cada celda primitiva
puede asociarse univocamente un punto de la red. Para obtener la celda
primitiva se puede utilizar el método de Wigner-Seitz, el cual consiste en
dibujar lineas rectas desde un determinado elemento de la red conectandolo con
sus primeros vecinos, luego se trazan lineas rectas que bisectan las primeras
lineas dibujadas y finalmente la celda primitiva es el area contenida de la
interseccion de las bisectrices, ver Figura 2.2. Con la repeticion infinita de la
celda primitiva es posible obtener toda la estructura cristalina

Figura 2.2 Proceso de obtencion de una celda de Wigner-
Seitz.
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La celda primitiva de Wigner-Seitz de la red reciproca es conocida como la
“primera zona de Brillouin”, cabe sefialar que existe mas de una de estas zonas,
pero la informacion de todo el sistema estd contenida en ella; de aqui nace la
importancia de encontrar y estudiar esta zona [ Ashcroft, 1976].

2.2 Sistemas amorfos

Los términos: solido amorfo, sé6lido no cristalino, sélido desordenado o vidrio,
no tienen ningun significado estructural preciso mas alla de la descripcion de
que la estructura “no es cristalina a una escala significativa” [Kittel, 2005].

En la naturaleza podemos encontrar materiales amorfos, como la obsidiana y
materiales organicos solidificados, como el ambar. Hay evidencia de que las
civilizaciones mds antiguas (sumeria, Egipto) han fabricado vidrios
inorganicos. Mas recientemente a la familia de los s6lidos amorfos se han unido
los polimeros sintéticos (1940) y vidrios metalicos (1960). Los s6lidos amorfos

(naturales y sintéticos) se pueden separar en dos amplias categorias [DiMarcio,
1981]:

e Intrinsecamente no cristalizables (vidrios estables).

o (ristalizables (vidrios metaestables).

La primera categoria estd representada por sélidos tales como polimeros
entrecruzados o polimeros organicos atacticos (sin orden). La segunda categoria
incluye vidrios metalicos (metales amorfos), metaloides, algunos oOxidos
metalicos y solidos lineales macromoleculares (polimeros) en los que la
disposicidon atomica es al azar. Cabe senalar que en el vidrio la cristalinidad
puede ser desarrollada por el recocido. Los materiales amorfos, presentan
espectros de dispersion de rayos X en forma de un halo amorfo y una
temperatura de transicion vitrea.

Los so6lidos amorfos se encuentran entre los materiales mas importantes, las
aplicaciones van desde el arte hasta la optoelectronica. Algunas aplicaciones
son mostradas en la Tabla 1. Los solidos amorfos se endurecen de forma
continua mientras disminuimos la temperatura hasta una temperatura T,
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(temperatura de transicion entre el liquido y el so6lido). Esto nos permite
controlar la viscosidad (y las propiedades de flujo) de la masa fundida y
proporciona una ventaja de procesamiento en la preparacion de productos
formados de vidrio. Por otro lado, un s6lido amorfo puede ser usado en lugar
de uno cristalino en algunas aplicaciones que tengan que ver con peliculas
delgadas ya que se evitan problemas asociados con las policristalizacion.

Tabla 1. Aplicaciones de los materiales amorfos

Solido Amorfo Material Aplicacion Propiedad
o - Vidrios de Transparencia
Si10 Na,O ¢ )
Vidrio ( 2 )0-8 ( 2 ) 02 Ventana solidez
Guias de onda
o : de fibra oOptica .
idri Si0 Na,O Itra transparenci
Vidrio ( 2)0.9( 2 )O.l para redes de Ultra transparencia
comunicaciones
Polimero .. ikl Resistencia, facil
. Poliestireno estructurales .
organico Netgoee de producir
plasticos
Vidrio ..
Se, As,Se, Xerografia Fotoconductividad
calcogenuro
Transformacion de
: Elementos de L.
Semiconductor . amorfo a cristalino
Te,Ge,, memoria de p
amorfo via campo
computadoras .
eléctrico
) Propiedades
Semiconductor . ,p )
Si1,,H,, Celdas solares opticas
amorfo )
fotovoltaicas
Vidrio Nucleos de :
) Fe .B
metalico 0.870.2 transformadores O SIS

Los materiales amorfos como a-Si:H y las peliculas delgadas de 6xidos son
clave para los transistores de pelicula delgada, celdas solares. Las peliculas
amorfas de carbono se utilizan de recubrimiento estandar para brocas, valvulas
cardiacas y hojas de afeitar. Los vidrios calcogenuros son base de la tecnologia
de los DVD-R/W y de las computadoras de memoria flash [Wuttig, Waser,
2007]. Como pudimos apreciar existe una gran cantidad de materiales
desordenados que tienen aplicacion tecnologica que mejoran la vida cotidiana.
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Estos materiales presentan un reto para la fisica de la materia condensada ya
que muestran procesos fisicos Unicos cuya comprension podria derivar en
aplicaciones tecnoldgicas importantes

Hasta este punto hemos descrito dos formas tradicionales de clasificar a los
materiales basdndonos en su estructura atomica. Hoy en dia conocemos una
nueva clasificacion en los solidos que no son ni periddicos ni amorfos, ellos se
encuentran en el intermedio entre estas dos formas de ordenamiento y se les
llama estructuras complejas, un ejemplo de ellas son los cuasicristales.

2.3 Sistemas cuasiperiodicos

El término cuasiperiodicidad se comenzo6 a emplear en la década de 1930, por
el matematico Bohr [Bohr, 1926]. Posteriormente, tras el descubrimiento de los
materiales cuasicristalinos por Shechtman en 1982 [Shechtman, 1984], se
incrementd el estudio de los sistemas cuasiperiddicos y de esta manera se
comenzaron a estudiar los fendmenos asociados con los arreglos aperiodicos de
la materia. En las ultimas décadas, disenos de nanoestructuras basados en un
orden aperiddico de diferentes bloques de construccion estdn abriendo caminos
para prometedoras aplicaciones tecnoldgicas [Macia, 2006].

Figura 2.3 Patron de difraccion de la aleacion Al-Mn.

En general, los cuasicristales se caracterizan por un perfecto orden de largo
alcance, el cual se manifiesta por la apariciéon de puntos definidos en el patron
de difraccion. También, carecen de una periodicidad traslacional
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tridimensional, ya que presentan simetrias rotacionales prohibidas para la
cristalografia tradicional.

Se han encontrado cuasicristales estables cuyo constituyente principal difiere
del aluminio. Por ejemplo, el compuesto binario icosaedral Cd-Ca [Tsai, 2000].
Ademas, se han producido muestras de alta calidad de cuasicristales estables de
compuestos ternarios como Al-Cu-Fe (icosaédrica) [Tsai, 1987], Al-Ni-Co
(decagonal) [Tsai, 1989] y Al-Pd-Mn [Tsai, 1990]. Varios grupos han reportado
la aparicion de las estructuras cuasiperiodicas en liquidos y polimeros también
conocidos como cuasicristales suaves [Lifshitz, 2007, Takano, 2004, Zeng,
2004]. También, se ha descubierto una muestra cuasicristalina formada de

manera natural en Rusia (Figura 2.4), cuya fase cuasicristalina corresponde a
una aleacion de Al-Cu-Fe [Bindi, 2009].

Figura 2.4 Cuasicristal natural.

Algunas aleaciones cuasicristalinas contienen elementos conductores, por lo
que se supondria que sus propiedades térmicas y de transporte eléctrico serian
similares a las de los cristales [Dubois, 2005]. Sin embargo, su comportamiento
es similar a los semiconductores y a los materiales desordenados, debido a que
presentan una gran resistencia a pequefias temperaturas y su resistividad
disminuye al aumentar la temperatura, lo cual viene acompafiado de un
incremento en el orden estructural de los materiales. Por otra parte, la
conductividad sigue el inverso de la regla de Mathiesen como una funcién de la
temperatura en contraparte con los metales ordinarios [Roche, 1997].

Ademas, muchos de los cuasicristales basados en aluminio contienen
elementos magnéticos como el hierro, cobalto y el niquel, pero muestran
propiedades diamagnéticas [Hippert, 2008, Stadnik, 1999]. En cambio, los
atomos de manganeso en aleaciones cuasiperiddicas pueden poseer un
momento magnético local [Hippert, 2008] y los cuasicristales icosaedrales que
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contienen elementos de tierras raras, muestran correlaciones de espin
antiferromagnéticas de corto alcance [Sato, 2000a, 2000b].

2.3.1 Estabilidad cuasicristalina

A mas de tres décadas del descubrimiento de un cuasicristal, las investigaciones
se han enfocado en analizar su estructura atomica y sus propiedades fisicas. El
primer intento exitoso para formar un cuasicristal fue por solidificacion rapida,
pero ésto origind cuasicristales defectuosos y altamente desordenados. Por esta
razon, los cuasicristales fueron considerados como una fase de no-equilibrio
relativo con respecto a sus fases cuasicristalinas (aproximantes). Esta situacion
cambio cuando una serie de cuasicristales estables fue descubierta [Tsai, 1987,
1990, 2000].

Los cuasicristales no son solo estables, sino también altamente ordenados; lo
cual nos permite discutir la estabilidad de largo alcance de una estructura
cuasiperiodica. Se confirmé empiricamente, a partir de la formacion de una
serie de aleaciones cuasicristalinas que la concentracién de electrones de
valencia (e/a) es importante para su estabilidad [Tsai, 1999]. También sean
observado valores pequefios del coeficiente de calor especifico electronico en
una serie de aleaciones cuasicristalinas [Biggs, 1990]. La estructura de bandas
calculada para sus fases cuasicristalinas confirma un pseudo-gap en el nivel de
Fermi [Fujiwara, 1989]. También, se ha observado tedricamente que la
hibridacion es un factor dominante en la estabilizacion de un cuasicristal como
en las fases cuasicristalinas [Ishii, 2001].

En general, los cuasicristales se estabilizan esencialemente mediante su
estructura electronica. La razon e/a es a primera instancia, el criterio mas
conveniente para entender el mecanismo de estabilizacion para un gran niumero
de aleaciones. Hume-Rothery y sus colaboradores dedujeron una serie de reglas
[Hume-Rothery, 1926] que mostraban que factores favorecen la formacion de
fases definidas dentro de ciertos rangos de concentraciones para aleaciones
binarias AB. Estas reglas se enuncian a continuacion:
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¢ Si el tamafio atomico del atomo B difiere en mas de un 15% con respecto
al atomo A, la estructura es inestable incluso a bajas concentraciones de

B . El factor de tamafio atomico esta definido como:
S=(r,—ry)/r,, (2.2)
donde r, y r, son los radios atomicos de los atomos A4 y B,

respectivamente.

e Si B es significativamente mas electronegativo que A4, es decir, si en un
compuesto AB, B atrae electrones mas fuertemente que A4, entonces los
compuestos quimicos caracteristicos 4 B, tienen algin caracter ionico

en los enlaces. Si bien, es dificil cuantificar la electronegatividad de un
atomo, bdasicamente, cuanto mayor sea la diferencia de las
electronegatividades entre los dos elementos, mas fuerte es la tendencia
a formar compuestos.

e Estructuras definidas de compuestos surgen preferentemente en rangos
caracteristicos de la concentracion de electrones de valencia (e = a ). Esta
cantidad indica el nimero de todos los electrones de valencia en la
aleacion por nimero de atomos, es decir,

ela=Z,1—cy)+Zyc,, (2.3)
donde Z, y Z, son las valencias de los atomos 4 y B, respectivamente

y ¢, es la fraccion de atomo B.

Estas reglas fueron establecidas en la década de 1930 y eran capaces de
resumir la formacion de las estructuras de los compuestos intermetalicos.

2.3.2 Aplicaciones de los cuasicristales

Las técnicas de la metalurgia convencional se han empleado para sintetizar
diferentes clases de cuasicristales (QCs), los cuales resisten el tratamiento
térmico sin transformase en cristales convencionales debido al calentamiento.
La mayoria de los QCs estables consisten de una mezcla de aluminio con
metales de transicion, por ejemplo, el fierro, niquel, o el cobalto o metales
normales como el Magnesio y el Zinc [Tsai, 1999]. El compuesto ternario dado
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por Al-TM (donde TM= Te-Cu o Pd-Mn o Co-Ni o Cu-Ni, etc.) muestra un
mejor potencial de utilidad practica [Dubois, 2005, 2011]. En particular, la
aleacion icosaedral Al-Cu-Fe tiene un alto interés comercial debido a su bajo
costo.

Las aplicaciones de los cuasicristales pueden ser clasificadas dependiendo
del tipo de propiedad que se utilizara [Dubois, 2012]:

a) Propiedades de transporte: la absorcion de luz infrarroja, reduce la
adherencia y la friccidn, aislamiento térmico y almacenamiento de
datos

b) Reforzamiento mecanico por medio de precipitados in situ, o la adicion
de particulas reforzadas a matrices de metal o polimero.

c) Propiedades quimicas para producir superficies resistentes a la
corrosion, catalizadores de bajo costo o medios de almacenamiento de
hidrégeno.

Con respecto a las propiedades de transporte, el cuasicristal Al-Cu-Fe exhibe
una alta absorcion de luz infrarroja, con un coeficiente de reflexion igual a
R =0.6 para bajas frecuencias, lo cual contrasta con el coeficiente asociado con
el Al que estd muy cerca de la unidad. Esta propiedad puede ser util en
absorbentes de la luz solar como los disefiados por FEisenhammer
[Eisenhammer, 1994]. Ademas, la aleacion Al-Cu-Fe tiene propiedades
antiadherentes, propiedad que ha sido aprovechada como un recubrimiento
cuasicristalino, comercializado por SITRAM bajo la marca comercial de
Cybernox. Cabe sefialar que su propiedad antiadherente es menor que la del
Teflon, pero la dureza de la capa es mayor [Dubois, 1997].

Las barreras térmicas basadas en aleaciones cuasicristalinas reducen la
tension interfacial generada por el ciclo térmico entre el sustrato y el
revestimiento. Pueden ser manufacturadas mediante técnicas de pulverizacion
térmica o pulverizacion catodica con magnetrén, como lo podemos encontrar
aplicado en la turbina de un helicoptero. El principal inconveniente de utilizar
los QCs proviene que su temperatura de fusion es relativamente baja y su
movilidad atémica es significativa. Entonces, debido a su propiedad de aislante
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térmico puede ser empleado en motores de combustion, generadores de energia
o en general piezas mecanicas que requieren estar en constante movimiento.

La preparacion de compuestos de matriz metalica reforzados mediante
cuasicristales o complejos intermetéalicos han sido de gran interés desde el
comienzo de su estudio. La tnica aplicacion comercial exitosa fue la produccion
de un metal martensitico, el cual ha sido endurecido mediante una precipitacion
in situ de nanoparticulas icosaédricas [Lui, 1994], obteniendo excepcionales
propiedades mecanicas, que permiten el uso de esta aleacion para aplicaciones
muy exigentes como las herramientas quirtrgicas.

Respecto a sus potenciales aplicaciones basadas en sus propiedades quimicas,
estudios en cuasicristales y en aleaciones metalicas complejas bajo condiciones
oxidantes o corrosivas, han demostrado que su estructura cristalina especifica
no tiene practicamente ninguna influencia en su respuesta a tales ambientes.

Algunas otras aplicaciones de los QCs estan siendo exploradas [Dubois,
2005]. Estos incluyen el compuesto Ti-Ni-Zr, el cual muestra un potencial para
el almacenamiento de hidrégeno [Kelton, 1997], la catélisis [ Yoshimura, 2002],
los biomateriales protésicos [Anderson, 2002], amortiguadores O&pticos
[Eisenhammer, 1997 y 1994].

En estas secciones hemos definido a los cuasicristales y sus propiedades. A
continuacién, abordaremos algunas formas en la que podemos modelar los
sistemas cuasiperiodicos y aperiodicos.

2.4 Método inflacion y adicion

Se han hecho grandes esfuerzos teéricos para estudiar los materiales
cuasicristalinos. Para modelar estos sistemas se han empleado diferentes
métodos, tales como el de corte y proyeccion desde un espacio de mayor
dimension, el de adicion y el de inflacion. En esta seccion describiremos los dos
ultimos métodos.

Consideremos el problema de la cria de conejos, el cual fue tratado por
primera vez por el matematico Fibonacci en 1202. En este problema se utilizan
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dos tipos de conejos: conejos adultos y conejos bebés, los cuales se identifican
por las letras A y B, respectivamente. Conforme crecen las generaciones se
considera que un par de conejos adultos procrean un par de conejos bebés,
mientras que los conejos bebés que teniamos crecen y se convierten en adultos,
de acuerdo a la siguiente regla de sustitucion

A—>AB y B— A4, (2.4)

podemos escribir esta misma regla en forma matricial,

o o) =)
M, = = M, = — ABA, (2.5)
710 "\ B A

que corresponde a la tercera generacion de este tipo de sistema. La siguiente
generacion quedaria como

AB\ (ABA
M, = —> ABAAB. (2.6)
"\ 4 AB

Si continuamos aplicando la matriz M; al vector columna resultante de la
generacion anterior obtendremos los siguientes arreglos:

B—>A— AB—> ABA—> ABAAB — ABAABABA — ABAABABAABAAB....

Este es el denominado método de inflacion. Notemos que el numero total de
letras 4 y B en cada generacion siguen la secuencia numérica de Fibonaccli, es
decir, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13.... Esta secuencia cumple la siguiente relacion de
recurrencia

F=F_+F_,. (2.7
Al analizar la forma en que va creciendo el sistema observamos que se puede

obtener una nueva generacion sumando las dos generaciones anteriores, €s
decir,

[i=1a® S (2.8)

siendo fy=B y fi=A las condiciones iniciales necesarias para emplear la
expresion (2.8). Este es el denominado método de adicion.

En la Tabla II, compararemos estos ultimos métodos con el fin de mostrar
que ambas formas son equivalentes.
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Tabla II Métodos de construccion para la secuencia de Fibonacci

Generacién (l) Método de Inflacién Método de Adicion
A—>AB y B—> A (=f.9Df,
1 A y
2 AB A®B=AB
3 ABA AB® A= ABA
4 ABAAB ABA® AB = ABAAB
5 ABAABABA ABAAB ® ABA = ABAABABA

Como podemos observar, existe una equivalencia entre el método de
inflacion y el de adiciéon. Ambos métodos resultan de gran utilidad para generar
nuestros sistemas de estudio y de esta manera, analizar la densidad de estados,
la conductividad eléctrica en los sistemas de Fibonacci generalizado de tamafio
macroscopico. En la siguiente seccion describiremos las secuencias de
Fibonacci generalizado.

2.5 Fibonacci Generalizado

Uno de los sistemas cuasiperiodicos mas estudiados es la red de Fibonacci, ya
que ésta proporciona un prototipo de estructura para investigar los sistemas
cuasiperiddicos y posee estados electronicos criticamente localizados
[Kohmoto, 1987]. Existe una generalizacion de la secuencia de Fibonacci

obtenida mediante la sustitucion 4 - A"B" y B — A, donde m y n son nimeros

enteros positivos. El simbolo A™ representa una cadena de m A. La secuencia
original de Fibonacci se recupera cuando m=n=1 y las generalizadas con
m>1 y n=1 son llamadas reglas preciosas, mientras que las secuencias
denominada reglas metalicas son aquellas con m=1y n>1 [Macia, 2012].

Las cadenas de Fibonacci generalizado (FG) pueden ser estudiadas de
diferentes formas; usando dos tipos de enlaces (problema de enlaces) [Sanchez,
2004], dos tipos de atomos (problema de sitios) o una combinacion de ambos
(problema mixto) [Oviedo-Roa, 2000]. En esta investigacion estudiamos el
problema de enlaces, en donde se considera que los 4&tomos son de la misma
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naturaleza con auto-energia nula y dos integrales de salto ¢4 y ¢z, las cuales son
colocadas siguiendo un ordenamiento tipo FG. Las secuencias de FG (S, )

pueden ser generadas mediante el esquema de adiciéon [Oh, 1993, Gumbs,
1995].

So(m,n) ={B}, S,(m,n) ={4}, y §,(m,n)=S8",(m,n)®S,(m,n) (2.9)

donde / es el indice de la generacion, m y n enteros positivos arbitrarios que
definen el tipo de secuencia (m,n) de FG. Por ejemplo, S,(2,1)={A4AB} y

S,(2,1) ={4ABAABA} . Las secuencias S,(m,n) también pueden ser generadas
mediante la regla de sustitucion dada por [Fu, 1995, Gumbs, 1995]

A—>A"B"y B—> A (2.10)

la cual, puede ser reescrita usando la matriz de sustitucion (M) como [Macia

2009]
GG
SM| = Y p 2.11)
B B) {1 o)\B y

La matriz M tiene los siguientes eigenvalores (A, )

m+m’ +4n

=0 => A’-mA-n=0 = A, = 5 . (2.12)

m—A n
1 -A

Para n =1, obtenemos de la ecuacién (2.12) que 4,>1y |A|<1, con lo cual

se cumplen las condiciones de Pisot [Cassels, 1957, Macia, 2009]. Mas aun, el
determinante de M

=—n (2.13)

es unimodular si m=1. Por lo tanto, la correspondiente secuencia es
denominada cuasiperiodica y presenta un espectro de difraccion de Bragg,
debido a que satisface tanto las condiciones de Pisot como el determinante igual
a uno de M [Luck, 1993]. Por el contrario, las secuencias de FG con n#1 no
satisfacen las condiciones de Pisot ni el determinante unitario, por lo tanto, éstas
no son cuasiperiodicas. Entre las estructuras no cuasiperiddicas, la secuencia de
Thue-Morse es también ampliamente estudiada, esta secuencia cumple con las
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condiciones de Pisot, pero no la unimodularidad de la matriz de sustitucion, en
consecuencia, esta secuencia tampoco es cuasiperiodica [Steurer, 2009]

El numero total de letras A y B en S,(m,n) las denotamos como F,(m,n) y

satisface la relacion

F(m,m)=mF,_,(m,n) + nF,_,(m,n) (2.14)

con Fy(m,n)=F (m,n)=1. En el limite de un tamafo infinito, la razén de
F,(m,n) para subsecuentes generaciones se define como
£,,(m,n)

t(m,n)=lim 2.15
(mm) =lim=t2 == (2.15)
donde se satisface la ecuacion cuadratica 7°—m7 —n=0, cuya solucion
positiva es
’ 2
T(m,n)=m+ m”_+4n (2.16)

2
De hecho, el nimero irracional z(1,1)=(1+ J5 )/ 2 hace referencia a la regla
de oro, 7(2,1)=1+ J2 ala regla de plata, 7(3,1)=(3+ \/B)/ 2 a la regla de
bronce, 7(1,2) =2 alaregladecobrey 7(1,3)=(1+ \/B) / 2 alaregla de niquel.

Tabla IIT Reglas de sustitucion y adicion para secuencias de FG tipo (m,n)

=l =2 n=3 |
= 1 A—>ABy B—>A A—ABBy B—>A A—>ABBB y B—>A
S, =895, S, =85.,9D25,, S, =5D35,,
A—>AABy B>A  A—>AABBy B—A A—>AABBBy B—>A
m=2 S, =25, @S, , S, =25, ®2S,, S, =25, D3S, ,
A—>AAABy B>A A—>AAABByB—>A A—>AAABBBYy B—A
m=3 g -35 @S, S,=35.82,, S, =3S,_®3S, ,

Tanto el método de sustitucion y el de adicion para las nuevas secuencias de
FG con m y n=1,2 0 3 analizados en esta tesis estdn resumidos en la Tabla

ITII. Segmentos de estas cadenas de FG para el problema de enlace estan
ilustrados en la Figura 2.5, donde las condiciones iniciales fueron S,(m,n) ={B}
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y S,(m,n) ={A} . Note que para dada una generacion /, una cadena de FG de tipo

(3,3) tiene mas atomos que una cadena de Fibonacci con (1,1).

Figura 2.5 Segmentos de las cadenas de Fibonacci generalizado de tipo (m,n) definidos por la
ecuacion (2.10) para el problema de enlaces con m y n iguales a 1, 2, o 3. Dos diferentes
integrales de salto 7, y ¢, son empleados.

El objetivo de nuestro trabajo es investigar el transporte cudntico en sistemas
de aperiddicos con un ordenamiento atomico que sigue una secuencia de FG
como las mostradas anteriormente. Las secuencias de FG también pueden ser
usadas para generar otro tipo de sistemas denominados redes laberinticas.
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Capitulo 3. Resultados

Introduccion

En esta seccion mostraremos los principales resultados del estudio de la
conductividad eléctrica en redes de Fibonacci Generalizadas (FG) a través de la
formula de Kubo-Greenwood. En tanto que la localizacion de la funcion de onda
fue analizada mediante el exponente de Lyapunov y la razén de participacion
(PR), en dichas redes. Para ello en la seccion 3.1 mostraremos el desarrollo del
método de renormalizacion para la formula de Kubo-Greenwood para redes de
FG y en la seccion 3.2, el método de convolucion; el cual nos permite estudiar
la conductividad eléctrica en nanoalambres cuyo ordenamiento longitudinal
sigue una secuencia de FG de tipo (m,n). En tanto que las expresiones del
método de renormalizacion aplicado a la razén de participacion para cadenas de
FG se presentan en el Apéndice B.

3.1 Método de renormalizacion aplicado a la
formula de Kubo-Greenwood

Partiendo de la féormula de Kubo-Greenwood que desarrollamos en el capitulo
anterior

2 J—
o(wo,T) = lim 2T 1 g /E) f(E+ho)
Qo Q™ 7 hw (3.1)

xTr| pImG" (E +hw) pImG' (E) |

donde Q es el volumen del sistema, G'(E)=G(E +in) la funcion de Green

retardada para una particula,
p=(im/h)[H,x]= Z,{ L /) +1] 1 A1 } ’ 32)

la proyeccion del operador de momento a lo largo del campo eléctrico aplicado

y f (E):{ 1+exp [(E - 1)/ k;,T ] }71 la distribucion de Fermi-Dirac con el
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potencial quimico x y temperatura 7 . Sustituyendo el operador de momento
en la traza de la ecuacion (3.1) obtenemos

Tr[pImG+(E+ha))pImG+ ] K|Z[z‘vv+l v—lH

ImG*(E+ha))xZ[ j,j+1|]><f +1|- j,l,j|J j—1|]ImG+(E)|K>,

J

v+1| t

v,v—1

(3.3)

considerando (¢|v)=¢,, y realizando el producto tenemos [se omiti6 el factor

(—m2 az/hz)
N N()

Tr = Z Z ':tv v+1 J.j+l Im G\j—+1 J (E + ha))Im Gj++1 v (E) - tv,v+1tj—1,j

(E+ho)lmG,  (E)-t

xImG, , (E)+t,,.t,, ImG;

v+l,j

ImG,, (E+ho) (3.4)

(E+ho)ImG;, (E )]

X IrnG'+

v+l,j V,v— 1]]+1

Reescribiendo la expresion (3.4)

N

Tr| pImG* (E +ho) pImG* (E) | = Z[ ImG;, (E +ho)

v, v+1 J.j+l v+l,j

ImG’

v+l,j+1

xImG/, (E)=t, .1, ., (E+ho)ImG; (E) (3.5)

ImG, (E+hw)lmG},, ., (E)]’

- vv+1 ]]+1

Siendo que la funcion de Green retardada G'(E) cumple que

ImG' (E)=[G"(E)—G (E)]/2i. Entonces, la traza puede escribirse como
Tr = —[S(E* E'N+S(E,.E)-SE;ED-SELED] (3.6)

donde E. =F +hw+in, E* =E i, n la parte imaginaria de la energia y

N()-1

E EV l) Z tl l+1 J j+1[2 i+l j(E ) j+lz(E) Gl:—l j+1(E )Gv,i(E) (3 7)
i,j=1 ’ .

—G(E,)G, (E)]

siendo que x y v pueden ser + o —. Las sumas parciales S(E],E",/) pueden

ser expresadas en términos de las funciones de Green de los sitios extremos del
sistema como:
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S(ES,E",l) = A(ES,E",1,1)G, ,(EX)G, ,(E")+ B(EL,E",1,)
% G, ((EX)G, ((E") + CoES E",\[,1)Gy n(EX)G o(E")
+D(ES,E LG, (ENG, ((E") + D(E",EX,1,1)

X GL,L (EV)GL,R (Eo’j)-l_ FF(E(Z’ EV’Zﬂl)GL,L (E(Z)()GR,R (EV)
+ (B EQLDG,  (EN)Gy g (E)+ H(E, EV 1)

X Gy g (E)Gy p(E) +1(E7, B LDG, ((EV)Gy 1 (E7)
+JAESEV,LDG, (ES)+J(E",EX DG, , (EY)

+ K AESEV DG, ((ED+ K (E",ESING, (EY)

+ L(ES EV LG ((EN)+ LAE" ES,1,1)Gy ((E")
+Z(ES,E" 1)),

(3.8)

donde los subindices L, R de las respectivas funciones de Green denotan los
atomos extremos izquierdo y derecho. Los coeficientes A.(E,E,,l 1),

B.(E,E,L),---, Z(E,E,,1,1) en la ecuacion (3.8), siendo E, y E, ya sean

E* o EV, son calculados iterativamente para k =2,3,---,/ por medio de:

Aa(ElaEzakaﬂ') :_[Pa(EpEzsk:ﬂ) _Bz(EzaEpka/l)]za (39)
B(E, E,,k,2)=2[P.(E,, E,,k, ) — P,(E,,E,.k, MO(E,, E, .k, 2)

= QL (B Ey ko D]+ 2UR, (E,, Bk, 1) = S,(Ey By, )] (3.10)

x[R, (E,,E ,k,A)=S (E,E, k,A)],
Ca(ElaEzakaﬂ') = _[Qa(EpEzakaﬂ“) _Qa(EzaEpk:/l)]zs (31 1)
D.(E,.E,,k,2) = 2[P.AE,,E,.k,2) — P.(E,, E.,k, )]

X [Sa(Ez 7E19k:ﬂ') _Ra(EpEz:kaﬂ)]a

L(E,E,.k, 1) =2[0(E,. E, .k, 2) — O(E,, E, k, )]

o [Sa(EzaEpkaﬂ') —Ra(El,Ez,k,ﬂ)],

(3.12)

(3.13)
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JE, Ey ke, D)= p(E, k, ) FE,,E,,k,0)+ 0,(E, .k, )
x K (E,, E,,k,8) +0,(E,.k,2) p,(E,, k,2)
x{1,(E,, E,,k,8)+U(E,, E,,k,2) +6,(E,,k,2)
X[C4(E,, Ey,k,8)+A,(E\, E,,E,0)+T,(E,, E, k, 1))}
+0,(E,, k, D[ Ly(E,, E,, k,6) + J (E, E,, £,0)]
+J,(E, E,, k,0),
K (E,E, k) =2p,(E, k, )O,(E,k,),(E,k, ) CyE, E,.k,5)
+A(E,E, &, O)+T (E, E, .k, )]+ p(E,k,A)
xV (E,,E,,k, )+ 20, (E, .k, )¢ (E, Kk,
X[Ly(E,, Ey,k,8) + J (E, Ey, &, + p(E, .k, A) (3.15)
x {0 (E,,k,)[D(E,,E,£,C)+W (E,,E,k, )]
+ @, (E k, DL L\, E, ,k,8) + U (E,, E, .k, D]}
+4,(E .k, DK ((E,, E,,k,8) + 0,(E, .k, VK (E,, E,,&,C),
L(E,E,,k,A)= p(E,,k, VF(E,,E\,,0) + $,(E .k, )
XK (E\,E,,5,0)+ P (E, . k, )¢, (E .k, ){D(E,,E\,S,¢)
+ W (E,,E k,A) + ¢, (E, k,)[CHE,,E,, k,5) (3.16)
+ A, Ey, 8, 8) + T (E,, Ey k, D]} + $(E, K, )
X[L,(E\, Esk,6) + J (E |, E,,S,0)]+ L(E,,E,,S,Q),

(3.14)

y
Z(E\Ey,k,2) = p(E,.k, N[ Ly(E,,Ey,k,5) + J (E,, E,,,8)]
+ Z,(E,, Ey k,8) + p(E,k, ) p(Ey K, D[CHE,, E, . k,5)
+ A(EE,,E,)+ T (B, E, k, )]+ p(E, .k, )
X[Ly(Ey, Bk, 0) +J (Ey, G O+ Z(E), E, 6,6,

(3.17)

donde el significado de «, f, &, 6, A, &y ¢ estan especificados en la Tabla Al
para cada etapa en el proceso de renormalizacion. Siendo también

PAE k,A)=[2-E,(E,&.0)~Ey(E,.k,6)]" (3.18)
O(E,,k,2) =t (E, . k,8) p(E, .k, 2) (3.19)
S(E, .k, )=t (E,.5.0)p,(E, k1) (3.20)
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E,(E,.k,2)=E,(E,.k,8) +1XE,.k,8)p,(E,.k,A)

ER(E¢7 k’ﬂ’) :Eg (E(p’ éjaé’)_l_ tj(E(g? fag)pa(Ew kaﬂ/)

L (E, e, )=t y(E, k. 0)t,(E, ) P E, kD)
P(E,,E,,k,2) = 0,(E,,k, DR (E,, Ey K, 8) + O,(E,, k, A)
x SY(E,, Ey,k,6)+PE,, Ey,k,8) + 0,(E,,k, 2)
X0 (Ey, k, VP(E,E,,§,8) + QyE\, E,, k, )],

OE,E,k,A)=9¢,E k, VP (E,k,V[P(E,E,,S,E)
+OU(EE, k,0)]+ O(E,E,, 8, 0) + (B, k. A)
XR(E,E,,&,0)+P(E,,k, ) S(E,, E,, S, 8),

R, (E,E,,k,A)=0,(E k1), (E,k,V[P.(E,E,, Q)

+ O, (E, Ey k)14 ¢, (Ey k, AR (E,, E, K, )
+0,(E,k, )R (E,E,,S,0),

S, (E\,Ey k,A)=06,(E,,k, )¢, (E .k, V[P.(E,E,,&,Q)

+ O, (E,, Ey k, )+ 8, (E, b, DS (B, Ey K, 5)
+0,(E,,k,A)S(E,E,.S,0),

T (E,E,,k,A)=2[F(E,E,,&,{)-P(E,,E|,&,0)]
<[O[E,, Ey,k,8) — O(E,, Ey, k,5)],

U,(E\,E,,k,))=2[P(E,,E,,5,0)-P(E,, E,$,0)]

X[S (E,, Eyk,8)~R(E,, Ey,k,5)],

VELE, k,A)=2[S(E,E,,{,0)—R(E,, E\,{,E)]

X[S (Ey, Eyk, 8)— RYE,, Ey K, S)],
y
W (E,, Ey ks A)=2[0(E,, Ey,k,5)~0 (E;, E, K, O)]
X[S(E,,E\,8,8)—R(EE,, S,

considerando que £, puede tomar los valores E, o E,.

(3.21)

(3.22)
(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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En tanto, las funciones de Green en los extremos del sistema son las mismas
que las mostrados en el Apendice A, excepto que estas son evaluadas en £, en

vez de z, i.e,

(')
E~E, (')
G, (E,)= 6 (E,.1,1) ,(3.32)

AW
[E,~Ex(I)]

E—~E/(E,L)-E,(I)-

E,—Ey(E,I.)-E (') -

(1)
E,~E, (")
G r(E,) = B t;(E,,11) /(3.33)

t5(1")
[E,~E.(I")] |

E—EE,I,)-E,(') -

E~E,(E,I)-E,I') -

tF (E¢7191)GR,R (Ego)

R 2 ; (3.34)
E, - E,(E,.l.) - E{(0) ~ ;) /[E, ~ E}(0)]

G, (E,)=

Finalmente, las condiciones iniciales son
A.(E,E,,0,)=C.(E,E,,0,1)=D.(E,E,,0,1)=I .(E,E,,0,1) = J .(E,E,,0,1) =0,
K (E ,E,,0,)=L.(E, E,,0,)=Z (E,,E,,0,1)=P.(E,,E,.,0,1) =0 (E, E,,0,1)=0
RAE,E,0D=E, (E 0)=EE,0]1)=0,B.(E,E,0)=21; , F(E, ,E,,0,)=—t;
A(E,,0.1)=1,,S.(E,,E,0,1) =1, A.(E,E,,1,1)=CL(E},E,,1,1)=0
D.(E.E,,1.)=1.(E.E,1.)=J.(E,E, 1L)=K.(E,E,,1,)=L,.(E,E,,1,1)=0,
Z(E,,E,,1,1)=P(E,.E,, 1) =0,(E, .E, ) =R (E,.E,,1,)=0, E,(E,1,1)=0
E((E,1,1)=0, Bu(E,E,], =22, FJE,E,1)=—t, S (E.E,lD=t, y

t(E,1)=t,.

Los coeficientes desarrollados en esta seccion fueron los que utilizamos para
analizar el transporte electronico en sistemas de Fibonacci generalizado de una

dimension. Para llevar a cabo el estudio en sistemas multidimensionales
emplearemos el teorema de convolucion.
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3.2 Método de convolucion

Para emplear el método de convolucion es necesario que el Hamiltoniano del
sistema sea separable. A continuacion, mostraremos que el Hamiltoniano de
amarre fuerte a primeros vecinos en tres dimensiones es separable.

H =§80 i, j. k)i, j.k +,;t("‘l”’“’“”’“|i_1’ )i .k
;f<i,j-l,k>,<i, YA L3k’><i,j,k + ;t@., i | gk =1{i, j.k
= ;[80 ) G+ a0 [T = D) GG (| +
o ririiio T = DI+ sy o0 M) = 1) |G (R 1+ P

(s el S0 kel
AN o 00O S
A EIHZ b o]

=H ®I ®I +1 ®H ®I +1, ®I ®H,
=H +H, +H,

+

+ h.c.

Por lo tanto,
AY=(H ®1,®I +I ®H ®I +1 ®1 ®H)¥
=(E,®1,®1,+1,®E,®I +1,®1 ®F, V.

Como ejemplo, desarrollaremos la funcién de Green asociada al
Hamiltoniano de amarre fuerte en tres dimensiones, la cual esta dada como:

_ - (ra)elk)(i|B)(Bl1{d]r){r|a)
A (2)= a;y -—(B, + £+ Ey) (3.35)

y recordando que la funcion de Green satisface
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(G ()] =X {l|a){alk)5(E-E,). (3.36)
entonces

_ 5 {rla)al)(i]B)Al0NE]r){r]a)
Gy g (2 +hw) = a;y st ho—(B, +E, 1 £ ) (3.37)

Reescribiendo [y considerando G,

vk ZTho)=G(z +hw)] la expresion

anterior tenemos

T (rla){al){i|B)BIEr){ra) s , -
G(z+hw)=[dlY s+ ho- (B, +E,+ ) S({-E)) (3.38)

—0 a’ﬁay

usando la Ec. (3 36) la expresi(')n (3 38) toma la forma

(e K)IB) A,

G(z+ho) =——lim j dfz m[ G, ((+in')],  (339)

p) z+ha) (E,+E,+0)
1 r|a)(alk)
G(z+ho) ﬁ%jdyiﬂzzmw (E, +y+f)<]m><ﬂv> (3.40)

xé'(y E )Im[G(le) €+i77')]

G(z+hw)=—= lim jdyjdfz rler)tak) Im| G/, (v +in")]

7’00 - z+ho—(E,+y+1) (3.41)

X Im[G(Ldzq) (C+in ")]

de esta manera,

7[ 17'"—>0

1 o0
G(z+hw)=— lim |dy dﬂG” z+ho—-y—-0)Im| G (y+in
_[ __[O k)( ) [ (z)( )] (3.42)

xIm| G\ (C+in")]

Recordando que en la férmula de Kubo-Greenwood, la proyeccion del
operador de momento p es a lo largo del campo eléctrico aplicado, es decir,

Dot = Pu010,, - Sustituyendo la expresion (3.42) en la traza de la formula

de Kubo-Greenwood se tiene (tomando 7 r[ pImG'(z+hw)pImG” (z)] =Tr)

43



Ir= ), {p(uwvxmq)hn[ (,]q)(k,d)(erha))]

r.J.q.k.l.d,

TRE (3.43)
X Pkt s Im[G(f,s,c)(u,w,q) (z )]}

Tr= Z pw5wj5vqIm[G(r,j,q)(ky,’d)(z+ha))]
r,.j.q.k,l.d,

f.s,cu,wy (344)
X pkfé‘lsé‘dc Im [G(f,s,c)(u,w,q) (Z):|

Tr = Z purlm[ (rwv)(kld)(z+ha) ]P Im[ (fld)(uwv)( ):| (3.45)

r.k,ld,
S u,w,y
Tr: 1 J-a’yj.a’flmGi| k)(z+ha)—y—f)lm[G( (v +in' )}
-
xIm[ G, (C+in") | ply [ dv' [ d0'ImG),, (2= y'=1") (3.46)

xIm[Géy)(y"Fm) Im[ a ( €+i77")]

o0

Tr = Z Tddeg:dy'Tdﬁ'pﬂrImG}rk)(Z+ha)—y—f)p}!f

e
G,y (- 3= OV S (BB (v £, Dol ) ) (1~ E,) (347
B

e

X%(llﬂXﬂIW)f?(y'—Eﬂv)2<dly><yIV>5(f'—E¢)

e

= Z Tdy'Tdf'pl”rImG(”r,k)(z+ha)—y'—€')
Sl o , (3.48)
xplyImG|,, (z—=y'=0") Y. 8(y'—E,)>.6(('-E,)
B 4
y siendo que DOS™ ()= 5(y'-E,) y DOS“(() = 5({'-E,),
B B

podemos rescribir la ecuacion (3.48) como
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Tr = wd 'wdﬂ' ' ImG! +ho—y'— ('
r rszlu:[o y:[o p,, 1Im (r,k)(Z w—Yy ) (3.49)

xpgf ImG(”f’u) (Z — y'_ f')DOSiy(yv)DOSLZ(K')

Entonces, obtenemos la relacion de convolucion
1 T voo vl ' ' Ly ' Lz oy
e [av' [ dere"(E-y'—0',0,T)DOS™ (y)DOS (") (3.50)

1551 —o —o0

o’ (E,0,T)=

La ecuacion (3.48) también puede reescribirse como

1 I
—— D> 0(E-E,~E,0T). (3.51)

1==1 By

o (E,o.T) =

De esta forma podemos estudiar el transporte eléctrico en sistemas
multidimensionales, cuyos enlaces siguen un ordenamiento ya sea periddico o
aperiodico de tipo Fibonacci generalizado, en cualquiera de sus direcciones
axiales. En la siguiente seccidon mostraremos los resultados obtenidos para la
densidad de estados ( DOS ), la conductividad eléctrica (o), el coeficiente de
Lyapunov (y) y la razon de participacion (PR) para nueve sistemas de FG de

tipo (m,n) con my nigualesa 1,2 o 3.
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3.3 Sistemas unidimensionales: Localizacion y
conductividad DC

Con el objetivo de analizar sistemas macroscopicos de las cadenas de Fibonacci
generalizado con una longitud de 10® 4atomos, consideramos diferentes
generaciones (/) para cada tipo (m,n) de cadena de FG. Esto se especifica en la
Tabla IV.

Tabla IV Numero de atomos en las cadenas tipo (m,n) de generacion |
. n=1_ . n=2  n=3 |
m=1 | 433494438 (I=42) | 357913942 (1 =29) | 315732482 ([ =24)
m=2 | 318281040 (/=23) | 268377089 (/=20) | 581130734 (/=19)
m=3 | 239244623 (I=17) | 253841390 (/=16) | 187869862 (/ =15)

En aras de la simplicidad, tomamos una longitud de enlace uniforme (a) y la
aperiodicidad se introduce a través del orden de las integrales de salto ¢, y ¢.

Dos saturadores semi-infinitos periodicos con auto-energia cero e integrales de

salto ¢ estan conectados en los extremos de todas las cadenas de FG. En estos

saturadores se considerd una diferencia de fase de € entre las amplitudes de

las funciones de onda de los sitios vecinos mas cercanos, donde @ satisface la
relacion de dispersion E =2tcosd. En la Figura 3.1(a)-3.1(/), se muestra el

espectro de la densidad de estados (DOS), la conductividad DC a temperatura
cero [0 =0o(u,0,0) ], el coeficiente de Lyapunov (y) y la razén de participacion
(PR) como funcion del potencial quimico (u) para tres cadenas de FG con n =1,
auto-energias nulas e integrales de salto #,=0.8¢ y t,=¢. Las longitudes de
estas cadenas estdn dadas en la Tabla IV. Se us6 una parte imaginaria de la

energia de 77=107|¢| para la DOS en las Figuras 3.1(a-c), 7=10""|¢| para sus

amplificaciones mostradas en las Figuras 3.1(a’-¢’) y n=10"|¢| para c en las

Figuras 3.1(d-f). Se han usado 400000 y 1594324 potenciales quimicos
respectivamente para graficar las Figuras 3.1(a-i) y 3.1(j-).

Note que todos los espectros de la DOS, o, v y PR muestran el mismo tipo de
estructura de bandas y gaps para cada tipo de cadena de FG. En particular, el

inverso del coeficiente de Lyapunov (7 ') en las Figuras 3.1(g-i), revela una
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longitud de localizacion muy cercana a la de una cadena periodica (7,') en cada
mini banda. Este comportamiento es confirmado a través de la conductividad
eléctrica DC casi balistica (o, ) para la misma region del espectro, en contraste
con los bajos valores del PR. Incluso estos valores son més pequefios mientras
disminuye ¢, , en cambio, los valores de oy y~' permanecen casi sin cambio en
cada mini banda cuyo ancho disminuye con ¢,. Las amplificaciones de los
espectros alrededor de 1 =0 en la DOS son presentadas en las Figuras 3.1(a'-

c') y ellas confirman la naturaleza fractal de estos espectros [Kohmoto, 1987].

Figura 3.1 Densidad de estados (DOS), conductividad eléctrica DC (o), coeficiente de
Lyapunov (y) y la razon de participacion (PR) como funcion del potencial quimico (u)
para tres cadenas de Fibonacci generalizado con n =1, auto-energias nulas e integrales de
salto £, =087 y t,=t¢.
Cabe sefialar, que el espectro obtenido de la DOS en la Figura 3.1(b) para la
regla de plata es muy similar a la estructura de bandas reportada en la Ref.
[Thiem, 2011], en donde, el ancho total de la banda es ligeramente mayor que

el nuestro siendo que sus integrales de salto fueron ¢,=¢ y ¢,=0.8¢. Ademas,
la regla de plata usada en la referencia en la Ref. [Thiem, 2011] es un isomero
de la empleamos en en este trabajo, es decir, en vez de A—>AAB ellos usan una

regla de sustitucion de A—>ABA. De hecho, los tres isémeros de la regla de plata
tienen casi el mismo espectro de la DOS. Sin embargo, la naturaleza de la
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localizacion de sus estados puede ser muy diferente. Por ejemplo, las soluciones
analiticas para la transmitancia (7) en £=0 son:

4(y"+ y ), for isomer A—AAB
T(E=0,1)={4(y'+ ), forisomer A—ABA (3.52)
4(y"+ y ), for isomer A— BAA

donde y=¢t,/t,, p=[1—(=1) ]/ 2 y [ el nimero de generacion. Observe que
parael casoenque 4—>ABAy y#1, T(E=0,/) —> 0 cuando / — oo. Pero para
los isomeros A—>AAB y A—>BAA, T(E=0,l)=1 cuando / es un nimero par,

sin importar el valor de y. Por lo tanto, siempre tenemos un estado transparente
en £ =0 para estos dos i1sdmeros si consideramos un niimero de generacion par.

En la Figura 3.2 y 3.3 se muestra el espectro de la densidad de estados DOS,
la conductividad DC a temperatura cero (c), el coeficiente de Lyapunov (y) y la
razon de participacion (PR) como funcion del potencial quimico (u) para las
cadenas de FG con n=2 y n=3, respectivamente. Los parametros para los
calculos numéricos son los mismos que en la Figura 3.1, excepto que las
longitudes de estas cadenas estan dadas en la Tabla I'V.

Figura 3.2 Densidad de estados (DOS), conductividad eléctrica DC (o), coeficiente de
Lyapunov (y) y la razén de participacion (PR) en funcion del potencial quimico (p) para tres
cadenas de Fibonacci generalizado con n=2, con auto-energias nulas e integrales de salto
t,=0.8ty t,=t.
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Note que en las Figuras 3.2(d-f), la conductividad DC alrededor x =0 es casi
o, ,apesar de tener un minimo en la DOS en la misma region, como se muestra

en las Figuras 3.2(a-c). En las Figuras 3.2(a’-¢’), se presenta una amplificacion
de la DOS alrededor de 1 =0 observandose un comportamiento oscilante, en
contraste con el comportamiento fractal presentado en las Figuras 3.1(a'-c") para
las cadenas cuasiperiodicas.

Figura 3.3 Densidad de estados (DOS), conductividad eléctrica DC (o), coeficiente de
Lyapunov (y) y la razon de participacion (PR) en funcion del potencial quimico (p) para tres
cadenas de Fibonacci generalizado con n =3, auto-energias nulas e integrales de salto
t,=0.8ty t,=t.

En contraste con la Figura 3.2, las zonas de alta conductividad mostradas en
las Figuras 3.3(d-f) estan localizadas fuera de la region central, correspondiendo
nuevamente a pequeiios valores de la DOS y un comportamiento oscilante es
mostrado en las Figuras 3.3(a-c"). Observemos también que en las Figuras 3.2
y 3.3, los espectros de la conductividad DC (d-f), Lyapunov (g-i) y PR (j-I)
poseen casi la misma estructura de bandas con zonas alta localizacion en las
mismas regiones de energia. Un andlisis mas detallado del PR para n=2y
n =3 revelan valores practicamente constantes cuando la integral de salto ¢,

decrece, contrario al decaimiento mostrado en el espectro del PR de la Figura
3.1. Este hecho confirma la presencia de estados casi extendidos alrededor de
1 =0 para la regla de bronce (1,2) reportada en al Ref. [Chakrabarti, 1991].
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Con el objetivo de analizar el comportamiento global de la conductividad DC
(o) y de la razén de participacion (PR), introducimos los promedios espectrales
de o y del PR los cuales definimos como

[” o(wDOS W) du [” PR@WDOS (W)
<o>="— y <PR>==—=>—
L DOswdn [ DOS@)dy

(3.53)

Figura 3.4 Promedio espectral de la conductividad DC <o > versus el nimero de atomos (V)

para las nueve cadenas de FG ejemplificadas en la Figura 1, las integrales de salto son 4= t3
(circulos amarillo oscuro), za= 0.99¢s (hexagonos rojos), ta= 0.95¢s (pentagonos azules), ta=
0.9tz (tridangulos invertidos naranja), 1a=0.85¢g (cuadrados verdes), £,=0.8¢s (tridngulos
magenta) y ¢=t.

Los resultados del <o > como funcion de la longitud del sistema (N) son
mostrados en la Figura 3.4 (a-i) para las nueve cadenas de FG de la Figura 2.5
con integrales de salto ¢,=¢, (circulos amarillo oscuro), ¢,=0.99¢, (hexagonos

rojos), t,=0.95¢, (pentdgonos azules), ¢,=0.9¢, (tridngulos invertidos

naranja), ¢,=0.85¢, (cuadrados verdes) y ¢,=0.8¢, (triangulos magenta). La

parte imaginaria de la energia fue 7=10""|¢| para la 0 y n=10"¢| para la
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DOS. Hay que notar que conforme aumenta la longitud del sistema <o > es
constante para el caso periddico y decae siguiendo una ley de potencias para los
sistemas cuasiperiddicos con n=1 y esto se puede ser apreciado cuando el

tamafo del sistema es suficientemente grande. Para los otros seis sistemas de
FG que no satisfacen totalmente el criterio de cuasiperiodicidad de Pisot, el
promedio de la conductividad decae mas lentamente que para los sistemas
cuasiperiodicos, sin llegar a ser constante como en el caso periodico.

Figura 3.5 Promedio espectral de la razon de participacion (< PR>) versus el nimero de

atomos (N) para las nueve cadenas de FG ejemplificadas en la Figura 1 las integrales de
salto son #sa= tg (circulos amarillo oscuro), ta= 0.99#z (hexagonos rojos), ta= 0.95¢
(pentagonos azules), ta= 0.9¢3 (tridngulos invertidos naranja), £4=0.85¢s (cuadrados verdes),
1a=0.8¢s (tridngulos magenta) y ¢z=t.

La Figura 3.5 muestra el promedio espectral de la razon de participacion
(<PR >) como funcion del nimero de atomos en el sistema () para las nueve

cadenas de FG de la Figura 2.5. Los calculos numéricos del <PR> se llevaron

a cabo mediante un nuevo método de renormalizacion desarrollado para la razon
de participacion para cadenas de FG y es presentado en el Apéndice B. Los
parametros usados en estos cédlculos son los mismos que en la Figura 3.4.
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Observe que los resultados del <PR > confirman el comportamiento como ley
de potencias que se obtuvo para <o > en sistemas cuasiperiodicos y sub-ley de

potencias para sistemas no-cuasiperiodicos.

Con el objetivo de realizar un estudio analitico y comparativo del PR en
1 =0 para las cadenas de FG tipo (1,2) y (2,1), introduciremos la notacion

PR(m,n,l) para una cadena de FG de tipo (m,n) de generaciéon / evaluada en

1 =0, donde las matrices de transferencia pueden ser

0 - 0 -y 0 -1
ar 1o , (3.54)
1 0 1 0 1 0
con y =t,/t,.Porlotanto, larazon de participacién normalizada para la cadena

de FG tipo (2,1) de generacion / =2k +1 con N, dtomos esta dada por

k—1 ) 2
{Z Ay ’}
PR(2,1,2k +1) == , (3.55)
N DA Y
j=—k

donde A(2k+1)=2A (2k)+ A (2k-1)~25,, vy A ())=%[3—(~1)']. En el

limite cuando y—0 y /— oo, tenemos

lim PR(2,1,2k +1) = }im%(l) ) (3.56)
70 RS

En contraste, el PR de la cadena de FG tipo (1,2) es

(0,072 +0,)+0,0 7|
N[O.,Ox*+0,0)+0,0) 1]

PR(1,2,1) = (3.57)

cuyos coeficientes © ,, ®, y O, estan dados en Tabla V.

Tabla V Coeficientes O, de los términos 7' en la ecuacion (3.57)

®—1(l) 2N1—2_N1—3_1 2N1—2_N1—3+1
®0(Z) NH -1 Nl—l -2
0,() N, N, ;-1
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En el limite cuando y— 0 y /— o, la ecuacion (3.57) nos conduce a

®71(l) — lim 2N172 + N, +1 ZE (3.58)
Nl [ > Nl 8

}im PR(1,2,]) = }im
7—0

debido a que N, =N, +2N,,-2 vy }im(NM/Nl) =2. Los resultados

analiticos de las ecuaciones (3.56) y (3.57) confirman los resultados numéricos
mostrados en las Figuras 3.1 y 3.2.

3.4 Conductividad AC

Como podemos observar en las Figuras 3.1, 3.2 y 3.3, existen muchos picos
en el espectro de la conductividad DC (o). Si elegimos un potencial quimico
(n) localizado entre dos picos sucesivos y un campo eléctrico externo oscilante
con A 1gual a la diferencia entre esas energias, se obtiene un estado resonante
en la conductividad eléctrica AC en nanoalambres segmentados [Sanchez,
2012] y los nanoalambres ramificados [Sanchez, 2015]. En esta seccion,
analizaremos dicho transporte en cadenas de FG. La figura 3.6 muestra el
espectro de la conductividad AC en escala de colores versus el potencial
quimico (p) y la frecuencia del campo eléctrico () para las cadenas de FG con
t,=08¢,t,=t(a) m=1l,n=1yI=14;(b) m=2,n=2y [=7;(c)m=3,n=3y
[ =5. Los célculos se llevaron a cabo usando una parte imaginaria de la energia
n=10""|¢| y estas cadenas de FG estan conectadas a dos saturadores semi-

infinitos con integrales de salto .
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Figura 3.6 Espectro de la conductividad AC (en escala de colores) versus el potencial quimico (p)
y la frecuencia () para las cadenas de Fibonacci generalizado con (a) m=1, n=1y /=14, (b)
m=2,n=2yIl=7,(c) m=3,n=3yl[l=5.

Observe en la Figura 3.6(a) una estructura de bandas en el limite de bajas
frecuencias similar al presentado en la Figura 3.1(d). Para otras frecuencias, se
presentan zonas rojas con una conductividad AC mas alta que para el caso
balistico o,(u,®,0) de una cadena periddica dada por la ecuacion

o,(1,0,0)= 8¢r'a {1—(’“)} 1—cos 5 (V= Dho : (3.59)
t

r(N-DRo*| \2 () 2t)

Por ejemplo, en la Figura 3.6(a) hay un pico de resonancia de
o(u,,0)=1.7550, (barra  roja) en  Aw=0.06123246 || para

0.11738557 |¢|< £ <0.17861803|¢| cuya conductividad decae rapidamente con

el aumento o la disminucion de la frecuencia. Cerca de esta barra roja, hay otro

pico de resonancia de o(u,»,0)=0.3840, (barra verde) en
hw=0.06745621|¢t| para 0.11400161|¢|< 1 <0.18145782|¢t|. El primero de

¢éstos, es originando por una excitacion interbanda entre dos estados de alta
conductividad DC en E=0.11738557|¢t| y E=0.17861803|¢| precisamente
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localizados en los bordes de una banda prohibida, mientras que el segundo de
ellos es debido a un tercer pico vecino de alta conductividad DC localizado en
E=0.11400161|¢|] y E=0.18145782]t|. De hecho, hay estados resonantes de

conductividad AC cuando #m es igual a la diferencia de energia
correspondiente a los picos de conductividad DC separados por un nimero par
de picos en el espectro de la conductividad DC, como se muestra en el Figura 3
de la Ref. [Sanchez, 2015]. Mas atn, notemos que en las Figuras 3.6(b) y 3.6(c)
hay zonas de color con una conductividad AC entre 0.20, < o (1, ®,0)<0.90,

causadas por las resonancias entre los picos cercanos mostrados en la Figura
3.2(b") y 3.3(c") separados por una energia del orden de |¢|/ N, en contraste con

los picos agudos en la Figura 3.1(a") los cuales definen las frecuencias de
resonancia en la Figura 3.6(a). En general, los estados de resonancia de alta
conductividad AC pueden ser encontrados en los extremos de las bandas.

Con el proposito de hacer una comparacion general de las resonancias AC en
las diferentes cadenas de FG, introducimos el promedio espectral de la
conductividad definido como

Ny -1

> o(u,0,,0), (3.60)

pk el

<o(u,»,0)>=

donde N, es el numero total de picos en el espectro de la conductividad DC,
u=(E_ +E) / 2y o=(E,—E)) / h es la energia central y la frecuencia de

resonancia respectivamente de dos picos sucesivos en la conductividad DC con
energias £, y E ;.
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Figura 3.7 Promedio espectral a temperatura cero de la conductividad AC < (2, ®,0) > (circulos

abiertos) versus el numero de atomos (N) para nueve sistemas de Fibonacci generalizado del tipo
(m,n), donde las barras de error indican el valor maximo y el minimo de la conductividad AC.

La Figura 3.7 muestra < o(u,®,0) > (circulos abiertos) versus el nimero de
atomos (N) para nueve cadenas de FG, donde las barras de error muestran el
valor méximo y el minimo de la conductividad AC en cada generacion (/).
Observe que < o(u,®,0)> crece con el nimero de atomos y el maximo de la
conductividad AC alcanza hasta 10'° veces la conductividad balistica DC (o)
para las cadenas no-cuasiperiddicas de FG de 10° atomos. De hecho, a
temperatura cero la conductividad balistica AC o,(u,®,0) de las cadenas
periddicas estan limitadas por o,. En general, la conductividad AC mas alta

fueron obtenidas de la resonancia de los picos mas agudos de la conductividad
DC.

3.5 Sistemas aperiodicos con impurezas

La inclusion de impurezas de forma controlada puede mejorar las propiedades
intrinsecas del material o incluso obtener nuevas propiedades. Esto ha hecho,
que el disefio de materiales a una escala atdmica sea cada vez mas importante.
En esta seccion investigamos el efecto que tienen estas impurezas en la
conductividad eléctrica en cadenas periddicas y no periddicas cuyas integrales
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de salto siguen la secuencia de Fibonacci. Para nuestro estudio consideramos
dos tipos de impurezas, impurezas tipo enlace (¢,

imp

) y tipo sitio (g,,,); una

representacion esquematica de estos tipos de impurezas se muestra en la Figura
3.8.

Figura 3.8 Representacion esquematica de cadenas de Fibonacci con una impureza de (a) sitio
y (b) una impureza de enlace en la cuarta posicion.

En la Figura 3.9, la conductividad eléctrica (o) versus la energia de Fermi ()
=0.5|t] e

(b) impurezas tipo enlace con 7, =0.5¢ es mostrada para los casos de una

de una cadena periodica con (a) impurezas tipo sitio de energia ¢,

(lineas rojas) y dos (lineas amarillo oscuro) impurezas. El nimero de 4tomos en
estas cadenas es de N =433,494,438, las cuales estan conectadas en sus

extremos a saturadores periddicos semi-infinitos con integrales de salto 7. La
parte imaginaria de la energia usada fue 7 =10""|¢|. En general, el espectro de

la conductividad eléctrica (o) para una impureza no depende de la posicion de
la misma. En cambio, para dos impurezas el espectro dependera de la distancia
entre ellas, la cual escogimos que fuese de 512a en la Figura 3.9. La inclusion
de una sola impureza disminuye la conductividad, pero este efecto es mas
evidente cuando la impureza es de tipo enlace. Al considerar dos impurezas y
sin importar de que naturaleza sean, el espectro de la conductividad eléctrica es
altamente oscilante y la mayor amplitud de dichas oscilaciones se obtiene para
el caso de impurezas tipo enlace.

Empleando el formalismo de Landauer mostrado en el capitulo I, donde
obtuvimos que el coeficiente de transmision (7)) esta dado por

4—(ulty
T(u) = Wiy (6D
[121—712+(722—T“),u/2t] +(722+r11) (1—,u / 4t )

57



donde ¢, ; son los elementos de la matriz de transferencia y usando que la matriz
de transferencia (t,,, ) de una cadena periodica con N atomos que contiene una
solo impureza de sitio con energia &, cumple con

D

gimp gimp
Timp(luaN) = T(,uaN) _TT(,U,N —1) —T

(rn(u,N—a oj, (3.62)
7, (u,N—-4) 0

siendo T(u,N) la matriz de transferencia de una cadena peridodica con N
atomos sin impurezas. Donde los elementos 7,, de la matriz (3.62) satisfacen la

siguiente relacion

Z-121(#,]\'])"'2-121(/'13]\/_1)_/uz-ll(,u:,]\/7)2-11(/'[3]\/_l)/t:1- (363)

Encontramos que la transmitancia de una cadena peridédica con N atomos y
una sola impureza de sitio con energia g, €s
'p

T(py=—2—WD (3.64)
4—(ulty +(s,,/t)

La curva roja en la Figura 3.9 puede ser obtenida por la ecuacion (3.64).

Figura 3.9 Espectros de la conductividad eléctrica (o) versus el potencial quimico (n) de una

cadena periddica con una impureza (lineas rojas) y dos impurezas (lineas amarillo oscuro) para

los casos de impurezas de (a) sitio y (b) enlace.

En los espectros de la conductividad eléctrica para dos impurezas, ya sean de
sitio o en de enlace podemos observar que la cantidad de maximos en las
oscilaciones es igual al nimero de 4&tomos que hay entre las impurezas. Este
hecho se puede ver en la Figura 3.10 con (a) 5, (b) 13 y (c) 60 atomos entre las
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impurezas de sitio con ¢,,, =0.5]¢| y para los casos (d) 6, () 16 y (f) 64 atomos
entre las impurezas de enlace con 7, =0.5¢. En todos los casos se considero el

tamafo del sistema y la ) igual que en la Figura 3.9. En el caso de las impurezas
de sitio, se presenta un espectro asimétrico respecto de x =0. En contraste con

el espectro simétrico que obtuvimos para las impurezas de enlace.

Figura 3.10 Espectros de la conductividad eléctrica (o) versus el potencial quimico (u) de una
cadena periodica con dos impurezas de sitio separadas por (@) 5, (b) 13 y (c¢) 60 atomos y dos
impurezas de enlace separadas por (d) 6, (¢) 16 y (f) 64 atomos, usando los mismos parametros
de la Figura 3.9

Por otro lado, las posiciones de los picos maximos de las oscilaciones en los

espectros de la conductividad eléctrica para dos impurezas tipo enlace,
dependen del valor de 7, . En particular, cuando 7, — 0, estos picos estan

localizados en los eigenvalores de una cadena periodica con N, ,; dtomos, donde
N,,, es el nimero de atomos entre las dos impurezas. Para valores finitos de

t. , las posiciones de los picos obedecen la siguiente relacion

imp

Ek (t' ]vu—n) = Ek (0’ ]vz<—>t) + ak (]vz<—>z )tifnp + bk (]vz<—>t )tiinpi’ (365)

imp 2

donde k representa cada pico, E,(0,N, ;) es el correspondiente eigenvalor de

<1
la cadena periodica con N, ,, dtomos, a,(N,,)=AN. % y b (N,.,)=BN.r,

con 4,, B, a, y B, constantes.
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Figura 3.11 Espectros de la conductividad eléctrica (o) (en escala de colores) de una cadena
periddica con una impureza (a) de sitio y (b) de enlace como funcion del potencial quimico
(W, &,, v t,, respectivamente, para los mismos sistemas de la Figura 3.9.

En la Figura 3.11, se muestra la dependencia de la conductividad eléctrica
(o) (en escala de colores) con ¢,y £, en el caso de una impureza para los

mismos sistemas de la Figura 3.9. Observemos que el espectro de la
conductividad en la Figura 3.11(a) es simetrico respecto de &, =0 para el caso

de impureza de sitio y asimétrica alrededor de 7, =7 para las impurezas de

enlace. Note que la conductividad es nula para 7, , cercana a cero.

Para el caso en que tenemos dos impurezas, la Figura 3.12 muestra la

dependencia de la conductividad electrica (o) en funcion de ¢, , 7,

y del
potencial quimico (W) en (a) de sitio y (b) de enlace, para los mismos sistemas
de las Figuras 3.10 b) y e) respectivamente. Observe que el espectro de la Figura
3.12(a) es asimétrico respecto del potencial quimico cero, contrario a la simetria

observada en la Figura 3.12(), la cual se torna asimetrica respectoa 7, =¢.
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Figura 3.12 Espectros de la conductividad eléctrica (o) (en escala de colores) de una cadena
periddica con dos impurezas (a) de sitio y (b) de enlace como funcidn del potencial quimico (),
Emp Y 1, TESPECtivamente, para los mismos sistemas de la Figura 3.10(0) y 3.10(e).

Hasta el momento mostramos los resultados del estudio la conductividad
eléctrica (o) en cadenas periddicas con una o dos impurezas de tipo sitio y
enlace. Ahora analizaremos el efecto que tienen dichas impurezas en la
conductividad eléctrica (o) en cadenas de Fibonacci. Por ello, la Figura 3.13
muestra los espectros de la conductividad eléctrica (o) de las cadenas de
Fibonacci con integrales de salto 7, =0.9¢, ¢, =t y (a) una impureza de sitio,
(b) dos impurezas de sitio separadas por 512 atomos, (c¢) dos impurezas de sitio
separadas por 1024 dtomos en lineas rojas, (d) una impurezas de enlace, (e) dos
impurezas de enlace separadas por 512 atomos y (f) dos impurezas de enlace
separadas por 1024 atomos en lineas azules; usando la misma N y 77 de la

Figura39y ¢, = |t| o t,,=0.3¢. Todos los espectros se comparan con el de

una cadena de Fibonacci sin impurezas (lineas grises) para los mismos valores
de ¢, y t,. Observemos que los espectros de las impurezas de sitio son
asimétricos respecto de =0, lo cual es incluso notable para el caso de una

impureza de sitio en la Figura 3.13(a). En general, la disminucion de la
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conductividad es menor para el caso de las impurezas de sitio que para las de
enlace.

Figura 3.13 Espectro de la conductividad electrica (o) versus el potencial quimico (i) para una
cadena de Fibonacci con (a)-(c) impurezas de sitio (lineas rojas) y (d)-(f) impurezas de enlace
(lineas azules). En (a y d) una impureza, (b y e) dos impurezas separadas por 512 atomos y (¢
y f) dos impurezas separadas por 1024 dtomos. Ambas comparadas con el espectro de la cadena
de Fibonacci sin impurezas (linea gris). Todos los sistemas tienen ¢, =0.9t y ¢, =¢ .

En la literatura se ha reportado que en sistemas unidimensionales cuyas
integrales de salto siguen una secuencia de Fibonacci, presentan un estado
transparente (coeficiente de transmision igual a uno) en potencial quimico
1 =0 cada seis generaciones [Sanchez, 2004]. Este hecho no se conserva
cuando incluimos impurezas de sitio o de enlace al sistema. En particular, las
impurezas de sitio siempre destruyen el estado transparente para ¢=0 en
cadenas de Fibonacci de enlaces. En cambio, las impurezas de enlace destruyen
el estado transparente solo cuando el nimero de ellas es impar para cualquier
valor de la integral de salto 7, ; mientras que un nimero par de ellas hace que

el estado transparente se presente cada tres generaciones cuando 7, =t,

sustituye a un enlace ¢,. Este hecho puede ser verificado, observando que los
elementos de la matriz de transferencia (7, j ) como funcion de la generacion (n)

pueden ser escritos como:
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p (Jj-1)
Tl.,j (n) — (_1)k+l |:7f(k) ?:| 53,[+j5x,2

B

6 R S
ey |:7/f(k) ﬂ} 5. —(ﬂj 1 (O0i-s
Z, Iy

donde x = k(mod3), f(n)=1—(=1)"y y =t,/t, . Por lo tanto, el coeficiente de

transmision es:

T(0)=

(3.66)

4

. 2 . 2 2 :
- f(k) 1(k) fk) ~f (k)
tim tyy tim t tim t
{7/ vt } 5x,2+{7 0 Lal } 5L0+{ = +B} O,

(3.67)

t t t t

B timp imp B imp

De (3.67) podemos ver que T(x4=0,k) =1 cuando 7, =7,y x=1.

3.6 Transporte balistico en cadenas de FG

El transporte electronico sin dispersion es aquel que tiene un coeficiente de
transmision uno. A estos estados se les conoce como estados transparentes, cuya
conductividad eléctrica es o=0o,. En esta seccion, mostraremos numerica y

analiticamente la existencia de este tipo de transporte electronico en sistemas
de FG para sistemas cuyo niumero de &tomo se muestran en la Tabla VI.

La Figura 3.14 muestra los picos de alta conductividad con
o(1£,0,0) > 0.999999999999¢c ,, en el espacio de los potenciales quimicos ()

y t,/t, paralas cadenas de FG de la Tabla VI. Observe la existencia de muchos
estados de alta conductividad localizados en u/|¢|=+t,/t, para las cadenas de
FGcon n=3y m=3,asi como en p/|t|=%0.71¢,/t, para n=4y m=4.En
la Figura 3.15, o(u =0,0,0) en funcion del nimero de generacion (k) para 16
tipos de cadenas de FG es mostrado para ¢, =0.8¢ (circulos solidos rojos) y
t,=0.5t (circulos abiertos azules). Por ejemplo, los estados transparentes

aparecen cada seis generaciones en la Figura 3(b), 3(d), 3(j) y 3(1) y estan
presentes en todas las generaciones de la Figura 3(f), 3(h), 3(p) y 3(v).
Finalmente, no hay estados transparentes para ¢ =0 en las Figuras 3(e), 3(g),
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3(1), 3(k), 3(0) y 3(q). Pruebas analiticas de estos estados transparentes son
presentados en la siguiente seccion.

Figura 3.14 Estados de alta conductividad con o(£,0,0)>0.9999999999995, como funcion del
potencial quimico (4 )y las integrales de salto ¢, para las cadenas de FG mostradas en la Tabla
VL

Tabla VI Numeros de atomos (N) y generacion (k) de las cadenas de FG

m=1 433494438 357913942 315732482 235418370

(k=42) (k=29) (k=24) (k=21)
m=2 318281040 268377089 581130734 234029057
(k=23) (k=20) (k=19) (k=17)
m=3 239244623 253841390 187869862 429496730
(k=17) (k=16) (k=15) (k=15)
m=4 165580142 352738177 678529304 250597377
(k=14) (k=14) (k=14) (k=13)

Un camino alternativo para calcular la conductividad en sistemas
unidimensionales es mediante la formula de Landauer dada por o, (¢)=0,T ,
donde T es la transmitancia [Imry, 1999]. Como vimos en la seccion 1.5 (matriz
de transferencia), la ecuacion de Schrodinger para el Hamiltoniano de amarre
fuerte puede ser escrita como:
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lu tn,n—l
C11+1 - Cn Cn
= tn n+l tn n+l = Tn ’ (368)
Cn ’ ’ Cn—l cn—l
1 0

donde T, es la matriz de transferenciay ¢, es la amplitud de la funcion de onda

en el sitio n. Para cadenas conectadas a dos guias semi-infinitas periodicas con
integrales de salto ¢ y auto-energias nulas, la transmitancia (7) en términos del

. . N .
producto de las matrices de transferencia, con elementos 7, ; = (I I T, ;. esta
5 §= LR

dado por

4—(ulty
(1) = /) — (3.69)
[721_712+(722_711)ﬂ/2t:| +(722+T11) (l_ﬂ / 4t )

Figura 3.15 Conductividad DC en x=0 como funcion del numero de generacion (k) para cadenas
de FG con ¢, =0.8¢ (circulos sélidos rojos) y 7, =0.5¢ (circulos abiertos azules)

Para los estados en =0 de ocho tipos de cadenas de FG, los elementos 7,

estan dados en la Tabla VII, donde p(v)=[(-1)" —1]/ 2. Notemos que hay un

estado transparente para todas las generaciones en las primeras cuatro cadenas
de FG de la Tabla VII, mientras que los estados transparentes en ¢ =0 aparecen

para las cuatro Ultimas cadenas de FG solo si la generacion es par.
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Tabla VII Elementos 7, ; y transmitancia para las cadenas de FG

Transmitancia

(2,2) (2,4) . W)= {(—1)" Sii#j

(4,4)

0 Sii=j
1) sii#j
(4,2) r,-,,.(k>={( Vet
0 Sii=j

p(OD xoe
2,1) (4,3) Tij(k): Sy S1i=j
’ 0 Sii#j 4

l’j

Sii#j

Mais aln, para el sistema m=1=n y generacion k obtuvimos que los
elementos 7, ; de la matriz de transferencia son

7, () ==y i+ )| pMOK)" " + f()y"]
v . : (3.70)
—(j—i)e(k)(l—H]y“’”“"’

Entonces el coeficiente de transmision es
-1
T(0) = 4[ FO(7+771) +[1= ()]0 4yt /2} . (3.71)

donde f(v)=[1+(-1)"]/2, v=(k-2)mod(3)e[0,2] y 6G)=(-1)".

También, para el sistema (m =3,n=1) de generacion k se tiene que

Tij (k)=—vf(i+ j)|:p(v))/b + %e(k)ya(i)d} . 7_9(0)

j—i [ 1_qu(c) (3.72)

y el coeficiente de transmision en p =0 es

(=] r

T(0) =4
e . JOr +y
Vz[ p(V)(j/ 2[1+6(k)] }/2[1 6’(k)]) ( )

2

] L (3.73)
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donde b=—-40()p(k), c=k+1—-j y d=3f(k)— p(k).Las ecuaciones (3.71)
y (3.73) indican que estos sistemas presentan un estado transparente en =0

cada 6 generaciones.

3.7 Sistemas tridimensionales: Nanoalambres de
Fibonacci Generalizado

El transporte electronico en nanoalambres aperidodicos con una seccion
transversal finita pueden ser estudiados por medio del método de
renormalizacion mas convolucion para la formula de Kubo-Greenwood. Su
conductividad eléctrica (o) se expresa como [Sanchez, 2004]

o(u.0.T) = -0 (i~ E,0.T). (3.74)
QL B

donde &' es la conductividad eléctrica del subsistema paralelo; Q) y Ep son
respectivamente el volumen y las eigen-energias del subsistema perpendicular.
La conductancia eléctrica se escribe como g(u,®,7)=0c(u,o,7)Q, /Q”,
donde € es la longitud del nanoalambre en la direccion longitudinal. Por
ejemplo, un nanoalambre con una seccion trasversal periddica de 9x 9 dtomos
se muestra en la Figura 3.16, cuyas integrales de salto ¢, y ¢, alo largo de la

direccion longitudinal del nanoalambre fueron ordenadas siguiendo Ila
secuencia de la regla de cobre con m=1y n=2.

Figura 3.16 Bosquejo de un segmento de nanoalambre con una seccion transversal periddica de
9x9 atomos, cuyas integrales de salto 7, y 7, a lo largo de su direccion longitudinal, siguen la
secuencia de cobre.
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La conductancia DC a temperatura cero (g) como funcion del potencial
quimico (p) es presentado en la Figura 3.17 para nueve nanoalambres de FG
con una seccion transversal de 9x9 atomos (ver Figura 3.16), en donde las
integrales de salto en la direccion longitudinal siguen las secuencias mostradas
en la Figura 2.5. Las longitudes de estos nanoalambres estan especificadas en
la Tabla IV y los parametros del Hamiltoniano son ¢,=0.8¢, ¢,=¢ y auto-

energias nulas. La parte imaginaria de la energia es 7=10""|¢| y las Figuras
3.17 fueron graficadas usando un barrido de 120000 potenciales quimicos. El
espectro de conductancia eléctrica g, normalizado por el cuanto de conductancia
g ,=2¢’/h, de los nanoalambres de FG son comparados con el espectro de
conductancia de un nanoalambre periddico con la misma seccion transversal
(lineas grises). Observe la cuantizacion de la conductancia, en donde la altura

del escalon en unidades de g, en i(‘E ﬁ‘ + 2‘t‘) es la degeneracion de E,. En

particular, la altura maxima de un escalon es de 9g,, localizada en u ==+2¢|,

siendo la seccion transversal de 9x9 atomos. Ademas, la integral
f g(1,0,0)d i de este espectro escalonado es 324 g ||, debido a que cada uno

de los 81 canales de conduccion provee un area constante de 4g,|¢| donde

quiera que este colocado. Cuando los arreglos de las integrales de salto siguen
una secuencia cuasiperiddica a lo largo de la direccion longitudinal, la
conductancia es significativamente mas pequefia respecto al caso periddico. En
general, los nanoalambres no cuasiperiodicos con n>1 tienen una mayor
conductancia eléctrica que los cuasiperiddicos con n=1, en consistencia con
los resultados del promedio espectral de un solo canal de la Figura 3.4. De
hecho, tienen largos intervalos de u con g(x,0,0)>0, en contraste con el valor

minimo cercano a cero de g sobre todo el espectro para los nanoalambres
cuasiperiddicos, lo cual puede estar relacionado a que el espectro de
eigenvalores es un conjunto de Cantor con medida de Lebesgue cero para
cadenas cuasiperiddicas con desorden de sitio [ Damanik, 1998]. Finalmente, las
inserciones de la Figura 3.17 muestran la evolucion del espectro de la
conductancia eléctrica cuando la amplitud del desorden de enlace en los
nanoalambres de FG aumenta. Observe el rapido desvanecimiento del espectro
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de la conductancia de los nanoalambres cuasiperiddicos en comparacion con el
espectro de conductancia de los no cuasiperiddicos.

Figura 3.17 Conductancia eléctrica (g) versus el potencial quimico () para nueve nanoalambres de
FG de tipo (m,n) con una seccion transversal de 9x9 atomos, ¢, =0.8¢, t,=¢, auto-energias nulas,

donde el arreglo longitudinal de las integrales de salto siguen las secuencias de la Figura 2.5. Este
espectro es comparado con el de un nanoalambre periédico con la misma seccion transversal (lineas
grises).

3.8 Nanoalambres aperiodicos con impurezas

Ahora analizaremos la conductancia eléctrica (g) en sistemas tridimensionales
con impurezas, es decir, a un nanoalambre periddico afiadiremos planos de
impurezas. Todos los nanoalambres analizados en esta seccion tienen la misma
integral de salto ¢ en los planos transversales. En la Figura 3.18, la conductancia
eléctrica de un nanoalambre periddico con N =433,494,438x 6 x 6 atomos es

mostrada, usando 7=10" |t , para los casos de (a) un plano de impurezas de

sitio, (b) dos planos de impurezas de sitio, (c¢) un plano de impurezas de enlace
y (d) dos planos de impurezas de enlace, considerando respectivamente
gimp=0.2|t| (lineas azules), O.3|t| (lineas verdes), 0.4|t| (linecas amarillo

0scuro), O.5|t| (lineas magenta), O.6|t| (lineas naranja), 0.7|t| (lineas violetas)

69



o t,,=0.7¢ (lineas violetas), 0.6/ (lineas naranja), 0.5¢ (lineas magenta), 0.4

(lineas amarillo oscuro), 0.3¢ (lineas verdes), 0.2¢ (lineas azules). También
mostramos el espectro para un nanoalambre peridodico mostrado en lineas grises.
Notemos que al introducir un solo plano de impurezas tanto de sitio como de
enlace el espectro de un sistema periodico es suavizado y decrece conforme &, |

crece o £, ~disminuye. Este efecto se observa con mayor facilidad cuando la

naturaleza de la impureza es de enlace. En cambio, cuando tenemos dos planos
de impurezas de sitio, el espectro es mas pequefio respecto del mostrado en la
Figura 3.18(a) para un solo plano de impurezas.

Figura 3.18 Conductancia eléctrica (g) versus el potencial quimico (p) para nanoalambre
periodico de N =433,494,438 atomos para los casos de (a) un plano de impurezas de sitio, (b)
dos planos de impurezas de sitio, (¢) un plano de impurezas de enlace y (d) dos planos de

impurezas de enlace, considerando respectivamente ¢, = 0.2|t| (lineas azules), O.3|t| (lineas

imp
verdes), 0.4|t| (lineas amarillo oscuro), O.5|t| (lineas magenta), O.6|t| (lineas naranja), O.7|t|
(lineas violetas); o #,,, = 0.7¢ (lineas violetas), 0.6¢ (lineas naranja), 0.5¢ (lineas magenta), 0.4
15 |

(lineas amarillo oscuro), 0.3¢ (lineas verdes), 0.2¢ (lineas azules) y 7=10" t| .

La Figura 3.19 muestra la conductancia eléctrica (g) en funcion del potencial

quimico (p) variando la energia de la impureza (g,,,) deOa 4 |t , para los mismo

nanoalambres de la Figura 3.18 con (a) un plano de impurezas de sitio, dos
planos de impurezas de sitio separadas por (b) 13 atomos y (c) 60 atomos.
Observemos que el espectro de la conductancia es asimétrico respecto de =0
para los casos de dos planos de impurezas de sitio. Asi mismo la cuantizacion
de la conductancia es destruida si la distancia entre los planos de impurezas
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aumenta o ¢, se incrementa. Cuando el nimero de planos de impurezas de

sitio es mayor que uno, ¢l espectro de la conductancia llega a estar compuesto
por muchos picos delgados, obsérvese que las lineas negras en las Figuras
3.19(b) y 3.19(c). Para los valores negativos de ¢, , siempre obtenemos un

espectro antisimétrico con respecto de ¢, =0.

imp

Figura 3.19 Conductancia eléctrica (g) como funcion del potencial quimico (p) y de &,

imp

para

un nanoalambre periddico con (a) un plano de impurezas de sitio, dos planos de impurezas de
sitio separados por (b) 13 atomos y (c) 60 atomos.

Para el caso de impurezas de enlace de la Figura 3.20, presentamos resultados
similares a los mostrados en la Figura 3.19 para un nanoalambre con (a) un
plano de impurezas de enlace, dos planos de impurezas de enlace separadas por
(b) 16 atomos y (c) 64 atomos, cuyas integrales de salto (z,, ) varian entre 0 y

3¢. En contraste con la Figura 3.19, el espectro de la conductancia es simétrica
respecto de ¢ =0. Ademads, la conductancia disminuye mas rapidamente

cuando ¢, /t<1 que para ¢, /t>1. Al igual que para el caso de planos de

impurezas de sitio en la Figura 3.19, la cuantizacion de la conductancia
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desaparece rapidamente cuando el nimero de planos de impurezas o la distancia
entre dichos planos se incrementa.

Figura 3.20 Conductancia eléctrica (g) como funcion del potencial quimico (p) y de ¢,,,, para

un nanoalambre periddico con (a) un plano de impurezas de enlace, dos planos de impurezas
de enlace separados por (b) 13 atomos y (c) 60 atomos.

Mas aun, extendimos nuestro estudio a nanoalambres cuasiperiodicos. En la
Figura 3.21, se muestra el espectro de la conductancia para un nanoalambre de
N =433494438 x 6 x 6 atomos, donde las integrales de salto fueron ¢, =0.9¢ y

t, =t alo largo del eje longitudinal que sigue una secuencia de Fibonacci,
n=10"|r . (b) &,, =15t
dos planos de impurezas de sitio separadas por 64 atomos con (¢) ¢,,, = O.SM y
@ ¢,

mp

, un plano de impurezas de sitio con (a) ¢,,, = O.S‘t

>

:I.SM. Estos espectros son comparados con los espectros de un

nanoalambre periodico (linea azul) y de Fibonacci sin impurezas (linea gris).
Observemos que estos espectros de conductancia siempre son asimétricos para
cualquier nimero de impurezas. Mdas aun, la conductancia disminuye cuando
&, S€Incrementa.

L.
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Figura 3.21 Conductancia eléctrica (g) como funcion del potencial quimico (p) para un
nanoalambre cuyo arreglo longitudinal sigue un ordenamiento tipo Fibonacci que contiene un

plano de impurezas de sitio con (a) ¢,,, =0.5/¢, (b) ¢,,, =1.5]¢|, dos planos de impurezas de

sitio separadas por 64 atomos con (¢) &,,, = 0.5/t y (d) &,,, =1.5]|, en comparacién con la el

imp

espectro de la conductancia para un nanoalambre periddico (lineas azules) y un nanoalambre

tipo Fibonacci sin impurezas.

Ademads, analizamos el caso de planos de impurezas de enlace en
nanoalambres cuasiperiodicos. La Figura 3.22 muestra el espectro de
conductancia de un nanoalambre que contiene un plano de impurezas de enlace
con (a) ¢, =0.5¢, (b) ¢,,,=0.3¢, dos planos de impurezas de enlace separadas

por 64 atomos con (c) ¢, =0.5¢, (d) ¢, =0.3¢. Para nuestros calculos

empleamos los mismos pardmetros que en la Figura 3.19. Los espectros son
comparados con los obtenidos para un nanoalambre periddico (linea azul) y un
nanoalambre cuasiperiddico (linea gris) sin impurezas. Observemos que la
conductancia decrece rapidamente cuando ¢, =~ disminuye para cualquier

numero de impurezas.
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Figura 3.22 Conductancia eléctrica (g) como funcion del potencial quimico (p) para un
nanoalambre cuyo arreglo longitudinal sigue un ordenamiento tipo Fibonacci que contiene un plano
de impurezas de enlace con (a) ¢, =0.5¢, (b) ¢, =0.3¢, dos planos de impurezas de sitio

separadas por 64 atomos con (¢) £,,, =0.5¢ y (d) ¢,,, = 0.3, en comparacion con la el espectro de
la conductancia para un nanoalambre periddico (lineas azules) y un nanoalambre tipo Fibonacci
sin impurezas.

También debemos mencionar que mientras la separacioén entre los planos de

impurezas de enlace es mayor, la disminucion de la conductancia es mas lenta.

La inclusion de los planos de impureza de enlace con 7, / t <1 tiene un efecto

mas fuerte sobre el espectro de la conductancia en un nanoalambre tipo
Fibonacci que la adicion de impurezas de sitio, como ocurria en los
nanoalambre periodicos.
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Capitulo 4. Conclusiones

En esta tesis estudiamos el efecto de la aperiodicidad en el transporte
electronico AC y DC en sistemas de Fibonacci generalizado (FG) de tamafio
macroscopico mediante la formula de Kubo-Greenwood dentro de la
aproximacioén de amarre fuerte. Asimismo, analizamos la localizacién de la
funcion de onda a través del exponente de Lyapunov y de la razén de
participacion (PR). Para ello, desarrollamos un nuevo método de
renormalizacion en espacio real capaz de calcular el PR de una cadena de FG
de tamafio macroscopico descrita a través del Hamiltoniano de amarre fuerte.
Mas aln, realizamos por primera vez una extencion y unificacion del método
de renormalizacion aplicado a la férmula de Kubo-Greenwood para analizar el
transporte electronico de cualquier sistema de FG. Ademas, realizamos el
primer analisis del promedio espectral de la conductividad AC para nueve
sistemas de FG, encontrando estados resonantes cuyas conductividades superan
amplimente a la de sus correspondientes sistemas periddicos. Obtuvimos
expresiones analiticas que demuestran la existencia de estados transparentes en
cadenas de FG para un potencial quimico cero. Asimismo, demostramos un
nuevo estado transparente en sistemas bidimensionales con ordenamiento
cuasiperiodico e impurezas tipo Fano. A continuacion, enlistamos las
principales conclusiones de este trabajo.

1.-Se confirma la estrecha relacion entre la localizacion de la funcion de onda 'y
el transporte electronico a temperatura cero, con excepcion de los estados
criticamente localizados.

2.-El analisis del PR, sugiere que esta medida puede no ser apropiada para redes
cuasicristalinas.

3.-El promedio espectral de la conductividad eléctrica y del PR muestran un
decaimiento que sigue una ley de potencias conforme el nimero de d&tomos
se incrementa en los sistemas cuasiperiddicos. En contraste, para los sistemas
de FG con n=2 y n=3 el promedio espectral decae mas lentamente.

4.-Obtuvimos una expresion analitica para el coeficiente de Lyapunov en
cadenas periodicas.
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5.-En los espectros de la conductividad DC, encontramos estados transparentes
para los sistemas de FG con n=1, si m es par cada dos generaciones o cada
seis generaciones si m es impar. Estas cadenas son cuasiperiodicas debido a
que cumplen la condicion de Pisot y la unimodularidad de la matriz de
sustitucion. Para cadenas con n # 1, hay estados transparentes en p =0 para
todas las generaciones si # y m son pares y cada dos generaciones si n es
impar y m es par. Mas aun, se presentan estados de alta conductividad con
o(4,0,0) 2 0.9999999999990, en wu=+t, para cadenas de FG con

n=m=304.

6.-Dedujimos una ecuacion analitica para la conductividad eléctrica DC para el
caso en el que el sistema tiene una impureza.

7.-El analisis de la conductividad eléctrica para dos impurezas revela que la
posicion relativa entre ellas es esencial y tiene un efecto global en su espectro
de conductividad.

8.-En el espectro de la conductividad AC encontramos estados resonantes cuya
conductividad es extremadamente alta (mas de cuatro ordenes de magnitud)
en comparacion a la de los sistemas periodicos.

9.-Las energias y frecuencias del campo eléctrico donde se presentan estas
resonancias estan estrechamente relacionadas con la longitud del sistema.
Estas frecuencias de resonancia son la diferencia de eigenvalores del sistema,
es decir, cuando el desorden cuasiperiodico o aperiddico se presenta, estos
picos ocurren a diversas frecuencias y alcanzan altos valores en el espectro
AC. También, encontramos que este comportamiento es independiente de la
escala del sistema, por lo que lo encontramos en una, dos y tres dimensiones.

10.-Mediante un andlisis del espectro de la conductividad AC, obtuvimos que
se requiren de dos impurezas ya sean de sitio o de enlace para que las
resonancias aparezcan

11.- Las resonancias en el espectro de conductancia AC se incrementan, cuando
el pardmetro de aperiodicidad se incrementa. Esto se debe al aumento en la
cantidad de minibandas en el espectro de la conductividad DC.
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12.-Para investigar nanoalambres o nanoestructuras con ordenamientos
cuasiperiodicos y/o aperiddicos, aplicamos los métodos de renormalizacion
mas convolucion en espacio real.

13.-Demostramos de forma analitica y numérica la existencia de un nuevo
estado transparente para nanocintas cuasiperidodicas con un plano de
impurezas tipo Fano en £ =0.

14.-La conductancia eléctrica en nanoalambres con un ordenamiento periddico
en su direccion longitudinal presenta un espectro cuantizado, como es
reportado de forma experimental y este desaparece cuando consideremos un
ordenamiento cuasiperiodico en su direccion longitudinal, sin importar el
ordenamiento de su seccion transversal.

15.-Los métodos de renormalizacion resultan ser eficientes y exactos para el
calculo del transporte electronico y localizacion de sistemas cuasiperiddicos
y no-cuasiperiddicos en espacio real.

Con esto en mente, proponer y caracterizar estructuras artificiales con distintos
tipos de impurezas es de gran importancia. Mas aln, si el sistema al cual se le
agragaran 1impurezas es cuasiperiddico, podemos obtener novedosas
propiedades y/o nuevos comportamientos, que pueden llegar a ser empleados
en la mejora de la tecnologia actual. Como trabajo a futuro, se planea extender
el método de renormalizacion mas convolucion a sistemas con multigrados de
libertad por sitio, con el fin de poder aplicar dicho método a materiales no
cristalinos mediante modelos cuanticos mas realistas
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Apeéndices

Apéndice A: Formulas de renormalizacion para la
densidad de estados

Para una cadena de Fibonacci generalizado (FG) de tipo (m,n) con dos tipos de
integrales de salto ¢, y ¢, la densidad de estados (DOS) de generacion [/

evaluada para la energia £ en términos de la funcion de Green (G) puede ser
escrita como en la referencia [Sanchez, 2004],
1 N(D)
DOS(E,l)=——1imIm > .G, (2)
S (A1)

——Liim Im| A, (I,1)G, ,(2) + B,(I,1)G, 4(2) + CL(IDG, () + D.(L1) ],

T 10"
donde z=FE+in, N(I) es el nimero total de atomos en la cadena de FG de

generacion /'y los coeficientes 4, B, C'y D son calculados iterativamente a través
de dos etapas de renormalizacion, como ha sido resumido esquematicamente en
la Figura A1, por lo que

Ak, ) = Ak, 8)+ 020k, D A(E,8) + By(k,8) — 1]+ 6,(k, ) C (k. 5)

B, (k, )= B,(&,) + 4,(k, D A(5.0) + By(k,8) 1]+ 4,(k, )C(£.0)

C (k,2) = 4, (k, A)Cy(k,6)+ 0,(k, )C(S,6)+20,(k, ), (K, 2)
*x[A4,(5,6) + By(k,0) 1]

D, (k,A) =Dy(k,8) +D,(5,6) +[4,(S,) + By(k,8) —1] /2= E(k;6) —E,(5,6)]

siendo,

(A.2)

0,(k,A) =1,(k,5) [z — Ex(k,8) - E,(£,{)]

B,(k,2) =t,(£.0) [z = E(k,8) — E,(£,{)]
E,(k,A)=E,(k,8)+t}(k,0) [z — E(k,0) — E,(£,{)] (A.3)
Ef(k,2)=E(£,0)+12(E,0) 12— Eg(k,0) - E(£,0)]

t(k, 1) =t,(k,0)t,(£,0) [z — Ex(k,0)— E,(£,4)]
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y el significado de «, B, ¢, o, A, £y { estan dados en la Tabla A1, donde el valor
de «a determina el significado de los subsecuentes parametros.

Figura Al. Representacion esquematica de las dos etapas del procedimiento de
renormalizacion para las cadenas de Fibonacci generalizado de tipo (m,n7)

Para una cadena de FG de generacion £, el procedimiento de renormalizacion
consiste en usar las mismas ecuaciones (A.2)-(A.3) y los siguientes pasos: (1)
calcular iterativamente los coeficientes 4,(k—1,j), B,(k—1,j), C,(k—1,j) y
D,(k-1,j) para j=2,3,---,m, (2) calcular iterativamente A (k—2,j),
By(k=2,j), Cpo(k=2,j) y Dy(k-2,j) para j=2,3,---,n,y (3) usar los resultados
del procedimiento de renormalizacion del segmento del lado izquierdo y del
lado derecho para calcular A4,.(k,1), B.(k,1), C.(k,1) y D.(k,1) de generacion
k. Este célculo debe ser repetido para k=2,3,---,/ con el propodsito de

determinar la DOS de una cadena de FG de tipo (m,n) y generacion /.

Tabla Al. Significado de los simbolos en la ecuacion (A.2)

BTN « 8 & | 6 A & ¢
i 1

Primera [ L F j-1 J k-1
R R k-2
Segunda [ L R m 1 k n

Las condiciones iniciales para las ecuaciones (A.2)-(A.3) son ¢,(0,1)=¢,,
4,.(0,1)=B,.(0,1)=1, C.(0,1)=D,(0,1)=0, E,(0,1)=E,0,1)=0, 4,(1,1)=1
B.(L)=1, C.(,)=D.(L,1)=0, ¢t,(0,) =2,y E,(1,L1)=E(1,1)=0.

Cuando el sistema estd conectado a dos guias periddicas, las funciones de

Green en los atomos extremos estan dadas por:
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Ry t(1")
z—E,()-E,(I')———
D-ENO -~
G, (2)= ~ 2(1,1) ,(A.4)
Loy t(1")
z—F l,l —EPI —%
(LD —E() (2= EX(0Y]
g B0 )
z=E(,))=E () z—E,’f(l’)
GR,R(Z) = _ l‘; (191)
NN
(DB = | (AS)

tF(lal)GR,R(Z)
z=E, (L) - Eg(1) ~ 1,11z = E;(1)]
donde /' es el nimero de generacion para estas guias periddicas construidas
siguiendo el procedimiento de renormalizacion para FG con m=n=1y

G, x(2)= (A.6)

t,=ty;=t, cuyas auto-energias e integrales de salto efectivas son:
EL(I) =EXI-D)+ (1), EXY=EXI-2)+ (-2, y
to(I')=t,(I'-1)t,(I'-2)y, , siendo y,=[z—E5(I'-1)—E(I'-2)]"".

Con el objetivo de ilustrar el procedimiento para obtener las formulas de

renormalizacion podemos tomar la etapa media de la Figura A1 como un
sistema inicial, cuya DOS puede ser escrita desde la ecuacion (A.1) como

1 m N(-1) N
DOS(E,I) = - 111’1’{ Im Z G‘/"/‘(Z)_'_ Z Gj,j(z)_GC,C(Z)
Vel =1 Jj=mN(@-D)

| A, (I,m)G, , (2) + B, (I,m)G, o (2) + C,(I,m)G, (2)
=——lim Im| +D,(l,m) + A ([,n)G . (2) + Bx(I,n)G ,(2)

7T 00" (A7
+CR(Z,n)GC,R(Z)+DR(l,n) —GC’C(Z) (A7)

donde los elementos de las funciones de Green satisfacen la ecuacion de
Dyson dada por
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z—E, (l,m) —t,(I,m) 0 GL,L(Z) G, (2) G, i(2) 1 0
—t,(I,m) z—E.(,1) —t,(l,n) || Go (2) Goo(2) Gep(z) =10 1
0 0

0
0| (A8)
0 —tx(l,n)  z=Ep(l,n) )\ Gp (2)  Gr(2)  Gpp(2) 1

En otras palabras,

__ Ve t,(l,m) t(1,n)
Ge x(2) = —E0D + —EdD G, 4 (2)+ —ELD G (2), (A.9)

donde X=L,CoR y E.(,)=E,(,m)+E, (l,n). Siendo las funciones de
Green una matriz simétrica derivada de un Hamiltoniano simétrico, ecuacion

(A.9) para X =C puede ser reescrita mediante la misma ecuacion para X =L
y X =R como

GC,C(Z) = [Z_Ec(l»l)]_l"' ‘9}% (lal)GL,L(Z) + ¢1§ (Z»I)GR,R(Z)
+ 20, (L,1)¢,(1,1)G, 1(2)
Sustituyendo las ecuaciones (A.9) y (A.10) en (A.7), uno obtiene

(A.10)

DOS(E,I)=—lim Tm{d,(,m)G, ,(2)+[B,l,m) +A,(,n)—1]
7Z. 77*)0+ 9

x[[z=E(,D] "+ 0,1, ,(2) + g, DG, 4(2)

+20,(,1)$,(.1)G, ((2)]+ D,(l,m) + By(l,m)G, (2) + Dy(l,m)  (A.11)
+C,(,m0,(,DG, ,(2) + (DG (2)]+ Col, MO (DG, 1(2)

+§: (LG 1(2)]}

la cual nos conduce a la ecuacion (A.2). Por otra parte, sustituyendo la ecuacion
(A.9) en (A.8), esto llega a ser

[Z_EL(Z:I) —t.(1,1) j[GL,L(Z) GL,R(Z)j_[l OJ, (A.12)
—t.(I,1) z—Ey (1) GR,L(Z) GR,R(Z) 0 1

donde la integral de salto renormalizada ¢.(/,1) y las auto-energias E,(/,1) y

E.(,1), estan dadas en la ecuacion (A.3).
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Apéndice B: Formulas de renormalizacion para la
razon de participacion.

Siendo que la funcion de onda de un electron (|‘P>) puede ser escrita como una
combinaciéon lineal de las funciones de Wannier (| ])) del atomo j,
V) = zjcj | /), la razén de participacion (PR) para una funcion de onda no
normalizada estd dada por

P 2

(Zj‘cj‘ )
PR="""___ (B.1)

Zj‘cj‘

y su denominador puede ser expresado en términos de las amplitudes de las

funciones de onda en los sitios extremos, ¢, y ¢,, cOmo

2l = LD el JiEDlegfs K@ lefled+ Lt Dleiey” -
+ere; 1P e, [P (e et cpe) + On (L) el (c cht ey,

donde 7,.(/,1), J.(I,1), K.(l,1), L.(1,1), P.(l,1) y O.(/,1) son los coeficientes
de renormalizacion para el PR. Andlogamente, la condicion de normalizacion
de la funcion de onda |‘{’> puede ser expresada como

1= le)f = Re(LD e+ S (LD e, + U, (Dl citeyc;]. (B3)

Siguiendo un procedimiento de renormalizacion similar al explicado para la
DOS al final del Apéndice A, pero usando la ecuacion de Schrodinger en vez
de la ecuacion de Dyson, los coeficientes de renormalizacion para el PR de una
cadena de FG tipo (m,n) de generacion [ puede ser iterativamente calculada para
k=2,3,---, por medio de
1,0k, 2)=1,(k,8) + 62 (k, ANO, (k, DT y(k,8) + 1,(E.O)~11+20,(k, )}

+26,(k, )P, (k,0) + Ok, A K Ak, 0)+2L (K, 0)],

Ik, 2) = T (E,8) + g2k, )i, (k, AV, 8) + 1(E,8) 1]+ 2P(E,0)} ©5)
126, (k, )O(E,O) + g2k, VK (E,)+2L(E,0)], '

(B.4)
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K, (k,2)=0,(k, ) {44,(k, DI (k,6) + 1,(&,8) - 1]+ K (£.9)
+46,(k, )P, +4,(k, DK 4(k,5) +40,(k, )Q,(k, )],
L (k,2) = O,(k, DG () y(k,0) +1,(£,{) 1]+ L (£.0)
+4,(k, VP&, O+ ¢k, MLy (k, S) + 0, (k, Ok, )],
P (k,2) =0, (k,2){28,(k, )[J (k,8) + I(£,) 11+ P.(£,{)}
+ ¢, (k, A)Ey(k,0)+6,(k, A)¢,, (k, ) [K,(k,0) (B.8)
+2L,(k,0)+36,,(k,1)04(k,0)},

0, (k,2) = $,(k, 2){20,(k, M)[J y(k,6) +1,(£,8) =11+ Ok, 5)}

+0,(k, )0, (¢,6)+0,(k, )@, (k, )K(s,6) (B.9)
+2L,(, )38, (k, MBS, 6)5

R (k,2)=Ry(k,5)+O2(k, D[S y(k,5) + R(E,8) ~11+ 28, (k, AU 1(k,5) (B.10)
S,(k, ) =S5,(&,) + .k, DIS (k) + R(&,6) ~11+24,(k, HU(£.) (B.11)

Uk, )=Ry(k,0)+6,(k, D) ig, (k, D[Sk, 0)+ R,(S,6) ~ 1]+ U (S, 6)}
+ ¢, (k, ) U, (k,0)

(B.6)

(B.7)

. (B.12)

donde, 6, y ¢, estan dadas en la ecuacion (A.3) mientras que el significado
de o, B, ¢, O, A, £y { se especifica en la Tabla Al.

Las condiciones iniciales para la renormalizacion de PR son
1,00,1)=J,0,1)=1, K,(0,1)=L.(0,1)=P.(0,1)=0.(0,1)=0, R.(0,1)=1,
S.0,H)=1, U,0,1)=0, E,0,1)=0 E,0,1)=0, ¢.00,1)=¢,, [.(L1)=1
J,Lh=1, K.LD=L@LD=FLY=0,LD=0, R.(LD=S.(1LD=1,
Uu.1,)=0, E,Q,D)=E,1,1)=0y t.(1,1) =¢,.
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