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Capitulo 1

Introduccion

Algunos de los problemas que se presentan en la implementacion de con-
troladores en sistemas fisicos son la incertidumbre paramétrica, las dinamicas
parasitas o no modeladas y las perturbaciones. Por lo tanto, se hace nece-
sario el uso de controladores robustos que tengan un buen desempeno al
implementarlos en sistemas inciertos.

Existen reportados en la literatura varios enfoques de control que buscan
lidiar con sistemas inciertos (Redisenio de Lyapunov, Backstepping, Control
basado en pasividad [Khalil, 2002]). Sin embargo, el Control por Modos Des-
lizantes (SMC) ha llegado a ser una de las técnicas més eficientes para estabi-
lizar sistemas bajo ciertos tipos de incertidumbres ofreciendo, en teoria, una
compensacion exacta de perturbaciones acotadas y acopladas al canal de con-
trol, ademas de convergencia en tiempo finito de las trayectorias del sistema
a una superficie de deslizamiento[Utkin, 1992, Edwards y Spurgeon, 1998,
Shtessel et al., 2014].

Los controladores por Modos Deslizantes de Orden Superior (HOSMC)
[Levant, 2001, Levant, 2003, Levant, 2005b] aseguran para sistemas de gra-
do relativo r con perturbaciones, no desvanecientes, acotadas y acopladas,
convergencia en tiempo finito a modos deslizantes de orden n, en general,
por medio de una senal de control discontinua lo cual provoca el efecto de
Chattering que se presenta como oscilaciones acotadas de alta frecuencia en

los estados del sistema y que no es deseado debido a que causa dano en los
actuadores [Utkin, 1992, Levant, 2005b].

11
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1.1. Estado del arte

Recientemente, han sido desarrollados controladores por modos deslizan-
tes de orden superior [Torres et al., 2017, Moreno, 2016, Fridman et al., 2015a,
Laghrouche et al., 2017, Edwards y Shtessel, 2016, Kamal et al., 2016] que
aseguran para sistemas de grado relativo r con perturbaciones Lipschitz, no
desvanecientes y acopladas al canal de control, convergencia en tiempo finito
a modos deslizantes de orden (n + 1), por medio de una senal de control
continua, lo cual puede reducir significativamente el Chattering.

Una de las principales caracteristicas de algoritmos como el Control In-
tegral Discontinuo (CID) [Zamora et al., 2013, Moreno, 2016] y el Algoritmo
Twisitng Continuo (CTA) [Torres-Gonzélez et al., 2015, Torres et al., 2017]
es la homogeneidad [Bacciotti y Rosier, 2005]. Para sistemas perturbados de
segundo orden (por ejemplo: sistemas mecanicos) los algoritmos menciona-
dos tienen grado de homogeneidad negativo, y los pesos de homogeneidad
son tres para la posicion, dos para la velocidad y uno para la aceleracién, lo
cual permite asegurar la correspondiente precision con respecto al tiempo de
muestreo.

Ademas, tales controladores [Zamora et al., 2013, Torres et al., 2017] pue-
den ser considerados como una extension integral para controladores ho-
mogéneos con los mismos pesos de homogeneidad asegurando, en teoria, con-
vergencia en tiempo finito y compensacion exacta de perturbaciones para un
doble integrador.

Para analizar la estabilidad y disenar la ganancias del CTA para sistemas
de grado relativo dos en [Torres-Gonzélez et al., 2015, Torres et al., 2017]
se aplica la metodologia de disefio de funciones de Lyapunov (FL) para
una clase de sistemas homogéneos propuesta en [Sanchez y Moreno, 2014,
Sénchez y Moreno, 2016] que consiste en proponer formas generalizadas (FG)
como funciones candidatas de Lyapunov (FCL) analizando las condiciones
del Teorema Directo de Lyapunov por medio de herramientas para el anali-
sis de la positividad de polinomios como Teorema de Pélya [Pdlya, 1928] y
representacion en suma de cuadrados [Parrilo, 2000].

1.2. Motivaciéon

Algoritmos de control por modos deslizantes como [Zamora et al., 2013]
y [Torres et al., 2017] poseen para sistemas de grado relativo dos propiedades
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como robustez ante perturbaciones Lipschitz en el tiempo y convergencia en
tiempo-finito a modos deslizantes de orden tres, lo cual los hacen algorit-
mos de gran interés para la comunidad de Control por Modos Deslizantes.
Ademas, la estructura homogénea de dichos algoritmos permite tratarlos ex-
tendiendo, a sistemas homogéneos, métodos de analisis de sistemas lineales.

En este trabajo de tesis se busca generalizar a sistemas de grado relativo
tres el controlador CTA [Torres et al., 2017]. Para encontrar condiciones de
las ganancias que aseguren la estabilidad del algoritmo se recurre al diseno de
FL utilizando la metodologia de FG propuesta en [Sanchez y Moreno, 2014].

1.3. Objetivos

= Proponer un diseno sistematico de funciones de Lyapunov para sistemas
homogéneos tipo Algoritmo Twisting Continuo.

= Disenar las ganancias del Algoritmo Twisting Continuo de tercer orden
de tal forma que se asegure la convergencia al origen en tiempo finito
de las trayectorias de un sistema perturbado de tercer orden .

= Probar la convergencia a cero en tiempo finito de las trayectorias de un
sistema de tercer orden en lazo cerrado con el Algoritmo Twisting Con-
tinuo de tercer orden por medio del disenio de funciones de Lyapunov
para dicho sistema.

= Probar experimentalmente la teoria desarrollada en el trabajo de in-
vestigacion implementando el Algoritmo Twisting Continuo de tercer
orden en el Péndulo de Rueda Inercial.

1.4. Contribuciones

= Propuesta de construccién de funciones de Lyapunov para sistemas
homogéneos tipo Algoritmo Twisting Continuo.

= Funcién de Lyapunov para el Algoritmo Twisting Continuo de tercer
orden

= Diseno de ganancias y prueba de estabilidad para el Algoritmo Twisting
Continuo de tercer orden.
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1.5. Organizacién de la tesis

En el Capitulo 2 se presentan las herramientas matematicas y de teoria de
control necesarias para el desarrollo de la tesis. El Capitulo 3 presenta el Al-
goritmo Twisting Continuo de tercer orden, el disenno de ganancias y analisis
de estabilidad. En el Capitulo 4 se muestra el disenio de una funciéon de Lya-
punov para el Algoritmo Twisting Continuo de tercer orden. En el Capitulo
5 se muestran los resultados de la implementacién del Algoritmo Twisting
Continuo de tercer orden en el péndulo de rueda inercial. Finalmente, en el
Capitulo 6 se encuentran las conclusiones obtenidas con la realizacion de este
trabajo.

1.6. Notacion

A lo largo de este escrito apareceran ecuaciones con expresiones como
| - |7sign(-),y € R para hacer mas compacta la escritura de dichas ecuaciones
se adopta la siguiente notacion

[-]”=1-I"sign(-), 7 €R,
este operador preserva el signo de su argumento.
Observacion 1.1. Para cualquier v, A > 0 se tiene

» Para cualquier entero impar v, [-]7 = -7, para cualquier entero par, -,
‘ . |A/ = el y ’V.JO pry Slgn(.)

= [T =P =y T =T

= Paray >0, 4[|V =~]- 7ty 4|. |7 = 4[-]77!, donde la derivada estd
definida.



Capitulo 2

Marco teorico

En este capitulo se presentan los conceptos matematicos y de teoria de
control base para el desarrollo de esta tesis.

2.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Se puede entender que un punto de equilibrio es estable si las trayectorias
del sistema que empiezan en una vecindad del punto de equilibrio permanecen
alrededor del dicho punto, de otro modo, este es inestable. Un punto de
equilibrio es asintéticamente estable si todas las trayectorias que inician en
una vecindad del punto de equilibrio no solo permanecen cerca del punto
de equilibrio sino que ademas tienden al equilibrio a medida que el tiempo
tiende a infinito [Khalil, 2002].

Lo anterior refiere al concepto de estabilidad de puntos de equilibrio o
estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Sea el sistema

= f(x), (2.1)
donde f(0) =0y f(x) #0 V = #0.

Definicién 2.1. [Khalil, 2002] El punto de equilibrio # = 0 del sistema (2.1)
es

= Estable si, para cada € > 0, existe d(e) > 0 tal que
|z(O)]l <6 = l[z(t)]] <€, VE=0

15
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= [nestable si no es estable.
= Asintéticamente estable si es estable y § puede ser elegida tal que

l2(0)] <6 = lim a(t) =0

A

Para determinar si un punto de equilibrio de un sistema como (2.1) es
estable se aplica el Teorema Directo de Lyapunov.

Teorema 2.1. [Khalil, 2002] Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema
(2.1) y sea V : R" — R una funcion continuamente diferenciable tal que

V(0)=0y V(z) >0, Ve #0, (2.2)

l|z]| = 00 = V(X) — o0, (2.3)

V(z) <0, Yo #0, (2.4)

entonces x=0 es global y asintoticamente estable. A

Una funcién V(z) que satisfacen la condicién (2.2) se conoce como de-
finida positiva, ademds, si —V'(z) es definida positiva entonces V(z) es
definida negativa. Una funcién continuamente diferenciable V() que sa-
tisface las condiciones (2.2) y (2.4) es llamada Funcién de Lyapunov.

El Teorema 2.1 puede ser extendido a sistemas descritos por inclusiones
diferenciales de Filipov [Filipov, 1988]

€ F(x) (2.5)
donde F' es un mapa multi-valuado.

Teorema 2.2. [Bacciotti y Rosier, 2005] Sea F : [0,+00) X R" — R"™ un
mapa multi-valuado tal que la existencia (local) de soluciones de (2.5) este
asequrada. Se asume que existe una funcion de Lyapunov estricta en el amplio
V', i.e., una funcion V =V (z,t) tal que, para algunas funciones a,b, c € Kg°,

a(|lzl]) < V(t,z) <b(|lz|]) Vi€ [0,+00), 2 € R,
to
th <ty = V(tz,x(t2)) =Vt x(t) < = [ C(||lz(7)|])dr
t1
para cada par (t1,t2) y cada solucion x(-) : [t1,ta] — R™ de (2.5). Entonces
el origen de (2.5) es uniforme, global y asintdticamente estable. A
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2.2. Homogeneidad ponderada

Uno de los conceptos claves en el desarrollo de esta tesis es la homoge-
neidad ponderada [Zubov y Boron, 1964].

Definicién 2.2. [Bacciotti y Rosier, 2005] Para un conjunto de coordena-
das (z1,...,z,) en R™ Sea r = (ry,...,r,) un conjunto de nimeros reales
positivos.

» La familia de dilataciones de un parametro (7)o (asociado con r) se
define como

() = ("wy,...,€"xy,), Vr=(r1,...,2,) € R",Ve>0. (2.6)
Los ntimeros r; son los pesos de homogeneidad de las coordenadas.

» Una funcién V : R" — R se dice r-homogénea de grado m (m € R) si

V(i (x)) =™V (x) Vo e R"We> 0. (2.7)

= Un campo vectorial f =", fi% se dice r-homogénea de grado k si
la componente f; es "-homogénea de grado k+r; para cada i; es decir,

filemay, ... €mw,) = TTifi(x), Vx € R™, Ve >0, Vi€ [l,n]. (2.8)

A
Considere la inclusién diferencial de Filipov [Filipov, 1988]
i€ F(x) (2.9)
donde F' es un mapa multi-valuado.

Definicién 2.3. [Levant, 2005a] Un mapa multi-valuado F' : R" =2 R” es
r-homogéneo de grado m (m € R) si para todo z € R y para todo A > 0 se
tiene

A" (6T L (87 x) = F(z).

El sistema (2.9) es r-homogéneo de grado m si el mapa multi-valuado F' es
r-homogéneo de grado m. A
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FEjemplo 2.1. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

i‘l = xz
jfz — J,’S
gy = —[z] V4 = [20) V3 — 23] V2 + 24 (2.10)
Ty = _mlJO _ (:Cﬂo _ (flfsJO,
aplicando la transformacién (2.6) a (2.10) se obtiene
iy = —[elry |V — [Sra|V3 — [w3]V2 + elay (2.11)
iy = —[e'a1]0 — [€22]0 — [225]°,
finalmente,
i = €l
; -1
To9 = € I3
3 2.12
oy = e (=[a |Vt = (2] = [a3]"? 4 24) (2.12)
b= (fehn)? — )0 — [ ).

se puede ver que el sistema (2.10) cumple con la condicién (2.8), por lo
tanto, (2.10) es un campo vectorial homogéneo de grado k = —1 y pesos
r = [4,3,2,1] para las variables x1, x5, x5 y x4, respectivamente.

Observacion 2.1. El grado de homogeniedad k& = —1 se puede definir como
el peso de homogeneidad de la variable de tiempo ¢ [Shtessel et al., 2014]. A

Teorema 2.3. [Bhat y Bernstein, 1997] Sea f : R" — R™ un campo vectorial
homogéneo de grado k < 0. Si f es localmente atractivo, entonces el origen
de f es estable globalmente y en tiempo-finito. A

2.3. Enfoque Formas Generalizadas

En [Sédnchez y Moreno, 2014] se presenta un método de construccién de
FCL para una clase de HOSMC. Dicho método consiste en proponer una
clase de funciones parametrizadas como una familia de FL, tal parametri-
zacion permite elegir una adecuada FCL, ademdas de determinar sistemati-
camente su positividad definida y la negatividad definida de su derivada
[Sdnchez y Moreno, 2016].
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Definicién 2.4. [Sdnchez y Moreno, 2016] La funcién f : R™ — R es llama-
da forma generalizada de grado m si

= f es una funcién homogénea (de grado m para algin vector de pesos

r).

= f consiste de sumas, productos y sumas de productos de términos como

alzk|?,  blxgl?, a,beR, 0<p,qeQ. (2.13)

A

Ejemplo 2.2. Formas generalizadas

3
F(z) = |m]2 —a1[22) + |22
G(x) = |12 — 22|z’ — [21]3 [20)? + |

El proceso de diseno de FL por medio de FG [Sanchez y Moreno, 2016]
puede ser resumido en los siguientes pasos

1. Obtener el grado de homogeneidad £ y los pesos r de el sistema & =
f(z) descrito por FG.

2. Elegir una FG V : R"” — R (de grado de homogeneidad m con los pesos
r) dada por

n

V(z) = Zazlxlﬁ + P(aj,x); j>n (2.14)

i=1
P(a, ) consiste de términos cruzados con coeficientes ;.

3. Calcular la FG W (z) = =V ().

4. Aplicar el cambio de variables adecuado de = a z para transformar
V(z), W (x) en los conjuntos de polinomios V' (z), W (z).

5. Determinar los coeficientes de V' (z) y los pardmetros del sistema tal
que los conjuntos de polinomios V(z), W (z) son definidos positivos.
Esto puede ser hecho a través del Teorema de Poélya o representacion
en Sumas de Cuadrados.



20 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

2.3.1. Representacion en suma de cuadrados

Un polinomio multivariado p(xi,...,z,) = p(z) es una suma de cuadra-
dos si existen los polinomios fi(x),..., f(x) tal que

pa) = f2(a). (215)

Es claro que si f(z) es una suma de cuadrados implica que f(z) > 0Vz € R”
[Parrilo, 2000].

La condicién de suma de cuadrados (2.15) es equivalente a la existencia
de una matriz semi-definida positiva () tal que

p(x) = 2" (2)QZ (), (2.16)

donde Z(x) es un vector de monomios propiamente elegido [Choi et al., 1995].
La condicién de suma de cuadrados (2.15) es computacionalmente manejable
[Parrilo, 2000].

SOSTOOLS es un toolbor de MATLAB para resolver programas de su-
ma de cuadrados. La técnica detras estda basada sobre la descomposicién
en suma de cuadrados para polinomios multivariados [Choi et al., 1995], la
cual puede ser eficientemente calculada usando programacién semi-definida
[Prajna et al., 2002].

2.4. Control por Modos Deslizantes

El control por Modos Deslizantes, esta técnica de control robusto que
asegura convergencia a cero en tiempo-finito para sistemas controlables SISO
aun en presencia de perturbaciones no desvanecientes, acotadas y acopladas
al canal de control . El diseno de SMC consta de dos pasos: la eleccién
adecuada de una superficie de deslizamiento y la seleccion de un controlador,
que logre la convergencia de las trayectorias del sistema a dicha superficie
[Utkin, 1992, Edwards y Spurgeon, 1998, Shtessel et al., 2014].

Los controladores por modos deslizantes se puede clasificar en cinco ge-
neraciones [Fridman et al., 2015b] como a continuacién se describe.

1. Primera generacién: Modos Deslizantes Convencionales

Los controladores por modos deslizantes de primer orden (FOSMC)
[Utkin, 1992] logran convergencia en tiempo-finito de las trayectorias
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del sistema a una superficie de deslizamiento compensando, en teoria,
exacto perturbaciones acotadas y acopladas al canal de control. Sin
embargo, el FOSMC genera una senal de control discontinua lo cual
provoca el efecto chattering, ademas, aunque la superficie de desliza-
miento converge a cero en tiempo-finito, los estados lo hacen de manera
asintética y se requieren derivadas de alto orden para el diseno de la
superficie de deslizamiento.

2. Segunda generacion: Modos Deslizantes de Segundo Orden

Los controladores de esta generacion aseguran convergencia en tiempo-
finito a modos deslizantes de segundo orden, es decir, para sistemas
de grado relativo dos respecto al control no se necesita el diseno de
una superficie de deslizamiento y los estados del sistema convergen a
cero en tiempo-finito con informacién de la salida y su primera deri-
vada. Ademas con estos controladores se logra precisién cuadratica de
convergencia con respecto al paso de muestreo. Sin embargo, la conver-
gencia en tiempo-finito para sistemas de grado relativo arbitrario y el
chattering debido a la accion de control discontinua son problemas ain
abiertos. El Algoritmo Twisting [Emel’Yanov et al., 1986] corresponde
a esta generacion.

3. Tercera generacién: Algoritmo Super-Twisting

El algoritmo Super-Twisting (STA) [Levant, 1993] logra convergencia
en tiempo-finito a modos deslizantes de segundo orden para sistemas de
grado relativo uno con respecto al control. Para sistemas de grado re-
lativo superior es necesario el disenio de una superficie de deslizamiento
con lo cual los estados del sistemas convergen a cero de forma asintéti-
ca, ademas, se requieren derivadas del estado de alto orden para el
disenio de la variable de deslizamiento. Las principales ventajas de este
algoritmo son la compensacion tedricamente exacta de perturbaciones
Lipschitz en el tiempo y la generacién de senal de control continua redu-
ciendo significativamente el chattering. Otra caracteristica interesante
del STA es que puede ser usado como diferenciador [Levant, 1998].

4. Cuarta generacién: Controladores por Modos Deslizantes de
Orden Arbitrario

El Algoritmo Nested HOSM [Levant, 2001] pertenece a esta generacién.
Este controlador asegura estabilidad en tiempo-finito de la salida o y
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compensacion exacta de perturbaciones acotadas y acopladas al canal
del control para sistemas SISO de grado relativo r, usando informacion
deo,d,...,0" Y. Sin embargo, este algoritmo produce sefial de control
discontinua provocando el efecto de chattering.

. Quinta generacion: Controladores continuos por Modos Des-

lizantes de Orden Arbitrario

A esta generacion corresponden los controladores continuos por modos
deslizantes de orden superior [Zamora et al., 2013, Fridman et al., 2015a,
Torres-Gonzalez et al., 2015, Moreno, 2016, Edwards y Shtessel, 2016,
Kamal et al., 2016, Laghrouche et al., 2017, Torres et al., 2017] que ase-
guran para sistemas de grado relativo r con perturbaciones, Lipschitz,
no desvanecientes y acopladas, convergencia en tiempo finito a modos
deslizantes de orden (n + 1), con informacién de la salida y sus (r — 1)
derivadas, por medio de una senal de control continua, lo cual puede
reducir significativamente el Chattering. Para sistemas perturbados de
segundo orden (por ejemplo: sistemas mecanicos) estos algoritmos lo-
gran precision cubica para la posicion, cuadrética para la velocidad y
lineal para la aceleracion.

Generacion | Senal de | Chattering | Convergencia | Perturbacion | Informacion | Precision
control
1 Discontinua Si Asintdtica Acotada 0,0 T
2 Discontinua Si Tiempo-finito | Acotada 0,0 =
3 Continua No Asint6tica |  Lipschitz 0,0 7
4 Continua No Tiempo-finito | Acotada 0,0,6 I
5 Continua No Tiempo-finito | Lipschitz 0,0 =

Tabla 2.1: Caracteristicas de los controladores por modos deslizantes para
sistemas de grado relativo dos (o representa la variable de deslizamiento y 7
el tiempo de muestreo).



2.4. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES 23

2.4.1. Algoritmo Twisting Continuo

El CTA [Torres-Gonzélez et al., 2015] es un controlador de quinta gene-
racion, para sistemas de grado relativo dos asegura convergencia a cero en
tiempo-finito atin en presencia de perturbaciones Lipschitz en el tiempo aco-
pladas al canal de control | ¢(x,t) |< C.

W=

u = —ki[o]s —ko[5]2 + 2,
(2.17)
z = —k3|—OJ0—k4|—é’JO,

Las ganancias ki, ko v k3 deben ser disenadas adecuadamente para cumplir
con la tarea de control [Torres-Gonzalez et al., 2015, Torres et al., 2017].
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Capitulo 3

Algoritmo Twisting Continuo
para sistemas de grado relativo
tres

En el presente capitulo se muestra un algoritmo tipo CTA para sistemas
de grado relativo tres, se proponen conjuntos de ganancias que aseguran la
convergencia en tiempo finito a modos deslizantes de tercer orden y mediante
el teorema directo de Lyapunov se demuestra la estabilidad del origen del
sistema en lazo cerrado, ademas, se analiza la robustez del algoritmo ante
cierto tipo de perturbaciones.

3.1. Planteamiento del problema
Considere el triple integrador perturbado

.I"l = X9
T3 = u-+ ¢(t)7

donde x1,z9,23 € R son los estados del sistema, u € R es la entrada de
control y ¢(t) € R es una perturbacién Lipschitz en el tiempo.

El objetivo de control consiste en estabilizar en tiempo finito el origen del
sistema (3.1), a pesar del efecto de la perturbacién ¢(t¢), por medio de una
senal de control continua.

25
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3.2. Algoritmo Twisting continuo para siste-
mas de grado relativo tres

Para cumplir con el objetivo de control planteado se propone un contro-
lador tipo CTA

u = —k’lL% [1'1J1/4 — kQL% [ZL'QJ /3 _ k’gL% [l’gJ 1/2 + n

i = —kaL[21)® — ks L[25)® — keL[x3)°, (3:2)

donde k;; i =1,...,6 son las ganancias del controlador.
El sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) estd dado por

jfl = I3

Ll"iQ = I3

L 3 1/4 2 1/3 1 1/2 (3.3)
r3 = —k’lL4 [l’lj — kQL?’ (.’ﬂgJ — ]{3[12 (:ng + 24

iy = —hkyL[x1]" —ksL[wy]® — keL[x35]° + o(t),

donde x4 = z + ¢(t) es un estado virtual. El sistema (3.3) tiene un campo
vectorial homogéneo de grado k = —1y pesos r = [4, 3, 2, 1] para las variables
T, %2, T3 Y T4, respectivamente (ver Ejemplo 2.1).

El grado de homogeneidad negativo de (3.3) asegura, con una seleccién
correcta de las ganancias k;; ¢ =1, ..., 6, convergencia en tiempo finito de las
trayectorias del sistema (3.3) al origen, ademads, el integrador Z converge a la
perturbacién ¢(t) por lo que puede ser compensada, en teoria, exactamente.

Teorema 3.1. Sea el triple integrador perturbado (3.1) y sea la ley de control

u = —kiLi[a )Y~ ko L5 [0 3 — kyL3 [23] 12 + (3.4)

’f] = —]C4L|'ZE1JO - kZ5L[$2JO — ]{36L|_ZL'3JO, )
existen ganancias k;; 1 =1,...,6 y el factor de escala L > @ tal que los
estados del sistema en lazo cerrado (3.3) convergen a cero globalmente y en
tiempo-finito. A

Demostracion. A partir de los Lemas 3.1 y 3.2 se puede probar la conver-
gencia a cero de las trayectorias del sistemas (3.3). [

Observacion 3.1. La constante p es la cota maxima para la cual las condicio-
nes de estabilidad del sistema nominal se conservan, por lo tanto, el factor
de escalamiento L asegura estabilidad para cota arbitraria de la derivada de
la perturbacién del sistema (3.1). A
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Observacion 3.2. El Teorema 3.1 engloba dos casos particulares de CTA para
sistemas de grado relativo tres

u = —k/’lL% I—fL’lJ /4 _ kQL% [CCQJ /3 _ kgL% [I’gJ 1/2 + n (3 5)
n o= —k‘4L($1J0 - k5L[9€2J0, '
u = —k’lL% [$1J1/4 — kQL% [l’gJ /3 _ k’gL% [$3J 1/2 + n (3 6)
o= —kiLfz,]°, '

A primera vista los algoritmos (3.5) y (3.6) son més simples que (3.2) pero la
libertad en la eleccion de k5 y kg puede ser usado para mejorar el desempeno
del controlador en lazo cerrado. A

3.3. Analisis de estabilidad en el sentido de
Lyapunov

Para analizar la estabilidad del origen del sistema (3.3) se propone una
FCL cuyo diseno se presenta en la Seccién 4.

3.3.1. Sistema nominal

Se considera el sistema nominal (¢ = 0)

i’l = XT3

i’g = I3

j;3 — _k,l (le 1/4 _ k’z [I'QJ 1/3 _ k‘g ($3J 1/2 + x4 (3.7)
iy = —kal21]® — ks[s)® — ke[w3]°,

donde el conjunto de ganancias k;; ¢ = 1,...,6 se elige de tal forma que
es asegure la estabilidad del origen del sistema y el factor de escalamiento
L=1.

Sea la FCL

V(z) = O‘1|$1|g + 0‘2|$2|g + a3|$3|% + auylza|" + s [rmﬁm

3.8
+agr e + a7 [x2] S23 — gy [24|* — a3z — ajpri2s, (38)
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donde las constantes a; son los coeficientes de la funcién. La derivada de (3.8)

a lo largo de las trayectorias del sistema (3.7) estd dada por W (z) = —V(x)

W(z) = aski|z1|? + asks[z:] gxé + asks[z1]1[z3]2 — as[21] T2y
—Tay [z T2y — agriTy — Bzl + agky [2:] i9'32%
+2asgk: [21] 1[x3)2 — aghy [z1] 125 — ga5|x1|%x2x3
+ 8972 + a7k3x§ [xgﬁ — oz7x§:z:4 — %ag [22] 51y — B3x013
—%owa:;x% + %agkzxé [23]% — OéngSUQ%ZUZ + Togks|as)?
—Tas[ws] Sx4 + Baxsxy — agks|xs] %%51 + P58,

donde los coeficientes B;; ¢ =1,...,7 son

B = 3aug (ka[z1]° + ks[22]° + ke[23])°)

B2 = arky — ag,

fs = 4dag (k4 [21]° + ks [22)° + ke 23] 0) [24]° — avo,
By = ag[zg)’ —bag (k4 [21]° + ks [22) + ke[ 23] 0) ;
Bs = ag+Tay (kafz1)® + ks[xa)® + ke[23]") [24]°.

Determinar si las FG (3.8) y (3.9) son definidas positivas es complicado,
sin embargo, dicho problema puede ser tratado usando procedimientos para
probar la positividad de polinomios, por ejemplo, SOSP.

Las FG (3.8) y (3.9) pueden ser representadas como FC mediante el cam-
bio de variables

|£L’1| = y?? |ZL‘2| = yga |fL‘3| = yga |ZL‘4| = yz (310)

donde y; > 0 en todos los casos. Aplicando el cambio de variables (3.10) a
las FG (3.8) y (3.9) se obtiene

V(y) = oayi* + oo’ + asyd® + auyy* + asyiys[21]°[x5)°
+aeytys [21)°[22)® + azys ys [22]° [25]° (3.11)
—Ozsygyi fl’2J0 fMJO - 049y§yi0 fI3JO fmJO

+a1yys [21]) 0 24]°
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W(y) =

askiyt® + askoyi®ys[21|°[22]° + asksyi®y3 [21] [ 23)°

—asy; i [ 21 [24]® — asytys[o1| 5] — Byt ]°
—ZanySys[21]°[22]° + arkiyiys®[x:]°f2,)°
+1askiyiys” [21]° (23] — aokiyfyi®[x1 |0 24)°

—1as5y7ysys [ 2] (23] + Bays” + arksys y3[x2) 23] (3.12)
—117y50y3[$2J0($4J0'— %oay%yé[szo(stO
—Bysys [ 12 4] — 2ozysys — Saskaysys®[xs)°[xs)°
—aokaysys” [22]° [24]° + Fosksys® + Baysyi [2s]°

—%%y%Oyz (23] 0 (4] 0 — agk‘gy%yio (23] 0 [24] O+ 55.%{2-

Evaluando las funciones (3.11) y (3.12) en cada hiper-octante del espacio de
estados se consiguen los conjuntos de polinomios, v;(y)

v1(y)

v2(y)

v3(y)

v4(y)

v5(Y)

v6(y)

vr(y)

vs(Y)

= ay* + asytyS + asyi®ys + aoytys + asys?

+ary3’ys — asySyi + asyit — aoyiyi® + asyit,

_ 14 8. 6 10, 4 8, 6 14
= a1¥Y; — aGY1Ys — asY; Y3 — Q10Y1Ys + A2y
10, 4 6,8 14 4,10 14
a7y Ys — agysYy + a3yss — Ag¥YsYy + asy;

= ay* — asyiys + asyi®ys + aroytys + asyy?
—ary3"ys + asySys + asyst — agyiyi® + asyy®,

= ayyi* + asy$yS — asyi®ys + awyiys + asyst
—a7y3"ys — asysyi + asyst + agyiyi® + asyy®,

= ayit + agyfyS + asyi®ys — aryfys + asyl?
+ary3ys + asysyi + asyst + agyiyi® + asyy®,

= ayi* + asyiyS — asyi’ys — aoyiyd + asys
—arydys + agySys + azyst — agyiyi® + asyi?,

= ayt? — asyiyS + asyi®ys — aioytys + asys?
—a7ysPys — asySys + azyst + agyiyi® + asyit,

= a1yt — asyiyS — asyi®ys + aoytys + asys?
a7y’ ys + asySy; + asyit + aoysyi® + aayi?,
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y Wi(y)
Wi(y)

Wa(y)

Ws(y)

Wi(y)

Ws(y)

CAPITULO 3. ALGORITMO TWISTING CONTINUO

askiyi? 4 askoyi®ys + asksy®y; — asyi’yi — a6y?y§5 — Biyiyd
— o ySyS + arkiyiys® + Taskiyiys® — awkiyiyi® — SasyiySys

+Bays? 4 arksys’y3 — a7y50y§ — TanySys — ﬁsySy% — Sarysys
—%Oéskw%y%o — aghayays” + 5043/%931,2 + Baysy§ — 504331%092
—aoksy3ys’ + Bsys’.

askiyt? — askoyi®ys — asksyi®ys + asyiyi + asyiys + Biylyd
+Lon$ys — arkiyiys® — Zaskiyiys® + aokiyiyi” — 2osyiySys
+02y3% + arksys®y3 — arya’yi — LonySys — B3ySys — Sarysys
—Taskaysys® — aokaysys” + Sasksys® + Baysyl — Sosyi®ys

—anksy3ys” + Bsyi”,

askiyi? — askoyi®ys + asksyi®ys — asyi®yl — asyiys — Biyiyl
+ronytys — arkiyiyy® + %aakly%géo — aokyytyi® + %fgsy%ygyé
+02y5% — arksys®ys + crys’yi + Sonylys + 533/3%2 — 2a7y515

+2askay3ys’ + aokay3yi’ + Losksyi? + Baysyd — Sasysly;

—aksy3ys” + Bsys°,

askiyt? 4+ askay®ys — asksyi®y3 — asyiy; + asyiys — Biytys
—Lonfys + arkayiys® — Saskiyiys® — aokiyiyi® + 2asyiySys
+5ays” — arksyy"y3 — arys®yi 4+ TonySys — BsySys — Sarysys
+Iaskay3ys? — aokoysyl® + Tasksyl® — Baysyt + Losyslyd
+aoksy3ys” + Bsy4°,

askiyt? + askayi%ys + asksyi®yi + asyiyl — asytys — Biytys

—Toni$ys + arkiyiys® + Saskiyiys® + agkiytyl® — SoasyiySys
+082y5” + arksys ys + arys "y — Foysys + 63y3y27 — Sa7ysys
—%a3k2y§y§0 + aokay3ys” + %043193%12 + Baysys + 5043?J§OZJE

+aoksy3ys” + Bsys°,

askiy® + askayi®ys — asksyi®y3 + asyi®vi + asytys + Buytyd
—Tanyys + arkayiys® — Saskiyiys® + aokiyiyl® + Sasyiysys
+62u3° — arksys"y3 + arys®yi + ToySys + BaySys — Sarysys

+ 2 askay3yl® + aokayZyi® + Zasksyd? + Bayayh — Lasyi®y?

—aoksy3yi’ + G5y,

askiyi? — askoyi®ys + asksyi®ys + osyily; — aey%% + 1S yi
+2ayfys — arkiyiys® + Laskiyiyl® + aokiyiyl® + zg5y%ygy§
+52yy” — arksys Y3 + aryy®yi + FonySys — BaySys — Sarysys

+Iaskay3ys® + aokay2yi® + Loasksys? — Baysyf + Lasyslys

+aoksy3y® + Bsys°,
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Wsly) = askiyi? — askayi®ys — asksyi®y2 — asyi
2,10

+2a1ySys — arkiyiys

+52u3% + arksys'y3 +2a17(§;2 Yy —

—%@3k2y§y?1,0 + agkoysyy
+aoksy3y;° + Bsys”,

Seleccionando @ priori un conjunto de ganancias k;; i = 0,...,6 (e.g. por
simulacién) y usando SOSTOOLS, los coeficientes ay; i =0, ...,12 pueden
ser determinados de tal forma que los polinomios (3.11) y (3.12) sean formas

10,,2

7 2,10 2,10
s0ski1y1ys” — aokiyy, —
10,2

+ Zasksys® + Baysy + Losyilys

yi + asytys + Bty
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4
4

: %gwﬁygyé‘
LaoySys + Bsysys — Joryays

cuadraticas definidas positivas. Sin embargo, los resultados conseguidos por
SOSTOOLS son, por lo general, semi-definidos positivos, entonces se definen

V(y)

(3.9) son FG definidas positivas.

V(y) =l T’ +us'+yit) > 0y Wly) = W(y) — ey +° +y3° +
y4?) > 0 de tal forma que (3.11) y (3.12) son estrictamente definidas positivas
y, por lo tanto, se asegura que (3.8) y

Ganancias k; Coeficientes «;
ap = 37.34 ay = 78.94
]{?1 =38 ]{32 =11 3 = 1.256 gy = 0.0001572
Dy | ky3=11 ky=0.12 a5 = 1.176 ag = 31.39
ks =0.05 kg =0.02 ay = 10.86 ag = 0.03006
ag = 0.0002092 a9 = 0.2225
ap = 62.54 oy = 147.3
ki =8 ko = 12 a3 = 1.802 alphay, = 0.0001696
DQ ]Cg =11 k?4 =0.1 5 = 1.754 Qg = 54.63
ks =0.05 k=0 ary = 21.59 ag = 0.03838
ag = 0.0002144 a9 = 0.2552
o] = 116.1 Qg = 288.5
ki =8 ky=12 as = 3.478 ay = 0.0002545
D5 ks =12 ks =0.05 a5 = 2.166 ag = 79.92
ks=0 kg=0 ary = 38.48 ag = 0.03935
Qg = 0.0001706 190 = 0.4537

Tabla 3.1: Conjuntos de ganancias y coeficientes que asegura la definicién

positiva de las funciones (3.8) y (3.9)

De los resultados obtenidos utilizando SOSTOOLS el siguiente lema pue-

den ser establecidos (e =1 x 1079).
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Lema 3.1. Sean el sistema (3.7), la funcién de Lyapunov

Vi) = al\xll% + a2]$2|% + 043|a:3|% + aylry|" + s (xlﬁa:;g
5
+agr1To + ar[m2| 313 — agra[w4 |t — agrsTi — Qo1

(3.13)

y su derivada W(z) = =V (x) a lo largo de la trayectorias de (3.7). Euis-
ten ganancias ki; i = 1,...,6 y coeficientes a;; j = 1,...,12 tal que las
funciones V(z) y W(x) son formas generalizadas definidas positivas. A
Demostracion. En la Tabla 3.1 se muestran conjuntos de ganancias k; y co-

eficientes «; obtenidos mediante la solucién de un problema de suma de
cuadrados por medio de SOSTOOLS.

O
1 ||
€2
x3
Ty |
0 5 10 15 20 25
5t i
> 0 \‘)\Jy
_5 L i
0 5 10 15 20 25

Tiempo [s]

Figura 3.1: Sistema (3.7) con el conjunto de ganancias D.
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Ejemplo ilustrativo 1: Sistema nominal

Las Figuras 3.1, 3.2 y 3.3 muestran simulaciones del sistemas (3.1) (méto-
do de solucién: Euler y tiempo de muestreo: 1[ms]) donde ¢(t) = 0 en lazo
cerrado con el controlador (3.2) donde las ganancias k; estdn dadas por la
Tabla 3.1 y condiciones iniciales 2o = [5,0, 0, 0]%.

4r T ||
T2
Zs3
X 2t T4 Y
0 R S—
0 5 10 15 20 25
5 L a
o 0 IM ij
_5 = i
0 5 10 15 20 25
Tiempo [s]

Figura 3.2: Sistema (3.7) con el conjunto de ganancias Ds.

En las Figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se puede observar que los estados x del
sistema en lazo cerrado 3.7 convergen al origen en tiempo-finito y la senal de
control u es continua.
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0 5 10 15 20 25
5 L .
> 0 ]M \)Ur—
_5 - 4
0 5 10 15 20 25
Tiempo [s]

Figura 3.3: Sistema (3.7) con el conjunto de ganancias Dj.

3.3.2.

Sistema perturbado

Para analizar el efecto de la perturbacién ¢(t) sobre el sistemas (3.3) se
considera el sistema

7
To
T3
Ty

L2

T3

—]{51 I—(L'lJ 1/4 — kg I—.I‘QJ 1/3 — ]{?3 I_ZE3J 1/2 —f- Ty
—ka[x1]? — ks[22]® — ke[23]° + 1,

(3.14)

donde la constante y = |p(t)| es la cota de la perturbacién.
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Lema 3.2. Sea el sistema (3.14) y

» Sea el conjunto de ganancias y coeficientes Dy de la Tabla 3.1 y el
factor de escala L > @ donde ¢(t) es Lipschitz y u = 0.0003698,

= Sea el conjunto de ganancias y coeficientes Dy de la Tabla 3.1 y el
factor de escala L > @ donde ¢(t) es Lipschitz y pu = 0.0003233 ,

= Sea el conjunto de ganancias y coeficientes D3 de la Tabla 3.1 y el
factor de escala L > %—t)' donde ¢(t) es Lipschitz y u = 0.0004427 |

los estados x1, o, x3 Yy T4 convergen al origen globalmente y en tiempo-finito.

A

Demostracion. Se considera la FL (3.8) del sistema nominal (3.7) como FCL
para el sistema perturbado (3.14)

7 7 7 -
Vp(x) = O‘pl|x1|4 +O‘p2|x2|3 +O‘p3|x3|2 +O‘p4|x4’
5 5
+aus [T 123 4+ Qe T2 + apr [T 323 (3.15)
— s T2 [14]% — ongxgxi — ozploxlxi,
y derivada de (3.15) a lo largo de las trayectorias del sistema (3.14) estd dada
por Wy (z) = =V, (z)
1
W(z) = opski|ri]? + apsko[21] 128 + apsks[z1 ] [25]2
5 3
—as [z ] 1y —5;104;;1 (215 @y — o103 — B2}
+Oép7k1 [$1J il’g -+ %Oépgk'l [l’lj i [?’3J g — Oépgkl 5[33'1J iﬂ?i
—%&p5|x1]ix2x3 + Bpars — ap7x2§x§ + ayrksrs (x;la,ﬁ (3.16)
—gapQ D:%J Sag — Bpatots — %apﬂ:gasg — %Ckpgk'gl‘g (23]
—Ongk'gl’gl‘il—}— %Oépgk’g|$3|3 - %Ong |7$3J %{L‘4 + 51,41’31'3
—O./pgk‘g [I’gJ 51’2 + ﬁpg)ilfg,

5
2

donde los coeficientes 3,; ¢ =1,...,7 son
Bt = 3apio (kala1)® + ks[a2)® + ke[x3]° £ 1)
Bp2 = aprka — g,
Bps = 4o (kafx1]® + ks [22]° + ke[25]° £ 1) [24]° — oo,
Bpa = aups[24]® — By (kala1] + ks[22]® + ke[as]® + 1)
Bps = g + Topa (kam1]° + ks[22]° + ke[23)? £ 1) [24]°.
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De la misma forma que en la Seccion 3.3, aplicando el cambio de variables
(3.10) a las funciones (3.15) y (3.16) y obteniendo los conjuntos de polinomios
Vii(y) v W (y) i, es posible determinar los coeficientes a; usando SOSTOOLS
fijando previamente las ganancias por algin conjunto de la Tabla 3.1 y la
constante p en el valor maximo posible. O

3.4. Ajuste de las ganancias del controlador
para cota arbitraria de la perturbacion

De acuerdo con el Lema 3.2, los conjuntos de ganancias de la Tabla 3.1
logran la estabilidad del sistema (3.1) en lazo cerrado con la ley de control
(3.2) cuando la cota de la derivada temporal de la perturbacién satisface
|$(t)| < p. Sin embargo, para una cota diferente la estabilidad no puede ser
asegurada.

Como una solucién a dicho problema se puede hacer un escalamiento de
las ganancias k;; i = 1,...,6 del controlador (3.2) que permita mantener
la estabilidad del sistema (3.14) para cota arbitraria de la derivada de la
perturbacion ¢(t).

Tomando ventaja de la homogeneidad del sistema (3.14) se propone un
cambio de variables

21 = LZL‘l Z9 = LZEQ zZ3 = L£C3 Z4 = LI‘4 (317)

donde la constante 0 < L € R es el factor de escala. Aplicando el cambio de
variables (3.17) a el controlador (3.2) una nueva ley de control es definida
como

u = —le% [ZlJ /4 _ k2L§ [Z2J /3 k3L% [Z3J 1/2 + n
0

0 = —kyL[21]° — ksL[2]% — keL[23]°, (3.18)

entonces la estabilidad del sistema (3.3) se mantiene para cualquier cota de

¢(t) seleccionando el factor de escala como L > WTt)', donde p esta dado por
el Lema 3.2.
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Ejemplo ilustrativo 2: sistema perturbado

X -100f | [ 1 o
0 i I\ ‘Nl ,\"Hw M [ ‘ l! "”111 Wy ‘1[ | ‘H“ w i?}
~2007 _5 I I I T
0 5 10 15 20 25
2001
e 1001 a
e
0
0 5 10 15 20 25

0 5 10 15 20 25
Tiempo [s]

Figura 3.4: Sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) con el
conjunto de ganancias Dy y L = 2704.

Simulaciones del sistema (3.1) (método de solucién: Euler, tiempo de
muestreo: 1[ms]) donde ¢(¢) = 2sin(0.5¢) + 1 en lazo cerrado con el contro-
lador (3.2) con un conjunto de ganancias de la Tabla 3.1, L correspondiente
y condiciones iniciales 2o = [5,0,0,0]7, se muestran en las Figuras 3.4, 3.5 y
3.6.
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Figura 3.5: Sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) con el
conjunto de ganancias Doy L = 3095.

En las Figuras 3.4, 3.5 y 3.6 se puede observar que los estados x de
el sistema 3.1 convergen al origen en tiempo-finito, la extensién integral n
converge a la perturbacion ¢ y la senal de control u es continua.
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Figura 3.6: Sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) con el
conjunto de ganancias Dsy L = 2260.

Sin embargo, debido a que el valor de L se disena de acuerdo a las condicio-
nes dadas por el Lema 3.2 las ganancias de controlador (3.2) se sobre-estiman
provocando que las senales de los estados tengan mucho ruido.
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Ejemplo ilustrativo 3: sistema perturbado

Debido a que las condiciones del Lema 3.2 son suficientes mas no necesa-
rias la constante de escalamiento L puede ser disenada de tal forma que se
mejore el desempeno del controlador (3.2).

0 4 8 12 16 20

400 : . : :

0 o
5 20
-400f 0 1
48,95 20
_800 1 1 1 . 1
0 4 8 12 16 20
Tiempo [s]

Figura 3.7: Sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) con el
conjunto de ganancias Dy y L = 264.
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Simulaciones del sistema (3.1) (método de solucién: Euler, tiempo de
muestreo: 1[ms|) donde ¢(t) = 2 cos(2t)+1 en lazo cerrado con el controlador
(3.2) con un conjunto de ganancias de la Tabla 3.1, L correspondiente y
condiciones iniciales o = [5,0,0,0]7, se muestran en las Figuras 3.7, 3.8 y
3.9.
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Figura 3.8: Sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) con el
conjunto de ganancias Dy y L = 450.

En las Figuras 3.7, 3.8 y 3.9 se puede observar que los estados x de el siste-
ma 3.1 convergen al origen en tiempo-finito, la extension integral 1 converge
a la perturbacion ¢ y la senal de control u es continua. Los picos presentes en
la grafica del integrador 1 y del control u se deben a que el controlador (3.2)
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no estd saturado, sin embargo, el algoritmo (3.3) tiene convergencia global,
por lo cual, en simulacion, dichos picos no tienen algin efecto negativo en la
estabilidad del sistema (3.3).

X1
> _s0} \ 0 T2
Zs3
- T4
_80 C 1 1 1 1 1 ]
0 4 8 12 16 20

0 4 8 12 16 20
Tiempo [s]

Figura 3.9: Sistema (3.1) en lazo cerrado con el controlador (3.2) con el
conjunto de ganancias D3 y L = 700.
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3.5. Precision del Algoritmo Twisting Conti-
nuo de tercer orden

Para algoritmos por modos deslizantes de orden superior la precision se
define como el supremo de los estados cuando el sistema se esta en esta-
do estacionario [Levant, 1993]. De acuerdo con los pesos de homogeneidad
del controlador (3.2), la precision con la cual los estados del sistema (3.3)
convergen a cero con respecto al tiempo de muestreo 7 esta dada por

21 < M7t |w < XoT? |ws] < AT, |wa] < AT (3.19)

donde \; son constantes. Esto lo podemos comprobar analizando la precisién
de los estados del sistema (3.3) en la simulacion presentada en la Figura 3.7
donde se utiliza el método de integracién de Euler con un tiempo de muestreo
7 =0.001.
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Figura 3.10: Precisién de convergencia a cero de los estados del sistema (3.3)
con tiempo de muestreo 7 = 0.001

De la Figura 3.10 y la ecuacién (3.19), las constantes \; son determinadas
como

A =070, Xy =428, A3 =268, A, =90.

y dichos valores son verificados (es decir, \; conservan su valor) realizando la
misma simulaciéon pero con 7 = 0.0001 como se muestra Figura 3.11.
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Figura 3.11: Precision de convergencia a cero de los estados del sistema (3.3)
con tiempo de muestreo 7 = 0.0001



Capitulo 4

Funciéon de Lyapunov para el
Algoritmo Twisting Continuo
de orden superior

4.1. Planteamiento del problema

Considere el CTA de orden n + 1

I.l = XT3
. e . (4.1)
Tn = =k — = kpfrn]? +xa
Tpp1 = —kpp (leO — o= ko ’Van07
donde x1,...,x, € R son los estados, un conjunto de ganancias k;; ¢ =
1,...,2n puede ser seleccionado (por ejemplo: mediante simulacién, expe-

rimentalmente, etc.), de tal manera que las trayectorias del sistema (4.1)
converjan al origen en tiempo finito y disenando una funciéon de Lyapunov
esto se puede probar formalmente.

Par un sistema como tres (4.1) un buen conjunto de FCL son las FG
[Sdnchez y Moreno, 2016]. Una FCL para el sistema (4.1) puede ser cons-

truida como
g o |x,

donde n es el orden del smtema, m es el grado de homogeneidad de la funcion
V(z), r; son los pesos de homogeneidad de la variable correspondiente y

+ P(ayj,z); j>n (4.2)

47
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P(a, x) son términos cruzados entre las variables x;. Sin embargo, es dificil
determinar cuales y cuantos términos cruzados son necesarios para que (4.2)
sea una FL del sistema (4.17). Por esta razén se desea desarrollar una forma
sistemdtica de construir FL para sistemas como (4.17).

4.2. Idea de construccién de funciones de Lya-
punov

La idea de diseno de FCL para CTA de orden superior consta de tres
pasos. Primero, se puede observar que el sistema (4.1) estd formado por dos
subsistemas:

» un sistema (nominal) homogéneo de orden n controlado por una reali-
mentacién de estados continua

I'l = X9
(4.3)
» y el CTA de orden n
Ty = I3
s 1 (4.4)
i'n = —kQ [.TQJ no— ... — kn lrilfnJ 2 + Tn+1
x'n-l-l = —k’n+2 [xgjo — ... k2n [anO

Segundo, se construyen FG’s de grado m de la forma (4.2) como FL para
ambos sistemas, Vi (z) para el sistema (4.3) y Vgpr—1 () para el sistema (4.4).
Finalmente, se propone la FCL para el sistema (4.1) como

V(z) = Vu(z) + Vap—1(x) + Prps1 (21, Tps1) (4.5)

donde P, 11(x1,2,41) son términos cruzados de las variables x1 y z,41.
Una vez obtenidas Vg (z) y Vsa—1(z), el problema de disenar una FCL
(4.7) apropiada es reducido a encontrar los términos cruzados Pi,1(21, Tpi1)-
Este problema es més simple que encontrar la FCL de la forma (4.2) y puede
ser tratado con SOS o el método de Polya [Sanchez y Moreno, 2016]. Ademas,
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encontrar Vg (z) para el sistema (4.3) puede ser resuelto usando la FL del
mismo sistema pero de orden (n — 1), i.e.

VH(ZE) = VH_1<JI> + PH(.T), (46)

donde Vi _1(x) es una FL para la realimentacion de estados continua de orden
(n —1) y Pg(x) son términos extra. De igual forma, determinar Vg1 ()
para el sistema (4.4) puede ser descompuesto como

Ver—1(z) = Vg_1(x) + Verpr—2(2) + Pont1 (%2, Tni1) (4.7)

donde Vy_1(x), Vspr—o(z) son FL de los correspondientes subsistemas de
(4.4) v Papi1(wg, xyq1) son términos cruzados de las variables zo y x,41. Se
puede ver que el proceso de diseno de FCL para sistemas como (4.1) puede
ser hecho de forma recursiva.

Por lo tanto, comenzando con un sistema de segundo orden con realimen-
tacion de estados continua

Tp_1 = Tp
1 1 4
Ty = _knfl ’V:UnflJ 3 — kn "an 2, ( 8)
y el Algoritmo Super-Twisting
i = —kn[Tn]? + Tpi (4.9)

jjnJrl = _k2n "anO’
y construyendo para ellos FG como FL de la forma (4.2), es (en principio)
posible construir FCL para sistemas de orden n + 1.
4.3. Ejemplo: Algoritmo Twisting Continuo

Para ejemplificar la idea de diseno de FCL para el algoritmo CTA de
orden arbitrario se considera el sistema de tercer orden

i’l = X2
Ty = —ki[x1]5 — ko[w2]2 + 23 (4.10)
ii‘g = —kg ’il’ljo — k4 [.Z'QJO.

donde x1, x9,x3 € R son los estados y k;; ¢ =1,...,4 son las ganancias.
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1. Dividir el sistema (4.10) en dos partes.

El algoritmo(4.10) estd compuesto por dos subsistemas, primero, una
realimentacién de estados homogénea de segundo orden formada por

T1 'y T2
Ztl = T2

4.11
Ztg = —]'Cl I_le% — ]{32 ’—fL’QJ% ( )
y segundo, el algoritmo STA formado por x5 y x3
jfg = —]CQ "$2J% +.Z‘3
. 4.12
r3 = —]{74 IVZEQJO. ( )

. Obtener FL para los subsistemas (4.11) y (4.12) De la ecuacién

(4.2) FL’s de quinto grado para (4.12) y (4.11) estan dadas por

5
Vora(z) = asrai|ma|? + asra|rs|’ + asrazzars, (4.13)
y 5 5
Via(x) = apa|z1|3 + amaz|ra]? + aposzizs, (4.14)
respectivamente.

. FL para el algoritmo CTA Una FCL para el sistema (4.10) puede

Ser COIlStl"uida CcOomo
Vera(z) = Via(z) + Vsra(z) + Pis(xy, 3) (4.15)

donde Vyo(z) es una FL del sistema (4.11), Vsra(z) es una FL para
el STA (4.12) y Pi3(z1, z3) son términos cruzados de las variables x; y
x3. Por lo tanto, con Py3(r1,23) = —ayx;[x3]? y sustituyendo (4.13) y
(4.14) en la ecuacién (4.15) una FCL para el sistema (4.10) esta dada
por
Vera(z) = onli|5 + aolas|?
+043’l’3|5 — iy (SCgJQ (416)
+a5ToTs + gL Ta.

Seleccionando las ganacias k; de (4.10) y los coeficientes «; de la ecua-
cién (4.16) de acuerdo a [Torres-Gonzdlez et al., 2015] la positividad
definida de (4.16) y la negatividad definida de su derivada esta asegu-
rada.
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4.4. Funcién de Lyapunov para el Algoritmo
Twisting Continuo de tercer orden

Sea el sistema nominal

Ztl = X2
Ztg = I3
, 1 4.17
T3 = —ky |_371JZ — ko I_IQJ% — kfg [$3J% + 24 ( )
iy = —kglx1]® — ks[22])® — ke[23]°,

donde x1, x5, x3, x4 € R son los estados del sistema y k;; ¢ =1,...,6 son las

ganancias del controlador. Para disenar una FCL para el algoritmo (4.17) se
siguen los pasos presentados en la Seccion 4.2.

1. Dividir el sistema (4.17) en dos partes Se puede observar que
el algoritmo (4.17) esta compuesto por dos sub-sistemas, primero una
realimentaciéon de estados homogénea formada por los estados =1, xs y

T3
T = @9
Ty = o3 (4.18)
T3 = —k Wlﬁ - kz[SUQJ% - k3[$3ﬁ7
y segundo, un Algoritmo Twisting Continuo (CTA) formado por zo, x3
Y T4 '
Ty = @3
iy = —ko[wo)5 — ky[x3)7 + 74 (4.19)
iy = —ks[wa|® — kelzs]°.

2. Obtener FL para los subsistemas (4.18) y (4.19) Recursivamente,
del sistema (4.19) dos subsistemas pueden ser obtenidos,

it‘gzl’g

. 1 1 4.20
T3 = —kg|wa)5 — ks[w3]2, (4.20)
y 1

(@3 = —kg [Z'gJi + x4

. 4.21

Ty = _kG [I3J0. ( )

Por lo tanto, una FL para (4.19) estd dada por

VCTA(-T> = VH2<.’L') + VSTA(IK) + P24(33'2, l’4) (4.22)
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donde Vo (x) es FL para (4.18), Vsra(x) es FL para(4.21) y Pay(22, x4)
son términos cruzados de las variables xy y 4.

Con base en el sistema (4.20), una FL para (4.18) puede ser construida
como

donde Pp3(z) son términos necesarios para conseguir la FL.

De la ecuacién (4.2) una FL de grado de homogeneidad siete para el
sistema (4.21) estd dada por

7
Vora(x) = agrai|es|? + asras|rs|” + asrasrse), (4.24)

y una FL de grado de homogeneidad siete para (4.20) estd dada por

i 7 3
Vira(x) = apar|22|3 + apos|ws|? + apasad 3. (4.25)

Por lo tanto, con Pay(ra,74) = —aorasra|[zs]|? y sustituyendo (4.24)
y (4.25) en la ecuacién (4.22) una FL para el sistema (4.19) estd dada
por
7 7
Vera(z) = acrar|za|s + acras|es|?
+acras|ral” — aCTALTY [24])* (4.26)

5 3
—QCoTAT3TY + QoT AT T3

Con Pys(z) = OéH31’1'1|£ + a4 [:clﬁscg + apyserire y sustituyendo
(4.25) en la ecuacién (4.23) una FL para el sistema (4.18) esta dada
por
Vas(r) = 05H31|5E1’% +04H32’£C2|%
+&H33\$53’% + apsafar iz (4.27)

3
‘|‘C¥H35LE2 T3 + Qp3eT1T2.

. FL para el algoritmo CTA de tercer orden Una FCL para el

sistema (4.17) puede ser disenada como
V(I) = VH3($) + VCTA(QT) + p14(£131, $4), (428)

donde Vy3(x) es una funcién de Lyapunov del sistema (4.18), Veora(x)
es una funcién de Lyapunov para (4.19) y Piy(z1,74) son términos
cruzados de x1 and x4.
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Finalmente, con Piy(z1,x4) = —algajlxi y sustituyendo las ecuaciones
(4.26) y (4.27) en la ecuacién (4.28), una FL para el sistema (4.17) esta
dada por

V(z) = oa|mi|t + aolza|? + as|zs| + aulzs]” + o521 ] Ts
+agr1Te + a7 X2 S23 — gy (24|t — agrszl — ajpri2s,
(4.29)
Las condiciones de FL de V(z) y W(z) = —V(z) se prueba en el
Capitulo 3 por el Lema 3.1.






Capitulo 5

Implementacion: Péndulo de
rueda inercial

El péndulo de rueda inercial es un sistema mecanico que consiste de un
péndulo con un disco simétrico unido al extremo que estd libre para girar
alrededor de un eje paralelo al eje de rotacion del péndulo. El disco es accio-
nado por un motor CD y el par de acoplamiento generado por la aceleracién
angular del disco puede ser utilizado para controlar activamente el sistema
[Spong et al., 2001].

Este aparto cuenta con dos sensores para medir los dngulos del péndulo y
del disco, ambas velocidades angulares son estimadas por medio de diferen-
ciadores robustos y exactos [Levant, 2003], se supone que los diferenciadores
convergen antes de que el controlador actie y por lo tanto se puede considerar
al sistema como de estado medible.

Las leyes de control se programan en MATLAB y SIMULINK, para la
comunicacion entre el sistema y la computadora se utiliza una tarjeta de
adquisicién de datos DSpace y el tiempo de muestreo es de 1 [ms].

EL péndulo de rueda inercial es un sistema no lineal y sub-actuado por
lo cual es un equipo interesante para la teoria de control.

95
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Figura 5.1: Péndulo de rueda inercial.

5.1. Modelo matematico

La posicion angular de la rueda es una variable ciclica y no tiene efecto
en la dinamica del sistema, por lo tanto, puede ser omitida en el modelo
matematico del péndulo de rueda inercial.
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Figura 5.2: Diagrama de coordenadas del péndulo de rueda inercial.

El modelo matematico en variables de estado del sistema en la Figura 5.2
[Spong et al., 2001] esta dado por

jjl = T2,
By = —gipo(an) - b (5.1)
L3 = deilD (x1>+deilDu’

donde z; es la posicién angular del péndulo [rad], =3 es la velocidad angular
del péndulo [rad/s|, x3 es la velocidad angular del disco [rad/s] y u es la
entrada de control [Nm]. Ademas,

¢(r1) = —mgsin(z1),

m = myle +moly,

det D = dyi1day — diado,
dyn = myl? +moli + I + I,
dig = dy = dyp = Iy,



58 CAPITULO 5. PENDULO DE RUEDA INERCIAL

y los parametros del sistema son

m = 0.2514[kg], di; = 0.0479[kgm?], di5 = 0.0027[kgm?],
dyy = 0.0027[kgm?], day = 0.0027[kgm?], g = 9.8[m/s?].

En los experimentos realizados en el péndulo de rueda inercial el objetivo
de control consiste en llevar a cero las variables [x1, 9, x3] a partir de una
condicién inicial distinta de cero, dejando libre la posiciéon angular de la
rueda, por medio de la ley de control (3.18). Para obtener del sistema (5.1)
un sistema de la forma (3.1) se aplica linealizacién exacta por realimentacién
de estados.

Primero se define el difeomorfismo local (—7/2 < 21 < 7/2)

z1 = dnze+ digxs,
zg = mgsin(zy), (5.2)
z3 = mgcos(xy)r,

[Spong et al., 2001]. Aplicando la transformacion (5.2) [Spong et al., 2001] al
sistema (5.1) se obtiene

2.71 = 29,
Z"Q = Z3, (53)
i3 = —mg (.I% — mgdft”D cos(ml)) sin(x) — djtl?Dmg cos(xy)u.

5.2. Esquema de control

Se define la ley de linealizacion exacta por retroalimentaciéon de estados
[Spong et al., 2001]

1 dao

+ S coS Si 54
Je5mg cos(x1) {U " (I2 "9 et D (961)) ln(xl)} (5.4)

U= —

de tal forma que, en lazo cerrado, el sistema (5.1) queda

21 = 2
22 = Z3 (55)
23 = v+ ¢(t)7

donde ¢(t) es una variable Lipschitz en el tiempo que representa incertidum-
bre paramétrica dindmicas no modeladas y la entrada de control v esta dada
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por
vo= —k;lL% lejl/4 — kzL% [szl/?’ - k3L% [ZSJl/Q +n
’f? = —k’4L[21J0 — k5L’722J0 — k’6L’72’3J0,

donde las ganancias k; estan dadas por la Tabla 3.1 y la constante L se
determina experimentalmente, de tal forma que se logre el objetivo de control.

(5.6)

5.3. Resultados experimentales

0.2
O,
—
. fWWW
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2.5 04,
0
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X 0 )
_1 | | | | | |
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_100 | | | | | _5\
0 2 4 6 8 10 12
1.5 0.2,
0
S -0.2
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_0.5 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12

Tiempo [s]

Figura 5.3: Péndulo de rueda inercial en lazo cerrado con el controlador (3.2)
con el conjunto de ganancias D;.
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En la Figura 5.3 se muestran los resultados experimentales de la imple-
mentacion del controlador (5.5), con el conjunto de ganancias D; de la Tabla
3.1y L =75, en el péndulo de rueda inercial. Se puede observar que los es-
tados del sistema (5.1) z1, 2 y o3 convergen a una vecindad del origen desde
la condicién inicial zy = [0.4,0,0] y la senal de control u es continua.

En la Figura 5.4 se muestran los resultados obtenidos en la implementa-
ci6én en el péndulo de rueda inercial del controlador (5.5) con el conjunto de
ganancias Dy de la Tabla 3.1 y L = 75.

0.2
—l or
0.02
X
</W\’\’\N‘/WW‘AWO/‘NWM
-0.5— ‘ ! ! ! -0.02,
0 2 4 6 8 10 12
25 06
0
[Q\] —
< 0.6 l
0 i
_1 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
40 T T T T T T
o 0
< 10
0
-100 I I I I I _10\
0 2 4 6 8 10 12
1.5 0.4'
0
> -0.3
or i
_05 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
Tiempo [s]

Figura 5.4: Péndulo de rueda inercial en lazo cerrado con el controlador (3.2)
con el conjunto de ganancias Ds.

De la Figura 5.4 se observa que los estados z1, 25 y 3 de (5.1) convergen
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a una vecindad del origen del sistema desde la condicién inicial o = [0.4, 0, 0]
y la senal de control u es continua.
En la Figura 5.5 se presentan los resultados experimentales del péndulo

de rueda inercial en lazo cerrado con el controlador (5.5) con el conjunto de
ganancias D3 de la Tabla 3.1 y L = 75.
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Figura 5.5: Péndulo de rueda inercial en lazo cerrado con el controlador (3.2)
con el conjunto de ganancias Ds.

De la Figura 5.5 se puede ver que las trayectorias de (5.1) convergen a
una vecindad del origen del sistema desde la condicién inicial zy = [0.4,0, 0]
y la senal de control u es continua.
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A pesar que en la teoria los estados de (5.1) deben converger al origen en
tiempo-finito, en la practica debido a la discretizacion esto no se logra.
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Conclusiones

En esta tesis se present6 el algoritmo Twisting continuo de tercer orden el
cual es un controlador por modos deslizantes de quinta generacién capaz de
asegurar para sistemas de grado relativo tres, en teoria, convergencia a cero
en tiempo-finito compensando exactamente perturbaciones Lipschitz en el
tiempo por medio de una senal de control continua. Se presentaron conjuntos
de ganancias que aseguran la estabilidad del algoritmo y por medio del disenio
de una funcién de Lyapunov se logro probar dicha estabilidad.

Se propuso una idea sistematica y recursiva para la construccién de fun-
ciones de Lyapunov para el Algoritmo Twisting Continuo de orden superior
basado en el enfoque de formas generalizadas. Dicha idea fue validada para
segundo orden y permitié obtener por primera vez una funcién de Lyapu-
nov para el Algoritmo de Twisting Continuo de tercer orden. Sin embargo,
para ordenes superiores no hemos podido demostrar la validez de dicha idea
aunque esperamos poder hacerlo en el futuro cercano.

Finalmente, se presentaron resultados experimentales de la implementa-
cién del CTA de tercer orden en un péndulo de rueda inercial con lo cual se
valido el conjunto de ganancias para el cual se obtuvo prueba de estabilidad
en teoria..
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