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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo del tiempo diferentes culturas en diversos lugares del mundo
se han propuesto la dificil tarea de poder dar una explicacién certera a los
movimientos que acontecen en nuestro universo. Un ejemplo claro de esto
es el movimiento de los planetas en nuestro sistema solar, se han dado a la
tarea de estudiar dichos movimientos y poder dar predicciones confiables a los
mismos y, para lograr semejante proeza, han utilizado diferentes herramientas
de diferentes areas del conocimiento. Con el pasar de los anos las técnicas
empleadas para el estudio del movimiento han ido evolucionando, una de
ellas son las mateméticas, dando lugar a los sistemas dindmicos, como la
rama predilecta encargada en el estudio del movimiento. Viajaremos ahora
a través de la historia para conocer un poco mas sobre los origenes de los
sistemas dindmicos. Nuestro viaje comienza con un célebre personaje francés,
nombrado como “El 1ltimo universalista”, por el matemético y escritor Eric
Temple Bell [19], debido a su trascendencia por las diferentes ramas de la
matematica y la fisica, nos referimos a Jules Henri Poincaré. Poincaré nacio
el 29 de Abril de 1854 en el suburbio de Cité Ducale, en Nancy, Francia. La
teoria moderna de los sistemas dinamicos surge debido a su contribucion con
su trabajo en la mecanica celeste con el problema de los tres cuerpos (Les
méthodes nouvelles de la mécanique celeste [31]). Principalmente del articulo
“Sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique” [30], con el
cual gano el premio de la competencia matemética propuesta por el rey Oscar
IT de Suecia y Noruega, como conmemoracion de su sexagésimo cumpleanos.

En este trabajo Poincaré dejo las bases para el andlisis cualitativo de las
ecuaciones diferenciales no lineales. En dicho trabajo describe la idea de mo-
vimientos periddicos y define variedades estables e inestables. Poincaré se dio
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cuenta que, ciertas ecuaciones diferenciales que describen sistemas mecanicos
“simples” con dos o mas grados de libertad, eran no integrables en el senti-
do clésico, debido a la presencia de 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas. El
discerni6 la importancia de estas 6rbitas para la estabilidad del movimiento
en general.

Siguiendo el trabajo de Poincaré, George David Birkhoff (1844-1944) mos-
tré que cerca de puntos homoclinicos de una funcién dos dimensional, existe
una sucesion de puntos periddicos con periodos aproximandose a infinito.
Mostré también que las funciones continuas de anillos con puntos de dos pe-
riodos distintos contienen conjuntos complejos que separan sus dominios de
atraccion. Esto le dio a Cartwright y Littlewood la llave para el estudio de
la ecuacién de Van der Pol.

Nuestro viaje contintia con dos personajes rusos Aleksandr Andronov
(1901-1952) y Andrey Kolmogorov (1903-1987). Andronov senté un solido
grupo de trabajo de dindmica en Rusia, él y Lev Pontryagin en su trabajo,
introdujeron la idea principal de estabilidad estructural, ahora una nocién
fundamental en el estudio de los sistemas dindmicos. El trabajo de Kolmo-
gorov junto con otros rusos como Anosov, Arnold y Sinai florecié en los anos
cincuenta y sesenta la mayor parte en seminarios impartidos por Kolmogo-
rov. Importantes trabajos se desarrollaron en la teoria ergdédica usando las
ideas de los K sistemas de Kolmogorov.

Por ultimo concluimos nuestro viaje con el matematico norteamericano
Stephen Smale (1930-), quién introdujo ideas y nociones topologicas para el
estudio de los sistemas dinamicos, con la creaciéon de la funcién herradura de
Smale, como una funcién diferenciable con estabilidad estructural, y con una
infinidad de puntos periddicos.

Este trabajo esta basado en el articulo [24].
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Capitulo 2

Conceptos de topologia

En este capitulo, se daran todos los conceptos necesarios de topologia
general que nos ayudaran para poder desarrollar los conceptos y resultados
que se desarrollaran a lo largo de este trabajo.

2.1. Definiciones basicas
La siguiente definicion es lo que se conoce como espacio topologico.
2.1.1 Definicién. Sean X un conjunto distinto del vacio y U una familia de

subconjuntos de X. Diremos que la pareja (X, U) es un espacio topoldgico
st se satisfacen las siguientes condiciones:

1. 5 {Ua}aeF es una coleccion de elementos de U, entonces U U, € U.
ael

2. SiUy,...,U, es una coleccion finita de elementos de U, entonces
() Uk €U
k=1

3 0elUyX el

2.1.2 Observacion. La familia U es llamada una topologia para X y los
elementos de U son llamados conjuntos abiertos de (X,U).
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2.1.3 Definicion. Sean (X,U) un espacio topoldgico y B C U. Diremos que
B es una base para U, si para cada U € W y cada x € U, existe B € B tal
quex € BCU.

2.1.4 Definicion. Sean (X, W) un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X. Diremos que A es un conjunto cerrado, si X \ A es abierto.

2.1.5 Definicion. Sean (X,U) y (Y, V) dos espacios topoldgicosy f : X =Y
una funcion. Diremos que f es una funcién continua, si para cada V €V,
se tiene que f~H(V) € U.

2.1.6 Proposicion. Sean (X,U) y (Y, V) dos espacios topoldgicos y f : X —
Y wuna funcion. Entonces f es continua st y solo si para cada subconjunto
cerrado D de Y, se tiene que f~1(D) es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Supongamos que f es continua y sean D un conjunto cerrado
de Yy V. =Y \ D. Notemos que V es un conjunto abierto de Y, por la
continuidad de f, f~*(V) es un conjunto abierto de X. Observemos que
fYD)=X\ f(V)y, por tanto, f~1(D) es un conjunto cerrado de X.
Sea V' un conjunto abierto de Y. Entonces D = Y \ V es un conjunto
cerrado de Y. Por hipétesis, f~'(D) es un conjunto cerrado de X. Pero
YD) =X\ f1(V). De donde, f~*(V) es un conjunto abierto de X y, por
lo tanto, f es continua. O

2.1.7 Definicién. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X es un espacio
de Hausdorff si para cualesquiera dos puntos x,y € X, existen dos abiertos
UyV deX tales quex €U, yeV yUNV =0.

2.1.8 Definicion. Un espacio métrico es un par ordenado (X,d), que
consiste de un conjunto no vacio X y una funciond : X x X — R tal que para
cualesquiera x,y,z € X, la funcion d satisface las siguientes condiciones:

1. d(z,y) >0
2. d(x,y) =0 si y sdlo si v =y;
3. d(x,y) = d(y, v);

4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (la desigualdad del tridngulo).

La funcion d es llamada una métrica de X.
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La idea de esta definicién es tener una nocion de poder medir de alguna
forma la distancia entre cualesquiera dos puntos de un conjunto dotado de
una meétrica.

2.1.9 Ejemplo. La recta real R con la distancia usual d(z,y) = |x — y| es
un espacto métrico.

2.1.10 Ejemplo. FEl espacio Euclidiano R™ con la distancia usual:

n

d((z1, -y 0) (Y1, Yn)) = (Z(xk - yk)2>

m=1

D=

es un espacio metrico.

2.1.11 Definicién. Sean (X,d) un espacio métrico, x € X y € > 0. De-
finimos la bola abierta con centro en x y radio €, como el siguiente
conjunto:

Vi(z)={y € X | d(z,y) < e}

Cuando no haya duda con la métrica con la que se esté trabajando, se deno-
tard como V(x).

2.1.12 Definicién. Sea C un subconjunto de un espacio topologico X. Di-
remos que C' es un cerrado de X si su complemento es un conjunto abierto
en X; es decir, X \ C es un abierto del espacio topoldgico X.

2.1.13 Definicién. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.
Entonces la cerradura de A, denotada como Clx(A), estd definida como:

Clx(A) = ﬂ{C’ | AC Cy C es cerrado en X}.

Cuando no quede duda en qué espacio topologico X se estd trabajando, la
cerradura de A se denotard como CI(A).

2.1.14 Observacion. Notemos que la cerradura de un subconjunto A de un
espacio topologico X es el conjunto cerrado mds pequeno que contiene a A

2.1.15 Proposicién. Sean X y Y espacios topoldgicos y f : X — Y una
funcion. Entonces [ es continua si y sdlo si para cada A C X, se tiene que

f(Clx(A)) C Cly(f(A)).
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Demostracion. Supongamos que f es continua y sea A C X. Observemos lo
siguiente:

A C fTHf(A) C fFTHCly (f(A))).
Como f es continua, sabemos que f~1(Cly (f(
contiene a A. De donde, Clx(A) C f~H(Cly(f(
que:

A))) es un cerrado de X que
A))). Aplicando f obtenemos

f(Clx(A)) C fF(f7HCly(f(A)))) C Cly(f(A)).

Ahora supongamos que f(Clx(A)) C Cly(f(A)), para cada subconjunto A
de X. Sea B subconjunto cerrado de Y. Por hipotesis, sabemos que:

f(Clx(f71(B))) C Cly(f(f71(B))) C Cly(B) = B.

Aplicando f~! a lo anterior, se obtiene:

Cix(f71(B)) C fTH(f(Clx(f7H(B)))) C f7H(B).
Por lo tanto, f~!(B) es cerrado en X y f es continua. ]

2.1.16 Definicion. Sean X un espacio topologico y D C X. Diremos que
D es denso en X, si para todo subconjunto abierto U de X se tiene que,

DNU #0.
Un resultado que serda de mucha utilidad es el siguiente:

2.1.17 Lema. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entoncesx € Cl(A) si
y s6lo si para cualquier abierto U de X tal que x € U, se tiene que ANU # ().

Demostracion. Supongamos que z € CI(A) y que existe un subconjunto U
abierto de X tal que z € Uy ANU = (. Como ANU = 0, se tiene que
A C X\ U. Como U es abierto, X \ U es cerrado. Entonces:

ACCIlA) Cc X \U.

Esto implica que x ¢ CI(A) lo cual es una contradiccion, por lo tanto si U
es un abierto de X con x € U entonces ANU # ().
Ahora, para el regreso, supondremos que = ¢ CI(A), esto es:

re X \Cl(A) C X\ A

Observemos que X \ CI(A) es abierto y que (X \ Cl(A))N A = (. Con lo
cual queda demostrado el lema. O
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2.1.18 Observacion. El Lema 2.1.17 nos da una equivalencia para la defini-
cion de un conjunto denso; es decir, nos dice que si tenemos un subconjunto
A de X, el cual es denso, entonces la cerradura de ese subconjunto es el
espacio total; es decir, Cl(A) = X.

2.1.19 Proposiciéon. Sean X y Y dos espacios topologicos, f: X — Y una
funcién continua y D un subconjunto no denso en X. Entonces f~1(D) es
un subconjunio no denso en X.

Demostracion. Sea V un subconjunto no denso de X. Como V es no denso,
existe un abierto W de X tal que VN W = (), de donde f[~{(V NW) =
Y V)yn f7Y(W) = 0. Observemos que f~*(W) es un abierto de X por la
continuidad de f. En consecuencia, f~1(V) es un subconjunto no denso de
X. O

2.1.20 Definicion. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X. Diremos que A es un conjunto abierto y cerrado si A es tanto abierto
como cerrado en X.

2.1.21 Definicion. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto no
vacio de X. Entonces v € X es un punto de acumulacion de A si para
todo abierto U de X, con x € U, se tiene que U N (A\ {z}) # 0.

2.1.22 Definiciéon. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces el
interior de A esta definido como:

Intx(A) = {a € A| existe un abierto U de X tal quea € U C A},
0, equivalentemente, tenemos que

Intx(A) = U{U C A|U es un abierto de X}.

Cuando no quede duda del espacio en el que se trabaja al interior de un
conjunto A, se le denotard como Int(A).

2.1.23 Definicién. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una
funcion, diremos que [ es abierta (o cerrada) si para cualquier abierto (o
cerrado) U de X, su imagen bajo f es un abierto (o cerrado) de Y.

2.1.24 Definicién. Sean X un espacio topoldgico y A y B subconjuntos de
X. Diremos que A y B estdn separados si CI(A)NB =0y ANCI(B) = 0.
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2.1.25 Definicién. Sean X un espacio topolégico y U y V dos subconjuntos
de X. Diremos que U y V forman una separacion de X si X =U UV
y U y V estdn separados.

2.1.26 Definicién. Un espacio topologico X es disconexo si existen dos
subconjuntos U y V' de X tales que forman una separacion de X. Diremos
que X es conexo si no es disconero.

2.1.27 Definicién. Sean X un espacio topoldgico y C' C X. Diremos que C
es una componente de X si C' es conero y para cada subconjunto conexo
A de X tal que C' C A se tiene que C' = A; es decir, C' es un subconjunto
conexo de X mdximo con respecto a la inclusion.

2.1.28 Proposiciéon. Sean X un espacio topologico y A C X. Si A es conexo
entonces Cl(A) es coneza.

Demostracion. Supongamos que CI(A) no es conexa. Entonces existen dos
conjuntos separados U y V de X tales que CL({U)NV =Cl(V)NU =0y
Cl(A) = U UV. Observemos que como A = (UN A) U (VN A). Entonces
UNA#0DyVNA=#0D, yaque sino fuera asi y U N A = (), esto implicaria
que A C VN A, por lo que CI(A) C V y, por lo tanto, U = 0, lo cual es
una contradiccion. Analogamente, si V N A = (), se tendria que V = 0, lo
cual también es una contradiccion y, por lo tanto, se tiene que U N A # ()
y VN A # (). Notemos que esto no es posible, pues A es conexo. De donde,
CI(A) es conexa. O

2.1.29 Observacion. De la Proposicion 2.1.28 podemos concluir que las
componentes son cerrados del espacio, ya que por dicha proposicion, si A
es una componente de un espacio topoldgico X, entonces CI(A) es conexa.
Por definicion de cerradura, sabemos que A C CI(A) y, por definicion de
componente, sabemos que si A = CIl(A), de donde A es cerrado.

2.1.30 Proposicion. Sea X un espacio topoldgico tal que tiene una cantidad
finita de componentes, digamos C4,...,C,, entonces C; es un abierto de X
para cada i € {1,...,n}.
Demostracion. Para ver esto, como X = U C; de aqui podemos concluir que
i=1
C; es el complemento de U C; el cual es un cerrado de X, por lo tanto, C;
J#i
es abierto. O
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2.1.31 Definicién. Sean X un espacio topoligico y x € X. Diremos que X
es localmente conexo en el punto x si para cualquier abierto U de X, con
x € U, existe un abierto conexo V tal que x € V C U.

2.1.32 Proposiciéon. Un espacio topologico X es localmente conexo si y
solamente si las componentes de los subconjuntos abiertos son abiertos de X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un abierto
de X y C una componente de U. Veremos que C' es un abierto de X.

Sea r € C. Como X es localmente conexo y x € U, existe un abierto
conexo V tal que x € V C U. Observemos que C NV # (), asi C UV es un
subconjunto conexo de U. Como C' es una componente de U, tenemos que
V C C de donde z € Int(C) y, por lo tanto, C es abierto.

Ahora, supongamos que las componentes de los subconjuntos abiertos son
abiertas. Sean x € X y un subconjunto abierto U de X, con x € U. Entonces
la componente V' de U que contiene a x es abierta por hipotesisy x € V C U.
Por lo tanto, X es localmente conexo. O

2.1.33 Definicién. Sea X un conjunto y B C X. Diremos que una familia

{Cr}rea de subconjuntos de X es una cubierta de B si B C U C\. Diremos

AEA
que {Ch}ren es una cubierta finita si A es finito. Si X es un espacio

topoldgico y cada C) es un subconjunto abierto, entonces {Cy\}ren €s una
cubierta abierta.

2.1.34 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es com-
pacto si para cada cubierta abierta de X, podemos encontrar una subcubierta
abierta finita.

2.1.35 Definicion. Sean X un espacio topoldgico y € = {Cy}rea una familia
de subconjuntos cerrados de X. Diremos que C tiene la propiedad de la
interseccion finita si para cualquier subconjunto finito I' de A se tiene
que:

mCA#Q).

Ael

2.1.36 Teorema. Un espacio X es compacto si y solo si para cualquier
familia C = {C)}rea de subconjuntos cerrados de X, con la propiedad de la

interseccion finita, se tiene que ﬂ Cy # 0.
AEA
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Demostracion. Supongamos que X es compacto y que {C)}rea es una familia
de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita tal
que ﬂ Cy = (). Para cada A € A sea Uy = X \ C). Notemos que {Uy}ep €s

AEA
una cubierta abierta de X. Como X es compacto, existen Ay,..., A\, € A tales

que X C U Uy, Esto implica que ﬂ Cy, = (0, lo cual es una contradiccion.
~ .
Por tantoj, C tiene la propiedad de fa interseccion finita.

Supongamos que X no es compacto. Entonces existe una cubierta abierta
{Ux}rea de X la cual no tiene una subcubierta finita. Para cada A € A,
sea C\ = X \ U,. Observemos que {C)} ep es una familia de subconjuntos
cerrados de X con la propiedad de la interseccion finita y m C\=0. O

AEA

2.1.37 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico y {x,}52, una sucesion
de elementos de X. Diremos que {x,}5°, es una sucesion de Cauchy
st para cada € > 0, eriste N € N tal que si min{m,n} > N entonces
d(Tp, Tm) < €.

2.1.38 Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que una sucesion
de puntos {x,}5°, de X converge a un punto x de X, si para cada abierto
U de X conx e U, eriste N € N tal que st n > N, entonces x, C U.

2.1.39 Definicién. Diremos que un espacio métrico X es completo si toda
sucesion de Cauchy de elementos de X converge a un elemento de X.

2.1.40 Definicién. Sea X un espacio topologico. Diremos que X es un es-
pacio compacto por sucesiones, si para cada sucesion de elementos de X
tiene una subsucesion convergente.

El siguiente lema nos ayudara a demostrar el Teorema 2.1.42. Su prueba
puede ser consultada en la pagina 179 del libro de Munkers [29]

2.1.41 Lema. Sea X un espacio métrico. Entonces X es compacto si y sdlo
st X es compacto por sucesiones.

2.1.42 Teorema. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, entonces X es
completo.

Demostracion. Sea {x,}2, una sucesion de Cauchy. Por el Lema 2.1.41, X
es compacto por sucesiones. De donde, existe una subsucesion {z,, }72, de
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{z,}22,, la cual converge a un punto x € X. Sea € > 0, como la subsucesion
{zn, }32, converge a x, tenemos que existe N; tal que si ng > Ny, implica que
d(xy,,r) < 5. Como {z,};2, es una sucesion de Cauchy, existe Ny tal que
si n, np > Ny, entonces d(2y, 2,,) < 5. Tomemos N = max{Ny, Ny}. Por lo
que si n > N tenemos lo siguiente:

d(xn,x) < d(‘rmxm;) + d(xnk’x) < % + % =€
O

2.1.43 Teorema. Sea (X,d) un espacio métrico completo. Si {D,}5°, es

una sucesion de subconjuntos densos y abiertos de X entonces m D, es
n=1
densa en X.

Demostracion. Sea U abierto de X. Veamos que U N ( ﬂ Dn) # .
n=1
Como D, es un subconjunto abierto y denso de X tenemos que U N D,

es abierto y distinto del vacio. Entonces existen z; y 0 < ¢; < 1 tales que
Como D, es abierto y denso en X, resulta que V,, (z1) N Dy es abierto y
no vacio, en consecuencia, existen xs y 0 < €5 < % tales que:

Cl(Vey(x2)) C Vg (1) N Do

Procediendo de esta manera, obtenemos que {CI(V,, (x,))}22, es una suce-
sion de subconjuntos cerrados de X con lim diam(CI(V,, (z,))) = 0. Note-
n—oo

mos que la sucesion {z,}5%, es una sucesion de Cauchy, por lo que dicha
sucesion converge a un punto x de X. Observemos que:

() UV (20)) = {=}.

Por lo tanto, x € U N <ﬂDn) O

n=1

2.1.44 Definicion. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que un subcon-
junto A de X es denso en ninguna parte si Int(Cl(A)) = 0.
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2.1.45 Definicion. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que X es de la
primera categoria si X se puede escribir como la union de una familia
numerable de subconjuntos densos en ninguna parte. Diremos que X es de la
segunda categoria si no es de la primera categoria.

2.1.46 Definiciéon. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X. Diremos que A es un subconjunto G5 si A puede ser escrito como la
interseccion numerable de conjuntos abiertos de X.

2.1.47 Definiciéon. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.
Diremos que A es perfecto si A es cerrado y todo punto de A es un punto
de acumulacion de A.

2.1.48 Definicion. Sean X un espacio métrico, f: X — X funcion conti-
nua y A C X. Decimos que A es invariante bajo f si f(A) C A. En el caso
que se dé la igualdad, diremos que es estrictamente invariante.

2.1.49 Definicion. A un espacio métrico, compacto y conexro X lo llamare-
mos un continuo.

2.1.50 Definicion. Sean X un continuo y A C X. Diremos que A es un
subcontinuo de X si A es compacto y conezo.

2.1.51 Definicién. Sea X un conjunto. Una particion de X es una familia
{Xa}rea de subconjuntos de X tales que:

1. Para cada N € A, X, # 0.
2. SiAyNeANyN#N, entonces XN Xy = 0.
5. X =Jxu.

AEA

2.1.52 Definicion. Sean X un conjunto y G = {G\}rea una particion de X.
Definimos al conjunto cociente como el conjunto cuyos elementos son los
elementos de la particion. Lo denotaremos como X/G.Definimos la funcion
cociente q : X — X/G, para cada v € X, q(x) = Gy, donde Gy es el dnico
elemento de G que tiene a x.

2.1.53 Definiciéon. Sean X un espacio topoldgico y G una particion de X.
Definimos la topologia cociente para X/G como la siguiente familia:

U={UCX/G|q ' (U) es un abierto de X}.
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2.1.54 Definicion. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Definimos el
didmetro de A como;

diam(A) = sup{d(a,a1) | a1,as € A)}.

2.1.55 Definicion. Sea (X, d) un espacio métrico y compacto y U una cu-
bierta abierta de X. Diremos que X > 0 es un numero de Lebesgue para
U, si para cualquier conjunto A de X con diam(A) < X, entonces se tiene
que A C U para alguna U € U.

2.2. [Espacios cubrientes

Hablaremos ahora de los espacios cubrientes, una teoria que nos sera
de gran ayuda cuando trabajemos funciones del circulo en el circulo. Las
siguientes definiciones se encuentran en el libro de Macias [27].

2.2.1 Definicién. Sean X y Y espacios métricos. Una funcion f: X —Y
es un homeomorfismo local si para cada punto x € X, existe un abierto
U de X tal que v € U, f(U) es un abierto de Y y fly : U — f(U) es un
homeomorfismo.

2.2.2 Definicién. Sean X, Y y Z espacios métricos, [ : X =Y yg: Z =Y
dos funciones continuas. Una funcion g : Z — X es un levantamiento de
g relativo a f si fog=g. Donde tenemos el siguiente diagrama:

X
Dl
-,

2.2.3 Definicion. Sea X un espacio métrico. Un espacio cubriente para
X es una pareja (X, o), donde X es un espacio métrico y o : X — X es una
funcion continua y suprayectiva, que cumplen con la siguiente propiedad:
Para cada punto x € X, existe un abierto U, de X, al cual llamaremos
abierto uniformemente cubierto, tal que x € U,, 0 ' (U,) = UyeaVa,,
donde V, es un abierto de X, Vi, N Ve, =0 si X # XNy, para cada X € A,
‘7|er : Vi, = Uy es un homeomorfismo.
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o~ H(U)

Figura 2.1: Espacio cubriente

Ahora daremos algunas proposiciones con los resultados de la teoria de
los espacios cubrientes que nos ayudaran mas adelante, sus demostraciones
pueden verse en el libro de Munkers [29] y Alseda et al [2], en las paginas
335-340 y 107-113, respectivamente.

2.2.4 Proposicién. Sea X un espacio métrico. Si o : X — X es una funcion
cubriente, entonces o es abierta.

Demostracion. Sean W un abierto de X distinto del vacio y = € o(W),
tomemos un abierto uniformemente cubierto U, de X y sea la familia V =
{Vi}aea de abiertos como en la Definicion 2.2.1; es decir, 0™ (U,) = Uxea Vi, -
Entonces existe un punto y € W tal que o(y) = z. Sea Vj el elemento de
la familia V que contiene a y. El conjunto V3 N es un abierto de Xy,
por lo tanto, también es un abierto de Vz. Como oy, : V3 — U, es un
homeomorfismo, el conjunto o(Vz N W) C o(W) es abierto en U, y, por lo
tanto, abierto en X. Por tanto, o es abierta. O

2.2.5 Observacion. De la Proposicion 2.2.4 podemos ver que si o : X — X
es una funcion cubriente, entonces o es un homeomorfismo local.

2.2.6 Notacién. Podemos usar dos notaciones sobre el circulo S'. La multi-
plicativa, la cual representa a S' como el circulo unitario del plano complejo:

S'={zeC|lzsl=1} ={"""| ¢ R},
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donde |z| representa la norma del nimero complejo. O bien la notacion adi-
tiva, donde S' estd representado como el grupo aditivo de los nimero reales
cociente el subgrupo de los enteros; es decir, S' = R/Z. Usando la notacion
multiplicativa de S, obtenemos la siguiente funcion cubriente.

Las demostraciones de las Proposiciones 1.1.7 y 1.1.8 pueden ser consul-
tadas en el libro Munkers [29], en las paginas 337 y 338, respectivamente. Las
pruebas de las Proposiciones 1.1.10, 1.1.11 y 1.1.14 pueden ser consultadas
en el libro de Alseda et al [2], en las paginas 108 y 113.

2.2.7 Proposicion. La funcion o : R — St dada por:
o(x) = (cos 2wz, sin 2wx),
es una funcion cubriente.

2.2.8 Proposicion. Sea o : X — X una funcion cubriente. Si A es un
subespacio de X y A = o '(A), entonces la funcién o|; : A — A es una
funcion cubriente.

2.2.9 Notacion. Sean A y B subconjuntos de R. Para v € R definimos el
siguiente conjunto: A+x ={a+x|a€ A}

2.2.10 Proposicién. Sean a € R y o : R — S! la funcién cubirente de S
dada por la Proposicion 2.2.7. Entonces los siguientes enunciados se cum-
plen:

1. La funcién ¢ : (a,a +1) — S*\ {o(a)}, obtenida al restringir o al
intervalo (a,a + 1) es un homeomorfismo.

2. Sean B cualquier subconjunto de S'\ {o(a)} y A= [a,a+1]No"(B).
Entonces o71(B) es la union de los conjuntos A +n con n € Z, los

cuales son abiertos en o~ (B). Y o induce un homeomorfismo de A+n
en B.

2.2.11 Proposicion. Cualquier funcion continua f : [0,1] — S! tiene un
tinico levantamiento en [0, 1], salvo traslaciones por un entero. Y siag € R es
fijo con o(ag) = f(0), entonces existe un tnico levantamiento f: 0,1] = R
en [0,1] con f(0) = ao.
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Consideremos ahora que tenemos una funcién continua f : S! — S~1.
Entonces, por la Proposicion 2.2.11, f o ol tiene un levantamiento f :
[0,1] — R. De donde tenemos el siguiente diagrama que conmuta:

-1 R

U|[0,1]L ltf

1 1
S—>fS

Como 0(0) = o(1) = 1, entonces o(f(1)) = f(o(1)) = f(o(0)) = o(f(0)) ¥,

por tanto, f(1)— f(0) es un entero. De donde tenemos la siguiente definicion:

2.2.12 Definiciéon. Sea f : S — S! una funcién continua, consideremos
la funcion cubriente o de S y f un levantamiento de f como en el dltimo
diagrama. Entonces f(a+1) —f(a) es un entero el cual llamaremos el grado
de f y lo denotaremos como deg(f).

Dado un levantamiento f’ : [0,1] — R de f o ol para una funcion
f : St — S! del circulo en si mismo, por el Teorema de extensiéon de Tietze
( [14, pagina 103]) podemos extenderla a una funciéon f : R — R tal que el
siguiente diagrama conmuta:

1 1
S—>fS

2.2.13 Proposicién. Sea f : S' — S una funcién continua. Consideremos
la funcién cubriente o de S* y f un levantamiento de f como en el iltimo
diagrama. Entonces f(q+ 1) — f(a) es un entero, el cual es independiente de
a y del levantamiento f en [0, 1].

Demostracion. Como f es un levantamiento de f tenemos que foo = oo f,

de donde o(f(a+ 1)) = f(o(a +1)) = f(o(a)) = o(f(a)). Por lo tanto,
fla+1)—f(a) € Z, por lo que también es independiente de a por continuidad.
Si g es otro levantamiento de f en [0, 1], por la Proposiciéon 2.2.11, § se

obtiene al trasladar f por un entero n. En consecuencia, g(a + 1) — g(a) =

fla+1)+n—(f(a)+n)=fla+1)— f(a). O
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2.2.14 Proposicién. Sean f,g:S' — S! funciones continuas. Entonces
1. deg(f o g) = deg(f) - deg(g),
2. deg(f") = (deg(f))".

2.2.15 Observaciéon. Si en lugar de utilizar la notacion multiplicativa de
S wutilizamos la notacion aditiva, entonces la funcion cociente m: R — R/Z
dada por x — x+7 funciona como funcién cubriente de S' y podemos obtener
un levantamiento f como lo hicimos con o. Ademds, observemos que si f es

un levantamiento de f y k € Z, entonces f + k también es un levantamiento
de f.
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Capitulo 3

Nociones Basicas.

3.1. Un Sistema Dinamico.

A lo largo de este capitulo, se daran las nociones basicas que nos ayudaran
a definir los sistemas dindmicos discretos. Para después, poder abordar los
conceptos y resultados més importantes que en este trabajo se desarrollaran.
Una vez dicho lo anterior, comenzamos por la definicion de sistema dinamico.
Todas las siguientes definiciones pueden encontrarse para mayor detalle en
[28] [27] [14].

3.1.1 Definicién. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion
continua. Para m € N, la m-éstma iteracion de f se define como la
composicion de [ consigo misma m wveces y la denotaremos por f™. Por
ejemplo f2 = fof,f> = fofof yen general f* = fo f™. Se entiende que

L= f y definimos f° = id. Donde id denota la funcion identidad id(z) = .

La siguiente definicion es lo que podriamos considerar la idea de mo-
vimiento; es decir, es el objeto de estudio més importante de los sistemas
dindmicos. La idea es la siguiente, dado un punto x en nuestro espacio mé-
trico X, queremos estudiar su movimiento a través del mismo. Para lograr
esto, nos fijamos en nuestro punto bajo las iteraciones de la funcién continua
que definimos previamente.

3.1.2 Definicién. Sean X espacio métrico y x € X. Definimos la orbita
de x bajo f, como la sucesion:

z, f(2), fA(2), F(@),.., (@),

29



a dicha sucesion la denotaremos como o(x, f); es decir;

oz, f) = {z, f(2), f*(2), f*(x),...}.

La interpretacion que le damos a la sucesion o(z, f) sera la siguiente: En
el tiempo n = 0, un objeto se encuentra en la posiciéon x; en el tiempo n =1,
el objeto habra cambiado a la posicion f(x); en el tiempo n = 2, el objeto
habra cambiado a la posicion f(f(x)) = f?(x) y asi sucesivamente.

Tiempos : 0 1 2 e n
Posiciones : x f(z) f?(x) . f™(z)
f\ 12 (o)
f4(xo) o f (o) 1? (o)

Figura 3.1: Primeros elementos de la 6rbita de xg

El problema basico a estudiar es el siguiente: Dada la funcion f : X — X,
.qué podemos decir acerca de la 6rbita de cada punto z € X7 Por ejemplo:
. La sucesion es convergente? Si lo es, ja donde converge?. Sino lo es, jcuales
son sus puntos de acumulacion?. Pero la cuestion mas fundamental la po-
demos formular de la siguiente manera: si x y y son puntos cercanos ;sus
6rbitas permanecen cercanas?.

Asi nuestra meta es estudiar todas las posibles sucesiones de érbitas en
nuestro espacio. De manera muy especial nos interesa su comportamiento
cuando n tiende a infinito.

Desde este punto de vista la pareja (X, f) nos da un modelo mateméatico
del movimiento. Con las definiciones anteriores, estamos listos para poder
enunciar nuestra definicién de sistema dinamico discreto.
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3.1.3 Definicion. Un sistema dindmico discreto (X, f) estard compuesto
por un espacio métrico X (espacio fase) y una funcion continua f del espacio
métrico en st mismo.

Veamos ahora algunos ejemplos clésicos de sistemas dindmicos.

3.1.4 Ejemplo. Consideremos la siguiente situacion. Supongamos que es-
tamos en un banco y depositamos 1000 pesos con un 10 % de interés. Ahora
nos hacemos la siquiente prequnta: Si dejamos el dinero sin hacer ninguna
transaccion por n anos, ;Cudnto dinero tendremos en nuestra cuenta de ban-
co al terminar este periodo de tiempo?. Para facilitar el ejemplo supondremos
que el 10% de interés es agregado a nuestra cuenta una vez al ano al final del
mismo. Este es uno de los ejemplos mds simples de un proceso de itera-
cion o sistema dindmico. Denotemos como A, la cantidad de dinero que
tenemos en nuestra cuenta de banco al final del enésimo ano. Nuestro pro-
blema es determinar A,,, para algin nimero n de anos. Sabemos que nuestro
monto inicial es de 1000 pesos, es decir, Ag = 1000. Después de un ano le
agregaremos el 10 % a esta cantidad para obtener nuestro nuevo balance, esto
es:
A1 :A0+01A0: 11A0

En nuestro caso A1 = 1100 pesos. Al final del sequndo ano procederemos con
la misma operacion:

Ay =A+01-A,=11-A,.

Por tanto Ay = 1210. Procediendo de esta forma obtendremos en general que:

Az =1.1-A4A
Ay =1.1- A3
An = 11 . Anfl.

En consecuencia, podemos determinar la cantidad A, recursivamente, una
vez conocido el balance del anio anterior inmediato. La ecuacion A, = 1.1 -
A,_1 es un ejemplo de una ecuacion diferencial de primer orden. En
estas ecuaciones, usamos la informacion del ano previo (u otro intervalo fijo
de tiempo), para determinar los datos actuales o presentes. Por lo que usa-
mos después estos resultados para determinar la cantidad o futuro, en este
caso el balance del siguiente ano y asi sucesivamente. Resolvimos la ecuacion
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diferencial mediante el proceso de iteracion. Dicho proceso fue multiplicar
por la constante 1.1, es decir, si definimos la funcion f(x) = 1.1z, enton-
ces nuestros estados de cuenta o balances estardn determinados por aplicar
repetidamente nuestra funcion f:

Al - f(A0)7
A2 = f(Al)v
A, = f(Ay ).

Observemos que podemos escribir Ay = f o f(Ag) = f2(Ao) vy, como f(z) =
1.1z, tenemos que:

f(z) = (1.1)" - x.

Por tanto, para encontrar A,,, dada n fija, lo unico que hace falta es calcular
(L.1)™ y multiplicarlo por Ay nuestro balance inicial.

3.1.5 Ejemplo. ;Cdémo calculas ezactamente /52 Sorprendentemente, el
método mds simple data de la época de los babilonios y consta de simplemente
iterar una funcion. Supondremos que el cdlculo de /5 es un valor inicial o
y que xo es positivo. Nuestra probabilidad de que xo # /5 es alta, asi que,
usaremos este valor supuesto para calcular un nuevo valor xq. Procederemos
de la siguiente manera: Si xo # /5, entonces tenemos los siguientes dos
Casos:

1. Sixg < \/5, entonces
\/g " T < 5a
V5 <

5
xo "
Para xo # 0, por otro lado:

2. Sixo > /5, entonces



5

En consecuencia, tenemos que xo < V5 < -

0 Iio < V5 < 2. Si llamamos
x1 al promedio entre xq y x%; es decir:
1 5
T = 2 (IO + $0>

el valor resultante estard entre xq y % Yy, con un poco de suerte, serd una

mejor aprozimacion de /5. Entonces utilizaremos este valor 1 como nuestro
siguiente valor supuesto para /5. Procediendo de la misma forma, obtenemos
los siguientes promedios:

5
l’l‘i‘m—l ;

5
£L’2+x_2 5

To =

= N

Intuitivamente la sucesion de numeros {xg,x1,2,...} deberia converger a
V5. Veamos cémo funciona esto en la practica. Tomemos zo = 1. Como una
suposicion de alguna forma "boba", entonces tendremos:

no= (15 =3
Ty = 1%(73+1§5) = 4§7 = 2333...,
3 = 5(E+82) = 5 = 2238095...,

x4 = 2.236068...,
x5 = 2.236067...,
z6 = 2.236067...,

Podemos observar que rapidamente la sucesion tiende a la respuesta correcta,
es decir, a /5 = 2.236067 . ... Claramente, para obtener otras raices cuadra-
das, solamente necesitamos reemplazar el 5 por el numero que se desee en la
formula.

3.2. Puntos Fijos

3.2.1 Definicion. Sean X un espacio métrico, f : X — X una funcion
continua. Decimos que xog € X es un punto fijo de f si f(xo) = zo.

En este caso, la 6rbita de xg bajo f es una sucesién muy sencilla:
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o(xo, f) = {wo, xq, - . . }.

Como, para cada n, se tiene que f"(x¢) = (o entonces o(xg, f) tiende a wo;
es decir;

lim f"(zg) = xo.
n— o0

3.3. Puntos fijos atractores

De aqui en adelante la distancia entre dos puntos de un espacio métrico X,
digamos = y y, la representaremos como dx(x,y). Si no hay confusiéon acerca
del espacio donde estemos trabajando, entonces solo escribiremos d(z,y).

3.3.1 Definicién. Sean X un espacio métrico, cuya métrica esd, y f : X —
X una funcidn suprayectiva. A un punto x € X lo llamaremos punto fijo
atractor siempre que f(x) = x y exista una vecindad U de x en X tal que
nh_}rgo d(z, f"(y)) = 0 para cada y € U.

X

Figura 3.2: Punto fijo atractor x
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De manera intuitiva, lo que nos dice esta definicion es que si tenemos un
punto fijo atractor x y nos fijamos en sus puntos vecinos, entonces al iterar
la funcion en esos puntos vecinos convergeran a nuestro punto atractor x.

3.4. Puntos fijos repulsores

3.4.1 Definiciéon. Sean X un espacio métrico, cuya métrica esd, y f : X —
X una funcidn suprayectiva. A un punto x € X lo llamaremos punto fijo
repulsor siempre que f(x) = x y exista una vecindad U de x en X tal que
para cada y € U\ {z}, existe n € N tal que f*(y) € X \ U.

X

fy)

Figura 3.3: Punto fijo repulsor z

Lo que la definicién anterior nos dice, es que en una vecindad de z los
puntos cercanos a nuestro punto fijo repulsor = al iterar la funcién en ellos
se iran alejando de él hasta el punto de salir de dicha vecindad.

3.4.2 Ejemplo. Sea f :[0,1] — [0,1] dada por f(x) = z*. Observemos que
xo = 0 es un punto fijo atractor bajo f y x1 = 1 es un punto fijo repulsor
bajo f. Ya que tomando cualquier punto y < 1 observamos que su orbita bajo
f es una sucesion de nimeros decrecientes que convergen a 0.
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3.5. Puntos peri6édicos

3.5.1 Definicién. Sean X un espacio métrico, f : X — X una funcion
y rog € X. Decimos que xq es un punto periddico de f, si eriste n €
N tal quef™(xo) = zo. Al conjunto de todos los puntos periodicos de [ lo
denotaremos como Per(f). Si x € Per(f), decimos que o(x, f) es una drbita
periddica. Sea xy € Per(f). Decimos que xq tiene periodo k si:

k =min{n € N| f"(xo) = 2o}

Si g es un punto fijo de f, entonces xy € Per(f) v xq tiene periodo 1. En
algunas ocasiones, usaremos la siguiente notacién. Dado n € N:

Per, (f) = {x € Per(f) | « es de periodo n}.

Asi:
Per(f) = U Per,(f).
n=1

3.5.2 Ejemplo. Sea f : R — R dada por f(z) = 1 — z. Como la unica
solucion a la ecuacion 1 —x = x es xg = %, entonces [ tiene un sélo punto
fijo. Por otro lado, f*(x) = x para cada x € R. De aqui se sigue que, todos
los puntos distintos de % son puntos periodicos de periodo 2 bajo f.

3.5.3 Proposicion. Sean X un espacio métrico, f : X — X funcion y
n € N. Entonces Per(f) = Per(f").

Demostracion. Sean x € Per(f) y m el periodo de x; es decir, f"(z) = x.
Observemos que al aplicar f™ a la igualdad anterior obtenemos lo siguiente.

() = f2 (@) = f(2) =,
asi, aplicando f™, n — 1 veces, tenemos que f""(z) = z, de donde z €
Per(f™).

Sean x € Per(f") y m el periodo de z; es decir, f""(x) = z. Observemos
que z € Per(f). H
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3.6. Punto aislado

3.6.1 Definiciéon. Sean X un espacio topologico y x € X. Diremos que x es
un punto aislado de X si el conjunto que contiene al punto es un conjunto
abierto de X.

Observemos que lo altimo nos dice que {z} es un conjunto abierto en el
espacio X, por lo que todo punto en un espacio con la topologia discreta es
un punto aislado. A continuacién veremos ejemplos de espacios con puntos
aislados.

3.6.2 Ejemplo. Sea el espacio X = {0} U {% | n € N}, cada uno de los
% son puntos aislados, pero el 0 no es un punto aislado, ya que hay otros

puntos en X tan cercanos a 0 como queramos.

3.6.3 Ejemplo. FEn el espacio X = {0} U|[1,2], el punto 0 es el inico punto
aislado de X.

3.7. Puntos errantes y no errantes

3.7.1 Definicién. Sean X un espacio métrico y x € X. Llamaremos a x un
punto no errante si para cualquier abierto U de X que contenga a x, existe
n € N tal que f"(U)NU # 0. El conjunto de todos los puntos no errantes de
f lo denotaremos por Q(f). Diremos que un punto es errante si no es un
punto no errante.

3.7.2 Proposicion. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces el conjunto
de los puntos no errantes, Q(f), es cerrado e invariante bajo f.

Demostracion. Veamos que X \ Q(f) es abierto. Sea x un punto errante.
Entonces existen un abierto U de X, con x € U, y N € N tales que, para
cada n > N, se tiene f*(U) N U = (). Tomemos un punto y € U distinto
de x, esto es posible gracias a que U # {x}, ya que si no fuera asi, eso
significaria que = es un punto aislado y en consecuencia un punto no errante.
Como X es un espacio métrico, podemos encontrar un abierto V' de X tal
que y € V C U. Observemos que también se tiene que f*(V)NV = 0, por
lo que y es un punto errante. De donde, X \ Q(f) es abierto y, por lo tanto,
Q(f) es cerrado.

Veamos ahora que f(Q(f)) C Q(f). Sea = € Q(f) y supongamos que
f(z) ¢ Q(f). Entonces existe un conjunto abierto U tal que f(z) € U y para
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cada n € N se tiene que f*(U)NU = 0. El conjunto f~1(U) es abierto y
contiene al punto z. Como z es no errante, existe m € N tal que f~1(U) N

f(f~YU)) # 0. Pero f(f~YU)) = fm1(U), por lo que se tiene que:
O£ fOFHO)YN(fHU)) cUN f™U).

Una contradiccion al hecho que UN f™(U) = () para cada n € N. Por lo tanto,
f(z) € Q(f). O

3.8. El omega conjunto limite

Consideremos una funcion f : X — X, con X un espacio métrico. Dado
x € X, nos gustaria saber hacia donde se dirige la 6rbita de z. Con esta idea
en mente, surge la definicion del omega conjunto limite; es decir, el omega
conjunto limite es el conjunto de puntos al que la 6rbita de un punto dado se
dirige. Por ejemplo, si la érbita o(x, f) es una sucesion convergente al punto
xo, entonces el omega conjunto limite de x es {xo}.

Si oz, f) se dirige, en cierto sentido, a una orbita periddica, entonces
el omega conjunto limite de x estd formado por los puntos que visita dicha
Orbita periodica. Como la orbita o(z, f) tiende al omega conjunto limite,
entonces algunas de las caracteristicas de este conjunto nos daran informaciéon
sobre el comportamiento de los puntos f"(z) cuando n es muy grande. Con
lo anterior pasemos a definir el omega conjunto limite.

3.8.1 Definicion. Sean X un espacio métrico y xg € X. Decimos quey € X
es punto limite de la drbita o(xg, f) si existe una sucesion de nimeros
naturales:

{TZZ‘ (1?217 n <ng<ng<...,

tal que:

lim f"(zg) = v.

17— 00
La coleccion de todos los puntos limite de o(xg, ) es el omega conjunto
limite de xo bajo f. A este conjunto lo denotaremos como w(xy, f). Asi:

w(zo, f) ={y € X | y es un punto limite de o(xy, f)}.
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Al conjunto de todos los puntos limite de todas las trayectorias de f lo de-
notaremos como A(f). Cuando no haya duda de la funcion con la que se
estd trabajando simplemente se denotard como A. Entonces tememos que

A= U w(z, f).

zeX

De la definicién anterior se sigue de inmediato que si zy es un punto fijo
bajo f, entonces w(xo, f) = {zo}

3.8.2 Ejemplo. Sea T :[0,1] — [0,1] la funcion tienda dada por:
T(m):{2x’ stx < 3,

2—2x, six>

NI N

1. Sixy = %, entonces w(xo, T) = {%,g} Esto lo podemos ver ya que
o(zo,T) = {%, %}; es decir, xo es un punto de periodo dos y, por tanto,

dada una sucesion de numeros naturales {n;}5°, tendremos dos opcio-

nes T (xg) = %, si n; es par, o T (xg) = %, st n; es impar, tomando

las subsucesiones de nuestra sucesion original n;, de numeros pares e
impares n;, Yy n;; respectivamente, tenemos lo siguiente:

Y
1 —>00
Tim T (2g) = {4}.
15—>00
Por tanto, w(xo, T) = {2, 2}.

Sea n € N fijo. Si zg = (5)", entonces w(zxo,T) = {0}. Observemos
primero que:
T(1)=2-2-1=2-2=0

Ahora si x < % entonces T*(x) = 28 -z, como la n es fija entonces
tenemos que:

T () = 2" - (%)" —1,

de donde, T""(xo) = 0. Por lo que, dada una sucesion de nimeros
naturales {n;}2,, tendremos que

lim 7" (x9) =0

1—00

y, por tanto, w(xo, T) = {0}.
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Ahora daremos algunas propiedades del conjunto omega limite.

3.8.3 Proposicion. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una
funcion continua y k € N fijo. Entonces para toda x € X, se tiene que

flw(z, ) = w(f(2), ).

Demostracion. Sean k € N fijo y zp € X. Tomemos yy € f(w(zo, f¥)).
Entonces existen zy € w(wg, f*) tal que f(z) = yo y una sucesion {n;}2, tal
que lim f*"(20) = 2, , por la continuidad de f, se tiene que:

1—00

S(lim f* (2)) = lm FE(f(z0)) = f(20) = o

1—>00

De donde yo € w(f(z0), f*) v, por lo tanto, f(w(zo, f*)) C w(f (o), f*).
Ahora sea y € w(f(zo), f¥). Entonces existe una sucesiéon de nfimeros na-
turales {n;}32, tales que lim f*"i(f(zy)) = yo. Observemos que de lo anterior
1—00

tenemos que:

S(lm [ (3)) = lim FE(f(20)) = yo,

1—>00
esto gracias a que X es compacto y f es continua, de donde y € f(w(zo, f¥)).
[

3.8.4 Proposiciéon. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una
funcion continua y k € N fijo. Entonces para toda v € X, se tiene que:

k-1
w(a, )= Jw(F @), ).
=0
k-1
Demostracion. Sean k € N fijo y o € X. Tomemos y, € U w(f (o), f*).
=0

Entonces existe {n,; }2°, tal que lim f*"*7(2) = y, nombremos m; = kn; +j
1—00
para cada ¢, de donde tenemos que:
lim f* (20) = lim f**7 (z0) = yo,
71— 00 71— 00
k-1
lo que implica que yy € w(xo, f) y, por lo tanto, U w(f(z0), f*) € w(zo, f).

=0
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Tomemos ahora yy € w(x, f). Por definicion, existe una sucesion {n;}°,
tal que lim f™(zg) = yo. Entonces para alguna j con 0 < j < k, se tiene que
1—00

n; = 7 (méd k) para una infinidad de subindices i, de donde tenemos que:

hm [ (zo) = hm I () = yo,

k—1 k-1
de donde yo € U w(fi(xo), f*) v, por lo tanto, w(zg, f) C U w(fi (o), f*).
j=0 Jj=0

]

3.8.5 Proposiciéon. Sean X un espacio métrico compacto f:X — X una

funcion continua y v € X. Entonces w(z, f) = ﬂ CI{f*(x) | k >n}).

Demostracion. Sea y € ﬂ CI({f*(x) | k > n}). Entonces en particular
n=0
y € Cl({f*(x) | k > 1}). De donde, existe una subsucesion {f* (z)}22, de la
sucesion { f¥(x)}22, que converge al punto y. Por lo tanto, y € w(z, f).
Sea y € w(x, f). De donde, existe una subsucesion { f* (z)}%°, de la suce-
sion { f*(2)}32, que converge al punto y. Por tanto, y € CL({f*(x) | k > 1}).
En Consecuencia y € Cl({f*(x) | k > 1}) para cada n € N. Por lo tanto,

yeﬂm{fk )| k> nb). 0
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Capitulo 4

Transitividad Topolbogica

La transitividad topologica es una caracteristica global de los sistemas di-
namicos. El concepto de transitividad topolégica se remonta a George David
Birkhoff, quién lo utilizo en los afos veinte [7].

Como motivacion para el concepto de transitividad topologica de un sis-
tema dinamico discreto (X, f), podemos pensar en un sistema fisico real, en
el cual los estados no pueden ser dados o medidos de manera exacta, restrin-
gido a cierta incertidumbre. Asi que, en lugar de puntos, uno deberia estudiar
“pequenos” subconjuntos abiertos del espacio fase y describir como se mue-
ven en el espacio. Por ejemplo, si la minimalidad de (X, f) requiere que todo
punto z € X visite cada conjunto abierto V' de X; es decir, f"(x) € V para
alguna n € N, entonces tal vez uno desearia estudiar el siguiente concepto:
todo subconjunto no vacio y abierto U de X visita cualquier subconjunto no
vacio y abierto V' de X en el siguiente sentido: f™(U) NV # () para algu-
na n € N. Si el sistema (X, f) tiene esta propiedad, entonces lo llamaremos
topolégicamente transitivo. Intuitivamente, una funciéon topologicamente
transitiva f, tiene puntos los cuales en algiin momento se irdn moviendo de
una vecindad arbitrariamente “pequenia’ en otra, al iterarlos bajo f. Como
consecuencia, el sistema dindmico no se puede descomponer en dos subsiste-
mas (subconjuntos disjuntos con interior no vacio) los cuales no interactian
bajo f: es decir, son invariantes bajo nuestra funcion.

El concepto de “transitividad topologica” no ha sido unificado, algunos
autores lo llaman “regionalmente transitiva”’, “topolégicamente ergédica” o
“topologicamente indescomponible o irreducible”. Por otro lado, algunos au-
tores trabajan la nocién de topolégicamente transitivo con definiciones que
son diferentes o, en general, no equivalentes a la nuestra. Por ejemplo, f es
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llamada, algunas veces, topolégicamente transitiva, si existe un punto z € X
cuya Orbita es densa en X. Mas adelante veremos que, si X es compacto la
definicion antes mencionada es equivalente con la nuestra.

4.0.1 Notacion. A lo largo de este trabajo Transitividad significa Tran-
sitividad topoldgica.

4.1. Definiciones equivalentes de transitividad
topologica

Veremos ahora las dos definiciones mas frecuentes y no equivalentes de
transitividad topologica.

4.1.1 Definicién. Sean X un espacio métrico y f : X — X funcidn conti-
nua, consideremos lo siguiente:

1. Para cada par de abiertos no vacios U y'V de X, existe n € N tal que:
M U)Nv #£40.

2. Existe un punto xog € X tal que, la orbita de xy es densa en X.

4.1.2 Definicion. Sean X un espacio métrico, f: X — X funcion continua
y o un punto en X tales que, la orbita de xo es densa en X. Entonces xg
es llamado punto transitivo y denotaremos al conjunto de puntos transiti-
vos de (X, f) como tr(f). Los puntos que no sean transitivos los llamaremos
puntos intransitivos, al conjunto de puntos intransitivos de (X, f) lo de-
notaremos como intr(f).

Adoptaremos la condicion 1 de la Definiciéon 3.1.1 como la definicion de
transitividad topologica, para abreviar, nos referiremos a ella como la condi-
cion (TT). La condicion 2 de dicha definicion es conocida como la condicion
de la orbita densa, para abreviar, nos referiremos a ella como la condicién
(OD). Observemos que algunos autores toman esta ultima condicion como
la definicién de transitividad topolégica. En general, las dos condiciones son
independientes como veremos en los siguientes ejemplos.

4.1.3 Ejemplo. Sean X = {0} U {1 | n € N} dotado con la métrica usual
de los Reales y f : X — X dada por, f(0) =0y f(%) = #1, para cada n €
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{1,2,...}. Claramente, f es continua. El punto xy = 1 es un punto transitivo
para (X, f), para ver esto mostraremos que la cerradura de la orbita de x
bajo f es el espacio X. Observemos primero que o(xg, f) = {1,%,..., 2, ...}

es una sucesion de puntos que converge a 0 de donde 0 € Clxz(o(xo,ilf)) Y,
por tanto, Clx(o(xo, f)) = {0} U {1 |neN} =X.

Ahora (X, f) no es topoldgicamente transitivo, ya que, tomando U = {%}
y V ={1}, tenemos que f*(U)NV = 0. Por tanto (OD) no implica (TT).

Antes de pasar al siguiente ejemplo, mostraremos algunos resultados de la
teoria de los sistemas dindmicos que nos seran de mucha ayuda para entender
por completo el ejemplo que expondremos. Todos estos resultados se pueden
encontrar para mayor detalle en [28] en las paginas 12, 96 y 99.

4.1.4 Notacion. Sean A C R un intervalo, f : A — A una funcion continua
y [a,b] C A un intervalo. Por f([a,b]) nos referimos a la imagen de [a,b] bajo
f; esto es:

f([a,0]) ={y € R |y = f(x) para algin x € |a,b]}.

4.1.5 Proposicién. Sean A C R un intervalo, f : A — A una funcidn
continua y [a,b] C A un intervalo.

1. 8t f([a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en |a,b).
2. Sia,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a,b].
Demostracion. 1. Como f([a,b]) C [a,b], se tiene que:
a< fla) y [f(b) <D

Sea h : [a,b] — R dada por, h(x) = f(x) — x. La funcién h es continua
en el intervalo [a, b], ademas:

h(a) =20 y h(b) <0.

Por el Teorema del valor intermedio, existe ¢ € [a, b] tal que h(c) = 0.
En consecuencia, f(c) = c.

2. Como [a,b] C f([a,b]), entonces existen oy 3 en el intervalo [a, b] tales
que, f(a) =ay f(B) =b. Observemos que f(a) < ay f(8) <.
Consideremos ahora, h : [a,b] — R dada por, h(z) = f(z) — .
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Tenemos que h(a) < 0y h(fB) > 0, por el Teorema del valor intermedio,
existe ¢ € [min{a, }, méx{a, f}], tal que h(c) = 0. En consecuencia,

ce€la,bly flc) =c -

4.1.6 Definicion. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcion continua lineal por partes

definida por:
. 1.
T(w) = 2x, sz‘xg?
2(1—x), six> 3.
A la funcion T se le conoce como la funcion Tienda.

4.1.7 Proposicion. Para todan € N y para cadam € {0,1,2,...,2"—1}, la

n-ésima iteracion de la funcion tienda T™ restringida al intervalo [2%, m2—i§1],

es decir,

T”|[ ] D [E, ] — [0,1]

o E

es un homeomorfismo.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre n. Veamos que la
proposicion es cierta para n = 1. En este caso, m € {0,1}. Si m = 0,
es inmediato que T : |0, %] — [0,1] es un homeomorfismo, ya que en ese
intervalo T'(z) = 2z. Si m = 1, entonces T : [5,1] — [0,1] es también un
homeomorfismo, ya que en ese intervalo T'(x) = 2 — 2.

Supongamos que es vilido para n = k; asi, para cadam € {0,1,2,...,2"—
1}, se tiene que:

Tk|{2mk7n9:1] 5 5] = [0,1]

es un homeomorfismo. Sean n =k +1y m € {0,1,2,...,2kt — 1}
Observemos que si m < 2¥ — 1, entonces:

y la funcién 7%+ se puede expresar de la siguiente manera:

e 2] D [ 28] 5 o, 1)

Ambas funciones son homeomorfismos, la segunda de ellas por hipotesis de
induccion. Por tanto:

Tk“\[?%,;rz_ﬁ] D [g2e, BE = [0, 1
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es un homeomorfismo.
Notemos ahora que si 28 < m < 2¥+1 — 1, entonces:

y la funcion T%*! se puede expresar de la siguiente manera:

k
m_ m+l T 2kl 1 2kt | T
|:2k+1 ’ 2k+1} [ 2k ) 2k [07 1}

Como 2F < m < 281 — 1, se tiene que:

_ka_m21_2k+1’
2k+1_2k_122k+1_m_120
2k —1 > 2k —m —1>0.

Y

y se sigue que la primera funcién es un homeomorfismo, asi como la segunda
funcion por hipoétesis de induccién. Por tanto:

k+1 ' )
g | 21:117721—1_}} : [21:?-17 5111] — [O, 1]

es un homeomorfismo. O]

4.1.8 Proposicién. Sean T la funcion tienda y (a,b) con a < b, tal que
(a,b) C [0,1]. Entonces existe N € N tal que TV ((a,b)) = [0, 1].

Demostracion. Como a < b, existe N € N tal que QLN < b_T“ Entonces existe
un valor m € {0,1,2,...,2Y — 1} tal que

(3% %] C (a,D).
Por la Proposicion 4.1.7, se sigue que TV ((a, b)) = [0, 1]. O

4.1.9 Proposicién. El conjunto de los puntos periddicos de la funcion tien-
da, Per(T), es denso en [0, 1].

Demostracion. Sea (a,b) C [0, 1] con a < b, procediendo como en la Propo-
sicion 4.1.8, podemos tomar N € Ny m € {0,1,2,...,2Y — 1} tales que:

(3%, 5% C (a,b).

Como TN( [, 24 ] ) = [0, 1], podemos aplicar la Proposicion 4.1.5 para

encontrar un punto fijo de la funcion TV en [3%, 2.
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Asi, concluimos que existe:
Tg € [2%72——;1} C (CL, b)

tal que T™(x9) = x¢. En consecuencia, Per(T) N (a,b) # 0 y, por tanto,
Per(T) es denso en [0, 1]. O

4.1.10 Ejemplo. Mostraremos ahora que (TT) tampoco implica (OD). Pa-
ra esto, sean I =0, 1], la funcion tienda T, Per(T') el conjunto de todos los
puntos periodicos de Ty f = T|pex(r). Entonces el sistema dindmico produ-
cido por la pareja (Per(T), f) no satisface la condicion (OD), ya que Per(T)
es infinito pues tiene drbitas de periodo 3, a saber:

0(§7T):{%7§7%7§7"'} Yy 0(%’T>: %7%)%7%7'"}'

Y por el teorema de Sharkouvskii [28], la funcion tienda tiene orbitas periddicas
de todos los periodos; es decir, Per(T) es infinito y, por la Proposicion 4.1.9,
Per(T) es denso en I. Observemos también que la orbita de cualquier punto
periddico es un conjutno finito y, por lo tanto, el sistema (Per(T), f) no
satisface (OD). Notemos que, por la Proposicion 4.1.8, la condicion (TT) se
cumple. Observemos que, en este caso, el conjunto de puntos intransitivos
para [ es el espacio total; es decir, Per(T).

Con los ejemplos anteriores hemos visto que las definiciones de transiti-
vidad topologica y orbita densa no son equivalentes, Sin embargo, bajo la
suposicion de algunas hipotesis para nuestro espacio fase (o en la funcion),
las dos definiciones son equivalentes. Antes de pasar con el siguiente resulta-
do daremos unas definiciones y dos lemas de topologia que utilizaremos para
su demostracion.

4.1.11 Definicién. Sea X un espacio topologico. Entonces diremos que X
es seqgundo numerable si su topologia tiene una base numerable.

4.1.12 Definicion. Sea X un espacio topologico. Diremos que X es sepa-
rable si contiene un conjunto denso y numerable.

4.1.13 Lema. Sea X es un espacio métrico. Entonces X es separable si y
solo st X es sequndo numerable.

Demostracion. Supongamos que X es separable. Entonces existe un subcon-
junto denso y numerable {z,}>2; contenido en X. Dada n € N definimos
B, = {Vf(xn) | k € N}.

k
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o0

Llamemos B = U B,.. Entonces B es una familia numerable de subcon-

n=1

juntos abiertos de X. Veremos ahora que es una base para la topologia de
X.

Sea U un abierto de X. Como {z,}>°, es denso en X, existe m € N
tal que x,, € U. Como U es un abierto, existe ¢ > 0 tal que V4(x,,) C U.

Entonces existe k € N tal que % < ¢, de donde Vf(a:m) Cc U. Por lo tanto, B

k
es una base.

Supongamos ahora que X es segundo numerable. Sea B = {B,}7°, una
base numerable para la topologia de X. Para cada n € N, tomemos un punto
T, € B, y llamemos D al conjunto formado por dichos puntos. Notemos
que D es un conjunto numerable, veamos que también es denso en X. Para
esto, sea U un abierto distinto del vacio de X. Observemos que al ser B una
base, existe n € N tal que B, C U y, por lo tanto, x, € U. En conclusion,
DNU # 0, por lo tanto, D es denso y X es separable. O

4.1.14 Lema. Si X es un espacio métrico compacto, entonces X es sequndo
numerable.

Demostracion. Definamos, para cada n € N, A, = {Vi(z) | z € X}. Cada

n
una de las A,, es una cubierta abierta de X. Como X es compacto, para cada

n € N, existe una subfamilia finita B,, de A, que cubre a X.
e.9]

Sea B = U B,. Observemos que B es numerable al ser la unién nume-

rable de conj%r;tos finitos. Veamos ahora que es una base para la topologia
de X.
Sean x € X y U un abierto de X con z € U. Como X es métrico, existe
e > 0 tal que V.(z) C U. Tomemos N € N tal que 2 < e. Como By cubre a
X, existe y € X con z € V1 (y). Si z € V1 (y), entonces se tiene que:
N N

A, 2) < d(z,y) +d(y,2) < L+ L =2 <e

En consecuencia, z € V.(z) y, por tanto, V1 (y) C Vi(x) C U. De donde, B
N

es una base. ]

4.1.15 Lema. Sean X un espacio métrico y f : X — X funcion continua.

Si f es transitiva entonces para toda pareja de conjuntos abiertos y no vacios
de X digamos U y V, existe m € N tal que f~™(U)NV # (.
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Demostracion. Sean U y V' abiertos no vacios de X. Como f es transitiva
existe m € N tal que f™(V)NU # 0. Observemos que la preimagen de una
funcion continua se “porta” bien con las intersecciones, de donde:

UV 0) =MV N fTHO) = V)N IO # 0.
Procediendo de la misma forma m veces obtenemos que f~™(U)NV # (. O

4.1.16 Lema. Sean X un espacio métrico, f : X — X funcion continua,
suprayectiva y transitiva y U un abierto no vacio de X. Entonces:

v=_Jrmw

es un conjunto abierto y denso en X.

Demostracion. Claramente V es un abierto. Ahora sea W un abierto de X.
Notemos que:

vaw = (Jr)nw = JFw)nw) #0

Esto pasa gracias a la propiedad distributiva de las uniones e intersecciones.
Como f es transitiva, existe m € N tal que f~™(U)NW # () y, por tanto, se
cumple lo requerido. O

4.1.17 Teorema. Sean X un espacio métrico y f : X — X funcion con-
tinua y suprayectiva. Si X no tiene puntos aislados, entonces la condicion
(OD) implica (TT). Si X es separable y de la sequnda categoria, entonces la
condicion (TT) implica (OD).

Demostracion. Para la primera parte del teorema, observemos que X es per-
fecto, ya que no tiene puntos aislados. Ahora, existe xq € X tal que su orbita
es densa en X. Sean U y V abiertos de X. Como o(xg, f) es densa, existen
m € Ny n € N tales que f"(z9) € Uy f"(zo) € V. Sin pérdida de generali-
dad, supongamos que m < n. Observemos que f"(xg) € f*~™(U) NV y, por
lo tanto, la condicion (TT) se cumple.

Para la segunda parte del teorema, por hipotesis, tenemos que X es se-
parable y de la segunda categoria y que la condicion (TT) se cumple. Ahora,
supongamos que f no tiene o6rbitas densas. Notemos que, por el Lema 4.1.13,
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X es segundo numerable. Sea {V,,}°°, una base numerable para la topologia
de X. Para cada z € X, existe algtin V,,, € {V,,}°2, tal que f*(z) ¢ V,,, para
ninguna £ > 0. Por el Lema 4.1.16:

U
k=0

es un abierto y denso de X. Sea A, el complemento de esa unién. Entonces
A,, es un conjunto cerrado y denso en ninguna parte que contiene a x.
Observemos que la familia {A,,, | * € X} es numerable, ya que {V,,}>° es
una base numerable. Asi, X = U Ay, , lo cual es una contradiccion al hecho

reX
que X es de la segunda categoria. Por lo tanto, f tiene al menos una o6rbita

densa. ]

4.1.18 Teorema. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X fun-
cion continua y suprayectiva. Entonces las condiciones (TT) y (OD) son
equivalenetes.

Demostracion. Supongamos que la condicion (OD) se cumple; es decir, existe
xo € X tal que su orbita es densa en X. Sean U y V abiertos de X. Como
o(zo, f) es densa, existen m € Ny n € N tales que f"(z9) € Uy f"(z0) €
V. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n. Observemos que
fM(xo) € f™(U)NV y, por lo tanto, la condicion (TT) se cumple.

Ahora supongamos que la condicion (TT) se cumple. Veamos que cumple
(OD).

Como X es un espacio métrico compacto, dada k € N, existen x1g, ...,
Zn,k € X y las correspondientes bolas abiertas de radio %, centradas en dichos
puntos, tales que:

ng
X = v%(xjk).

J=1

Sea {U;}32, la coleccion formada por dichas bolas. Para cada n € N, tomemos
A, = U f~™U,). Por el Lema 4.1.16, cada A,, es un abierto y denso de X.

m=1
Por el Teorema 2.1.42 y 2.1.43, tenemos que:
A=A, #0.
n=1
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Sea xg € A. Mostraremos que la 6rbita de xg es densa en X. Para esto, sean
U un abierto de X, yo € U y ¢ > 0 tales que V,,(yo) C U. Tomemos k € N
tal que £ < €. Observemos que existe un elemento de {U;}:2; que tiene al

punto yy. Por tanto, existe 1 < 7 < ny tal que:

Yo € V1 (@) C Veo (o) € U

o
Como zy € A, xy € U J7™(Vi(zjx)). Por lo tanto, existe n € N tal que
z
m=1

fM(xo) € V% (x;1) C U; es decir, la orbita de z tiene un elemento en U vy,

por tanto, es densa. O

4.1.19 Lema. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X funcion
continua. St f es transitiva entonces f es suprayectiva.

Demostracion. Supongamos que f no es suprayectiva. Entonces existe y € X
tal que para cualquier otro punto z € X se tiene que f(z) # y. Notemos que,
como X es compacto, f(X) también es compacto y, por tanto, un subconjunto
cerrado. De aqui, X \ f(X) es un subconjunto abierto el cual contiene a y.
Como X es métrico existe € > 0 tal que V. (y) C X \ f(X), de donde, para
cualquier punto z € V,(y), su preimagen bajo f es vacia; es decir, f(z) # z
para ninguna z € X.

Ahora consideremos los siguientes conjuntos abiertos; X \ {y} v Vi(y).
Entonces tenemos que:

(X \{y})NVi(y) =0 paracada n e N.

Por lo tanto, f no es transitiva. O

A partir de este momento tendremos las siguientes convenciones:

La pareja (X, f), donde X es un espacio métrico compactoy f: X — X
es una funcién continua, la llamaremos sistema dinamico. Si, ademés, X
no tiene puntos aislados, entonces a (X, f) lo llamaremos sistema dinamico
estandar o para abreviar (SDE).

El siguiente teorema es un poco largo pero nos dara las herramientas para
tener equivalencias entre las definiciones de las condiciones (TT) y (OD).

4.1.20 Teorema. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
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10.

11.

12.

13.

1.
15.

f es transitiva.

Para cualquier para de abiertos y no vacios U y V de X, existe un
entero no negativo n tal que f"(U) NV # 0.

Para cualquier abierto no vacio U de X, U f(U) es denso en X.

n=1

Para cualquier abierto no vacio U de X, U fM(U) es denso en X.

n=0

Para cualquier par de abiertos y no vacios U y V de X, existe n € N

tal que f7(U)NV #0.
Para cualquier par de abiertos y no vacios U y 'V de X, existe un entero

no negativo n tal que f~™(U) NV #0.

Para cualquier abierto no vacio U de X, U f(U) es un abierto y

n=1

denso de X.

[e. 9]
Para cualquier abierto no vacio U de X, U f"(U) es un abierto y
n=0

denso de X.

Si E es un subconjunto cerrado e invariante de X ; es decir, f(E) C E,
entonces =X o E es un subconjunto denso en ninguna parte de X.

Si U es un abierto de X y f~Y(U) C U, entonces U =0 o U es denso
en X.

Eziste un punto x € X tal que w(x, f) = X.

Existe un subconjunto Gs denso A de X tal que para cada x € A, se
tiene que w(x, f) = X.

El congunto tr(f) es un subconjunto G5 denso de X.
La funcion f es suprayectiva y el conjunto tr(f) es no vacio.

Q(f) = X y el conjunto tr(f) es no vacio.
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16. La condicion (OD) se cumple.

Demostracion. Tomemos (1) como valido y probemos (2). Sean U y V dos
abiertos y distintos del vacio de X. Por (1), existe un entero positivo n tal
que f(U)NV # (. En consecuencia, existe un entero no negativo m con la
misma propiedad y, por tanto, (2) es cierto.

Tomemos (1) como cierto y veamos que (3) también lo es. Sean U y V

oo

dos abiertos y distintos del vacio de X. Queremos ver que U f™(U) es denso
n=1

en X. Observemos lo siguiente:

(U rw)ynv=Uuwnv)£o.

Esto pasa gracias a la propiedad distributiva de las uniones e intersecciones.
Como f es transitiva, existe m € N tal que f™(U) NV # () y, por tanto, se
cumple lo requerido.
Ahora, supongamos que se cumple (3) y demostremos que (1) se cumple.
o0

Sean U y V dos abiertos de X. Por hipotesis, sabemos que U f™(U) es denso
n=1
en X. Por lo tanto, tenemos que:

(Y ra)nv=Juw)nv)#0.

Esto significa que existe al menos un entero positivo, m, tal que f™(U)NV #
(). De donde, f es transitiva.

Supongamos como verdadero (2) y veamos que (4) también lo es. La
demostracion es similar a (1) implica (3).

Supongamos que se cumple (4) y verifiquemos que (2) también se cumple.
La demostracion es similar a (3) implica (1).

Dejemos que (5) sea cierto y demostremos (1). Sean U y V' dos abiertos
y distintos del vacio de X. Por hipoétesis, existe un entero positivo n tal que
fT™(U) NV # . Notemos que la imagen de un conjunto distinto del vacio
bajo una funcion continua es distinta del vacio. De donde, f(f~"(U)NV) # 0,
aplicando f alo anterior n—1 veces tenemos que f*(f~™(U)NV) # (. Ahora,
notemos lo siguiente:

D% f(fU)NY) CUN V).
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En consecuencia, f*(V)NU # 0 y, por tanto, f es transitiva.

Por el Lema 4.1.15, se tiene que si (1) es verdadero entonces (5) se cumple.

Tomemos (5) como valido y probemos (6). Sean U y V dos abiertos
y distintos del vacio de X. Por (5), existe un entero positivo n tal que
f7(U) NV # 0. En consecuencia, existe un entero no negativo m con la
misma propiedad y, por tanto, (6) es cierto.

Tomemos (5) como cierto y veamos que (7) también lo es. Sean U y V dos

o0

abiertos y distintos del vacio de X. Queremos ver que U f7"(U) es denso
n=1

en X. Observemos lo siguiente:

(U rrmo)nv=Jw)nv)£0.

Esto pasa gracias a la propiedad distributiva de las uniones e intersecciones.
Como (5) se cumple, existe m € N tal que f~™(U) NV # () y, por tanto, es
cierto lo requerido.

Ahora, supongamos que se cumple (7) y demostremos que (5) es valido.

Sean U y V dos abiertos de X. Por hipotesis, sabemos que U f™U) es
n=1
denso en X. Por lo tanto, tenemos que:

(U rro)nv=JFw)nv)£0.

n=1

Esto significa que existe al menos un entero positivo m, tal que f~"(U)NV #
(). De donde, (5) es cierto.

Supongamos como verdadero (6) y veamos que (8) también lo es. La
demostracion es similar a (5) implica (7).

Supongamos que se cumple (8) y verifiquemos que (6) también se cumple.
La demostracion es similar a (7) implica (5).

Supongamos que (2) no se cumple y veamos que (6) tampoco. Por hipo-
tesis, existen dos abiertos distintos del vacio U y V' de X tales que para cada
entero no negativo n, se tiene que f"(U) NV = (. Aplicando n veces f~! a
la igualdad anterior, obtenemos lo siguiente:

frvynu = v)n ) = o) nv) = 0.

De donde, (6) no se cumple.
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Tomemos (2) como valido y veamos que (6) también lo es. Sean U y V dos
abiertos distintos del vacio de X. Por (2), existe n € N tal que f"(U)NV # (.
Aplicando n veces f~! a la desigualdad anterior, obtenemos lo siguiente:

[ V)nU = v)n o) = o) nv) # 0.

De donde, (6) se cumple.

Supongamos que es cierto (6) y probemos (9). Sean E un subconjunto
cerrado e invariante de X, U = Int(E) y V = X \ E. Observemos que,
tanto U como V son abiertos de X y que f~™(U) NV = () para cada entero
no negativo n. Por lo tanto, si tanto U como V fueran distintos del vacio,
entonces habria una contradiccion a (6). En consecuencia, se tiene que alguno
de los dos tiene que ser vacio y, de donde, podemos concluir que E es denso
en ninguna parte si U es vacio o £ = X si V es vacio. Por lo tanto, (9) se
cumple.

Dejemos que (9) sea cierto y mostremos (10). Sea U un abierto de X
tal que f~1(U) C U. Llamemos E = X \ U. F es un cerrado de X tal que
f(E) C E. Si U = (), habremos acabado. Por lo que supondremos que U es
distinto del vacio, lo que implica que E # X. Entonces, por (9), E es denso
en ninguna parte y, en consecuencia, U es denso en X. Por lo que (10) se
cumple.

Tomemos (10) como verdadero y demostremos (6). Sean U y V' dos abier-

tos y distintos del vacio de X. Observemos que, U f7™(U) es un abierto de

n=0
X y que:

f (U f‘"(U)> =J o)y = )

=Jroclrmo.

Por (10), U f7™(U) es denso en X. De donde, U fU)NV # 0. En
n=0 n=0
consecuencia, existe algin entero no negativo m tal que f~™(U) NV # 0y,
por tanto, (6) se cumple.
Supongamos que (11) es cierto. Probaremos que (2) también lo es. Para
esto, sean z € X tal que w(z, f) = X, U y V abiertos no vacios de X.
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Entonces f™(x) € U para algunam € Ny f*(z) € V para alguna n € N. Sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que m < n, de donde f*~™(U) N
V # () y, por tanto, se cumple (2).

Ahora, tomemos (2) como verdadero. Concluyamos que (13) también lo
es. Un punto x en X es transitivo si y solo si sus iteraciones bajo f, visitan
todos los conjuntos abiertos de una base numerable {U,}>°, de X. Notemos
también que, como X es compacto, entonces tenemos:

tr(f) = U £

n=1m=0

Veamos que lo anterior es cierto. Sea « € tr(f). Esto implica que o(z, f) es
densa en X. Por tanto, para cada n € N, existe m € N tal que f™(z) € U,,
con U,, miembro de nuestra base numerable {U,}>° . De lo anterior, se sigue

que paracadan € N, x € U f~™(U,). De donde, x € ﬂ U F™(Uy).

m=0 n=1m=0

Ahoraseax € ﬂ U f~™(U,). Entonces, para cadan € N, z € U F™(U,)
n=1m=0 m=0

y, por lo tanto, para cada n € N existe m € N tales que f"(z) € U,.
Consecuentemente, o(z, f) es densa en X. Por lo que =z € tr(f). Por las

equivalencias demostradas hasta el momento, tenemos que si se cumple (2),
o

entonces (8) también se cumple. Por consiguiente, U f7™(U,) es denso en

m=0

X. Por los Teoremas 2.1.42 y 2.1.43, tr(f) es un subconjunto G5 denso de X
y (13) se cumple.

Supongamos que (13) se cumple y veamos que (12) también se cumple.
Por hipdtesis, sabemos que tr(f) es un subconjunto G5 denso de X. Sea z €
tr(f). Veamos que w(z, f) = X. Sabemos que w(z, f) C X, por lo que falta
ver la otra contencion. Para esto, sea y € X, por hipotesis, Cl(o(z, f)) = X.
Por lo tanto, y € Cl(o(x, f)), por el Lema 2.1.17, para cualquier subconjunto
abierto U de X con y € U se tiene que U No(x, f) # (. De donde, y es un
punto de acumulacion de o(z, f) y, en consecuencia, y € w(z, f).

Tomemos como hipétesis (12) y demostremos (11). Por hipotesis, existe
un subconjunto Gs denso A de X tal que w(z, f) = X para cada x € A.
Como A es un subconjunto Gs denso de X, entonces dada = € A resulta que
w(z, f) = X.

Supongamos que (13) es cierto y probemos que (14) se cumple. Como
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tr(f) es un conjunto G denso, tenemos que tr(f) # 0; es decir, existe z € X
tal que o(z, f) es densa en X; en otras palabras, la condicion (DO) se cumple
y, por el Teorema 4.1.18, f es transitiva. Por el Lema 4.1.19, f es suprayectiva
y, por lo tanto, (14) se cumple.

Tomemos (1) como verdadero y verifiquemos que se cumple (14). Por (1),
f es transitiva. Por el Lema 4.1.19, f es suprayectiva y, por el Teorema 4.1.18,
existe z € X tal que o(x, f) es densa en X. De donde, tr(f) # 0.

Supongamos (14) y veamos que (1) también lo es. Por hipotesis, sabemos
que f es suprayectiva y que tr(f) # ). Por el Teorema 4.1.18, f es transitiva.

Dejemos que (14) se cumpla y mostremos (15). Por hipotesis sabemos que
tr(f) es distinto del vacio, por lo que sélo falta mostrar que Q(f) = X. Por la
Proposicion 3.7.2, Q(f) es un subconjunto cerrado de X tal que f(Q(f)) C
Q(f). Por las equivalencias demostradas hasta ahora, podemos suponer que
(9) se cumple. De donde, concluimos que (f) = X. De esta manera, (15) se
cumple.

Supongamos que (15) se cumple y verifiquemos que (16) es cierto. En-
tonces, por hipotesis, tenemos que tr(f) es distinto del vacio, de donde la
condicion (OD) se cumple y, por lo tanto, (16) es cierto.

Finalmente, tomemos (16) como verdadero y corroboremos que (1) tam-
bién lo es. Por el Teorema 4.1.18, como (OD) se cumple, por hipotesis, en-
tonces f es transitiva. En consecuencia, (1) es verdadero. O

4.1.21 Teorema. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X
funcion continua y transitiva. Entonces X no tiene puntos aislados si y sdlo
st X es infinito.

Demostracion. Supongamos que X es infinito y que xg es un punto aislado
de X. Como f es transitiva, existe n > 0 tal que:

f"{wo}) 0 {mo} # 0.

Por lo tanto, xy es un punto periédico de f y, al ser periddico, su orbita es
finita y consiste de puntos aislados de X. Ademaés, o(xg, f) es un conjunto
abierto de X por ser la union de conjuntos abiertos y es cerrado también, por
ser la unioén finita de conjuntos cerrados. Ahora, por la parte 9 del Teorema
4.1.20, o(zo, f) = X, lo cual es una contradiccion al hecho que X es infinito.

Supongamos que X no tiene puntos aislados. Notemos que como X es
métrico, X es un espacio de Hausdorff. Ahora, todo espacio de Hausdorff
finito s6lo puede tener puntos aislados. Por tanto, como X no tiene puntos
aislados entonces X es infinito (Teorema 27.7 del libro de Munkers [29]). [
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4.2. Transitividad y conjugacion topologica

4.2.1 Definicion. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos diremos que
son topologicamente conjugados, si existe un homeomorfismo h: X — Y
tal que para todo punto v € X, se tiene que ho f(x) = go h(x).

La condicion de conjugacion a veces se expresa diciendo que el siguiente
diagrama es conmutativo:

xt.ox

1)

y 4.y

St h en lugar de ser un homemorfismo, es una funcion continua y suprayecti-
va, entonces diremos que X y 'Y son semiconjugados, que Y es un factor
de X y h serd llamada semiconjugacion.

4.2.2 Observacion. Si (X, f) y (Y, g) son dos sistemas dindmicos conjuga-
dos, entonces las propiedades dindmicas de f son esencialmente iguales a las
propiedades dindmicas de g.

4.2.3 Proposicion. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos conjugados.
Entonces para cada n € N y cada x € X, se tiene que:

h(f"(x)) = g"(h(x)).

Demostracion. La demostracion se hara por induccion. Como f y g son con-
jugadas la afirmacion es cierta para el caso n = 1; es decir, h(f(z)) = g(h(z)).
Supongamos valido para k, asi, se cumple que h(f*(z)) = g*(h(z)), para
cada z € X.
Veamos que cumple para k£ + 1. Observemos que:

h(f (@) = (A (f(2))) = g"(h(f(2))) = g"(g(h(x))) = g"*" (h(=)).

Por lo tanto, para cada z € X y toda n € N se tiene que h(f"(z)) =
g"(h(x)). 0

4.2.4 Proposicion. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos conjugados.
Entonces las funciones g 'Y — Y y f : X — X son conjugadas bajo el
homeomorfismo h™' : Y — X.
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Demostracion. Sea y € Y. Entonces tenemos:

9(y) = g(h(h™ (2))) = h(f(h ™} (2))).

Aplicando h~! a los extremos de la expresion anterior obtenemos:

O

4.2.5 Observacién. Si h es un homeomorfismo por las Proposiciones 4.2.3
Yy 4.2.4 se tiene que:

f(@) = h=(g"(h(x))) y g"(y) = h(f" (A" ().

4.2.6 Proposicion. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos conjugados.
Entonces [ es transitiva si y solo si g es transitiva.

Demostracion. Basta con demostrar una implicacion la otra es analoga. Sean
Uy V abiertos de Y. Observemos que, como h es un homeomorfismo, h=*(U)
y h™ (V) son abiertos de X. Como f es transitiva en X, existe n € N tal
que:

frTH )NV #0.
Aplicando h a lo anterior obtenemos que:

h(f"(hH(U) N AR (V) # 0

y, por la Observacion 4.2.5, tenemos que ¢g"(U) NV # (). Por lo tanto, g es
transitiva en Y. O

4.2.7 Observacion. Si f y g son conjugadas, sabemos que existe un homeo-
morfismo h: X —'Y tal que:

Ahora, notemos que como h es continua y suprayectiva, tenemos que:

{9(y)} = ho f(h(y))),

4.2.8 Proposicion. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos semicon-
jgugados. Entonces la transitividad de f implica la transitividad de g.
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Demostracion. Por la Observacion 4.2.7, la demostracion de esta proposicion
es analoga a la de la Proposiciéon 4.2.6. ]

4.2.9 Observacion. Si (X, f) y (Y,g) son dos sistemas dindmicos y h :
X — Y es una funcion continua e inyectiva tal que:

Entonces se tiene que:

f(x) = h=H(g(h(2))),
de esto tiltimo podemos notar que si h es continua e inyectiva, entonces nin-
guna de las implicaciones entre la transitividad de f y g son ciertas, pero si
en lugar de pedir que h sea continua, pedimos que sea inyectiva y abierta,

entonces la transitividad de g implica la transitividad de f, como veremos a
continuacion.

4.2.10 Proposicion. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos. Si h es
una funcion continua, inyectiva y abierta tal que h(f(x)) = g(h(x)), entonces
la transtividad de g implica la transitividad de f.

Demostracion. Sean U y V' abiertos de X. Como h es abierta, tenemos que
h(U) v h(V) son abiertos de Y. Como g es transitiva, existe n € N tal que:

g"(h(U)) N h(V) # 0.
Aplicando h~1, tenemos lo siguiente:
h=Hg" (M) N A (R(V)) # 0,
pero, por la Observacion 4.2.9, tenemos que:
1 U)ynv £40.

Por lo tanto, f es transitiva en X. ]

4.3. Ejemplos de sistemas dinamicos transiti-
VOS

4.3.1 Proposicién. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces tr(f) = X
sty solo st X es cerrado e invariante bajo f y ningiun conjunto propio de X
cumple con dichas propiedades.
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Demostracion. Supongamos que tr(f) = X. Sean K un subconjunto cerrado
e invariante bajo f de X y x € K. Al ser invariante tenemos que f"(K) C K
para cada n > 0. Por tanto, o(z, f) C K. En consecuencia, Cl(o(z, f)) C K.
Como z un punto transitivo, entonces Cl(o(z, f)) = X vy, por lo tanto, K =
X. Consecuentemente, el tinico conjunto cerrado e invariante bajo f es X.
Supongamos que X es el Gnico conjunto cerrado e invariante bajo f. Sea
x € X y notemos que Cl(o(x, f)) es un subconjunto cerrado e invariante bajo
f de X. De donde, Cl(o(z, f)) = X y, en consecuencia, x € tr(f). Como x
fue arbitrario, tr(f) = X. O

4.3.2 Definicién. Sea (X, f) un sistema dindmico. Diremos que X es mi-
nimal si para cada x € X, se tiene que x es un punto transitivo; es decir,
tr(f) = X, o equivalentemente, si X es cerrado e invariante bajo f y ningin
conjunto propio de X cumple con dichas propiedades.

4.3.3 Observacion. Si un sistema dindmico (X, f) es minimal, entonces
es transitivo. Esto, gracias a que la minimalidad cumple la condicidn (OD)
Yy, ya probamos que es equivalente a la condicion (TT) en espacios métricos
compactos (4.1.20). Sin embargo, la otra implicacion no es cierta. Como
vimos Ejemplo 4.1.10 cumple (TT) pero no es minimal.

4.3.4 Ejemplo. Sean (X, f) cualquier sistema dindmico y xy € X un pun-
to periodico de f. Definamos g = floo,5)- Entonces el sistema dindmico
(o(xg, f),q) es transitivo. Ya que existen n, m € N, z y y € o(xg, f) tales
que f"(xo) = z, f™(xg) = y, pues o(zo, f) es un conjunto finito. Sabe-
mos también que existen dos abiertos U y V de o(xg, f) tales que x € U y
y € V. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m > n y notemos que
g7 M(x) € g™(U)NV, de donde g es transitiva. De donde satisface (TT) y
(OD). Por lo tanto, las 16 condiciones del Teorema 4.1.20 también se cum-
plen. Observemos que (o(xo, f), g) también es minimal.

La siguiente proposicion nos sera de ayuda para demostrar una parte del
siguiente Ejemplo 4.3.6.

4.3.5 Proposicion. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces:
CUX \A) =X\ Int(A).

Demostracion. Sea x € Cl(X \ A). Por el Lema 2.1.17, para cualquier con-
junto abierto U de X se tiene que, U N (X \ A) # ). Por tanto, x ¢ Int(A),
de donde, x € X \ Int(A).
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Sea x € X \ Int(A). Entonces x ¢ Int(A), por lo que para cualquier
conjunto abierto U de X, con x € U, se tiene que U N (X \ A) # 0 y, por el
Lema 2.1.17, x € CI(X \ A). O

4.3.6 Ejemplo. Sean S' el circulo unitario y R, : S* — S! una rotacién
irracional; es decir, sea v un numero irracional, entonces R, estd dada por:

R.(z) = = + 27a,
si tomamos la notacion aditiva de S*, o
Ra<l’) — eQTFiCKx7

st usamos la notacion multiplicativa. Utilicemos la notacion aditiva y veamos
que el sistema (S', f) es transitivo.

Notemos primero que R, no tiene puntos periddicos. Ya que si no fuera
ast, tendriamos que R"(x) = x, para alguna v € S'. Entonces tendriamos
que v +na = x (méd 27), o na = 0 (méd 27). Por lo que o = ™, para
alguna m € N. Contradiciendo el hecho que « es irracional. De donde, R,,
no tiene puntos periddicos. Por lo que R! (x) # Rilpha(x), si j # k y para
cada v € S?

Ahora tomemos v € St y e > 0. Por lo visto en el pdrrafo anterior y como
S! es compacto, o(x, f) tiene un punto de acumulacién. De donde, existen
0<m<n<1tales que d(R(x), R(z)) < €. Sea k =n —m, como R, es
una isometria (Definicion 8.2.23) tenemos que:

d(Ry(), ) = d(Ry (Ra(2)), Ry (v)) = d(Ri(w), Ry (x)) < e.

Por lo que RE es una rotacion por un angulo menor que e. Entonces para cada
y € St, existe r € N tal que d(y, R™*(z)) < e. Consecuentemente, o(x, Ry) es
densa en St.

Veamos ahora que el sistema es minimal. Sean x € S', o(x,R,) y A =
Cl(o(z, Rs)). Supongamos que o(x, R,) no es densa. Entonces S'\ A es un
abierto distinto del vacio tal que R*(S'\ A) C S'\ A. Por (10) del Teorema
4.1.20, S'\ A=0 0 S*\ A es denso en S'. Si pasa lo primero ya acabamos.
Supongamos entonces que S*\ A es denso. Como S'\ A es denso, tenemos
que S* = C1(S'\ A). Aplicando la Proposicién 4.53.5 a C1(S*\ A), obtenemos
lo siguiente:

S' = CI(S!\ A) = S'\ Int(A).
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Como A C S!, por lo anterior, A C S'\ Int(A), pero Int(A) C A. De donde,
Int(A) C S\ Int(A), lo cual es una contradiccion y, por lo tanto, S*\ A = 0.
De esta forma o(x, R,) es densa y, en consecuencia, el sistema es minimal.

4.3.7 Ejemplo. Sea ([0,1],T), donde T : [0,1] — [0,1] es la funcidn tien-
da definida en el Ejemplo 3.8.2. Notemos que, por las Proposiciones 4.1.7 y
4.1.8, tenemos que si J es un subintervalo cerrado de [0,1] que no contiene
al 3, entonces T'(J) es el doble de largo que J. Por lo tanto, T*(J) contiene
al %7 para alguna k. Asi T*Y2(J) es un intervalo cerrado que contiene al 0.
Repitiendo el argumento, obtenemos que T™(J) = [0,1] para alguna n. Es-
ta propiedad implica la transitividad. Sin embargo por la Proposicion 3.1.9,
([0,1],T) no es minimal. En este caso, el conjunto de los puntos intransiti-
vos es igual al conjunto de los puntos periodicos de la funcion T vy, por la

Proposicion 4.1.9, es denso en [0, 1].

4.3.8 Ejemplo. Sea g : [0,1] — [0,1], definida como g(z) = 4z(1 — x).
Entonces g es transitiva. Esto se sigue del hecho que g es topoldgicamente

conjugada a la funcion tienda T, siendo h(z) = sen®*(%E) el homeomorfismo

( [21] pdgina 276). Veamos que efectivamente se cumple que:
hoT(x) = goh(x).

St x < = tenemos que:

N [—=

hoT(z) = sen®(™2%) = sen*(mx).

St x> = entonces:

N |

hoT(x)= senQ(W(Qgh)) = sen2(2”(12_x)) = sen?(7 — 7x) = sen’(7x),

por ser sen’(x) una funcién par. Notemos ahora que:

goh(z) = (4sen’(%))(1 — sen?(%)) = (4sen’ (%)) (cos* (%))
= sen’(™2%) = sen?(mz),

esto gracias a las identidades trigonométricas:
sen?(x) + cos?*(z) =1 y sen(2z) = 2sen(z) cos(x).

En cualquiera caso, se tiene que h o T'(x) = g o h(x) y, por tanto, g es
conjugada a T.
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4.3.9 Ejemplo. Sea ¥ = {s = (s¢, $1,...) | para cada n > 0, s, € {0,1}}, el
conjunto de todas las sucesiones de ceros y unos. Definamos la distancia entre
cualesquiera dos puntos de sigma de la siguiente manera: Sean s = (sg, S1, - - -)
yt = (to,t1,...) en X. Entonces la distancia entre s y t se define como:

C |50 — ]
pls,t) =D ==
n=0

Sea o : ¥ — X la funcion corrimiento, dada por:

o (80, S1, 82,83, - ..) = (81, 82, 83, - - -).

Veamos que (2, 0) es transitivo. Sean t = (to,t1,te,...) ¥y s = (S0, 51, 52, .- .)
dos puntos de 3 y € > 0. Tomemos N € N tal que:

o0

1 < 1
2_n < 2_N < €.
n=N+1
Consideremos el punto u = (to,t1,...,tn, S0, S1,---,5n5,0,0,...).

Por como hemos definido el punto u, las siguientes desigqualdades son
inmediatas:
plut) < ple™(u),s) < e

Tomando U = V.(s) y V = V.(t), se tiene que N TH(U) NV # 0. De donde
o es transitiva en .

Observemos que, como o es transitiva, existe t* € X tal que o(t*,0) es
densa en Y. Para mostrar la existencia de dicho punto, observemos prime-
ro que dos puntos estdn cercanos si sus primeras coordenadas coinciden (y
estardn mds cercanos si el numero de coordenadas en las que coinciden au-
menta). Ast, la idea es proponer dicho punto t*, que al ir avanzando sobre su
orbita, vaya pasando de manera cercana a todos los puntos de Y; es decir,
la tmagen de t* bajo o después de varias iteraciones tenga la propiedad de
cotncidir en las primeras coordenadas con todos los puntos.

Esto es posible ya que, por cada n € N, hay 2" blogques distintos de ceros
y unos cuya longitud es n.

Entonces la construccion del punto t* se hard al poner como coordenadas
todos los bloques de ceros y unos de tamano 1, luego de tamano 2 y asi
sucestvamente. Por lo que el punto tiene la siguiente forma,

#* = (0100011011000001 . . ).
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(3, 0) no es minimal. Observemos que, dado un punto s = (sg, s1,...) € X, el
punto t, = (So, ..+, Sn, 80, -+, Sn,-..) € un punto de periodo n+ 1. Notemos
también que {t,}5°, tiende a s. De hecho el conjunto de puntos periddicos
de o es denso en X.

Sean s = (sg, $1,...) € X y e > 0. Eriste N € N tal que

Consideremos ty = (So, ..., SN, S0, -+, SN, - - .). s inmediato que:
oV (tn) = ty, de donde ty € Per(o).

Se tiene también que p(s,tn) < €. De donde el conjunto de los puntos perio-
dicos de la funcion corrimiento es denso en X.

4.3.10 Ejemplo. Sean X el conjunto de todas las sucesiones de cero y unos
definido en el Ejemplo 4.3.9 con sumétrica p, s = (so, s1,...) yt = (to,t1,...)
en Y. Definimos la suma entre cualesquiera dos puntos de ¥ como:

s+t=/(coc1,...)
donde c; = s; +1t; st s;+1t;, <20¢ =s;+t;, —2 sis; +t; > 2 y llevamos

un 1 a la suma de la siguiente entrada. Ademds, la suma tiene que empezar
desde la primera entrada. Ahora consideremos f : X — X dada por:

f(So,Sl, .. ) = i + (80, S1,.. .),

donde 1 = (1,0,0,...). Entonces [ es transitiva en 3, siendo 0 = (0,0, ...)
un punto transitivo.
Observemos que la la suma s + 1 es asociativa, en el sentido de que:

(s+1)+1=s+(1+1),

para cada s en Y. Fsto dltimo nos permite , en particular, para cada n € N,
definir n-1 de modo natural como la suma de 1 consigo mismo n veces. Asi,
se tiene que:

2:1=141y 3-1=141+1=2-1+1.
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Y en general:
(n+1)-1=1+1+4---+1=n-1+1

Ademds, para cada n € N, f*(s) = s+ n- 1. Asi, la drbita de un punto
s en X% consiste de todos los puntos en X que obtenemos al ir sumando los
miiltiplos de 1 a s. En particular, la drbita 0 es el conjunto de todos los
miiltiplos de 1. Notemos que los puntos de la drbita de 0 son simplemente los
bloques de ceros y unos de tamano 1, de tamano 2, etc. Vistos como en la
construccion del punto t* del Fjemplo 4.3.9. De donde, su orbita es densa en
Y1, Veamos esto iltimo con unos ejemplos:

£(0) = (1,0,0,...)

f2(0) = f(1,0,0,...) =(0,1,0,...)

2(0) = f(0,1,0,...) =(1,1,0,...)

£40) = f(1,1,0,...) = (0,0,1,0,...)

f5(0) = f(0,0,1,0,...) = (1,0,1,0,...)

f%(0) = f(1,0,1,0,...) = (0,1,1,0,...)

f7(0) = f(0,1,1,0,...) = (1,1,1,0,...).
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Capitulo 5

Puntos transitivos e intransitivos

En este capitulo, se hablara sobre los puntos del espacio fase de nues-
tro sistema dindmico. Sobre los puntos que tienen Orbitas densas y los que
no; es decir, los puntos transitivos e intransitivos. Veremos c6mo son estos
conjuntos, cuando nuestro espacio fase a consideracion es infinito, finito o,
nuestro sistema dindmico es estandar. Finalmente, se hablara del concepto de
topologicamente débil mezclador y su relaciéon con el conjunto de los puntos
transitivos.

5.1. Resultados basicos

En esta primera seccion, presentaremos algunos resultados bésicos. Como
las propiedades que tienen los conjuntos de los puntos transitivos e intran-
sitivos de un sistema dinamico. Como primer resultado tenemos la siguiente
proposicion.

5.1.1 Proposicion. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Si f(x) €
tr(f) entonces x € tr(f).

Demostracion. Observemos primero que como o f(x), f) C o(x, f), entonces

Clo(f(x), f)) C Cl(o(z, f)). Como f(x) € tr(f), se tiene que Cl(o(f(x), f))
= X. De donde, X C Cl(o(z, f)) v, por lo tanto, Cl(o(z, f)) = X. O

5.1.2 Observacion. Notemos que por la Proposicion 5.1.1 tenemos que el
stguiente resultado también es cierto:
Si x € intr(f) entonces f(x) € intr(f).
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Ahora, si (X, f) es un sistema dinamico estandar (SDE), entonces en lugar
de tener implicaciones tenemos equivalencias; es decir, se tiene la siguiente
proposicion:

5.1.3 Proposicion. Sean (X, f) un sistema dindmico estindar y x € X.
Entonces x € tr(f) si y solo si f(x) € tr(f).

Demostracion. Supongamos que x € tr(f). Sea U un subconjunto abierto y
distinto del vacio de X. Entonces o(x, f) N U # 0. Por lo que existe n € N
tal que f"(x) € U. Asi, o(f(z), f)NU # 0y, por tanto, f(x) € tr(f).

La otra implicacion estd dada por la Proposiciéon 5.1.1. O

5.1.4 Observaciéon. Una vez mds, por la Proposicion 5.1.3, tenemos lo si-
guiente:

Si (X, f) es un sistema dindmico estandar y f(x) € intr(f) entonces
x € intr(f).

Por las equivalencias del Teorema 4.1.20, tenemos lo siguiente:

5.1.5 Corolario. Si nuestro sistema (X, f) es transitivo, entonces tenemos
que el conjunto de los puntos transitivos tr(f) es un conjunto Gs denso.

Demostracion. Observemos que un punto es transitivo si y so6lo si sus ite-
raciones bajo f visitan todos los conjuntos abiertos de una base numerable
{Un}22, de X. Notemos también que como X es compacto, ((2) implica (13)
del Teorema 4.1.20) entonces tenemos:

tr(f) =) £

n=1m=0

Pero, por el Teorema 4.1.20 resulta que U f~™(U,) es un conjunto abierto
m=0
y denso de X y, con esto, obtenemos lo deseado. O

Una consecuencia inmediata del Corolario 5.1.5 es, si (X, f) es un sistema
transitivo y si o € X es un punto aislado, entonces x( es un punto transitivo.
De hecho el punto xq es periodico. Esto es ya que, como {z(} es un abierto
de X y por ser f transitiva, existe n € N tal que f™({zo}) N {zo} # 0. Por
lo tanto, f™(z9) = xo. Mas atn o(xg, f) = X. De esta manera, el Teorema
4.1.20 toma cierto valor cuando nuestro sistema dinamico es estandar.
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5.2. Sistemas dinamicos finitos e infinitos

Es importante distinguir los dos casos, si el espacio fase X de nuestro
sistema dinamico es finito o no. Algunas ocasiones es de gran utilidad también
distinguir si X tiene puntos aislados o no, o equivalentemente, por el Teorema
4.1.21, cuando la funcién f es transitiva.

Primero consideremos un sistema dindmico (X, f) cuyo espacio fase X es
finito. Si el sistema consiste de un sélo punto periddico, entonces el punto es
transitivo y cualquier otro punto también es transitivo; es decir, el sistema
es minimal.

Ahora, supongamos que X es infinito. El sistema puede no tener puntos
transitivos. Pero el Ejemplo 4.1.3 que se utilizo para demostrar que (OD) no
implica (TT), muestra que el sistema puede tener un tinico punto transitivo.
Notemos que si el sistema tiene dos puntos transitivos, a y b, entonces es tran-
sitivo (y, por el Teorema 4.1.20, también el conjunto de los puntos transitivos
es un conjunto Gy denso). De donde, tenemos el siguiente resultado:

5.2.1 Teorema. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si el sistema tiene dos
puntos transitivos, a y b, entonces es transitivo.

Demostracion. Como vimos en el Teorema 4.1.17 si nuestro sistema dinamico
es estandar basta con que el sistema tenga un punto transitivo para asegurar
la transitividad de (X, f), por lo que consideraremos que X tiene un punto
aislado xo. Si tanto a como b son puntos aislados, entonces ambos {a} y {b}
son abiertos y, como son puntos transitivos, tenemos que existe n € N tal
que f"(a) = b, también existe m € N tal que f™(b) = a. De donde, tanto
a como b pertenecen a la misma oOrbita, donde dicha 6rbita sélo es X. Por
lo que nuestro sistema es transitivo. Entonces supongamos que a no es un
punto aislado. Como a es un punto transitivo y f es una funcién continua,
para alguna n € N y algin abierto U que contenga al punto a, tenemos que
f™(U) = {xo}. Como a es transitivo y U es un conjunto infinito existe k > 0
tal que f"™(a) € U. Entonces o(a, f) es finita, de donde X = o(a, f), si a
es periodico el sistema es transitivo, si no lo es, el punto b al ser diferente de
a y perteneciendo a o(a, f) no puede ser un punto transitivo, lo cual es una
contradiccion. En cualquier caso, el sistema es transitivo. O
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5.3. Sistemas dinamicos estandares

Finalmente, supongamos que (X, f) no es un sistema dinamico arbitrario
e infinito, pero si uno estandar. Entonces los puntos transitivos se comportan
como deseamos. Llamemos = a un punto transitivo en un sistema dinamico
estandar, en este caso, f"(z) es un punto transitivo para cada n € N. Todos
los puntos de la trayectoria de x son mutuamente diferentes, ademas, la
trayectoria de z visita cualquier abierto de X infinitas veces. Recordemos
también que si en un sistema dindmico estandar, existe un punto transitivo,
entonces el sistema es transitivo, Teorema 4.1.17, de donde el conjunto de
los puntos transitivos ¢r(f) es un conjunto Gs denso, equivalencia (13) del
Teorema 4.1.20. Por lo que en un sistema dinamico estandar (X, f) tenemos
las siguientes posibilidades:

1. tr(f) =0 e intr(f) = X, como en el Ejemplo 4.1.10,
2. tr(f) es un conjunto G5 denso y alguno de los dos siguientes casos:
a) intr(f) = 0; es decir, el sistema es minimal, como en el Ejemplo
4.3.6,
b) intr(f) es un conjunto denso, como en el Ejemplo 4.3.7.
El siguiente teorema demuestra que ninguna otra posibilidad existe. Pero

antes daremos una proposicién que nos sera de ayuda en la demostracion del
teorema.

5.3.1 Proposicion. Sea {A,}>°, una familia decreciente de subespacios
compactos de un espacio de Hausdorff X. Si U es un abierto de X tal que

o

ﬂ A, C U entonces eziste N € N tal que A, C U para cada n > N.

n=1

Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto y, para cada n € N,
sea C, = A, \ U. Entonces cada C,, es un cerrado y no vacio de A;. Notemos
que C,y1 C C, para cada n € N. De donde {C,,}°°; es una familia de
cerrados con la propiedad de la interseccion finita. Como A; es compacto,

por el Teorema 2.1.43, tenemos que ﬂ C,, # 0, esto implica que,

ANU) = () A)\U #0,
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lo cual es una contradiccion y, por tanto, el resultado es cierto. O

5.3.2 Teorema. Sea (X, f) un sistema dindmico estdndar. Entonces el con-
Junto intr(f) sdlo puede ser un conjunto vacio o ser un conjunto denso en
X. Equivalentemente, si tr(f) tiene interior no vacio entonces el sistema es
minimal.

Demostracion. Supongamos que Int(tr(f)) # 0. Esto automéaticamente nos
da la transitividad de nuestro sistema ya que es un sistema estandar, Teorema
4.1.17. Ahora, afirmamos que cualquier elemento de la preimagen de un punto
transitivo y es un punto transitivo. Veamos que esto es cierto.

Sean y € tr(f) y z € f~(y). Sabemos que f(x) = y. Por demostrar que
Cl(o(z, f)) = X. Observemos lo siguiente:

Cl(o(z, f)) = Cl({z} Uo(y, f)) = {z} U Cl(o(y, [)).
Como Cl(o(y, f)) = X, z € Cl(o(y, [)) v, por lo tanto:
Cl(o(z, f)) = X,

de donde nuestra afirmaciéon es verdadera.

Como la preimagen de puntos transitivos vuelve a ser un punto transi-
tivo y, como la 6rbita de cualquier punto transitivo intersecta el conjunto
Int(tr(f)), tenemos lo siguiente:

tr(f) = J f"Int(tr(f))).

Podemos notar que ¢r(f) es un conjunto abierto y, al ser nuestro sistema
transitivo, también denso. Entonces el conjunto intr(f), al ser complemento
del conjunto de los puntos transitivos, tr(f), es un conjunto cerrado y denso
en ninguna parte. Mas atn, por las Proposiciones 5.1.1 y 5.1.3, tenemos que
los conjuntos tr(f) y intr(f) son totalmente invariantes; es decir, f(tr(f)) =
tr(f) v f(intr(f)) = intr(f) (observemos que, por el Lema 4.1.19, f es
suprayectiva).

Queremos ver que intr(f) = (). Supongamos que, al contrario, este no es el
caso y tomemos una vecindad cerrada U # X del conjunto intr(f). Entonces

ﬂ f7™(U) = intr(f), ya que la orbita de cualquier punto en U \ intr(f)
n=0

intersecta el abierto X \ U.
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Al ser f una funcién continua que sale de un espacio compacto y llega a
un espacio de Haausdorff, f es una funcion cerrada. De donde, el conjunto
F(X\Int(U)) es compacto y disjunto al conjunto intr(f). Por lo que podemos
encontrar, en U, una vecindad cerrada V' del conjunto intr(f) con f~1(V) C
U. Esto tltimo es cierto ya que, tomando V C f~YU) NU:

fAV) C fAU)N Y U) € () fMU) = intr(f) € Int(U) C Uy, por
n=0
lo tanto, tenemos lo siguiente:

intr(f) = () /" (V) € () f () = intr(f).

n
Denotemos como V,, = ﬂ f7(V). Entonces {V,,}%°, es una sucesion
k=1

decreciente de conjuntos cerrados con ﬂ Vo, = intr(f) C Int(V). Por la

n=1
Proposiciéon 5.3.1, existe m € N tal que:

Ve = fXV)Nf2V)N -0 (V) C Int(V).
Ahora, definamos:
W=VAV,,=Vafiv)yn...nfmHwy).
Entonces W C V y:
W) =N f2v)n-nf V)=V, =VnV, c ViV, = W.

Ademas, observemos que W es una vecindad cerrada de intr(f). Como W C
V, X\V C X\Wy, como X\V es abierto, tenemos que Int(W) # (). Como
0 # intr(f) C Int(V) N Int(Vy—1) = Int(W), tenemos que Int(W) # 0.
Finalmente, la existencia de un conjunto W tal que Int(X \ W) # 0y
Int(W) # 0 contradice la transitividad de f, ya que la orbita de cualquier
punto = € tr(f) N (X \ W) no pasa por el conjunto W. Por tanto, intr(f) =
0. O

5.4. Independencia de los puntos transitivos.
Topologicamente débil mezclador

En esta ultima seccion, veremos la relacion que hay entre el conjunto de
los puntos transitivos y el concepto de débil mezclador en espacios sin puntos
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aislados.

5.4.1 Definicién. Sean (X, f) un sistema dindmico estandar y x,y € tr(f).

Diremos que x y y son independientes si (x,y) es transitivo en el producto;
es decir, en el sistema (X, f)? = (X x X, f X f), donde f x [ estd definida

por (f x )z, y) = (f(x), f(y))-

5.4.2 Definicion. Sea (X, f) un sistema dindmico estindar. Diremos que
(X, f) es topolégicamente débil mezclador si en el sistema existen dos
puntos transitivos independientes.

5.4.3 Observaciéon. Mencionemos que si un sistema dindmico estdndar
(X, f) es topoldgicamente débil mezclador entonces es transitivo, ya que, co-
mo contiene al menos dos puntos transitivos independientes x y y. Por tanto,
cumple la condicion (OD) y, por el Teorema 4.1.18, también serd transitivo.
Mads ain, como (X, f) es débilmente mezclador, por definicion, el punto (x,y)
es transitivo para el sistema producto (X, f)? y, como consecuencia inmediata
del Teorema 4.1.18, el sistema producto (X, f)? también es transitivo.

5.4.4 Definicion. Sean (X, f) un sistema dindmico estindar y E C tr(f).
Diremos que E es un conjunto independiente para el sistema st para cual-
quier coleccion finita de puntos distintos xy ...z, en E, el punto (x1,...,x,)
es transitivo en el sistema producto (X, f)" (cada x; es transitivo en (X, f)).

5.4.5 Definicién. Sean (X, f) un sistema dindmico estindar y E C tr(f).
Diremos que E es totalmente independiente para (X, f) si para cualquier
entero positivo r, el conjunto E es independiente para el sistema (X, f") (no
confundir con el sistema producto (X, f)").

5.4.6 Teorema. Sea (X, f) un sistema dindmico estindar y débilmente mez-
clador. Entonces para cualquier entero positivo n, se tiene que el sistema
producto (X, )" es transitivo.

Demostracion. Sean U y V dos subconjuntos abiertos de X y
NU,V)={neZ| f"(U)NV £ (}.

Por la Observacion 5.4.3, X es transitivo y, por lo tanto, N(U, V) # 0.
Veremos ahora que si U, V, W y C' son abiertos de X entonces existen abiertos
E'y F tales que N(E, F)) C N(U, V)NN(W, C). Esto tltimo es consecuencia de
ser débilmente mezclador pues, por la Observacion 5.4.3, sabemos que (X, f)?
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es transitivo, de donde, existe un entero positivo k tal que f*(UxV)NW xC #
0. Esto es equivalente a decir que f*(W xC)NU XV # 0,0 f5(W)NU # 0
y fH(C)YNV # 0. Nombremos E = f*(W)NUy F = f*C)NV. Tanto
E como F son abiertos no vacios de X. Sin € N(E, F), entonces tenemos lo
siguiente:

fUE)NE = f"(fHC)nV)N fEW)NU #0,

de donde, tenemos que f*(V)NU £ 0y fo(f7*(C))n f~5(W) # 0. Lo que
implica que f"(C)NW # ) y, por lo tanto, N(E, F') C N(U, V) N N(W, C).

Como consecuencia del parrafo anterior, tenemos que ﬂN(Ui, Vi) # 0,

=1
para cualquier coleccion finita de abiertos Uy, ..., U,, Vi,...,V,. Por tltimo,
n

veamos que N(Uy X «-- x U, Vi x -+ x V) = ﬂN(Ui, Vi), lo que implicaria
i=1
que el sistema producto (X, f)" es transitivo.
Para esto, sea k € N(Uy x -+- x Uy, Vi x - -+ x V,,). Esto significa que:

PO X xU)N VL x- x Vi, £ 0.
Lo que es equivalente a decir que:

fRVIx - x V)N Uy x - x Uy, # 0,
o fRVI)NUL # 0, fR(Vo)NUy # 0, ..., f75(V,)NU, # 0. En consecuencia,
k € N(U;,V;) para cada ¢ € {1,...,n} y, por tanto, k € ﬁN(Ui, Vi).

i=1

Ahora, sea k € ﬂN(Ui,%). Entonces k£ € N(U,;, Vi) para cada ¢ €
i=1

{1,...,n}. De donde, f*(U;) N'V; # 0 para cada i € {1,...,n}. Esto sig-

nifica que:
fPUL X - xU)NVE X - x V, £ 0.

Por lo tanto, k € N(Uy X - -+ x Uy, Vi X -+ V). O
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Capitulo 6

Descomposiciones periodicas
regulares para funciones
transitivas

6.1. Transitividad de una funcién y sus itera-
ciones

El proposito de este capitulo es estudiar la trasitividad de las iteraciones
de una funcién transitiva. Como a continuacion veremos, si la iteracion de una
funcion es transitiva entonces la funcion es transitiva. Sin embargo, el regreso
de esa afirmaciéon no siempre es verdadero. A pesar de ello, buscaremos las
herramientas necesarias para garantizar que el regreso también se cumpla.

6.1.1 Proposicion. Sea (X, f) un sistema dindmico. Sin € N y f™ es
transitiva entonces f es transitiva.

Demostracion. Sean U y V' dos abiertos de X. Por hipotesis sabemos que f"
es transitiva de donde existe m € N tal que f"™(U)NV # (). En consecuencia
f es transitiva. ]

El problema es que el inverso de la Proposicion 6.1.1 no siempre es ver-
dadero. Como contra ejemplo, tomemos la funciéon continua lineal por partes
definida de la siguiente forma f(0) =1, f(3) =1, f(3) =4 v f(1) =0. En
la siguiente figura podemos ver la grafica de f:

7



1

0.9}

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4}

0.3

0.2}

0.1
P
0 s n s s s L n . s

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 6.1: Grafica de la funcion f

Entonces f es transitiva, ya que {%} es un subconjunto cerrado e invariante de
[0, 1] el cual es denso en ninguna parte y, por el Teorema 4.1.20, f transitiva,
pero f2 no lo es. Siendo los intervalos [0, 3] y [3, 1] invariantes para la funcion

f2, como podemos ver en la grafica de f2 mostrada en la siguiente figura:

Figura 6.2: Grafica de la funcion f?

Observemos que f2 restringida a cualquiera de estos dos intervalos es transi-
tiva por un argumento en el parrafo anterior.
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6.1.2 Proposicion. Sea f : X — X una funcion continua de un espacio
métrico compacto en si mismo. Si f" es transitiva entonces f™" es transitiva
para cada m > 1.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe m > 1 tal que f™"
no es transitiva. De donde, existen dos subconjuntos abiertos U y V de X
tales que para cualquier entero positivo k, se tiene que:

FEm Uy NV = 0.

En consecuencia, no existe ningin entero positivo [ para el cual se cumpla
que:

frUynv #0,

lo cual es una contradicciéon al hecho que f™ es transitiva. ]

6.2. Preliminares para las descomposiciones pe-
riodicas regulares

La idea de crear las descomposiciones periddicas regulares es dar condi-
ciones para poder hablar de la transitividad de f", tomando como hipotesis
que f es transitiva; es decir, poder probar el regreso de la Proposiciéon 6.1.1.

6.2.1 Definicién. Sea f : X — X wuna funcion continua de un espacio
métrico compacto en si mismo. Diremos que f es totalmente transitiva si
fm es transitiva para cada n > 1.

6.2.2 Proposicion. Sean f : X — X una funcion y A cualquier subconjunto
de X. Entonces lo siguiente se cumple:

n—1 n—1
1. Si f*(A) C A entonces tanto U fY(A) como ﬂ fY(A) son conjuntos
i=0 i=0
invariantes bajo f.
n—1 n—1
2. Si f~"(A) C A entonces tanto U f4(A) como ﬂ f7H(A) son conjun-
i=0 i=0

tos invariantes bajo f1.
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Demostracion. Sea A un subconjunto de X que cumple (1). Queremos de-

n—1 n—1
mostrar que f(U fi(A) c U f*(A) observemos que:
i=0 i=0

AU 7040 = FAU- U ) = (oo ) € rica),

ya que, por hipotesis, f"(A) C A.

n—1 n—1
Ahora probemos que f(ﬂ fi(A) c ﬂ f“(A). Para esto, observemos
i=0 i=0

que, al igual que en las uniones, tenemos lo siguiente:

AN L) = FAN AP A) € G -0 ) € () 1),

ya que, por hipotesis, f"(A) C A. En consiguiente, concluimos el resultado
deseado. La demostracion de la parte (2) se hace de manera similar a la
anterior. O

Para poder discutir sobre las nociones de descomposiciones es preciso dar
algunas definiciones antes.

6.2.3 Definicion. Sean X un espacio topologico, f : X — X una fun-
cion continua y D = {Dy, ..., D,_1} subconjuntos no vacios de X tales que
f(D;i) C Dit1 (médany para 0 < i < n — 1. Llamaremos a D una orbita
periodica de conjuntos.

6.2.4 Observacion. Con las hipdtesis de la Definicion 6.2.3, claramente,
n—1

U D; es un conjunto invariante, cada D; es invariante bajo f", ademds,
i=0
f*(D;) C Diyk (mod n) para toda k > 0.

6.2.5 Definicién. Sean X un espacio topoldgico, f : X — X una funcion
continua y D una drbita periddica de conjuntos. Llamaremos a D una des-

composicion periddica si todos los D; son cerrados de X, D;ND; es denso
n—1

en ninguna parte en X siempre que i # j y, finalmente, U D; = X. Al nu-

i=0
mero de elementos de la descomposicion le llamaremos la longitud de la
descomposicion.
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6.2.6 Observacion. Sean X un espacio topolégico, f : X — X una fun-
cion continua y D una descomposicion periddica de X. La condicion que D;
tenga intersecciones densas en ninguna parte es equivalente a decir que sus
interiores son disjuntos. Pues al ser D; y D; cerrados, tenemos que D; N D;
es cerrado. De donde, tenemos que:

En el caso especial donde los D; son mutuamente disjuntos, entonces cada
D; es un abierto y cerrado del espacio ya que el complemento de cada D;
es la union finita de conjuntos cerrados. Claramente, {X} siempre es una
descomposicion periddica, la llamaremos descomposicion trivial.

6.2.7 Definicién. Sean X un espacio topologico y D un subconjunto cerrado
de X. A D lo llamaremos un cerrado regular si es la cerradura de su
interior.

6.2.8 Proposicion. Si X es un espacio topoldgico entonces ClU(U) es un
conjunto cerrado reqular para cada abierto U de X.

Demostracion. Sea U un abierto de X y llamemos A = CI(U). Veremos que
A = Cl(Int(A)). Observemos primero que U C A, de donde U = Int(U) C
Int(A) y, por lo tanto, A = CI(U) C Cl(Int(A)). Veamos ahora que se
cumple la otra contencion. Para esto, observemos que Int(A) C A, de donde
Cl(Int(A)) C CI(A) = A. Por lo tanto, A = Cl(Int(A)). O

6.2.9 Proposicion. Sea X un espacio topologico. St B es un cerrado reqular
en X y A es un cerrado regular en B entonces A es un cerrado reqular en

X.

Demostracion. Queremos ver que Clx(Intx(A)) = A. Como A es cerrado
en X, se tiene que Clx(Intx(A)) C A. Veamos ahora la otra contencion.
Para esto, observemos que, como A es un cerrado regular en B, tenemos que

A=Clg(Intg(A)) = Clx(Intx(A)) N B, de donde A C Clx(Intx(A)). O
6.2.10 Proposicion. Sean X un espacio topoldgico y {D;}}_, una coleccion
de conjuntos cerrados requlares. Entonces D = U D, es un conjunto cerrado

i=1
reqular.
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Demostracion. Sea U; = Int(D;) para cada i € {1,...,n}. Por la Definicion

6.2.7, sabemos que D; = CI(U;) para cada i. Llamemos V = U U;, notemos
i=1
que V es un abierto de X. Ahora, observemos lo siguiente:

ClV) = C’Z(QUi) = QOZ(Ui) - O D; = D.

i=1

Una vez mas, por la Proposiciéon 6.2.8, se tiene que D es un cerrado regular.
m

6.2.11 Observacion. Los conjuntos abiertos y cerrados son conjuntos ce-
rrados regulares. Sea U un conjunto abierto y cerrado. Notemos que, por ser
abierto y cerrado, tenemos que: Cl(U) = U y Int(U) = U y, por lo tanto,
U= Cl(Int(U)).

6.2.12 Definiciéon. A una descomposicion periddica la llamaremos regular
st cada uno de los elementos de la descomposicion son cerrados requlares.

6.2.13 Observacioén. Por la Observacion 6.2.11, como todos los conjuntos
abiertos y cerrados son conjuntos cerrados requlares, una descomposicion pe-
riddica siempre serd reqular si D;ND; = () para i # j. Supongamos ahora que
una funcion transitiva f admite una descomposicion periodica regular D de
longitud n. Como los elementos de D son invariantes bajo f" y cada uno de
ellos tiene interior no vacio, por (9) del Teorema 4.1.20, f" no es transitiva.
Por lo que una funcion que es totalmente transitiva no puede admitir una
descomposicion periodica reqular.

Para motivar la discusion sobre las descomposiciones periédicas regulares,
consideremos la siguiente funcion lineal por partes, g : [0,1] — [0, 1], definida
de la siguiente forma:



Figura 6.3: Grafica de la funciéon g

La grafica de g se encuentra en la Figura 5.3. Notemos que D = {[0, 1],

[%, 1]} es una descomposicion periodica regular para g. Por lo que ¢* no puede

ser transitiva en [0, 1], por la Observacion 6.2.13. Ademéas, notemos que g2

restringido a cualquiera de los dos elementos de D es una funcién tienda

y, por la Proposicion 7.1.18, del siguiente capitulo, ¢?| ol] y 92|{1 y son
'3 3

totalmente transitiva. La transitividad de g sera establecida por el Teorema
6.2.15. Por la Proposicién 6.1.2, podemos concluir que ninguna iteraciéon par
de la funcion g es transitiva en [0, 1]. Sin embargo, esto no significa que g tenga
una descomposicion periddica regular de longitud 2n, para alguna n > 2. Las
Gnicas descomposiciones para ¢ resultan ser la trivial y la descomposicion
D discutida previamente. El siguiente lema contiene algunas propiedades
basicas de las descomposiciones periddicas regulares.

6.2.14 Lema. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X una
funcion continua y transitiva. Si D = {Dy,...,D,_1} es una descomposicion
periodica reqular para f entonces:

1. CU(f*(Dy)) = Diyy, (mod n) Para toda 0 <i<n—1yk>1;

2. fR(D;) C D; siy solo si k=0 (méd n);

8. fI(Int(D;)) C Int(Di—j mean)) para 0 <i<n—1yj>0;

4. D= U(DZ N D;) es un conjunto invariante y denso en ninguna parte

i#£]
en X.
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Demostracion. 1. Por definicion de descomposicion periddica regular, sa-
bemos que D;ij (méd n) €5 cerrado y, como fH(D;) C Dy, (méd n), tene-
mos que CI(f*(D;)) C CUD;tk (mod n)) = Ditk (med n)- Ahora, veamos
que Dk moany C CU(f¥(D;)). Supongamos que U = Diik (modn) \
CIl(f*(D;)) es no vacio. Entonces U es un abierto en el conjunto ce-
rrado regular D; i (msd n)- De donde, V- = U N Int(D; ik (méd n)) €5 Un
abierto de X. Pero D; es el tinico elemento de D tal que f*(D;) C
Int(Ditk (mod n)), por lo que f7%(V) = 0, lo cual es una contradiccion
al hecho que f*(X) es denso en X, Teorema 4.1.20. Todo fue por el
hecho de suponer que U = D; 1k (med n) \ CI(f*(D;)) es no vacio. Por lo
que concluimos que Diyy (msd ) C CL(f*(D;)).

2. Supongamos que f*(D;) C D;. Sea j = i+ k (méd n) con j # i.
Como f¥(D;) C Dy (méd n), Por la Observacion 6.2.4, se tiene que
f¥(D;) € D;ND;. Pero esto implicarfa que f¥(D;) es denso en ninguna
parte, lo cual es una contradiccion ya que significaria que:

Int(CU(f*(Dy))) = 0.

Por 1, sabemos que CI(f*(D;)) = D4 (méd n) de donde dirfamos que
Int(D;tk (mea n)) = 0. Por la Observacion 6.2.13, sabemos que esto no
es cierto, por lo tanto j = i + k (mdéd n) y j = i; es decir, k = 0
(méd n). La otra implicacion es resultado inmediato de las siguientes
dos contenciones que tenemos por definicion: f(D;) C Dit1 (modn) ¥
f¥(D;) C Ditk (moany- Ya que, como siempre pasa que D; C D; y, por
hipotesis, k = 0 (méd n). Tenemos que f*(D;) C D;.

3. Supongamos que i > j. Si f~I(Int(D;))N Dy # 0, para alguna k # i —j
(méd n), tendriamos algun punto de Dy que es llevado al Int(D;) ba-
jo f7. Pero f/(Dy) N Int(D;) = 0, ya que f/(Dy) # D;. Por lo tan-
to, f~(Int(D;)) N Dy = () para toda k # i — j (m6d n). De don-
de, f79(Int(D;)) C Di—j (médn) ¥, como f~7(Int(D;)) es un abierto,
[~ (Int(D;)) C Int(D;—j (méd n))- La prueba para i < j es similar.

4. Es suficiente mostrar que D es invariante, por (9) del Teorema 4.1.20,
sabriamos que es denso en ninguna parte. Si ¢ Z j (méd n), entonces

i+1# j+1 (médn). Por lo tanto, f(D) C | J(f(D:) N f(D;)) C
i#]
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U(Di-H (méd n) N Djt1 (méd ny) C D.
i#£]
]

6.2.15 Teorema. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una
funcion continua y D = {Dy, ..., D,_1} una descomposicion periddica regu-
lar para f. Entonces f es transitiva si y solo si f™ es transitiva en cada uno
de los D;.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva y sean U y V abiertos que
intersectan a D;. Como D; es un cerrado regular, Int(D;)NU y Int(D;))NV
son abiertos no vacios de X. Por la transitividad de f, existe £ > 1 tal que
fE(Int(D;)NU)N Int(D;) NV # 0. De donde, Int(D;) N fX(Int(D;)) # 0y,
por lo tanto, Int(D;) N f~*(Int(D;)) # 0. Por la parte (3) del Lema 6.2.14,
f7*(Int(D;)) C Int(Di—k (méd n))- Como los interiores de los elementos de D
son ajenos, por la Observacion 6.2.13, i =i — k (md6d n), por consiguiente k
es un miltiplo de n. Con esto tltimo podemos concluir que f" es transitiva
en D;.

Supongamos ahora que f™ es transitiva en cada D;. Sean U y V abiertos
no vacios que intersectan a Int(D;) y Int(D;), respectivamente. Observemos
que W = f~8(V N Int(D;)) es un abierto y no vacio de D;, para alguna
0 < k <n—1. Por la transitividad de f™ en D; existe una m > 1 tal que
frU)NW # 0. De donde, f™*(U)NV # 0y, por tanto, f es transitiva
en X. O]

6.2.16 Observacion. El pedir ser reqular a la descomposicion fue esen-
cial para la prueba del Teorema 6.2.15, ya que, como podemos observar,
€ = {[0,3] U {1},{0} U [3,1]} es una descomposicion periddica de tamano
2 para la funcion g discutida después de la Observacion 6.2.13, pero g* no es
transitiva en ninguno de los dos elementos de C. Por otra parte, una funcion
no transitiva puede admitir varias descomposiciones periddicas regqulares de
la misma longitud. Por ejemplo, la funcion del circulo unitario en si mismo
dada por una rotacion por un dngulo 7 tiene a [0,0 + 7], [0 + 7, 0] como des-
composicion periodica reqular de tamano 2 para cada 6 en el circulo unitario.
La transitividad nos asequra unicidad de dicha descomposicion.

6.2.17 Teorema. Sea X un espacio métrico y compacto. Una funcion f :
X — X transitiva tiene a lo mds una descomposicion periodica reqular de
longitud n.
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Demostracion. Sean C = {Cy,...,Cph1}t vy D = {Dy,...,D,_1} dos des-
composiciones periddicas regulares. Veamos que € = D. Por la Observacion
6.2.13, tanto C; como D, tienen interior no vacio, por lo que C; N D; tie-
ne interior no vacio en X para algunas i,j € {0,...,n — 1}, lo que impli-
ca que C; N Dj es un cerrado con interior no vacio en C; y D;. Notemos
que f*(C; N D;) C C;N D;. Ademas, por el Teorema 6.2.15, " es tran-
sitiva tanto en C; como en D,. El inciso (9) del Teorema 4.1.20, nos di-
ce que C; = C; N D; = D;. El Lema 6.2.14 parte (1), nos asegura que
Citk (méd n) = Cl(f’“((]z)) = Cl(fk(Dj)) = Djik (msd n) Para 1 < k<n-—1.
Por tanto, C = D. O

6.2.18 Lema. Sean X wun espacio métrico y compacto y f : X — X una
funcion continua. Si f es transitiva, G es un subconjunto abierto de X con:

GG, 76,
disjuntos por pares y f~"(G) C G entonces:
€ = {CUG),CU(f~ " (@)),....CUfH(G)}
es una descomposicion periodica reqular.

Demostracion. Como f~'(G) son abiertos y disjuntos, para cada i € {0,. ..,
n—1}, por la Proposicion 6.2.8, se tiene que C1(f*(G)) es un cerrado regular.
Como f es continua, por la Proposicion 2.1.15, se tiene que f(Cl(f~(G))) C
CIf(f7H@R))) c CUfD(G)) para 0 < i < n — 1. Como f™(G) C G,

n—1

por la Proposicion 6.2.2, sabemos que U CI(f~"(@)) es un conjunto cerrado,
invariante y con interior distinto del vaigi%. Como fles transitiva, por la parte
(9) del Teorema 4.1.20, podemos concluir que O CI(f(@)) = X. Por lo
tanto,C es una descomposicion periodica regulari?doe X. O

6.2.19 Lema. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X una
funcion transitiva y Gy un subconjunto de X distinto del vacio, no denso e
invariante bajo f~". Para cada 1 < m < n — 1, primo relativo de n, existe

un abierto no vacio G C Gy tal que f[~"(G) C Gy f[~™(G)NG = ).

Demostracion. Notemos que, por la Proposicion 2.1.19, el conjunto U =

n—1
ﬂ f(Gy) es abierto y no denso, ya que es la interseccion finita de conjuntos
i=0
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abiertos y no densos. Por la Proposicion 6.2.2, U es invariante bajo f 1. Como
f es transitiva, por la parte (10) del Teorema 4.1.20, concluimos que U = (),
ya que la preimagen de un conjunto no denso bajo una funcién continua es
no denso. Para 0 < r <n — 1, tenemos que jm = gn + r para algunas ¢ > 0
y 0 <7 <n—1. Por lo que tenemos lo siguiente:

FIMGo) = [0 (Go) = fT(f"(Go)) C f7(Gh),

la ultima contencion se debe al hecho que f~"(Gy) C Go. Por lo que

n—1 J
ﬂ f™(Gy) € U = . Observemos que {j > 0 | ﬂ f7™(Go) # 0} # 0, ya
j=0 =0

que 0 pertenece a ese conjunto. De donde, podemos notar que:

k=mix{j >0 () f"™(Go) #0}<n—1

=0

k

y, por lo tanto, G = m f7"™(Gy) es subconjunto abierto y no vacio de Gj.
i=0

Como f~™(Gy) C Gy, se tiene lo siguiente:

k k

FUG) = f7™(f(Go)) €[ f ™ (Go) = G

i=0 i=0
y, por ser k el maximo en cumplir la propiedad dicha, se tiene que:

k+1 k+1

FG)NG = {ﬂ FmG)| [ﬂ Fm(Go)| = (/e =0

]

El siguiente lema es una generalizacion del Lema 6.2.19, el cual nos abrira
paso para la prueba de la existencia de una descomposicion periodica regular
para una funcién transitiva f con una iteraciéon prima no transitiva.

6.2.20 Lema. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X una
funcion transitiva, n un nimero natural y Gy un subconjunto abierto de X
no vacio, no denso e invariante bajo f~". Entonces existe un subconjunto
abierto y no vacio G de Gy tal que f~™(G) C G y f7™(G) NG = 0, para
cada m <n —1 con m y n primos relativos.
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Demostracion. Del Lema 6.2.19 sabemos que existe un subconjunto abierto
y no vacio Gy de Gy con f~(G;) C Gy y Gi N f7HGy) = 0. Sea:

{m <n—1| med(m,n) =1} = {1,mq,...,my}.

Supongamos que hemos construido una sucesiéon de conjuntos abiertos y no
vacios Gop D G1 D --+ D G tales que f7"(G;) C Gy G;nN f~™i(G;) =0
para i < j < k. El Lema 6.2.19 nos permite tomar un subconjunto abierto
y no vacio Gj41 de Gj, el cual satisface que G N f7™41(Gjyq) = 0 y
f7"(Gj+1) C Gj11. Podemos extender la construccién anterior por induccién
a la sucesion Gy D G171 D - -+ D Gj. Tomando G = G, tenemos que G C Gy,
G es un abierto y distinto del vacio. Ademads, por la construccidon que se
hizo de G}, notemos que f~"(Gy) C Gy y [f~™(Gy) N Gy = 0, para cada
i €{1,my,...,my}. En consecuencia, f™(G) NG = (), para cada m <n — 1
primo relativo a n. O

6.2.21 Teorema. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X
una funcion transitiva tal que fP es no transitiva, con p un numero primo.
Entonces f admite una descomposicion periddica reqular de longitud p.

Demostracion. Por el la parte (10) del Teorema 4.1.20, al no ser transitiva
fP, existe un subconjunto abierto, no vacio y no denso H de X tal que
fP(H) C H. Como cada 1 < m < p — 1 es primo relativo de p, el Lema
6.2.20 nos asegura la existencia de un subconjunto abierto y no vacio G de
H tal que f[7(G) C Gy GNf™G) =10 paracada 1 < m < p— 1.
Como es para cada m, en particular, se tiene que G'N f_(k_j)(G) = (), para
1 <j<k<p—1. Aplicando f~7 a lo anterior se obtiene que:

0=f7(GEnf*G) =GN fFHG),

de donde G, f~HG),..., f~P~Y(G) son disjuntos por pares. Por lo tanto,
por el Lema 6.2.18, sus cerraduras forman una descomposicién periddica
regular. O]

Los siguientes dos lemas nos daran pauta para la prueba de que si f
es transitiva pero f" no es transitiva, con n no primo, entonces fP es no
transitiva para algin factor primo p de n. Los lemas cubren dos posibilidades.
El casos donde n es el producto de dos primos iguales y el caso cuando son
distintos. Al ser un poco confusa la prueba en la que se tratan los dos casos
al mismo tiempo, se ha optado por tomar los casos por separado.
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6.2.22 Lema. 5i X es un espacio métrico y compacto y f : X — X es

. o 2 L. . .
una funcion transitiva con P no transitiva, donde p es un nimero primo,
entonces fP es no transitiva.

Demostracion. Por la parte (10) del Teorema 4.1.20, al ser f*° no transitiva
existe un subconjunto abierto, no vacio y no denso Gy de X, con f’pQ(Gg) -
Gy. Por el Lema 6.2.20, existe un abierto no vacio G C Gy tal que f*° (G) C
Gy ff™(G)NG = () para cada 1 < m < p? — 1 con m primo relativo
de p?. La Proposicion 6.2.2 nos muestra que el conjunto abierto y no vacio

p—1
V = U f7"(G) es invariante bajo f~?. Mostremos que V es no denso al
0

exhibir que f~1(G)NV = 0. Ya vimos que f~}(G)NG = (). Como cada ip— 1
es primo relativo con p?, se tiene que GN f~7~1(G) = . De donde, aplicando
f~! alo anterior, se obtiene que § = f~HGNf~P~V(Q)) = fF~HG)NFP(G)
para 0 <i < p— 1y, por lo tanto, f~1(G) NV = como se deseaba. Por lo
tanto, fP es no transitiva. ]

6.2.23 Lema. Sean p y q nimeros primos, X un espacio métrico y compacto
y f: X — X una funcion transitiva, con fP9 no transitiva. Entonces fP es
no transitiva o f9 es no transitiva.

Demostracion. Supongamos que fP es transitiva y veamos que f9 no lo es.
Como en la demostracion del Lema 6.2.22, la parte (10) del Teorema 4.1.20
y el Lema 6.2.20 nos dicen que existe un subconjunto abierto, no vacio y
no denso G de X tal que f7(G) C Gy f7™(G)NG = ) para cada 1 <
m < pqg — 1, con m y pq primos relativos. Como j y ¢ son primos relativos,
conl <j<qg-—1y (ff)"9G) = fP(G) C G, podemos aplicar el Lema
6.2.20, usando la transitividad de f?, de donde existe un subconjunto abierto
y no vacio H de G tal que (fP)"9(H) = fP(H)C Hy (ff)7(H)NH =
fP(H)NH =, con 1 < j < q— 1. La Proposiciéon 6.2.2 nos dice que el
p—1
conjunto abierto y no vacio W = U f7"(H) es invariante bajo f4.
i=0
Mostremos ahora que W es no denso al exhibir que f~'(H)NW = 0.
Como H C G, tenemos que fH{(H)NH =0y HN f~0Y(H) =0 siig—1
y pq son primos relativos. Si i¢ — 1 y pg no son primos relativos, entonces
ig — 1 = jp, para alguna 1 < j < ¢ — 1, de donde H N f~0=Y(H) =
HnN f=?(H) = (), por como se construyé H. De donde se puede deducir que
0= fYHNfODH)=fYH)NfH), paral <j<qg—1y, porlo
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tanto, f~(H) N'W = () como se deseaba. En consecuencia W no es denso y,
por lo tanto, f? es no transitiva. ]

Para la demostracion del siguiente teorema haremos uso del Teorema
Fundamental de la Aritmética, el cual nos dice que para todo numero en-
tero positivo n, existe una representaciéon tinica como producto de ntmeros
primos.

6.2.24 Teorema. Sean X un espacio métrico y compacto y f: X — X una
funcion transitiva con f™ no transitiva, para algin nimero natural n que no
es primo. Entonces fP es no transitiva para algin niumero primo p que divide
an.

Demostracion. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, podemos es-
cribir a n como un producto de niimeros primos; es decir, n = pips - - - Pk.
Procederemos por induccién sobre k. Si k = 2 por los Lemas 6.2.22 y
6.2.23, obtenemos el resultado deseado. Supongamos ahora que el resulta-
do es valido para m < k'y con m > 2. Como m — 1 > 1, podemos poner
frrp2Pmet — ((fP1p2ePmo1)PmPmtl Gj g = fP1P2"Pm-1 eg no transitiva, entonces
fP es no transitiva para alguna ¢ < m — 1, por hip6tesis de induccién. Si g
es transitiva, aplicando el Lema 6.2.22 o el Lema 6.2.23 a g obtenemos que
gPm = fPiP2Pm—1Pm eg no transitiva o gPm+l = fP1P2Pm-1Pm+1 g9 no transitiva.
En cualquiera de los dos casos, la hipotesis de inducciéon nos muestra que fP
es no transitiva para alguna i < m + 1. O

6.2.25 Corolario. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X una
funcion transitiva y n > 1. Si f* es no transitiva entonces f admite una
descomposicion periddica reqular de longitud un divisor de n.

Demostracion. Para la prueba de este corolario se tienen que considerar dos
Casos:

1. Si m es un nimero primo, entonces, por el Teorema 6.2.21, f admite
una descomposicion periddica regular de longitud n.

2. Si n no es un nimero primo, el Teorema 6.2.24 nos dice que existe un
ntmero primo p que divide a n tal que f? es no transitiva. Aplicando
el Teorema 6.2.21 a fP, sabemos que f admite una descomposicion
periddica regular de longitud p.

]

90



Existen diferentes circunstancias en donde la existencia de una descom-
posicién perioddica regular es mucho méas facil de demostrar. Consideremos
la més simple de estas circunstancias. Recordemos que una componente es
un subconjunto conexo maximal de X, Definicion 2.1.27. La familia de las
componentes forman una particién de nuestro espacio X, son cerradas por
la Observacion 2.1.29 y pueden ser o no abiertos del espacio. Por la Obser-
vacion 2.1.29, si X tiene una cantidad finita de componentes entonces éstas
son abiertos y cerrados del espacio y, por lo tanto, cerrados regulares. Ade-
més, cada componente debe ser llevada a otra componente bajo una funcion
continua (transitiva) f : X — X.

6.2.26 Teorema. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X una
funcion transitiva. St X tiene una componente con interior no vacio, entonces
tiene una cantidad finita de componentes y ellas forman una descomposicion
periodica reqular. Por lo que si X tiene una cantidad finita de componentes,
entonces ellas forman una descomposicion periédica reqular.

Demostracion. Sea C' una componente de X con interior no vacio. Por la
transitividad de f existe k > 1 tal que f¥(C) N C # 0. Podemos suponer
que k es el minimo con respecto a esa propiedad. Notemos que f/(C) debe
estar contenida en alguna componente D; de X, paracada 0 <i: < k—1,y
f¥(C) debe de estar contenido en Dy = C. No puede suceder que D; = D;,
para 0 <i < j < k—1, ya que esto seria una contradicciéon a la minimalidad

de k. De donde los D; son permutados periédicamente bajo f. Por lo que
k—1

D= U D; es un conjunto cerrado, por ser unién finita de cerrados y, por la
Propés?cién 6.2.2, un subconjunto invariante de X el cual tiene interior no
vacio ya que contiene al interior de C. Por la parte (9) del Teorema 4.1.20,
podemos concluir que D = X. Ahora, por la Observacion 2.1.29, se sigue
que cada D; es un abierto y cerrado del espacio y, por lo tanto, son cerrados
regulares. De donde, se tiene que los D; forman una descomposicion periddica
regular de X. [
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Capitulo 7

Transitividad y Periodicidad
densa en dimension uno

7.1. Transitividad y Periodicidad densa en el
intervalo

Denotemos al intervalo [0, 1] como I. Cuando hablemos sobre intervalos
siempre nos referiremos a intervalos no degenerados. Recordemos que deno-
tamos al conjunto de los puntos perioédicos de una funciéon f: X — X de un
espacio métrico y compacto en si mismo como Per(f).

7.1.1 Definicién. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X una
funcion continua. Si Per(f) es denso en X, entonces diremos que [ tiene
pertodicidad densa.

Periodicidad densa no implica transitividad, como contra ejemplo tome-
mos X un espacio con mas de un puntoy f : X — X la funcién identidad.
Incluso en algunos espacios la implicacion inversa tampoco es cierta. Co-
mo contraejemplo, tomemos como espacio fase X a la circunferencia, y sea
f:S' — S! una rotacioén irracional, como en el Ejemplo 4.3.6.

Sharkovskii probo que si f : I — I es transitiva, donde I = [0, 1], entonces
f tiene periodicidad densa [37]. Este resultado también sera cierto para la
circunferencia. Pero antes de pasar a la prueba de esos teoremas, daremos
algunos resultados que nos facilitaran su demostracion.

7.1.2 Proposiciéon. Sea (X, f) un sistema dindmico. Entonces cualquier
punto periddico pertenece a Q(f).
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Demostracion. Sean x € Per(f) y U un abierto de X que contenga a x. Como
x € Per(f), existe n > 0 tal que f"(z) =z, de donde z € f*(U)NU vy, por
lo tanto, = € Q(f). O

La prueba de la Proposicion 7.1.3 se puede consultar en la pagina 77 del
libro de Block y Coppel [8]. Esta proposicién nos ayudaré en la prueba de
la Proposicion 7.1.4 que es fundamental para la demostracion del Teorema
7.1.5.

7.1.3 Proposicién. Sean (I, f) un sistema dindmico y J un subintervalo
abierto de I que no contiene puntos periddicos de f. St x € J es no errante,
entonces J no contiene ningun otro punto de la orbita de x.

7.1.4 Proposicion. Sea (I, f) un sistema dindmico. Entonces Cl(Per(f)) =
Q(flacs)-

Demostracion. De la Proposicion 7.1.2 podemos concluir que Cl(Per(f)) C
Q(flas))- Veamos ahora la otra contenciomn.

Sean y € Q(flacs)) ¥y U cualquier abierto conteniendo a y. Entonces U N
f™U) # 0, para alguna m > 0. Por la Proposicion 7.1.3, U debe contener
un punto periédico y, por lo tanto, Q(f|acs)) C Cl(Per(f)). ]

7.1.5 Teorema. Sea (I, f) un sistema dindmico con f transitiva. Entonces
Cl(Per(f)) = I; es decir, el conjunto de los puntos periddicos de f es denso
en I.

Demostracion. Por la Proposicion 7.1.4, sabemos que Cl(Per(f)) = Q(f|ac)-
Como f es transitiva por el Teorema 4.1.20 inciso (15), se tiene que Q( flo(y)) =
1. ]

El Teorema 7.1.5 puede ser generalizado, pero antes de eso necesitaremos
algunas definiciones y una proposicion.

7.1.6 Definicion. Un conjunto R es una relacion si todo elemento de R
es un par ordenado; es decir, si para cada z € R, existen x y y tales que
z = (z,y). Si R C A X B, diremos que R es una relacion entre A y B y, si
R C A x A, diremos, simplemente, que R es una relacion en A.

7.1.7 Definicién. Sean S un conjunto y R una relacion en S. R es llamada
reflexiva en S, si para cada a € S, se tiene que a estd relacionado consigo
mismo.
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7.1.8 Definicién. Sean S un conjunto y R una relacion en S. R es llamada
transitiva en S, siempre que para cada a,b y c € S, si a estd relacionado
con b y b estd relacionado con ¢ entonces a estd relacionado con c.

7.1.9 Definicién. Sea S un conjunto. Una relacion R en S es antisimé-
trica siempre que para cada a yb € S, st a estd relacionado con b y b estd
relacionado con a entonces a = b.

7.1.10 Definiciéon. Una relacion R en un conjunto S que es reflexiva, an-
tisimétrica y transitiva se le llamard un orden parcial en S. A la pareja
(S, R) se le llamard conjunto ordenado.

7.1.11 Definicién. Sean S un espacio vectorial sobre los reales y A C S.
Diremos que A es convexo (en S) si y sdlo si para cualesquiera x yy € A
se tiene que:

{1—=t)x+ty|te|0,1]} C A

7.1.12 Definicion. Sea A un subconjunto de R%. Definimos el casco conve-
xo de A como la interseccion de todos los conjuntos converos que contienen a
A y lo denotaremos como C(A). Observemos que C(A) es el conjunto convexo
mds chico que contiene a A.

7.1.13 Definicién. Sea X un espacio topoldgico conexo. Diremos que X
tiene un intervalo de disconexion si existe un abierto J de X homeomorfo
a un intervalo abierto de la recta real, tal que para cada x € J, X \{x} tiene
exactamente dos componentes.

7.1.14 Observacidn. De la Definicion 7.1.13 podemos observar que cual-
quier subconjunto abierto y conexo de J también es un intervalo de discone-
ziomn.

7.1.15 Definicién. Sean X un espacio topolégico conexo y J un intervalo
de disconezrion. Supongamos que J estd dotado con un orden lineal <. Dados
reJyy e X conax#y, diremos que x <y (xr >y respectivamente) si y
solamente si existe z € J tal que © < z (r > z respectivamente) y tanto y
como z pertenecen a la misma componente de X \ {x}.

7.1.16 Proposiciéon. Sean X un espacio topoldgico conexo, J un intervalo
de disconexion y f : X — X una funcion continua. Si existen x,y € J yn y
m > 1 tales que f"(x), f™(y) € J, f*(x) <x y f"(y) > y. Entonces [ tiene
un punto periodico en C({x,y, f"(x), f™(y)}).
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Demostracion. Supongamos primero que existe k > 1 tal que f*(x) >
f™(z). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que k es el méas pe-
quenio que cumple dicha propiedad. Fijemos j = (k — 1)n. Entonces f’(z) <
f(z) <zy fi(f"(x)) = f*(x) > x. Como el interior de C({z, f"(x)}) es
un intervalo de disconexion y f es continua, f7 tiene un punto fijo entre z y
f™(x). Por lo tanto, f tiene un punto periddico en J. Analogamente, si existe
[ > 1 tal que f™(y) < f™(y), habremos acabado.

Ahora supongamos que f**(z) < f*(x) y f**(y) > f™(y) para cada k >
1. En particular, tenemos que f™"(z) < f*(x) <z 'y f™(y) > f"(y) > y.
Por lo tanto, por la continuidad de f, f™" tiene un punto fijo entre x y y.
Esto completa la prueba. O]

7.1.17 Teorema. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X
una funcion continia y transitiva. Si X es conexo y tiene un intervalo de
disconezion entonces Per(f) es denso en X.

Demostracion. Sean K un intervalo de disconexion en X y U un abierto de
X. Como f es transitiva, existe un entero positivo k tal que f*(K)NU # ().
De donde, f~*(U)N K es un subconjunto no vacio y abierto de K. Sean J un
subintervalo abierto de f *(U)NK y a,b,cy d € J tales que a < b < ¢ < d.
Por la transitividad de f, existen z y y € (b,c) y n'y m > 1 tales que
a< f"(x) <byc< fM(y) <d. Por la Proposicion 7.1.16, existe un punto
periédico z de f en J. De donde el punto periodico f¥(z) esta en U. Por lo
tanto, Per(f) es denso en X. O

Existen dos ejemplos tipicos de funciones transitivas en el intervalo /. Uno
de ellos es la funcion tienda, definida en el Ejemplo 3.8.2. El otro ejemplo es
una funcién continua lineal por partes como se defini6 en el contraejemplo de
la Seccion 5.1. Definida de la siguiente forma f(0) =3, f(3) =1, f(3) =1
y f(1) = 0. En la siguiente figura podemos ver la grafica de f:
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Figura 7.1: Grafica de la funcion f

Notemos el siguiente resultado de la funcién tienda:

7.1.18 Proposicion. Sea T la funcion tienda. Entonces para cualquier n €
N, T" es transitiva.

Demostracion. Notemos que el punto 2 es un punto periédico de periodo 3

9
para T siendo su orbita la siguiente: 0(%, T) = {g, g, %, % ...}. Por el Ejemplo
4.3.7, T es transitiva. Finalmente, por el Teorema 7.1.30, T es transitiva para

cada n > 0. O

Como consecuencia de la Proposicién 7.1.18 podemos concluir que 77 es
transitiva, lo que nos lleva a nuestra siguiente definicion:

7.1.19 Definicién. A wna funcion f : I — I tal que, f? es transitiva la
llamaremos bitransitiva.

7.1.20 Observacién. Por la Proposicion 6.1.1, si f es bitransitiva entonces
f también es transitiva.

Antes de pasar al siguiente teorema, daremos un resultado que necesita-
remos para su demostracion.

7.1.21 Proposicién. Sean A un intervalo y f : A — A una funcion conti-
nua. St A es compacto entonces f tiene al menos un punto fijo.
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Demostracion. Como A es un intervalo compacto, tenemos que A es de la
forma [a, b]. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a < b. Ademés,
tenemos que:

fla) —a = f(b) =

y, por el Teorema del Valor Intermedio, existe ¢ € A tal que f(c) = c. O

7.1.22 Teorema. Si f : I — [ es una funcion transitiva entonces f" es
transitiva para cada n > 3.

Demostracion. Supongamos que no es cierto y sea n > 3 el entero mas pe-
queno para el cual f™ no es transitiva. Por el Corolario 6.2.25, existe una
descomposicion periodica regular de longitud m, donde m es un divisor de n.
Notemos que m = n, ya que si no seria una contradiccién a la minimalidad de
n.Sea D = {D,,...,D,_1} dicha descomposicion. Por la Proposicion 7.1.21,

n—1

f tiene al menos un punto fijo p. Como [ = U D;, se tiene que p € D; para

alguna 0 <7 < n — 1. Tomemos, la Componente L de D; que contiene a p.
Como p es un punto fijo, se tiene que:

peLNf(L)yn---nfYL).
Como n > 3, tenemos que:
Int(f'(L)N f/(L)) # () para algunas 0 <1i,j <n — 1.

Lo cual es una contradiccion, pues al ser L una componente de D; y D
una descomposicion periddica regular, la interseccion de los interiores de las
imagenes de L bajo f deben de ser vacias, Definicion 6.2.6. n

El siguiente teorema muestra que ninguna otra posibilidad existe.

7.1.23 Teorema. Sea (I, f) un sistema dindmico transitivo. Entonces se
cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. f es bitransitiva.

2. Existe c € I\ {0,1} tal que f([0,c]) = [c, 1], f([c,1]) = [0,¢] y tanto
fQ\[o,c] como f2|[c,1] son transitivas.
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Demostracion. Si f es bitransitiva habremos terminado. Supongamos que f
no es bitransitiva. Entonces, por el Corolario 6.2.25, existe una descomposi-
cion periodica regular de longitud 2. Sea D = { Dy, D; } dicha descomposicion.
De donde, existe ¢ € I\ {0,1} tal que Dy = [0,c] y D1 = [¢,1]. Por ser D
una descomposicion periddica regular, se cumplen las propiedades deseadas;
es decir, ([0,c]) = [e,1], f([e.1]) = [0.¢] ¥ tanto f2|q como f2|.y) son
transitivas. O]

7.1.24 Definicién. Sean P y Q) dos conjuntos, donde cada conjunto estd
dotado de un orden parcial “<” y f : P — Q. Diremos que f es mondtona,
siempre que x < y implica que f(x) < f(y), o bien x < y implica que

fly) < f(x).

7.1.25 Definicién. Sea f : I — I una funcion continua. Diremos que f es
mondtona por partes si existen puntos 0 = a9 < a1 < --- < a, = 1 tales
que [ restringida al intervalo [ax_1, ag| es mondtona para cada k € {1,...,n}.

7.1.26 Definicion. Sea (X, f) un sistema dindmico. Diremos que f es to-
pologicamente mezcladora si para cualquier par de abiertos U y V de X,
no vacios, existe un entero positivo N tal que f™(U)NV # () para todan > N.

7.1.27 Observacion. Notemos que si [ es topoldgicamente mezcladora en-
tonces [ es transitiva, el inverso no es siempre cierto, como contra ejemplo
tenemos el Ejemplo 4.3.6.

7.1.28 Proposicidn. Sea (X, f) un sistema dindmico con f™ topoldgicamen-
te mezcladora. Entonces f es topologicamente mezcladora.

Demostracion. Sean U y V dos abiertos no vacios de X. Como f" es topo-
logicamente mezcladora, existe N tal que f"™*(U)NV # () para cada k > N.
De donde, tomando M = n - (N + 1), tenemos que f™(U)NV # () para cada
m > M. Por lo tanto, f es topologicamente mezcladora. ]

La siguiente proposicion nos sera de ayuda en la demostracion de Teorema
7.1.30. Su prueba puede ser consultada en la pagina 29 del libro de Mendez
y King [28].

7.1.29 Proposicién. Sean [ el intervalo unitario, f : I — I una funcion
continua, [a,b] y [c,d] dos subintervalos de I. Si [c,d] C f([a,b]), entonces
existe un subintervalo [e, f| de [a,b] tal que f([e, f]) = [c,d].
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7.1.30 Teorema. Sea (I, f) un sistema dindmico transitivo. Entonces los
stquientes enunciados son equivalentes:

1. f es bitransitiva;
2. f™ es transitiva para toda n > 0;

3. f es transitiva y tiene un punto periodico de periodo impar mayor que
1 .

Y

BN

. [ es topolégicamente mezcladora,

v

. Para cada subintervalo abierto J C I y cada subintervalo cerrado H de
I que no contiene a los puntos extremos de I, existe un entero positivo

N tal que H C f*(J) para toda n > N.

Mds ain, si f es mondtona por partes, entonces el siguiente enunciado es
equivalente a los anteriores:

6. Para cada subintervalo J C I, existe un entero positivo n tal que:
fr(J) =1

Demostracion. Supongamos que se cumple (2); i.e, f™ es transitiva para cada
n > 0. En particular, se satisface para n = 2. Por lo tanto, f es bitransitiva
y (1) es cierto.

Supongamos que se cumple (1) y demostremos que se satisface (2). Como
f es bitransitiva, por la Proposicién 6.1.1, f es transitiva y, por el Teore-
ma 7.1.22, tenemos que f" es transitiva para cada n > 3. De donde f" es
transitiva para cada n > 0y, por lo tanto, (2) es valido.

Supongamos que f? es transitiva, veamos que (5) se satisface. Sea J un
intervalo abierto de I. Entonces por la Proposicion 6.1.1, f es transitiva y, por
el Teorema 7.1.5, Cl(Per(f)) = I. De donde, J contiene un punto periodico
p de f. Supongamos que k es el periodo de p y llamemos g = f*. Entonces

oo

K = U g"(J) es un intervalo, ya que p es un punto fijo de g. Por otro lado,
n=0

como f? es transitiva, por el Teorema 7.1.22, g es transitiva. Por la parte (4)

del Teorema 4.1.20, tenemos que K es denso en [. De donde, se sigue que
Cl(K)=1.

100



Ahora, mostraremos que si « es un punto periodico de f tal que o(z, f) C
(0,1), entonces existe un entero positivo N tal que o(z, f) C f"(J), para
cada n > N. Para esto, supongamos que x es peridédico para f de periodo ¢
v que o(z, f) C (0,1). Sean x; y x2 el mas grande y el mas pequenio de los
elementos de la orbita de z, respectivamente. Como (0,1) C K, existe un
entero positivo r tal que [z, 25| C ¢"(J). Nombremos h = ¢" y notemos que
hi(x1) = x1 y hi(x2) = x2. De donde, se sigue que o(z, f) C [x1,x2] C h*(J).
En consecuencia, para N =t -7 - k, se tiene que o(x, f) C fN(J). Por tanto,
sin > N, entonces o(x, f) C f™(J).

Ahora, supongamos que ¢y d € (0,1) con ¢ < d. Sean a y b dos puntos
periodicos tales que [¢,d] C [a,b] y o(a, f)Uo(b, f) C (0,1). Entonces, por lo
que hicimos en el parrafo anterior, existen enteros positivos N; y N» tales que
o(a, f) C fN(J) y o(b, f) C fN2(J). Sea N = méx{Ny, N»}. Por lo tanto, si
n > N, se tiene que [c,d] C [a,b] C f™(J).

Supongamos que se cumple (5) y veamos que f es bitransitiva. Sean J
un subintervalo abierto de I, ¢y d € (0,1), con ¢ < d, H = [¢,d] y N es
un nimero entero positivo tal que si n > N entonces H C f™(J). Como
podemos tomar a n par, tenemos que n = 2m con m un entero positivo.
Notemos que, como H C f"(J), f*™(J) N Int(H) # 0. De donde, se sigue
que f% es transitiva y, por tanto, (1) es cierto.

Supongamos que se cumple (3), mostraremos (1). Como f es transitiva,
si f no fuera bitransitiva entonces se cumplirfa la condicion (2) del Teorema
7.1.23, lo que implicaria que f no tiene puntos periédicos de periodo impar
mayores que 1. Lo cual es una contradiccion, por lo tanto, f es bitransitiva
y se cumple (1).

Supongamos que se cumple (1) y veamos que se cumple (3). Como f es
bitransitiva, por la Proposicion 6.1.1, f es transitiva. Veamos ahora que tiene
un punto periddico de periodo impar mayor que 1. Sean J y K subintervalos
cerrados y disjuntos de (0, 1). Como (1) se cumple por (5), sabemos que existe
un entero positivo N tal que:

JUK C f"(Int(J) N Int(K)) C f*(Int(J)) N f*(Int(K)) € f*(J)N f(K),

siempre que n > N. Sea p > 2N + 2, con p un nimero primo impar, y

1lamemosr:@ys:@. Entonces r > N, s > N y r + 5 = p. Como

K C fr(J), por la Proposicion 7.1.29, existe un subintervalo J; de J tal que
f"(J1) = K. Entonces J; C f5(K) = f5"(J1) = fP(J1). Por lo que existe
x € Jp tal que fP(x) = x, definicion de punto fijo. Como z € J;, f"(z) € K
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y JUK # () se sigue que f(z) # x. Como p es un primo, tenemos que el
periodo de x es p. Por tanto, podemos concluir que se satisface la condicién
(3).

Supongamos que se cumple la condicion (5) y veamos que la condicion (4)
también es cierta. Sean U un subintervalo abierto de I y V un subintervalo
cerrado de I. Por la condicion (5), existe un entero positivo N tal que V' C
f™(U) para toda n > N. De donde, tenemos que f"(U) NV # () para cada
n > N. Al ser V un subintervalo cerrado de I, tenemos que Int(V) # ()
y, como Int(V) C V, se tiene que f es topologicamente mezcladora y la
condicion (4) se cumple.

Supongamos (4) y veamos que se cumple (2). Sean U y V dos abiertos
de I. Como f es topologicamente mezcladora, sabemos que existe un entero
positivo N tal que f*(U) NV # (), para cada n > N. En particular, si
Nn > N f*™N(U)NV # 0. En consecuencia, resulta que f™ es transitiva para
cada n > 0y, por lo tanto, la condicion (2) se cumple.

Supongamos que f es mono6tona por partes y que f 2 es transitiva. Veamos
que también se cumple (6). Supongamos primero que existe un subintervalo
cerrado K contenido en el Int(I) tal que f*(K) = I. Si J es un subintervalo
abierto de I, por la equivalencia de las condiciones (1) y (5) ya demostradas,
tenemos que K C f"(J), para algtin ntmero entero positivo n. De donde,
f"2(J) = I y la condicién (6) se cumple. Por lo que supondremos que
f?(K) # I para ningtn subintervalo cerrado K contenido en el Int([I).

Como f es bitransitiva, por el Lema 6.1.1, f es transitiva y, por el Lema
4.1.19, f es suprayectiva y, por lo tanto, f(K) # I, para ningin subintervalo
cerrado K contenido en el (0, 1). Por lo que f~1(0) € {0,1} o f~1(1) C {0,1}.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que pasa lo primero. Afirmamos que
f72(0) = {0}. Como esta afirmacion es cierta si f~!(0) = {0}, supondremos
que f71(0) # {0}. Entonces f(1) = 0. M4s atin, si f~1(1) = {0}, se sigue que
f72(0) = {0}, de donde la afirmacién es cierta. Veamos que f~*(1) = {0}.
Para esto, supongamos por el contrario que para alguna ¢ € (0,1) se tiene
que f71(1) = {c}. Entonces f(d) = ¢ para alguna d € (c,1). Si dejamos
que K = [c,d], se tendria que f?(K) = I. Lo cual es una contradiccion pues
supusimos que f?(K) # I. De donde, f~'(1) = {0}.

Sea T el conjunto de puntos en el interior de I, los cuales son puntos
extremos de los intervalos maximales en los que f? es monoétona (pagina
158 [8]). T es distinto del vacio ya que f es mondtona, por hipotesis, y finito
por la Definicion de funcién mondtona por partes (7.1.25). Llamemos ¢ al
elemento méas pequerio de 7. Entonces f? no tiene puntos fijos en (0,1), ya
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que si p fuera un punto fijo de f2, como f? es monoétona en el intervalo [0, p),
tendriamos que f2([0,p]) = [0, p], una contradiccion a latransitividad de f2.
También afirmamos que f%(z) > x, para cada = € (0,t), ya que, si no fuera
asi y f%(z) < x para alguna = € (0,t), entonces [0, x] serfa invariante bajo
f? lo cual nos llevaria a una contradiccion a la transitividad de f2. Por lo
tanto, f? no tiene puntos fijos en (0,¢) y f*(z) > = para cada = € (0,t).
Sea s el minimo de los valores de f?(x) con z € [t,1]. Como f*([t,1]) no
esta contenido en [t, 1], ya que si lo estuviera, habria una contradiccion a la
transitividad de f? y, como f72(0) = {0}, tenemos que 0 < s < t. Como
f?(x) > x, para toda x € (0,1), se sigue que f*([s,1]) C [s, 1], lo cual una vez
més es una contradiccion a la transitividad de f2. En consecuencia, podemos
concluir que la condicion (6) se cumple.

Supongamos que la condicion (6) es cierta y veamos que la condicion (4)
se cumple. Sean U y V dos abiertos de I. Por la condicién (6), sabemos
que existe un entero positivo N tal que f¥(U) = I. De aqui, se sigue que
fM(U)NV # ) para cadan > N. Por lo tanto, la condicion (4) se cumple. [

Para concluir con esta seccién, daremos una definicién y unos resultados
que nos seran de gran utilidad en la siguiente seccion.

7.1.31 Definicion. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X
una funcion continua y x € X. Diremos que x es recurrente si para cada
abierto U de X, con x € U, existe n > 1 tal que f"(x) € U. Al conjunto de
los puntos recurrentes de f lo denotaremos como R(f).

7.1.32 Observacion. De la Definicion 7.1.31 podemos notar que st un punto
T es recurrente entonces eziste una sucesion de nimeros naturales {n;}°, tal
que lim f"(x) = x; es decir, si x es recurrente entonces v € w(x, f).

1—00

7.1.33 Proposicion. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X
una funcion continua. Entonces R(f) = R(f") para cada n > 1.

Demostracion. Sean n fija, x € R(f™) y U un abierto de X con z € U. Por
definicion, existe m > 1 tal que f""(z) € U. De donde, x € R(f).

Ahora, supongamos que = € R(f). Por la Observacion 7.1.32, z € w(z, f)
y, por la Proposicion 3.8.4, z € w(f’(z), f*) para alguna 0 < j < m. De
donde, se sigue que w(z, f*) C w(fi(z), ). Usando la Proposiciéon 3.8.3,
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obtenemos sucesivamente lo siguiente:

w(f(x), 1) Cw(f* (), f),

w( (@), f1) Cw( (), f1) = w(z, f7).

La ultima igualdad se da ya que = € w(x, f). De donde, tenemos que
w(x, f*) = w(f(z), f*) v, por lo tanto, x € w(zx, f*) y, por la Observacion
7.1.32, x € R(f"). O

La prueba de la siguiente proposiciéon se puede encontrar en la pagina 316
del articulo de Coven y Hedlund [15]

7.1.34 Proposiciéon. Sea [ : I — I una funcion continua entonces se tiene
que:

Cl(Per(f)) = CUR())-

7.2. Transitividad y Periodicidad densa en el
circulo

Observemos que el circulo unitario S! es conexo pero no tiene intervalos
de disconexion, ver Definicion 7.1.13. Una vez més, la transitividad de una
funcién no implica necesariamente periodicidad densa. Para tener esta pro-
piedad en el circulo, basta pedir, ademas de la transitividad, que Per(f) # 0,
como veremos en el siguiente teorema. Pero antes de pasar a ello, daremos
algunas definiciones y resultados que nos facilitaran su demostracion.

7.2.1 Definicion. Sean I y J subintervalos cerrados de S* y f : S' — S!

una funcion continua. Diremos que I f-cubre a J, si existe un intervalo
cerrado K C I tal que f(K) = J.

7.2.2 Definicién. Sean X un continuo y f : X — X una funcion continua.
Diremos que [ tiene una herradura de Smale, si existen dos subcontinuos
disjuntos Xo y X1 de X y n un entero positivo tales que XoU X1 C f™(Xo)
y XoU Xy C fM(X1).
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7.2.3 Ejemplo. Toda funcion turbulenta (Definicion 8.3.2) tiene una he-
rradura de Smale. Como ejemplo, la funcion Tienda T (Definicion 4.1.6)

tomando a Xo = [0,3] y a X, = [3,1].

La demostracion de la siguiente Proposiciéon se encuentra en el articulo
de Bae y Yang [4] en la pagina 153.

7.2.4 Proposicién. Sean [ : S' — S! una funcion continua, (R, o) el es-
pacio cubriente de S', donde o es la funcién de la Proposicion 2.2.7, y f
un levantamiento de f. Si deg(f) = 0, entonces se cumplen las siguientes
igualdades:

3. o(Per(f)) = Per(f)

7.2.5 Proposicion. Sea f: S' — S una funcion continua con deg(f) = 0.
Entonces Cl(Per(f)) = CUR(f)).

de f. Por la Proposicion 7.2.4, o(Cl(Per(f))) = Cl(Per(f)) y o(CI(R(f))) =

CIU(R(f)). Por la Proposicion 7.1.34, tenemos que Cl(Per(f)) = CIU(R(f)).
De donde, Cl(Per(f)) = CI(R(f)). O

Demostracion. Sean (o,R) el espacio cubriente de S! y f un levantamiento

Ahora, dotemos al circulo S' con el siguiente orden.

7.2.6 Definicién. Sean S' el circulo unitario y a y b € S'. Daremos a St
el orden “<” de la siguiente manera: Diremos que a < b, si a, 8 € [0, 27|
con a < [ (bajo el orden de los reales), donde el dngulo o (B), es el que se
forma, en sentido contrario a las manecillas del reloj, entre la recta que une
al punto a (b) con el origen y la recta que une al punto (1,0) con el origen.
Como se muestra en la siguiente figura.
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Figura 7.2: Orden “<” en S!

La prueba del Teorema 7.2.7 se pueden encontrar en el articulo de Bae y
Yang [4] en las paginas 155 y 156.

7.2.7 Teorema. Sea f : S' — S! una funcién continua. Si Per(f) # 0,
entonces Cl(Per(f)) = CUR(f)).

La siguiente proposiciéon nos sera de gran ayuda para la demostracion del
Teorema 7.2.10 y sus prueba se pueden encontrar como el Teorema C en el
articulo de Block et al [10].

7.2.8 Proposicion. Sean S' el circulo unitario y f : S' — S una funcion
continua. Si el conjunto de los puntos periddicos Per(f) es cerrado y distinto
del vacio, entonces QU(f) C Per(f).

7.2.9 Corolario. Sean S' el circulo unitario y f : S* — S! una funcién
continua. Si el conjunto de los puntos periddicos Per(f) es cerrado y distinto
del vacio, entonces QU(f) = Per(f).

Demostracion. Por la Proposicion 7.1.2, sabemos que Per(f) C Q(f). Ahora,
por la Proposicion 7.2.8, tenemos que (f) C Per(f). De donde, Per(f) =

Q(f). 0
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7.2.10 Teorema. Sean S' el circulo unitario y f : S' — S! una funcion
continua. Si f es transitiva y Per(f) es cerrado y distinto del vacio, entonces
Per(f) es denso en S!.

Demostracién. Mostraremos que Cl(Per(f)) = S! ya que, por la Observacion
2.1.18, tendremos que Per(f) es denso en S!. Por el Corolario 7.2.9, Per(f) =
Q(f). Como Per(f) es cerrado, se tiene que Cl(Per(f)) = Per(f). En conse-
cuencia, Cl(Per(f)) = Q(f). Finalmente, por el Teorema 4.1.20, como [ es
transitiva, se tiene que Q(f) = S' y, por lo tanto, Cl(Per(f)) = S*. O

Antes de pasar al siguiente resultado daremos algunas definiciones y pro-
posiciones para poder citar el Teorema de Clasificacion de Poincaré.

7.2.11 Definicién. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Diremos
que [ preserva orientacidn siempre que para cualesquiera x,y € [0,1],
con x <y, se tiene que f(x) < f(y), donde “ <7 representa el orden usual
de [0, 1]. Observemos que es pedir que la funcidn sea mondtona. De la misma
manera podemos extender esta definicion para una funcion g : St — St de la
siguiente forma: g preserva orientacion si existe un levantamiento g tal que
es mondtono y glx + 1) = g(x) + 1.

El siguiente resultado nos abrird camino para poder definir el nimero de
rotacion de una funcion f : S' — S!. Su demostracién puede consultarse en
la pagina 387 del libro de Katok y Hasselblatt [23].

7.2.12 Proposicion. Sean S' el circulo unitario, f : S' — S' una funcion
continua tal que [ preserva orientacion y f : R — R un levantamiento de f.
Para cada a € R definimos:

7(f) = lim 1(f"(a) - a).

n—oo

Entonces este limite existe para cada a € R y es independiente de a. Mds
ain, T(Jf) difiere por un entero para dos levantamientos diferentes; es decir,
si f1 y fa son dos levantamientos de f, entonces 7(f1) —7(f2) = fr— fo €Z

y si f tiene puntos periddicos, entonces T(f) es racional.

7.2.13 Definicién. Definimos el nimero de rotacion de f como 7(f) =

w(7(f)), donde w es la funcidn cociente de la Observacion 2.2.15.

La siguiente proposiciéon es de suma importancia para la demostracion
del Teorema 7.2.16. La prueba se puede consultar en la pagina 389 del libro
de Katok y Hasselblatt [23].
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7.2.14 Proposicién. Sean S! el circulo unitario y f : S' — St una funcién
continua tal que f preserva orientacion. Entonces T(f) es racional si y solo

si Per(f) # 0.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Clasificacion de
Poincaré, su demostracion se puede encontrar en la pagina 397 del libro de
Katok y Hasselblatt [23], el cual nos da la mitad de la demostracion del
siguiente resultado.

7.2.15 Teorema. Sean S' el circulo unitario y f : S' — S! una funcion
continua tal que T(f) es irracional. Si f es transitiva, entonces f es topold-
gicamente conjugada a una rotacion R.); es decir, a una rotacién por un
dangulo irracional.

7.2.16 Teorema. Sean S' el circulo unitario y f : S' — S' una funcion
continua. Entonces f es transitiva y Per(f) = 0 si y sdlamente si f es topo-
l6gicamente conjugada a una rotacion irracional.

Demostracion. Supongamos que f es transitiva y que Per(f) = (. Por la
Proposicion 6.2.15, 7(f) es irracional. Por el Teorema de Clasificacion de
Poincaré (Teorema 6.2.16), tenemos que f es topologicamente conjugada a
una rotacioén irracional R,,.

Supongamos ahora que f es topologicamente conjugada a una rotacion
irracional R,. En el Ejemplo 4.3.6 vimos que R, es transitiva y minimal.
Por la Proposicion 4.2.6, sabemos que f es transitiva, al ser topologicamente
conjugada con R,. Ahora, por la Proposicion 4.2.3, si f tuviera un punto pe-
riodico, R, también tendria un punto periodico, lo cual es una contradicciéon

a la minimalidad de R,. De donde, Per(f) = 0. O

El Teorema 7.1.22 tiene un analogo para funciones del circulo en el circulo
como a continuacion enunciaremos.

7.2.17 Teorema. Sean S' el circulo unitario y f : S' — S! una funcion
continua. St f es transitiva y tiene al menos un punto fijo entonces " es
transitiva para cada n > 3.

Demostracion. La demostracion es exactamente la misma que la del Teorema
7.1.22 O

También, para el circulo tenemos un analogo del Teorema 7.1.30. Pero,

antes de pasar a su demostracion, daremos algunos resultados que nos seran
de utilidad.
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7.2.18 Proposicién. Sean S el circulo unitario y f : S' — S! una funcion
continua. Si [ tiene puntos periddicos, Per(f) es cerrado y f" es transitiva
para cada n > 0, entonces para cada intervalo J C St:

S'\ {z} ¢  Int(F (1)

m>0

Si U Int(f™(J)) = S*\ {z}, entonces z es un punto fijo de f.

m>0

Demostracion. Llamemos L = U Int(f™(J)). Para ver que L no cubre a lo
m>0

més en un punto, es suficiente probar que para cada # y, la unién contiene

a alguno de los dos.

Supondremos que x,y ¢ Int(J), ya que, si no fuera asi, no habria nada
que probar. Sea K el intervalo abierto de S! tal que tiene como puntos
extremos a x y a y y es disjunto de Int(J). Por el Teorema 7.2.10, sabemos
que el conjunto de puntos periédicos de f es denso en S!. Por lo que existe
un punto periddico p € Int(J). Sea n el periodo de p. Como f" es transitiva,
por hipotesis, existe un entero positivo k tal que f*(Int(J)) N K # (). Por
lo que f**(J) es un intervalo el cual contiene a p e intersecta a K. Como
K ¢ f*™(Int(J)), ya que, si no fuera asi, habria una contradiccién con el
hecho que f es transitiva para cada m > 0, por hipétesis. Por lo anterior, se
sigue que Int(f*"(J)) contiene a x o contiene a y.

Supongamos ahora que L = U Int(f™(J)) no cubre a z. Si z no es un

m>0
punto fijo de f, entonces existe un abierto K tal que z € Ky f~Y{(K)NK = ().
Como L = S'\ {2}, es un intervalo homeomorfo a (0, 1).

Sea M un intervalo abierto de (0,1). Entonces por hipotesis, f es tran-
sitiva y Cl(Per(f)) = S*. De donde, M contiene un punto periddico p de
f. Supongamos que k es el periodo de p y llamemos g = f*. Entonces

(o.)

C = U g"(M) es un intervalo, ya que p es un punto fijo de g. Por otro
n=0

lado, como f? es transitiva, por el Teorema 7.2.17, g es transitiva. Por la
parte (4) del Teorema 4.1.20, tenemos que C' es denso en S'. De donde, se
sigue que Cl(C) = S™.

Ahora, mostraremos que si x es un punto periodico de f tal que o(z, ) C
(0,1), entonces existe un entero positivo N tal que o(z, f) C f"(M), para
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cada n > N. Para esto, supongamos que x es peridédico para f de periodo
ty que o(z, f) C (0,1). Sean x; y x5 el més grande y el mas pequenio de
los elementos de la orbita de x, respectivamente. Como (0, 1) C C, existe un
entero positivo r tal que [z, x2] C ¢"(M). Nombremos h = ¢" y notemos que
hi(xzy) = x1 y h'(x9) = x9. De donde, se sigue que o(x, f) C [x1, x2] C hH(M).
En consecuencia, para N =t -7 -k, se tiene que o(z, f) C f¥(M). Por tanto,
si n > N, entonces o(z, f) C f"(M).

Ahora, supongamos que ¢y d € (0,1) con ¢ < d. Sean a y b dos puntos
periodicos tales que [c,d] C [a,b] v o(a, f) Uo(b, f) C (0,1). Entonces, por
lo que hicimos en el parrafo anterior, existen enteros positivos Ny y N, tales
que o(a, f) C fM(M) y o(b, f) C f¥(M). Sea N = méax{N;, Ny}. Por lo
tanto, si n > N, se tiene que [c,d] C [a,b] C f"(M).

De donde, existe un entero positivo N tal que S'\ K C f*(J) para cada
n > N. Como f~!'(K) C S'\ K, aplicando f, tenemos que K C f(S'\ K)
v, como S'\ K C f*(J), K C f(S'\ K) C f*"'(J). De donde, f"*(J)
contiene tanto a K como a S'\ K. Por lo tanto, f¥*(J) = S lo cual es una
contradiccion. Por tanto, z es un punto fijo de f. m

El Teorema 7.2.21 se debe al articulo de Block, Coven y Mulvey [10] y se
encuentra en la pagina 529, el cual nos sera de gran ayuda en la demostracién
del Teorema 7.2.25. Su prueba se omitird en este trabajo pues sale de los
alcances del mismo. Antes de pasar al teorema, daremos algunas definiciones.

7.2.19 Definicion. Sean S' el circulo unitario, f : S* — S una funcion
continua y p € S' un punto fijo de f. Definimos la variedad inestable de
p como el siquiente conjunto:

Wip, /)= U rmw-ep+e).

e>0m>0

Por lo que x € W (p, f) si y sélamente si x = f™(y;.) para alguna sucesion
de puntos {yi}7>, que converge a p y alguna sucesion nimeros de enteros
positivos {my}72 .

7.2.20 Definicién. Sean S' el circulo unitario y f : S* — S! una funcidn
continua. A un punto y lo llamaremos homoclinico si existe un punto z,
z # vy, tal que f*(2) = z, para alguna n > 0, y € W(z, f*) y f*(y) = 2,
para alguna k > 0.

7.2.21 Teorema. Sean S' el circulo unitario y f : St — S una funcion
continua. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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1. f tiene una herradura de Smale;
2. f tiene un punto no errante homoclinico;
3. f tiene un punto no periddico, no errante y con orbita finita;

4. f tiene dos puntos periddicos cuyos periodos son n y m, donde n y m
son los periodos mds chicos del conjunto de periodos de f conn < m y
m/n no es una potencia de dos.

Antes de pasar al Teorema 7.2.25, haremos una observacion concerniente
al levantamiento de una funcién del circulo en si mismo, cuando dicha funcién
es mondtona por partes.

7.2.22 Observacion. Sean f : S' — S una funcion continua y mondtona
por partes, o : R — S la funcion cubriente de la Proposicion 2.2.7. Llame-
mos o' a o|jp,1). Como vimos en la Seccion 1.1, de espacios cubrientes, por la
Proposicion 2.2.11, f ool tiene un levantamiento f :R — R de tal forma
que el siquiente diagrama conmute:

R— R

1 1
S—>fS

Ahora, como nuestra funcion f es mondtona por partes, de la Definicion
7.1.25, sabemos que S' tiene una particion finita en intervalos de tal forma
que f es mondtona en cada uno de los subintervalos. Sea p = (1,0) el punto
en St tal que (o)1 (p) = {0,1}. Notemos que el intervalo J = S*\ {p} es un
intervalo abierto de S' homeomorfo a (0,1). Ademds, tenemos que o=1(J)
es un intervalo homeomorfo a (0,1) el cual estd contenido en R. Como la
funcion cubriente o es un homeomorfismo local, Observacion 2.2.5, la parti-
cion que tenemos en J se preserva bajo o' (J). Por tanto, o~ (J) tiene una
particion. Procediendo de la misma forma, podemos tomar la particion del
rango de nuestra funcion f el cual podremos levantar a un intervalo o=*(J)
homeomorfo a (0,1) el cual estd contenido en R, donde J' es el intervalo que
queda al quitarle el punto p al rango de f. Tomando un refinamiento ade-
cuado de las particiones obtenidas, podemos hacer que nuestro levantamiento
f sea una funcion mondtona por partes. Veamos en un dibujo lo que hemos
hecho hasta ahora (Figura 6.3).
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St St
(0,1) (0,1)

Figura 7.3: Levantamiento de una funciéon mondtona por partes

Los siguientes enunciados nos serd de gran ayuda en la demostracion del
Teorema 7.2.25. La prueba del primero puede consultarse en la pagina 339
del libro de Alseda et al. [2].

7.2.23 Proposicion. Sea (X, f) un sistema dindmico. Si f es topoldgica-
mente mezcladora, entonces f es totalmente transitiva.

7.2.24 Lema. Sea f : S* — S! una funcion continua. Si f es transitiva
y Per(f) es cerrado, entonces para cada subconjunto conexo C de S', con

Int(C) # 0, se tiene que X = Cl (U f"(C’)) tiene una cantidad finita
n>0

de componentes. Cada una de estas componentes tiene interior distinto del

vacio y son permutadas por f.

Demostracion. Observemos primero que X es un conjunto cerrado e inva-
riante bajo f. Como Int(C) # 0, se tiene que Int(X) # () y, por la parte
(9) del Teorema 4.1.20, X = S!. Ahora, como C es una componente de S!
con interior no vacio, por el Teorema 6.2.26, S!' tiene una cantidad finita
de componentes las cuales forman una descomposicion periddica regular. En
consecuencia, X tiene una cantidad finita de componentes las cuales tienen
interior distinto del vacio y son permutadas por f (Definicion 6.2.5). O
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7.2.25 Teorema. Sean S' el circulo unitario y f : S' — S! una funcion
continua tal que Per(f) es cerrado. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. Existe un numero entero positivo m tal que f™ es transitiva, tiene un
punto fijo y un punto periodico de pertodo impar mayor que 1;

2. Euiste un nimero entero positivo m tal que f?™ es transitiva y f™ tiene
un punto fijo;

3. f" es transitiva para cada n > 0 y f tiene puntos periodicos;
4. f es topologicamente mezcladora;

Mids aun, si f es mondtona por partes, entonces el siquiente enunciado es
equivalente a los anteriores.

5. Para cada subintervalo J C S, existe un nimero entero positivo n tal
que f"(J) =S

Demostracion. Supongamos (1) y veamos que se cumple (2). Por el Teorema
7.2.17, basta suponer que m = 1 y probar que f? es transitiva. Suponga-
mos que f2 no es transitiva. Por el Corolario 6.2.25, existe una descom-
posicion periddica regular de longitud 2 de S'. Sea D = {Dy, D} dicha
descomposicion. Por la definicion de una descomposicion periddica regular,
sabemos lo siguiente: S' = Dy U Dy, Int(D;) # ( para cada i € {0,1},
Int(Dy N D) = Int(Dy) N Int(Dy) = O y, por ultimo, f(Dy) = Dy y
f(D1) = Dy. Sea L una componente de Dy con Int(L) # 0 y llamemos
X = C’l(U f#(L)). Por la Proposicion 7.2.24, X tiene una cantidad finita

n>0
de componentes, cada una de estas componentes es un intervalo cerrado y

son permutadas por f2. Por tanto X U f(X) = S' y f permuta ciclicamente
las componentes de X y f(X), ya que si no fuera asi, f no seria transitiva,
lo cual serfa una contradiccion.

Supongamos que X tiene k componentes. Entonces f(X) también tiene
k componentes. Las componentes de X y de f(X) son alternadas alrededor
del circulo. Sea p el punto peridédico de periodo impar n, con n > 1. Como
Int(X N f(X)) =0y fA(X) = X, se sigue que p € X N f(X). Como f
permuta ciclicamente las componentes de X y de f(X), f?* lleva a cada una
de las dos componentes que contienen a p en si mismas, por tanto, f2*(p) = p.
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De donde, 2k es un maltiplo de n, como n es impar, se tiene que k es un
multiplo de n. Por otro lado, f?" lleva esas mismas dos componentes en si
mismas y, por un argumento similar al anterior, 2n es un multiplo de 2k; es
decir, n es un multiplo de k. En consecuencia n = k. Entonces los dos puntos
extremos en X N f(X) adyacentes a p (uno de cada lado de p) ambos tendrian
periodo 2k. Lo cual es una contradiccion, ya que X N f(X) es invariante y
contiene exactamente 2k puntos.

Supongamos que se cumple (2) y probemos que (3) es verdadero. Por
hipotesis, sabemos que existe un entero positivo m tal que f?™ es transitiva
y que f™ tiene un punto fijo. De donde f tiene un punto periddico. Como
2™ por la Proposicion 6.1.1, f2 y f son transitivas. Por el Teorema 7.2.17,
f™ es transitiva para cada n > 3. De donde, f" es transitiva para cada n > 0.

Supongamos ahora que f" es transitiva para cada n > 0y f tiene pun-
tos periddicos; es decir, se cumple (3), veremos que se satisface (4). Si ade-
més, suponemos que f es monotona por partes, veremos que se cumple (5)
también. Fijemos n € N. De la Seccién 1.1, de espacios cubrientes, de la
explicacion después de la Proposicion 2.2.11, se sigue que f" tiene un le-
vantamiento [ : [0,1] — [0,1]. Por lo que, para cada k > 0, f* se levanta
a f¥:10,1] — [0,1]. Como las orbitas densas se levantan a orbitas densas
(pagina 8 [16]), f* es transitiva para cada k > 0. Por el Teorema 7.1.30, f
es topologicamente mezcladora, por lo que f™ también lo es. Por la Propo-
sicion 7.1.28, f es topologicamente mezcladora (pagina 8 [16]). Si, ademas,
suponemos que f es monoOtona por partes, entonces f también serd mond-
tona por partes, como se vio en la Observacion 7.2.22. Una vez mas, por el
Teorema 7.1.30, la condicion (5) se cumple para f, por lo que la condicion
(5) se cumple para f" y, por lo tanto, también se cumple para f.

Supongamos que f es topologicamente mezcladora y veamos que (1) tam-
bién se cumple. Basta probar que f tiene un punto no periédico, no errante
cuya Orbita es finita. Asi, por el Teorema 7.2.21, f tiene dos puntos periodi-
cos, cuyos periodos son n y m, donde n y m son los periodos mas chicos del
conjunto de periodos de f, con n < m y m/n no es una potencia de dos. Por
lo tanto, existe una k tal que f*" tiene un punto fijo y un punto perioédico
de periodo impar mayor que uno.

Por el Teorema 7.2.16, si f no tuviera puntos peridédicos seria topoldgica-
mente conjugada a una rotaciéon por un angulo irracional. Por lo que no seria
topologicamente mezcladora, lo cual es una contradicciéon. De donde, f tiene
puntos periddicos. Por el Teorema 7.2.10, Per(f) es denso en S!. Asi, todo
punto es no errante. Sean p un punto con periodo mayor que uno y .J C St
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un intervalo. A p lo podemos tomar de esa forma ya que si todos los puntos
periddicos fueran fijos, entonces f seria la identidad. Ahora, supongamos que
JNo(p, f) = 0. Por la Proposicion 7.2.23, f es totalmente transitiva y, por la
Proposicion 7.2.18, U Int(f*(J)) no cubre a lo méis un punto, el cual es un
k>0
punto fijo de f. La union anterior debe contener a p. Por lo que .J contiene
el punto no periddico, no errante y con oOrbita finita como se deseaba.
Supongamos que la condicion (5) es cierta y veamos que la condicion (4)
se cumple. Sean U y V dos abiertos de S'. Por la condicion (5), sabemos
que existe un entero positivo N tal que fV(U) = S!. De aqui, se sigue que
f™(U)NV # ) para cadan > N. Por lo tanto, la condicion (4) se cumple. [

La Proposicion 7.2.26 nos serd de ayuda para probar algunos resultados

que usaremos mas adelante. Su demostracion se puede encontrar en la pagina
119 del libro de Alseda, Llibre y Misiurewicz [2].

7.2.26 Proposicién. Sea f : S' — S! wuna funcion continua de grado d.
Entonces f tiene al menos |1 — d| puntos fijos.

7.2.27 Proposicion. Sea f: S' — S una funcion transitiva con deg(f) =
—1. Entonces alguno de los siguientes enunciados se cumple:

1. f* es transitiva para cada s > 1;

2. Euxisten subintervalos no degenerados y cerrados J y K de S' tales que
JUK =S, JNK = {y,z} cony y z puntos fijos de f, f(J) =K y
f(K) = J. Mds ain, f?|; y f?*|x son transitivas.

Demostracion. Como deg(f) = —1, por la Proposiciéon 7.2.26, f tiene al
menos 2 puntos fijos. De la Proposiciéon 6.1.2 y el Teorema 7.2.17, tenemos
que (1) se cumple o f? es no transitiva. Ahora si f? no es transitiva, por el
Corolario 6.2.25 y el Teorema 6.2.15, podemos ver que (2) se cumple. ]
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Capitulo 8
Entropia topologica

Adler, Konheim y McAndrew en [1| introdujeron la entropia como un
invariante de conjugacion topologico, utilizando de manera esencial el con-
cepto de cubierta abierta. Para cada funcioén continua f : X — X, con X un
espacio topologico compacto, un nimero real no negativo o oo es asignado,
el cual provee una medida numérica para la complejidad de la dindmica de
la funcion.

Después Bowen en [12] dio una definicion equivalente de entropia, para
funciones uniformemente continuas de espacios métricos, no necesariamente
compactos, en si mismos. En la primera seccién de este capitulo, daremos
la definicion original de entropia topoldgica de Adler, Konheim y McAndrew
y, en la seccién dos daremos la definicion de Bowen y veremos coémo ambas
definiciones son equivalentes en espacios métricos compactos.

8.1. Definiciéon de entropia usando cubiertas
abiertas

En esta seccion los espacios en los que trabajaremos X, Y, etc, son es-
pacios métricos y compactos. Las letras griegas a, 3,7y y n representarin
cubiertas abiertas de los espacios métricos y compactos y todas las funciones
con las que trabajaremos seran continuas. Recordemos ahora la definicion de
cubierta abierta.

8.1.1 Definiciéon. Sea X un conjunto y B C X. Diremos que una familia de

subconjuntos {Ch}rea de X es una cubierta de B, si B C U C\. Diremos
AEA
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que {Ci}ren es una cubterta finita si A es finito. Si X es un espacio
topoldgico y cada Cy es un subconjunto abierto de X, entonces {Cx}ren €S
una cubierta abierta.

8.1.2 Definicién. Sean X un espacio métrico y compacto y o y B dos cu-
biertas abiertas de X. Definimos:

aV={ANB|Ac€a y BEe S}
Observemos que o'V 3 también es una cubierta abierta de X.

De la definiciéon anterior se sigue de manera inmediata las siguientes pro-
piedades:

l.avf=8Va
2. (aVB)Vy=aV (V7). Denotaremos a esta cubierta como aV 5V 7.

8.1.3 Definicién. Sean X un espacio métrico y compacto y o y [ dos cu-
biertas abiertas de X. Diremos que B es un refinamiento de «, denotado
como a < 3, si para cada B € B, existe A € « tal que B C A.

Veamos ahora algunas propiedades basicas del operador “V” que son ne-
cesarias para definir la entropfa.

8.1.4 Proposicion. Sean X un espacio métrico y compacto y o, B, v y 1
cuatro cubiertas abiertas de X. Entonces

1.a<(aVp)yp<(aVp),
2. a<(aVa)y(aVa) <a,
3. Sia < f, entonces (aV ) < B,

4. Sia< B yvy<mn, entonces (V) < (BVn).

Demostracion. 1. Se sigue de la definicion del operador “V” y del hecho
que para cualesquiera dos conjuntos A y B, se tiene que AN B C Ay
ANBCB.

2. Se sigue del hecho que aVa=«a, yaque ANA=Ayque AC A;es
decir, a < a.
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3. Observemos que, como [ es un refinamiento de «, para cada B € (3,
existe A € o tal que B C A. De donde, AN B = A. En consecuencia,
aV f=ay, como a < [, por hipotesis, se tiene que a = a V 8 < S.

4. Se sigue del hecho que para cualesquiera A, B, C' y D conjuntos con
ACCy BCD,setiene que ANBCCnND.
]

Como nuestro espacio X es compacto, para cualquier cubierta abierta «,
se tiene que « tiene al menos una subcubierta finita.

8.1.5 Definicién. Sean X un espacio métrico y compacto y o una cubierta
abierta de X. Si B es una subcubierta finita de «, entonces |B| denotard la

cardinalidad de (3.

8.1.6 Definicién. Sean X un espacio métrico y compacto y o una cubierta
abierta de X, definimos N (a) como:

N (o) = min{|3| | B es subcubierta finita de a}.

Observemos que, para cualquier cubierta abierta o de X, N (a) > 1. En
el siguiente enunciado daremos algunas propiedades basicas de N (a).

8.1.7 Proposicion. Sea X un espacio métrico y compacto. Dadas dos cu-
biertas abiertas o y B de X, se cumplen las siquientes propiedades:

1. Sia< B, N(a) <N(B),

2. Sia<f,N(aVp)=N(s),

2. N(aVa)=N(a),

4. Siay B son de cardinalidad finita, entonces |V B < |o||B],
5. N(aVp) <N(a)N(8)

Demostracion. 1. Sea {By,. .., BN (6)} una subcubierta de § de cardina-

lidad minima. Entonces para cada i € {1,...,N (6)}, existe A; € « tal
que B; C A;. Por lo que {4, ... ,AN (ﬁ)} cubre a X y es una subcu-

bierta finita de . De donde, N () < N ()
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2. Por (1) de la Proposicion 8.1.4 sabemos que g < (a V ). Por (1), se
tiene que N (6) <N (a V ﬂ). Veamos ahora la otra desigualdad. Por
(3) de la Proposicion 8.1.4, se tiene que (aV ) < 5y, por (1), tenemos
que N ((a V 6)) <N (ﬂ) Por lo tanto, N ((a Vv B)) =N (5)

3. Por (2) de la Proposicion 8.1.4 tenemos que a < (a V «) y que (aV
@) < a. Aplicando (1), obtenemos las siguientes desigualdades: N (a) <
N((eVa)) y N((@Va)) <N(a). De donde, N ((aV @) =N (a).

4. Supongamos que |a| =n y |3| = m. Entonces:
o = {Al,...,An} y 6: {Bl,...,Bm}.

Sabemos que oV = {4, NB; |1 <i<n,1<j<m} porlo que
tenemos la siguiente situacion:

AN By AN B,

A, N B A, N B,
De donde, |aV S| < |af|B].

5. Sean 7y nsubcubiertas de a y 3, respectivamente, tales que |y| = N (a)
y|n =N (6) Entonces v V 1 es una cubierta abierta de X tal que:

[y Vol < [vllnl = N () N (B).
Como 7 V 1 es una subcubierta de oV 3 se tiene que:
N (aV ) <N (a) N (8).
O

8.1.8 Definicién. Sean X y Y espacios métricos y compactos, f: X =Y
una funcion continua y o una cubierta abierta de Y. Definimos:

fHa)={f"(A) |A€ca}.
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Dada n € N tenemos:
f7Me) ={f"(A) | A€ al.
Donde, f~"(A) = (f")"Y(A) = {zx € X | f*(x) € A}. Definimos f°(a) = a.

8.1.9 Observacion. Sean X y Y espacios métricos y compactos, f : X =Y
una funcion continua y o una cubierta abierta de Y. Observemos que f~1(a)
también es una cubierta abierta de X, por la continuidad de f. Si o y B son
dos cubiertas abiertas de Y tales que o < 3, entonces f~'(a) < f71(B), de
aqui se sigue también que f~"(a) < f~™(B). También tenemos la siguiente
igualdad f~'(aV B) = f~(a)V f7Y(B). Esto gracias a que las intersecciones
se preservan bajo la preimagen de una funcion. De aqui, también obtenemos

que f(aV B) = f"(e) V f7(B).

8.1.10 Proposicién. Sean X y Y espacios métricos y compactos, f : X =Y
una funcion continua y o una cubierta abierta de Y. Entonces N (f_l(a) <
N (a). Si, ademds, f es suprayectiva, entonces N (ffl(oz)) =N (a).

Demostracion. Sea <y una subcubierta de « tal que |y| = N (a), digamos que:
Y= {Al, e ,AN(Q)}.

N (o)
Entonces Y = U A;.
i=1

Para cada z € X, existe 1 < i < N(a) tal que f(x) € A;. Por lo
N (o)
tanto, X = U F7HAD). Como f~H(y) = {f7 (A1), ..., f (Axw)} es una
i=1
subcubierta abierta de f~!(a) con N (a) elementos, N (f~!(a)) < N (a).

Supongamos ahora que f es suprayectiva. Procediendo de manera anéalo-
ga, tenemos que, si {f*(4;),..., f‘l(AN (1) )} es una subcubierta abier-

ta de cardinalidad minima de f~!(«), entonces {A, ... LA (ffl(a))} es una
N (r1(@)
cubierta abierta de Y. Ya que, por ser f suprayectiva, Y = f(X) = U A;
i=1
v, ast, N (a) < N (f7(a)). Por lo tanto, N (f~*(«)) =N (a). O
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Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X una funcién continua
y a una cubierta abierta de X. Para cada n € N, consideremos la cubierta
abierta:

V £ =av 7 a) v v )

A partir de la pareja f : X — X y «, obtenemos una sucesién de cubiertas:

n—1
a,aV fHa),. .., \/ fa),...
i=0

Observemos que cada una de ellas refina a la otra; es decir:

n—1
a<aVfHa)< < \/f*i(a)<...
1=0

Asi, obtenemos la siguiente sucesion de niimeros naturales:

N () SN (0 @) < <NV (@) <

n—1
Notemos que, una vez que fijamos la pareja f v «, el valor de N ( \/ f_i(a))
i=0
solo depende de n. La idea es poder discernir qué tan simple o complicado

es el sistema dinamico generado por f : X — X, a través del estudio de la
n—1

rapidez del crecimiento de la sucesion { N ( \/ [ (a)) }:;1 cuando n tiende
i=0
a infinito.
Intuitivamente una funcion sencilla f : X — X, que mueve muy poco a los
puntos de X, estard relacionada con un crecimiento lento o polinomial (con

n—1
respecto a la variable n) del valor N ( \/ f7'(a)). Una funcién con dindmica
i=0
mas complicada moveria tanto a los puntos de X que el crecimiento seria
exponencial.
Para describir esta diferencia entre crecimiento polinomial y exponencial,
calcularemos el siguiente limite:

n—oo 1N

lm L In(N ( \_/ Fi).
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Observemos que si el crecimiento con respecto a la variable n es polinomial de
grado m, para alguna m € N (o esta acotado superiormente por un polinomio
en n), entonces obtenemos lo siguiente:
1 m
lim —In(n™) = lim — In(n) = 0.
n—oo M, n—oo M
Si el crecimiento es exponencial sobre n, entonces pasa lo siguiente:
1 an
lim —In(e™) = lim — = aq,
n—oo 1 n—oo 71

para alguna a con valor positivo. Por lo tanto, si el crecimiento es polinomial,

el limite es cero, en cambio, si crece exponencialmente el limite es positivo.
Antes de pasar a ver la existencia de dicho limite, daremos algunas defi-

niciones y resultados que nos serdn de gran ayuda en su demostracion.

8.1.11 Proposicidon. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X
una funcion continua, o una cubierta abierta de X y n,m € N. Entonces:

(n+m)—1

In (N ( \! f_i(oz)))Sln(N(Vf_i(a)))+ln(N(T§7f_i(oz))).

Demostracion. Sean n,m € N y « una cubierta abierta de X. Entonces:

In(N(aV---V " a))) =

=In(N(aV-- V™ a)V ™) V-V [ (a)) =

=In(N(aV--- V™)V f™(aV- -V [ Ha)).
Por (5) de la Proposicion 8.1.7, tenemos que lo anterior es menor igual a:

In(N(aV- V™Y a)N(f™aV-- Vv (a)) =

=1In (N (a \VERRRV; f_m+1(oz))) +1n (N (f_m(oz \VERERY, f‘”“(a)))).

Ahora, por la Proposiciéon 8.1.10, tenemos que la altima suma es menor igual
a
In(N(aV--- V™ (a)) +In(N(aV---V " a)),

con lo que concluimos la demostracion. O
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8.1.12 Definicion. Dada una sucesion {a,}>2, en R, definimos sus limites
superior e inferior, denotados como limsup(a,) y liminf(a,), respectivamen-
te, de la sigutente manera:

o Si{an}> | no estd acotada superiormente, entonces limsup(a,) = oo.
o Si{a,}>, no estd acotada inferiormente, entonces liminf(a,) = —oo.

Y o g .
o Si{a,}>2, estd acotada, entonces:

o0

limsup(a,) = sup{y € R | existe {n;}:2; C N, lim a,, = y},
11— 00

liminf(a,) = inf{y € R | existe {n;};°, C N, lim a,, = y}.
1—00

De la Definicion 8.1.12 se sigue que liminf(a,) < limsup(a,) y que:

lim a, = ag, ag € R,
n—oo

si y solo si limsup(a,) = liminf(a,) = ao.

8.1.13 Proposicién. Sea {a,}>2 | una sucesion en R que cumple las siguien-
tes condiciones:

e Para cadan €N, a, >0, y
e Para cada n,m € N, se tiene que a,ipm < ap + Q.
/. a . ’ 7/ a e
Entonces lim — existe. Ademds, lim — = inf{% | n € N}.
n—oo M n—oo 1

Demostracion. Sea m € N un namero fijo. Para cada n > m, podemos
escribir n = mq + r, donde 1 < gy 0 <r < m. Entonces se tiene que:

Ap = Amg+r < Qgm +a, < qam, + ar.

Observemos que, para cada n > m, tenemos que:

Como n =gm +r, =+ =¢q,y L =" De aqui se sigue que:



y, asi:

, q Qy A
lim (—am + —) = —,
n—oo N n m
ya que a, s6lo toma una cantidad finita de valores: ai, ..., Gm_1.

Por lo tanto, para cada m € N se tiene que:
a a

lim sup (—n) < =
n m

por lo que tenemos que:
, a ,
l{m sup (ﬁ) < c=inf{% | m e N}
Por otro lado, como para cada n € N, se tiene que ¢ < %2, resulta que:
a
¢ < liminf (—n)
n

Por lo tanto, lim % = c. O
n—oo

8.1.14 Proposicién. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X
una funcion continua y o una cubierta abierta de X. Entonces:

T (N (\/ (@)

existe.

n—1

Demostracion. Fijemos a, = In(N ( \/ f7())). Por la Proposicién 8.1.13,
i=0

basta mostrar que a,.x < a, + a; para k,n > 1. Entonces tenemos que:

n+k—1

aner =N (/' f7(a))).

Por la Proposiciéon 8.1.11, tenemos que lo anterior es menor igual a:

n—1 k—1

In(N ( \/ FH@) + (N (\ F () = an + a.

1=0

Con lo que concluimos que el limite existe. O
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8.1.15 Definicién. Sean X un espacio métrico y compacto, f: X — X una
funcion continua y o una cubierta abierta de X. Definimos la entropia de
f con respecto a la cubierta abierta o como:

ent(f,a) = nliIIQlQ%lIl(N ( \_/ f7(a))).

8.1.16 Observacién. 1. ent(f,a) >0 ya que N (a) > 1.

2. Sia < f3, entonces ent(f, «) < ent(f, ). Esto se sigue del hecho que si

n—1 n—1

a < [, entonces \/ fa) < \/ f~4B) y, por (1) de la Proposicidn
i=0 i=0

8.1.7, ent(f, ) <ent(f,p).

8.1.17 Definicién. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X
una funcion continua y o una cubierta abierta de X. Definimos la entropia
topologica de f como:

ent(f) = sup{ent(f, ) | a es una cubierta abierta de X}.

8.1.18 Observacion. De la definicion de ent(f) el supremo se puede tomar
sobre todas las cubiertas abiertas finitas de X. Esto se sigue por (2) de la
Observacion 8.1.16.

Ahora veremos algunas propiedades importantes de la entropia topologi-
ca.

8.1.19 Proposicién. Sean X un espacio métrico y compacto, f : X — X
una funcion continua y k € N. Entonces:

ent(f*) = kent(f).

Demostracion. Sean k € Ny f: X — X segin las hipotesis. Tomemos «
una cubierta abierta de X y sea (8 la cubierta abierta de X dada por:

B=aV i a) V.-V ().
Entonces se tiene que:

ent(f*,8) = lim 2In(N(BV (f5)7HB) V-V (fF)7(8)))

n—0o0

= lim tIn (N(BV 5B V-V (),

n—oo
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sustituyendo 8 por a V f~Ha) V.-V [T (a):
ent(f*,B) = lim I (N(aVvfHa)v---V [ a)V

VITHa) V- v T )
= Jim Al (N(avf 7 a) VeV ()

= kent(f, a).

La ultima igualdad se sigue del hecho que:

{ﬁln (N (Oé\/ eV f_"k“(a)))}oo

n=1

es una subsucesiéon de:

{%ln (N(aV---V f‘”“(a)))}oo

n=1"

Tenemos entonces que ent(f*) > ent(f*, 8) = kent(f, ), para cada cubierta
abierta o de X.

Por lo tanto, si ent(f) = oo, entonces ent(f*) = oo y, si ent(f) es finita,
entonces ent(f*) > kent(f).

Por otro lado, como:

aV fHa) Vv ) <aV fHa) Ve v T ),

se obtiene que:

lfm ik In(N(aVfFa)v--v ™)) <

n—oo N,

< lim ikln(N(a\/f_l(a) VeV T (@),

n—oo N
Asi: .
lim —kln (N(aV fHa) V-V [ () <ent(f,a).

n—oo M,

Por lo que, para cada cubierta abierta «, se tiene que:

%ent(fk,oz) <ent(f,a) <ent(f).

De aqui, se sigue que ent(f*) < kent(f). Por lo tanto, ent(f*) = kent(f). O

8.1.20 Proposicion. Sean (X, f) y (Y, g) dos sistemas dindmicos semicon-
jugados. Entonces ent(f) > ent(g).
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Demostracion. Sea o una cubierta abierta de Y. Entonces:

ent(g,a) = lim 1 In(N ( \7 g (a)))

n—oo M

= lim ! ln \/ g~ (por la Proposicion 8.1.10)

n—)oo

= hmlln \/h

Tl—)OO

= lim 1In(N \/f_Z ) =ent(f,h ().

TL*)OO

Por lo tanto, ent(g) < ent(f) O

8.1.21 Proposiciéon. Sean X y Y espacios métricos y compactos, f: X —
Xyg:Y =Y funciones continuas. Si f y g son topoldgicamente conjugadas,
entonces ent(f) = ent(g).

Demostracion. Sea h : X — Y un homeomorfismo tal que ho f = go h.
Como f y g son conjugadas por h, g y f son conjugadas por h~!. De la
Proposicion 8.1.20, se sigue que ent(f) < ent(g) y ent(g) < ent(f). Por lo
que, ent(f) = ent(g). O

También tenemos el siguiente resultado.

8.1.22 Proposiciéon. Sean X un espacio métrico y compacto y f : X — X
un homeomorfismo. Entonces ent(f) = ent(f™1).

Demostracion. Sea o una cubierta abierta de X. Entonces:

ent(f, o) = hm — \/ [

n—00 n

= lim 2In (N (/" ( \/ f7(@)))) (por la Proposicién 8.1.10)

TL—>OO

= lim L 1In ( \/ (o =ent(f71, ).

TL—)OO
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8.1.23 Definicidn. Sean J un intervalo y D = {D)}rea una familia de
subintervalos de J. Diremos que la familia D forma una particion de J, si
son mutuamente disjuntos y su union es J.

Daremos una definicion para intervalos que es analoga a la Definicion
7.2.1, que dimos para el circulo.

8.1.24 Definicion. Sean J un intervalo, f :J — J una funcion continua y
J1 y Jo dos subintervalos de J. Diremos que Jy f-cubre a Jy si Jo C f(Jy).

Ahora daremos la Definicion 7.2.2 para un intervalo cerrado I = [a, b].

8.1.25 Definicion. Sean L = [a,b] un intervalo cerrado, f : L — L una
funcion continua y s > 2. Entonces una s-herradura de Smale para f

es un subintervalo cerrado J C L y una particion § = {J1,...,J,}, donde s
elementos de J son intervalos abiertos, digamos J;,, ..., J;,, tales que CU(J;,)
f-cubre a J, para cada k € {1,...,s}. La cual denotaremos como (J, ).

La siguiente proposicién nos dara una cota inferior de la entropia de una
funciéon cuando el espacio fase contiene una herradura de Smale.

La prueba de la siguiente proposicion se puede consultar en la pagina 196
del libro de Block y Coppel [8] (en este libro la herradura de smale se denota
como funcién turbulenta) o, en la pagina 205 del libro de Alseda et al. [2].

8.1.26 Proposicion. Sean L = [a,b] un intervalo cerrado, f : L — L una
funcion continua. Si f tiene una s-herradura de Smale, entonces ent(f) >

In(s).

8.2. Definiciéon de entropia usando la métrica
del espacio

En esta seccién mantendremos la notaciéon que hemos llevado, (X, d) re-
presentara un espacio métrico, no necesariamente compacto. El trabajo en
esta seccion dependera de la métrica d de nuestro espacio X.

Aqui, daremos una definicién de entropia topologica usando conjuntos
separadores y generadores. Esta definicion fue dada por Bowen [12].
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8.2.1 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico, v € X y e > 0. Definimos
la bola abierta de radio épsilon centrada en el punto x, con respecto a la
métrica d, como:

Vi) ={y € X | d(z,y) < €},

cuando no haya duda de la métrica con la que se estd trabajando, simplemente
escribiremos V.(x). La bola cerrada la definiremos como:

Bl(z) ={y € X | d(z,y) < €}.

4 .
‘/ﬁ (‘r ) l' ® & ‘\
' Yy 1
[ ] 1
|
' T -
) [
\‘ 'l
. 4
\~ "

Figura 8.1: Bola abierta de radio épsilon centrada en x
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(X,d)

Figura 8.2: Bola cerrada de radio épsilon centrada en x

8.2.2 Definicién. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcion.
Diremos que f es una funcion uniformemente continua, si para cada
e > 0, existe § > 0 tal que para cualesquiera dos puntos 1 y xro de X tales
que d(z1,x2) < 0, se tiene que d(f(z1), f(x1)) < €.

8.2.3 Definicion. Sea (X, d) un espacio métrico. Al espacio de todas las
funciones uniformemente continuas del espacio métrico X en si mismo
lo denotaremos como UC(X).

Un resultado de funciones uniformemente continuas que nos sera de gran
utilidad es el siguiente:

8.2.4 Proposicion. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricosy f : X — Y una
funcion continua. Si X es compacto entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Sea € > 0, como f es continua, entonces para cada x € X
existe 6, > 0 tal que si d(z,z;) < d, entonces d'(f(x), f(z1)) < §. Observe-
mos que {Vy! (z) | # € X} es una cubierta abierta de X, como X es compacto,
existe un ntimero de lebesgue A > 0 para esa cubierta.

Sean x y ' € X tales que d(z,2’) < A, entonces existe ro € X tal que
z, 2’ € Vi (x0). De donde, tenemos lo siguiente:
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d'(f(x), f(") < d'(f(2), f(x0)) + d'(f(x0), f()) <e.
O

A lo largo de esta seccién trabajaremos con funciones uniformemente
continuas.

8.2.5 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico y f € UC(X). Dada n €
N, podemos definir una nueva métrica en X de la siguiente forma:

dala,y) = i {d(F (), (o)}

8.2.6 Proposicion. Sean (X, d) un espacio métrico, f € UC(X), n € Ny
x yy € X. Entonces d,, es una métrica.

Demostracion. Veamos que se cumplen los cuatro enunciados de la Definicién
2.1.8. Primero que d, > 0. Para esto, supongamos que d,(z,y) = 0. Esto
implica que O<m<éx 1{d(fl(x)7 f(y))} = 0. Entonces para cada i € {0,...,n—

1}, se tiene que d(f'(x), fi(y))) = 0. De donde, fi(x) = f'(y) para cada
i €{0,...,n—1}y, por tanto, x = y. En conclusion, el primer enunciado de
la Definicion 2.1.8 se cumple.

Supongamos ahora que x = y y veamos que d,(z,y) = 0. Como z = y, se
tiene que

dule,y) = | méx A0 (). 1)} = mix {d(F (), fi().

Como d es una métrica, entonces para cadai € {0,...,n—1}, d(f'(z), f'(z)) =
0. De donde, O<m<éx 1{d(]“(x), f'(x))} =0y, por lo tanto:
dn(z,y) = max {d(f'(z), ['(y))} = 0.

Observemos que al ser d una métrica tenemos lo siguiente:

dn(z,y) = méx {d(f'(x), f'(v)}

0<i<n—

= mix {d(f'(y). f'(2))} = du(y, )

0<i<n—

Por tltimo, veamos que la desigualdad del tridAngulo se cumple. Para esto,
notemos lo siguiente:

AP @)L L) <df @ [E)+d e W)
< mix {d(f (), (D)) + mix (A ). L )

— 0<i<n—1

=du(z,2) +dn(z,y).
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Por tanto, d,,(z, z) + d,(z,y) es una cota superior para {d(f*(z), f'(y)) | 0 <
i <n — 1}. Consecuentemente tenemos que:

dula,y) = . {d(F (@), S} < dul,2) + ().
]

Estamos interesados en un concepto de entropia el cual pueda medir la
complejidad del sistema dinamico, interpretado como la cantidad de infor-
macion trasmitida en el sistema por unidad de tiempo. El estado inicial lleva
informacion completa sobre la evolucion del sistema, pero para el observador
no es posible interpretarla de manera inmediata. Al no tener fija una manera
particular de medir la informacion, queremos usar la métrica del espacio (o,
de forma mas general, usando la topologia del espacio) para poder describir
la cantidad de informacién sobre el estado inicial adquirida por el observador.
Una interpretacion razonable, seria la habilidad del observador para distin-
guir entre los puntos del espacio. La mas sencilla esta basada en la métrica y
en un nimero positivo e: dos puntos son “indistinguibles"si la distancia entre
ellos es menor que €. Otra forma de hacer esto es mediante cubiertas abiertas
del espacio, como se vio en la seccion anterior. Un conjunto de puntos no
pueden ser distinguibles si pertenecen a un mismo miembro de la cubierta
abierta. Con esto en mente, definiremos una cantidad que contara Orbitas
indistinguibles.

8.2.7 Definicion. Sean (X,d) un espacio métrico, f € UC(X), n € N,
e >0y K un subconjunto compacto de X. Diremos que un subconjunto F' de
X es un (n,€)-conjunto generador para K, con respecto a f, si para cada
x € K, existe y € F tal que d,,(x,y) < €; es decir:

KNV W),

yeF i=0

8.2.8 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico, f € UC(X),n € N, e >0
y K un subconjunto compacto de X. Entonces v, (¢, K) denotard la cardinali-
dad mds pequenia de un conjunto (n, €)-generador para K con respecto a f.(Si
es mecesario especificar f, entonces escribiremos v, (e, K, f)).

8.2.9 Observacion. Notemos que r,(e, K) < oo ya que la compacidad de

n—1

K implica que la cubierta abierta {ﬂ (Vi fi () | = € K}, tiene una
i=0

subcubierta finita.
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8.2.10 Definicion. Sean (X,d) un espacio métrico, f € UC(X), e >0y K
un subconjunto compacto de X. Sea:

1
r(e, K, f) = limsup — In(r, (¢, K)).

n—oo TN

Cuando queramos especificar la métrica con la que se estd trabajando escri-
biremos r(e, K, f, d).

8.2.11 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico, f € UC(X), e >0y K
un subconjunto compacto de X. Definimos la entropia de f con respecto a
K como:

ent(f, K) = h'n%r(e, K, f).
e—
Definimos la entropia topolégica como:
ent(f) = sup{ent(f, K) | K es un subconjunto compacto de X}.

Cuando queramos hacer notar la dependencia de la métrica d escribiremos

enty(f)

Antes de pasar a lo siguiente, daremos una definiciéon equivalente pero
dual a la definicion dada para los conjuntos generadores. En esta definicién
usaremos la idea de conjuntos separadores.

8.2.12 Definicion. Sean (X,d) un espacio métrico, f € UC(X), n € N,
e > 0y K un subconjunto compacto de X. Diremos que un subconjunto E de
K es un (n,€)-conjunto seprador, con respecto a f, si para cualesquiera
z,y € E con x # vy, resulta que d,(x,y) > €; esto es, para x € E, el conjunto

n—1
ﬂ fUB(f(x))) no contiene otro punto de E.
i=0

8.2.13 Definicién. Sean (X,d) un espacio métrico, f € UC(X), n € N,
e > 0 y K un subconjunto compacto de X. Entonces s,(e, K) denotard la
cardinalidad mds grande de un subconjunto (n,€)-separador de K, con res-
pecto a f. Este mdrimo existe ya que K es compacto y totalmente acotado
(Si es necesario especificar f, entonces escribiremos s, (€, K, f)).

8.2.14 Lema. Sean (X, d) un espacio métrico, f € UC(X), ne€ N, e>0y
K un subconjunto compacto de X. Entonces las siguientes desigualdades de
se cumplen:

(6, K) < sp(e, K) <1,(5, K).
Por lo que s, (¢, K) < 0.
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Demostracion. Si E es un subconjunto (n, €)-separador de K de cardinalidad
méxima, entonces E es un conjunto (n,€)-generador para K. Ya que si no
fuera asi, existirfa un punto z en K cuya distancia bajo la métrica d, a
cualquier punto de F seria mayor o igual que €. El conjunto E U {z} seria
un conjunto (n,e€)-separador lo cual es una contradiccion a la maximilidad
de E. De donde, 1,(€, K) < s,(¢, K).

Para ver la otra desigualdad, sean I un subconjunto (n, §)-generador para
K y E un conjunto (n, €)-separador de K de méxima cardinalidad. Tomemos
r € E, entonces existe y € F tal que d,(z,y) < §. La funcion ¢ : £ — F
que manda z en y es una funciéon inyectiva. Ya que si no fuera asi, existirian
syt € FE cons #ttales que ¢(s) = ¢(t) = m, con m € F. De donde,
tendriamos que d,(s,t) < d,(s,m) + d,(m,t)e lo cual es una contradiccion
al hecho que E es un conjunto (n, €)-separador. Asi, al ser ¢ es inyectiva, se
tiene que |E| < |F|. Por consiguiente, s, (e, K) < 1, (5, K). O

8.2.15 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico, f € UC(X), e >0y K

un subconjunto compacto de X. Sea:

1
s(e, K, f) = limsup — In(s, (¢, K)).
n

n—0o0

Cuando queramos especificar la métrica con la que se estd trabajando escri-
biremos s(e, K, f,d).

8.2.16 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico, f € UC(X), e >0y K
un subconjunto compacto de X. Definimos la entropia de f con respecto a
K como:

ent(f, K) =lims(e, K, f).
e—0
Definimos la entropia topologica como:
ent(f) = sup{ent(f, K) | K es un subconjunto compacto de X}.

Cuando queramos hacer notar la dependencia de la métrica d escribiremos

entq(f).
De la desigualdad en el Lema 8.2.14, se sigue que:

lims(e, K, f) = limr(e, K, f).
e—0 e—0

Por lo tanto, es posible definir la entropia topolodgica ya sea mediante con-
juntos generadores o usando conjuntos separadores. Ahora consideraremos el
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caso en el que nuestro espacio métrico (X, d) también es compacto y veamos
que las definiciones de entropia topologica que hemos dado en esta seccion y
en la Seccion 7.1 son equivalentes.

Por el momento denotaremos a la entropia definida de esta seccién como
enty(f) y a la entropia de la Seccion 7.1 como ent(f).

8.2.17 Definicion. Sean (X, d) un espacio métrico y o una cubierta de X.
Definimos la malla de la cubierta o como;

malla(a) = sup{diam(A) | A € a}.

8.2.18 Observacion. Si o y v son dos cubiertas abiertas de un espacio
métrico (X,d) y malla(a) < A, con A > 0 un nimero de Lebesgque para v,
entonces v < Q.

8.2.19 Proposicion. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto y f : X —
X wuna funcion continua. Si {a,}52, es una sucesion de cubiertas abiertas

de X con lim malla(a,) = 0. Si ent(f) < co entonces lim ent(f,a,,) existe
n— 00 n—oo

y es igual a ent(f) y, si ent(f) = oo, entonces lim ent(f, a,) = occ.
n—oo

Demostracion. Supongamos primero que ent(f) < 0o. Sea € > 0 y tomemos
una cubierta abierta v de X de tal forma que ent(f,v) > ent(f) — €. Sea
A un nimero de Lebesgue para . Tomemos N de tal forma que si n > N,
entonces malla(a,) < A. Por la Observacion 8.2.18, tenemos que 7 < «,.
Por (1) de la Proposicion 8.1.7, ent(f,~) < ent(f,«,) cuando n > N. Por
lo que si n > N, entonces ent(f) — e < ent(f,a,) < ent(f). De donde,
Jgngoent(f, ay,) = ent(f).

Si ent(f) = oo y € > 0, tomamos una cubierta abierta v de X tal que
ent(f,y) > €, procediendo de manera analoga al parrafo anterior se puede
mostrar que nh_}ngo ent(f, a,) = 0. ]
8.2.20 Proposicion. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto y f : X —
X una funcion continua.

1. Si « es una cubierta abierta de X con nimero de Lebesgue A\, entonces
n—1
N(V f(@) <ra(3,X) <sal3,X).
i=0
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2. Sie> 0y~ esuna cubierta abierta de X tal que malla(y) < €, entonces

n—1

(6, X) <s,(6,X) <N ( \/ G0

i=0
Demostracion. Del Lema 8.2.14, 1, (¢, X) < s, (¢, X), para cada € > 0.

1. Sea F un conjunto (n, 3)-generador para X, de cardinalidad r,(3, X).

Entonces:
xX=J ﬂ (B ([ (2)))
xzeF i=0 2
y, como para cada i € {0,...,n—1}, B (f*(z)) esta contenido en algin

2
miembro de la cubierta abierta «, resulta que:

n—1

NV @) <73, ),

2. Sea E un conjunto (n,e¢)-separador de X, de cardinalidad s, (e, X).

n—1

Como ningtin miembro de la cubierta abierta \/ f7*(7) puede contener
i=0

dos elementos de E, obtenemos que:

n—1

(e, X) <N (\/ 17().

=0
]

8.2.21 Corolario. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto y f : X — X
una funcion continua. Tomemos € > 0 y sean o = {Vao(z) | © € X} y
Ye = {Ve(z) | x € X}. Entonces:

2

NV F7(00) < rale X) S salesX) <NV F760).

Demostracion. Notemos que 2¢ es un nimero de Lebesgue para a, y que
malla(y.) < e. Entonces haciendo uso de la Proposicion 8.2.20, obtenemos
las desigualdades deseadas. [
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8.2.22 Teorema. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto y f: X — X
una funcion continua. Entonces ent(f) = enty(f).

Demostracion. Sie > 0, a. vy 7. son como en el Corolario 8.2.21, entonces

ent(f,a.) <r(e, X, f) <s(e, X, f) <ent(f, ).

Si ponemos € = % y hacemos que n tienda a infinito, por la Proposicion 8.2.19,
ent(f,a.) y ent(f,v.) convergen a ent(f) y tanto r(e, X, f) como s(e, X, f)
convergen a enty(f). De donde, tenemos que:

ent(f) <enty(f) vy enty(f) < ent(f).
Por tanto, ent(f) = enty(f). ]

8.2.23 Definicion. Sean (X,d) y (Y, d') espacios métricosy f : X — Y una
funcion continua. Diremos que f es una tsometria, si para cualesquiera x
yx' € X se tiene que d(x,z') = d'(f(z), f(2))

8.2.24 Proposicion. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto y f : X —
X una isometria. Entonces enty(f) = 0.

Demostracion. Sean € > 0 y K un subconjunto compacto de X. Como f es
una ismotria, tenemos que d(z,y) = d(f™(z), f"(y)) para cada n € N. Por
lo que, tanto r, (¢, K) como s, (€, K) no cambian con respecto a n. Entonces
tenemos que
1
enty(f) = lim lim sup — In(s, (¢, K)) = 0.

=0 pnoso N

8.3. Propiedades de la entropia

La pregunta ;Si la entropia de f es positiva entonces f es transitiva? no
tiene mucho sentido. De hecho, la transitividad es una caracteristica global
del espacio. Como ya hemos visto, una funcion cuyo espacio fase tiene dos
subconjuntos invariantes A y B con interiores distintos del vacio, no puede
ser transitiva. Sin embargo el que una funcién tenga entropia positiva puede
ser gracias a la siguiente proposicion:
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8.3.1 Proposicién. Sean (X,d) espacio métrico y compacto, f : X — X
una funcion continua y Y un subconjunto cerrado de X e invariante de f.
Entonces ent(f) > ent(f|y).

Demostracion. Sea « una cubierta abierta de Y. Para cada A € «, existe un
abierto V de X tal que A = V NY. Los conjuntos V junto con el abierto
X \'Y forman una cubierta abierta & de X. Si ¢ = f|y y n es un nimero
entero positivo, entonces:

In (N (Vg_i(a))) <In(N (n\_/lf_’(d)))

De donde, ent(g,a) < ent(f, &) < ent(f). Como la cubierta abierta a fue
tomada arbitrariamente, tenemos que ent(f) > ent(g). O

Por otro lado, la pregunta ;Transitividad implicara entropia positiva?
es mas complicada. Més atin, si la respuesta es afirmativa, una pregunta
natural por hacerse es: ;Cual seria la mejor cota inferior para la entropia de
una funcion transitiva en el espacio a consideracion?.

Existen espacios, en el los cuales las funciones transitivas pueden tener
entropia igual a cero. Ademas de los ejemplos triviales de espacios finitos,
ejemplos clasicos existen como en el circulo S, por ejemplo, las rotaciones
por un angulo irracional, Ejemplo 4.3.6, tiene entropia igual a cero. Esto
gracias a la Proposicion 8.2.24. Pero en algunos espacios este no es el caso.
El siguiente teorema es un resultado conocido de este tipo. Pero antes de
pasar a ello, daremos algunos resultados que nos seran de utilidad.

8.3.2 Definicion. Sean I = [0,1] y f : [ — I una funcion continua. Diremos
que f es turbulenta, si existen subintervalos compactos J y K de I, con a
lo mds un punto en comin, tales que J U K C f(J) N f(K). Diremos que f
es estrictamente turbulenta, si J y K son disjuntos.

8.3.3 Lema. Si f : [ — I es (estrictamente) turbulenta, entonces f" es
(estrictamente) turbulenta.

Demostracion. Supondremos que f es turbulenta, la demostracién para ver
que también se cumple cuando f es estrictamente turbulenta es anéloga.
Existen subintervalos compactos J y K de I tales que JUK C f(J)N f(K).
De aqui, que J C f(J). Aplicando f*~! a lo anterior obtenemos que J C
f™(J). De la primera contencion también podemos observar que J C f(K).
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Aplicando f"~! a lo anterior, obtenemos que f"~*(J) C f*(K) y, como J C
fYJ), J C f(K). Por lo tanto, J C f*(J) N f*(K). De manera analoga,
podemos ver que K C f"(J)N f*(K). Por lo tanto, JUK C f*(J)N f*(K).
De donde, f™ es turbulenta. O]

Las demostraciones de los Lemas 8.3.4 y 8.3.5 se pueden consultar en el
libro de Block y Coppel [8] en las paginas 26 y 33. El Lema 8.3.6 se puede
encontrar como el Lema 3.3 en el articulo de Block y Coven [9].

8.3.4 Lema. Sea f: I — I funcion continua. St f tiene un punto periddico
de periodo impar n > 1, entonces f? es estrictamente turbulenta.

8.3.5 Lema. Sean f : I — I una funcion continua y n € N. Sin no es una
potencia de 2, entonces lo siguientes enunciados son equivalentes:

1. f tiene un punto periodico de peritodo n,
2. f™ es estrictamente turbulenta
3. f" es turbulenta.

8.3.6 Lema. Sea f : I — I una funcidn transitiva. St f no es turbulenta,
entonces [ tiene un unico punto fijo y este punto fijo no es un punto extremo.

8.3.7 Teorema. Sean I = [0,1] y f : I — I una funcion transitiva. Entonces
f? es turbulenta.

Demostracion. Sea f : I — I nuestra funcion transitiva. Por el Teorema
7.1.23, tenemos dos casos:

Caso 1 f es bitransitiva. Entonces por (3) del Teorema 7.1.30, f tiene un punto
perioédico impar n > 1. Por el Lema 8.3.4, f? es estrictamente turbu-
lenta y, por lo tanto, turbulenta.

Caso 2 Existen dos subintervalos cerrados J y K de I tales que I = JU K,
JNK = {z}, donde z es el Gnico punto fijode f, f(J) = K, f(K) = Jy,
tanto f2|; como f?|x son transitivas. Entonces, por el Lema 8.3.6, tanto
f?]; como f?|k son turbulentas. De donde, existen dos subintervalos
compactos M y N de J tales que:

MUN C f*(M)n f*(N).
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En particular, M y N son subintervalos de I y, por lo tanto, f? es
turbulenta.

]

8.3.8 Teorema. Sean I = [0,1] y f : I — I una funcion transitiva. Entonces
f? tiene una 2-herradura de Smale y, por lo tanto, ent(f) > 3 In(2).

Demostracion. Como f es transitiva, por el Teorema 8.3.7, f2 es turbulenta.
De donde, existen dos subintervalos compactos J y K de [ tales que J U
K c f3(J) N f*(K). Si nombramos L = JU K y D = {J, K}, entonces
(L,D) es una 2-herradura de Smale para f2. L es un subintervalo de I ya
que por definiciéon de funcién turbulenta tanto J como K son subintervalos
compactos con, posiblemente, un punto en comun . Por la Proposiciéon 8.1.26,
ent(f?) > In(2). Por la Proposicion 8.1.19, ent(f?) = 2ent(f), por lo tanto
tenemos que

ent(f) > = In(2).

N | —

8.3.9 Corolario. Si f: I — I es transitiva entonces ent(f) > 0.

8.3.10 Teorema. Sea f : [ — I una funcion transitiva con al menos dos

puntos fijos. Entonces [ tiene una 2-herradura de Smale y, por lo tanto,
ent(f) > In(2).

Demostracion. Sea f: 1 — I una funcién transitiva. Por hipotesis, sabemos
que f tiene al menos dos puntos fijos. Por el Lema 8.3.5, f es turbulenta.
Como en la demostracion del Teorema 8.3.8, f tiene una 2-herradura de
Smale. Por la Proposicion 8.1.26, tenemos que:

ent(f) > In(2).
]

El siguiente teorema nos mostrara que una funcién monétona por partes
y transitiva del intervalo siempre serd conjugada a una “mejor” funciéon, con
la misma entropia. Pero antes de eso, daremos algunos resultados de utilidad.

8.3.11 Definicién. Sea f : I — I una funcion mondtona por partes. Di-
remos que f es lineal por partes (con pendiente constante (), si todas las
partes en las que f es mondtona son lineales con pendiente constante [3.
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8.3.12 Proposicién. Sean f : I — I transitiva, g : I — I una funcion con-
tinua y h : I — I una semiconjugacion no decreciente entre f y g. Entonces
h es un homeomorfismo. En consecuencia, f es topoldgicamente conjugada a
g via h.

Demostracion. Supongamos que h no es un homeomorfismo. Como h es su-
preyectiva, h no es inyectiva. Por lo que existe y € I tal que h™!(y) consta
de méas de un punto. h es una funcién continua y no decreciente, por lo que
h~'(y) es un subintervalo cerrado propio de I. Como f es transitiva y por
el Teorema 4.1.20 parte (16), existe € I tal que o(z, f) es densa en I. En
particular, o(z, f) N h~'(y) # 0. De donde, existen n > 0y k > 0 tales que
f™(x), fr*(z) € h=1(y). Observemos que:

9" (y) = g" o h(f"(x)) = ho [E(f"(x)) = h(f**"(2)) =y

De esta forma tenemos que y es un punto periodico de g. Por lo que existe
un abierto U de I tal que ¢"(y) ¢ U, para ninguna m > 0. El conjunto
h~1(U) es abierto y no vacio. Por la transitividad de f, existe m > 0 tal que
frm(z) € h~1(U). Esto implica que:

g"(y) = g" o h(f"(x)) = ho f"(f"(x)) = h(f™"(x)) €T,

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, h es inyectiva y, en consecuencia,
un homeomorfismo. O

8.3.13 Definicion. Sean ¢ : I — R wuna funcion y {x;};_, una sucesion
finita de elementos de I. Definimos la variacion de ¢ como:

s—1
Var() = sup { D [6(x:) = d(wis1)| | w0 < w1 < -+ < w € I}
i=0
8.3.14 Definicién. Sea J un intervalo. Denotaremos la longitud de J como
long(J).

Las demostraciones de los Lemas 8.3.15 y 8.3.16 se pueden consultar
en el libro de Alseda, Llibre y Misiurewicz [2], en las paginas 217 y 256,
respectivamente.

8.3.15 Lema. Sea f : I — I una funcion mondtona por partes con pendiente
constante 3. Entonces ent(f) = max(0,In(5)).
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8.3.16 Lema. Sea f : I — I una funcion continua y mondtona por partes
con ent(f) > 0. Entonces f es semiconjugada a una funcion continua mo-
ndtona por partes g : I — I con pendiente constante S por medio de una
funcion no decreciente.

8.3.17 Teorema. Sea f : I — I una funcidn mondtona por partes y transiti-
va. Entonces [ es topologicamente conjugada a una funcidn lineal por partes
de pendiente constante § = ™).

Demostracion. Como f es transitiva, por el Teorema 8.3.8, ent(f) > 0. Por
el Lema 8.3.16, f es semiconjugada a una funcién lineal por partes g : [ — [
con pendiente constante 3. Por la Proposicion 8.3.12, f es topologicamente
conjugada a g.

Por el Lema 8.3.15, ent(g) = méx(0,1n(f)). Como f es topologicamente
conjugada a g. Por la proposiciéon 8.1.21, ent(g) = ent(f) > 0. Por lo que
ent(f) = ent(g) = In(B). De donde, 3 = e/, O

Antes de pasar al dltimo teorema de esta seccion, daremos una proposi-
cion, la cual nos seré de gran ayuda para la demostracion de dicho resultado.
La prueba de la mencionada proposicion esté basada en el libro de Alseda,
Llibre y Misiurewickz [2].

8.3.18 Proposicién. Sean X espacio métrico y compactoy f : X — X una
funcion continua. Entonces ent(f) = ent(f|ac)-

Demostracion. Sean o una cubierta abierta de X, n € Ny 3, una subcubier-
n—1

ta abierta de cardinalidad minima de §(f), tomada de o = \/ f7(a). El
i=0

conjunto K = X\ U B es compacto y consiste de puntos errantes. Por lo

Bepn
que podemos cubrir a K con una cantidad finita de subconjuntos con puntos

errantes (subconjuntos de X, no necesariamente de K), y cada uno de estos
subconjuntos esta contenido en algin elemento de a™. Estos subconjuntos,
junto con todos los elementos de (3,,, forman una subcubierta abierta, ~,, de
X la cual refina a a™; es decir, o™ < .

k—1 k—1

Cada elemento de ()}, = \/ 7" (v,) es de la forma ﬂ f7"(Gy), con
i=0 i=0

G; € v,. Como estos elementos no son vacios, si G; = G para alguna ¢ <

4, entonces fm"U~)(G;) intersecta a G; = Gj, por lo que G; no puede ser
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errante y, por lo tanto, G; € 3,. Calculemos ahora el nimero de elementos de
(fy)’]in Si el nimero de indices i, para los cuales G; es errante, es j, entonces
0 <j < m,donde m = |y, \ f,|. Existen (Tj”) = J,(lej), posibles formas
de escoger un j-ésimo elemento subconjunto de 7, \ 5, y estos conjuntos
pueden aparecer como combinacién de varios conjuntos G;. De hecho, en
k-(k—1)---(k—j+1) = ﬁ formas. Para el resto de los conjuntos G,
tenemos la eleccion de cualquiera de los elementos de [3,,. Por consecuencia,
el ntimero de elementos de (’yn)’;cn no puede ser mas grande que:

e k! »
S (5) oy
k!

Como (G <k <k"y (7]") < ml!, (8.1) no puede ser mas grande que
(m+1)!- k™ - |B,]". Por lo que se tiene lo siguiente:

ent(f",7,) < lim %ln((m—i— DR 1B]F) = In(|,]).

k—o0

Por (2) de la Observacion 8.1.16 y la Proposicion 8.1.19, resulta que:

ent(f,o) = Lent(f",a") < Lent(f",7,)
< %ln(yﬂnl) = %hl(N ((a‘ﬂ(f))n))>

donde aloy = {ANQ(f) | A € a}. Tomando el limite obtenemos que:

ent(f, o) < ent(flogs), alag) < ent(flag)-

Como « fue arbitraria, tenemos que ent(f) < ent(f|os))-
Como Q(f) es un subconjunto cerrado e invariante bajo f de X, por la
Proposicion 8.3.1, tenemos que ent(f) > ent(f|o(s)). Por lo tanto, ent(f) =

eIlt(f|Q(f)). D

8.3.19 Definicién. Sean X espacio métrico y compacto y f : X — X
una funcion continua. Diremos que f es de entropia minimal, si el 1unico

subconjunto Y de X no vacio, cerrado e invariante bajo f tal que ent(f|y) =
ent(f) esY = X.

8.3.20 Observacion. Por (9) del Teorema 4.1.20, sabemos que en una fun-
cion minimal f, el inico subconjunto no vacio, cerrado, tnvariante bajo f y
con interior distinto del vacio es el total, por lo que toda funcion minimal es
de entropia minimal.
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8.3.21 Teorema. Sea X un espacio métrico y compacto y f : X — X una
funcion continua. St f es de entropia minimal, entonces es topoldgicamente
transitiva.

Demostracion. Sean f : X — X funcién de entropia minimal y Q(f) el
conjunto de los puntos no errantes. Por la Proposiciéon 3.7.2, sabemos que
Q(f) es cerrado e invariante bajo f. Por la Proposicion 8.3.18, ent(f) =
ent(flocs)). Como f es de entropia minimal, Q(f) = X. O
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Capitulo 9

Caos y transitividad

El término caos para una funcién fue usado por primera vez por Li y
Yorke en [26], aunque sin dar una definiciéon formal. Actualmente, existen
diferentes definiciones de lo que significa que una funcién sea caodtica. Al-
gunas de ellas s6lo trabajan con ciertos espacios fase. Se podria decir que
hay tantas definiciones de caos como autores. A pesar de ello, detras de las
definiciones de caos se encuentra la idea de comportamiento impredecible de
las orbitas de todos los puntos, varios puntos o, al menos, un punto, cuando
la posicion del punto, cuya 6rbita es considerada, esta dada con cierto error,
usualmente a este fenémeno se le conoce como sensibilidad en la dependencia
a las condiciones iniciales.

Usualmente la transitividad topologica es parte de la definicion de caos,
o transitividad implica o es implicada por el caos (al menos en algunos espa-
cios). Por lo que, en este trabajo, mencionaremos diferentes tipos de caos y su
conexion con la transitividad. Con esto, se pretende mostrar la importancia
de seguir investigando la transitividad.

9.1. Caos en el intervalo y la clasificacion de
Sharkovskii

Block y Coppel en su libro [8], definen la nocion de funcion caotica para
funciones del Intervalo en si mismo de la siguiente manera:

9.1.1 Definicién. Sea f : I — I. Diremos que f es cadtica en el sentido de
Block y Coppel si alguna de las condiciones del Lema 8.3.5 y, por lo tanto,
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todas se cumplen.

Después, Block y Coppel dan dos caracterizaciones de funciones caodticas
del intervalo en si mismo, la primera es la Proposicién 9.1.2 y la segunda la
Proposicion 9.1.3, sus demostraciones pueden ser consultadas en el libro 8|
en las paginas 124 y 218, respectivamente.

9.1.2 Proposicién. Sea f : I — I una funcion continua. Entonces f es
cadtica en el sentido de Block y Coppel si y sélamente si para alguna x € I,
w(zx, f) contiene propiamente una drbita periddica.

9.1.3 Proposiciéon. Una funcion continua f : I — I es cadtica si y sélo si
tiene entropia topologica positiva.

Algunos autores llaman a una funciéon f : I — [ cadtica, si tiene una
Orbita periodica cuyo periodo no es una potencia de dos. Por ejemplo, ver |§|
pagina 33. De hecho, en el intervalo esta condicién es equivalente a que la
funciéon f tenga entropia topoldgica positva, ver la Proposicion 9.1.3. La
siguiente definicion esta ligada al orden que Sharkovskii dio para N:

3 =B =T =2:3=2:5-2-T=--=4:324-5-4-T= - »
= 2m 32 D 2T T 2% e = 2 e - - 2

Donde 2% es el nimero par mas grande. Usaremos también el simbolo > en
la forma usual. Si ¢ € N definimos S(t) = {m € N |t = m}. A S(2%) le
asignaremos el conjunto {1,2,4,...,2™ ...}. Sea f : I — I. Entonces P(f)
serd el conjunto de periodos de los puntos periddicos de f.

A continuacién, enunciaremos el famoso Teorema de Sharkovskii, aunque
la demostracion original del teorema esta en Ruso y se puede consultar en los
articulos de Sharkovskii [35] y [36]. Sin embargo, existen versiones recientes
del mismo, consultar por ejemplo [28] o [18].

9.1.4 Teorema. Para cada funcion f : I — I, existet € N con P(f) = S(t).
Por otro lado, para cada t € N, existe una funcion f : I — I con P(f) = S(t).

Antes de pasar a la discusion de la conexién entre la transitividad de una
funcion del intervalo en si mismo, el orden de Sharkovskii y la propiedad de
ser cadtico, daremos un resultado que nos seré de ayuda, su demostracion se
puede encontrar en el libro de Block y Coppel [8] en la pagina 26.

9.1.5 Lema. Sea f : I — I funcion. Si f es turbulenta, entonces f tiene
puntos periodicos de todos los periodos.
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Si P(f) = S(t), entonces diremos f es de tipo t. Cuando hablemos del
tipo de una funcién, lo consideraremos ordenado bajo el orden de Sharkovskii.
Con lo anterior, podemos ver que una funciéon del intervalo en si mismo es
cadtica si es de tipo mayor que 2°°,

Si f es bitransitiva, entonces es de tipo un niimero impar 2r+1, con r > 0,
ver Teorema 7.1.30. Si f es transitiva pero no bitransitiva, entonces el tipo de
2 es un ntimero impar 2s + 1, con s > 0, Teorema 7.1.23. Por lo que el tipo
de fes2-(2s+1), con s > 0. Para nuestra sorpresa, podemos afirmar que en
este caso s = 1. Esto se sigue del hecho que si f es transitiva, entonces, por
Teorema 8.3.7, f? es turbulenta, lo que implica que tiene una 2-herradura de
Smale, Definicién 8.1.25. Por el Lema 9.1.5, f2 tiene un punto periodico de
periodo 3. Por lo tanto, si f es transitiva, entonces tiene un punto periodico
de periodo 6 (esta tltima afirmacion fue probada por Block y Coven en [9] y
se encuentra como el Corolario 3.5).

En vista del Corolario 8.3.9 y la Proposicion 9.1.3, todas las funciones
transitivas del intervalo en si mismo son caoticas en el sentido considerado
en esta seccion, sin embargo no todas las funciones cadticas son transitivas.

9.2. Caos en el sentido de Li y Yorke

La definicion de caos de Li-Yorke fue establecida en base a su articulo [26]
de 1975. Despiies, en 1986 Jankova y Smital, en su articulo [22], darian defi-
niciones equivalentes para el caos de Li-Yorke. Finalmente, en 1989 Kuchta y
Smital, en su articulo [25], darfan una caracterizacion del caos con conjuntos
revueltos, que a continuacién enunciamos.

9.2.1 Definicién. Diremos que una funcion f : I — I es cadtica en el
sentido de Li-Yorke si y solamente si existen dos puntos x,y € I tales que:

liminf |f"(x) — f"(y)] =0 y lmsup|f"(z) — f"(y)| > 0.

n—oo n—00
Al conjunto {z,y} se le llamard un conjunto revuelto dos puntual.

Si f es transitiva entonces es cadtica en el sentido de Li-Yorke, aunque el
regreso no es cierto, ya que el caos en el sentido de Li-Yorke permite que la
funcién f pueda ser constante en el intervalo.

En 1987 Bruckner y Thakyin, en su articulo |13], probaron que, bajo la
hipotesis del continuo, una funcion f : I — [ es bitransitiva si y s6lamente
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si existe un subconjunto no numerable el cual es extremadamente revuelto;
esto es, un conjunto no numerable S tal que para cualesquiera dos puntos
distintos x,y € S, se tiene que

lim inf | () — f*(y)] =0y limsup|f*(x) — /()] = L

n—o0

9.3. Caos en el sentido de Ruelle y Takens (Aus-
lander y Yorke)

9.3.1 Definicion. Sean (X, f) un sistema dindmico, d la métrica de X,
x € X ye>0. Diremos que f es Lyapunov e-inestable en el punto x, si
para cualquier abierto U de X, con v € U, existen y € U yn > 0 tales que

d(f"(x), f"(y)) > €.

9.3.2 Definicién. Sean (X, f) un sistema dindmico y x € X. Llamaremos
a la funcidn f inestable en el punto x (o el mismo punto serd llamado
inestable), si existe € > 0 tal que f es Lyapunov e-inestable en .

Para mayor informacion, con respecto a esta Definicion 9.3.2, se pueden
consultar por ejemplo, [3], [20] y [32].

En 1971, Ruelle y Takens, en su articulo [33] (segiin Auslander y Yorke
en [3]), definen caos para un sistema dindmico (X, f) de la siguiente manera:

9.3.3 Definicién. Sea (X, f) un sistema dindmico con f suprayectiva. Dire-
mos que [ es cadtica, si existe xqg € X cuya orbita sea densa y para cualquier
punto x € X se tiene que [ es inestable en x.

Observemos que si todos los puntos de X son inestables, entonces X no
tiene puntos aislados. Por lo tanto, el caos en un sistema dinamico estandar,
estd definido como ser topoldgicamente transitivo e inestable puntualmente.
Notemos, ademaés, que si un sistema dindmico estandar tiene la propiedad
de ser inestable puntualmente, puede llegar a pasar que no exista ¢ > 0 tal
que ninguno de los puntos sean e-inestables para dicha e. Pero si, ademas,
el sistema tiene una orbita densa (es decir, es transitivo), entonces la ines-
tabilidad puntual (de hecho, la inestabilidad de un punto con 6rbita densa)
implica la inestabilidad puntual uniforme; es decir, la existencia de una ¢ > 0
en comun para la cual todos los puntos sean e—inestables.

Por supuesto, en general, no existe una conexion entre la transitividad y
la inestabilidad puntual. Sin embargo, en el intervalo la transitividad implica
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la inestabilidad puntual, pero el regreso no es cierto, atin cuando se tiene
la inestabilidad puntual uniforme como hipétesis, pagina 359 del articulo de
Barge y Martin [6] .

9.4. Caos en el sentido de Devaney

La definicion mas reciente que se tiene de caos es la de Robert. L. Deva-
ney. Quien, en 1989, con la publicacién de su libro “Introduction to chaotic
dynamical systems” [18] define caos. Esta definicion de caos, la cual veremos
en breve, se volvid un tanto famosa. Por un lado, por la redundancia de la
definicion, la cual se encontraria tiempo mas tarde y, por el otro, fuera del
ambito matematico, la sensibilidad a las condiciones iniciales, una de las tres
propiedades que Devaney pide a una funcién para ser cadtica, se volveria
famosa gracias a la cinematografia con la produccion de la pelicula “El efecto
mariposa”. Pasemos ahora con la definicion de caos de Devaney, para mayor
detalle del trabajo de Deavaney, se puede consultar [18].

9.4.1 Definicion. Sea (X, f) un sistema dindmico. Diremos que [ es sen-
stble a las condiciones iniciales en X,0 f tiene sensibilidad a las
condiciones iniciales, si existe €g > 0, fijo, tal que para cada x € X y para
cada vecindad abierta U de x, existen y € U yn > 0 tales que:

d(f"(z), ["(y)) = €o.

Al nimero €y se el llamard constante de sensibilidad. Observemos que
tener sensibilidad a las condiciones iniciales es pedir la existencia de una
€ > 0 tal que f sea Lyapunov e-inestable en cada punto de X. Notemos que
la constante de sensibilidad € es la misma para todos los puntos del espacio.
En conclusion, tener sensibilidad a las condiciones iniciales es igual a pedir
que haya inestabilidad puntual uniforme.

9.4.2 Definicion. Sea (X, f) un sistema dindmico. Diremos que el sistema
(X, f) es cadtico, o que f es cadtica, si se cumplen los siguientes enuncia-
dos:

1. f es topologicamente transitiva,
2. el conjunto de los puntos periddicos de f, Per(f), es denso en X,

3. f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales.
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La redundancia de la Definicion 9.4.2, de la que se habl6 al principio de
esta seccidon se debe al siguiente teorema. Para una prueba alterna consultar
el articulo de Silverman [34]:

9.4.3 Teorema. Sea (X, f) un sistema dindmico, donde X no es finito. Si
[ es transitiva y Per(f) es denso en X, entonces [ tiene sensibilidad a las
condiciones iniciales.

Demostracion. Primero observemos que existe §p > 0 tal que para cada
r € X, existe un punto periodico ¢ € X tal que d(z,o0(q, f)) > %0. En
efecto, sean ¢; y g2 dos puntos periddicos arbitrarios cuyas orbitas o(qq, f) y
o(qa, f), respectivamente, son disjuntas. Sea Jy la distancia entre o(qy, f) v
0(qz, f). Entonces, por la desigualdad del triangulo, cada punto = € X dista
al menos %0 de alguna de estas dos orbitas. Para ver esto, supongamos que
d(xz,o(q, f)) < %0. Entonces, por la desigualdad del triangulo, se tiene que:

d _ o

d(l‘, 0(Q27f)) > d(O(Q17f)7O<Q27f>> - d<x70<Q1af>> > o — 5 = 5

Ahora, veremos que f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales, con cons-
tante de sensibilidad § = %0.

Sean x € X un punto arbitrario y N una vecindad de xz. Como Per(f)
es denso en X, existe un punto periodico p en U = N N Vs(z), donde Vs(x)
es la bola abierta de radio 6 con centro en x. Sea n el periodo de p, por lo
mostrado en el primer parrafo, existe un punto peridédico ¢ € X cuya orbita,
o(q, [), dista por lo menos 4§ de z. Tomemos:

V=N @),

Notemos que V' es un abierto de X, no vacio, pues ¢ € V. Por la transitividad
de f, existen y € U y k > 0 tales que f*(y) € V. Tomemos j la parte entera
de % + 1. Entonces tenemos que 1 < nj — k < n. Por construccion, tenemos
lo siguiente:

[ y) = 75 ) € FEV) < Vs(f R ).

Como n es el periodo de p, f"(p) = p. Por la desigualdad del tridangulo,
resulta que:

d(f™(p), fH(y)) =d(p, f(y)) >

d(z, fr97%(q)) — d(f"*(q), [ (y)) — d(p, z).
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Consecuentemente, como p € Vs(z) y f™(y) € Vs(f~%(q)), tenemos que:
d(f" (p), f™ (y)) > 46 — 0§ — & = 26.

Por lo tanto, usando la desigualdad del triAngulo una vez més, se tiene que
d(fm(x), f"(y)) > 6, 0d(f™(x), f(p)) > J. Para ver esto, supongamos que
no es cierto; es decir, que d(f™(x), f"(y)) < d y que d(f™(x), f"(p)) < 4.
Entonces observemos lo siguiente:

AP p), £9(0)) < (), £9()) + d(F @), () < 6+ 6 = 2,

lo cual es una contradiccién. Por lo que:

d(f" (@), [ (y)) > 6, o d(f"(x), [ (p)) > .

En cualquiera de los dos casos, hemos encontrado un punto en la vecindad
N cuya nj-ésima iteracion dista mas que ¢ de f™(x). O
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