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Introduccidn

El cambio climéatico es uno de los temas més importantes de esta época, no existe acti-
vidad humana que pueda realizarse sin un hogar, sin un planeta en dénde vivir.

Este hecho critico lleva a una serie de eventos climéticos que podrian convertirse de
algo cotidiano a algo catastrofico, condiciones de crecimiento acelerado desmesurado que
conducen a observar mediciones meteorolégicas cada vez mas impactantes.

Como se vera desarrollado en este trabajo, los derivados climaticos son una herramienta
que ayuda a las empresas/gobiernos a reparar el dano econémico que condiciones meteo-
rologicas provoquen en sus ingresos, es decir, para aquellas instituciones cuyas ganancias
estén altamente relacionadas con el comportamiento climético.

Si bien, éste es un tema actual que enfrenta muchos retos, pues al ser necesario establecer
un modelo que capture las caracteristicas adecuadas para simular el comportamiento futuro
de las condiciones climéaticas, se encuentra que estos modelos climaticos cada vez fallan més
debido a que en la actualidad se presentan eventos que jaméas se habian observado antes.
De manera preocupante un modelo debe incorporar a su ecuacién una tendencia quizés
més acelerada que una lineal, para estimar datos, pues cada ano nuevo, las mediciones se
convierten en las més calientes jamas observadas.

El objetivo de este trabajo es resumir y difundir la informacién que engloba la literatura
en derivados climaticos, enfocando la atencién en indices cuya variable meteorologica sera
la temperatura; asi como dar una breve semblanza de lo que hasta ahora se ha desarrollado
para modelos de precipitacién, con a penas cuatro afos de comercializaciéon estandarizada
por parte del CME (Chicago Mercantile Ezchange), institucion econémica clave que en-
cabeza transacciones y acuerdos en productos financieros derivados climéticos desde 1999
hasta la actualidad.

El trabajo que se redacta a continuacién sigue la siguiente estructura.

En el Capitulo 1, se revisa la definicién, usos, historia y ventajas del uso de un derivado




2 Introduccién

climatico contrastandolo con un esquema de seguros. El objetivo de este capitulo es intro-
ducir la configuraciéon que requiere un contrato de derivados climéticos asi como la posible
estructura financiera que siga éste. Resaltar la importancia del porqué una empresa puede
recibir beneficios de un contrato como tal y los posibles contratos existentes, es decir, de-
pendiendo de la actividad econémica que tenga la compania, existira alguna relacién entre
las ganancias de ésta con el comportamiento del clima.

En el Capitulo 2, se revisa un modelo probabilista, para establecer los primeros modelos
climéticos descritos por ecuaciones diferenciales estocésticas, que al resolverse usando el
lema de It6, se encuentra que no tienen una solucién explicita y tnica por lo que es necesa-
rio, considerar el precio de mercado del riesgo, que ajusta los precios obtenidos a precio de
mercado, para lograr esto es necesario un cambio de medida P a una medida equivalente

Q.

Posteriormente, se revisa a detalle como es posible estimar los parametros que requie-
ren los modelos presentados en las primeras secciones del capitulo, los que dependen del
tiempo, se vera que los métodos de estimacion son relativamente sencillos matematicamente
hablando, pero computacionalmente complicados.

Cambiando el enfoque en el Capitulo 3, se revisa la modelaciéon discreta para la va-
luacién de derivados climéaticos, haciendo uso de herramientas en series de tiempo y de
nueva cuenta se revisa la construccién de modelos propuestos por la literatura con series
de memoria larga y asi tener un modelo con esta propiedad y ademés con una estructura
dependiente del tiempo. Asimismo, los modelos suponen heteroscedasticidad en la varianza
de los residuales del modelo.

Finalmente, desde otro panorama, en el Capitulo 4 se hard una breve revisién de modelos
climéticos indexados a la precipitacion, lo que cambia por completo el esquema que se
revisa para el caso de la temperatura, ya que ésta no puede modelarse suponiendo un
movimiento Browniano (como en las ecuaciones diferenciales estocésticas) ya que los datos
de precipitacidon se sugiere sean estudiados con distribuciones pertenecientes a la familia de
distribuciones para valores extremos.




Capitulo 1

Derivados climaticos

Con la finalidad de establecer el esquema de trabajo de interés a lo largo de este estudio
se revisara primero la “definiciéon” del clima y posteriormente la de un instrumento finan-
ciero derivado, sus usos, formas de valuacién, entre otras lo que permitiré tener un mayor
entendimiento y llevar una lectura fluida, es por ello que para poder avanzar a la definicién
de un derivado climéatico se estudian algunos elementos clave para avanzar a la definicion
de interés de esta tesis.

1.1. El clima

Es fundamental para este trabajo saber ;qué es el clima?, por lo que se introduce en
ésta seccion una idea bésica sobre este concepto.

Comenzando por algunos conceptos generales ;qué es la atmoésfera?, esta es una envol-
tura gaseosa compuesta de distintos elementos que rodea a la Tierra. La superficie rodea
las partes liquidas y sélidas del planeta, justo donde todos los seres vivos habitan, por lo
que cualquier cambio en la atmosfera los afecta directamente.

Dentro de los componentes fisicos del planeta como la vegetacion y el relieve, uno de
los mas importantes es el clima ya que éste influye sobre los deméas modificandolos. Estos
factores de manera combinada son los que determinan el estado de la atmosfera, que se
conocen como elementos del tiempo atmosférico y el clima. Los cuales se enlistan de la
siguiente manera:

= Temperatura.
= Precipitaciéon y humedad.

s Direccion y fuerza del viento.
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= Presion atmosférica.

El tiempo atmosférico, se define como el conjunto total de las propiedades fisicas de la
atmosfera dentro de un periodo de tiempo corto, es decir, es un estado momentaneo de la
atmosfera.

Por otra parte, el clima es el conjunto de fendémenos meteorologicos que caracterizan el
estado de la atmosfera en un punto de superficie terrestre. Es decir, el clima varia de un
lugar a otro, mientras que el tiempo atmosférico de un dia a otro.

Las causas y elementos del clima que provocan cambios de un lugar a otro o bien de
una estacién de medicién a otra, se conocen como factores climdticos, dichos factores son:

s Altitud, que se define como la altura de dicha superficie en comparacién con el nivel
del mar.

s Latitud, que se define como distancia angular con el Ecuador.
= Relieve, que se define como configuraciéon superficial de la tierra.
» Corrientes marinas.

Estos factores son los que determinan el clima de algin lugar, influyendo con diferente
intensidad y formando una combinacién que hacen variar de manera diferente originando
distintas clases de climas. Por lo que el estudio del clima se basa en analizar detenidamente
cada uno de estos elementos.

1.2. Derivados financieros: elementos basicos

La incertidumbre es un concepto que afecta diariamente a inversionistas, empresarios,
administradores de fondos y personas fisicas que juegan en un mercado financiero . Estos
participantes desean minimizar el riesgo al que se encuentran expuestos y asi optimizar el
funcionamiento de sus portafolios de inversién, ganancias y fondos. Una herramienta tutil
para administrar, controlar, medir y reducir el riesgo financiero es el uso de contratos de
derivados financieros que ofrece el mercado.

Algunos de los puntos importantes con respecto al uso de productos derivados, es que
éstos proporcionan avances en el desarrollo e internacionalizaciéon del sistema financiero de
un pais, ademas de que promueven estabilidad macroeconémica al facilitar el control de
riesgos menores en intermediarios financieros y entidades econdmicas.

1Un mercado financiero es un espacio fisico o virtual en el que un nimero de participantes negocian
sobre instrumentos financieros, cuyo precio se determina por las condiciones de oferta y demanda.
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Definiciéon 1.2.1. Derivado financiero

Un producto financiero derivado es un contrato entre dos o méas partes con un precio
determinado por las fluctuaciones en el precio de uno o mas activos subyacentes.

Los instrumentos derivados financieros actualmente se aplican a diversas areas como:
crédito, tasas de interés, divisas o bien derivados sobre mercancia, es decir, practicamente
cualquier cosa podria convertirse en un activo subyacente de un producto financiero deri-
vado. Podria decirse que éstos permiten comprar o vender (pagar o cobrar) cierta cantidad
de un activo dependiendo del comportamiento que tenga durante un periodo de tiempo que
determinara el pago o cobro a realizar.

Algunos de los derivados financieros mas utilizados son los siguientes:

= Opcién call: Contrato en el cual el comprador, paga una prima y adquiere el derecho
pero no la obligacién, de comprar un activo subyacente a un precio pactado en una
fecha futura. El vendedor estd obligado a cumplir el compromiso del contrato.

= Opcién put: Contrato en el cual el comprador, paga una prima y adquiere el derecho
pero no la obligacién, de vender un activo subyacente a un precio pactado en una
fecha futura.

= Forward: Contrato entre dos partes, que establece la cantidad y precio especificos de
un activo subyacente definiendo la fecha y forma de entrega futuras.

s Futuros: Instrumentos estandarizados que permiten fijar hoy el precio de compra o
venta de un activo para ser pagados y entregados en una fecha futura.

» Swaps: Instrumento que permite el intercambio de flujos (por ejemplo tasa fija por
variable) o posiciones en distintos vencimientos o divisas.

Se puede clasificar a los derivados de varias maneras, una de ellas es como la siguiente:

» Deriados no estandarizados: También conocidos como Over The Counter (OTC). Se
caracterizan por ser contratos bilaterales, en donde las condiciones de la transaccién
estdn completamente especificadas. Su principal ventaja es que el contrato puede
disenarse a la medida dependiendo las necesidades del inversionista. La desventaja, es
que no siempre es sencillo encontrar una contraparte dispuesta a realizar el negocio.
Asi como el riesgo de contraparte o crédito, es decir, que alguna de las partes entre en
dificultades financieras y no pueda cumplir sus obligaciones. Los més comunes son:
forwards vy swaps.
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1.2.1.

Derivados estandarizados: Se negocian en mercados organizados, como Bolsas de Va-
lores y bajo condiciones preestablecidas. Las caracteristicas y especificaciones del sub-
yacente y periodo del contrato se determinan por la instituciéon que regula el negocio.
El precio es el tinico que es determinado por el mercado. En estos productos el riesgo
de contraparte existe pero en menor grado, sin embargo, es mas complicado que el
producto ajuste a las necesidades del inversionista.

Opciones financieras

Los elementos que caracterizan una opcién son:

Precio strike: Es aquel que paga (recibe) el comprador (vendedor) por el activo.

Ejercicio: Es el acto de hacer efectivos los derechos del producto financiero derivado,
al precio strike que tenga en ese momento el el activo subyacente.

Vencimiento: Es la fecha en la que la opcién se puede ejercer.

Estilo de una opcién: Determina el tiempo al que se puede ejercer. El estilo europeo
consiste en que sélo puede ejercerse la opcién al final del periodo. Si el comprador de
la opcién tiene el derecho a ejercer a cualquier fecha durante el periodo de duracién
de ésta entonces se conoce como de estilo americano y si el comprador puede ejercer
s6lo en ciertos periodos establecidos, pero no durante toda la duracién del contrato
entonces es una opcion Bermuda.

Valor subyacente: Activo financiero (acciones, bonos, indices bursatiles, mercancia,
etc.) que es objeto de un contrato que sirve como referencia ya que de acuerdo a su
comportamiento se establecera el pago futuro del contrato.

Payoff: Funcién de pagos, cuya estructura depende del tipo de opcién o contrato del
derivado financiero.

Dentro de los contratos en derivados existen dos posiciones a elegir, que dependen del
interés que tengan los participantes del mercado financiero. Se conocen como posicién corta
y larga y se consideran como estrategias de venta y compra respectivamente. Para el caso
de opciones:

Call larga: Es una opcién en la cuél se adquiere el derecho, més no la obligacién de
comprar el subyacente a un precio y fecha establecidos.

Call corta: Se adquiere la obligacién de vender si la contraparte ejerce su derecho a
comprar.

Put larga: Es una opcién en la cuél se adquiere el derecho, mas no la obligaciéon de
vender el subyacente a un precio y fecha establecidos.
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» Put corta: Se adquiere la obligacion de comprar si la contraparte ejerce su derecho a
vender.

Para este tipo de opciones el payoff puede representarse de acuerdo a la siguiente figura:

Figura 1.1: Funciones de payoff correspondientes para opciones en posiciones largas y
cortas. Elaboracion propia.

En dichas representaciones de payoff el cambio de pendiente estd dado por el precio
strike que se estableci6 en el contrato, la pendiente de la recta siempre serd 1 o -1 para este
tipo de portafolios con un so6lo instrumento y S(T') representa el valor del subyacente al
tiempo T', expiracion del contrato (esta notacion para el precio del subyacente en la fecha
de ejercicio se utilizara Gnicamente para esta seccion).

La manera de interpretar este tipo de graficas es la siguiente: una persona que desea
cubrirse contra incrementos en el precio de un activo subyacente podria comprar un una
opcion call, es decir, entraria en una posicién larga en un call, con el deseo de que el
precio del subyacente supere la cantidad K preestablecida, asi obteniendo un payoff de
S(T) — K. Esta idea es anéloga para las otras opciones, dependiendo de la posicion que
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desea el poseedor del contrato. Asimismo existen portafolios con funciones de payoff mas
elaboradas, compuestas por mas de una opcién que grafican un payoff diferente.

1.2.2. Contratos forward

En esta seccion se revisan las definiciones, de contratos forwards, cuya principal diferen-
cia entre las opciones radica en que son contratos que sustentan obligaciones y no derechos,
como el caso de una opcioén.

Definicion 1.2.2. Contrato forward

Contrato en el cual, el dia de hoy, se establecen los términos bajo los cudles se hara
la compra o venta de manera obligatoria de algin activo subyacente, especificando
una fecha en el futuro.

En dichos contratos, ademaés:

» Especifica la cantidad y el tipo exacto del activo que el vendedor debe entregar.
= Especifica la logistica de entrega, como el tiempo, lugar y fecha.

= Especifica el precio que el comprador deberéd pagar en la fecha de entrega.

s Obliga al vendedor a vender y al comprador a comprar, sujeto a las condiciones
establecidas.

Observacion 1.2.1.

Los contratos de futuros son similares a los contratos forward, en el sentido de que crean
la obligacién de comprar o vender a un precio predeterminado a una fecha futura, con la
diferencia de que los primeros son estandarizados y los segundos no lo son. v

Asi como las opciones, todo contrato forward tiene un comprador y un vendedor, por
lo que surgen de nuevo las posiciones: larga (el comprador) y corta (el vendedor). General-
mente una posicion larga es aquella que hace dinero cuando el precio aumenta y la posicién
corta obtiene beneficio cuando el precio disminuye, por tanto, el payoff para cada posicién
estd determinado por las siguientes expresiones:

Payof f Forward largo: = S(T) — K
Payof f Forward corto: = K — S(T) ;
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Figura 1.2: Payoff de un contrato forward corto y largo. Elaboracion propia.

al igual que las opciones, la pendiente de crecimiento (decrecimiento) del payoff tiene
pendiente 1 (-1), es por ello que este tipo de contratos es posible utilizarlos para encontrar
el valor de una opcién, conociendo al menos alguno de ellos, usando la paridad put-call la

cuél establece que:
f=C(S,T,K)— P(S,T,K) ; (1.2.1)

donde C(S,T,K) y P(S,T,K) denotan el payoff de una opcion call y una opcién put
respectivamente con el mismo subyacente, strike y vencimiento, es decir, el payoff de un
forward largo se puede determinar por la “suma” del payoff de un call largo y un put largo,
donde realmente es necesario comprender que en la expresion (1.2.1) el término —p actia
como un put corto, ya que

—max{K — S(7),0} = — (min{— [K — S(7),0]}) = min{S(T") — K,0} ;
es decir, justo el payoff de un put corto.

Es posible ver que el precio de un forward largo, en el momento ¢y (inicio del periodo
del contrato), estd definido por:

f=5S(to) — Ke "It ;

es decir, la diferencia entre el precio del subyacente en tg y el valor presente el precio strike
con una tasa de interés continua r y fija para el intervalo [tg,T] es decir, el periodo del
contrato. Analogamente, el precio de un forward corto queda determinado por:

f=Ke T _ 5(t).
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1.3.  Valuacién tradicional de productos financieros derivados

Existen varios métodos para la valuacién de una opcién, entre ellos existen los arboles
binomiales o bien la formula de Black & Scholes, sin embargo, dependiendo de la forma de
ejercer la opcion (forma americana, europea o bermuda) y ya que los modelos de interés
que surgiran méas adelante en este trabajo seran todos de tipo europeo basta con recordar
la conocida férmula de Black & Scholes para la valuacién de opciones europeas.

1.3.1. Modelo Black & Scholes

Para explicar el modelo de Black & Scholes primero se tomaré como referencia el modelo
binomial, el cual supone que durante un periodo de tiempo, el precio del activo subyacente
puede moverse hacia arriba o hacia abajo por una cantidad especifica (es decir, que el precio
del activo subyacente sigue una distribucion binomial) bajo este supuesto se puede encon-
trar el precio sin arbitraje de una opciéon. En dicho modelo binomial se puede cambiar el
numero de pasos en los cuales cambia el precio, pero una vez que éste se vuelve los suficien-
temente grande, el valor se aproxima al valor limite para una opcién. Entonces se pueden
tener una infinidad de pasos en un arbol binomial y es posible demostrar que mientras el
namero de pasos crece, el precio de la opcion se aproxima a la formula de Black & Scholes.

La formula de Black & Scholes para un call sobre un activo que paga dividendos 2 de
manera continua a la tasa J es

C(S,K,0,r,T,8) = Se T d(dy) — Ke " T®(dy) ;

donde
_ In(S/K) 4 (r— 0+ 30°)T

di = ;
! o/ T

dy=dy — oVT; (1.3.2)

(1.3.1)

S es el precio actual del activo.

K es el precio strike de la opcién.

o es la volatilidad del cambio de precio del activo

r es la tasa de interés libre de riesgo convertible de manera continua.

s T es el tiempo de expiraciéon del contrato.

2Remuneracion periodica que recibe el poseedor de la opcién (comprador), como beneficio por ser accio-
nista de la compaiia (vendedor).
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» ¢ es la tasa de pago de dividendos del activo.
» ®(x) es la funcion de distribucion normal estandar valuada en x.

Anéalogamente para una opcién put la formula de Black & Scholes establece que:

P(S,K,0,7,T,0) = Ke "T®(—dy) — Se 9T ®(—d;) ;

donde dj y dy estan dados por (1.3.1) y (1.3.2) respectivamente, ademés es necesario re-
cordar que por la simetria de la distribucion normal se cumple que ®(—z) = 1 — ®(x) para
toda x € R. Teniendo en cuenta este hecho, se puede establecer la paridad put-call para
opciones europeas, segin el precio por Black & Scholes, es decir:

P(S,K,o,r,T,6) = C(S,K,0,r,T,0) + Ke "7 — §e~T.

1.4. Concepto de derivado climatico

Un derivado climético es una herramienta que utiliza una compania en la que sus in-
gresos estan altamente correlacionados con el comportamiento del clima, usdndolos como
parte de una estrategia de administracion del riesgo que surge de probables adversidades
climaticas que pudieran afectar sus ganancias. Actian como productos financieros cuyo pa-
yoff depende del valor de algtn indice climatico que se mide durante un periodo acordado
entre el comprador y el vendedor del contrato. Este indice puede estar vinculado al alza o
baja en las temperaturas observadas, al nivel de lluvia, a la velocidad del viento, etc. En
la fecha de expiracién se determina la cantidad que deberé recibir el comprador del producto.

Los derivados climéticos estdn relacionados mas frecuentemente al riesgo volumétrico
que la compania enfrenta, que al riesgo del precio. Por ejemplo, una compania distribuidora
de gas podria vender menos cantidad de gas durante un invierno “caliente” en cuyo caso
le preocupard mas la cantidad de gas vendido, que el precio al que lo est4 vendiendo; esto
debido a que una compania no puede cambiar constantemente el precio de su producto
unicamente porque le conviene.

Son vastos los beneficios que se consiguen al usar una herramienta como ésta. Primero,
al ayudar a reducir la volatilidad en las ganancias, se reduce el riesgo de sufrir grandes
pérdidas o bien caer en bancarrota. Segundo, reducen la volatilidad en el precio de la
accion de la empresa (si es que cotiza en la Bolsa de Valores) y esto provoca que el precio
de la misma suba. La tasa de interés con la que la compania puede conseguir préstamos
monetarios decrece, entre otros.
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1.5. Desarrollo histérico del derivado climatico

La necesidad de productos climéticos surgié de la creacién de un mercado climatico
el cual se desarroll6 rapidamente. Desde sus inicios en 1996, las empresas energéticas ya
tenian herramientas para cubrirse de incrementos en el precio de una unidad energética.
Sin embargo, la competencia fue incrementando, la demanda de energia era incierta. Por
lo tanto, los derivados climéticos fueron desarrollados como una herramienta efectiva para
cubrir el riesgo volumetrico, més que el riesgo en el precio.

La primera transaccién de derivados climéaticos tuvo lugar entre 1996 y 1997. La transac-
cion fue realizada por Aquila Energy como una opcién suscrita a un contrato energético. La
primera transacciéon de un derivado climatico publica fue entre Koch Energy y Enron en
1997 con el fin de transferir el riesgo del clima adverso. El trato fue respecto a un indice de
temperatura en Milwaukee para el invierno entre 1997 y 1998. Desde entonces, el mercado
climético se ha expandido rapidamente y asi, anos después este tipo de transacciones se
extendieron a Europa, Asia y Australia.

Un afio después, en Septiembre de 1999, el Chicago Mercantile Exchange (CME) lanzé
el primer negocio en bolsa de derivados climaticos. Inicialmente los derivados climéticos
se ofrecian en apenas 10 ciudades las cuales se escogieron de acuerdo a la poblacion, a las
variaciones estacionales de temperatura y las actividades observadas en mercados OTC. El
sistema regulado que ofrecia el CME ayudo6 al mercado a evolucionar. Ademas, la trans-
parencia de las transacciones aumenté desde que los precios de los contratos se volvieron
publicos, consecuentemente el mercado climético atrajo nuevos participantes.

En 2004, el valor nocional de derivados climaticos del CME fue de 2,200 millones de
dolares y creci6 diez veces a 22,000 millones para septiembre de 2005, con intereses que
excedian los 300,000 doélares y un volumen que sobrepasaba 630,000 contratos. Por otra
parte en el mercado OTC seguia siendo mas activo que el intercambio, entonces el spread
de compra/venta (diferencia entre la compra y venta entre divisas) era bastante grande.

De acuerdo a la encuesta anual realizada por la Weather Risk Management Association
(WRMA) en 2009, se estimé un valor nocional de derivados climéaticos en intercambio co-
mercial y OTC en 2008/2009 de 15,000 millones, comparado con el ano previo de 32,000
millones y 22 mil en 2005 y 2006. Aunque el total en el nimero de contratos decrecio, gracias
a un rechazo general de mercados financieros, el mercado climético sigue desarrollandose,
ampliando sus alcances geograficos, cartera de clientes y relaciones con otros mercados fi-
nancieros y aseguradores.

3Enfoque de un mercado en el que se puede expresar, medir y transferir riesgo en términos de tempera-
tura, precipitaciéon, nevadas u otras variables meteorolégicas que pueden medirse.
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Estados Unidos | Canada Europa Japon
Atlanta Calgary Londres Tokio
Chicago Edmonton Paris Osaka

Cincinnati Montral Amsterdam Hiroshima
Nueva York Toronto Berlin
Dallas Vancouver Essen
Filadelfia Winnipeg Estocolmo
Portland Barcelona
Tucson Roma
Des Moines Madrid
Las Vegas Oslo-Blindern
Detroit Praga
Minneapolis
Houston
Sacramento
Salt Lake City
Baltimore
Boston
Kansas City
Colorado Springs Australia
Jacksonville
Little Rock Bankstown, Sydney
Los Angeles Brisbane Aero
Raleigh Durham Melbourne Regional
Washington D.C

Cuadro 1.1: Ciudades donde se realizan transacciones de derivados climdticos. Fuente:

Grupo CME.

Actualmente el CME realiza este tipo de transacciones en 24 ciudades de los Estados
Unidos, 11 en Europa, 6 en Canad4, 3 en Australia y 3 en Japon (Cuadro 1.1).

1.5.1. Operadores de cobertura y especuladores, mercado primario y secundario

Toda transaccién de un instrumento climéatico se hace entre dos partes, de las cuales
los operadores de cobertura seran aquellos que desean reducir o eliminar el riesgo climético
que corren mientras que los especuladores son los que hacen negocio vendiendo contratos
climaticos. Asi, las transacciones entre operadores de cobertura y especuladores se conocen
como el mercado primario, mientras que operaciones especulador-especulador se conocen
como el mercado secundario.
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La comercializaciéon especulador-especulador se hace con la finalidad de reducir el riesgo
que adquirieron previamente al vender otros derivados climaticos (en este caso, ellos tam-
bién son operadores de cobertura) o simplemente porque piensan que pueden hacer dinero
haciéndolo.

Ocasionalmente se realizan contratos directamente entre dos operadores de cobertura,
al hacerlo pueden cubrirse de manera simultanea, sin embargo es poco comin, pues es com-
plicado que dos companias tengan riesgos climaticos iguales u opuestos.

Desde el punto de vista del especulador, el que puede ser un banco, una compania de
seguros, una compania reaseguradora, compafia de energia o bien un fondo de inversion,
vender derivados climéaticos es algo atractivo por dos razones, la primera es que el payoff
que genera un derivado climatico generalmente es independiente a las otras maneras tradi-
cionales de inversién o aseguramiento en los mercados financieros comunes, como resultado
de esto una compania de seguros puede emitir derivados climéticos relativamente baratos
como una manera alternativa de aseguramiento ya que el riesgo de la compania crecerd
en menor cantidad. De manera similar, los fondos de cobertura o inversiéon pueden utilizar
derivados climéaticos ya que que sus ganancias son independientes con otros activos que
tengan, como lo son capitales y bonos.

Y la segunda, un portafolio de derivados climéticos puede ser de bajo riesgo debido a
que un contrato climatico potencialmente tendra una compensacién.

Un mercado climatico ideal seria aquel en donde todos los participantes tuvieran ries-
gos climéaticos iguales y de montos opuestos para cada riesgo. En donde los especuladores
retendrian muy poco riesgo al ser simplemente un punto intermedio entre dos operadores
de cobertura y el riesgo podria ser intercambiado casi al precio real, con una muy pequena
o nula prima de riesgo.

Existen varias maneras en las que puede comercializarse un derivado climéatico. En el
mercado primario las operaciones son usualmente OTC en el sentido de que se hacen en
privado entre dos contrapartes. En cambio, la mayoria del mercado secundario es comer-
cializado a través de corredores de bolsa, quienes fungen como intermediarios y convencen
a los participantes del mercado para hacer tratos. Una gran parte del mercado secundario
tiene lugar en el CME; el cual actualmente enlista una serie de contratos de derivados cli-
maéticos, los cuales estdn suscritos a la temperatura de cada mes durante el ano, el CME
juega el papel de brindar transparencia en los precios y reduce el riesgo de crédito entre las
contrapartes.
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1.6. Beneficios del uso de derivados climaticos

Los derivados climéticos estan disenados para ayudar a las compaiifas a asegurarse asi
mismas contra eventos metereoldgicos considerados como no catastroficos. Incluyendo tem-
poradas frias o calientes, secas o lluviosas, con vientos rapidos o lentos y muchas més. A
pesar de la gran lista de posibles indices y variables climéticas, la experiencia de quienes
usan esta herramienta, se han enfocado més en derivados climaticos asociados a la tem-
peratura, ya que las demas condiciones climéticas son generadas como una consecuencia
de ésta, es por ello que la investigacion y desarrollo de este instrumento financiero ha sido
enfocada en su mayoria a la temperatura.

Una compania que usa derivados climaticos como parte de su estrategia de cobertura,
puede reducir el riesgo relacionado con el clima. Y como resultado, la volatilidad en sus
ganancias, ano con afno, seré significativamente reducida. Organizaciones gubernamentales
también pueden hacer uso de estos instrumentos, a nivel estatal o nacional, con el fin de
evitar crecimientos inesperados en sus gastos.

El clima puede afectar los ingresos de la compafia directamente reduciendo el volumen
de ventas, por ejemplo un parque diversiones que desea cubrirse contra los dias lluviosos
en los que habra menos visitantes, deseard participar en un contrato suscrito en la lluvia.
Igualmente, una compania de electricidad que desea reducir una baja demanda en electri-
cidad debido a un calido invierno puede usar un derivado climético. Por otra parte una
organizacién gubernamental puede hacer uso de estos derivados con el objetivo de evitar
un incremento en el gasto para limpiar caminos y carreteras en dias nevados. En el Cuadro
1.2 se presentan varios ejemplos de coberturas climéaticas.

Las estrategias de comercio cambian de compainia a compania y los derivados climéticos
se pueden usar para crear portafolios de inversién con ventajas de varias de maneras. Puede
obtenerse un mayor rendimiento mientras se mantenga el riesgo en niveles bajos, mediante
un portafolio que contenga derivados climaticos y también de mercancias debido a la corre-
lacion entre el clima y los precios de algunos productos. Ademéas de esto, considerar estos
instrumentos en un portafolio accionario reduciria el riesgo debido a la baja correlacion
entre los derivados climaticos y el amplio mercado financiero tradicional.

1.7. Los derivados climaticos y el seguro
Asi como en un instrumento climético y en una pdliza de seguro que resarce las pérdidas

ocasionadas por un desastre meteorolégico, se tiene como finalidad ayudar a las empresas
a reducir pérdidas provocadas por eventos climaticos.




16 Capitulo 1 Derivados climaticos
Industria Tipo de Clima Riesgo
Agricola Temperatura / Precipitacion  Pérdidas importantes de cosechas debido a tem-

Companias aéreas
Aeropuertos
Parques de diversiones

Productores de bebidas
Companias para mate-
rial de construccion
Companias constructo-
ras

Consumidores de ener-
gia

Industria energética

Hotelera

Generacion de energia
hidroeléctrica
Municipios guberna-
mentales

Estacion de esqui

Transporte

Vientos
Heladas
Temperatura / Precipitacion

Temperatura
Temperatura / Nevada

Temperatura / Nevadas / Llu-
vias

Temperatura

Temperatura

Temperatura / Precipitacion
Precipitacion

Nevadas

Nevadas

Viento / Nieve

peraturas o lluvias extremas.

Cancelacion de vuelos durante dias ventosos.
Aumento en costos operacionales.

Reduccion de visitantes durante dias frios o llu-
viosos.

Reduccién de ventas durante veranos frios.
Reduccion de ventas durante inviernos intensos
(los sitios de construccion cierran).

Retraso en itinerarios de trabajo.

Altos costos en calefaccion o refrigeracion duran-
te inviernos frios y veranos calientes.

Reduccién de ventar durante inviernos calientes
o veranos frios.

Menor nimero de visitantes durante periodos
frios o lluviosos.

Menos ganancias durante periodos de sequia.

Incremento en gastos de limpieza durante invier-
nos con altas nevadas.

Reduccioén de ingresos durante inviernos con po-
ca nieve.

Cancelacion de servicios de envio debido a vien-
tos fuertes o en el caso terrestre a caminos blo-
queados.

Cuadro 1.2: Industrias con exposicion a riesqos climdticos y tipo de riesgos.

Las empresas hacen uso de ambas herramientas para cubrirse de las fluctuaciones de las

condiciones climaticas y ambas son propuestas para proteger a aquel que resulte afectado
por ellas. Pero si se analiza més a fondo existen claras diferencias entre ellos. Ya que los
contratos para aseguramiento estan suscritos a la ocurrencia de un evento raro, extremo,
por ejemplo una helada u honda de calor intensas, un huracdn o inundacién. Eventos que
podrian causar una catastrofe y esto impactaria los ingresos de la compania. Contrariamen-
te, los derivados climaticos estan siempre suscritos a eventos climéticos no catastroficos, los
cuales tienen una alta probabilidad de ocurrencia, por ejemplo cambios en la temperatura
o lluvias cotidianas.

Ademés de esto, el funcionamiento de un derivado climético es més agil, ya que cuando
se compra un instrumento derivado climético, se asegura recibir un pago en una fecha deter-
minada, siempre y cuando el evento por el que el comprador desea cubrirse haya ocurrido,
no importa de que manera el clima haya provocado la pérdida. De otra manera, para el caso
del vendedor del instrumento, éste logra reducir altos costos administrativos asi como los
gastos por el ajuste de la pérdida, justo como los que se requieren en una poéliza de seguros.
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Por otra parte, en el area de seguros, la compania aseguradora al ser la que tiene que
realizar el pago si ocurre un evento desfavorable, ésta se vuelve un poco estricta con sus
condiciones y la compania que desea cubrirse del riesgo, tiene que aceptar el trato mediante
el pago de una prima que exija la aseguradora. Esto es mas sencillo con un derivado cli-
matico, las condiciones del contrato, en las cuales la compania que comprara el producto
puede sentir mas libertad para establecer las condiciones contractuales, con la finalidad de
disenar un contrato cuyo payoff sea dependiente a la magnitud del fenémeno climético.

1.8. Participantes en el mercado climatico

Hasta el momento, se explicd que los derivados climéticos, de manera similar a los de-
rivados de crédito y en cierta manera los derivados sobre divisas, difieren de la mayoria
de los demés instrumentos derivados, ya que el activo subyacente es algo que no se puede
almacenar o comercializar, simplemente se mide para determinar el monto del pago que
tendré que realizarse al final del periodo del contrato. A pesar de ello, el mercado climéatico,
estd organizado de igual manera que cualquier otro mercado financiero, la mayoria de las
transacciones se llevan a cabo entre operadores de cobertura (aquellas companias que desean
comprar el instrumento para cubrir sus negocios) y especuladores (aquellos que ofrecen la
cobertura, como lo son bancos, companias de seguro y reaseguro, grandes compaiias ener-
géticas e instituciones de inversiones especiales). Por supuesto, el resto de las operaciones
se llevan a cabo en el mercado secundario, tnicamente entre mismos especuladores.

El mercado de derivados climéaticos histéricamente ha estado compuesto de la siguiente
manera;

Hasta el momento se ha comprobado la existencia de una alta correlacién entre el precio
de la electricidad y el comportamiento de la temperatura, por lo que el sector energético es
el principal participante en el mercado climético. En segundo lugar, se encuentra el sector
agricola, ya que los granjeros usan contratos climéticos para protegerse de pérdidas por
lluvias intensas, sequias o incluso nevadas. El sector de comercio minorista y construcciéon
también han incrementado su participacion.

1.9. La temperatura como factor subyacente en la emision de derivados
climaticos

El clima del planeta estd en constante cambio, calentamientos y enfriamientos perio-
dicos, es un ciclo natural balanceado que ha ocurrido desde el inicio de los tiempos. Sin
embargo, durante el ultimo siglo ha habido un notable periodo de calentamiento que pudie-
ra no deberse por completo a este ciclo natural, pues esta comprobado que las actividades
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Derivados

l l l l l |

Clima Crédito | | Mercancia | | Tasa de interés || Divisas || Capital

— Viento

L Indices: Nordix, Acumulacién Velocidad del Viento

— Precipitacion

L Indices: Lluvia, nieve

L Temperatura

L Indices: HDD, CDD, CAT, PAC

Figura 1.3: Categorias de derivados financieros. Fuente: Alezandridis & Zapranis. (2013)
Weather derivatives modeling and pricing weather-related risk. pp. 5.

humanas son ser parte en la exacerbacién del ciclo de calentamiento natural del planeta.

1.9.1. Causas del calentamiento global

El efecto invernadero en los planetas es la manera natural de calentar la tierra. La cual
es una onda de radiacién de onda corta que entra en la atmosfera desde el espacio, dénde
ésta se convierte en calor y éste tiene una longitud de onda de radiaciéon més larga, de
manera que los gases invernadero absorben esta longitud de onda més larga, pero reflejan
hacia el espacio la mayor parte de la radiacién y mantienen la temperatura de la superficie
de la Tierra en un promedio de 15°C, sin ellos la temperatura podria llegar a ser de 218°C.
Es por esto que los niveles altos de gases invernadero en la atmosfera exacerban el ciclo
natural y aumentan la temperatura promedio de la Tierra.

Los gases invernadero se producen naturalmente y también por actividades humanas.
Los principales son: el didéxido de carbono, el ozono, el vapor de agua, el metano y clorofluo-
rocarbonos (CFCs), que en grandes cantidades pueden contribuir al calentamiento global.
El diéxido de carbono puede producirse por procesos naturales y por actividades humanas.
Las plantas lo usan durante la fotosintesis que por lo general naturalmente se equilibra con
la cantidad de diéxido de carbono producido por la respiracién del organismo, ademés la
incineracion de combustibles fosiles y bosques ha aumentado la cantidad total de produc-
cion de dioxido de carbono y éste ha permanecido en la atmosfera durante casi 200 anos,
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llevandola a ser 300 % maés alta que antes de la Revolucion Industrial.

El metano se genera naturalmente por la respiracién anaerobia en tierra, por gases libe-
rados en vertederos de basura y en los intestinos de algunos animales, en particular ganado
y ovejas. Por lo que un aumento de ganado y agricultura llevaria a un aumento dramatico
en la produccién de dicho gas.

El ozono por otra parte, es una capa que existe naturalmente en la atmosfera y se en-
cuentra entre 12-50 kilémetros por encima de la Tierra, su tarea es absorber la radiaciéon
ultravioleta que entra en la atmosfera de la Tierra.

El vapor de agua desemperia un papel fundamental en el calentamiento global y el efecto
invernadero, ya que cuando se encuentra en forma de nubes puede refrescar la superficie
de la Tierra bloqueando los rayos de sol, pero también puede aumentar la temperatura al
fungir como una manta de aislamiento pues una alta concentracién de vapor de agua en los
cielos, exacerba el efecto invernadero.

Por dltimo los clorofluorocarbonos se encuentran en sprays del aerosol, neveras y otras
fuentes sintéticas, pueden durar hasta 60 afos en el aire y se piensa que son la causa del
ensanchamiento dramético del agujero en la capa de ozono de la Tierra que se encontrd en
1980.

1.9.2. Consecuencias del cambio climatico

El calentamiento global tiene dos consecuencias principales: un incremento en la tempe-
ratura y a su vez incremento en el nivel del mar. Un incremento persistente en la tempera-
tura promedio de la Tierra podria provocar fatalidades a nivel global pues estd comprobado
que un incremento de tan solo 4°C podria llevar al derretimiento de los glaciares y capas de
hielo alrededor del mundo. Actualmente existen unos 25 millones de kilémetros ctuibicos de
hielo en la superficie de la Tierra. Tan sélo el fusionamiento de la capa de hielo de Groen-
landia podria incrementar el nivel del mar por 7.4 metros, inundando todas las islas de baja
altitud. Un incremento en la temperatura podria traer ondas de calor més frecuentes, altas
tasas de evaporacién y precipitacion, las cuales podrian ciertamente incrementar la fuerza
y frecuencia de ciclones tropicales. (Intergovernmental Panel on Climate Change (IPCC).)

El cambio climatico puede no ser el principal responsable de los recientes costos extra-
ordinarios por desastres naturales, pero es sumamente probable que esto afecte para futuras
catastrofes. Segun el IPCC, un aumento de gases invernadero en la atmosfera incrementara
temperaturas sobre la mayor parte de la superficie de la Tierra, aunque el cambio exacto
varie regionalmente. Mas incierto, pero posible, los resultados de un aumento en la tempe-
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Figura 1.4: Consequences of climate change, Fuente: IPCC

ratura global incluyen el peligro mayor de sequias y aumento en la intensidad de tormentas,
incluso ciclones tropicales con velocidades de viento més rapidas.

Los cambios del clima no s6lo afectan las temperaturas promedio, sino también conlle-
van a temperaturas extremas, aumentando la probabilidad de catéastrofes relacionados con
el clima. Si el cambio climético global hace que la temperatura media global se eleve, habré
menos tiempo frio y una mayor probabilidad de calor extremo. Un aumento de la variabi-
lidad de temperaturas ampliard los extremos de temperatura, tanto frios como calientes.

El resultado combinado entre un incremento en la temperatura sobre la Tierra, la re-
duccién de la diferencia entre la temperatura de los polos y el ecuador y un incremento de
la humedad podria incrementar intensamente ciclos de sequias e inundaciones en tanto que
caiga la precipitaciéon en una sola y duradera tormenta sobre esas regiones, en vez de va-
rias y pequenias. Una atmdsfera més caliente y humeda también puede provocar tormentas
tropicales (huracanes), haciéndolos més impredecibles y dificil de medir.

El calentamiento acelerado comenz6 desde 1980, ha incrementado la temperatura de
los mares en 0.3 grados Celsius, y esto deberia incrementar la méxima velocidad potencial
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Figura 1.5: The Rising Cost of Natural Hazards. NASA, 2005.

de los huracanes en un nudo 4, de acuerdo a los modelos de intensidad de huracanes (IPCC).

*El nudo es una medida de velocidad utilizada tanto para navegacion maritima como aérea, equivalente
a 1852 metros por hora.
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Suficientes son las razones para elevar el interés sobre las consecuencias del calentamiento
global, mas ain para aquellos cuyos ingresos dependen del comportamiento climatico. Con
la finalidad de introducir el concepto de instrumentos derivados cuya finalidad es reducir el
riesgo de pérdidas, se desglosan a continuacién las propiedades y bases de su funcionamiento.

1.10. La anatomia de un derivado climéatico

Un derivado climéatico estd compuesto de los siguientes elementos:

s Estacion climatica de referencia: Todos los contratos meteorologicos se basan en las
observaciones actuales del tiempo de una o varias estaciones meteoroldgicas especifi-
cas. La mayoria de las transacciones toman como referencia una sola estaciéon, aunque
algunos contratos pueden estar enlazados a una combinacién ponderada de lecturas
de estaciones multiples y otros en la diferencia en observaciones en estaciones.

» Indice climatico: El indice subyacente de un derivado meteorologico define la medida
de tiempo, cuédndo y cémo ocurriran las liquidaciones del contrato. Los indices més
comunes en el mercado son Heating Degree Days (HDDs) y Cooling Degree Days
(CDDs), éstos miden la variacién de la temperatura diaria respecto a una media
establecida, durante una temporada y se utilizan en la industria energética ya que
guardan correlacién con el consumo de energia. Existe indices similares que también
se usan para otras variables, por ejemplo, la precipitaciéon acumulada o el nimero de
dias durante los cuales la nevada excede un nivel predefinido.

s Periodo: Todos los contratos tienen una fecha de inicio y fecha de término que definen
el periodo durante el cual se calcula el indice subyacente. Los periodos més comunes en
el mercado son del 1° de noviembre al 31 de marzo para contratos del invierno y del 1°
de mayo al 30 de septiembre para contratos de verano, sin embargo ha incrementado
el volumen de productos con duracién de un mes y contratos de una semana ya que
el mercado asi lo ha solicitado.

= Estructura: Los derivados meteorolégicos estan basados en estructuras de derivados
tales como: puts, calls, swaps, collars, straddles y strangles. Los atributos claves de
estas estructuras son el precio strike(el valor del indice subyacente en el cual el con-
trato comienza a pagar), el tick size (el monto que se gana por incremento de unidad
en el indice meteorologico mas alla del strike), y el limite (la liquidacion financiera
méxima del contrato).

= Prima: El comprador de un derivado meteorolégico paga una prima al vendedor que
estd normalmente entre 10 y el 20 % del valor nocional del contrato, sin embargo esto
puede variar considerablemente segin el perfil del riesgo del contrato.
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1.11. Algunas aplicaciones practicas del uso de derivados climaticos

Ya se ha hablado de la estructura que tiene el mercado climético, los diferentes sectores
que hacen uso de estos instrumentos asi como los beneficios que obtienen de ellos. A conti-
nuacion se presentan ejemplos de contratos y condiciones para algunos sectores que en anos
pasados han usado esta herramienta:

s Aerolineas
Una aerolinea sufre de problemas constantes por gastos ocasionados debido a las con-
diciones climéticas que provocan retrasos en sus vuelos. Previo a esto la aerolinea
tomé medidas preventivas suponiendo que esto se normalizaria ano con ano, sin em-
bargo, ha empeorado.

Reto: El corporativo de la aerolinea se encuentra en el aeropuerto Chigago O’Hare,
ahi se encontr6é que habia una fuerte correlacién entre la precipitacion en la zona del
corporativo y los minutos de retraso en el resto de la red. Sabiendo esto, escogieron
cubrirse contra las precipitaciones en el corporativo més que en el resto de la red.

Estructura: La aerolinea estimé que por cada 0.25" de precipitacion la aerolinea tenia
un gasto de $500,000 debido a los gastos operacionales ineficientes. Sabiendo que el
promedio de 10 anos de la precipitacion en Chicago O’Hare es de 35" y una desviacién
de 0.5". Ya que la aerolinea escogié cubrirse de los anos extremos, el payoff del
derivado pagaba $1'000, 000 por cada 0.25" sobre 40" de precipitacion.

s Agricultura
Algunos granjeros enfrentan un riesgo financiero debido a la variabilidad de exce-
so/insuficiencia de lluvia. Dependiendo de la etapa de desarrollo del plantio, la in-
teraccién del clima con los cultivos esperados varfa. Una opcién call, basada en un
promedio ponderado de la precipitacién, podria otorgar un beneficio si el nivel de
lluvia excede un nivel predeterminado. Asi el siguiente contrato es acordado

e Estructura: Opcién call con promedio ponderado de precipitaciéon
Periodo: Junio 2012 - Agosto 2012

Estacion meteorologica: (Las mediciones se toman de 3 diferentes estaciones)

o 33% Grand Island, Nebraska.
o 33% Hastings, Nebraska.
o 34% Kearney, Nebraska.

Strike: 12.65 pulgadas de precipitaciéon acumulada
Tick Size: $ 335,656 por pulgada
Limite: $2,000,000
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= Entretenimiento y Parques de Diversiones

La lluvia puede estropear las actividades al aire libre, si los ingresos de una compania
dependen de este tipo de actividades, un exceso de lluvia puede ser lo peor para ellos.
Un contrato de lluvia puede ayudar a estabilizar los ingresos que sean sensibles al
clima.
Es necesario para ello escoger el nivel de lluvia que impacte las actividades durante los
dias u horas del periodo de cobertura, durante el evento o temporada de operacion.
Considerando en este caso, un contrato de acumulacién de lluvia con un nivel méaximo
por dia, o que cubra contra un cierto nimero de dias lluviosos, o un sélo dia en excesivo
lluvioso. Por ejemplo:

e Estructura: Opcién call de precipitacion

e Periodo: Mayo 2012-Septiembre 2012

e Estacion meteorologica: Atlanta Hartsfield

e Dia lluvioso: Un dia con més de 2 pulgadas de precipitacién durante el dia

e Indice de Lluvia: Numero total de dias lluviosos durante el periodo

e Strike: 4 dias lluviosos

e Tick Size: $1,000,000 por dia lluvioso

e Payoff: (Indice de Lluvia - Strike )* Tick Size
Combustible para calefacciéon
Las companias de distribucién de combustible para calefaccién son afectadas por va-
riaciones en la temperatura, dependen de inviernos “frios” en los que los consumidores
necesitan calentar sus hogares y negocios. Por tanto, un inverno “caliente” provocaria

un descenso en la demanda de combustible, lo que se traduciria en menos ventas y
por tanto menos ingresos. Una posible solucién para esto serfa un swap climético

e Estructura: Swap sobre acumulacién de dias calientes
e Periodo: Noviembre 2012-Marzo 2013

e Vendedor: HeatCo.

e Comprador: Renaissance Trading Ltd (RTL)

e Estacion meteorologica: Boston

e Strike: 43 dias calientes

e Tick Size: $25,000 por dia caliente

e Limite: $10,000,000

(RTL paga por abajo de 43 dias calientes registrados (strike), HeatCo paga por encima
de 43 dias)
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= Limpieza de Nieve

Los negocios usan varios parametros para asignar el presupuesto de gasto anual para
remover la nieve. Independientemente de cémo se reuna el dinero, cada afio las nue-
vas condiciones climaticas pueden causar que dichos fondos sean insuficientes, como
resultado de esto es necesario usar dinero que se tenia planeado para otro uso.
Mediante un derivado climatico es posible proporcionar cobertura contra un nivel
excesivo de gasto de limpieza de nieve, por ejemplo, si la cantidad de nieve diaria
durante el periodo de cobertura excede un nivel definido en el contrato, se hace un
pago al comprador de éste. De esta manera se escoge el nivel de nieve que pueda poner
en riesgo los fondos de la compania y se establece un contrato

e Estructura: Call sobre acumulacion de nieve

e Periodo: Diciembre 2012 - Marzo 2013

e Estacion: Columbus (OH) Puerto Columbus TAP
e Comprador: SnowCo

o Strike: 35 pulgadas de nieve acumulada

e Tick Size: $25,000 por pulgada

e Limite: $250,000

1.12. Variables climaticas e indices

Dado que el clima puede afectar a varios tipos de empresas de diferentes maneras, los
derivados climéticos estdn basados en diversas variables climéticas que pueden depender
de una o més condiciones meteoroldgicas. La méas usada es la temperatura tomando obser-
vaciones por hora, maxima y minima o promedios diarios, de las cuales el promedio de la
temperatura es el que mas se usa, simplemente tomando el punto medio entre la tempe-
ratura maxima y minima observadas durante el dia®. Ademas de la temperatura el viento
y precipitaciéon también se usan como variables subyacentes de los derivados climaticos,
aunque estos no estan tan desarrollados.

La relacién precisa entre la variable climatica y el impacto sobre el negocio que desea
cubrirse, debe estudiarse con cuidado si es que se desea disefiar un instrumento con la mejor
estructura posible. En las siguientes secciones se presentan posibles indices que son usados
por la mayoria de los participantes del mercado climatico, a menos que se desee disenar un
indice més especifico para el cliente.

5Se considera que la modelacion de temperatura se logra de la mejor manera tomando mediciones pro-
medio. Es decir, la oscilacion térmica diaria (diferencia entre la temperatura maxima y minima observadas
durante un dia) dividida entre dos. (Enriqueta. (1980))
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Durante el desarrollo del trabajo, los indices utilizados en temperatura, tendran como
variable la temperatura media definida de la siguiente manera

Definicion 1.12.1. Temperatura media

Dada una estacion meteorologica j, sea T/ y TZ’;"” las temperaturas maxima y
minimas observadas durante el dia ¢ medidas (en grados Celsius). Se define la tem-
peratura promedio del dia ¢ medida por la estaciéon j como:

max min
T + T3

T;; = 5

1.12.1. Indices Degree Day

Los indices Degree Day se originaron en el sector energético y se disenaron para tener
una alta correlacién con la demanda doméstica para aire acondicionado o calefaccién. Los
indices degree day se clasifican en dos tipos: cooling degree day y heating degree day, que se
describen a continuacion.

1.12.1.1. Heating Degree Days

Durante el invierno, los Heating Degree Days (HDDs) son usados para medir la demanda
de calefaccion y por tanto para medir que tan frio es el invierno (entre mas frio sea, habra
més HDDS). Existen varias maneras de definir un HDD en la industria energética, pero la
definicién del mercado para el namero de HDDS, durante el dia 7 es

Definicién 1.12.2. Degree Day

Para una localidad dada, un degree day es el valor que representa la diferencia entre
la temperatura del dia ¢ y un valor predeterminado T} .

Este valor se usa para medir el gasto de energia para calefacciéon o aire acondicionado.
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Definicion 1.12.3. Heating Degree Day

Sea T; la temperatura media del dia i. Se define un Heating Degree Day (HDD;:
medido durante invierno) por la cantidad

HDD; = méx {T,.y — 13,0} ;

donde T; es la temperatura media del dia ¢ y T,.r es la temperatura de referencia
del lugar del contrato.

De esta manera

Definicion 1.12.4. Indice HDD

Se define el Indice HDD como la suma de los HDDs durante el periodo del contrato
[T1, 2], con n namero de dias, donde 79 = 71 +n — 1, es decir:

n—1

H,:=Y HDD, ;.
=0

Varias de las localidades donde son comercializados los derivados climéticos, son lugares
lo suficientemente frios en épocas durante el ano, para que la temperatura nunca supere los
18°C/65°F, por tanto el nimero de HDDs por dia se considerara positivo.

1.12.1.2. Cooling Degree Days

Los Cooling Degree Days (CDD) se utilizan en verano para medir la demanda de ener-
gia que se usa para aire acondicionado y por tanto son una medida de qué tan caliente es
(entre mas caliente sea el verano, mayor numero de CDDs habra). Aunque los sistemas de
calefaccion pueden funcionar con electricidad y gas, la mayoria de los sistemas de aire acon-
dicionado funcionan con electricidad, y por tanto los CDDs son de gran importancia para el
mercado energético. De esta manera, el nimero de CDDs en un dia particular se define como
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Definicion 1.12.5. Cooling Degree Day

Sea T; la temperatura media del dia i. Se define un Cooling Degree Day (CDD;:
medido durante verano) por la cantidad

CDD; = méX{Tz - Tref70} )

donde T; es la temperatura media del dia i y T,y es la temperatura de referencia
del lugar del contrato.

De esta manera se puede definir el correspondiente indice,

Definicion 1.12.6. Indice CDD

Se define el Indice CDD como la suma de los CDDs durante el periodo del contrato
[11, 2], con n niamero de dias, donde 79 = 71 +n — 1, es decir:

n—1

Cn:=)» CDDy

1=0

Para el caso de los Cooling Degree Days, existen pocas localidades donde la temperatura
sea lo suficientemente caliente para mantenerse por encima de los 18°C/65°F en verano.

Observacién 1.12.1.

Para ambos indices se cumplen que la suma del namero de HDDs y CDDs durante un
periodo, es simplemente una medida del tamano de la desviaciéon de la temperatura media
durante el dia de la temperatura base o de referencia. Ambos indices podran tener el valor
de 0, cuando la temperatura media sea exactamente igual a la de referencia y también es
posible notar que estas variables no pueden tomar valores negativos dada su definiciéon. v

1.12.2. Indices Cumulative Average Temperature

Los indices cumulative average temperature (CAT) se definen como la suma de la tem-
peratura media diaria durante el periodo del contrato
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Definicion 1.12.7. Indice CAT

Se define el Indice CAT como la suma de la temperatura media diaria durante el
periodo del contrato |71, 73], con n namero de dias, donde 75 = 71 +n — 1 como:

n—1

CAT, = Z Ty ti -
1=0

Este tipo de indices se utilizan principalmente para localidades de Europa en verano.

1.12.3. Indices sobre eventos climaticos

Los indices de eventos se conocen como indices de dias criticos, usualmente se definen
como la cantidad de dias durante el periodo del contrato, en los cuales ocurre cierto evento
meteorolégico, por ejemplo, la cantidad de dias en que la temperatura supera un limite.

Un ejemplo reciente de este tipo de indices fue un indice exético que media el nimero
de dias congelados entre los meses de Noviembre a Marzo, donde se consideraba un dia
congelado cuando a las 7 de la manana la temperatura estaba por debajo de -3.5°C, o la
temperatura a las 10 de la manana estuviera por debajo de -1.5°C, este contrato ayudé a
una compania constructora en Estados Unidos, que adquirié el contrato para disenar un
sistema de protecciéon para los trabajadores de la companfia.

1.13. Clasificacién de indices climéaticos

Basicamente los indices climaticos que seran usados a lo largo del trabajo pueden clasi-
ficarse en dos tipos: aditivos separables o no separables y lineales o no lineales. Los aditivos
son aquellos que son la suma de indices diarios, mientras que los lineales, estdn medidos
diariamente como una funcién lineal de la variable climatica. Por ejemplo:

Los indices CAT son aditivos separables y lineales
= Los indices Degree Day son aditivos separables pero no lineales

= Un indice sobre algiin evento, que cuente el nimero de dias en el cudl la temperatura
o lluvia superen un cierto nivel, es aditivo separable pero no lineal

= Un indice sobre algin evento, que cuente el nimero de periodos de n dias en los
cuales la temperatura méaxima supere un cierto nivel preestablecido no es ni aditivo
separable ni lineal.
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Dichos conceptos seran importantes, ya que si un indice es separable, entonces el valor
esperado del indices sera la suma de los valores esperados de los indices diarios, si es lineal,
entonces el valor esperado del indice serd una funcién lineal del valor esperado de la variable
climatica diaria.

1.14. Estructuras de payoff

Los indices climéaticos descritos en la seccidn anterior, estan definidos de tal manera que
encapsulen la variabilidad climatica durante un periodo para los propésitos de un contrato
climético, por tanto el contrato se establece en un sentido financiero al momento de medir
el indice y este usarlo dentro de una funcién de payoff, la cuél describe precisamente quién
debe pagar a quién al final del contrato. En teoria, cualquier funcién puede ser usada como
una funcion de payoff, pero en la practica solo se utilizan sencillas estructuras de payoff.
Las cuéles seran utilizadas como punto de vista del comprador del contrato, el cuél se
dira, tendra una posicién larga y el vendedor del contrato, tendra una posiciéon corta el
cual tendra exactamente el payoff opuesto. A continuacion se presentan las estructuras de
payoff més utilizadas en el mercado y sus respectivas funciones.

1.14.1. Swap
El payoff, p, de un contrato swap largo estd dado por

Ly si I< Ly
pI)=% D-(I-K) si La<I<Ly ;
Lg si I> L,

donde
n ] es el valor numérico del indice del contrato

D es el tick size del contrato

K es el valor strike

Lg es el limite del contrato (si es que hay) en términos monetarios

Ly es el limite inferior expresado en términos del 1
= L, es el limite superior expresado en términos del

y Lg =D (K —Lg)y Lg = D - (L, — K) Finalmente el payoff se puede escribir de las
siguientes maneras

p(I) = méx{—Lg,min(D - (I — K),Lg)} =min{Lg,méx(D (I — K),—Lg)} ;
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éstas ultimas expresiones son mas faciles de manejar para implementaciones computacio-
nales.

La finalidad de los limites inferior Ly y superior L, es acotar la pérdida o ganancia para
alguna de las partes en juego en el contrato, ya que si las condiciones climaticas resultan ser
en extremosas, provocarian que el indice climético creciera sin control y éste generaréd una
pérdida o ganancia que pudiera no ser cubierta por el comprador del contrato. En general,
Ly = —L,, es decir, son iguales pero opuestos, por supuesto podria haber un contrato para
el que estos difieran, pero es poco comun en la practica que esto suceda, o bien, también
existen contratos para los cuales no existen limites, en cuyo caso, la estructura de payoff,
es una funciéon lineal del indice climético, dada por

p(I)=D-(I-K).

La mayoria de los contratos comercializados de manera OTC son contratos con limites,
mientras que los contratos en el CME no los tienen. Ademas de esto, la mayoria de los
swaps, no tiene un precio, es decir, no existe una prima que el comprador deba pagar, este
tipo de involucran a las contrapartes en un sentido de juego de suma cero, y la ganancia
o pérdida del contrato es igual al payoff. Cuando el contrato se pacta, las contrapartes
simplemente intercambian el contrato, y acuerdan pagar al otro de acuerdo al clima que
se presente en un tiempo futuro, dependiendo de si este se comporta de una manera, sélo
una parte obtendra un beneficio mientras que el otro lo obtendra si se comporta en el otro
sentido, de esta manera, un contrato swap es como hacer una apuesta sobre el clima futuro.
Un contrato swap largo, tiene la funcién econémica de proteger al comprador contra valores
altos del indice, la desventaja para éste, es que tiene que pagar al vendedor del contrato
para valores bajos del indice. En este sentido, ellos intercambian el riesgo y juegan papeles
simétricos. La pérdida de alguno es la ganancia del otro.

Como se describié anteriormente, los contratos swap no tienen prima, por lo que el valor
strike podria probablemente ser establecido a un nivel para el cuél el valor esperado del
payoff sea cercano a cero, con la posibilidad de desplazarse ligeramente para compensar
uno de los riesgos que asuma una de las partes. En algunos casos, este valor strike sera
calculado como el valor esperado del indice para el contrato haciendo asi que el payoff sea
cercano a, cero.

1.14.2. Opciones call

El payoff, p, para un contrato call largo esta dado por

0 si 1<K
pI)=4 D-I-K) si K<I<L
Lg si I>1L;
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donde Lg = D - (L — K), o de otra manera:
p(I) = min{Lg, max(D - (I — K),0)} =max{0,min(D - (I — K),Lg)} ;

para este caso, el comprador del contrato tiene la funcién econémica de protegerse contra
valores altos del indice, mismo que al inicio del contrato paga una prima al vendedor y éste
al final del contrato paga al comprador el payoff dependiendo del valor del indice. Para
valores bajos del indice claramente el payoff vale 0. El comprador, si es un operador de
cobertura, probablemente no le importa este resultado, ya que si estd usando el contrato
para cubrirse de valores bajos del indice, entonces esto serd bueno para el negocio. Para
valores del indice por encima del strike el vendedor paga un monto que sea proporcional a
la diferencia excedida, cuya constante de proporcionalidad es el tick size. Este crecimiento
del payoff esta acotado por los limites del contrato si es que los tiene.

Teniendo esto, la ganancia general para el comprador de una opcién es igual al payoff
menos la prima que haya pagado por esta.

Como se ha visto hasta ahora, las opciones call y los swaps protegen al comprador del
contrato contra valores altos en el indice, la diferencia entre ellos radica en que un call
largo involucra un pago dnico de una prima por adelantado, mientras que para un swap
largo el payoff completo es aleatorio en dos direcciones. Es por esto, que la mayoria de
las companias prefieren cubrir su riesgo climatico usando opciones més que exponerse a la
posibilidad de tener que realizar un payoff impredecible al final de un contrato swap.

Finalmente, para valuar una opcién call, es necesario determinar la prima y una vez que
haya sido vendido es necesario calcular la distribucién de los posibles resultados y aspectos
especificos de su distribucioén.

1.14.3. Opciones put

El payoff, p, de un contrato put largo estd dado por

Ly si I<K
p(I)=< D-(K—-1I) si LLI<K
0 si I>L;

donde Lg = D - (K — L), de nueva cuenta esto puede escribirse como
p(I) = min {Lg, méx(D - (K — I),0)} = méx{0,méx(D - (K —1I),Lg)} ;

En este caso, contrariamente, el producto tiene la funciéon econémica de proteger al com-
prador contra valores bajos del indice, es decir, para valores altos no hay payoff al igual
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que una opcién call, al inicio del contrato el vendedor recibe una prima y al final del perio-
do, éste paga un payoff al comprador, dependiendo del valor del indice y este payoff seréd
proporcional a la cantidad de veces que el indice este por debajo del strike multiplicado por

el tick size.

1.14.4. Collars

Una posicion collar larga consiste en una combinacion (portafolio) de un call largo y
un put corto, usualmente con diferentes strikes pero el mismo limite y tick size. Estos tiene

una estructura de payoff de la siguiente manera

—L$ si I <Ly
D-(I-K)) si Lq<I<K,
p([): 0 si Ki<I<Ks
D-(I-Ky) si Ky<I<Ly,

Lg si I>Ly;

donde Lg =D - (L, — K2) y Lg = D - (K1 — Lg) o bien
p(I) = max {—Lg, min [D - (I — K1), méx (0,min(D - (I — K2), Lg))]} ;
Y K es el precio strike del put corto y Ko es el strike del call largo y K1 < K.

Una posicién collar larga, proporciona proteccién contra valores altos del indice para
valores més all4 de un cierto intervalo y al igual que un contrato swap estos se establecen
de tal forma que no tengan un costo, es decir, no es necesario pagar una prima.

1.145. Straddles

Una posicién straddle larga consiste en la combinacién de un call largo y un put largo
con el mismo strike, tick size y limite. Una estructura straddle tiene el siguiente payoff

L$ si I <Ly

D-(K-1I) si Ly<I<K

D=\ D.(I-K) si K<I<L,
Ls si I>Ly;

donde Ly =D - (K — Lg) y Lg = D - (L, — K) o bien puede ser escrito como
p(I) = min { Lg, méx [D(K — I),min (D - (I - K),, Ls)]} .

Un contrato straddle largo cubre contra valores bajos y altos del indice y por tanto suele
se mas caro en términos de una prima més grande ya que el comprador de éste recibe un
payoff para todos los valores del indice excepto cuando I = K.
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1.14.6. Strangles

Un strangle largo, consiste en la combinacién de un call largo y un put largo pero con
diferentes strikes donde el strike del put es usualmente menor que el del call y su funcién
de payoff estd dada por

L$ si I <Ly
D-(Kl—I) si Ld§I<K1
p(]) = 0 si K1 <I<Ks
D-(I-K,) si Ko<I<IL,

Lg si I>Ly;

donde L$:D-(K1—Ld) yL$:D'(Lu—K2)
p(I) = min {Lg, max [D - (Ky — I), méx (0, min(D - (I — K3), Lg))]} ;

Una posicién strangle larga protege al comprador contra valores altos y bajos del indice,
pero paga sblo cuando el indice se mueve cierta distancia. Estos contratos suelen ser un
poco mas baratos que los straddles.

1.14.7. Binarios

Una opcién binaria larga, tiene una funcién de payoff de la forma

0 si <K
MD_{% si [>K:

este tipo de opciones pueden ser consideradas como un caso especial de una opcion call,

en cuyo caso si el indice I se considera continuo y tiene un tick size infinito, este serd una

opcién call. En el caso cuando el indice I sea discreto para ciertos valores, con espacio Al
. L Lg

el tick serd igual a X7

1.14.8. Spreads y Baskets

Un contrato spread estd disenado con una funcion de payoff que paga segun la diferencia
climética entre dos locaciones, por ejemplo un spread Paris - Londres puede depender de
un indice que sea la diferencia de HDDs entre Paris y Londres.

Un contrato basket depende de varias localidades, por ejemplo, un basket EUA, podria
depender de las temperaturas en Nueva York, Chicago y San Francisco.

Este tipo de contratos sirven para empresas que corren riesgos en varios lugares y desean
minimizar el nimero y costo de transacciones que harian con derivados por separado.
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Valuacién de Derivados en temperatura

l l l l
DAT Método Actuarial HBA Modelacion de Indices

— Procesos discretos

L Modelos generales ARMA

— Procesos continuos

L Modelos de reversion a la media (O-U)

L MB, de Levy.

Figura 1.6: Métodos para estimacion y modelacion de indices de temperatura

1.15. Meétodos de valuacion en derivados climaticos

El mercado climéatico se ha desarrollado de manera acelerada desde sus inicios y el nivel
de participantes del mercado climético también ha crecido significativamente. Sin embar-
go existen atn varias limitaciones de este mercado, ya que al ser un mercado incompleto
no existe un método de valuaciéon completamente aceptado por las compafias como lo es
el modelo de Black & Scholes, en el caso tradicional. Ademés de esto muchas companias
tienen que lidiar con un riesgo espacial (distancia de la estacion meteorologica al lugar de
cobertura) y un riesgo base (confianza de las mediciones de la estacion meteorologica) im-
portante, los que podrian reducirse primero expandiendo la lista de companias que pudieran
ser capaces de relacionar sus pérdidas con el clima y asi la lista de ciudades donde el CME
comercializa estos productos creceria.

Sin embargo hasta ahora existen ya varios métodos que utilizan la mayoria de los par-
ticipantes del mercado climatico. El mas sencillo de éstos se conoce como Historical Burn
Analysis (HBA) el cual es muy facil de entender y de replicar, sin embargo, tiende a ser
sesgado y tener poca precision, por ello el valor obtenido es considerado como una primera
aproximacion. Por otro lado la modelacién diaria de la variable climética en juego, se puede
modelar su valor, tomando a consideracién una considerable cantidad de observaciones pa-
sadas o bien se puede modelar el indice del contrato. Este tipo de modelaciones se considera
pueden ser de manera discreta o continua.
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1.15.1. Meétodo actuarial

Esta metodologia de valuacién se utiliza ampliamente en la industria aseguradora, en
este método, se usan bases de datos con informacién meteorologica y de pronéstico con la
finalidad de hallar la distribucién de todos los posibles resultados del indice del contrato,
mientras que los datos histéricos se usan para calcular el valor esperado del payoff.

Este método se basa en un analisis estadistico y es poco usado en contratos cuya variable
subyacente sea poco recurrente o predecible, y como este es el caso para la mayoria de los
derivados climaticos, este método no se considera el més apropiado a menos que el contrato
esté suscrito en eventos climéticos raros o extranos como lo son un frio o calor extremo. Mas
aun la estimacién del valor esperado del payoff es en el mundo real, lo que significa que la
aproximacién actuarial anicamente es correcta cuando el payoff esperado es el mismo que
en el mundo real y en el mundo de riesgo neutral.

1.15.2.  Historical Burn Analysis (HBA)

Esta metodologia de valuacion es muy sencilla de implementar y calcular computacio-
nalmente, teniendo una buena fuente de informacion, este método responde a la pregunta:
. Cuanto deberia pagarse ahora si se tuviera una opcién similar cada ano en el pasado?.
Trabaja bajo la suposiciéon de que la historia climatica de n anos pasados se repetird con
la misma verosimilitud. Para esto se realizan los siguientes pasos:

1. Reunir en una base de datos informacién histérica climética.

2. Hacer algunas correcciones a los datos, en caso de existir datos faltantes.
3. Calcular el indice del contrato (HDD,CDD,CAT, etc.).

4. Calcular el payoff resultante del contrato para cada ano en el pasado.

5. Calcular el promedio de dichos montos.

6. Traer a valor presente dicho valor.

7. Finalmente considerar la prima de riesgo.

Concretamente, el HBA se considera como una referencia mercado, la cual da una idea de
la distribucién de los payoffs potenciales del contrato. Entonces, si el riesgo climéatico es
calculado como la desviacion estandar de los payoff, entonces el precio del contrato sera:

FHBA<t) =PV(Et,T)x (pta)xo);

donde PV (t,T) es el factor de descuento de la fecha de maduracién T al tiempo ¢, u es
el payoff promedio histérico, o es la desviacion estandar histérica de los payoff v o es un
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valor positivo que denota la tolerancia al riesgo.

Este método al ser el mas sencillo de calcular, tiene varias desventajas, algunas de ellas
son por ejemplo, conseguir la informaciéon necesaria, el método tiende a ser sesgado y de
baja precisiéon. No se obtiene algtin modelo que pueda hacer un pronéstico.

1.15.3. Modelacién diaria (DAT)

Por otra parte se encuentra el método de modelacién diaria, que puede pronosticar la
variable sobre la que estd basada el contrato. Este método consiste en:

1. Reunir en una base de datos informacién histérica climética.

2. Hacer algunas correcciones a los datos, en caso de ser necesario.
3. Escoger el modelo para los datos.

4. Simular el posible comportamiento climatico en el futuro.

5. Calcular el valor del indice del contrato, y el valor contingente para cada patrén
simulado.

6. Traer a valor presente dicho valor.

Estudios més recientes han encontrado modelos que pueden usarse para simular el compor-
tamiento futuro de la variable meteorolégica, en su mayoria la temperatura. Este modelo
estimado puede usarse para encontrar el indice correspondiente y por tanto valuar varios
derivados climaticos. Estos métodos pueden tener una mayor precision que el HBA ya que
puede hacerse un prondstico usando los datos histéricos disponibles. Una ventaja de encon-
trar un modelo que describa correctamente el clima dentro de una localidad puede servir
para varios contratos que tengan la misma variable climética subyacente en el contrato,
aunque estos tengan indices distintos.

A partir de estos métodos también es posible encontrar una representacion de un indice
climatico asi como su distribucién. Sin embargo, no es sencillo encontrar un buen modelo
que describa las mediciones diarias del clima y se corre el riesgo de tener un mal modelo y
éste provoque grandes errores en el calculo de los posibles payoffs para un contrato.

Estudios mas recientes proponen que la modelacion del DAT (Daily Average Tempera-
ture) puede hacerse mediante procesos discretos (series de tiempo) y continuos (procesos
de difusiéon) en ambos casos se usan procesos de reversion a la media.
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1.16. Recoleccién y correccién de la informacion

Uno de los principales problemas que se tienen con el tipo de informacién requerida
para una valuacién climética, es la falta de datos en una base de datos, en dicha base de
datos podrian existir valores faltantes para algin dia debido a que el equipo de medicion
pudo fallar para dicho dia o bien podrian presentarse datos atipicos que pudieran ser por
condiciones climaticas extremas o bien por un mal funcionamiento del instrumento y estos
distorsionen la informacién y por tanto afecten el modelo climatico.

Para el caso de los datos atipicos deberé tenerse sumo cuidado para tratarlos y anali-
zar las posibles razones que causaron dicha observacién mientras que para el caso cuando
existan vacios en la base de datos se usard el siguiente procedimiento para rellenar el espacio.

Sea T; la temperatura media del dia ¢ que aparece faltante en la base de datos. Primero
se calculara la temperatura promedio del dicho dia ¢ en particular a lo largo de los afos y
se denotard por Tj,q;, después se calculara el promedio de la temperatura para los 7 dias
anteriores y los 7 dias posteriores al dia i, esta medicién se denotard por 7}, ;, entonces el
valor faltante sera remplazado por el promedio de dichas cantidades anteriores:

(Tma,i + de,i) .

Ti,miss = f ;
donde
1 N
Tma,i = N Z,Ti,a ;
a=1
y

7 7
Doim1licg+ 21 Tiyy
de,i = 14 )

dicha estadistica es sencilla de implementar computacionalmente y resulta funcional.




Capitulo 2

Valuacién de Derivados climaticos sobre
temperatura

2.1. Introduccién

En este capitulo se presentaran algunos modelos para la valuaciéon de derivados climé-
ticos enfocados a mediciones de temperatura, que en su mayoria se desarrollaran bajo el
supuesto de una distribucion normal *.

Particularmente se presentaran las definiciones y resultados probabilisticos en respuesta a
los indices CAT, HDD, CDD y PAC (Pacific Rim).

Cuando el mercado es completo , puede obtenerse una tinica medida de probabilidad de
riesgo neutral?> Q equivalente a P, donde PP es la medida de probabilidad del mundo real.
Este cambio de medida convierte un proceso estocéstico (en este caso el comportamiento
de la temperatura) en una martingala. Por tanto, los derivados financieros pueden valuarse
bajo la medida equivalente de riesgo neutral Q tomando el valor esperado del payoff del
derivado traido a valor presente.

Un mercado completo....
Sin embargo, el mercado climético es un mercado incompleto en el sentido de que el
subyacente climético no puede ser almacenado o comercializado, podria decirse que el pro-

!Hasta ahora, los modelos climaticos en su mayoria suponen una distribucién normal para el comporta-
miento aleatorio que presenta la temperatura. En algunos casos resulta ser mas ttil otro tipo de distribucién
dependiendo de los datos observados.

2Una medida de riesgo neutral o bien una medida martingala equivalente, es aquella en la cual se hace el
supuesto de que el valor presente de los activos financieros en un mercado completo, es igual a las ganancias
esperadas en el futuro descontadas a una tasa libre de riesgo. Ademas de ello se hace la hipotesis de ausencia
de arbitraje. El nombre se deriva del hecho de que el inversionista se posiciona justo en el centro del espectro
de riesgo al que se expone, de tal manera que no es conservador pero tampoco muy arriesgado.

39
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ducto subyacente es algo intangible. Més atun el mercado es relativamente #liquido, esto por
corresponder a un concepto dificilmente cuantificable. Es por ello que en mercados incom-
pletos no es posible encontrar un valor o precio del derivado suponiendo condiciones libres
de arbitraje. En otras palabras, existen muchas martingalas equivalentes bajo la medida
de riesgo neutral Q, por tanto, sélo pueden encontrarse intervalos para el precio de eventos
contingentes, los que se ajustan considerando el precio de mercado de riesgo, el cual se
analiza mas adelante.

Dicho cambio de medida, del mundo real al mundo de riesgo neutral bajo una dindmica
de un movimiento Browniano, puede lograrse usando el Teorema de Girsanov. Este teorema
describe cémo cambia la dindmica de un proceso estocastico cuando su medida original se
cambia por una medida de probabilidad equivalente. Este teorema es especialmente impor-
tante en matematicas financieras pues indica como convertir de la medida fisica o real que
describe la probabilidad de que un instrumento subyacente tome un valor en particular a
una medida de riesgo neutral.

Para llegar al Teorema de Girsanov, se requiere presentar primero algunos elementos
necesarios. De esta manera, sea (€2,.%, P) un espacio de probabilidad, B; un proceso brow-
niano unidimensional {B; = B(t)},~, (con respecto a P) con filtracion asociada {%;},~,
(siendo .%; una subalgebra de .7 a cada tiempo t) y sea {X; = X (t)},~, un proceso esto-
céstico (real valuado) adaptado a la filtracion {%;},-y una constante 7' > 0. Entonces se
tiene que

T
/ X2t < oo cs.
0

Teniendo X;, considérese M, := et con

1 t t
Y; = —2/0 des+/0 X,dBs.

En notacion diferencial se tiene
dY; = —%det + X,dBy, Yo =0;
aplicando el célculo de It6 se obtiene
dM, = e¥tdY, + %eYtXtht = M, X,dB,, My =1,

o bien en su forma integral

t
M;=1 +/ M XsdBg
0
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De lo cual que el proceso de It6 M; (siendo una integral estocéstica) es una .#;—martingala
(con respecto a P). En particular para cada t € [0,T] se tiene que

Ep[M;] = Ep[Mp] = 1.
En vista de lo anterior, se introduce la medida de probabilidad sobre (£2,.%#) como:
Q(A) = Ep[Mr14]; QuA) =Ep[MI,], 0<t<T.

Obsérvese que para 0 < t < T, se tiene que M; = Ep[Mp|-F] (ya que M, es una martingala)
y asi para toda A € .%; se tiene que

Teorema 2.1.1. Teorema de Girsanov

Sea (€,.7,P) un espacio de probabilidad, B; un proceso browniano unidimensional
{B; = B(t)},~( (con respecto a P) con filtracion asociada {.#;},~, (siendo .%#; una
subalgebra de .7 a cada tiempo t) y sea {X; = X (t)},5, un proceso estocastico (real
valuado) adaptado a la filtracion {%},-,y una constante T > 0. Sea

t
Wim B [ Xads te0.1);
0

Entonces, para cualquier 7' > 0 fija, el proceso Wy, ,,0 < ¢ < T es un movimiento
Browniano- .%#; sobre (£2,.%,Q) (es decir, con respecto a Q.)

Asi, al usar esta transformacion, el valor esperado del payoff de varios contratos climéati-
cos puede ser estimado. Sin embargo, el comportamiento estocastico de la variable climatica
estard representado mediante una ecuacion diferencial estocastica y esta deberd resolverse
mediante el Lema de Itd6 cuando se considere un movimiento Browniano.

Tradicionalmente, los eventos contingentes financieros son valuados bajo condiciones
libres de arbitraje, como lo hace el modelo de Black & Scholes, donde uno de los principales
supuestos es que el comportamiento del subyacente siga una caminata aleatoria, donde la
probabilidad de subida o bajada del precio del subyacente (en el caso de derivados climé-
ticos, el indice climéatico), es la misma. Esta premisa, claramente no se cumple en el caso
de los derivados climaticos y por tanto no es posible construir un portafolio libre de riesgo.
Por ello, la metodologia de Black & Scholes es inapropiada por varias razones, entre ellas,
una de las principales es que los derivados climéticos tienen un payoff en forma asiatica, es
decir, acumulan valores sobre todo el periodo del contrato.
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Ademas, el clima es completamente impredecible, en el sentido de que éste no sigue un
comportamiento como el de una caminata aleatoria 2, al contrario, el clima muestra una
tendencia de reversion a la media, ya que éste tiende a moverse dentro de un intervalo bien
definido largo plazo. Ademéas de esto, los derivados climéaticos en muchos casos tienen un
limite de pago, como medida de seguridad de las partes contratantes a diferencia de las
opciones estandar de Black & Scholes.

A partir de esto, surgen dos alternativas para obtener el valor justo del instrumento.
La primera aproximacion, el Historical Burn Analysis (HBA) que se explico en el capitulo
anterior. Y el segundo, modelar el comportamiento futuro de la temperatura, en un sentido
discreto o continuo.

2.2. Algunos indices climaticos

La lista de contratos en el mercado climatico es extensa y estd en constante crecimiento.
El CME ofrece varios contratos en opciones y futuros climaticos. Los cuales son productos
basados en indices orientados a clima mensual y estacional promedio en 46 ciudades en todo
el mundo. En Europa los contratos climéaticos durante los meses de verano estan basados
en el indice Cumulative Average Temperature (CAT). El indice CAT es la “suma’ de los
DATs sobre la duracion del contrato. Donde la temperatura promedio o media, se calcula
como el promedio simple entre las temperaturas méxima y minima observadas durante el
dia. El valor del indice CAT durante el intervalo de tiempo [11, 2] est4 dado por

T2
C’AT:/ Tyds ;

1

donde la temperatura es medida en grados Celsius. Los contratos CAT, tienen duracion
mensual o duracién estacional. Los contratos de opciones y futuros, se comercializan en los
meses: Abril, Mayo, Junio, Julio, Agosto, Septiembre y Octubre.

Por otra parte en Estados Unidos, Canada y Australia, los contratos climaticos del CME
estdn basados en los indices HDD y CDD. Donde un HDD es el nimero de grados que se
registran por debajo de una temperatura de referencia y un CDD es el nimero de grados
registrados por encima de una temperatura de referencia, es decir,

HDD = méx {Temperatura de referencia — Temperatura promedio por dia,0} ;

3La teoria de una caminata aleatoria explica que los cambios del precio de una accion, son independien-
tes e idénticamente distribuidos. En otras palabras, el movimiento de mercado en dias pasados no puede
utilizarse para predecir el movimiento futuro de la accién, dnicamente la probabilidad de subida o bajada
del precio del subyacente tiene la misma probabilidad de ocurrencia.
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CDD = méx {0, Temperatura promedio por dia — Temperatura de referencia} .

La temperatura de referencia en EU usualmente es 65 ° F y en Europa y Japon es de 18 °
C. Y los contratos de esta clase pueden realizarse en los meses de: Noviembre, Diciembre,
Enero, Febrero, Marzo, Abril y Octubre.

Ademads, para tres ciudades de Japon, existe un derivado climéatico basado en el indice
Pacific Rim (PAC) . El cudl es el promedio simple del indice CAT sobre el periodo del

contrato
1 72
/ Tsds ;
T —T1 T1

en este tipo de contratos PAC, la temperatura promedio se calcula tomando observaciones
durante las 24 horas del dia.

PAC =

A continuacién se estudia coémo se utilizan las ecuaciones diferenciales estocésticas,
especificamente el proceso de difusion Ornstein-Uhlenbeck siendo éste caracterizado por
revertir a la media, lo cudl resulta sumamente 1util pues la temperatura es un proceso que
muestra una fuerte estacionalidad. Més atn, las ecuaciones diferenciales estocéasticas son
adecuadas cuando se desea hacer una aproximacién continua a un proceso que es discreto y
ademas este posee un comportamiento real y suave, razén por la que son de mucha ayuda
en ciencias bioldgicas y fisicas.

2.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Cuando se analiza un sistema de variables aleatorias residuales en un sentido discreto
en algunos casos es sencillo determinarlas como un ruido blanco Gaussiano, esto significa
que a cada tiempo t, el proceso puede ser perturbado por un proceso independiente con
distribucién Gaussiana. Para el caso analogo continuo, el sistema debe satisfacer

dX;

dt
donde W4, es un ruido blanco Gaussiano en tiempo continuo, cuya amplitud depende del
estado del sistema en funcion de b(Xy).

= a(Xy) + b(Xe)We 5 (2.3.1)

Siguiendo la intuicion, de manera ingenua la ecuacion (2.3.1) puede escribirse en su
forma integral como
t t
Xt = Xo +/ a(Xy)du +/ b(Xy)dW,y, ; (2.3.2)
0 0

técnicamente hablando el término “ecuacién diferencial estocéstica” es incorrecto y uno
deberia referirse en vez como ecuaciones integrales estocasticas, sin embargo la expresion




44 Capitulo 2 Valuacién de Derivados climaticos sobre temperatura

es una abreviacion de (2.3.2) y es mas comun encontrarla en la literatura.

Asi, puede interpretarse diciendo que en un pequeno periodo de tiempo At, el cambio
en X; esta dado por a(X;)At el que se perturba por un proceso Gaussiano con media 0
y varianza b(X;)2At. A este tipo de procesos (2.3.3) se les conoce como procesos de difusion.

Este tipo de procesos tienen una solucién inicial Xy la cudl puede ser aleatoria o no,
si fuera aleatoria, por ejemplo Xg = Z entonces deberia ser independiente a la c—algebra
generada por W; y debe satisfacer que E (Z)? < co.

Este tipo de procesos estocésticos estdan compuestos de dos funciones a(-,-) y b?(-,-) que
se conocen como coeficientes de drift y de difusion de la ecuacion diferencial estocéstica,
respectivamente. Es importante destacar que aunque no se mencione a lo largo del texto,
se supondré que los coeficientes son medibles 4 y son tales que

]P’{/T sup (a(X¢,t) +b*(Xy,t)) dt < oo} =1;
0

lz|<R

para cualesquiera T, R € [0, 00).

A continuacion se presentan algunos supuestos que se haran de manera continua en este
capitulo.

Suposicion 2.3.1. Condicion de Global Lipschitz (GL)

Para cualesquiera z,y € Ry t € [0,T], existe una constante K < oo tal que

ja(z,t) — aly, )] + [b(z, 1) = by, )| < K|z —yl; (GL)

Suposicion 2.3.2. Condicion de Crecimiento lineal (CL)

Para toda z € Ry t € [0,T], existe una constante C' < oo tal que

la(z,t) + b(z,t)] < C(1+ |x|) ; (CL)

Esta condicién de crecimiento lineal controla que el comportamiento de la solucién X; no
explote en un tiempo finito. Teniendo estas condiciones es posible establecer el siguiente

*Sean (X, .A) y (Y, B) dos espacios medibles con A, B o-algebras. Una funcién f: X — Y es medible
si f~!(B) € A para todo B € B




Sec. 2.3 Ecuaciones diferenciales estocasticas 45

teorema.

Teorema 2.3.1. Ezxistencia y unicidad

Para cualesquiera T' > 0, a(-, ), b(-, -) funciones medibles que satisfagan las condicio-
nes (CL) y (GL) la ecuacion diferencial estocéstica

dXt = G(Xt,t)dt + b(Xt,t)th, 0 S t S T N

y solucién condicién X tiene una tnica solucién continua, adaptada y fuerte con la

propiedad de que
T
E{/ \Xﬁdt} < oo.
0

El teorema anterior, establece que la solucion es de tipo fuerte, esto esencialmente es
lo que asegura la unicidad del resultado, sin embargo es posible obtener soluciones débiles
bajo otras condiciones. Por supuesto una solucion fuerte es débil, pero el caso contrario no
es necesariamente cierto.

2.3.1. La integral estocastica

Para introducir la idea de la integral estocéstica, se revisan algunos conceptos de anélisis
clasico, que sirven de ayuda para el entendimiento del célculo estocéstico

Definicion 2.3.1.

Dadas dos funciones continuas f y g como elementos de £2[0,7], tomando una
particion de [0, 7] en subintervalos de tamano At y tomando limite se tiene que:

T/At-1

lin ST fA(g((n+ 1A — g(nAb)
n=1

T
/ fu)dg(u) =
0
T !
- / Fu)g (u)du
0

Este limite se conoce como integral de Riemann Stieltjes de f con respecto a g.

Observacion 2.3.1.

Los espacios L£P () se definen como espacios de funciones f : X — C medibles y tales que
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|f|P es integrable. En ese caso, la definicion anterior, indica un espacio vectorial normado,
cuyos elementos son funciones que son doblemente integrables y medibles. v

Justo como puede interpretarse la integral de Riemann como el area bajo la curva, si
fy g/ son no negativas, la integral de Stieltjes acepta la interpretacion de volumen dentro
de un cuerpo. Donde el ancho del cuerpo en un punto t esta dado por ¢ (t) y f(t) puede
interpretarse como la altura de este. Si f y g/ toman valores negativos, entonces puede
representarse el cuerpo como la diferencia entre dos funciones no negativas y después re-
cuperar la interpretacion de esta como wvolumen. Notese que cuando g(t) = t, se tiene la
integral de Riemann.

Las integrales de tipo Stieltjes es comin encontrarlas en el area de probabilidad, por
ejemplo, si Fx(xz) = P(X < z) es la funcion de distribucion acumulada de la variable
aleatoria X, entonces

E(gx(2)) = / gx (2)dFx () ;

idealmente seria mejor definir la integral de Stieltjes para el caso cuando g = W, con W
un movimiento Browniano. Sin embargo, una trayectoria finita de W es no diferenciable en
ningin punto, con probabilidad 1. Esto hace que la interpretacion de dW; sea muy compli-
cada y la solucién a este problema es reinterpretar el limite en la Definicién 2.3.1 como un
limite en media cuadratica.

Definicion 2.3.2.

Una sucesion de variables aleatorias {X,,} converge a X en media cuadrética si

lim E [(Xn - X)Q} ~0.

n—oo

Entonces es posible introducir la integral de It6 de un proceso con respecto a un movi-
miento Browniano como el limite en media cuadratica de la integral de Riemann- Stieltjes.
Es decir:
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Definicion 2.3.3.

La integral de It6 de un proceso X de 0 a T" con respecto a un movimiento Browniano
W se define como

T l.im N
/ XudWy =0t = 03 Xoat(Wini1yar — Waae) ; (2.3.4)
0

n=0

donde N =T/At — 1y li.m denota el limite en media cuadratica.

Para que el lado derecho de (2.3.4) converja debe cumplirse que

N 2
AlgloE (7;] XnatWingnae — WnAt)) <00}

expandiendo el cuadrado es posible ver que

2
E |:(ZnN() XnAt(W(n+1)At - WnAt))
=y N E [(XnatXmar (Wiyar — Waat) Winsnar — Wmad) |

es necesario que Xy, sea independiente del incremento Browniano W;, — W, siempre y
cuando t2 > t1, entonces asumiendo que m > n se sigue que

(2.3.5)

E [XnatXmar (Wasnar — Waat) Winsnae — Winae) |
=E [ Xpat:Xmar (Winsnar — Waat) | E [(Winsnar — Winat) | (2.3.6)

esto se cumple de manera similar cuando m < n, entonces la ecuaciéon anterior indica que
la mayoria de los términos en (2.3.5) son 0. Usando la propiedad de independencia del
movimiento Browniano es posible simplificar (2.3.5) como

Zﬁzo ZZ:OE [ XAt Xmat (W(n+1)At2_ Woat) (Wimsar — Winat) |
= ZTJLOE [Xr%At (W(n+1)At - WnAt) ]

=Y oE [ X2 E [(W(n+1)At — WnAt)2]

= Yo E [X2a] At

intercambiando el orden de la esperanza y el limite se tiene

N

’ 2 _
Al}:r—rgo OE [Xia] At =E
n=

N
lm Y X2,,At

At—0
n=0

T
:E[/ ngu} ;
0
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En otras palabras, para que el limite en media cuadratica tenga sentido, el integrando
X (posiblemente aleatorio) debe ser un elemento de £2[0,7] con la propiedad de que Xy,
sea siempre independiente de W, — Wy, cuando 2 > ¢4, si se cumplen estas condiciones se
dice que X es un proceso no anticipado e integrable en media cuadratica.

La propiedad de un proceso no anticipado en el integrando garantiza que la esperanza
de la integrald de It6 sea 0. Es decir, para cualquier eleccién de At

N N
ZE [ Xnat (Wisnae — Waat)] = ZE [Xnatl E [Wini1yae — Waat] = 0.
n=0 n=0

2.3.2. Propiedades de la integral estocastica

Teniendo la definicién de la integral de Ité de un proceso estocastico {Xt}te[o,T] adaptado

a la filtracién creada por un movimiento Browniano tal que fOT E (X 5)2 ds < oo se tienen las
siguientes propiedades de dicha integral, sin pruebas, las cuéles seran utilizadas en varias
ocasiones a lo largo de este trabajo.

= Si Xy es It0 integrable entonces
T
IE</ Xdes> =0;
0

t 2 t
E[ / XSdBS] = / E[XZ]ds (Isometria de Ito).
0 0

» Linealidad: Si X; y Y; son dos procesos Ito integrables y a,b € R dos constantes,
entonces:

T T T
/ (CLXt + bYZ) dW, = CL/ Xy dWy + b/ Y dW;.
0 0 0

= De la propiedad de linealidad anterior se tiene que
T T
/ adW; = a/ dWi = aWr.
0 0

2.3.3. Lemade Itd

Recordando que la varianza del incremento de un movimiento Browniano estandar
AWy = Wipar — Wy satisface Var[AW;] = At, es posible observar que la desviacion es-
tandar de este es V/At, por tanto el tamafio usual del incremento Browniano debe seguir
dicho orden, este hecho es justo lo que le da al calculo estocéstico un sentido completamente
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diferente para su anélisis. Supongase que se tiene una funciéon continua GG y un proceso de
difusiéon X. Por el teorema de Taylor se tiene que

/ 1 1
G(Xirar) = G(X1) + G (X)AX, + G (X)AXT + -5 (2.3.7)

donde AX; = X3 ar — X¢. Si X es una funcién continua, es posible descartar los términos
después de los dos primeros del lado derecho de (2.3.7) y se puede esperar una buena

aproximacion de G(X¢4a¢) para valores pequenos de At. Sin embargo, como AW;, es de
orden v/ At se tiene

AX? = (Xppar— Xp)?

_ ( /t T Xdu + /t o b(Xu)qu>

(a(X) At + b(X,) AW,)?
= CL2(Xt)At2 + 2G(Xt)b(Xt>AtAWt + bQ(Xt)AWE N

2

%

donde b%(X;)AW? es de orden At, de hecho

E[AW?] = At ;

Var[AW?] = 2A¢t%

por ello la varianza de AW} es realmente pequefia para valores pequefios de At. Esto sugiere
que mediante At — 0, los valores que toma AW}? se acercan atin mas a los de At con alta
probabilidad, usando esta heuristica para obtener una nueva estimacion de G(Xy4a¢) se
tiene:

G(Xi4nt) G(Xe) + G (X)) AX; + LG" (X)) P AW

G(Xe) + G (Xy) (a(Xe) At + b(X) AW,) + 1G” (Xp)b2At .

~
~
~
~

en media cuadratica.
Lo que se ha hecho hasta el momento es despreciar todos los términos de un orden

mayor que At en (2.3.7), si se reordenan los términos restantes y se toma el limite cuando
At — 0 se tiene que

! 1 1 !
160X = (6 (XX + 36" D ) e+ 6 (XX e
o en su forma integral

G(Xy) = G(Xo) + /0 t <G’(Xu)a(xu) + %G” (Xu)b2(Xu)> du + /O t G (X0)b(Xy)dW, ;




50 Capitulo 2 Valuacién de Derivados climaticos sobre temperatura

este resultado se conoce como lema de Ito.

Una vez que se introdujo a grandes rasgos la teoria de célculo estocastico de It6 se
usard un resultado anédlogo en secciones posteriores con la finalidad de encontrar solucién
a procesos de difusion sobre temperatura.

2.4. Resolucién de ecuaciones diferenciales estocasticas sobre temperatura

En las secciones anteriores como se menciond, la temperatura sigue un comportamiento
de reversién a la media, en el sentido de que la temperatura no puede desviarse de su
media en el corto plazo. Por tanto, la estructura estocastica més apropiada que describe
una dindmica similar es el proceso de Ornstein- Uhlenbeck en su forma general

dT, = dS(t) + k(t) (T — S(t))dt + o(t)dBy ;
que seréd denotado por O-U.

Para esto es necesario resolver la ecuacion diferencial estocéstica usando el Lema de Ito.

Lema 2.4.1. Lema de It

Sea x una variable que sigue un proceso de Itd
dr = a(z,t)dt + b(z,t)dz ;

donde dz es un proceso de Wiener. Y la variable x tiene coeficiente de drift a y
varianza b?. Entonces el proceso G(z,t) sigue también un proceso de Ito

oG oG 10%*G , oG
con coeficiente de drift

I

0z " ot T 202

oG \?
<axb> ’

de aqui, que la siguiente proposicién se cumple:

y varianza
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Proposicién 2.4.1.

Si el DAT sigue un proceso de reversion a la media O-U con velocidad de reversion
a la media variante en el tiempo y media y varianza estacionarias:

dT, = dS(t) + k() (T; — S(t)) dt + o (t)dBy ; (2.4.2)

entonces una soluciéon estd dada por:

t
T, = S(t) + elo *Wdv (T g(0)) 4 elo rwdu / o(s)e™Jorwdugp_ .
0
donde T; es la temperatura al tiempo ¢, k(t) es la velocidad de reversion a la media
dependiente del tiempo, S(t) es una funcién determinista que modela la media histo-
rica en el momento ¢ y o(t) es la volatilidad diaria de las variaciones de temperatura
y {Bi},>( es el proceso Browniano de los residuales.

Demostracion: Para simplificar la ecuacion diferencial estocastica, sea Ty = Ty — S(t)
(operacion en donde se supone fijo S(t)), entonces la ecuacion (2.4.2) se reescribe de la

siguiente manera 3 :
dT; = k(t)Tydt + o(t)dBy ;

para resolver la ecuaciéon diferencial estocdastica, la transformacion
~ t ~
G(T;‘,) — e Jo n(u)duTt ’

resulta conveniente.

Notese que ambos procesos satisfacen la misma condicién inicial
TO = G(TO) )

asi, para aplicar el lema de Itd es necesario calcular las primeras derivadas parciales de G,
donde

%C; _ —/i(t)ei fot n(u)dujvt 7
8765 — e fg k(u)du ,
oT

PG
ﬁ — Yy

los coeficientes de la ecuacion diferencial estdn dados por

H(t)Tt, o(t),
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de esta manera se tiene por (2.4.1)

dG(Ty) = (/@(t)j}e* Jo xwdu _ k(t)Tre~ Jo ”(“)d“> dt +o(t)e” Jo rlwdugp,
simplificando esta expresion se obtiene entonces que
dG(T,) = o(t)e Jo rwdugp, |
integrando la ecuacion anterior sobre el intervalo [0, ¢], se tiene que
t
G(T) = GI(T)) = [ a(s)e i 0a,.
sustituyendo G, se tiene entonces que
L AL S / t o(s)e= Jo xwdugp
0
reacomodando términos se tiene que
T, = eJo ntudugy o ofy wlu)du /t o(s)e Jo Kwdugp
0
como Ty = Ty — S(t), se obtiene

t
T, — S(t) = els $du () _ §(0)) 4 eJi K / o(s)eJi Kwidugp
0

finalmente se obtiene la solucién a la proposicién

t
T, = S(t) + eJo "W (T — 5(0)) + elo x(widu / o(s)e™ o rtwdugp
0

g

Notese que para este caso se supone que el proceso que siguen los residuales del modelo de
temperatura sigue un movimiento Browniano B;. Como se verd més adelante este resultado
serd usado directamente para encontrar los precios teodricos de los derivados climéticos
suscritos en los indices CAT, HDD, CDD y PAC.

2.5. Valuacién bajo la suposicién de normalidad

En esta seccion, se presentan féormulas de valuacion de derivados climéaticos sobre algu-
nos indices climaticos, bajo el supuesto de una distribucion Gaussiana para el proceso de
residuales. Particularmente, se encontraran las formulas de valuacién de futuros y opciones
CAT, HDD, CDD y PAC.
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2.5.1. Opciones y futuros CAT y PAC

El objetivo de esta seccioén es encontrar una expresion para el valor futuro de un contrato
CAT. Sin embargo, al tratar con un mercado incompleto, existen una gran cantidad de
medidas de riesgo neutral y a su vez al escoger una de ellas, la simulacién del proceso
determinard un conjunto de soluciones acotadas en un intervalo, por lo que no existe una
solucion libre de arbitraje. Con la intencién de encontrar una férmula de valuacion, primero
se encontrard una medida de probabilidad equivalente, Q ~ P que sea de riesgo neutral,
para la que todos los activos serdn martingalas después de haberlas llevado a valor presente.
Asi entonces, si Q es una medida de riesgo neutral y r es la tasa de interés constante durante
el periodo del contrato, entonces el precio libre de arbitraje de un contrato CAT al tiempo
t < 11 < 1 estd dado por

T2
eiT(Tzft)EQ |:/ Tidt — FcAT(t,Tl,TQ)‘ﬁt] =0;

1

como Fear es F;—adaptado, el precio futuro del CAT seria

T2

Fear(t,m1,72) = Eg [/ Tﬂﬂ%s} ; (2.5.1)

1

de esta manera, es pertinente usar el teorema de Girsanov, asi bajo la medida equivalente
Q tenemos

t
Wt = Bt — / H(u)du N
0
o equivalentemente,
th = dBt - G(t)dt y (252)

por tanto, combinando las ecuaciones (2.4.2) y (2.5.2) el proceso estocastico que describe
el comportamiento de la temperatura bajo la medida de probabilidad Q7 es

dTy = dS(t) + (k(t)(Ty — S(t)) + o (t)0(t)) dt + o (t)dWy ;

donde 0(t) es una funcion medible, acotada y con valores reales que denotara el precio de
riesgo de mercado, que podré ser calculado de los datos historicos, precisamente, 0(t) puede
ser calculado observando el precio de mercado de los contratos pasados. Asi, este precio de
mercado del riesgo ajustara el precio del derivado que arroje el modelo a valor de mercado.
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Proposicion 2.5.1. Si el DAT sigue un proceso de reversion a la media O-U, con
velocidad de reversion a la media variante en el tiempo, media y varianza estaciona-
rias, bajo la medida equivalente Q

dTy = dS(t) + (k(t) (Tr — S(t)) + o (t)0(t)) dt + o (t)dW; ; (2.5.3)

entonces puede encontrarse una solucion explicita usando la formula de Ité y ésta
estd dada por:

T, = S( )+ef0 du(TO _ S( ) —|—ef0 duf fO N(’u)duds
_|_6f0 duf )dudWS :

Demostracion: De la misma manera que la Proposicién 2.4.1 para simplificar la ecuacion
diferencial estocastica, sea Ty = T3 — S(t), entonces la ecuacion (2.5.3) queda de la siguiente
manera

df, = (s()T; + o (H6(1)) dt + o (t)dWy
para resolver la ecuaciéon diferencial estocdstica, la transformacion
G(Ty) =e Jo w( wdup,

resulta conveniente.
Notese que ambos procesos satisfacen la misma condicién inicial

To = G(Tp).

Asi, para aplicar el lema de Itd es necesario calcular las primeras derivadas parciales de G,
donde

5 = —r(t)e brng,
8763 — e I3 K(u)du ’
or

2 _
or:

los coeficientes de la ecuacion diferencial estdan dados por
k)T, + o (D)8(1), o (),

de esta manera se tiene por (2.4.1)

dG(T}) = ( (/ﬁ(t)j—} v a(t)e(t)) e~ Jo kv _ o (pyTye Jo *”v<u)dU) dt + o (t)e Jo rWdugyy,




Sec. 2.5 Valuacién bajo la suposicién de normalidad 55

simplificando esta expresion se obtiene

dG(T}) = (a<t)e(t)e— Is *”v(u)dU) dt + o (t)e™ Jo HWdugyy,

integrando la ecuacion anterior sobre el intervalo [0, ¢], se tiene que

t t ,
G(T}) — G(T0) :/ o(s)0(s)e — Jo dud5+/ o(s)e= Jo rdugyy
0 0

sustituyendo G, se tiene entonces que

t t
e~ Jostwdug, _f / o(s)0(s)e™ Jo KW 4 / o(s)e™ Jo rtwdugyy,
0 0

reacomodando términos se tiene que

t t
T, = efs duy 4 ofi nlw)du / o (5)0(s)e o mwdugg o ofi wu)du / o(s)e= Ji K gy
0 0

como Ty = T; — S(t), se obtiene

T, - S(t) = elond (To—S() +efo wdu [ 5 (5)0(s)e Jo wWiu s
ol 1 (oo s gy,

finalmente se obtiene la solucién a la proposicién

T, = S(t) + els xwdu (To - 5(0) )+ eli 0 [ (s)p(s)e it
—|—€f0t du]‘ u)dudW o
como se queria demostrar.
O

Observacion 2.5.1.

Si Q es una clase de medidas de probabilidad de riesgo neutral equivalente a P, Q ~ P,
y QY pertenece a la clase de dichas probabilidades definidas por el teorema de Girsanov,
parametrizada por 6, entonces se tomara para valuaciones de riesgo neutral y para simpli-
ficar notacién dicha medida serd referida como Q en todo momento. v

Si se remplaza la expresion que se obtuvo en (2.5.4) en (2.5.1) se puede encontrar el
precio futuro de un contrato sobre el indice CAT al tiempo ¢, donde t < 71 < 79, mediante
la siguiente proposicién.
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Proposicién 2.5.2.

El precio futuro de un contrato CAT, para t < 7 < 79 estd dado por

P ™
Fear(t, 1, m) =Eqg [/ Tsds|ﬂt] = / S(s)ds+ I + Iy ; (2.5.5)
1

T1

donde
T2 s ~
Il = / eft H(Z)dthdS ;
Ty

S Tl T2 S
L = elinwdu </ / elo “(z)dza(u)ﬁ(u)eff ”(Z)dza(u)e(u)ef K22 g sy

t T1
T2 T2
+/ / elo ”(z)dzo(u)ﬂ(u)efi? “(Z)dzdsdu> .
1 Ju

Demostracion: De las ecuaciones (2.5.1) y (2.5.4) y de la definicion de T} se tiene que

T2 T2 T2
Foar(t,m1,m) = Eqg [/ Tsdslyt:| = / S(s)ds + Eq [/ Tsds|yt] ;
T T1 T1

1

de la isometria de It6, y el hecho de que T} es una funcién acotada para T,,0 < s < t,
entonces fTTIZ Eq [Tslﬁt} ds converge y es posible intercambiar el orden entre la esperanza
y la integral usando el Teorema de Fubini, de tal forma que

T2 2 B
Eg [/ Tsds\ﬁt]:/ Eq [T ds
T1 T1

T2 s - s T2 S s
/ eft H(Z)dZEdS + eft H(u)du/ / O'(’U/)Q(’U,)ef“ fi(z)dzduds — Il + 12 :
T1 t

De aqui que
T2 S ~
I = / €ft K(Z)dZTtdS ;
T1

Iy = elintwdu m o e«f”(z)dzduds
w(u) fTQ H[ts] (u)0(u )ef 2z duds

donde [[; 4 es cero fuera del 1ntervalo [t,s]. Entonces cambiando el orden de las integrales

_ eft r(u)d / / ]I[t p ( )6'[73 H(z)dzdsdu :
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separando la integral exterior en dos partes se tiene

I = elirtwdu ( t fT2 I, o (w)o (u)f(u) el #2)=dsdu
f fTQ Iy 6 (u )H(U)efj ”(Z)dzdsdu> :

donde la segunda parte de la expresiéon es cero cuando s > wu. Por tanto, cambiando los
limites de la integral interior se obtiene

= ele Flw)du (/ / ef ()42 s du +/ / (Z)dzdsdu) :

o equivalentemente

I — efts,@(u)du< T1 sz efo 2)dz ( ) (u)efuom(z)dzdsdu

t T1

—|—f fTQ elo s “o(u)b (u)efu ”(z)dzdsdu) )
O

La proposicion anterior, da una expresion para el precio futuro de un CAT al tiempo
t < 71 < 79, es decir, el precio antes de que comience periodo del contrato. Por tanto (2.5.5)
es una valuacién fuera del periodo. Para el caso cuando el contrato ya estuviera iniciado es
posible modificar la formula mediante la siguiente proposicién.

Proposicién 2.5.3.

El precio futuro de un CAT para 7 <t < 7 esta dado por

t
FCAT(t,ThTz):/ Tsds + Foar(t,t, ).
T

1

Demostracion: Por la Proposiciéon 2.5.2 se tiene que

Foar(t,m,72) = Eg f:fTsdsL%]
= Eq |[! Tuds + [ Tyds| 7]
= f Teds + Eq [ [, Teds| %)
= leTds—l—FcAT(ttrg)

notese que el primer término ya se conoce al tiempo ¢ ya que se refiere a las temperaturas
pasadas, mientras que el segundo es estocastico.
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O

Por consiguiente, el comportamiento del precio futuro de un CAT, bajo la medida Q
estd dado por la siguiente proposiciéon.

Proposicion 2.5.4.
El comportamiento de Foar(t, 71, 72) bajo la medida de riesgo neutral Q es
dFcar(t,m1,72) = Yoar(t, 1, 72)dWy ;

donde N
Ycar(t,m1,m) = O'(t)/ o r(2)dz g

T1

Demostracion: Como Foar(t,71,72) es una martingala bajo Q, entonces la proposicion
se encuentra después de una aplicacion directa de la férmula de 1t6. Poniendo atencién
tnicamente en la parte estocastica dW; pues el coeficiente de drift, es cero bajo Q, se tiene
que

dFoar _ /72 oJi ()= .
dT i ’

1

por tanto

T2 s
dFoar(t,m1,m2) = a(t)/ elt #(2)dz ggquy, .
T1

Usando esta proposicion es posible estimar el precio de una opcién call sobre un CAT.
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Proposicién 2.5.5.

El precio de una opcién call a tiempo ¢t < 7, sobre un futuro CAT con precio strike
K y tiempo de ejercicio 7 < 717 es

Coar(t,7,11,m2) = e (=) {(Fear(t, 7, 72) — K)®(d(t, 7,71, 72))
+®'(d(t, T, 7—1’72))\/ftT Z%AT(S,Tl,TQ)dS} :

donde " . K
d(tu 7—77_177_2) = CAT( 77-1?7—2) — X
JE
y

.

2 2 .

DI :/ Year(s, 11, m)ds ;
t

y @ es la funcién de distribuciéon normal estédndar.

Demostracion: El precio de una opciéon call por definicién estd dado por
Coar(t, 7,71, 1) = e " VEq [méx { Foar (T, 71, m) — K, 0} | F] ;

de la Proposicion 2.5.4 se tiene que el comportamiento del precio futuro bajo Q puede
escribirse como

dFcar(t, 71, 72) = Scar(t, 71, 72)dWy ;

integrando sobre [t, 7] se tiene
.
Fear(r,7m1,72) = Foar(t, 71, 72) +/ Year(s, 1, 72)dWs ;
t

de lo cudl se tiene que Fear(7,71,72) — K condicionado a Foar(t, 71, 7) — K, sigue una
distribucion normal con media Foar(t, 71, 72) — K y varianza

-
/ E%AT(S,Tl,TQ)dS .
t

Se puede demostrar que

Fear(t,m1, 72 — K)

NG

Eg méx {Foar(T, 71, m2) — K,0} |.%] = E%’T\Il
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donde ¥(z) = z®(z) + &' ()

Eq [max { Foar (7, 71, 72) — K, 0} [#]

t,T

o' (d(t, T, 72))}

\/ E?,'r {FOAT(t’;’TQ)_K‘I)(d(t, T,T1,T2))

= (FCAT(t7 71, T2) - K) @(d(t, T,T1, 7-2))
+®'(d(t, 7,71, 7)) /Zfﬁ ;

descontando a valor presente con la tasa libre de riesgo r se obtiene el resultado.
O

Como se mencioné en secciones anteriores, el indice PAC es el promedio simple del indice
CAT sobre el periodo del contrato, por ello, el precio futuro libre de arbitraje de un contrato
PAC al tiempo t < 11 < 75 esta dado por

e IR [/ Trdr — Fpac(T, T1,Tz)|e9t] =0;
7.1 T9 — T1

y como Fpac es F-adaptado, el precio futuro de un contrato PAC estd dado por

1 72
Fpac = Eq [ / Tsd8|ﬂt] : (2.5.6)

T2 —T1 T1

pero observando (2.5.1) y (2.5.6), es posible concluir que

Fpac(t,11,m2) = Fear(t,m1,7m2) ;

T2 —T1

y por tanto, de manera similar el precio de una opcion call sobre un futuro PAC esta dado
por

Cpac(t,m1,m2) = Coat(t, 11, 7).

T2 —T1

2.5.2. Opciones y Futuros HDD y CDD

A continuacion, se presentaran las formulas de valuacion para contratos CDD y HDD,
donde los indices CDD y HDD sobre el periodo [r1, 73] estan dados por

T2
HDD(;, .,y = / méx {c — Ts,0} ds ;
T1

™
CDD(z, 1) = / méax {Ts — ¢,0} ds;
T
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con ¢ constante.
Es posible ver que las ecuaciones de valuacién seran similares para ambos indices. De
esta manera, si Q es la medida de probabilidad de riesgo neutral y r es la tasa de interés

compuesto, constante durante el periodo, entonces el precio futuro de un contrato HDD
libre de arbitraje, al tiempo ¢t < 7 < 79 estd dado por

T2
e_r(TQ_t)EQ |:/ méx(c — Ts)ds - FHDD (7_7 1, T2)’ LO}\t:| =0 ’
T1

de nueva cuenta, al ser Fypp F;-adaptado, el precio futuro de un HDD es

T2
Fupp(t,m1,m2) = Eg [/ max {¢ — T, 0} ds\gzt] . (2.5.7)
T1

Anélogamente, el precio de un contrato CDD al tiempo t < 71 < 19 estd dado por
T2
Fepp(t, 11, m7) = Eqg [/ méx{7Ts —c,0} d8|§t] . (2.5.8)
T1

Considerando las ecuaciones (2.5.1),(2.5.7) y (2.5.8) se tiene la siguiente proposicion.

Proposicion 2.5.6. Paridad HDD-CDD

Los precios de los contratos CAT, HDD y CDD estan relacionados de la siguiente
manera

Fupp(t, 71, 72) — Fepp(t, 71, m) = c(m2 — 11) — Fear(t, 71, 72).

Demostracion: Es posible ver que
méx {¢ — 15,0} = ¢ — Ty + méx {Ts — ¢, 0} ;

Por tanto, remplazando en la expresion anterior por (2.5.7) se tiene que

-
Fupp(t,71,72) = Eg / méx{c—Ts,O}dsL%}
LJ T1

T2
= Eq / (¢ —Ts + max{Ts — ¢,0}) ds|§t]

1

T2 T2 T2
= Eq / cdsL%] —Eq {/ Tsds|¢%} +Eg [/ max {Ts — ¢,0} ds|.Z;
T T T1

1 1

= c¢(m— 1) — Foar(t,71,72) + Feop(t, 71, m) ;
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despejando se obtiene el resultado.
O

Esta proposicion indica que las férmulas de valuacion de futuros de indices CDD y HDD
estan relacionadas, por ello se enfocard la atencién tnicamente a encontrar formulas de los
indices CDD.

Proposicion 2.5.7.

El precio futuro de un CDD para 0 <t < 7 < 79 estd dado por

T2
Fepp(t,m1,m2) = Eg [/ méx {Ts — ¢,0} ds\gft]
T1

T2 m (t, S, elt ”(Z)dzft)
= / v(t,s)¥ ds ;
v(t,s)

T1

donde

S

m(t’ 5. efzs ”(Z)dzft) _ Ss i efts H(z)dz,ft + efts k(z)dz / a(u)&(u)ef ft ﬁ(z)dzdu —c;
t

y
Z/Q(t, 3> _ 62 N n(z)dz/ 0_2 (U)e_2 N N(z)dzdu :
t

donde U (z) = 2®(x) + @' (x) y ® es la funcion de distribucion normal estandar.

Demostracion: De (2.5.7) y (2.5.4) se tiene que

T2
FCDD<t,T1,7‘2) = EQ [/ max {TS — C} ds]ﬁ‘} ;
T1

y usando la isometria de 1td, se puede intercambiar la esperanza y la integral de tal manera
que

T2 T2
Eg [/ méx{Ts — c} d8|3zt] = / Eqg méx {T, — c} |#]ds ;
71

71

donde T bajo Q se distribuye normal con media y varianza:

EQ [Ts‘fj\t] _ SS n @fts n(z)dzjvt + efts k(z)dz / U(U)G(U,)67 fts n(z)dzdu
t
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S
Varg [Ts|.%:] = e2Je “(z)dz/ 02(u)e_2 Ji r(2)dz gy, :
t
respectivamente. Por tanto, Ts—c tiene una distribuciéon normal, con media m(t, s, elt “(Z)dzﬁ)
y varianza v2(t, s) y la proposicion se sigue de las propiedades de una distribucién normal.

g

En la proposicion anterior, de nueva cuenta, se obtiene el precio futuro del contrato CDD
antes de que comience el periodo ¢t < 71 < 79, por ello la proposicién siguiente enuncia una
expresion para el precio de un contrato ya iniciado.

Proposicién 2.5.8.

El precio futuro de un CDD para 7 <t < 715 estd dado por

t
FCDD(t,Tl,TQ) :/ méX{Ts —C,O}dS—i—FCDD(t,t,TQ).
T1

Demostracion: Se tiene que

T2
FCDD(t,Tl,TQ) = EQ [/ max {Ts - c, 0} ds\ﬁt]
T1
t ™
= Eg [/ méx {Ts — ¢,0} ds +/ méx {Ts — ¢,0} dsL%]
T1 t
t ™
= / méx {Ts — ¢,0} ds + Eg {/ méax {Ts — ¢,0} dsL%]
T1 t

t
= / max {TS —c, 0} ds + Fepp(t,t,72)
T1

Notese que el primer término es conocido al tiempo ¢ al referirse a temperaturas pasadas,
mientras que el segundo es estocéstico.

0

De manera similar a los contratos CAT, el comportamiento de los precios futuros de un
CDD bajo Q esta dado por la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.5.9.

El comportamiento de Fopp(t, 71, 72) para 0 <t < 73 bajo Q, esta dado por
dFcpp(t, 1, 72) = Xopp (t, 71, 72)dWs ;

donde

T m (t, s, el “(z)dzft)
ECDD(t;Tl,TZ) = O'(t)/ eft H(Z)dzq) ds :

n v(t;s)

y ® es la distribucién normal estandar.

Demostracion: Como Fepp(t, 71, 72) es una martingala bajo Q, entonces aplicando la for-
mula de It6 es posible ver que el término de drift es cero, asi, poniendo atencién tinicamente
a la parte estocastica del proceso y notando que v(t, s) no depende de T} y que

dm (t, s, elt ”(Z)dzft>
dT

m' (t, s, elt “(Z)dZTt) = — et n(2)dz

y sustituyendo ¥’ (z) = ® (), se tiene que

T (tseft dth>
dropn = / v(t, s)¥
-

d
) v(t,s) °

2 L [m (t,s,efts “(Z)dzft) m (t s, eli Al dth> v(t,s)
= / v(t,s)W ds
- v(t,s) v2(t, s)

t,s, eli dth
= / el #(2)dz g ( ) ds ;
T1 V(t7 S)

y por tanto se tiene

(t s, eli w( dzT,g)

dsdWy.
v(t,s) saWVe

ClFCDD(t 7'1,7'2 / ft dZ(I)

En la Proposicion 2.5.9 el término Ycpp (¢, 71, 72) representa la volatilidad en la estructura
de los futuros CDD. Por esto, el precio de una opcién call sobre un futuro CDD puede
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encontrarse de acuerdo a la siguiente proposicion.

Proposicién 2.5.10.

El precio de una opcién call sobre un futuro CDD, al tiempo ¢t < 7 con precio strike
K, y tiempo de ejercicio 7 < 717 es

T2

Cecpp(t, 1,71, T2) = e_T(T_t)IEQ [méx {/ v(t,s)Z(t, s, 7, T;)ds — K,O}] :

1

donde

Z(t, s, 7,T;) =¥ <t, s,efts/i(z)dzf} +/ U(u)&(u)efts”(z)dzdu + Z(s,t,v-)Y) ,
t

U(t,s,z) =T (M> 7

v(t,s)

22(3,t,7):/ 02(u)62f5“(z)d'zdu
t

y Y es una variable aleatoria normal estandar.

Demostracion: El precio de la opcién por definiciéon es

Cepp(t, 7,71, 7) = e " DEq [méx { Fopp (7, 71, 72) — K,0} |.%] ;

por tanto, se tiene que

FCDD(Tv 7-177—2) = f;? V(t,s)\if (t’37ef: R(z)dz) ds

= f‘? v(t,s)U <t, s, eli m(z)dzjvt + j: U(U)@(U)eﬁ r(2)dz g,

T

+ [ o(u)els “(z)ddeu) ds ;

por tanto, la integral dentro de la esperanza es independiente de .%; y tiene varianza
ftT o?(u)e? Jir(@)dz gy, Tomando entonces esperanza condicional se obtiene el resultado.




66 Capitulo 2 Valuacién de Derivados climaticos sobre temperatura

2.6. Paridad Put-Call

En la seccién anterior se mostraron resultados enfocados a una opcién call, pero con la
finalidad de poder tener disponibles dichos resultados para una opcién put a continuacién
se muestra la paridad put-call que permite ir de un lado a otro de la ecuacién para valuar
la opcidon deseada, ya que la finalidad del capitulo es tener el modelo probabilista adecua-
do para la valuaciéon de opciones europeas put y call. Hasta el momento se ha denotado
Chudice(t, 7, 71, T2) como el precio de una opcion call a tiempo ¢ > 0 con tiempo de ejercicio
T >ty 1 <7, basado en mediciones durante el periodo [, 2] donde el indice puede ser
un HDD, CDD o bien un CAT. Ahora bien, una opcion call tiene una funcion de payoff al
tiempo 7 como

max {FIndice (7-7 1, 7_2) - K, 0} )

mientras que un contrato de una opcién put con precio de ejercicio K, paga al tiempo 7
max { K — Findice(7, 71, 72),0} ;

y se denotaré el precio al tiempo ¢ > 7 para una opcion put por Pygice(t, 7,71, 72). Entonces,
el precio sin arbitraje de una opcién put, siguiendo lo establecido en la seccién anterior
estaria dado por

Plndice (tv Ty T1, 7—2) — e_T(T_t)]EQ [méx {K - FIndice(Ta 71, TQ), 0} |ﬁt] 5

de esta manera se tiene que:

Proposicion 2.6.1. Paridad Put-Call

Los precios de los contratos put y call estan relacionados de la siguiente manera

Chadice(t; 71, 72) — Prndice(t; 71, 72) = ") Fygice (£, 71, 72) — e 7T VK.

Demostracion:

Observando que
méx(z — K,0) —max(K —z,0) =z — K ;

para toda z € R. Tomando = como Flpgice(t, T2, 72) v tomando esperanzas bajo la medida
de probabilidad Q se tiene que:

EQ [méX {Flndice<’r7 71, TQ) — K, 0} ‘ﬁt] — EQ [méx {K _ FIndice(T, , 7_2)7 0} |yt]
= Eq [Findice(t, 71, 72) — K[ F] ;
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descontando a valor presente con la tasa r y usando el hecho de que Fipgice €5 una martingala
% adaptada se tiene finalmente que:

Eg [max { Findice (7, 71, 72) — K,0} |F#] — Eg [max {K — Findice(, 71, 72), 0} |-F4]
CIndice(ta 71, 7_2) - Plndice (t7 71, 7—2) = eir(Tit)FIndice(ta 71, 7_2) - eir(Tit)K .

0

Para recordar, una opcién call HDD o CDD del CME es un contrato que otorga al
propietario del contrato el derecho, pero no la obligacion de comprar un futuro HDD/CDD
a un precio especifico, usualmente llamado el precio de ejercicio o precio strike, analogamente
una opcion put HDD/CDD da el derecho al propietario, pero no la obligacion de vender
un futuro contrato HDD/CDD. Estas opciones sobre futuros en el CME todas son de tipo
europeo, es decir, solo pueden ejercerse en la fecha de expiracién.

2.7. Precio de Mercado de Riesgo

Como se mencion6 anteriormente, al ser el mercado climatico un mercado incomple-
to, existen una infinidad de soluciones determinadas por un intervalo para el precio de un
derivado climatico, valuado tomando la esperanza condicional bajo Q, dicho precio en el
mercado es ajustado por una cantidad llamada precio de mercado del riesgo que tiene la
funcién de adaptar precios a valor de mercado para los contratos climéticos.

Entonces, para poder dibujar o estimar trayectorias bajo la medida de probabilidad Q
es necesario poder determinar el precio de mercado de riesgo, el cuil dependera del tiempo
y estard denotado por 6(t).

Como la temperatura es un activo no comerciable, no existen en el mercado instru-
mentos de réplica para éste, por ello la caracteristica de ser un mercado incompleto, en
este contexto toda medida equivalente Q serd una probabilidad de riesgo neutral, pero de
acuerdo a Karatzas & Shreve (2001), se supondra la existencia de una medida Q que puede
ser parametrizada para completar el mercado, denotada por Qp, la cudl calcula el precio
libre de arbitraje de una temperatura futura como:

Flt.r,m) = B9 [0 (T 7] 5

cont € [0,T)y pt(Tt) es una funcion de payoff sobre la temperatura 7; para alguno de los
indices: CAT, HDD, CDD o PAC, y 6, es una funcién real, continua y acotada que denota
el precio de mercado de riesgo.
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Teorema 2.7.1. Precio de Mercado de Riesgo

Si un mercado financiero M es viable, entonces existe un proceso 6(-) con valores
en R, llamado precio de mercado de riesgo, tal que para casi toda t € [0,7] (bajo la
medida de Lebesgue) la prima de riesgo b(t) 4+ 6(t) — r(¢)I se relaciona con 6(t) por
la ecuacion (Karatzas & Shreve (2001))

b(t)+0(t) —r(t)l =c(t)0(t) cs.;

donde I denota el vector de tamano N con todas sus componentes igual a 1, b(t) es
la tasa media de retorno, 6(t) define la tasa de dividendos, o(t) denota la volatilidad
y 7(t) determina la tasa de interés libre de riesgo.

Observacion 2.7.1.

En la definicién anterior se menciona un mercado financiero viable, éste es aquel en el
cual no existen oportunidades de arbitraje. . v

Para el caso de derivados climéticos, al ser derivados que no pagan dividendos, se con-
sidera d(t) = 0.

A pesar del trabajo de Karatzas & Shreve, la mayoria de los autores que trabajan con
derivados climaticos relajan el supuesto de dependencia del tiempo (por tanto se considera
constante) de esta medida ya que para hacerla efectiva, es necesario contar con informacion
de mercado de los precios que han tenido los productos en el mercado y hacer una compara-
cion con las estimaciones realizadas, para notar la diferencia de los precios, sin embargo, los
derivados climatico al ser atun productos comercializados en escasos paises la informacién
de mercado se acota a aquellos paises que juegan en el mercado climético.

2.8. Simulacién y estimacién de modelos estocasticos sobre temperatura

Un modelo climético, es una representacion de la interaccién de la atmosfera y las pro-
piedades fisicas de ésta, es una prueba complicada que un modelo sea capaz de estimar
eventos contingentes que no se han presentado en el pasado.

Ademads de esto los modelos deben considerar una cantidad razonable de anos de ob-
servacion (se recomiendan en la literatura de 25 a 30 afos) para que el modelo cuente con
suficiente informacién del comportamiento climético y puedan realizarse estimaciones de
parametros, que hasta ahora se ha observado que éstos dependen del tiempo pues las me-
diciones climatolégicas revelan variaciones afio con ano y dentro del mismo ano, por tanto,
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si estos parametros se suponen constantes el modelo subestima eventos futuros al utilizarlo
para fines de pronéstico.

En secciones anteriores se presentaron resultados “concretos” para ecuaciones diferen-
ciales estocésticas sobre temperatura para contratos de opciones y futuros, sin embargo atin
resta hallar la manera de estimar los parametros que requieren dichos modelos para que
éstos puedan utilizarse con fines de pronéstico del comportamiento de la temperatura para
la valuacién de derivados climaticos. Esta seccién se enfoca la atencién para la clase de
modelos de reversion a la media que se han estado usando, asi como métodos de estimaciéon
de parametros para dichos modelos.

2.9. Estimacién de parametros

El objetivo de la seccién es explicar el proceso estocastico que describe el movimiento de
la temperatura. Para ello es requerido estimar los parametros de éste, los que dependen del
tiempo, es decir, estos varian dependiendo de la calidad y cantidad de datos que contenga
la informaciéon meteorologica.

El hecho de que los parametros del modelo estén indexados al tiempo complica su
estimacion, debido a que la teoria desarrollada para este propoésito supone que dichos pa-
rametros (media, varianza, velocidad de reversion a la media) permanecen constantes en el
tiempo, razén por la que los métodos de estimacién para procesos de difusiéon no se utilizan
y en cambio se hace uso de herramientas estadisticas mas sencillas para encontrarlos.

2.9.1. La temperatura media

Se sabe que la temperatura es un proceso estacional, con variaciones mayores en invierno
que en verano, y que a su vez sigue una tendencia alcista. Asimismo, su comportamiento
oscila dentro del periodo de un ano comportandose como una secuencia de olas, que pueden
ser descritas como un movimiento sinusoidal, que pudiera tener la forma

sin(wt + ) ;

donde t denota el tiempo medido en dias, como el periodo de oscilacion de dicha funcién es
anual, se tiene que w = 27/365. Ademas de esto, la temperatura parece aumentar el tamano
de sus oscilaciones, es decir, parece seguir una tendencia ascendente la cudl puede deberse
naturalmente al calentamiento global y sintéticamente al efecto de calentamiento por razo-
nes urbanas en las grandes ciudades, es por ello que esta tendencia débil, se supondra lineal.

Naturalmente, el estimador razonable para la media seria de la forma
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1 m
S(t)=—> Ty
j=1

es decir, el promedio histérico a lo largo de m anos para una fecha en particular. Sin
embargo, gracias a la explicacién anterior, también es posible determinar la media mediante
la siguiente ecuacion

S(t) = A+ Bt+ Csin(wt +v) ; (2.9.1)

donde los parametros A, B (coeficientes de tendencia lineal), C' (amplitud de onda) y ¢
(parametro de fase, punto inicial de la onda sinusoidal) son escogidos mediante el método
de minimos cuadrados de tal manera que la curva ajuste a los datos con una gran precision.

2.9.2. Proceso driving

Desafortunadamente, la temperatura no sigue un comportamiento deterministico y es
realmente complicada de simular, por ello es necesario agregar cierta aleatoridad, como en
el modelo (2.4.2) que contiene un proceso de Wiener estandar (B, ¢ > 0) y de hecho, es
razonable este ajuste, no s6lo por su amigable tratamiento matematico sino porque también
se considera que las diferencias de temperatura siguen una distribuciéon normal.

Asimismo, la variacion cuadrética o%(t) € R, varfa a lo largo del afio pero para fa-
cilitar su estimacion se considera constante para cada uno de los meses del ano, es decir
se tomara ai para p = 1,2,...,12 pues es posible que ésta no cambie mucho durante un
mes. Especialmente durante el inverno, la variacién cuadratica o varianza es més grande
que durante el resto del ano, por tanto se supondra o(t) como:

o1, durante Enero

o9, durante Febrero
oy =

o012, durante Diciembre ;

donde {O’u}i?:l son constantes positivas. Por tanto el proceso driving de la temperatura

serfa (0,Wy,t > 0) dependiendo del mes p.

2.9.3. Reversién a la media

Resulta razonable que la temperatura, no puede elevarse dia a dia durante un periodo
de tiempo largo, es por esto que el modelo de la temperatura es de reversion a la media, ya
que ésta no puede alejarse de su media por periodos de tiempo cortos, en otras palabras el
proceso estocastico debe tener la propiedad de reversiéon a la media.
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De acuerdo con el modelo (2.4.2) se tiene que

dTy = dS(t) + k(t) (Ty — S(t)) dt 4+ o (t)dBy ;
donde x(t) € R determina la velocidad de reversion a la media, la cuél varia durante el

tiempo.

Para este modelo Dornier & Queruel (2000) agregaron el término dS(t), al modelo dT; =
k(t) (Ty — S(t)) dt + o (t)dB; para que éste, realmente revierta a la media, estableciendo que

dfh(? = A+ wC cos(wt + ).

2.10. Estimacién de parametros

Continuando con la estructura dependiente del tiempo propuesta en la secciéon ante-
rior, se presentan los métodos de estimacion que se han utilizado hasta la fecha para los
parametros de un modelo de reversion a la media.

2.10.1. Estimacion de la media
2.10.1.1. Estimacién mediante minimos cuadrados
En la seccién anterior, se propuso la funcién

S(t) = A+ Bt +sin(wt + 1) ;

para el cudl, los parametros A, B,C y 1 son desconocidos, para encontrar dichos valores
numeéricos, se ajustard la funcién

Y (t) = a1 + ast + ag sin(wt) + a4 cos(wt) ; (2.10.1)

a los datos de temperatura usando el método de minimos cuadrados y significa que se debe
escoger el vector de parametros £ = (aq, ag, as, aq) que resuelva la ecuacion

mgn||Y —-S|1%; (2.10.2)

donde Y y S son los vectores con los elementos de (2.10.1) y el vector de datos, respectiva-
mente. De esta manera se tiene que

A:a1
B:a2

C=\/a3+a3
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a4
¥ =arctan | — | .
as

Dado que se desea obtener el vector £ = (a1, a2, as,as) que minimice (2.10.2) entonces
se desea que

Demostracion:

(Y(t) = S(8)* =0;

y bajo las definiciones correspondientes de Y'(t), S(t) segin (2.10.1) y (2.9.1) respectiva-
mente. Se tiene que

(a1 + agt + az sin(wt) + ay cos(wt) — (A + Bt + C'sin(wt +1)))*> =0 ;
de tal manera
ay + ast + agsin(wt) + a4 cos(wt) = A+ Bt + Csin(wt + 1) ;

De lo cual es posible ver que A = a; y B = ao por lo que resta hallar los valores de la
ecuacion

a3 sin(wt) + a4 cos(wt) = C'sin(wt + ) ;
y por la propiedad del seno de la suma de angulos se tiene que
a3 sin(wt) + a4 cos(wt) = C'[sin(wt) cos(¢) + cos(wt) sin())] ;
por lo que
ag sin(wt) + a4 cos(wt) = (C cos(v)) sin(wt) + (C'sin(1))) cos(wt) ;
Para lo cudl necesariamente

az = Ccos(v) ; (2.10.3)

as = Csin(v) ; (2.10.4)

por tanto despejando C' de (2.10.3) y (2.10.4) se obtiene

as aq ay o |
cos(v) - sin(¥) = tan(y) = ;3 = 1 = arctan <ag) :

ahora tomando los cuadrados de (2.10.3) y (2.10.4) y suméndolos se obtiene que
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C2%cos(¥)? + C?sin(¥)? = a3 +a?
C? [COS(?/))2 + sin(¢)2] = a% + ai
C? = a}+d?

Cc = \/ag—i—ai.

2.10.1.2. Series de Fourier truncadas

Otro método de estimaciéon para la componente estacional propuesto por Benth &
Saltyte-Benth (2012), es hacer una aproximacion mediante series de Fourier a S(t) la cuél
se supone como una funcién determinista por simplicidad. La expansién entonces es de la
siguiente manera:

P
2mlt . 27 pt
S()—a—kbt—i—g azcos<365)+;:1apsm(365> ;

donde: a y b reflejan una tendencia de crecimiento lineal, los que deben estimarse a
partir de un conjunto de observaciones asi como los parametros L y P, se pueden escoger
utilizando el criterio de Akaike. El modelo captura con precision las variaciones anuales
de la media de temperatura asi como su amplitud y frecuencia mediante las funciones
sinusoidales.

2.10.2. Estimacion de o para el modelo de temperatura
2.10.2.1. Discretizacién del modelo de temperatura

Siguiendo con la estimacion de los pardmetros del modelo, en esta seccion se propondran
estimadores para o a partir de los datos que se encuentran en la literatura de derivados
climaticos. Este pardmetro para fines practicos se tomara como un valor mensual, ya que las
variaciones en la temperatura durante un mes son relativamente pequenas, es por ello que,
dado un mes especifico u con N, nimero de dias, con temperaturas observadas durante el
mes 1,7 = 1,..., N,. El primer estimador se basa en la variaciéon cuadratica de T;

N, —1
~2 1 C o 2.
O-M_N j-‘rl 9
122 4=0
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el segundo estimador puede hallarse discretizando la ecuacion (2.4.2) y tomando el resultado
como como una ecuacion de regresion, se tiene (para el mes p) que

Tj=50) =S —D+ A +r()Tk(G)SG 1) +ougj1, j=1,....,Nu; (2.10.5)

donde {e]};vz“l_ " son variables aleatorias normales independientes. Tomando Ty = Tj —
(S(3) — S(7 — 1)) se puede escribir (2.10.5) como

T; = (1+#(j)Tj—1 — 6(5)SG — 1) + ouej1 ;

la que puede ser vista como una regresiéon de la temperatura de hoy con base a la tempe-
ratura del dia ayer. Por tanto, un estimador para o, es (Brockwell & Davis, (1991))

Ny

7= 5 2 (B 0 AT +4(G)SG - 1)

J=1

2.10.2.2. Series de Fourier truncadas

Otro método de estimacion de la volatilidad propuesto por Benth & Saltyte-Benth
(2012), es hacer una transformacion de Fourier a o2(t) la cuél se supone como una funcién
determinista por simplicidad, ya que una estocastica es mas razonable pero més complicada
de modelar. La expansién entonces es de la siguiente manera:

2wt
2 .
a()—a—kbt—i-g czcos<365>+g 635111(365),

donde: a y b reflejan una tendencia de crecimiento lineal, los que deben estimarse a
partir de un un conjunto de observaciones asi como los pardmetros I, .J, se pueden escoger
utilizando el criterio de Akaike. El modelo captura con precision las variaciones anuales de
la media de temperatura asi como su amplitud y frecuencia mediante las funciones sinusoi-
dales.

Y finalmente para que esté completo el estimador, es necesario encontrar el estimador
correspondiente para k(t) lo cudl se analizaré a continuacion.

2.10.3. Estimacién del pardmetro de reversién a la media s para el modelo de tempe-
ratura

2.10.3.1. Funcién de estimacién martingala

Finalmente, para completar el modelo Ornstein Uhlenbeck de temperatura se estima el
pardmetro de velocidad de reversion a la media k(t). Para el cuél varios autores lo con-
sideran como un parametro constante x encontrandolo mediante una estimating-function
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martingale.
Es decir, de acuerdo con Bhowan, (2003) si la temperatura sigue el proceso
dTy = a(Ty, t; §)dt + b(Ty, t;)dBy ;

entonces un estimador insesgado para £ es el cero de la funciéon martingala dada por

o WTi-nasé) .
Gn(§) = ; m (Tin — E[T|Ti-1])) ; (2.10.6)
donde a = g—g.

Por tanto, tomando el proceso como en (2.4.2) pero esta vez tomando a k constante, es
decir

dTy = dS(t) + s(Ti — S(t))dt + o(t)dB; ;

e integrando entre ¢ e ¢ — 1 se obtiene

G(T)z - G(T)z—l = fl_l U(S)e_ fos Hdsst

7

e*foinduﬂ P Rduf, | /z U(s)eifos wds g3,
i—1 A
e R = e—,@.(i—1)Ti1+/110(5)6_f055dsd38
= .
Ti _ e—n.(i—l)-i-m.ijvi_l_'_en-i /Z J(S)e—fgndsst

i1 .
To= S e s+t [ ot i,

i—

y tomando la esperanza condicional E[T;|T;_1]
E[L|Ti1] = 5() + e*(Tiea = S(i = 1)) 5

sustituyendo en (2.10.6) se obtiene

Gal€) = 3o gy T S0 Tt = S

resolviendo para x finalmente se obtiene

S ey T = S(0)

S BT - S6 - 1))

Kk = log
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Sin embargo, en un reciente estudio (Zapranis,(2008)) se encontra que éste tiene también
dependencia del tiempo y por tanto es necesario considerarla. En su trabajo se presenta un
andlisis en un contexto de riesgo neutral, en el cuél encontraron que estimar este valor de
forma diaria reduce significativamente la variacién que se discrimina al tomar dicho valor
anual. Por ejemplo, si la temperatura del dia de hoy se encuentra alejada de la temperatura
promedio de la temporada (un dia frio en verano por ejemplo) entonces se espera que la
velocidad de reversion a la media sea grande, es decir, que la diferencia entre la temperatura
del dia de hoy y la del dia de mafiana sea grande.

La temperatura se observa que no puede alejarse de su media en gran cantidad, en el
corto plazo (reversion a la media) por lo que también es posible considerar a dicho parametro
k(t) como un valor mensual, que permanece constante durante cada mes del ano, es decir
k(t) = K, para p = 1,...,12 de esta manera, la estimating-function martingale quedaria
de la siguiente manera:

N, Ty_1—S(i— .
Sty By T = S(0)

S 2GR L - G- 1))

ky = log

Esta estimacion de la misma manera que para el caso de la varianza, relaja la hipotesis
de que este valor cambia dia con dia exigiendo una estimaciéon diaria.




Capitulo 3

Modelacion discreta de temperatura para la
valuacién de derivados climaticos

Como se coment6 en el primer capitulo, la teoria matematica desarrollada para la va-
luacién de derivados climéticos se ha ramificado a varias dreas de estudio, en la literatura se
han utilizado diferentes técnicas para la modelaciéon de la variable subyacente del derivado.

Justo como se revis6 y estudié un andlisis continuo mediante el uso de ecuaciones dife-
renciales estocésticas sobre temperatura, para este capitulo se tiene el objetivo de estudiar
la teoria y métodos que se han propuesto en la literatura en cuanto a un enfoque discreto,
para lograrlo se pondran en contexto modelos estadisticos en series de tiempo para enca-
minarse hacia la valuacién de un derivado climatico.

El objetivo de este capitulo es resumir un tipo de modelaciéon conocida como Modela-
cion Diaria (Daily modeling), la cual involucra ajustar un modelo de series de tiempo a las
mediciones diarias de temperatura y entonces usar el modelo final para simular un gran
numero de escenarios pronosticando la evolucién del comportamiento futuro de la tempera-
tura y entonces poder generar una muestra grande de valores sintéticos para dicho indice I
y entonces poder utilizarlos para obtener el precio justo de un producto financiero derivado
climéatico mediante el método Monte Carlo.

3.1. Revisién de conceptos de series de tiempo

En esta seccién se dard un breve recorrido por el anélisis de series de tiempo, en parti-
cular conceptos importantes como las funciones de autocovarianza y autocorrelacion. Asi-
mismo se resalta la importancia de la estacionariedad, ya que dicha propiedad es la que
juega un papel central en este andlisis pues “remplaza” la hipotesis de un comportamiento
independiente e idénticamente distribuido en las observaciones de una serie de tiempo. Ra-

77
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z6n por la que se comienza con nociones de estacionariedad.

Definicion 3.1.1. Funcidn de Autocovarianza

Dada una serie de tiempo {X;}, la funcion de autocovarianza se define como el
producto de los segundos momentos es decir,

Tx(5:1) = Cov(Xs, Xp) = E[(Xs — ps) (Xy — )] ;

para cualesquiera s y t

Propiedades:

» yx(s,t) = vx(t,s)
= x(tt) = E[(X; — m)?] = Var(X)

Esta funcién mide la dependencia que existe entre dos puntos de la serie de tiempo en
diferentes momentos del tiempo. Es decir, una serie “suave”’ muestra autocovarianzas altas
incluso si la diferencia |s — t| es grande. Contrariamente, si la serie de tiempo es “agitada”
(con muchos picos) esta funcion tendra valores cercanos a cero.

Definicion 3.1.2. Funcidn de autocorrelacion

Dada una serie de tiempo {X;} la funcion de autocorrelacion esté definida como

s _ 7x(8,t)
pX( ’t) \/VX(S73)7X(t7t).

La funcién de autocorrelacién mide la capacidad de prediccion lineal de las observa-
ciones, es decir, predecir z; usando unicamente z; (s < t). Es posible demostrar que
—1 < px(s,t) <1 usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz que implica que |yx (s, t)|* <
vx (s, 8)yx(t,t). Si es posible predecir z; perfectamente a partir de x5, entonces su funcion
de autocorrelacién sera 1.

A menudo resulta necesario predecir una serie Y; a partir de X;, es decir, con base en
el comportamiento de una serie diferente. Entonces resultan utiles las definiciones siguientes.
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Definicion 3.1.3. Funcidn de covarianza-cruzada

Dadas dos series de tiempo {X;} y {Yi}, la funcion de covarianza-cruzada (CCVF)
entre dos series X; y Y; es

rxy (s,t) = Cov(Xs, ¥i) = E[(Xs — px ) (Y — pv)] 5

y por tanto es posible definir su correlacion.

Definiciéon 3.1.4. Funcion de correlacion-cruzada

Dadas dos series de tiempo {X;} y {Y:}, la funcion de correlacion-cruzada (CCF)
estd dada por
Vxy(s,1)

pXY(S’t) N ’YX(S’S)’YY(tJ) .

Hasta ahora, al haber presentado las definiciones de ciertas medidas de dependencia, no
se han hecho supuestos sobre el comportamiento de la serie de tiempo, por tanto se continta
con nociones de regularidad a partir de un concepto conocido como estacionariedad.

Definicién 3.1.5. FEstacionariedad estricta (o estacionariedad de primer orden)

Se dice que un proceso { X;} es estrictamente estacionario si los vectores (X1, ..., X;)'
y (X14h,--., Xkyp) tienen la misma distribucion conjunta, para cualesquiera k € N
y h eZ.

La siguiente conceptualizacion de estacionariedad, relaja las condiciones de la Defini-
cion 3.1.5 basandose tinicamente en los dos primeros momentos de Xy, sin embargo, exige
su existencia por supuesto.
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Definicion 3.1.6. FEstacionariedad débil (o estacionariedad de sequndo orden)
Se dice que un proceso {X;} es débilmente estacionario si

» E(X?) < oo paratodo t € Z.

» E(X;) =m paratodo t € Z.

» Cov(X¢, Xi4n) =vx(h) para cualesquiera t,h € Z.

La funcion vx (h) (px(+) :== vx(-)/vx(0)) se conoce como funcion de autocovarianza
(autocorrelacion) de un proceso estacionario {X;}.

El ejemplo mas sencillo de un proceso estacionario de segundo orden es un ruido blanco, ya
que es posible construir procesos estacionarios méas complejos a partir de este.

Definicion 3.1.7. Ruido blanco

El proceso {¢;} es llamado ruido blanco débil si, para alguna constante positiva o:
» E(g) =0 para todo t € Z.
» E(¢?) =02 paratodo t € Z.

» Cov(ey,e410p) =0 para cualesquiera t € Z, con h # 0.

Observacion 3.1.1. Ruido blanco fuerte

Es importante notar que la suposiciéon de independencia se requiere en un ruido blanco
débil. Dicha supuesto de independencia es de suma importancia en el anélisis de series de
tiempo, sin embargo puede remplazarse a veces por la hipotesis mas fuerte de que:

» Las variables €; y €445 sean independientes e idénticamente distribuidas.

Asi entonces, puede llamarse al proceso ; como un ruido blanco fuerte. v

3.1.1. Estimacién de la autocovarianza

El anélisis clésico de series de tiempo se centra en la estructura de segundo orden
del proceso. Para el caso de proceso estacionarios Gaussianos, estos estan completamente
caracterizados por su media y su funciéon de autocovarianza, mientras que los procesos no
Gaussianos, su media y autocovarianza son tan solo una herramienta para determinar la
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estructura de dependencia en los datos. En la practica, dichos momentos son desconocidos
y por tanto deben estimarse a partir de una realizacién de tamano n de la serie de tiempo,
denotada por 1, ..., z, Para estimar y(h) generalmente se usa la funcion de autocovarianza
muestral (ACVF) dada por

3(h) =

S|

n—h
Z(ﬂjj —Z)(zj4n — ) == F(=h);
J=1

para 0 < h < n y donde z = %2?21 z; denota la media muestral de los datos. Teniendo
esto es posible también estimar la funcion de autocorrelacion (ACF) muestral como

p(h) = para |h| < n.

3.1.2. Modelos ARMA

El objetivo de un anélisis de series de tiempo es construir un modelo para el proceso
estocéastico subyacente, este modelo entonces se usa para estudiar la estructura causal del
proceso y por tanto obtener predicciones déptimas de éste.

La clase de modelos ARMA es la mas usada para la prediccién de procesos estacionarios
de segundo orden. Estos modelos pueden ser vistos como una consecuencia de un resultado
fundamental debido a Wold (1983), el cuél establece el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. Representacion de un proceso estacionario

Sea X; un proceso estacionario de segundo orden, centrado y no deterministico,
entonces se dice que éste admite una representacion finita de promedios moviles de
la forma

00
X :’Et"’ZCiEtfi ; (3.1.1)

i=1

donde ¢ es el proceso de innovacion de X, es decir,
Et = Xt — E(Xﬂft)

y Z; es la filtracion generada por las X0 < s < t observaciones pasadas. Truncando
la suma infinita en (3.1.1) se obtiene el proceso

q
Xi(q) =er + Z Ci€t—i ;
i=1
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Tomando a consideracién el teorema anterior es posible escribir la siguiente definicién.

Definicién 3.1.8. Proceso ARMA(p,q)

Un proceso estacionario de segundo orden X, es llamado ARMA(p, q), con p,q € Z™T,

si existen coeficientes reales ¢, ¢1,...,¢p,01,...,0, tales que
P q
X+ Z $iXis=c+e+ Z Ojei—; paratodo t € Z; (3.1.2)
i=1 j=1

donde &; se conoce como el proceso de innovacion lineal de X;.

Observacion 3.1.2.

Una caracteristica importante que distingue un proceso estacionario de uno no estacio-
nario es el rol de las constantes.

= En un proceso estacionario, la constante es despreciable y puede ser sustraida su media
de las observaciones y por tanto se trabajaria con un proceso de media cero y al ser un
proceso estacionario, ambas formas del proceso tienen las mismas propiedades basicas
ya sea con media distinta de cero o igual a cero.

» Contrariamente para el caso de procesos no estacionarios, la constante, si es que existe,
tiene un papel importante ya que es posible represente alguna propiedad permanente
en todo el conjunto de observaciones. v

3.1.3. Analisis espectral de una serie de tiempo

Cualquier serie de tiempo puede expresarse como una combinacién de ondas sinusoidales
con diferentes periodos (el tiempo que le toma completar un ciclo completo) y amplitudes
(valores méximos y minimos durante dicho ciclo). Es decir, dicho fenémeno que produce
la serie puede ser estudiado mediante expresiones en series de Fourier ! . Por tanto resulta
sumamente util este hecho para analizar el comportamiento periédico que pudiera tener
una serie de tiempo.

El objetivo fundamental del andlisis espectral es identificar las frecuencias dominantes
en un conjunto de observaciones y encontrar una explicacion para algun fendmeno empirico

!Expansion de una funcién periédica f(x), expresada en términos de senos y cosenos. Es un andlisis
armoénico que permite descomponer en términos individuales una funcién, que combinandolos se obtiene
una aproximacion de buena precisién para fines practicos.
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del comportamiento del sistema a partir del cual las mediciones son realizadas. Para el caso
de series de tiempo sobre temperatura, es importante encontrar expresiones que precisen
el comportamiento de fluctuaciones en las observaciones debidas a las estaciones durante
el afio, asi como fenémenos como El Nifio % el cual puede afectar las mediciones por cierto
periodo de tiempo.

En esta seccién se resume una aproximacién para manipular la correlacién producida
por una serie estacionaria, comenzando por la transformacion de la serie en una combina-
cion lineal que ajusta varios senos y cosenos con diferentes frecuencias a los datos observados.

El periodograma se usa para identificar los periodos dominantes (o bien, frecuencias) de
una serie de tiempo. Es una herramienta ampliamente titil que identifica el ciclo dominante
de una serie, particularmente cuando los ciclos no estian “acomodados” de manera mensual
o trimestral (para el caso de series con fechas).

Para series de tiempo a tiempo discreto, los siguientes conceptos relacionados con fun-
ciones sinusoidales resultaran tutiles.

» El periodo (T) es el numero de oscilaciones que se necesitan para completar con ciclo
de la funcién coseno (seno).

» La frecuencia (w = 1/T) es la fraccion del ciclo completo para que se completa un
solo periodo de tiempo.

Suponiendo ahora, que la serie de tiempo {X;}, fuera ajustada por la funcién coseno como
X = Acos(2nwt + ¢) ;
donde:
= A es la amplitud de onda, determina el valor absoluto méximo que alcanza la curva.
= w es la frecuencia y controla cuan rapido oscila la curva.

= ¢ es el parametro de fase, éste determina el punto inicial para una funcién sinusoidal
(medido en grados).

Ademés resultaran importantes las siguiente identidades que se usan para determinar
el periodograma de una serie de tiempo.

A cos(2mwt 4+ @) = a; cos(2mwt) — ag sin(2nwt) ; (3.1.3)

2Fenomeno climético asociado al calentamiento del Pacifico oriental ecuatorial, el cuél se manifiesta en
forma ciclica, con una amplitud de entre 3 y 8 afios, cuya fase de enfriamiento se denomina como La Nifia.
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con ap = Acos(p) y ag = —Asin(yp). Y de manera similar

Asin(2rwt 4+ ¢) = aq sin(2rwt) 4+ ag cos(2mwt) ;
con ag = Acos(p) y ag = Asin(p).

Como una generalizaciéon del método de estimacion de la media S(t) en el capitulo
anterior, se tiene que A = y/af + a3 y ¢ = arctan(as/a;) para el caso de la suma de
angulos en seno y ¢ = arctan (—awe /o) para la suma de angulos en coseno.

3.1.3.1. El periodograma

En el analisis espectral el objetivo es analizar la serie vista como la suma de funciones
de cosenos y senos con amplitudes y frecuencias variantes, por lo que es indispensable iden-
tificar las frecuencias o periodos de la serie observada. El periodograma dibuja la medida
de la importancia de un patron de oscilaciéon asi como su frecuencia.

Tomando que X; = A cos(2nwt + ¢) como (3.1.3) se puede definir X; como una combi-
nacién de funciones sinusoidales con diferentes frecuencias y amplitudes como

q
Ty = g [ cos(2mwyt) + e sin(2mwyt)] ;
k=1
donde a1, ape para k = 1,2,...,q son variables aleatorias independientes con media cero
y varianza a,% y wy distingue la frecuencia de variacion en el tiempo.

Usando la independencia de a y la identidad trignométrica tomando a x; como en (3.1.3)
se tiene que Cov(zyyp, ) = 02 {cos(2mw(t + h]) cos(2mwt) + sin(2nw[t + h]) sin(2rwt)} =
o2 cos(2mwh), ya que Cov (o, ) = 0, es posible demostrar que la funciéon de autocovarianza

del proceso estd dada por

q
~v(h) = Za,% cos(2mwih) ;
k=1
y esta funcion es la suma de componentes peridédicas con pesos proporcionales a la varianza
o,%. Por tanto, x; es un proceso estacionario de media cero y tiene varianza

3.2. Propiedades de los DATs

Para la construccién de un contrato de derivados climéticos sobre temperatura, como se
revisé en el primer capitulo, la variable que se usa para medir la informacién de temperatura
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diaria se conoce como Daily Average Temperature, con base en esta variable se construyen
indices que se toman como el activo subyacente del contrato.

Cao & Wei (2000) estudiaron mediante procesos discretos el comportamiento de la
temperatura media, aseveraron que el andlisis discreto captura caracteristicas tinicas sobre
el DAT y construyendo un entorno de trabajo bajo los supuestos acerca del DAT:

Esta sigue un ciclo predecible.

Se mueve alrededor de una media estacional.

Es afectada por el calentamiento global y efectos urbanisticos.

Parece tener cambios autorregresivos.

La volatilidad es mayor en invierno que en verano.

En la literatura se puede encontrar una gran lista de modelos propuestos, discretos y
continuos, adaptados a mediciones de temperatura de diferentes paises, pero existe algo en
comun con ellos y es que todos suponen estas caracteristicas. Ahora, se revisard la teoria en
procesos discretos para modelar la variable de temperatura, que es la méas estudiada hasta
el momento, ya que las necesidades del mercado han exigido su acelerado desarrollo.

3.3.  Procesos discretos para la modelaciéon del proceso de temperatura

Algunos autores como Moreno (2000) en sus primeros intentos discretizan la ecuacion
diferencial estocastica que describe el comportamiento de la temperatura, observando que
dicha representacién podia ser vista como un modelo AR, teniendo que

T =T+ (S(t+1)—S(t)) + k(S(t) —T1) + o(t)e;.
donde la volatilidad del proceso se modela como un proceso estacional dado por
o(t) =1+ sin*(wt + ) .

Entonces, el proceso de temperatura segin Carmona (1999) esta dado (en términos gene-
rales) por
Tit1 =5S(t+1)+AR(p) ;

sin embargo, al tratar de estudiar la temperatura con dicho modelo, se percataron que la
distribucion de los residuales no se mantenia constante a lo largo del ano. Es decir, estos
eran independientes pero no idénticamente distribuidos. Por tanto este procedimiento no
podia ser utilizado para simular la temperatura.
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Continuando con la mejoria del modelo de prondstico Cao & Wei (2004) mejoraron la
estructura existente, incorporando el precio de mercado de riesgo asociado con la tempera-
tura, el cual, descubrieron tiene un importante efecto en el precio de opciones, mas que en
precios forward, esto debido a la funcién de payoff que tienen respectivamente.

Mas adelante en Bellini (2005) encontré variaciones en la estacionalidad en la media y
varianza de la temperatura, razén por la que es dificil utilizar un modelo para pronosticar
largos periodos de tiempo, ya que la precision del modelo irfa perdiendo fuerza para estimar
valores diarios. En ese mismo ano Campbell & Diebold (2005) usaron un andlisis de series
de Fourier con lags autoregresivos, para modelar la temperatura media estacional asi como
la estacionalidad en la varianza con efectos autoregresivos

M
)+ > p(t = k)T g+ o (t)er,
k=m
donde
ol P ot
=a+bt in (=) ;
Sy=a+ +ZachS<365>+;0&psm(3ﬁ5>,
y

o(t)? —a+bt+Zchos<365> +Zc]sm(365> Zarat .

con g, ~ N(0,1) independientes e idénticamente distribuidas. Este modelo incorpora el
patron estacional de la volatilidad y media, mientras que a su vez reduce el niimero de
parametros a estimar. La tendencia que incluye la media estacional se debe al efecto del
calentamiento global. Los pardametros L, P son estimados usando el criterio de Akaike 3
Este modelo consigue més precisiéon pues considera las variaciones de amplitud y frecuencia
en el comportamiento de la media.

Posteriormente se propusieron modelos ARMA sin embargo, Caballero (2002) argumen-
ta que los procesos ARMA resultan ineficientes debido a la existencia de memoria larga, es
decir, un decaimiento lento (hiperbolico) en su ACF.

Por lo cudl propone el uso de modelos ARFIMA los cuales pueden reproducir la estruc-
tura de covarianza y correlaciéon en los datos observados de manera precisa y parsimoniosa.

3Método para la seleccion de un modelo para un conjunto de datos. Es aquél que minimiza la distancia
de Kullback-Leibler entre el modelo ajustado y los datos. Definido como AIC' = —2In(L) + 2k con L como
la funcién de verosimilitud maxima del modelo y K el ntimero de parametros estimados en dicho modelo.
El criterio toma el menor AIC para escoger el mejor modelo
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Finalmente para Caporin (2008), incorpora en su modelo Time-Varying ARFIMA una es-
tructura ARFIMA con pardmetros dependientes del tiempo considerando una estructura
GARCH en su varianza. Este modelo se estudiara a detalle en secciones posteriores.

3.4. Procesos integrados y fraccionales en series de tiempo

Dentro del anélisis de series de tiempo, hay interés en las series no estacionarias, cuya
caracteristica puede localizarse en su media, varianza, autocorrelaciéon entre otras carac-
teristicas de la distribucién de la variable de estudio. En este conjunto de series las més
importantes son las de tipo integradas, que tienen la propiedad de que al ser diferenciados
se obtiene un proceso estacionario y cuyo orden es el numero de diferencias realizadas para
obtener dicho proceso estacionario.

Estos modelos pueden distinguirse si se observa que el ACF de un proceso ARMA dis-
minuye geométricamente y roza el cero después de unos cuantos lags, mientras que el ACF
de un proceso integrado disminuiré linealmente en el tiempo (caracteristica que indica que
un proceso no es estacionario aun) decayendo hacia cero. En este sentido, existe una clase
de procesos estacionarios cuyo ACF decae mucho més lento que un proceso ARMA o el pro-
ceso integrado, y es conocido como proceso de memoria larga (propiedad que sera analizada
més adelante). Esta caracteristica de decaimiento en la autocorrelacion se ha encontrado
en grandes observaciones de series de tiempo climatologicas, por lo que éstas se asocian a
modelos integrados y de memoria larga.

Una manera visual de hallar procesos de memoria larga es observando su ACF, ya que en
éste podran observarse autocorrelaciones muy pequenas y éstas caerdn hacia cero lentamente
para lags grandes. A diferencia de un proceso integrado el ACF que cae linealmente pero
con autocorrelaciones mayores y éstas convergen mas rapido al cero.

3.4.1. Modelos ARIMA

A manera de introduccién, se revisan las propiedades de los modelos no estacionarios
Autoregressive Integrated Moving Average (ARIMA), son aquellos que como su nombre lo
indica, pueden incluir términos autoregresivos, de promedios moéviles y operadores de di-
ferencias. Son de interés pues de éstos se desprenderdn, en forma anidada (bajo ciertas
condiciones), los procesos de memoria larga que seran de ayuda méas adelante para la valua-
cion de un derivado climéatico mediante el pronéstico de un modelo de tales caracteristicas.

Un modelo ARIMA es aquel que obedece a la Definicién 3.4.1
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Definicién 3.4.1. Proceso ARIMA (p,d,q)

Sea d un entero positivo. El proceso {Z;} es un ARIMA(p,d,q) si, para k =
0,...,d—1, el proceso V¥Z; no es un proceso estacionario, pero V?Z; es un proceso
ARM A(p, q), y cumple la ecuacion

(I—g1L— = IP) (1= L) Zy = (1 — 1L — - -- — 0, Le; ; (3.4.1)

condeZt.
donde:

= p es el orden de la parte estacionaria autoregresiva.
» d es el namero de raices (orden de integracion del proceso).

= g es el orden de la parte de promedios moviles.

Usando el operador de diferencias V = 1 — L, el proceso (3.4.1)se puede escribir mas
compacto como

®,(L)\VZ; = 0,4(L)ey ;

donde ®,(L) y ©4(L) son los operadores AR de orden p y M A de orden g respectivamente,
ambos en el operador lag L.

En esta clase de modelos, Integrated significa que teniendo que {U;} = {VdZt} es un
proceso estacionario, {Z;} se considera como la suma (integracion) de U;. Es decir, si

Ut - (1 - L)Zt 3
definiendo
1-L) ' '=14L+L2+L%+.
resulta que

t
Zi=(1-L)'U= > U

j=—o0

Estos modelos, son caracterizados por el hecho de que su funcién de autocorrelacion tiene
coeficientes que decrecen lentamente atn después de un gran ntmero de lags, todo modelo
ARIMA no estacionario tiene ésta propiedad general.
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Proposicién 3.4.1.

Cualquier proceso que sea la suma de una tendencia lineal y un proceso estacionario,
es decir, de la forma
Zt =a+bt+ Et

con {&;} un proceso estacionario, serd un proceso integrado.

Demostracion:

Tomando una primera diferencia en la serie Z; se tiene

wy = zZ—z1=a+bt+e—(a+bt—1)+¢e1)
= bt+e—ci-1;

y como b es constante (es decir, despreciable para el caso de procesos estacionarios) y Ve,
es un proceso estacionario (siendo la diferencia entre dos procesos estacionarios), entonces
w; también lo es.

Notese que al hacer la diferencia, en el proceso restante queda una constante, que es
la pendiente de un crecimiento lineal determinista, por tanto, este resultado es valido para
cualquier tendencia que sea una suma polinomial de orden h y cualquier proceso estacio-
nario, es decir:

Zy =pi+e;

donde
pr=a+bt+ct®>+---+dt";

entonces, diferenciando el proceso h veces se obtendria un proceso estacionario de promedios
moviles.

3.4.2. ldentificacién en modelos ARIMA

Como cualquier modelo, para identificarlo, es necesario prestar atencién tanto a la gré-
fica de la serie de tiempo de las observaciones y buscar elementos basicos como tendencia,
estacionalidad, outliers, y comportamiento de varianza, asi como a su ACF y PACF.

Pero también en la literatura (Box & Jenkins (2010)), es posible encontrar algunas
pistas que ayudan para la identificacién del modelo como son las siguientes:

» Grafica de los datos: Se deben buscar elementos clave como tendencia y estacionalidad.
Con esto no sera posible determinar el modelo preciso; sin embargo, se logra apreciar
una evidente tendencia lineal ya sea ascendente o descendente, puede ser necesaria una
primera diferencia o bien si se aprecia una tendencia cuadrética se podria necesitar
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una segunda diferencia. En raros casos se necesitan mas de dos. Puesto que el exceso
de diferenciaciéon podria crear niveles de dependencia innecesarios en los datos. Para
los casos en los que se puede apreciar una tendencia pero a la vez un incremento en
la varianza de los datos se deberé considerar una transformacion logaritima o de raiz
cuadrada para suavizar el comportamiento de las observaciones.

» ACF y PACF: Una vez que se ha diferenciado la serie, si el PACF de la serie diferen-
ciada muestra una caida brusca en la autocorrelacién al lag 1, es decir, si la serie esta
subestimada, entonces se requiere agregar un término més orden del modelo AR.
Contrariamente, en el ACF de la serie diferenciada, si la autocorrelacion en el primer
lag cae repentinamente y ésta es negativa, entonces la serie estd sobre estimada y se
debe considerar agregar un término mas al orden de la componente MA del modelo.

Es decir, el orden de un modelo, se basa en el comportamiento de su funcién de autocorre-
lacion, que requiere de un anélisis cuidadoso, pues a veces se proponen varios modelos con
base a la observacion de dicha funcion de los datos y después de ello, si se tienen varios mo-
delos para un mismo conjunto de datos, estos tendran que ser revisados por varios criterios
como:

s A veces el que tenga menor nimero de parametros.

» Examinando los errores estandar de los valores de predicciéon y tomando el que tenga
los errores mas pequenos para observaciones futuras.

= Comparar los modelos de acuerdo a estadisticas como AIC* o BIC?, escogiendo aquel
que tenga el menor valor en ellas ya que la estadistica combina la estimacién de la
varianza con los valores del tamano de muestra y el nimero de pardmetros en el
modelo.

Por supuesto es necesario cuidar que el namero de diferencias sea el adecuado pues éste
determinara si el modelo esta subestimado o sobre estimado, mas atn, para los modelos de
memoria larga este parametro es un nimero real volviendo aiin més complicado determinar
la exactitud a la cuél debe diferenciarse el modelo para obtener uno estacionario. En cuanto
a este parametro d de diferencias existen varias maneras de poder encontrarlo, tales como
las que se explicardn mas adelante en el texto.

Ya que se trabajard con procesos particulares de un modelo ARIMA, que tendrén la
caracteristica distintiva de que el parametro de diferencias d no serd un niamero entero, es

4Meétodo que sirve para la seleccion de un modelo para un conjunto de datos. Es aquel que minimiza la
distancia de Kullback-Leibler entre el modelo ajustado y los datos. Se define como AIC = —2in(L) + 2k
con L como la funciéon de méaxima verosimilitud del modelo y K el niimero de parametros estimados en
dicho modelo. Este criterio de seleccion toma el menor AIC para escoger el mejor modelo.

SCriterio de Informacién Bayesiano o Criterio de Schwarz, siendo BIC(M) = —2log L(M) + +p(M) -
log(n), teniendo dos modelos estimados, el de menor BIC es el que se prefiere.
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posible llevar a cabo el procedimiento de Box & Jenkins para la estimacion y modelacion
de un modelo ARIMA, teniendo cuidado tnicamente con el parametro d.

Dado un conjunto de observaciones propias de una serie de tiempo, el objetivo del proce-
dimiento Box & Jenkins es construir un modelo ARIMA, considerando las transformaciones
preliminares oportunas sobre los datos, el procedimiento se enfoca en procesos invertibles
estacionarios Gaussianos. Dicho procedimiento sigue los siguientes pasos:

1.

Analisis preliminar: crear las condiciones tales que los datos pueden ser considerados
como una realizaciéon de un proceso estocéstico Gaussiano invertible y estacionario.

. Identificacién: Especificar los érdenes p, d, g del modelo ARIMA asi como el compor-

tamiento de la varianza del modelo. En este paso es importante reconocer el rol que
juega el comportamiento de la funciéon de autocorrelacion empirica.

. Estimacion: Estimar los parametros del modelo ARIMA de manera eficiente, consis-

tente y suficiente (maxima verosimilitud).

Diagnéstico: Revisar si el modelo es bueno usando alguna prueba sobre los pardmetros
y residuales del modelo. N6tese que incluso cuando en este paso el modelo se rechaza,
esto se convierte en una herramienta importante para mejorar el modelo.

. Utilizar el modelo: Si el modelo aprueba la seccién de diagnostico, entonces se puede

utilizar para interpretar un fenémeno o bien para hacer un prondstico de éste.

Siguiendo estos pasos, lo primero seria determinar el orden del modelo de memoria larga
que se propondra, una vez teniendo esto serd necesario profundizar en el comportamiento
de la varianza, que tendrd un modelo propio y solo asi, podréa hacerse uso del modelo para
pronostico de temperatura.

3.4.3.

Modelos de memoria larga

Una amplia clase de procesos de series de tiempo se describen por la ecuacion

(1-L0)Z, = Uy

donde:

{Z:} es la serie de tiempo.

s L es el operador lag.

» (1 — L) es el operador diferencia, el cuél se utiliza para remover tendencias en una

serie de tiempo.
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» d es una constante dentro del intervalo (—1,1/2).
» {U;} es un proceso estacionario.

De cumplirse lo anterior, se dice que {Z;} es un proceso integrado de orden d, es decir,
el proceso es estacionario después de su d-ésima diferencia, ademas, dicho valor d determina
la propiedad de memoria del proceso, donde:

= Si d =0, entonces se dice que el proceso es de memoria corta.

» Sid>0yd e Z se dice que el proceso tiene memoria persistente, generalmente
d=1,2.

s SideQ, sedice que Z; es un proceso fraccionalmente integrado, con los casos:

e S5i0 < d<1/2entonces Z; es un proceso estacionario de memoria larga.

e Si1/2 < d < 1, entonces Z; no es estacionario pero tiene memoria larga, con
reversion a la media.

e Si 1 < d entonces Z; es no estacionario, sin revertir a la media.

Para mayor comprension se define la propiedad de memoria larga de una serie de tiempo.

Definicion 3.4.2. Memoria larga

Sea y(h) = (Z;, Zyyp) la funcion de autocovarianza en el lag h de un proceso esta-
cionario {Z; : t € Z}. Se define la propiedad de memoria larga como

o0

Y b)) =cc.

h=—o00

De esta manera una clase de modelos de memoria larga, son los Autoregressive Fran-
cionally Integrated Moving Average (ARFIMA) introducidos por Granger y Joyeux (1980)
y Hosking (1981) donde:
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Definicion 3.4.3. Modelo ARFIMA

Un proceso ARFIMA {Z,;} puede definirse por
®(L)Z, = O(L) (1 — L) ey ; (3.4.2)

donde ®(L) = 14+ &L+ -+ P[P y O(L) =1+ 6L+ ---+ O,L? son los
operadores autorregresivo y de promedios moviles respectivamente, que no tienen
raices en comun y (1 — L)fd es el operador fraccional definido por la expansion
binomial

1—L)"=> nLl =n(L);
=0

y d € R es el parametro de diferenciaciéon fraccional.
I'(j+d)

D =T
e N = ()

Este tipo de modelos de memoria larga, han sido identificados con frecuencia en series
de tiempo meteoroldgicas, en las cuales su ACF tiene un decaimiento lento y pueden inter-
pretarse como que éstas son integradas de orden 1, tomando una diferencia, sin embargo, el
decaimiento de la ACF de un proceso de memoria larga es un tanto diferente, ya que éste
cae mas rapido para el primer lag que en un proceso integrado y a su vez es mucho més
lento para lags mas grandes.

El modelo més sencillo de un proceso de memoria larga es una generalizacién de una
caminata aleatoria, donde
d
(1 — L) Zt = &t ;

aqui es necesario considerar que d no es un entero, asi, se puede escribir, por el teorema del
binomio de Newton que

d d
-t =3 ()t o = Eon's
=0

=0

y por tanto, los coeficientes de la suma se definen por

_ (4 i 4 i I'(d+1) NS
" <Z> (=1 = (d—i)!i!( 1) _F(i—i-l)r(d—i—i—l)( n'; (3.4.3)

Esto ultimo por la coincidencia de la funcion Gamma con la funcion factorial (I'(a + 1) =
al'(a) = a!) con a € NU {0}.
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Asi, para generalizar la definiciéon, cuando d no es un entero, se puede aprovechar que
la funcion Gamma esté definida para cualquier nimero real, asi

oo
1-L)= ZmLi ;
i=0
donde los coeficientes de la expansion infinita estan dados por (3.4.3).

3.4.4. Estacionariedad, causalidad e invertibilidad en procesos ARFIMA

El siguiente teorema muestra la existencia de una solucién estacionaria a un proceso
ARFIMA, incluyendo la causalidad, invertibilidad y unicidad.

Teorema 3.4.1.

Considere el proceso ARFIMA definido por (3.4.2). Suponiendo que los polinomios
®(-) y ©(-) no tienen raices en comin y que d € (—1,1/2), entonces

1. Si las raices de ®(-) caen fuera del circulo unitario, entonces existe una unica
solucion estacionaria a (3.4.2) dada por

Zt = Z \I/j&‘t_j;
Jj=—00
donde W(L) = (1 — L) 4 0(L)/®(L).

2. Si las raices de ®(-) caen fuera del disco unitario cerrado, entonces la solucion
de {Z;} es causal.

3. Si las raices de ©(-) caen fuera del disco unitario cerrado, entonces la solucion
de {Z;} es invertible.

Observacion 3.4.1.

En el teorema anterior d € (—1,1/2) extiende el resultado para d € (—1/2,1/2), la cual
define invertibilidad en un proceso fraccional para d € (—1,1/2). v
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3.4.5. Densidad espectral de modelos ARFIMA

Bajo las condiciones establecidas en el Teorema 3.4.4, la densidad espectral para un
proceso ARFIMA definido por (3.4.2) se puede escribir como

o2 _in—2d [©(e=M)|?
fz00) = §[1-e™ ’!@(eMIL
|2

P . —2d [6(e=*)
= gl (3)

y se puede demostrar que
a? e
2m | (1)

fZ(/\) ‘)\’—2d ’

para |h| — 0.
Considerando un proceso ARFIMA como
®(L)Z, = O(L) (1 — L) e

Tomando de manera inversa la ecuacién anterior y a Uy = (1 — L)dXt, siendo un proceso
ARMA(p, q). La densidad espectral del proceso ARFIMA est4a dada por

fz(N) = fuN) (25in(A3/2))**, A€ [-m,7]; (3.4.4)

donde f,(\) es la densidad espectral del proceso Us.

3.4.6. Funcién de autocovarianza

Empezando por la funciéon de autocovarianza de un proceso ARFIMA(0,d,0) se tiene

" , T(1—2d) T(h+d)
T1-dr(g)TA+h—d)’

y por tanto la funcién de autocorrelacion queda definida de la siguiente manera

v(h) =0

T(1—d) T(h+d)

P =T Tat+h—a

Para el caso general de un proceso ARFIMA(p, d, q), es necesario observar que el polinomio
de promedios moviles (L) en (3.4.2) se puede escribir como

p

(L) = [J(1 - piL) -

=1
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Suponiendo que las raices de ®(L) tienen multiplicidad 1, puede demostrarse que

q p
’V(h) =0’ Z Zd}(i)ij(d,p +i-— h7pj) )
i=—q j=1
con
min(q,q+4)
O T
k=max(0,)
~1
p
&= o [T =pips) [T (05— pm)|
=1 m#j
y
Yo(h)

Cld,h,p) = 252 [0275(h) + 5(-1) 1]

donde B(h) = F(d+h,1,1—d+h,p)y F(a,b,c, ) es la funcion Gaussiana hipergeométrica
(Gradshteyn & Ryzhik (2000)).
a-b a-(a—i—l)-b~(b—i—1)$2

T+
- 1! v-(y+1)-2!

F(a,b,c,x) =1+

3.4.7. Autocorrelacién Parcial

Hasta el momento en la literatura no se ha encontrado una expresion explicita del PACF
para un modelo ARFIMA. Sin embargo se ha encontrado que ésta tiene un comportamiento
asintotico para el valor absoluto de la PACF de un proceso de ruido fraccional, que tiene

como PACF a
b= n\T(j—d)T(n—d—j+1)
e\ (-d)f'(n—d+1) '
para j = 1,...,n. Asi la autocorrelaciéon parcial es simplemente
d
¢nn - m ’

y por tanto ¢,, ~ d/n para n grande. Asi, para un proceso ARFIMA con d € (0,1/2) se
tendria

d
|¢nn’~* n — o0 ;
n

Existe un tipo de modelos ARFIMA que poseen una estructura en el proceso de su va-
rianza que determina la precision del modelo. Dichas caracteristicas serdn presentadas a
continuacion, todo con la finalidad de seguir el modelo propuesto por Caporin (2008) para
el comportamiento dependiente del tiempo de la temperatura.
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3.4.8. Caracterizacién de un modelo ARFIMA

De la misma manera que un proceso ARMA(p,q) J. R. M. Hosking (1981), establece
que cuando 0 < d < 1/2 existe una constante positiva C' tal que para h grande

p(h) ~ C - h*71,

es decir, la ACF de un proceso ARFIMA decae hiperbolicamente hacia cero y no es abso-
lutamente sumable, es decir Y ;2 p(h) no converge, justo como en la Definicion 3.4.2.

3.4.9. Estimacién del pardmetro de diferenciacién

Para determinar el orden de un modelo ARFIMA es posible seguir el procedimiento Box
& Jenkins para determinar los 6rdenes autoregresivos y de promedios moéviles, sin embargo
es necesario tener cuidado con la estimacién del parametro de diferenciacion fraccional d,
para el que se han propuesto métodos paramétricos y semiparamétricos.

Los procedimientos de méxima verosimilitud requieren que el modelo esté especificado
por completo. En cambio los métodos semiparamétricos no exigen la especificacion de la
componente de corto plazo o bien la componente ARMA(p, q).

A continuacion se presentan algunos estimadores para el parametro de diferenciacion,
de los tipos semiparamétrico y paramétrico.

1. Estimador GPH: Geweke & Porter-Hudak (1983). (semiparamétrico)
Considerando la densidad espectral del proceso ARFIMA(p,d, q) de la forma (3.4.4).
Tomando logaritmo sobre esta, se obtiene

In(fz(Nj)) =—2d-In(2sin(\;/2)) + In(fu(A))) .

Los autores muestran que para A cercana a cero, j = 1,2,...,m << (n/2) y tal que
m/n — 0, cuando n — oo, entonces la estimacion de d puede hacerse tomando la
regresion mediante minimos cuadrados ordinarios de

}/}:C—Fde—i-Ej;

donde
Yj =In(Iz(N)),X; = In(2sin();/2)) 72 ;
y donde

» £; es un proceso i.i.d.

» )\; son las frecuencias de la serie de Fourier con \; = 27j.
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w Iz(N\) = 5 |7(0) + 222;11 4(k) cos(kA;)|, es la j—ésima ordenada del perio-
dograma del proceso.

Sin embargo este estimador pierde precisién en muestras finitas, y cuando existe una
componente AR o M A con pardametros cerca a la unidad, el estimador es insesgado e
ineficiente. (Agiakloglou, Newbold & Wohar (1993)).

2. Estimador SPR (paramétrico)
Brockwell & Davis (1991) muestran que el periodograma no es un estimador consis-
tente de la densidad espectral. Por esto, Valderio A. Reisen (1994), da un estimador
consistente como una version suavizada del periodograma. Dicho estimador (SPR), se
obtiene reemplazando la funcién de densidad espectral por el periodograma suavizado
dado por

v
B = 5= 3w (S
k=—v
donde k(-) es la ventana de Parzen (funciéon matemaética utilizada para evitar discon-
tinuidades en el procesamiento de datos). Asi, el estimador SPR se obtiene aplicando
minimos cuadrados ordinarios al modelo de regresién anterior, usando el periodogra-
ma suavizado.

Para este estimador, solo se pierde precision cuando el orden de la parte AR y/o MA
estan cerca a la unidad.

3.5. Modelos con heterocedasticidad

Para el caso de las series de tiempo climéaticas, resulta interesante profundizar en el
tercer paso del procedimiento de Box & Jenkins, en el cual se estudia el comportamiento
de la varianza del proceso.

Con la finalidad de plantear el concepto de heterocedasticidad, se plantea el ejemplo del
modelo de regresion clasico, que supone que los residuales e; son idénticamente distribui-
dos con media cero y varianza o2 (es decir, E(e;|X;) = 0 y Var(e;|X;) = 02) donde X; es
{Xi2y..., Xi} parai=1,2,...,n..

Ya que la varianza es una medida de dispersién de los valores observados de la variable
dependiente (y alrededor de la linea de regresion 1 + 2 X2 + - - + B Xx) homocedasti-
cidad significa que dicha dispersion es la misma a lo largo de todas las observaciones. Sin
embargo, dicha situacién no siempre resulta ser cierta, en dicho caso se dice que los datos
tienen la propiedad de heterocedasticidad, en donde cada observacion tiene una medida de
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dispersiéon o varianza diferente.

En el supuesto caso que se encontrara esta propiedad en los datos, seria totalmente
equivoco no considerarlo para la construccién de un modelo de pronéstico, ya que despre-
ciar el comportamiento en la varianza de los datos provocaria errores de prondstico mucho
mayores, depreciando la calidad del modelo de pronéstico y por tanto, para el caso de deri-
vados climéaticos, el modelo pondria en riesgo la ganancia/pérdida de las partes del contrato.

Han sido pocos los que han analizado modelos discretos climaticos, para la valuacién de
instrumentos derivados; sin embargo, en esos modelos se ha encontrado que tienen mejor
precision si se supone que la varianza tiene la propiedad de heterocedasticidad. Mas aun,
en las ciudades concurridas, donde por la infraestructura es posible que las mediciones de
temperatura o de cualquier variable climatica varien significativamente incluso de una es-
tacion a otra. Ademas de ello debido a los procesos de urbanizacion que han modificado
irreversiblemente el comportamiento meteoroldgico, actualmente es normal que la tempe-
ratura de un dia a otro varfe en gran medida como resultado del calentamiento global. Por
tanto, resulta interesante incluir dicha propiedad en los modelos de series de tiempo como
lo hacen los modelos GARCH que se estudiaran a continuacion.

3.5.1. Procesos GARCH(r, s)

Los modelos Autoregresivos Condicionales Heterocedasticos (ARCH) por sus siglas en
inglés, fueron introducidos por Robert F. Engle (1982) y fueron extendidos por Tim Bo-
llerslev (1986) a modelos Generalizados ARCH (GARCH). En dichos modelos el concepto
clave es la wvarianza condicional, esto es, la varianza condicionada al pasado, es decir, és-
ta se expresa como una funcion lineal de los cuadrados de valores pasados de la serie de
tiempo. Comenzando por la definicién de un proceso GARCH, basado en sus dos primeros
momentos condicionales, se tiene que:
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Definicion 3.5.1. Proceso GARCH(r, s)

Un proceso {e;} es llamado proceso GARCH(r,s) si sus dos primeros momentos
condicionales existen y satisfacen

1. E(etlew,u < t), t€Z

2. Existen constantes w,a;,t =1,...,5y 3;,7 = 1,...,r tales que
S T
02 = Var(g¢leg,u < t) = w + Z%’E?_i + Zﬁjaf_j, teZ. (3.5.1)
i=1 j=1

La ecuacion (3.5.1) también puede ser escrita de manera mas sencilla como
2 _ 2 2 .
of =w+a(L)e; + B(L)o;, t€L;

donde L es el operador de retraso estdndar (Lic? = 5?—1’ y Lic? = Jf_i para cualquier
i € ZT) y ay B son los polinomios de grado s, r respectivamente:

a(l) =) aLl, BL) =) BiL.
i=1 j=1

Observacioéon 3.5.1.

Tomando, la innovacién del proceso €7, como la variable v; = e? — o2 y sustituyendo en
(3.5.1) la variable atz_ ;= sf_ j— Vi—j se obtiene la representacion
p r
e=w+ Y (ai+B)el i +v—Y Bvj, te€L; (3.5.2)
i=1 j=1

donde p = méax{r, s}, con la convencion a; = 0 (8; = 0) si i > s (j > r). La ecuacion
(3.5.2) tiene la estructura de un modelo ARMA (p, r) que permite hacer predicciones lineales
de manera mas sencilla computacionalmente. Bajo algunas condiciones adicionales (esta-
cionariedad de segundo orden de £?) es posible decir que si g; admite una representacion
GARCH(r, s), entonces 7 es un proceso ARMA (p, 7). v
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Definicion 3.5.2. Proceso GARCH(r, s) fuerte

Sea (1) una sucesion ii.d. con distribucion 7. El proceso {e;} es un proceso
GARCH(p, q) fuerte (con respecto a la sucesion 7) si:

{ & = Oty
2 _ s 2 roogo 2
of = w+ Y aig_ ;2 B

donde «; y B; son constantes no negativas y w es estrictamente positiva.

3.6. Modelo ARFIMA(p, d, q)-GARCH(r, s) sobre temperatura

En cuanto al uso de series de tiempo siempre es requerido sumo cuidado para la seleccion
de un modelo, ya que en la literatura se han propuesto una gran lista de clases de modelos
que se cree que ajustan bien a los datos. Todo autor considera tener el mejor modelo, sin
embargo, estudiando concretamente la temperatura se ha aceptado generalmente que tiene
la propiedad de tener memoria larga, comportamiento relacionado intimamente con la fun-
cion de autocorrelacion de la serie y como una generalizacion de un proceso ARMA, asi,
dentro de una estructura para modelos con memoria larga los modelos méas estudiados han

sido los de tipo ARFIMA.

Como se ha visto la temperatura es un proceso no determinista, que gracias al calen-
tamiento global y procesos de urbanizaciéon se mantiene en constante cambio, por ello el
modelo de temperatura que se construya en este capitulo deberd considerar que los paré-
metros de este, varien durante el tiempo, pues de ser asi, la precisiéon del modelo podria
quedarse truncada por el supuesto de que es un sistema constante, lo cual es falso.

Esta variaciéon en el tiempo convierte en un reto computacional en cuanto a la mode-
lacion y estimacion del modelo. En este caso el modelo estimado tendrd que ser corregido
y/o modificado cada determinado periodo para que la valuacién goce de mayor precision.
De acuerdo a ello y a las investigaciones de Caporin (2008) y Caballero & Jewson (2002)
el modelo ARFIMA considerado tendré la propiedad de variar durante el tiempo.

Como se ha explicado los derivados climéaticos sobre temperatura han sido los mas utili-
zados por el mercado climatico y por tanto mayormente estudiados, por lo que en esta area
financiera es més sencillo hallar literatura relacionada con estos derivados climéaticos. Sin
embargo, haciendo una revision de varias fuentes de informacion, son pocos los investigado-
res que revisan en sus articulos y publicaciones la propiedad de variacién en el tiempo, que
representa los hallazgos de cambios en el comportamiento de memoria de las temperaturas
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observadas. Es por ello que para este modelo se considera una funcién periédica para la me-
dia S(t), una funciéon periodica para la varianza v(t) y finalmente una estructura GARCH
en la varianza del modelo, generando asi la siguiente representacion segin Caporin (2008)

@,(L) (1 - L) [T, — S(t)] = O(L)er ; (3.6.1)

donde e, = v(t)oyZy, Zy ~ N(0,1) i.i.d. es decir, se supondra que el proceso de innovaciéon
{Z;} es independiente e idénticamente distribuido con distribucién normal de media cero y
varianza unitaria, los pardmetros del modelo dependerén del tiempo y o obedecerd a una
estructura GARCH.

Observacioéon 3.6.1.

Segtun Kokoszka & Taqqu (1995) la forma de la ecuacion (3.6.1) podria no ser unica.
Por ejemplo, supéngase que {Y;} es una solucion estacionaria a (3.6.1) con d > 0 y sea
¢ una variable aleatoria con varianza finita. Entonces el proceso estacionario X; = Y; + &
también es una solucién a (3.6.1) ya que en dicho caso, los coeficientes {m;} de la serie
(1-— L)d = Z;io 77de = m(L) son absolutamente convergente y m(1) = 0. Por ello, en el
caso del mercado climéatico, es de mayor ayuda encontrar un proceso estacionario solucién
al modelo que tenga la propiedad de ser “anico” y a diferencia de Caporin (2008) se tomara
el modelo ARFIMA (3.6.1) con la representacion ( 3.4.2). v

La aproximacion por series de tiempo sobre temperatura, tiene como finalidad iden-
tificar un modelo que sea capaz de replicar los datos meteorolégicos historicos. Una vez
hecho esto, mediante simulaciones Monte Carlo, se estima la evolucién futura de la variable
subyacente al derivado climatico, por tanto el indice climatico basado en dicha variable y
finalmente la distribucién del payoff del contrato.

Como se sabe, la variable 7T} se caracteriza por un patréon periédico fuerte en su media,

que esté asociado a la evolucién de las estaciones durante el afo, siguiendo la estructura de
trabajo estdandar de Campbell y Diebold (2005) se modelara T; como se sigue

L P
2t . 2ptm
Ty = a + bt + lg_l Qy cos (365) + pgl ayp sin (%) +Y.=850t)+Y:; (3.6.2)

donde {Y;} es la serie estacional ajustada (la cual puede presentar heteroscedasticidad).

Dicha manera de modelar la componente de la media como una funcién peridédica deter-
minista, en forma de Series de Fourier truncadas, se revis6 anteriormente como una de las
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formas de modelacion de los parametros dependientes del tiempo de las ecuaciones diferen-
ciales estocésticas sobre temperatura, que contiene dos elementos principales, el primero un
polinomio de tendencia que se refiere a los procesos urbanisticos que provocan alzas en las
temperaturas y una funcién periddica sinusoidal asociada con el movimiento de la media
dentro del ano en cada estacion.

Priorizando entonces la estructura de {Y;}, se modela ésta con una estructura de tipo
ARFIMA que intenta ajustar el comportamiento volétil en los valores de temperatura. En
algunos estudios, se sugiere incorporar la caracteristica de la dependencia del tiempo, pues
se ha notado que a lo largo de la historia, el comportamiento del modelo sugiere cambios
en el nivel de memoria de las mediciones durante el ano, es por ello que dichos periodos de
cambios, seran considerados tomando A = {41, As, ..., Ag} como una particion del afio en
S sub-periodos llamados, estaciones, por simplicidad. Notese que S podria ser diferente de
4 y asi se considerard que S = 12, es decir, A; denotaré el mes ¢, de esta manera se propone
la siguiente parametrizaciéon para Y;:

By (L)Y = O4(L) (1 - L) " ey ;

di te A <I>1(L) te Ay @1(L) te Ay
do te AQ @Q(L) te AQ @Q(L) te AQ
de=9q . . ®(L) = : : OuL) = . :
dg te Ag Og(L) te Ag Os(L) te Ag;
(3.6.3)

donde d; es el coeficiente de memoria variante en el tiempo y ®4(L) y ©.(L) son los poli-
nomios dependientes del tiempo, AR y M A en el operador lag, respectivamente y € es el
proceso de innovaciéon. Notese que tomando este supuesto, los érdenes p y ¢ de los polino-
mios AR y M A, podrian cambiar dependiendo del periodo A; € A donde se encuentre el
modelo.

Ahora, definiendo la estructura que conduce el proceso de innovacion, la varianza de &¢
debe caracterizarse por dos principales elementos: el primero, una componente periédica re-
lacionada con el riesgo de cambio climatico durante el tiempo y la segunda, una componente
de heteroscedasticidad con una estructura de tipo GARCH. Siguiendo las aportaciones de
Andersen y Bollerslev (1997 y 1998), se modela ; como un modelo multiplicativo

et =v(t)o(t)z ,

donde el término de innovacién z se distribuye N(0,1) i.i.d., 0%(¢) es la varianza condicio-
nal de tipo GARCH y v(t) es una componente de varianza periodica determinista. Segun
Caporin (2008) la estructura de v(t) se sugiere de la siguiente manera

log(e7) = & = log(v(t)?) + log(0”(t)27) = log(v*(t)) + log(ni) = U(t) + 1 ;




104 Capitulo 3 Modelacién discreta de temperatura para la valuacion de derivados climaticos

- A 2jtm u 2t
¢ =0(t) + 7 = a0+;attz+j§l5jcos (365) +;%Sln (365) + 7 ;

1

V(t) = exp (25(7:)) : (3.6.4)

Notese que la estructura de la varianza toma la misma forma que la de la media, en el modelo
inicial, es decir, como una variable estacional con tendencia. Por otra parte, para la compo-
nente no periodica de la varianza, considerando que los datos tienen un comportamiento de
memoria larga, se sugiere el modelo FIGARCH © (Fractionally Integrated-GARCH) como
sigue:
20\ 2 d] 2 2
o*(t) =w+ B(L)o} + |1 = B(L) — (L) (1 - L)*] o222,

donde w es la varianza condicional constante, 3(L) y ¢(L) son dos polinomios en el
operador (lag) y d identifica el coeficiente de memoria larga de la varianza y para que este
sea estacionario, es necesario que d sea menor a 1. Siguiendo la estructura de trabajo de
Caporin (2008), se presenta en la siguiente seccion la metodologia propuesta en su articulo
para estimacién e implementaciéon del modelo.

3.6.1. Implementacion del modelo TV-ARFIMA(p, d, q)-GARCH(r, s)

La serie de pasos presentados a continuacién se proponen con la finalidad de estimar el
proceso para la temperatura, de manera que éste pueda ser estimado con suficiente rapidez
y eficiencia computacional.

1. Componente periddica en la media. Los parametros del modelo (3.6.2) pueden esti-
marse utilizando una regresion estandar ordinaria. Sin embargo, como los residuales y
la serie ajustada Y; presenta autocorrelacion y heteroscedasticidad, pueden crecer los
errores estandar. Por lo cudl se sugiere usar una heteroscedasticidad de Newey-West
7y autocorrelaciones consistentes con los errores estandar de manera que puedan
escogerse correctamente los regresores.

2. Estimacion de la estructura ARFIMA. Para esto, se estima la estructura ARFIMA
variante en el tiempo como en (3.6.3) tomando una Cuasi-Maxima Verosimilitud, por
lo que se maximiza la funcién de verosimilitud

T
1 g2
L(d17 v 7d127¢1,1) .. '7¢P,12701717 v )GQ,1270-2) ~ _5 Z <1n(0-2) + ! )

o2
t=1

5Puede considerarse que la volatilidad en un modelo tiene memoria larga, cuando la autocorrelacion de
los cuadrados de las observaciones de la serie de tiempo, decaen muy lentamente a lo largo del tiempo. Para
reproducir dicha propiedad en un modelo con heteroscedasticidad se utiliza un modelo FIGARCH.

"Utilizado para corregir la correlacion entre errores estandar de estimacién y el tiempo, en un modelo
con presencia de heteroscedasticidad.
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3.7.

con

et = O(L) ' ®y(L)(1 — L)%y

Ut = @ — fit -
Es decir, este paso depende de la correcta estimacién del primer paso. Notese que el
polinomio de memoria larga, tiene la siguiente expansién dependiente del tiempo

(1-L)" = Zﬂj(dt)
=0
mo(de) =1, mj(dy) = H

1<i<k

1—1—d¢ -~

Estimacion de la varianza: Para obtener los coeficientes estimados en (3.6.4) se utiliza
una estimacién por minimos cuadrados en los residuales estimados considerando una
transformacién logaritmica. Dada la presencia de correlaciéon en los residuales, es decir,
un comportamiento GARCH en o7, los errores estandar tienen que ser estimados
utilizando una correcciéon Newey-West.

Estimacion de la estructura GARCH en los residuales estandarizados 1, = v4é¢. De la
misma manera, se considera una Cuasi-Maxima Verosimilitud &, para determinar los
coeficientes que maximicen:

2
t=1

1 7
L(w,)\,al,...,as,ﬁl,...,r)%—Z(ln(af)—i—é) ;

donde o7 sigue la ecuacion (3.6.4). Después de esto, tnicamente se calculan los re-
siduales estandarizados 2; = &, '/? los cuales podrian ser utilizados para identificar
una posible distribucién y asi mejorar los pasos 2 y 4 utilizando una mejor funcién de
verosimilitud.

Modelacién y prondstico

Para el modelo que se present6 anteriormente, al ser un modelo realmente complejo visto

desde un punto de vista computacional existen limitados estudios para el comportamien-
to asintotico de los coeficientes estimados, es decir, la estructura dependiente del tiempo

8La Cuasi-Mdzima Verosimilitud es esencialmente el mismo método que se usa en Maxima Verosimilitud
(ML), la diferencia clave es que en CML se permite una aproximacion (buena o mala) de la funcion de
verosimilitud, mientras que el método convencional ML supone que la funcién de verosimilitud postulada
es correcta.




106 Capitulo 3 Modelacién discreta de temperatura para la valuacion de derivados climaticos

incorpora un nivel de dificultad mayor para la estimacién y uso del modelo para fines de
pronéstico de la variable de temperatura.

Sin embargo, el modelo que se presentd considera en si, un vasto conjunto de aportacio-
nes matematicas que hasta el momento se han realizado en el area de modelacién discreta
para derivados climaticos, considerandolo asi como uno de los mejores métodos de estima-
cion del proceso de temperatura para la valuaciéon de derivados climaticos.

Es posible encontrar informacién relacionada con modelacion discreta, para la valuacion
de derivados climéticos, sin embargo los modelos utilizados cuentan con una estructura
mas simple o tienen un menor numero de parametros a estimar. Motivo por el que se
sigue trabajando para mejorar esta estructura, pues se ha encontrado que los modelos
suelen mostrar un decaimiento en la funcién de autocorrelaciéon perdiendo precision en el
comportamiento estacional a largo plazo. Esto lleva a una subestimacién de los valores de
temperatura, y considerando que se necesita hacer pronéstico de observaciones diarias o
bien de un periodo completo de interés para el contrato, los modelos fallan.




Capitulo 4

Derivados climaticos sobre precipitacion

Los capitulos anteriores se centraron a derivados climéticos sobre temperatura, ya que
estos instrumentos son los que més se negocian actualmente y por tanto son los més estudia-
dos. Esto sucede debido a que el mercado energético es el que més utiliza estos instrumentos
financieros y sus ganancias estdn altamente correlacionadas con el comportamiento de la
temperatura. Por tanto, la literatura en la dltima década ha estado enfocada principalmen-
te a modelos cuyo activo subyacente es la temperatura, ademés, el mercado de derivados
climaticos en el Chicago Mercantile Exchange(CME) esta compuesto 99 % por temperatura
y el 1% restante es para contratos Pacific Rim (PAC) en Japén, precipitacion y velocidad
del viento para algunas ciudades de Europa.

Cabe senalar que hasta el 2011 el CME acept6 comercializar contratos sobre precipi-
tacion y hasta ahora el monto total de este tipo de contratos ha sido casi nulo, pues las
empresas aun no confian del todo en la modelacion de precipitacién como para entrar en
un contrato de derivados climéticos sobre esta.

Sin embargo, como se menciona en el primer capitulo, el comportamiento de la tempera-
tura en la atmosfera determina casi en su totalidad el comportamiento de la precipitacion y
velocidad del viento. Si la temperatura aumenta entonces también se eleva la probabilidad
de que las lluvias suban de intensidad y se presenten en un gran nimero de ciudades por
lo que empresas (cuyas ganancias se vean afectadas o beneficiadas por la precipitacion) asi
como gobiernos (que requieran hacer reparaciones de danos causados por la precipitacion)
sentirdn més necesidad de protegerse y asi utilizar derivados climéaticos sobre precipitaciéon
como alternativa.

A continuacién se presentan algunos conceptos necesarios para una mejor comprension
de los derivados climaticos sobre precipitacion.
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4.1. Humedad atmosférica y precipitacion

La atmosfera contiene una cantidad escasa de vapor de agua en su composicion; sin
embargo, es uno de los gases atmosféricos mas interesantes por estudiar ya que éste genera
fenémenos que mantienen en constante cambio el clima del planeta, y es indispensable
destacar las razones por las cuales es de interés:

1. Cuanto mayor sea la cantidad de vapor de agua en el aire, serd mayor la capacidad
de la atmosfera para generar precipitaciones y a su vez tormentas eléctricas.

2. La cantidad de vapor de agua representa la energia potencial de condensaciéon que
se libera, formando nubes que son tnicamente vehiculos de energia que facilmente se
transportan de un lugar a otro con la energia del viento.

Dentro de la atmosfera el vapor del agua sigue un proceso compuesto de 4 fases:

s FEwaporacion: Proceso por el que el agua en estado liquido pasa a un estado gaseoso.

» Condensacion: Este es inverso a la evaporacion, es decir, el vapor de agua (gas) pasa
a un estado liquido.

» Sublimacion: Proceso por el que el hielo pasa al estado gaseoso sin pasar por el estado
liquido.

» Precipitacion: Es la caida de agua en su estado liquido (lluvia) o solido (nieve y
granizo) hacia la superficie terrestre. Estrictamente existen dos tipos de eventos de
precipitacion:

e Conwvectiva: La conveccion es una forma de transmisiéon de calor que se efectia
tnicamente en los fluidos como resultado del movimiento de porciones de un
fluido que se desplazan de la parte mas caliente a la parte méas fria. Por tan-
to, la precipitacion convectiva ocurre cuando la superficie terrestre en un punto
se vuelve mas caliente que sus alrededores, provocando inestabilidad en la hu-
medad atmosférica, debido a la evaporaciéon violenta. De esta manera se forman
nubes convectivas como la cumulonimbus®, que provoca precipitaciones que caen
rapidamente y con alta intensidad.

e Fuventos de gran escala o precipitacion estratiforme. Esta ocurre cuando grandes
masas de aire (nubes) se elevan, moviéndose unas sobre otras y asi provocando
precipitacion.

Esto quiere decir, que los modelos de instrumentos financieros de derivados climéticos
sobre precipitaciéon pueden enfocarse a las lluvias y nevadas, ya que ambos eventos pueden
provocar pérdidas significativas.

!Nube de gran escala en forma de columna, formada por aire calido y himedo que puede desencadenar
lluvias intensas y tormentas eléctricas.
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4.1.1. El ciclo hidrolégico

Este ciclo es uno de los procesos més importantes que todo el tiempo se lleva a cabo, ya
que sin la existencia de éste, la vida en el planeta Tierra no seria posible. El primer paso se
da en los mares y rios, comenzando por la evaporacion del agua. Posteriormente, ese vapor
de agua es arrastrado por las corrientes de viento hacia los continentes, de esa manera, el
agua concentrada en las alturas se condensa al sufrir una baja de temperatura y esta cae al
suelo y posteriormente escurre al subsuelo o bien llena los rios y lagos y estos desembocan
en el océano y asi volviendo a su punto inicial.

Es indispensable destacar que la capacidad que el aire tiene para retener vapor de agua
depende de la temperatura, entre més caliente, se pueden acumular més moléculas de agua
en el aire esperando a una etapa de enfriamiento para asi condensarse y convertirse en
precipitaciéon. En otras palabras, en un escenario de calentamiento global la intensidad de
las tormentas en todo el mundo seria tan fuerte que cada vez que lloviera seria una catas-
trofe, ya que mientras la temperatura comience a elevarse continuamente, la capacidad de
la atmosfera para retener agua seria mayor.

Por tanto, habria etapas en las que las sequias abundarian el planeta, pero al llegar
el anochecer o bien a cualquier baja de temperatura, el aire alcanzaria su punto de ro-
cio (el cual se define mas adelante) y toda el agua condensada caeria sin control, creando
tormentas de nieve, tormentas de granizo, de lluvia, ventiscas, sistemas de baja presion,
tormentas eléctricas, huracanes o ciclones. Por tanto, se presentan afectaciones a ciudades
enteras y empresas que dependan del comportamiento de ésta, inclusive a las que no, suce-
diendo de manera prematura e inesperada en comparacion a las que ahora suelen presentar.

4.2. Correlacion temperatura-precipitacion

La temperatura al punto de rocio, es aquella en la cual las nubes o bien vehiculos de
transporte para vapor de agua, pierden su capacidad para retener el agua que contienen,
es ese punto en la temperatura a la que comienza a llover. Asimismo, dado que una mayor
temperatura permite que se retenga una mayor cantidad de vapor de agua en la atmosfera
existe una relacién entre subidas de temperatura y la intensidad de las precipitaciones.

B.J. ter Kuile, (2009) muestra la relacion, de dependencia existente entre valores de
precipitacion y temperatura. En su metodologia supone que el ultimo 5% de los datos
(refiriéndose a las observaciones mas altas) para una base de datos de mediciones de pre-
cipitacion, se puede modelar usando una distribucién Pareto Generalizada (GPD, por sus
siglas en inglés). Un punto importante para entender los cambios extremos en la precipi-
tacion es la relacion Clausius-Clapeyron, que expresa la cantidad de vapor de agua en la




110 Capitulo 4 Derivados climaticos sobre precipitacién

—— Percentil 99.9

11— Percentil 5%

—— Percentil 95

Intensidad [mm/hora]

ol b b e by v b1
0 5 10 15 20

Temperatura [°C)|

[*]
&

Figura 4.1: Fuente: B.J. ter Kuile, The relation between temperature and precipitation,
Koninkligk Nederlands Meteorologisch Instituut. 2009.

atmosfera como una funcién de la temperatura y presion atmosférica.

En un primer analisis (Figura 4.1) se muestran los percentiles de precipitacion 95 %,
99% y 99.9% como funcion de la temperatura promedio diaria, y cuyo valor se obtiene,
realizando un ajuste de una distribucion GPD al dltimo 5% de los datos. (B.J. ter Kuile,
2009)

Donde se observa que es una relacién casi directa entre alzas en temperatura e intensi-
dad de la precipitacion. Esto significa que para umbrales de temperatura entre 10 y 25°C
la acumulaciéon de precipitacion en el cielo, es capaz de provocar lluvias con intensidades
mayores a 10 milimetros.

Para hacer una clasificacién en términos de los tipos de precipitacién que se menciona-
ron con anterioridad (convectivos y de gran escala), se utiliza una variable conocida como
codigo climatico (CC) para diferenciar la clase de eventos. Para este analisis se separa esta
variable en dos grupos, un CC > 80 y otro CC' < 80 (un CC mayor a 80 estd asociado a
un evento de precipitacién convectiva o intensa, mientras que uno menor a 80 se asocia a
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Figura 4.2: Fuente: B.J. ter Kuile, The relation between temperature and precipitation,
Koninkligk Nederlands Meteorologisch Instituut. 2009.

escasa o nula precipitacion), de manera que en la Figura 4.2 se representan proporciones de
codigos climaticos igual o mayores a 80, mostrando observaciones para el 10 % de las horas
més intensas de lluvia. En este grafico se puede observar que la proporcién de C'C' > 80
es mucho mayor para eventos de precipitaciéon a gran escala que para todos los eventos,
esto es una consecuencia de que un gran niumero de horas secas (sin precipitacion) tienen
un CC < 80. Ese 10% de horas de precipitacion con una proporcion mayor a 80 indican
que es mas probable tener eventos de precipitacién extrema, o a gran escala, que eventos
convectivos.

Tomando ahora de manera conjunta la relacién Clausis-Clapeyron vista en la Figura
4.1 y la variable de diferenciaciéon de eventos de precipitacion vista en la Figura 4.2. Se
observa en la Figura 4.3 que precipitaciones convectivas son el resultado de un incremento
en la pendiente de los percentiles de precipitaciéon como funcion de la temperatura.

Hasta ahora, la modelacién de un indice de precipitaciéon para a un contrato de deri-
vados climaticos, se hace de manera independiente, es decir, s6lo se enfoca la atencién a
mediciones de precipitacion. Sin embargo, Kuile (2009) establece que existe una relacion
importante entre el comportamiento de la temperatura y el de la precipitacién, por lo que
es posible pensar en un modelo que bajo alguna transformaciéon paramétrica o bien condi-
cionado a un umbral de temperaturas seria posible determinar un modelo conjunto para la
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valuaciéon de un derivado climatico ya sea sobre temperatura o bien precipitacion.

4.3. Diferencias entre un modelo de temperatura y uno de precipitacion

Aun habiendo la posibilidad de usar un modelo conjunto para la valuacion de un deri-
vado climatico, en este capitulo se estudia tnicamente un modelo para precipitacion. Pero
para llegar a ello existen algunas peculiaridades por las que vale la pena prestar atenciéon
al caso de la modelacién de precipitacion.

De manera opuesta a los modelos de temperatura, en los derivados sobre precipitacion
si se desea hacer una modelacién diaria de la cantidad de lluvia, debe considerarse que
éste es un evento binario, es decir, no existen puntos intermedios entre la ocurrencia o no
de ésta. Por lo que no es natural modelar esta variable subyacente como un movimiento
Browniano. Més aun, el comportamiento de la precipitacién no muestra un camino suave
o de crecimiento paulatino, ya que es un proceso que puede mostrar saltos abruptos y en
ocasiones extremos.

La precipitaciéon soélida o liquida, se considerard como un evento con propiedad Mar-

koviana, es decir, que es un evento que depende tinicamente de la Gltima observacion, ya
) ) )

que dentro de su dinamica estocastica, la probabilidad de lluvia de un dia a otro puede
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considerarse mas alta si es que el dia anterior fue un dia lluvioso. También, es importante
considerar que la precipitaciéon es una variable con muchas mediciones nulas, al existir pe-
riodos secos y mojados en toda region del planeta, no todos los dias del ano llueve, puesto
que la distribuciéon de los datos estd concentrada en el cero. Para el caso de un enfoque
discreto, la modelacion con series de tiempo enfrenta problemas al tratarse de un proceso
no estacionario y no existe una media estacional a la cual el proceso revierta.

Estas diferencias complican estadistica y probabilisticamente representar la precipita-
ci6on en un modelo climatico. La estructura de un modelo debe permitir incrementos re-
pentinos o bien valores extremos, en respuesta a este problema los indices de precipitacién
para instrumentos del CME consideran uno del tipo “acumulado”, es decir, se suman las
mediciones de precipitaciéon durante el periodo de tiempo del contrato y al final si el valor
del indice supera un valor preestablecido entonces hay un pago para el comprador.

4 4. Modelo multiplicativo para modelacién de precipitacién

Brenda Lopez (2013), se propone un procedimiento de valuaciéon de un contrato climético
Fer(t; 11, m) enfocado a encontrar la distribucion del indice de precipitacion acumulada
(CR, por sus siglas en inglés) C'Ry, definido como la suma de precipitaciéon durante el
periodo [11, 72|, es decir,

CR; = i Ry;

t=71

donde R; denota la precipitaciéon del dia ¢.

Después, se toma la esperanza condicional tomando la informacién disponible hasta el
momento t, es decir, % (la o-élgebra generada por las observaciones pasadas) bajo una
medida de riesgo neutral Q 2, de igual manera que para el caso de derivados climaticos
sobre temperatura. Es decir, el precio libre de arbitraje, para un contrato futuro sobre la
acumulacion de lluvia Feg(t, 71, 72), esta dado por

T2

e "™ EG | > (R — For(t,m,m))| Fi| =0

t=71

donde r es la tasa de interés compuesta continua a la cudl se descuenta la esperanza bajo
la transformada de Esscher.

2La existencia de una medida equivalente Q puede considerarse cierta en mercados viables (aquellos para
los cudles no existan oportunidades de arbitraje), esto por el primer teorema fundamental de la valuacion
de activos.
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Como Fcp es F;—adaptado, entonces el precio futuro de un contrato CR esta dado por:

T2
> RiF

t=T1

Fer(t;m1,7) = E9[CRy(11, 72)|F] = B : (4.4.1)

donde R; es la cantidad de precipitacion al tiempo de ocurrencia ¢.

A diferencia del caso de temperatura, cuando se realiza un cambio de medida, para
considerar el precio de mercado de riesgo, se utiliza el teorema de Girsanov para obtener una
martingala equivalente bajo Q. En este caso esa medida equivalente se encuentra utilizando
la transformacion de Esscher, la cual se puede ver como una generalizacién del teorema de
Girsanov para procesos de saltos®, esto en el tinico sentido de que el teorema de Girsanov
es un cambio de medida que preserva las propiedades de normalidad de la distribucion del
proceso browniano, de manera similar la transformada de Esscher conserva las propiedades
distribucionales de un proceso de saltos en el sentido de que transforma su funciéon de
distribucién acumulada, modificando el argumento por una transformacion lineal, es decir,
ésta preserva la forma de la distribucién del indice después del cambio de medida.

4.4.1. Transformada de Esscher de riesgo neutral

El mercado climatico como se mencioné es un mercado incompleto, ya que en éste no
existen activos que se puedan comercializar y por tanto es imposible construir un portafolio
de replica. Por tanto, solo es posible determinar intervalos para el precio de instrumentos
derivados climéticos, que estardn determinados por el infimo y el supremo de los valores
esperados del indice bajo Q traidos a valor presente. Para escoger la medida equivalente
Q se utiliza la transformada de Esscher parametrizada por 6, que representa el precio de
mercado de riesgo.

Gerber y Shiu (1994), utilizaron la transformada de Esscher en un sentido financiero,
extendiendo el cambio de medida para una variable aleatoria a un proceso estocastico y
aplicandolo a resolver un problema de valuacion de opciones. Ademés mostraron que cuan-
do el mercado es incompleto, la transformada de Esscher da una medida de riesgo neutral
que puede justificarse como la representacion del deseo del inversionista para maximizar
sus ganancias esperadas.

La finalidad de la transformada de Esscher es cambiar la funcién de densidad de proba-
bilidad fx(x) de una variable aleatoria X a una nueva densidad de probabilidad fx (z;0)
dada por:

eefo (1:)
ffooo e fx (x)dx’

3Proceso estocastico a tiempo discreto, cuyos movimientos son denominados como: saltos, se modela
como un proceso Poisson.

Ix(x;0) =

(4.4.2)
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Figura 4.4: Estructura de modelacion general. Fuente: Pricing Rainfall Derivatives at the
CME, Brenda Lopez, et. al. (2013).

Observacion 4.4.1.

En la ecuacion (4.4.2) es posible ver que el denominador es la funcién generadora de
momentos de la variable aleatoria X (Mx(t) = [7 e fx(x)) valuada en 6. v

Una ventaja del uso de la transformada de Esscher, es que se puede aplicar a cualquier
distribucion fx(z) y que las propiedades estadisticas del modelo se conservan, esto en el
sentido de que el factor de riesgo del activo subyacente de un contrato de derivados sigue
siendo independiente de los incrementos del proceso estocédstico que éste sigue, después de
hacer el cambio de medida.

45. Modelo de precipitacién diaria

En la Figura 4.4 se observa la metodologia utilizada hasta el momento para modelar la
precipitaciéon, donde la cantidad de lluvia R; se describe como el producto de un proceso
de cantidad de lluvia r; por un proceso de ocurrencia X;

Ry =1 Xy (4.5.1)

donde las variables r; y X; se modelan de manera independiente en secciones posteriores.
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4.6. Proceso de ocurrencia

El proceso de ocurrencia {X;} se modela como un proceso binario, en donde X; = 1
para un dia lluvioso y X; = 0 para un dia seco, de tal manera que si

0 si no llueve
Xi = { 1 si  llueve;

entonces {X;} es un proceso de Markov de dos estados, lo que implica que la probabilidad
de que llueva el dia t depende tinicamente de las condiciones del dia ¢ — 1. El proceso se
describe mediante las probabilidades de transicion p)' y pf! que capturan la probabilidad
de que llueva basandose en si el dia anterior fue un dia lluvioso:

pgl = P[Xt = 1’Xt_1 = 0]
pit =PX; =1|X;1 =1];

Brenda Lopez et. al. (2013), modela las probabilidades de transicién utilizando Series de
Fourier ya que éstas cambian diariamente durante el ano.

Los coeficientes de la serie se estiman maximizando las funciones de log-verosimilitud
(Woolhiser & Pegram, (1979)), v el orden de la serie de Fourier se termina utilizando el
criterio de Akaike (AIC). Ademés las probabilidades permanecen constantes entre afnos, es
decir, p¥! = pﬁ365 con z =0,1.

Este proceso de ocurrencia puede simularse de manera recursiva, utilizando una variable

aleatoria uniforme u; s ~ Unif(0, 1) con valor inicial X, de la siguiente manera

Xsim o 1 si Ut < pfl
10 €.0.C. ’

Notese que p¥! requiere conocer el valor del proceso de ocurrencia del dia anterior X; i
para asi poder decidir si usar pY! o bien p}'.

4.7. Proceso de cantidad de lluvia

Continuando con el trabajo de Brenda Lopez (2013), el proceso de monto o cantidad
de lluvia 7; se supone seguir una distribucién exponencial mixta de acuerdo a la siguiente
ecuaciéon

f(r) = %GXP (t@?) 2 ;tat exp <_7:t> ; (4.7.1)

donde B¢, v+ > 0y 0 < ap < 1. Asi (4.7.1) es la suma de sus distribuciones exponenciales una
con una media grande (3; y otra con una media v; < B, combinadas mediante el pardmetro




Sec. 4.8 Teoria de valores extremos aplicado a la modelacién de precipitacién 117

ay. Los coeficientes también se estiman utilizando series de Fourier truncadas, donde los
coeficientes de la serie se estiman maximizando la funcién de log-verosimilitud y finalmente
el orden se determina a partir del criterio AIC.

Cuando se estiman los pardmetros oy, B¢ v ¢, €l proceso de monto de lluvia, puede
simularse con dos variables aleatorias independientes uniformes us s, uz; ~ Unif(0,1) in-
dependientes ambas de u;; mediante:

Tfim = Tmin — 675 log (UQ,t) )
donde 7pyi, describe el minimo monto que se detecta como lluvia (0.01 pulgadas = 0.254
mm) y & estd dado por
5, = Br si uzr <oy
YooSslouzg > opg

La eleccion de a4, depende de a partir de qué valor de precipitacion ésta se considere ex-
trema o bien ligera.

Después de realizar la simulacién de r; y X; entonces es posible simular el comporta-
miento futuro de Ry, al repetir esta simulacién un ntimero considerable de veces entonces
serd posible encontrar una distribucién para el indice acumulado y entonces poder utilizar
la transformaciéon de Esscher para incorporar el precio de mercado de riesgo.

Como se puede apreciar en el modelo (4.7.1), el hecho de combinar dos distribuciones en
las que una tiene una media mas pequena de la otra, tiene como finalidad estimar valores
para precipitaciones pequenas y extremas, ponderando las distribuciones dependiendo del
valor de «y.

El propdsito del texto, en la siguiente seccion es proponer un modelo mixto diferente al
propuesto por Brenda Lopez et. al. (2013), para lo cuél primero se deben presentar algunos
conceptos en teoria de valores extremos para mayor entendimiento.

4.8. Teoria de valores extremos aplicado a la modelacién de precipitacién

Actualmente es un tema de interés para algunos sectores industriales saber el compor-
tamiento de la precipitacion, pero particularmente en eventos extremos que puedan tener
un impacto econémico a gran escala. El calentamiento global es el que ha modificado el
comportamiento de las lluvias en todo el mundo, retrasando o adelantando las épocas de
lluvia o bien provocando periodos de sequias largos y un periodo muy corto de lluvias in-
tensas. Una de las razones por las que los modelos de precipitacion existentes fallen, es que
en muchos casos se han considerado distribuciones de probabilidad que tienen colas ligeras
y no son de ayuda para aproximar la los datos para lluvias intensas y por tanto el impacto
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econdmico o social que provoquen no puede ser estimado.

Ante esto, se han desarrollado modelos que se concentran tnicamente en cantidades
grandes de lluvia y descartan las observaciones pequenas. Esta clase de modelos pertenecen
a la familia de distribuciones de la Teoria de Valores Extremos (EVT, por sus siglas en
inglés), que en la mayoria de los casos tienen mejor precision para el caso de precipitaciones
extremas.

Con el motivo de proponer un modelo diferente al considerado en la seccién anterior, se
comienza por un breve contexto dedicado a la introduccién de teoria de valores extremos.

4.8.1. Teoria de valores extremos

Suponga que Xi, Xo,..., X, son variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con una funcién de distribucion F. Sea M,, = max{X,..., X, } el maximo de
n variables aleatorias. Y sea w(F') = sup{z: F(z) < 1} el punto extremo superior de F,
entonces

P(M, <z)=P(X; <uz,...,X, <z)=(F(x)" ;
es decir, M,, converge casi seguramente a w(F'). Bajo ciertas circunstancias, puede demos-
trarse que existen constantes a,, > 0, b, € R y H(-) una funciéon continua, tales que

P <M"a;b” < :c) — (Flanz + b)) — H(z) ; (4.8.1)

si n — oo.

De la misma manera

> = H*(2); (4.8.2)

con H*(z) continua.

Si se cumplen (4.8.1) y (4.8.2) para elecciones correctas de a, y by, entonces se dice
que H es una distribucién acumulada de valores extremos y F' est4d dentro del dominio de
atraccion de H, denotado por F € C(H).

El teorema de Fisher-Tippett & Gnedenko asegura que si existe H, entonces debe ser
de alguno de los tres tipos:

H(x) = exp(—e™™), z€R  (Gumbel)
0 sl <0
H(z) = { exp(—z=%) ' si x>0 (Frechet)

B exp(—|z|¥) si <0 . .
H(z) = {1 D S0 (Weibull) ;
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Estos tres tipos de distribuciones se pueden agrupar mediante la distribucién de valores
extremos generalizada (GEV, por sus siglas en inglés)

H(z) :exp{— <1+5<x;u>>;1/5} ; (4.8.3)

donde x4 := max(z,0), pu es un parametro de posicion, 1) > 0 es un parametro de escala
y € es parametro de forma. Si & — 0 corresponde al caso Gumbel, ¢ > 0 a la distribucion
Frechet con o = 1/€ y £ < 0 corresponde al caso Weibull con o = —1/¢.

Evidentemente el valor de £ determina el comportamiento de la cola de H, de la siguiente
manera;

= £ > 0 representa el caso de cola pesada.
s ¢ = () representa una cola exponencial.

» £ <0 es una cola corta o acotada, con punto final finito en p — &/1).

Definicion 4.8.1.

Se dice que H es mdzrima-estable si

Hk(akm+bk):H(x),k:1,2,... ;

para algunas ay v by.

En otras palabras, tomando potencias de H resulta que s6lo se hacen cambios en los
parametros de posicién y escala. La conexién con los extremos, es que una distribucién es
méxima-estable si y s6lo si es una distribuciéon del tipo GEV.

4.8.2. Distribucion Pareto Generalizada (GPD)

Definicion 4.8.2.

La variable aleatoria X tiene distribucion Pareto Generalizada GP(o(u),&,u) si la
funcién de distribucién acumulada de X esta dada por

GP(a(u),f,u)z{ 1—{1+€(0(””u>)}j/§7 E£0 o(u)>0

donde u denota el umbral de observaciones extremas, y o(u), £ son los pardmetros
de escala y forma de la distribucién.
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Balkema & Haan (1974) y Pickands (1975), demuestran que si F' € C(H), donde H es
GEV(0,¢), para alguna o, &, se cumple que

o (G

-1/
en donde {1 +& (%)} es la funcion Pareto Generalizada (GPD) y est4 definida
o(u
+
para cualquiera de los casos 0 <z < oo (£ >0)o00<z < —0o(u)/§ (£ <0). Donde { y o
son los pardmetros de forma y escala de la distribucién, respectivamente.

lim sup —0; (4.8.4)

u=w(F) o<z <w(F)—u

Observacion 4.8.1.

Se puede notar que dentro del limite (4.8.4) se tiene la distribucién de x condicionada a
que exceda un umbral (limite) establecido u. Por ello la distribucion GPD se conoce también
como Ezcedente de umbrales. Motivo por el cuél es la funcién de distribucién més utilizada
para la modelacion de eventos extremos de precipitaciéon, pues un contrato climéatico sobre
precipitaciéon en la mayoria de los casos, realizara un pago si el nivel de lluvia durante un
periodo [11, 72| supera un umbral preestablecido. v

La distribucion GPD es méaxima-estable en el sentido de que el exponente £ no depende
del umbral que se escoja, siempre y cuando sea lo suficientemente grande para que se cumpla
la convergencia. Esto es realmente un problema, pues es complicado saber si el umbral es lo
suficientemente grande. Para el caso de datos de precipitacion, lo mas sencillo es establecer
varios umbrales y hacer pruebas de convergencia a éstos, considerando que entre més grande
sea este limite las observaciones que lo excedan seran cada vez menos y por tanto el error
en la varianza puede incrementar considerablemente.

4.8.3. Momentos de la funcién GPD

Los momentos de la distribucién Pareto Generalizada, se pueden obtener cuando & es
suficientemente pequena, es decir si, & — 0 es posible demostrar que la Pareto Generalizada
tiende a una funcion exponencial GP(X,0,0(u)) — 1 — exp (—z/£). Por tanto, la funciéon
generadora de momentos de la Pareto Generalizada, se aproxima a la de una exponencial

4 con X\ = 1/¢. Es decir,
X\ 1
Ef(1 = ;
( +§a(u)) [

“Si X ~ exp(\) entonces su funcién generadora de momentos, esta dada por Mx(r) = A/(A —7)
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si (1 —=7r-&) > 0. El r—ésimo momento existe si £ < 1/r y por tanto, todos los momentos
existen para —1/2 < £ < 0. La media y varianza entonces, son

o(u) o?(u)

T U—era-2)

respectivamente.
Se denota la ecuacion (4.8.5) como GP(o(u), &, u). Modelo que establece la base de la

modelacién de excedencias de variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das sobre un umbral wu.

Fz) ~ 1 — w(u) {1 te (“;;J) }_1/5 ; (4.8.5)

donde w(u) = 1—F(u) es la probabilidad de exceder el umbral u yaseau < z < oo (£ > 0)
obienu <z <u—o(u)/ (£ <0).

Esta distribucion se utiliza para modelacion del nivel de retorno®, definiendo una variable
xr tal que F(zr) =1—1/(nw(T)), donde n es el nimero de observaciones independientes
e idénticamente distribuidas durante un ano. Invirtiendo (4.8.5) se obtiene

o(u
pr=u— (5) {1= (@)}
La estimacion maxima verosimil de w(u) es la proporcion empirica de las excedencias sobre
el umbral u, mientras que la estimacion maxima verosimil de  y o(u) solo existen para
muestras grandes para las cuales £ > —1 y éstas estimaciones entonces son asintdticamente
normales y eficientes cuando £ > —1/2 (Grimshaw, (1993)).

49. Modelo Gamma-Pareto Generalizado para el monto de precipitacion
Tt
Una de las aplicaciones de la teoria de valores extremos, es que ésta ayuda a modelar el

numero de excedencias de lluvia, es decir, cantidades extremas de lluvia que sean mas gran-
des que un umbral establecido u, indicando que esta variable se puede aproximar mediante

5Los conceptos de nivel de retorno y periodo de retorno se utilizan para expresar informacion acerca de
un evento extrano, como lo puede ser un evento meteorolégico extremo. El nivel de retorno con un periodo
de retorno de T = 1/p afios, es un umbral grande z(p) = u cuya probabilidad de exceder dicho umbral es
p. Por ejemplo si la probabilidad de una inundacién es p = 0.01, entonces su periodo de retorno (hasta que
vuelva a suceder) es 7'= 1/0.01 = 100 aflos.
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una distribucion GPD si el ntimero de observaciones y el umbral son lo suficientemente
grandes. En otras palabras, la probabilidad de que la cantidad de lluvia r; sea méas grande
que m dado que ¢ > u estd dada por

P(r, > mlry > u) = (1 s (” — “))Ug. (4.9.1)

o) ) ),

Recordando la ecuacion (4.7.1) en esta seccion se propone un modelo mixto Gamma-
Pareto Generalizado, en el cual las lluvias ligeras se modelan con una distribucién Gamma,
ya que esta refleja las colas ligeras de la precipitacién mediana y ligera con buena precisién,
mientras que la distribucion GPD engloba aquellas precipitaciones extremas (Frigessi et al.,
(2003)). De esta manera

flre) = (1 —a)gi(re) + auga(re) ; (4.9.2)

donde g;(r¢) denota una distribuciéon Gamma valuada en 7, y g2(r¢) es una distribucion
GPD valuada en ry.

En donde la eleccion de oy se toma a partir del valor que tome la ecuacion

1 1 —
ap = — + — arctan (Tt Mt) ; (4.9.3)
2 0w Tt

donde u; representa la precipitacién promedio y 7; representa la velocidad de transicién
entre g1 y go.

Este modelo se presenta con el argumento de estudios meteorolégicos donde las precipi-
taciones ligeras y extremas son modeladas con la mayor precisiéon utilizando una distribuciéon
Gamma y Pareto Generalizada, respectivamente. (M. Vrac & P. Naveau (2007)).

De esta forma se propone que el monto de lluvia r; en el modelo multiplicativo (4.5.1),
sea modelado mediante (4.9.2).

Observacion 4.9.1.

En los modelos propuestos por Vrac, (2007) y Brenda Lopez et. al. (2013) los paré-
metros del modelo mixto para simular el comportamiento del monto de lluvia, se suponen
dependientes del tiempo. v

4.10. Estacionalidad en un modelo de precipitacién

Cuando se aplica la teoria de valores extremos, implicitamente se supone que la preci-
pitacion es un conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
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lo que por supuesto no es cierto debido a ser un evento cuya ocurrencia esté altamente
determinada por el comportamiento del dia anterior, es decir, tiene persistencia (de poco
més de un par de dias) y es un evento estacional. Con la finalidad de manejar esta esta-
cionalidad, se propone dividir un ano en 4 partes (estaciones del ano) y asi aplicar EVT
a cada una de las estaciones. Al hacer esto, resultarian 4 diferentes distribuciones GEV,
G1,...,G4, una para cada estacion. O bien esta division anual también se puede hacer para
cada mes, teniendo 12 periodos por ano, asi se obtiene un modelo con mayor precisién a
corto plazo, mostrando la probabilidad de excedencias por mes con una GEV diferente.
Dicha aproximaciéon ajusta mejor a una serie de observaciones de precipitaciéon diaria.

4.11. Contratos derivados climaticos sobre precipitacion

Una vez que se haya completado la simulacién y modelacién de los datos futuros de
precipitacion, es decir, teniendo un conjunto de observaciones para el modelo multiplica-
tivo (4.5.1), entonces es posible tomar el modelo acumulado CRy(71,72) = > /2 Ry y asi
encontrar el valor esperado para un indice de acumulacion de lluvia Feg(t, 71, 72), toman-
do esperanza con respecto a la medida de riesgo neutral obtenida por la transformada de
Esscher es posible encontrar el precio justo para el instrumento derivado climatico. O bien
simular un gran nimero de valores para el indice y obtener el precio mediante una aproxi-
macion Monte Carlo.

Teniendo el valor de dicho indice para el periodo (71,72), se puede seguir cualquier
estructura de un contrato financiero derivado climético, como las propuestas en el primer
capitulo de este trabajo, ocupando el valor del indice de precipitacién como I.




124 Capitulo 4 Derivados climaticos sobre precipitacién




Conclusién

Los derivados climéaticos son instrumentos financieros que recientemente comenzaron a,
desarrollarse. Como se analiza en este trabajo, las consecuencias del cambio climatico re-
percuten en los ingresos de las compafiias y éstas necesitan una herramienta para resarcir
sus pérdidas. Asimismo se rescatan ideas acerca de la ventaja del uso de productos financie-
ros derivados climaticos sobre el de un seguro. Son instrumentos con mucho potencial, no
s6lo para utilizarse en potencias mundiales, sino en todo el mundo, pues el calentamiento
global se distribuye por todo el planeta en distintas formas y magnitudes. Cabe senalar que
estdn disenados para eventos no catastroficos, al menos para los que hoy dia son llamados
asi, pero estos incrementaran su fuerza e impacto y en un futuro no muy lejano seran mas
frecuentes, por lo que la utilizaciéon de este tipo de contratos pudiera incrementarse.

Queda mucho por hacer en este tema, debido a que la informacién disponible es de baja
calidad, los modelos climaticos fallan al presentarse eventos que jamés habian sucedido y
generalmente los investigadores que comprenden de mejor manera este tipo de modelaciéon
cuentan con el equipo en paleoclimatologia, antropologia, arqueologia y paleobotéanica, para
comprender el comportamiento de los datos. Incrementando la calidad de mediciones me-
teorologicas es posible elaborar un anélisis HBA, o encontrar una distribucion de un indice
mediante simulaciones Monte Carlo. Asimismo, hablar del precio de mercado de riesgo en
un modelo es algo hasta ahora casi siempre tedrico pues para tomarlo a consideracién es ne-
cesario contar con precios de contratos reales que sirvan de ajuste para los precios estimados.

Los principales enfoques que se encuentran en la literatura son el continuo y discreto,
cada uno con sus respectivos argumentos. Dentro de un anélisis continuo se justifica que
la temperatura es un proceso continuo, mientras que en un enfoque discreto se argumenta
debido a que las bases de datos de mediciones de temperatura se encuentran los datos en
tiempo discreto. Pero para ambos casos se sabe que los parametros de un modelo dependen
del tiempo, problema que convierte en un complicado reto computacional la simulacién y
pronostico de procesos climéticos, ya que dichos parametros tienen que actualizarse a cada
momento en el tiempo. Razén por la que la precision de los modelos permanece acotada,
pues para aligerar la condicién de dependencia del tiempo, se suponen pardmetros constan-
tes, constantes por periodos de tiempo o bien modelos més sencillos, como lo es el HBA.

125
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El principal indice climatico en el mercado es hasta la fecha, la temperatura, pues de-
més las condiciones atmosféricas dependen en gran parte del comportamiento de ésta y el
principal mercado que utiliza los derivados climaticos es el mercado energético, cuya rela-
cién con el comportamiento de la temperatura es alta. Sin embargo, recientemente surge
el interés por mejorar los modelos para precipitaciéon y velocidad del viento, ambos vaga-
mente estudiados para la valuacién de derivados climéaticos, debido a las complejidades que
surgen para su modelacién, motivo por el que las empresas prefieren utilizar un contrato
en temperatura aunque sus pérdidas sean provocadas especificamente por precipitacién o
velocidad del viento.

Para el caso de precipitacion, es complicado encontrar avances literarios, pues hasta
el momento se tiene desarrollado muy poco. En el dltimo capitulo se revisa que ajustar
un modelo ponderado Gamma (para observaciones de precipitacion moderada) y Pareto
Generalizado (para precipitaciones extremas) puede ser un buen modelo para la simulacion
de datos de precipitacion, tomando en cuenta que la distribucion Pareto Generalizada per-
tenece a la familia de distribuciones de valores extremos y se encuentra que ésta ajusta de
buena manera para las colas pesadas. El tnico problema es la determinacién del umbral
para el cudl la precipitacion se considere como extrema, ya que éste depende de cada zona
geogréafica y de una serie de simulaciones a los datos.

Como se revisa a lo largo del trabajo, el mercado climatico es un mercado incompleto,
en el sentido de que no se pueden construir portafolios de réplica para el activo subyacente
del contrato o bien que la informacién estocastica es mayor que la informacién determinista
que se tiene de los datos. Es un mercado iliquido y que para la valuaciéon de estos contratos
se requiere hacer un cambio de medida de riesgo neutral para tomar esperanza condicional
sobre el valor esperado del payoff. Dicho cambio de medida se logra mediante la utiliza-
cion del Teorema de Girsanov que convierte el proceso estocéstico en una martingala. Sin
embargo, al realizar dicho cambio de medida se encuentra que existen muchas martingalas
equivalentes que pudieran determinar un precio diferente, por lo que el valor del contrato
se considera como un valor dentro de un intervalo definido por el infimo y el supremo de
las simulaciones realizadas para la valuacion del contrato.

Por otra parte, los enfoques de series de tiempo para la modelaciéon de contratos de
temperatura y el uso de valores extremos para la simulacién de precipitacién son dos pro-
puestas recientes para la modelacién de indices climaticos que deben robustecerse para que
estds sean mayormente utilizadas. Para el caso de series de tiempo sobre temperatura, el
problema surge en la inmensa cantidad de modelos propuestos y que no se tiene con certeza
cuél es el mejor de ellos, en este trabajo se presenta una composiciéon de las aportaciones
de la literatura, consolidando un s6lo modelo.
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En cuanto a la utilizaciéon de teoria de valores extremos para precipitacion, se llega a un
mayor namero de dificultades ya que la determinacion del umbral que establece una preci-
pitacién extrema debe escogerse en base a una serie de simulaciones y si éste no se escoge
de la mejor manera, la varianza de los datos podria incrementarse o reducirse de manera
inadecuada y el modelo careceria de precisiéon, de la misma manera el pardmetro de ponde-
racion del modelo Gamma-Pareto Generalizado se elige con base a observaciones histéricas y
experiencia por parte de los compradores o vendedores de contratos de derivados climéticos.

Por ultimo, en el Capitulo 4 se revisé la modelaciéon del indice que entra como activo
subyacente de un contrato de derivados sobre precipitaciéon pero no se especificé un modelo
para un contrato de derivados como en el Capitulo 2 para el caso de temperatura. Sin
embargo, la atencion se enfoca en la modelacion del indice para asi escoger la opcién o con-
trato de derivados deseada por el cliente y continuar a su valuacién mediante la esperanza
condicional del valor esperado del payoff tomando en este caso la transformada de Esscher
para lograr el cambio de medida de riesgo neutral adecuado. No se especifica para alguna
opcién en especifico ya que no se sabe si en el mercado la utilizacién de opciones es comin
o bien de contratos swap o de futuros.

El trabajo cierra de manera satisfactoria el enfoque que se desed desde un principio. Sin
embargo, se encontraron durante el camino, areas de oportunidad en cuanto a la modelacién
de datos climaticos, que representan un reto computacional y matematico pero que més
adelante podria mejorarse.
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Apéndice A

Aspectos generales de simulacién

A.1. Simulacidn estocastica

Existen dos objetivos principales en la simulacién de una trayectoria de un proceso solu-
cién a una ecuacion diferencial, el primero es el interés en la trayectoria completa o bien en
el valor esperado de alguna funcién del proceso como pueden ser sus momentos o su distri-
bucién. Los métodos de simulacion frecuentemente se basan en aproximaciones discretas de
una solucién continua a una ecuacién diferencial estocastica, los cuales estan clasificados de
acuerdo a sus diferentes propiedades, en la literatura se pueden encontrar principalmente
dos criterios: los de convergencia fuerte y débil. Que se explican a continuacion.

A.1.1. Convergencia de orden fuerte

Una aproximacion a tiempo discreto Y(®) de un proceso a tiempo continuo Y, con 8
como el maximo incremento de tiempo de la discretizacién, se dice ser de orden fuerte de
convergencia y para Y si para cualquier horizonte de tiempo fijo T se cumple que

E(‘Yq(f;) —YTD < (C-07, paratodo d§ < dg;
con dg > 0 y C es una constante independiente de 4.

A.1.2. Convergencia de orden débil

De manera similar a la convergencia fuerte, Y (%) converge débilmente a Y con orden f3
si para cualquier horizonte de tiempo fijo Ty para toda funcién g continua y diferenciable
con crecimiento polinomial, se cumple que

Eq(Y7) — Eg(Yr}é)) < C-6%, paratodo d < & ;
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con dp > 0 y C' una constante independiente de §.

Los esquemas de aproximacién de algiin orden de convergencia fuerte frecuentemente
tienen mayor orden que los de convergencia débil, un caso de esto es la aproximacién o
esquema de Euler, que es de convergencia fuerte con orden v = % y débilmente convergente
con orden = 1 (bajo ciertas condiciones de suavidad en los coeficientes de la ecuacion
diferencial estocéstica). A continuacion se presentan algunos métodos de aproximacion nu-
mérica.

A.2. Meétodos de simulacién para ecuaciones diferenciales estocasticas

A.2.1. Aproximacién de Euler

Uno de los métodos de aproximacién mas usado en la préctica es el esquema de Fuler,
que originalmente se utilizaba para generar soluciones para ecuaciones diferenciales deter-
ministicas. La idea del algoritmo es la siguiente. Dado un proceso de Itd (X;,0 <t <T)
solucion de la ecuacion diferencial estocastica

dXt = a(Xt, t)dt + b(Xt, t)th 3

con solucién inicial deterministica X y particion del intervalo [0,77], tal que 0 =ty < t1 <
--- <ty = T. La aproximacion de Euler de X es un proceso estocéastico continuo Y que
satisface el esquema iterativo

Yier =Y+ a(Ye, i) (tivr — i) + b(Yi, t) Wisr — W) 5 (A2.1)

parai=0,1,...,N —1con Yy = Xy donde Y; =Y}, y W; = W;,, usualmente el incremento
At = t;11 —t; es constante, es decir At = 1/N. Entre dos puntos de tiempo cualesquiera ¢;
y ti+1 €l proceso puede definirse considerando una interpolacion lineal del tal manera que
Y,

t—t;

— (Y1 = Yi), teltitin)

Y, =Y+
! Yt — 1

De (A.2.1) puede simularse el proceso Y donde tinicamente es necesario simular el incre-

mento del proceso de Wiener. Como se menciond el esquema de Fuler es de orden v = % y

es de convergencia fuerte, es decir, existen constantes C' > 0 y dg > 0 tales que
E (| Xy —Yiy|) < C- 0%

para cualquier particion de [0,7] con tamano maximo & € (0, dp).
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A.2.1.1. Simulacién de una trayectoria Browniana

Para el esquema anterior, s6lo resta saber como simular un proceso Browniano, para
esto, dado un incremento de tiempo fijo At > 0, se puede simular facilmente una trayectoria
de un proceso de Wiener en el intervalo de tiempo [0,7]. De hecho, para Wa; se cumple
que

War = War — Wo ~ N(0,At) ~ VAL N(0,1) ;

lo cual se cumple para cualquier incremento Wy yas — Wy, es decir

Witar — Wi ~ N(0,At) ~ VAt- N(0,1) ;

por tanto, es posible simular una trayectoria mediante el siguiente procedimiento.

Dividir el intervalo [0,7] en una particién tal que 0 = t; < to < -+- < ty = T con
tiv1 —t; = At. Establecer i =1y Wy = Wy, = 0 e iterar el siguiente algoritmo:

1. Generar un (nuevo) namero aleatorio z de una distribucién normal estandar
2.i=1+1

3. Hacer Wy, = W;, |, + 2 - VAt

4. Si i < N, iterar desde 1.

Este método de simulaciéon es valido solamente en los puntos de la particién, pero entre
cualesquiera dos puntos t; y ;41 la trayectoria usualmente se aproxima mediante una in-
terpolacion lineal.

A.2.1.2. Ejemplo para un modelo de temperatura

Para el modelo (2.4.2) sobre la temperatura, utilizando el método de Euler, es posible
aproximar su soluciéon como se muestra a continuacion:

Primero, podemos ver a (2.4.2) dT; = dS(t) + x(t)(Ty — S(t))dt + o(t)dB; como

dS(t
dT; = fli) + k(t)(Ty — S(t))dt + o(t)dBy ;
donde %gt) = A+ wC cos(wt+1). Sea Ay el proceso aproximado a T; entonces, por (A.2.1)
se tiene:

At+1 = At + (A + wC COS(wt + w) + H(t)(At — S(t)))At + O'(t)(Bt+1 — Bt)
A1 = A+ AAL 4 wC cos(wt + ) At + k(t) ArAt — kKS(t) At + o (t)(Bat) ;

ya que At =1 para todo ty Wip1 — Wy ~ N(0,1) se tiene finalmente :
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A1 = (1 — k(1) A + A+ wC cos(wt + ) — kS(t) + o(t)(Bat) ; (A.2.2)
donde (t),S(t) y o(t) pueden modelarse con los métodos propuestos en secciones an-
teriores.
A.2.2.  Aproximacién de Milstein

El esquema de Milstein hace uso del lema de It6 para incrementar la precision de la
aproximacién al proceso anadiendo un término de segundo orden. Si se denota b, como la
derivada parcial de b(z,t) con respecto a x, entonces la aproximacion de Milstein es

Yivr = Yi+a(Yiti)(tivr — i) + b(Yi, t:) (Wi — Wi)
+30(Yi )ba (Vs i) { (Wit = W2)* = (tin — 1)}
o bien )
Yier = Y+ aldt + bAW, + 5b-b, {(AWt)z - At} ;

este esquema de aproximacién tiene orden de convergencia fuerte y débil igual a 1, es decir,
existen constantes C' > 0y §p > 0 tales que para cualquier funciéon polinomial g

[E(9(Xt)) = E(g(Yiy)) < C -6

para cualquier particion de tamano maximo 6 € (0, dp).

Para este caso, el ejemplo quedaria de la misma manera que para el Método de Euler, ya
que el término b, (Y, t;) (parcial de b(Y;, t;) con respecto a X;) es cero para toda ¢, haciendo
que el proceso aproximado sea exactamente igual que (A.2.2).
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