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Algebras de Hopf asociadas a torres de algebras



Introduccion

Las algebras de Hopf han surgido en diversas areas de las matematicas y muchas de estas algebras surgen
graduadas. Existen muchos ejemplos de algebras de Hopf graduadas que guardan relacion con las categorias de
modulos de algebras de dimension finita. Esta relacion no es accidental, ya que aquéllas son la suma directa
de los grupos de Grothendieck de éstas y las operaciones de bialgebra son inducidas por los funtores de
induccién y restriccion usuales. Siguiendo el trabajo de Nantel Bergeron y Huilan Li [2] daremos condiciones
suficientes para que la suma directa de los grupos de Grothendieck de algebras de dimension finita sobre el
campo de los nimeros complejos sea una bidlgebra y en consecuencia un algebra de Hopf.

Comenzamos con algebras de Hopf sobre una anillo conmutativo arbitrario. Para definirlas, se introdu-
ce la nocion de coélgebra dualizando la definicién de algebra. Con ello a la mano definimos un algebra de
Hopf, que no es mas que una bidlgebra (un espacio que conjunta las propiedades de algebra y coalgebra)
que tiene un morfismo antipoda. Por supuesto estamos interesados en algebras de Hopf graduadas, de modo
que, brevemente, expondremos las propiedades de ellas que nos seran necesarias en las secciones posteriores.
Continuamos con el grupo de Grothendieck, centrandonos ya en el caso de los niimeros complejos. Damos
inicio a esta seccion con la definiciéon del grupo de Grothendieck asociado a la categoria de modulos finita-
mente generados sobre un algebra de dimension finita y el asociado a su categoria de moédulos proyectivos
finitamente generados. Estos se definen a través de clases de isomorfismo y sucesiones exactas de las categorias
mencionadas. Se verd que el grupo de Grothendieck se comporta de la mejor manera posible con respecto
a modulos simples y proyectivos inescindibles, pues las clases de isomorfismo de ellos forman una base de
aquél; ademaés, el grupo de Grothendieck del producto tensorial de dos &lgebras es el producto tensorial de
los grupos de Grothendieck. Estos resultados permiten justificar la definiciéon de torre de algebras y son muy
utiles para conseguir nuestro objetivo.

Los siguientes objetos de estudio son las torres de algebras. Ellas son una clase especial de algebras
graduadas en las que cada componente es un algebra de dimension finita. Aqui mostramos que asociada a
toda torre de algebras se encuentran dos algebras de Hopf graduadas que se obtienen a partir de los grupos
de Grothendieck de las componentes de la torre y que los morfismos que dan la estructura de algebra de Hopf
son inducidos por los funtores de induccion y restriccion. Terminamos con ejemplos. Aunque hay diversos
enjemplos, aqui sblo estudiaremos torres de algebras que se obtienen de dlgebras de grupo de grupos finitos.
Tratamos los ejemplos que trabajo Zelevinsky con respecto a grupos finitos en [6]; es decir, mostraremos que
la suma directa de las algebras de grupo del grupo simétrico y la de las algebras de grupo del producto corona
del grupo simétrico con un grupo finito son torres de algebras. Para terminar observamos que el resultado de
Bergeron y Li puede adecuarse para el caso del grupo general lineal finito también trabajado por Zelevinsky.

Agradezco a los lectores por tomarse el tiempo de revisar este trabajo. Es cuando ellos leen que cobra

vida.
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Algebras de Hopf

En lo que sigue R denota un anillo conmutativo con uno y supondremos que la acciéon de R en cualquier
R-moédulo es central.
DEFINICION 1.

» Una R-dlgebra es una terna (A, u,n) consistente de A € R-Mod, u € Homp (A ®@r A, A) (multiplica-

cion) y n € Hompg (R, A) (unidad) tales que los siguientes diagramas son conmutativos:

Idy ® ® Id Idy ®
A@pAopAd —A2H Jop A RopA—Il" " L AonA A9 AonR
A®r A m A A

Nos referiremos a la conmutatividad del diagrama de la izquierda como propiedad asociativa y a la

del diagrama de la derecha como propiedad unitaria.

» Si Ay B son R-élgebrasy f € Hompg (A, B). Decimos que f es un morfismo de R-dlgebras cuando
fopa=ppo(f®@f)y fona=ns.
» Una R-codlgebra es una terna (C, A, ¢) tal que C' € R-Mod, A € Hompg (C,C ®@g C) (comultiplica-

cion), € € Hompg (C, R) (counidad) y los siguientes diagramas son conmutativos:

A® Idc Idc ®e¢ e® Idc

CRRCYRC <+—CRrC C®p R~———CQRr(C——R®rC
CerC A

La conmutatividad del diagrama a la izquierda seré referida como propiedad coasociativa y la del

diagrama a la derecha como propiedad counitaria.

s SiC'y D son R-coalgebras un morfismo f € Homp (C, D) es un morfismo de R-codlgebras si (f ® f)o
Ac=Apofyepof=cec.

» Una R-bidlgebra es una quinteta (H, u,n, A, ) tal que (H,pu,n) es una R-algebra, (H,A,¢) es una
R-codlgebray A: H - H®pr H y e: H— R son morfismos de R-algebras.

s Un morfismo de R-bidlgebras es un morfismo de R-moédulos que es morfismo de R-élgebras y R-

coalgebras a la vez.

Es muy sencillo verificar que si (H,p,n) es una R-algebra y (H,A,e) es una R-codlgebra, entonces
A:H— H®rHye: H— R son morfismos de R-dlgebras siy sélosipu: HRr H — Hyn:R— H son
morfismos de R-coélgebras. Si (A, i, n) es un algebra la denotaremos con A; procederemos de forma analoga

con coalgebras y bialgebras.

PROPOSICION 1. Si H es una R-dlgebra (R-codlgebra), entonces H* = Hompg (H, R) es una R-codlgebra

(R-dlgebra) con las operaciones inducidas por el funtor Homp (_, R).
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DEMOSTRACION. Se sigue de que Homp (_, R) es un funtor contravariante. O

Si C' es una R-coalgebra y A, una R-algebra, B = Hompg (C, A) y f,g € B definimos la convolucion de
f con g como fxg:=po(f®g)oA. Un calculo directo sirve para demostrar que noe € B es el neutro con
respecto a la convolucion; ademas, la convolucién es una multiplicacion en B en el sentido de la definicion 1
y la unidad de B es el morfismo cuya regla de correspondencia es r — r(no¢). Asi, B tiene estructura de
R-algebra.

DEFINICION 2.

s Sea H una R-bialgebra. Un morfismo antipoda para H es un morfismo S € Homp (H, H) tal que S
es inverso bilateral de Idy con respecto a la convolucion en Homp (H, H).

= Una R-dlgebra de Hopf es una R-bialgebra con un morfismo antipoda.

Es sabido que un inverso bilateral siempre es Gnico, de manera que los morfismos antipodas, cuando exis-
ten, son unicos. En principio deberiamos definir morfismo de algebras de Hopf, pero la siguiente proposicion

nos exime de ello.

PrROPOSICION 2. Si H y K son R-dlgebras de Hopf con morfismos antipodas S y T respectivamente y

v: H — K es un morfismo de bidlgebras, entonces
yoS=Ton~.
DEMOSTRACION. Si verificamos que con respecto a la convolucion en Hompg (H, K) se satisface que
(1) v*(Tovy)=nkoen = (y085)*7,
habremos demostrado la proposicién; ya que

Toy = (nxoen)*(Tov)
(yoS)*x7y)*(Ton)
yoS)x(y*(Tov))

= (yoS)*(nkoen)

(
(

= ~vobS.

Veamos que se satisface 1. Usando que S es morfismo antipoda y que -y es morfismo de bialgebras:

pro(yoS®y)oAy
= pro(y®7y)o(S®Idy)oAn
= vyopgo(S®Idg)oAn

(yoS)*vy

= ’yOnHOEH
= T1NKOEH-

Anéalogamente podemos mostrar que v x (T 0 y) = i o egy. De esta forma terminamos. 0

DEFINICION 3. i) Una R-algebra A es graduada por G = {A,, | A, es un submodulo de A para cada n € N}

si como R-modulos A = @ A, y la multiplicacion y unidad de A satisfacen que p (4, ® A,,) < Ay, pm para
neN
cada m,n € Ny n(Z) < Ay.
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ii) Una R-coalgebra C es graduada por G = {C,, | C,, es un submodulo de C para cada n € N} si C se

descompone como C' = @ C,, y la comultiplicacion y la counidad de C satisfacen que A (C,,) < @ C;RC%
neN i+k=n
para cadan € Ny e (C,) =0sin #0.

iii) Una R-bialgebra es graduada si como R-algebra y R-coalgebra es graduada por la misma familia de
submodulos.

iv) Una R-algebra de Hopf es graduada si como R-bialgebra lo es.

En la definicién anterior volvemos a evitar el morfismo antipoda cuando hablamos de &lgebras de Hopf,

la razon es la siguiente proposicion que se demuestra usando recursion y se encuentra en [4].

ProprosICION 3. Una R-bidlgebra graduada H es una R-dlgebra de Hopf y el morfismo antipoda es un

morfismo graduado; es decir, si S es el morfismo antipoda, entonces S (Hy) < H,.

Notemos que si k es un campo y H = @ H,, es una k-algebra (k-coalgebra) graduada y cada subespacio
neN
A, es de dimension finita (sobre k), entonces H* = €D H es una k-codlgebra (k-algebra) graduada, pues
neN
(Hy, ® Hy)* = H* @ HY

m*

Grupo de Grothendieck

En adelante, con algebra querremos decir C-dlgebra de dimensién finita y el simbolo ® representara el

producto tensorial como C-espacios vectoriales.

DEFINICION 4. Sea A un &lgebra. Denotaremos con A-modd a la categoria de A moddulos finitamente

generados.

» El grupo de Grothendieck G (A) de la categoria A-mod se define como el cociente F/E del grupo
abeliano libre con base las clases de isomorfismo de A-mod por el subgrupo generado por los elementos
de la forma [V] — [W] — [U], donde U, V,W € A-mod, la sucesion

O—-W-—=V—->U-=—=0

es exacta y [V] denota la clase de isomorfismo de V.
s Denotemos con P (A) a la categoria de A modulos proyectivos finitamente generados. El grupo de
Grothendieck K (A) de P (A) se define de manera analoga.

No mostraremos los siguientes resultados; la demostracion del teorema 1 se puede hallar en [1] , mien-
tras que el teorema 2 utiliza que todo A-mdédulo proyectivo finitamente generado es suma directa modulos

proyectivos inescindibles finitamente generados y que estos estan en biyeccién con los médulos simples.
TEOREMA 1. El grupo de Grothendieck G (A) es libre con base 8 = {[Vs] | Vs es simple}.
TEOREMA 2. El grupo de Grothendieck K (A) es libre con base = {[Ps] | Ps es cubierta de V}.
Para poder dar la definicién de torre de élgebras necesitamos algunos resultados.

PROPOSICION 4. Sean A y B dlgebras de dimension finita. Si E C A y F C B son sistemas completos
de idempotentes primitivos ortogonales, entonces G = {e® fle € E y f € F'} es un sistema completo de

idempotentes primitivos ortogonales de A ® B.
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DEMOSTRACION. Como la definicion del producto en A® B es (a ®b) (¢ ® d) = ac® bd, es claro que los
elementos de G son idempotentes ortogonales y que
1l= > eaf
e€E,fEF
Resta mostrar que cada e ® f € G es primitivo.
Para eso recordamos que para cualquier dlgebra C, un idempotente g € C' es primitivo si y s6lo si gCyg
es un algebra local, es decir, gCg tiene un tnico ideal izquierdo méximo. Sabiendo esto, con la siguiente

proposicion habremos terminado. g
PROPOSICION 5. El producto tensorial de dos dlgebras locales de dimension finita es un dlgebra local.

DEMOSTRACION. Sean A y B algebras locales de dimension finita. Si M y N son los ideales izquierdos
maximos de A y de B respectivamente, entonces M ® B + A ® N es un ideal izquierdo de A ® B. Como
A/M y B/N son algebras con division de dimensién finita sobre C, concluimos que A/M = B/N = C. Si
mostramos que (A® B) /(M ® B+ A® N) = C, habremos terminado. Supongamos que v : A/M — Cy
¢ : B/N — C son isomorfismos, entonces el morfismo ¢ : A ® B — C ® C definido en los generadores como

¢(a®@b)=y(a+M)@¢(b+N)
es suprayectivo con nucleo M ® B+ A® N. Por lo tanto (A® B) /(M ® B+ A® N) = C. O
De estos resultados se concluye el siguiente corolario.
COROLARIO 1. Si A y B son dlgebras de dimensidn finita, entonces K (A® B) 2 K (A) ®z K (B).

DEMOSTRACION. K (A ® B) es libre con base

{[P] | P es inescindible} .

Ahora mostraremos el andlogo para G (A ® B).

PROPOSICION 6. Sean A y B dlgebras de dimension finita. Los A ® B-mddulos simples son de la forma

S® R con S simple como A-mddulo y R simple como B-mddulo.

DEMOSTRACION. Recordemos que los A-modulos simples satisfacen ser de la forma Ae/Rad (Ae). Analo-
gamente, para los simples de B. Asi, es suficiente mostrar que para cualesquiera idempotentes primitivos e € A
y f € B,si S=Ae/Rad (4e) y R = Bf/Rad (Bf), entonces S ® R = (Ae ® Bf) /Rad (de @ Bf).

Supongamos que f: Ae — Sy g: Bf — R son proyecciones, entonces f ® g : Ae® Bf - S ® R es un
epimorfismo. Queda ver que nic (f ® g) = Rad (Ae ® Bf). Dado que Rad (Ae ® Bf) es el tnico submodulo

méximo de Ae ® B f, mostraremos que ntc (f ® ¢g) es maximo. Sabemos que
nic(f®g) = nic(f)® Bf + Ae @ nic (g)
= Rad(4e) ® Bf + Ae ® Rad (BYf),

sia®b ¢ nic(f ®g), entonces a ¢ Rad(Ae) y b ¢ Rad (Bf). Debido a que Rad (Ae) y Rad (Bf) son
méximos en Ae y Bf respectivamente, para cada x € Ae y cada y € Bf, existen A € A, u € B, r € Rad (4e)
y s € Rad (Bf) tales que x = Aa+r y y = pub + s. Por lo tanto,

r@Yy=AQu) (a®@b)+Aa@s+rQub+r®s.
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Esto implica que nic (f ® ¢g) es méaximo y asi, ntc (f ® g) = Rad (Ae ® Bf). O

1

COROLARIO 2. Para cualesquiera dlgebras de dimension finita A y B se satisface que G (A ® B)

DEMOSTRACION. G (A ® B) es libre con base {[S] | S es un A ® B-mdédulo simple}. O

Consideremos M, P € A ® B-mod y P proyectivo. De los resultados anteriores, podemos escribir [M] =
YIS ®@ [Ty [P] =3 [Q;] ® [R)] con S; € A-mod y T; € B-mod simples y Q; € A-mod y R; € B-mod

i J
proyectivos inescindibles.

Torres de algebras

Los corolarios 1 y 2 hacen que el numero 5 de la siguiente definicién quede justificado. Recordemos que

si ¢ : B — A un morfismo inyectivo de algebras, podemos definir

Indj : B-moéd — A-méd y Resfy : A-mod — B-mod
de la siguiente forma

Indjy (M) =A®p M 'y Resg(N)=Homy (A, N).

DEFINICION 5. Sea A = @ A,, un algebra graduada con multiplicacion p. Decimos que A es una torre
neN
de dlgebras si

1. Cada A,, es un algebra de dimension finita con unidad 1,, y Ag = C.

2. Para cualesquiera m,n € N se satisface que p : A, ® A, — A, es un morfismo inyectivo de
4lgebras unitario.

3. El algebra A, 4,, es, con la acciéon inducida por u, tanto médulo proyectivo sobre A, ® A,, por la
izquierda como por la derecha para cualquier par de naturales m y n.

4. 51 g € Anym, fj € A y ei € A, con j,i € {1,...,r} son idempotentes primitivos ortogona-
les, entonces Ap1ng = D (4, @A) (6; ® f;) como A, ® A,,-moédulos izquierdos si y solo si
GAmin = D (6 ® f5) (Ai <j8)> A,,) como A, ® A,,-modulos derechos. Es decir, los médulos proyecti-
VoS inescin(c,blijliles que aparecen en la descomposicion de A,, 4, g provienen de los mismos idempotentes
que generan a los inescindibles que aparecen en la de gA,, -

5. La siguiente ecuacion se satisface en G (A) .= @ G (A,,) oen K (A4) := @ K (4,), para cualesquiera
neN neN

simples M € A,,-méd y N € A,-méd (o proyectivos en el caso de K) !

[Resiran, ., (mdiran, (Mo )]
Ap®@Amsn_ o
=2 [IndAngsgAmZ@Am (Resﬁtmm,t (M) ® Resa, 4, (N))} :

t+s=k

donde 0 < k <m + n.

Antes de dar ejemplos vamos a enriquecer la estructura de G (A) y K(A) cuando A es una torre de

algebras.

. AR ®A —k ., . iz
IEscribir IndAng:gXinft(@Anis (Resﬁ??@Am,t (M) ® Resa @4, _, (N)) es un abuso de notacién; sin embargo, la accion de

At @ As @ App—t @ Ap—s en Resﬁ:’(‘gA ., (M) ® Resa,@a (N) se induce por el isomorfismo A; ® As ® Ap—t @ Ap_s
At ® App—t ® As ® Ap—s. Para no hacer la notaciéon mas dificil permitiremos el abuso, aunque en la secciéon de ejemplos si
verificamos con cuidado que la férmula es valida.

n—s
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Sea A = @ A,, una torre de dlgebras. Definamos, para cualesquiera m,n € N,
Toom G (Angm) > G(A,) @2 G (An) € dnm: G(4,) ®2 G (An) = G(Antm)
mediante

Fam [M] = [Rest "t M| e ipm ((M] @ [N]) = [Indf‘:%;gm (M N)] .
PROPOSICION 7. Las funciones vy, p, € in,m estdn bien definidas e inducen morfismos de grupos abelianos.

DEMOSTRACION. Primero notemos que para definir r, ,,, € iy, usamos el corolario 2 y que es suficiente

A A . .
probar que Ind A:gjzlm v Res A:gr;lm preservan sucesiones exactas. Mostremos la proposicion para ry, ,,. Es

claro que si
0—>N"—-N-—=N -0

es una sucesion exacta de A,,4,,, modulos, entonces

Antm " Antm Antm ’
0 — Resy g% N" — Resy"g"% N — Res,"o% N —0

es exacta como A, ® A,, moédulos, por la definicién de la multiplicacién por escalares de A, ® A,,. Asi, r,,
esti bien definida.

Continuamos considerando
0O=-M'-M-—-M =0

sucesion exacta de A, modulos, dado que N es proyectivo como C espacio vectorial, la sucesion de de A, ® A,
modulos
0>M'@N—-M@N—->M@N —0

es exacta (por la definicion de la multiplicacion por escalares de esta algebra en los modulos de la sucesion).

Como A, 4 es un A, ® A, modulo proyectivo, concluimos que
0= Apim @4, 04, M"@N = Apim @4, 04, MON — Apim @4, 04, M@ N — 0
es exacta en A, ,,.mod. Andlogamente si
0—+N'"—-N-=N =0
es una sucesion exacta en A,,-mod, entonces
0—Ind) "t (M @N") = Ind} % (M@ N) = Indy"5% (M@ N') =0

es exacta. Por lo tanto, 4, ,, estd bien definida. O

Con esto definimos los morfismos de grupos abelianos
r:G(A) = G(A)®zG(4) e i:G(A)®zG(4) —G(A4)

como

rlaa,) = @ Tkl ¢ ilG(A)@26(An) = tnm-
k+l=n

Ademas definimos

e:GA) =2 y n:Z—G(A



TORRES DE ALGEBRAS 10

mediante
a si[M]eG(Ay) vy [M]=alC]

e[M] = y n(a)=alC] €G(A).
0 en otro caso

Mas adelante veremos que con ellos G (A) es una bidlgebra graduada. Mientras tanto realicemos construcciones

similares para K (A). Sean

i K (An) @2 K (Am) = K (Ansm) v 7 o K (Angm) = K (Ay) 92 K (Ap)

n,m n,m

las funciones con regla de correspondencia

inm (P1®[Q) = [mdlrzn (PoQ)] v v, 7= [Resirzy R|.

!/
n,m

PROPOSICION 8. Las funcionesr,, ,, y i estdn bien definidas e inducen morfismos de grupos abelianos.

. .. . . Antm Antm
DEMOSTRACION. Por la proposiciéon anterior es suficiente mostrar que IndAngMm (PRQ)y ResAn%AmR

son proyectivos toda vez que P, @ y R lo son.

n+m

Sea R € A,im-mo6d proyectivo. Como Resﬁn®AmR = Homyu,, (Apim,R), si R® R = (Apim)",

n,m

entonces
(Restrzn, R) @ (Resirin, R') = Resizn ((Ansm)*).
Debido a que
Reshi i, ((Anim)®) = (4F,)

n+m

y (A,Hm)k es proyectivo como A, ® A,, moddulo, colegimos que Resﬁn@) "4, I es proyectivo.
Continuemos con Indﬁzg’gm considerando P € A,,®A,,-mdd proyectivo, M, N € A, ,-Mod, f: N — M
epimorfismo y g : Apym ®a, 04,, P — M (morfismos de A, 4, modulos).

An+m @An®Am P

h g
N “ M
f

Si mostramos que existe un morfismo de A, ., modulos
h: An+m QA @A, P—- N

tal que
g=1foh,

n+m

podremos concluir que A, 4, ®a,04,, P = Indﬁn@)Am (P) es proyectivo.
Dado que g € Hompy, ., (Anym ®@a,04,, P,M)y (An+m @A, @A, _Homa, . (Apim, _)) es una pareja

de funtores adjuntos, es decir,

Homy,,, (Anim ®a,04,, P,M) = Homay,ga,, (P,Homa, ., (Apim,M))

n4m

como A, ® A,, moédulos a través de la asignacion

p=p
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con
¢: P — Homay,,,, (Ayym, M)
definida mediante
¢(p)(a) =¢(p®a);
sabemos que g induce un morfismo § € Homa, g4, (P,Homu, . (Anym,M)). Mas atin, como Homy,, , (Apim, M) =
M a través del isomorfismo ¢ (¢ (v) = v(1)) y Antm es proyectivo como A, ® A,, modulos, tenemos el si-

guiente diagrama de A, ® A,, modulos

>

N

f
con f el epimorfismo inducido por f a través de Homa, . (Anim, )y ¢. Asi, existe h € Homa, g, (P, M)
tal que
foh=4g.

Afirmamos que foh = gy que h € Hom4 (Apntm ®a, 24, P, M) es morfismo de A, 1, moédulos. Veamos

n+m

que h factoriza a g. Paraa € Ay, y p € P,

f(hawp) = F(h®) ()

= 9(p)(a)

= g(a®p)
Para terminar, si b € A, 4., entonces

h(bawp) = h(p)(ba)

= bh(p)(a)

= bh(a®p)
En conclusion, Ap+m ®4,24,, P es proyectivo. O

Usando i, ,,, y 77, ,, podemos definir
" K(A) - KA)@zK(A) e i:K(A)zK(A) = K(A)
como

’ o ’ ./ o
Pl = P rha e UK (4)@2K (Am) = Inm-
k+l=n

Y consideramos las funciones
e KA)—=Z y n:Z—K(A
cuya regla de correspondencia es

EWL-ZS”TEKMMYMZ“M v n(@)=alC]e K (Ao).
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Nuestro objetivo es mostrar que (G (A),i,n,7,e) y (K (A),7,n,7',¢’) son algebras de Hopf. Para esto
necesitamos una construcciéon y un resultado maés.
Tomemos (_, ):K(A)xG(A) = Zy(_, )g:(K(A)®@zK(A)) x(G(A) ®2G(A)) — Z las formas
bilineales cuya regla de correspondencia en los generadores es
dimcHomy, (P, M) si P,M € A,-mod

(P, [M]) =
0 en otro caso

dimcHomy, ga,, (PRQ,MN) si PMe A,-moédy Q,N € A,,-mod
(Pl®[Q], [M]®[N])g = .
0 en otro caso
Estas formas bilineales estan bien definidas pues Hom (P, ) es exacto si P es proyectivo y Hom (_, M)
es aditivo. Por la siguiente proposicion y para facilitar la notacién escribiremos ambas formas bilineales con

el mismo simbolo.

LEMA 1. Se satisfacen las siguientes propiedades:

L ([Pl [Q],[M] & [N]) = ([P], [M]){[Q], [N])

2. (" ([Pl®[Q]),[M]) = ([P|® Q] r [M]).

3. ([Pl i ([M] @ [N])) = (' [P], [M] © [N])

4. (' (1), [M]) = & [M]

5. ([P],n(1)) =¢£"[P]

6. St E C A, es un sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales, entonces

(Ane, Anf/Rad (Anf)) = bc s
para cualesquiera e, f € E.

DEMOSTRACION. U

1. Se sigue de que Homy, g4, (P ® @, M ® N) es isomorfo como espacio vectorial a Homy4, (P, M) ®
Homy,, (Q,N).
2. Es consecuencia de que (Ayim ®a,04,, _, Homa, . (Anim, _)) es un par de funtores adjuntos.

3. Por linealidad, es suficiente mostrar que
([An+mg] i ((M] @ [N])) = (r' [Animg] , [M] @ [N])
con g un idempotente primitivo de A, 1,,; es decir, queremos mostrar que, como espacios vectoriales

Homy,, . (Anijg7 Indﬁzg’;‘m (M® N)) >~ Homy,ga,, (HomAn+m (Antm, Antmg) , M ® N) .

n®Am n®Am
en A, 4m-mod, sélo necesitamos demostrar que

Si recordamos [1| que Homy,, (An+mg,1ndﬁ"+m (M® N)) es isomorfo a gIndi"*’" (M ®N)

dimcHom4, g4, (HomA (Aptm, Antmg) , M ® N) = dim@glndﬁzgjgm (M®N).

n+m

Supongamos que A,, 1,9 se descompone en una suma de A, ® A,, moédulos proyectivos inescindibles
digamos

Aming = D (A ® Ap) (e ® f)
e f
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entonces

HomAn+'rn (An+ma An+mg) = Anymg
) ~ D4 A) (e )
e, f

y por la condicion 4 de la definicion de torre de &lgebras gA,1m = @ (e ® f) (An ® A, lo que
e, f
implica que

gIndﬁ:%’zm (M ® N) = gAn-‘rm QA,@Am M® N
e f
=~ @HOIIIATL@A,H ((An®Am)(e®f)7M®N)
e f
(3) = Homyg,ga,, @(An ®Am)(e® f), M &N

e.f
De 2 y 3 colegimos lo deseado.
Las propiedades 4 y 5 se siguen de la definicion de 1, 7, € y €/, mientras que la tltima propiedad se

debe a que Rad (A,e) es el unico ideal maximo de A,e y al lema de Schur.

La siguiente proposicion es lo ultimo que necesitamos para mostrar que G (A4) y K (A4) son éalgebras de Hopf.

PROPOSICION 9. Si i es asociativa, entonces r’' es coasociativa. St r es coasociativa, entonces i es

asociativa.

DEMOSTRACION. So6lo mostraremos que si 7 es coasociativa, entonces i’ es asociativa, ya que la demos-
tracion del enunciado para i y ' es similar. Si 7 es coasociativa, entonces para cualesquiera [,m,n € N,

P e A-mod, Q € A,-mod y R € A,-mdd proyectivos inescindibles y S € Aj4 i, 44-mdd simple sucede que

(@ ([Plod (QIeR),[S) = (Plei(Qle[R]),r[S])
[R],(Id®7r)or[S])
[R], (r®Id)or[S])
i ([Ple[Q) @ [R],r[S])

i (i" (Pl Q) ®[RI), [S]);

usando 1 y 2 del lema 1. Por el niimero 6 del mismo lema podemos concluir que

i ([Pled (Qe[R]) =1 (P]®[Q]) ® [R]).
Asi, i’ es asociativa. O
TEOREMA 3. El morfismo i es asociativo, el morfismo 1 es coasociativo y si G (A) satisface la propiedad
5 de la definicion de torre de dlgebras, entonces r y € son morfismos de dlgebras y por tanto G (A) es un

dlgebra de Hopf y K (A) también lo es. Si K (A) satisface la propiedad 5 de la definicion de torre de dlgebras
K (A) es un dlgebra de Hopf y en consecuencia G (A) es un dlgebra de Hopf.

DEMOSTRACION. Para mostrar la asociatividad de %, es suficiente mostrar que

A m n A m ~J A m n A7n n
e (Wddzn, (Do M)eN) =hdigy, (Ledity (Mo N))
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en Ajimin-mod. Para eso, mostraremos que

Indjy ey (Indﬁi&m (LeM)® N) = Aipman ®404,,04, LOMON

A m n Am n ~Y
IndAiéA;+n (L ® IndAmé';,An (M® N)) = Al imtn Qa,04,,04, LOM & N;
antes de dar los isomorfismos notemos que 4;® A,, ® A,, actiia en Ajy,+y por la izquierda y derecha a través

de po(Ida, ®p) = p(p®Ida,).
Un célculo sencillo muestra que

p:Indyt (Indﬁigﬁm (Lo M) N) — Atymin ®a04, 04, LOM@N
definida mediante
p(ERRrRYRz2)=au(db®1,) xRy 2
es un isomorfismo de Aj .+, modulos bien definido con inversa
Y(aRrRY®2)=a®L4n@TRY® 2
y un calculo similar, que
o ndylgy (Lemdins, (M@ N)) > Amin @asi,er, LoMeN
con regla de correspondencia
ala@rzbyR2)=aqu(;30) Ry 2
es un isomorfismo de A; .+, que esta bien definido y su inverso es
La®rxy®2)=aRrQ1ynin @Y 2.

De este modo 7 es asociativo.

La coasociatividad de r la demostramos como sigue. Por adjuncioén,

Alym®@An Alfman
Resy, @, w4, ReSAz+m®An (M) =Homa,,,.,, (Al+m+n BArim@A, (Airm @ An) 7M)

A1®Amtn Alfm+n ~
Resy ganga, Resy g, (M) = Homa,,,,,, (Al+m+n ®A,8Am4n (A1 ® Apgn) 7M) )
ademés, como Ajymin-A; ® Aptn bimodulos
Al+m+n ®AZ®Am+n (Al & Am+n) = Al+m+n

y como Aitmin-Alrm ® A, bimoédulos

Al+m+n = Al+m+n ®Al+m®An Al+m ® An

Por lo tanto
Attmtn @4,0Amn (A ® Amin) =2 Altmin @Ay o4, Al4m @ An
como A; ® A, ® A, modulos y el resultado se sigue.
Terminemos suponiendo sin pérdida de generalidad que G (A) satisface la condicion 5 de la definicion de

torre de algebras para demostrar que G (A) es un algebra de Hopf. De la definiciéon de r e i, para cualesquiera
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n,meN, [M] € G(An) y [N] € G(A,) se tiene la siguiente igualdad

m—+n

r(M @ IN)) = Y [Homa,,, (Amtns Amin ©a,0a0 MO Ny iy
k=0

donde Homy,, ., (Amns Amtn @404, M & N)k’erni,c es el espacio vectorial
Homuy,, ., (Amtn, Amin ®4,,04, M @ N)

visto como médulo sobre Ay ® Ay, qn_k. Aparte sabemos que

(1®1) (r[M]®r[N])

1

m—+n
55 (o (M o, (4080,
k=0 a+b=k

m—+n

Z Z [Ak ® Apmin—k ®p Homa,, (A, M), ,,_, ® Homa, (An, N)b,n—b]
k=0 a+b=k

con B=A,R Apm_a ® Ay ® A,,_p. Es claro que cuando k =00 k=m+n
{HomAern (Am+n; Amin ®4,04, M ® N)k,m.;_n_k}

= {Ak X Am—i—n—k ®p Hom 4 (Am, M) X HOIIIA," (An, N)b,nfb}

m a,m—a

pues en esos casos estamos considerando
Homuy,, ., (Amsn, Amin ®4,,04, M @ N)

como A+, modulo. Si k #£ 0y k # m+ n, la propiedad 5 de la definiciéon de torre de élgebras nos dice que
Z |:Ak &® Am+n7k ®B HOmAm (A’ma M)g,,mfa 0 HOHIA” (A”’ N)b,nfbi|
a+b=k
= |:H0mA'rn+n (Amtns Amin ®a,04, M ® N)k,m+n—k:| .
En conclusiéon
(i®i)o(rr)=roi.
Es claro que
eoi([M]®[N]) =e[M]e[N].

Por tanto, (G (A),i,m,7,e) es una bidlgebra graduada, lo que implica que es un algebra de Hopf. Notese
que la proposicion 9 asegura que (K (A),i,n') es un algebra y (K (A),r’,&’) es una codlgebra; ademas &’ es
morfismo de &lgebras. Para mostrar que (K (A4),7',n’,7’,¢’) es una bialgebra graduada, resta mostrar que r’

es morfismo de algebras. Para P € A,,-méd y @ € A,,,-mdd proyectivos y S € Ap-mdd y T € Aj-mod simples

con k+ 1 =m+n, el lema 1 nos permite saber que se cumplen las siguientes ecuaciones:

(rod ([P1®[Q]),[S]®[T]) =

De manera que

Hemos terminado. O
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Ejemplos

Terminamos con ejemplos sencillos de torres de algebras. Empezamos con grupos finitos para estudiar
sus algebras de grupo sobre C y demostraremos que éstas forman torres de algebras.

Para un grupo finito G y cada n € N consideremos:

1. S, el grupo de permutaciones.
2. S, [G] el producto corona de G por Sy; es decir S, [G] = G™ x S, con S,, actuando en G™ como
7 (91)i1 = (9o(s))1y-
Fijemos m,n € N. Es sencillo ver que podemos identificar .S,, x S,, con el subgrupo de S, 4, que consiste de
las permutaciones o tales que o (i) < nsii <n yo (i) > n sii>n. Mediante esta identificaciéon tenemos un

morfismo unitario e inyectivo de algebras
Hmn : C[Sm] ® C[S,] = C[Smtn] -

También es facil observar que Sy, [G] x S, [G] se identifica con el subgrupo de S,y [G] formado por las

parejas ((91)7:1'" , O’) con o € S, X S,. Asi que tenemos un morfismo inyectivo y unitario de algebras
fmn : C[Sm [G]] @ C 1S, [G]] = C[Smin] -

De este modo, las algebras

A=BCis,]

neN

B = @C[s,[q]]
neN
con la multiplicacién inducida por fiy, n ¥ fim,n respectivamente satisfacen las propiedades 1 a 4 de nuestra

definicién de torre de algebras:

= Satisfacen 1 pues Sy y S [G] son grupos triviales y todos los sumandos de ellas tienen como base un
grupo finito.
= La propiedad 2 se sigue de la manera en que se definié la multiplicacién.
= Del hecho de que cada algebra C[S,,] y C[S, [G]] es semisimple se colige que la propiedad ; més ain,
K(A) = G(A) y K(B) =G (B).
Falta ver que se satisfacen las propiedades 4 y 5. Los detalles de la propiedad 5 para el dlgebra A se pueden
revisar en [3] , pero daremos un boceto que sera ttil para verificar la propiedad 5 en el algebra B y en un
ejemplo mas que veremos al terminar con B.

Recordemos que la féormula de restricciéon de Mackey dice:

TEOREMA. Si G es un grupo finito, K y H subgrupos de G, W € C[H]-mod y definimos una accion de
K x H en G dada por lo siguiente: para cada (k,h) € K x H y g € G (k,h) g = kgh™!, entonces
Resf o Indf (W) = @DIndj o FsoRes iy (W).
ses
Donde S denota un conjunto completo de representantes de las drbitas de G bajo KxH,Fg: C [s‘les} -moéd —
C[Hs]-mod es el funtor que cambia la accion mediante la conjugacion y para cada s € S escribimos

H, :=sHs 1N K. Ademds, la descomposicion no depende de la eleccion de S.

La eleccion de un conjunto de representantes S es el punto crucial de la demostraciéon de la propiedad 5

para A. En este caso tenemos G = S,,, K =S, x S; y H = S X S;r, quedémonos con esta notacion.
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PROPOSICION 10. Las drbitas de G bajo la accion de K x H estdn parametrizadas por matrices M =

M M
H 2 tales que M;; € N, k = My + My, | = Mg + Mao, k' = Myy + Mys y U = Moy + Mos.
Msy  Maa
Ademds, para cada matriz M de la forma anterior, la funcion
a sta < Mg
a+M21 sia:M11+by1§b§M12
om (a) =
a—M12 sia:k’—l—bylngMgl
a sta=k 4+ Mo +byl<b< My
es una permutacion con inversa
a sia < My

Q+M12 sia:M11+by1§b§M21
a—M21 sza:k+by1§b§M12
a sta=k+Mpo+byl<b< My

es un elemento de la orbita que corresponde a M.
Con esto el siguiente lema es claro

1 . .
LEMA 2. Para cada M, oM (SJM11 X SM12 X SM21 X SMzz)UM = SM11 X SM21 X 5’]\412 X SM22~ Mads aun,

st (a0, B,7,0) € Saryy X Sarys X Shtyy X Shry,, entonces oy (e, 8,7, 9) a;/[l:(a,%ﬂ,é).

Eligiendo como sistema completo de representantes al conjunto de permutaciones oj; sobre las matrices

M, la férmula de restriccion de Mackey es

Spr XSy Sy XS Moy XShyg X SMgy SMyy XSMyp XS Myy XSy,

S S ,
RGSS:/;ALS/Z oInd k! +1/ (W) o~ @Indskxsl o Fa’M o ReSSkl xS (W)
M

para W € C[Si/] ® C[Sy]-mod. Realicemos un analisis sencillo de cada sumando en la expresion anterior.

Como vimos, cada W € C[S/] @ C[Sy]-mod simple es de la forma
W=UeV
con U € C[Sy]-moéd y V € C[Sy]-méd simples con lo que

U) ® Res2” (V).

SnMay XSMay

Resg" " (U®V) = Resg!,

Saryy XSMyg XSaryy XSy 1 XSy (

Continuamos con el funtor F,,,. El lema 2 nos dice que

Fo,, U@U"@V V" 2U V' U"@V"
para cualesquiera simples U’ € C [Syy,,|-méd, U” € C[Sp,,]-mod, V! € C[Sp,,]-moédy V" € C S, -mod.
Luego, un calculo sencillo ayuda a demostrar que

Indgh " U eV @U"@V")=nd

/ / S " "
Snyy XSMay XSM1p X SMay Snyy XSMay (U ®V)®Indlez (U ®V )

XSM22
a través de la funcién
a®b® ((u'®v)® W @v") - (@@ o)) (b W v”).

Con lo anterior se puede verificar la propiedad deseada para el dlgebra A.
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Demos paso al algebra B. Nuevamente, por la formula de restriccion de Mackey, necesitamos hallar
un sistema completo de representantes para las orbitas de S, [G] bajo la accion de (S [G] x S;[G]) %

(Sk [G] x Sy [G]). Para ello sera suficiente mostrar la siguiente proposicion.

PROPOSICION 11. Para cada ((gi);—,,0) € Sy [G] existe una permutacion T € S, tal que ((g;);—;,0)

estd en la orbita de (e,7), donde € es el neutro de G™.

DEMOSTRACION. Recordemos que el producto en S, [G] est4 dado por

((hl) 77) ((gl) ) U) = ((h’t) (g"/(Z)) ,O"}/) .

De modo que si elegimos, para ((g;),0) € Sy, [G], la pareja ((g;(li)) ,'y) € (Sk [G] x Si[G)); es decir v (i) < k
si y solo si i < k, se satisface lo deseado. O

De la proposicion anterior e identificando S,, con el subgrupo de S,, [G] cuyos elementos son de la forma
(e,0), podemos concluir que las orbitas de S, [G] bajo la accion de (Si [G] x S; [G]) X (Sk [G] x Sy [G]) estan
parametrizadas por la misma familia de matrices M de la forma mencionada anteriormente. Ya que cada
orbita contiene una permutacion. Asi, los mismos razonamiento y sistema completo de representantes usados
para el algebra A nos dan la oportunidad de mostrar que el algebra B satisface la propiedad 5.

Para finalizar con las algebras A y B, demostraremos que la propiedad 4 se sigue solamente de que
estamos considerando grupos finitos y moédulos finitamente generados sobre el dlgebra de grupo compleja
de aquellos. En adelante I' denotara un grupo finito. Recordemos que si W es un C[I']-mo6dulo izquierdo

finitamente genrado, su caracter es la funcion ,x : G — C definida mediante

wX (9) = Tr(g)

donde Tr (g) es la traza del operador lineal obtenido de la acciéon de g en W. El caracter de un C [I']-m6dulo
derecho V' lo denotaremos como Y., .
Es claro que si V es un C [I']-moédulo izquierdo y g € G actia mediante el morfismo lineal p (g), entonces

V* = Homg (V,C) es un C [I']-moédulo derecho con g actuando en f € V* mediante

fra==0)) (f);
mas aun,
v X = Xy
Con la siguiente proposicion podremos mostrar que la propiedad 4 de la definicion de torre de algebras se

satisface siempre que las componentes de la torre sean algebras de grupos finitos sobre C.
PROPOSICION 12. Sie € C[I'] es un idempotente primitivo, entonces

cireX = Xegpry*

DEMOSTRACION. Demostraremos que como modulos izquierdos (eC [I'])" 22 C [I'] e. Dado que

dimec[r)
Homgry (eC [I'],C[I']) = @ Endc[i] (eCls]),

i=1
por el lema de Schur, todo morfismo f € Homgr) (eC[I'],C[I]) estd definido en cada componente como la
multiplicacion por algin escalar complejo, digamos f;. Considérese una C-base, {ea; |1 < i < dimeC [T']}, de
eC [I'] y definase la funcion

1 : Homeyry (eC [I'], C[I']) = (eC[I])"
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mediante la regla
dimec[r)

n(f) = Z fi(ea;)”.

Un célculo sencillo permite probar que 7 es un isomorfismo de C [['}]-modulos izquierdos. Recordando que
como C [I'-moédulos izquierdos C [I'] e = Homgyr (eC [I'], C[T']), terminamos. O
Volvamos a nuestros ejemplos. Sie € A, 1, (0 Bytm) es un idempotente primitivoy A, me 2 @ A, fi®

(4,9)
Ay,gj como A, ® A,,-mobdulos, entonces

ApgneX = E Anfi®Ama; X
(4,9)

= E:XfiAn@ngm
(4,9)

- X5A7n+n ’

por lo tanto, eA,1m = @ fidn ® gjAm. A fin de cuentas, hemos probado que A y B son torres de algebras
(4,4)
y por tanto G (A) y G (B) son algebras de Hopf.
Lo altimo que haremos es dar un ejemplo en el que, modificando un poco las demostraciones de la seccién
de torres de algebras, es posible demostrar que las suma directa de una familia de grupos de Grothendieck
de algebras de dimension finita es un algebra de Hopf. El primer paso es hacer las siguientes observaciones

sobre las propiedades de una torre de algebras:

OBSERVACION 1. Cuando cada componente de una torre de algebras A es semisimple, la propiedad 3 se

satisface trivialmente.

OBSERVACION 2. En ese caso, la demostracion de que los morfismos inducidos por los funtores de induc-
cion y restriccion en K (A) estan bien definidos, no es necesaria, ya que K (A) = G (A); las formas bilineales

también estan bien definidas puesto que todo médulo es proyectivo.

OBSERVACION 3. La demostracion de 2 en el lema 1 depende solamente del hecho de que induccion y

restricciéon son funtores adjuntos. En el caso semisimple, el ntmero 3 del mismo lema coincide con 2.

OBSERVACION 4. La demostracion de la coasociatividad de la comultiplicacion es consecuencia directa
de la transitividad de restricciéon, mientras que la asociatividad de la multiplicacién se sigue de la proposicién
9.

OBSERVACION 5. La propiedad 5 de la definicién de torre de algebras es una férmula de restriccion.

OBSERVACION 6. Si las componentes del dlgebra son élgebras de grupo, ya hemos probado, mediante
caracteres, que la propiedad 4 se satisface.
Las observaciones 1 a 6 nos dicen que si A = @ A,, satisface las propiedades 1 y 2 de la definicion de

neN
torre de algebras, cada A,, es un algebra de grupo y tenemos funtores

Lim: Ap ® App-méd — Ay y-mod

Rum : Amtn-mod — A, ® A,,,-mod

que sean adjuntos, aditivos y donde R, ., sea transitivo, entonces G (A) es un algebra de Hopf con los

morfismos inducidos por Ry, 1, € 1y -
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Nuestro ultimo ejemplo exhibe un algebra que satisface lo recién mencionado. Fijemos un namero primo
¢ y un campo finito de caracteristica ¢, digamos F,. El grupo G,, = GL,, (F,) es finito y G, x G, se identifica

con el subgrupo de G, 4, que consiste de las matrices

(0 )

con (g, h) € Gy X Gyp,. De manera que A = @ C[G,,] satisface 1 y 2 de la definicion de torre de dlgebras y cada
neN
sumando es semisimple. Resta construir los funtores que daran lugar a la multiplicacién y comultiplicacién.

DEFINICION 6. Sea G un grupo y K un subgrupo normal de aquél.
La inflacion de un C[G/K]-mo6dulo U es el C[G]-modulo

Inﬂg/K (U)
cuyo espacio subyacente es U y la accién de G en €l estd dada mediante la proyeccién
G — G/K.
El espacio de puntos fijos de un C [G]-médulo V es el C[G/K]-modulo
VE ={veV|kv=uvparacada k € K}.

Es claro que Inﬂg JKY (_)K son funtores adjuntos y aditivos. Ahora usaremos inflaciéon y puntos fijos en

G,. Para n,m € N denotemos con P, ,, al subgrupo de G,,1,, cuyos elementos son las matrices de la forma

gn D
0 gm

con gn € Gn, gm € Gy y p € F*™. Fécilmente se observa que Gy, X Gy = Py, 1/ Ky iy donde Ky, es el

subgrupo de P, ,, cuyos bloques de la diagonal son la identidad. Definimos los funtores

Lim : C[Gn] ® C[Gp]-moéd — C[Gpyyn]-mod

y
Ry : C[Gran] -m6d — C [Gy] ® C [Gry] -m6d
como
Ly = Ind5" ™ o Inflg" 7,
y

Roym = (_)K""” o Resg:rn””.
Por construccién estos funtores son adjuntos y aditivos. Ademés los funtores R,, ,, son transitivos pues si
V € C[Gitj+k)-mod, entonces para cada v € V' que satisfaga que av = bv = v, para cualesquiera a € K; 1
ybe K; ik (Kijk se define de manera analoga a K, ,,,), se satisface que cv = dv = v para toda ¢ € K;1;
vdeK;;.

Nuevamente, lo tnico que falta es que se satisfaga la propiedad 5 de la definicion de torre de dlgebras y
ella viene de la férmula de restricciéon de Mackey usando la construccion del sistema de representantes que
se exhibio, caracteres y propiedades de inflacion y puntos fijos. No daremos mas detalles al respecto, estos se
pueden hallar en [4].

Ejemplos del caso no semisimple también existen; sin embargo, no seran tratados en este trabajo. Quien

esté interesado puede revisar [2] y [5].
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