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Resumen

En este trabajo, se introducen las ecuaciones que gobiernan la interacciéon de las nano-
particulas con una onda electromagnética, misma que podria ser luz visible. Después se presen-
tan métodos analiticos y numéricos para resolver problemas de interaccién luz-materia, pues
los métodos numéricos nos permiten resolver sistemas cuya geometria no permite una solucién
analitica al problema. Se presenta el software comercial COMSOL Multiphysics, que funciona
utilizando del método numérico de elemento finito, identificando el efecto de sus parametros con
las soluciones obtenidas, comparandolas con aquellas obtenidas a través de métodos analiticos.
De esta manera, se identifican al grosor de las capas perfectamente acopladas y al volumen que
ocupa el medio en el que se encuentra embebida la nanoestructura, como los parametros criti-
cos para hacer simulaciones confiables. Se probd que estos pardmetros funcionan correctamente
cuando dependen de la longitud de onda del campo electromagnético incidente.

VIII



Parte 1

Introduccion



Cuando la teoria electromagnética todavia estaba siendo desarrollada, los problemas que se
atacaban con las herramientas recién descubiertas usualmente correspondian a versiones muy
simplificadas de la realidad (planos infinitos, esferas, conductores perfectos, etc.), y las solucio-
nes encontradas eran analiticas. Actualmente la situacién es muy distinta, pues para resolver
problemas tan complejos como los que nos presenta la realidad, muchas veces es necesario

recurrir a métodos numéricos.

Un problema sin solucién analitica general, y que es de gran interés para la ciencia y la
tecnologia, es el de una onda electromagnética interactuando con una particula aislada de forma
arbitraria o con un cumulo de éstas. Cuando una particula nanométrica interactia con la luz,
ésta debe ser tratada como una onda electromagnética y no como un rayo, pues su longitud de
onda puede ser comparable con las dimensiones de la particula. Por esta razén, la interaccion va
a depender tanto de la geometria como del material de las particulas, emergiendo asi fenémenos
fisicos interesantes tales como las resonancias plasmonicas, que en la actualidad son estudiadas

por investigadores de varios campos, como medicina, quimica, fisica e ingenieria.

La importancia de entender y manipular las resonancias plasménicas se debe a que es
posible utilizarlos en aplicaciones que van desde la medicina, pues es posible utilizar estas
resonancias para generar calor que ayude a combatir tumores cancerigenos [1], hasta aplicaciones

tecnoldgicas tales como la optimizacién de celdas solares [2] o el almacenamiento de datos [3].

Ademsds de las aplicaciones médicas y energéticas, las resonancias plasmoénicas pueden ser
utilizadas para generar conocimiento basico, pues éstas son usadas para aumentar la senal en
un experimento de dispersién Raman, pudiendo incluso llegar a obtener espectros de moléculas
aisladas [4]. También, debido a que algunas resonancias plasménicas son propagantes, es po-
sible utilizar este efecto para generar guias de onda miniaturizadas, que podrian después ser

componentes de nanocircuitos foténicos [5].

En este trabajo, se estudian primero las bases de la interaccién luz-materia (capitulo 1),
revisando primero las ecuaciones de Maxwell para dieléctricos y luego enfocandonos en los
mecanismos de absorcion y dispersiéon que emergen al irradiar una particula con una onda
electromagnética. En el capitulo 2, se explican fenémenos propios de la nanoescala, tales como
las resonancias plasmoénicas, la aproximacién cuasiestética, y la necesidad de una correccién a la

funcion dieléctrica para estructuras con dimensiones nanométricas. En el capitulo 3 se presenta



la solucién de Mie y se introduce la representacién espectral, para después, en el capitulo 4,
desarrollar nociones basicas de soluciones numéricas utilizando los métodos de diferencias finitas
y de elementos finitos. Por ltimo, en el capitulo 5, se explica paso a paso céomo configurar el
software comercial COMSOL Multiphysics para simular un sistema consistente en una esfera
aislada rodeada de un medio homogéneo, explorando los efectos que tienen varios parametros
sobre los resultados de la simulacién. En este mismo capitulo se estudia el sistema del dimero

esférico.



Parte 11

Interaccion de la luz con la materia



Capitulo 1

Marco teorico

1.1. Campos electromagnéticos y materia

La materia esta conformada por dtomos, que aun si son eléctricamente neutros, estdn com-
puestos por un nicleo que tiene carga positiva y una nube de electrones con carga negativa. En
presencia de un campo eléctrico, el nicleo cargado positivamente sentird una fuerza de atrac-
cién en direccion del campo eléctrico, mientras que la nube electronica sentird una fuerza en
direccién opuesta, causando una modificacién en la configuracién espacial original del dtomo,
pues la fuerza ejercida por el campo es contrarrestada por la fuerza de atraccién entre el nicleo

y la nube electrénica. Esto se ilustra en la fig. 1-1.

Figura 1-1: Atomo deformado en presencia de un campo eléctrico E.

Si la intensidad del campo eléctrico incidente es lo suficientemente pequeno como para que



su relacién con la separacién promedio de las cargas en el atomo sea lineal, se tiene que
P = aepF, (1-1)

donde P es el momento dipolar (una medida de separacién entre cargas positivas y negativas),
€p, es la funcién dieléctrica del medio en el que se encuentra la particula y « es la polarizabilidad

atémica, cuyo valor depende de las caracteristicas del atomo en cuestion.

Ahora, si se considera no sélo un 4tomo, sino un trozo de materia macroscépica conformado
por millones de atomos, se dice que la materia en su totalidad estd polarizada si el momento
dipolar promedio de los dtomos que la componen es distinto de cero. Una medida de la po-
larizacién macroscépica es ]3, que llamaremos vector de polarizacién, y que no es mas que el
momento dipolar promedio por unidad de volumen. P puede ser calculado, si suponemos que las
particulas microscépicas que componen el pedazo de materia macroscépica tienen un momento
dipolar promedio P, como P=N P, donde N es el nimero de dtomos (o bien, moléculas) por

unidad de volumen.

La mayoria de los materiales, si interactian con campos no tan fuertes como para ionizar

los 4tomos que la componen, tienen una respuesta lineal, es decir,
ﬁ == 60X8E7 (1_2)

donde . es la suceptibilidad dieléctrica del material, que es una cantidad adimensional que
depende del material que se polariza y de la frecuencia del campo eléctrico con que este se

excita, y €g es la permitividad del vacio, una constante fisica.

A partir de la suceptibilidad dieléctrica, podemos definir la funcién dieléctrica del material,

que esta dada como
& (w) =14 xe(w). (1-3)

Esta funcion dieléctrica contiene toda la informacién necesaria para calcular la respuesta que
tendrd un material cuando interactiia con un campo eléctrico, y por lo tanto caracteriza elec-

tromagnéticamente a los materiales.



1.1.1. Carga ligada y carga libre

El potencial eléctrico debido a un momento dipolar p’ estd dado por [6]

—

1 (=77
dmeg |7 — 713

V(r) =

)

donde 7 es la posicién de la particula con momento dipolar p'y € es la permitividad del vacio.
Por lo tanto, el potencial generado por un material con polarizacién P y volumen V', serd

d)(,,;») _ 1 /V (7?_ 7’/) i P(T’) d’Ul, (1_4)

 4Teg |7 — 7|3

pues 7 = P(r')dv’. Ahora, como V/ —= = ﬂ_ﬁl'

_r=r__
=
|[7—77] |7—7r7|3

tenemos que la ec. (1-4), después de sustituir

esta identidad y aplicar el teorema de la divergencia, toma la forma

o(7) = 1(% 1qﬁWymw—/<fqv“ﬁﬁ%>7 (1-5)

 drwe
donde n es un vector unitario normal a la superficie del material polarizado, S.

Si definimos o (7) = P(7) - 1y py(7) = —V - P(F) y sustituimos en la ec. (1-5), se tiene

N 1 O'b(ﬁ) / pb(ﬁ) / _
o) = T (7{; " +/v 7~ 7] dv) | )

De aqui, puede interpretarse que o, v pp son densidades de carga superficial y volumétrica,

respectivamente. Estas densidades de carga son inducidas en el material por el campo electro-
magnético externo. Ademads, recordemos que el potencial de la ec. (1-6) corresponde al campo
generado por la polarizacién del material solamente, pues no se consideré al campo externo que

pudo haber sido usado para generar la polarizacién.

Para clarificar el significado fisico de op, y pp, veamos que la polarizacién P es una especie
de promedio volumétrico del momento dipolar p, y que éste es una medida de la distancia
entre la carga eléctrica positiva y negativa en una particula microscépica. Ahora bien, podemos
pensar que varias de estas cargas microscépicas pueden apilarse para conformar una densidad
de carga macroscépica si su momento dipolar no es aleatorio (i.e., P # 0). Esto equivale a tener
densidades de carga que emergen directamente del ordenamiento de los momentos dipolares a
pesar de que las cargas negativas y positivas se encuentren ligadas a cada uno de los dtomos
que conforman el material. Por esta razon, a las cantidades o3 y pp se les llama densidades de

carga ligada.



Por otro lado, es posible definir las densidades de carga libre como oy = o—op y py = 0— Pyt
donde o y p son las densidades de carga superficial y volumétrica totales, respectivamente. Esta
carga libre tiene varios origenes, por la que la podemos identificar como toda carga que no es

resultado de una polarizacién [6].

1.1.2. Condiciones a la frontera

Es posible utilizar lo establecido en la secciéon 1.1.1 para generar condiciones a la frontera
adecuadas para la materia polarizable. Sustituyendo p = p, +pr y pp = =V - P en la ley de

Gauss se obtiene:

— + —Vﬁ—i- — —
V'Ezﬁzpb Pf: pf:>V'(€0E+P):pf.

€0 €0 €0

En este punto es conveniente definir el vector de desplazamiento eléctrico:
D= GOE + P.

El vector desplazamiento eléctrico D cumple con la ley de Gauss

—

cuya forma integral es

7{ D -d5 = Qj ene, (1-7)
S

donde S es la superficie que encierra un volumen y Q¢ ecne €s la carga libre contenida en ese
volumen.

Si se tiene un material con densidad de carga superficial libre o, de la ec. (1-7) se sigue la
condicion a la frontera para el vector desplazamiento eléctrico,

— —

(D2 — Dq) - o1 = oy, (1-8)

donde 721 es un vector unitario normal a la superficie donde estd la densidad o, dirigido de la
regiéon 1 a la regién 2.

Por otro lado, la forma integral de la ley de Ampere es

7{ H - d5 = Ifene, (1-9)
S

'La b en el subindice viene del inglés “bounded”, mientras que la f de “free”.



donde Iy, es la corriente libre total. De la ecuacién 1-9 se puede obtener la condicién de

frontera para el campo magnético
(Hy — Hy) x iy = jy, (1-10)

donde j; es la densidad de corriente superficial.

1.2. Extincién de luz por materia

La interaccién de luz y materia, al tratarse de la accidn reciproca entre una onda electro-
magnética y un cimulo compuesto por particulas polarizables, puede ser estudiada como un
fenémeno electromagnético. El resultado de esta interaccion dependera de la forma, tamano y
composicion de la particula sobre la que incida la luz, asi como del medio homogéneo que la
rodea.

Considerando que sobre una particula arbitraria embebida en un medio homogéneo se incide

una onda electromagnética plana y arménica de la forma
E; = Eyexplik - & — iwt), H; = Hoexp(ik - T — iwt),

donde la parte real de Eo y I—fo representa, respectivamente, la intensidad y polarizacién de los
campos eléctrico y magnético incidentes sin ninguna modulacién espacial o temporal; k es el
vector de onda apropiado al punto en el que se esté evaluando; & es el vector de posicion; w es
la frecuencia angular de oscilacién; i = /—1 y t es el tiempo.

En este trabajo se considerara sélo la interaccién de materia con ondas electromagnéticas
planas. Esto no representa gran restriccion, pues la interaccién de una particula arbitraria con
un campo electromagnética igualmente arbitrario puede ser expresada como la superposicién
de ésta misma particula interactuando con campos electromagnéticos planos y arménicos cal-
culados a través de la descomposicién de Fourier del campo arbitrario inicial.

Como en todo fenémeno electromagnético, las ecuaciones que lo rigen son las de Maxwell,

las cuales, si tenemos particulas neutras, se reducen a

V-E=0, V x E = iwuH
. . . (1-11)
V-H=0, V X H = —iweF

donde € y p son la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del medio en el que



estemos evaluando las ecuaciones, respectivamente [7]. Usando las ecs. (1-11) para obtener el
rotacional del rotacional del campo eléctrico y magnético, y ademés utilizando la identidad

vectorial

donde V2C€' =V - (VV), se obtiene que estos campos deben satisfacer su respectiva ecuacién de

onda,
V2E + k*E = 0, V2H + k*H =0,
donde podemos escribir al vector de onda como k% = w?ep.

Se procede ahora a separar el espacio en dos regiones: una correspondiente al interior de la
particula, que denotaremos con el subindice 1, y otra correspondiente al medio homogéneo en el
que esta estd embebida, denotada por el subindice 2. Fuera de la particula, el campo esta dado
por una superposiciéon del campo creado por la particula como respuesta al campo incidente y

por el campo incidente mismo, por lo que puede ser expresado como

— — —

E2 - Ez + Esca: Ii—f2 - Hz + ﬁsca:

donde Esm y H sca Te€presentan los campos eléctrico y magnético esparcidos por la particula,

respectivamente? [7].

Definamos ahora a F' como la frontera entre las regiones 1 y 2, es decir, la superficie de la
particula. En la seccion anterior, se establecién que las variables € y p caracterizan la respuesta
de los materiales a los campos eléctricos. La frontera F divide el espacio en dos zonas con
propiedades electromagnéticas distintas, lo que se expresa matemadticamente con un cambio
abrupto de € y de p entre regiones, provocando asi una discontinuidad. La diferenciabilidad de
E y H requerida en las ecs. (1-11) exige que estos campos sean continuos en alguna vecindad
abierta alrededor del punto en el que se aplican las ecuaciones; a pesar de esto, de la forma
integral de las ecuaciones de Maxwell, es posible derivar condiciones a la frontera para estos

campos, obteniendo asi, para nuestro caso particular,

(Ey — Ey) x 2 =0, (Hy — H,) x 2 =0, (1-12)

2el subindice sca se hereda del inglés scattering

10



donde 7 es un vector normal unitario dirigido hacia afuera de la particula y todas las cantidades

son evaluadas en algin punto perteneciente a F' [7].

Estudiemos ahora en la energia electromagnética esparcida por la particula. Podemos estu-

diar esta cantidad a partir del vector de Poynting en la regién 2, teniendo entonces

. | L. . .
Sy = 5 Re[Ey x Hy') = JRe[(E: + Eea) x (H; + H,,))

2 sca
—

1 rT % - r 7% - FT % - r 7%
= §Re[(Ei X HY )+ (Esca X H.,,) + (Ei X Hyp) + (Esca X H)]

sca sca

(1-13)
= Si + Ssca + Re[(E; x H,,) + (Esca X H})]
= 5_:2 + gsca + gemt'

De la ecuacién anterior, es posible notar que el flujo de energia electromagnética depende tanto

de la onda incidente y del campo esparcido por la particula, asi como de otro término que toma

en cuenta la interaccién de estos dos campos, representado por Sey:.

Consideremos ahora una esfera rodeando a la particula cuya superficie denotaremos por A.

La energia electromagnética que cruza esta superficie esta dada por
Wy = —/ Sy - adA, (1-14)
A

donde 74 es un vector unitario normal a la superficie A. Comparando las ecs. (1-13) y (1-14),

tenemos que
Wo = Wi = Weca + Weat,
donde
W= — /A Wi iiadA, Wi = /A Wiea - fiadA,  Wear = — /A Wt - f1adA. (1-15)

Como los campos esparcidos tienen origen en la particula y van hacia afuera de ésta, es
necesario que Wy, tenga el sigo opuesto que W; y Weye. Si el signo de Wy, fuera el mismo
que el de W; y Weyy, la ecuacion indicaria que dentro la particula estd siendo generada energia.
Notemos también que si el medio que rodea a la esfera es no-absorbente (es decir, su indice
de refraccién es puramente real), el término W; se hace cero, pues en ausencia de particula
el campo incidente no perderia potencia, por lo que la energia electromagnética que entra en
la esfera debe ser la misma que la que sale; ademds, esto hace que W5 sea independiente del

tamano de la esfera imaginaria con la que se rodea a la particula. Por lo tanto, en un medio no

11



absorbente, se tiene que

We:vt = Wsca + W2~ (1—16)

En este punto, es conveniente analizar el significado fisico de cada una de las cantidades
presentadas en la ec. (1-16). El término W,y representa la cantidad de energia perdida en el
volumen de la esfera (que contiene la particula) debido a la interaccién del campo incidente y
el campo esparcido por la particula. Ws., toma en cuenta el campo esparcido generado por la
particula; como este campo se genera dentro de la esfera, Wy, debe ser siempre positivo. Por
otro lado, W5 toma en cuenta otro mecanismo por el cual se pierde energia electromagnética:
la abosorcién; por a esto, es conveniente renombrar Wy = Wys. La absorcién se debe a la
transformacion de la energia electromagnética que lleva la onda dentro de la particula; esta
energia se transforma principalmente en calor, pues al acelerarse las cargas que conforman la

particula se generan colisiones, que a su vez generan energia térmica.

Es conventiente establecer cantidades independientes de la energia del campo incidente.

Para esto, se definen las secciones transversales como

Cp = (1-17)

2
donde I; es la irradiancia del campo incidente (Ii = i%) v « = abs, sca, ext. Como el

vector de Poynting tiene unidades de watts por metro cuadrado, es decir, S [:]%

, se tiene

que W, [=|Watts; por otro lado, la irradiancia tiene las mismas unidades que el vector de

Poynting, por lo que las secciones transversales tienen unidades de area, i.e., Cy[=]m?.

Se tiene, de la ec. (1-16), que
Cext = Cabs + Csca- (1-18)

Existe una manera de encontrar Cyps que ilustra su significado fisico. Como se dijo anteriormente

Caps €s la energia disipada dentro de la particula, y una manera de calcularla es
1
Cabs = T Qr dU, (1'19)
1 JV
donde v es el volumen de la particula y @), son las pérdidas de energia. @), tiene la expresién
1 o Tk
Qr = iRe[E'J ],
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donde J es la densidad de corriente de desplazamiento [8]. Estas pérdidas de energia dentro
de la particula se deben al calentamiento Joule, un fenémeno que ocurre cuando un material
es sometido a un campo eléctrico, que moviliza a las particulas cargadas provocando que éstas
choquen con los iones del material.

Por otro lado, para calcular Cs., podemos usar la ec. (1-13), donde se establece que §Sca =

[ Esea x HZ,,], por lo que utilizando las ecs. (1-15) y (1-17), tenemos

sca
1L V[
O = — / S - AiadA = — / [Bua x ] - fia dA. (1-20)
I Ja I; 4

Otras cantidades utiles definidas a partir de las secciones transversales son las eficiencias,
que se definen como el coeficiente de las secciones transversales entre el area transversal de la
particula en direccién perpendicular a la onda incidente, es decir,

_G
==,

Qu
donde A es la seccién transversal geométrica de la particula y x = abs, sca, ext. Qe €s la
relacién entre la luz extinguida por la particula partiendo desde la dptica geométrica (que se
corresponderfa directamente al drea transversal de la particula) y la luz extinguida si tomamos
en cuenta a la luz como un fenémeno electromagnético.

Notemos que las eficiencias dependen de la forma de la particula y del material que la com-
pone. La geometria de la particula determina la forma de la frontera F', donde las condiciones a
la frontera [ecs. (1-10), (1-8) y (1-12)] deben cumplirse. Por otro lado, el material de la particula
y del medio determinan los valores de la permitividad (e) y permeabilidad (i) que se usaran.
En este punto, es importante notar que las ecuaciones de Maxwell, ecs (1-11), y las condiciones
a la frontera son suficientes para determinar completamente al problema.

A pesar de que el problema fisico quede completamente definido al establecer la geometria
y el material de la estructura que va a interactuar con la onda electromagnética, no es posible
encontrar analiticamente, para una geometria arbitraria, campos electromagnéticos esparcidos
que cumplan con las condiciones a la frontera. Una de las geometrias cuya solucién se conoce
analiticamente es la de una esfera homogénea aislada, cuya solucién fue dada por Gustav Mie,
vy que se presenta en la seccién 3.1. Existen también soluciones analiticas exactas sélo dentro
de un limite fisico: tal es el caso de la representacién espectral, que se explica en la seccién 3.2

y que es valida dentro del limite cuasiestatico.
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Por otro lado, podemos encontrar los campos electromagnéticos esparcidos utilizando so-
luciones numéricas. Utilizando soluciones numéricas se obtienen los campos electromagnéticos
esparcidos de manera aproximada, utilizando aproximaciones para resolver el sistema de ecua-
ciones diferenciales parciales dado por las ecs. de Maxwell con sus respectivas condiciones a la

frontera. De estos métodos se hablard en elcapitulo 4.
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Capitulo 2

Absorcion de la luz y plasmones

En las secciones 1.1 y 1.2 se estableci6 el marco tedrico general de la interaccién de un campo
eléctrico con un material. En esta seccion se presentan fenémenos propios de la interaccién de

la luz con una particula con dimensiones nanométricas.

2.1. Resonancias plasmodnicas

Cuando una particula hecha de algin material conductor (i.e. un material cuyos electrones
son mayoritariamente libres [6]) es irradiado con luz, los electrones serdn desplazados debido al
campo eléctrico. Ademads de esta fuerza, existe también una fuerza restitutiva de Coulomb que
genera atraccién entre los electrones y los iones, por lo que, si se apagara sibitamente el campo
eléctrico incidente, los electrones oscilarian alrededor del punto de equilibrio con una frecuencia
caracteristica, tal como lo harfa un resorte. Ahora bien, estas oscilaciones pueden acoplarse a la
luz, si ambas tienen la misma frecuencia, produciéndose campos eléctricos oscilantes fuera de la
particula. Si las oscilaciones del electrén producidas por la interaccién con la luz son colectivas, a
este tipo de excitacién acoplada se le llama plasmén [9], siendo los electrones excitados aquellos
que son libres de moverse, i.e., aquellos que estan en la banda de conduccién.

Debido a que la velocidad de fase de los plasmones no confinados no es comparable a la velo-
cidad de fase de la luz, no es posible excitarlos de manera directa en un material macroscépico;
para observar plasmones en materiales macroscépicos, es posible utilizar ya sea un prisma con

un indice de refraccién mayor al del vacio o un arreglo periédico [10].
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Sin embargo, existe un tipo de plasmén que si podemos excitar de manera directa: el plasmoén
de superficie localizado. Los plasmones de superficie localizados se dan en la superficie de estruc-
turas nanométricas con dimensiones menores a la longitud de onda del campo electromagnético
que las irradia. La luz, al interactuar con los electrones en la banda de conduccién en la su-
perficie de la nanoparticula, puede producir oscilaciones plasménicas localizadas, generando asi
densidades de carga superficial. Las frecuencias a las que ocurren estos plasmones de superficie
localizados se corresponden con un pico de absorcion de luz, pues a esta frecuencia los electrones
absorben la energia necesaria para generar la oscilacién colectiva; esto provoca que una varia-
cion en las resonancias plasménicas se identifique con el cambio de color de una suspensién de
particulas nanométricas. Estos cambios se pueden controlar variando la geometria, el tamano
o el material de las nanoparticulas, pues como ya se dijo en la seccién 1.1, cualquiera de estos
cambios modifica la respuesta electromagnética de una particula. Un ejemplo de esto puede
verse en la fig. 2-1, donde se muestran soluciones de nanoprolatos de oro con diferente relacién
de aspecto; el cambio en la geometria de la nanoparticula produce un cambio en el espectro de

absorcion, generando los distintos colores de las soluciones.

Figura 2-1: Soluciones de nanoprolatos de oro con diferente relacién de aspecto. Imagen tomada
de la referencia [11].

2.1.1. Modelo de Drude para la funcién dieléctrica

Uno de los muchos factores que define la respuesta éptica de un material es su funcién

dieléctrica. Hasta este momento, no se ha tratado el tema de cémo encontrar ésta funcion, ya
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sea experimental o tedéricamente. En esta seccién, se expondra un modelo publicado por el fisico
alemén Paul Drude en 1900 [12], llamado cominmente modelo de Drude o modelo de electrones
libres, y que proporciona una primera aproximacion a la funcion dieléctrica de un conductor.
Este modelo surge de tratar a los electrones en un conductor como si fueran particulas de un
gas que no interactiian entre si, relajandose a través de colisiones con los iones positivos de la

red cristalina del metal.

La justificacion fisica que nos permite tratar a los electrones como particulas libres viene de
que, a primer orden, las interacciones de los electrones con los iones pueden ser consideradas
como aleatorias. Por esta razon, para tomar en cuenta las interacciones ién-electrén, es posible
considerar no la masa m de los electrones, sino una masa efectiva m*, con m* > m [9]. Bajo
estas consideraciones, la ecuacién de movimiento del electrén sera la de una particula de masa
m* sometida a una fuerza eEtOt, donde e es la carga eléctrica del electrén y Etot es el el campo
eléctrico total. Ademas, el electrén sentird una fuerza de amortiguamiento dada por v, y que
es directamente proporcional a la velocidad. La ecuacién resultante es

Ld2E dz =
m Tl + vm*ﬁ = eEiot, (2-1)

donde Z es la posiciondel electrén y t es el tiempo. Si el campo Ei.: se considera oscilante con

una frecuencia w, entonces la solucién a la ecuacién 2-1 estd dada por [7]

Fw) = — <W> (2-2)

—w(w + 1)

La polarizabilidad estd dada por p'= eZ, por lo que se tiene, de la definiciéon de la polariza-

bilidad P = N7y utilizando la ec. (2-2), que

2
~ w .
Plw)= —2 —_¢F 2-3
(w) "o+ i) €0 Lot (2-3)
donde wg = 6]:;?* es la frecuencia de plasma de bulto, siendo n la densidad volumétrica de

electrones pertenecientes al gas.

Si se comparan las ecs. (2-3) y (1-2), obtenemos

2
“Wp

Xelw) = =y
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Finalmente, comparando con la ecuacién (1-3), tenemos

w2

er(w)=1-— 7&)((,0 _i ) (2-4)
Si se hace tender v — 0, lo que equivale a eliminar el amortiguamiento, se sigue de la ec.
(2-4) que la parte imaginaria de la funcién dieléctrica se vuelve cero, i.e. Im[e(w)] = 0, y también
que la funcién dieléctrica evaluada en la frecuencia de plasma es cero, i.e. e(w = wp) = 0. Se
puede demostrar que en las frecuencias donde e(w) = 0 el desplazamiento de los electrones es
finito y longitudinal; este desplazamiento coherente de los electrones es llamado plasmén de
bulto [9]. Estas excitaciones no pueden acoplarse directamente con la luz, debido a que las
ondas electromagnéticas son transversales.
Ademss, las cantidades v y w, deben ser conocidas si queremos modelar el comportamiento
de un metal con la ecuacion 2-4; las funciones dieléctricas obtenidas con el modelo de Drude y
aquellas obtenidas experimentalmente tienen mayor coincidencia a frecuencias bajas, es decir,
cuando el comportamiento de los metales es mas parecido al de un conductor perfecto. A
frecuencias altas, los electrones no son capaces de responder de manera instantanea a los cambios
del campo eléctrico, por lo que el modelo no es bueno en esta regién. Esto se observa en la fig.

2-2.

2.1.2. Plasmones polaritones de superficie

Existen plasmones que se generan en la interfaz entre un metal y un dieléctrico. Estas exci-
taciones, llamadas plasmones polaritones de superficie, se propagan en la direccién paralela a la
frontera metal-dieléctrico pero son evanescentes en la direccion perpendicular. Para modelarlos,
se denotan las regiones 1 y 2 como aquellas en donde se encuentran el dieléctrico (que se define
como vacio, € = 1) y el metal, respectivamente, y cuya frontera coincide con la linea y = 0, tal
como se muestra en la fig. 2-3. En la region j, el campo eléctrico generado por esta excitacion,

suponiendo que es una onda electromagnética con frecuencia w, estd dado por
E; = (B2 + Eyy)expli(kjzx + kjyy — wt)).

De la ecuacion anterior se deduce que si el vector de onda k en cierta direccién es real, se trata
de una onda propagante, mientras que si se trata de uno imaginario, la onda es evanescente; por

esta razon k; debe ser real, mientras que k, debe ser imaginaria [9]. El campo eléctrico generado
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Figura 2-2: Comparacién de la parte real e imaginaria de la funcién dieléctrica del oro obtenida
a través del modelo de Drude, €pyyqe, con pardmetros wy, y v obtenidos de la referencia [13], y
de datos experimentales [14], €czp.

por una excitacién plasménica también debe de cumplir la condicién a la frontera €1 F, = €2Foy;

que el campo electromagnético debe ser transversal, £k, + Eyk, = 0; y la relacién de dispersién

., . 2 . . 7
en cada region, es decir, k? = %5~ (alo largo de este trabajo, se considerard y = 1, por lo que

la relacién de dispersién es k2 = %) Ademads, como la fase del campo debe ser continua sobre

la interfaz, se definié k, = ki, = kos.

Estableciendo todas las condiciones mencionadas en el parrafo anterior, se obtiene la relacién

de dispersién en la interfaz [9]

2 €1 62&)2 62(«]2

" R tea) 2lta) (2-5)

Si se supone que el metal tiene una funcién dieléctrica tipo Drude con v = 0, después de insertar
la ec. (2-4) en (2-5), se obtiene que

2
p

12 — B w2\ w? fwg B w2\ w? fwf, 0
P @\ @) s m T\ @) e (26)
A2 -7) -7 :

w

2
., w. . ’ .
donde se definié w? = - ws es la frecuencia del plasmén de superficie.
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Figura 2-3: Interfaz entre el aire, con constante dieléctrica e; = 1 y el metal, con es.

Veamos que si w, > w > wg, entonces k2 < 0, por lo que k, es imaginario. Debido a esto,
la condicién de que k, sea real se cumple s6lo si w < w, 0 si w > wy,. Es posible demostrar
que la condicién de que k, sea imaginario se cumple sélo en el caso cuando w < w; [9]. De las
condiciones a la frontera, es posible obtener la relacion % = —E—f, por lo que se debe de cumplir

que Relea] < 0 para que estos modos existan.

Ademas, como

wQ—wg
———5 > 1,
w? — w3

de la ec. (2-6) se deduce que el vector de onda k, del plasmén de superficie, para cualquier
frecuencia w del campo incidente, es mayor que el vector de onda del campo electromagnético
incidente, por lo que estas excitaciones no se acoplan directamente a las ondas de luz. Para
lograr este acoplamiento, es posible hacer incidir la luz a través de un prisma, modificando de
esta manera €1, o tener un patrén de rejilla en la interfaz [10]. A estos modos de excitacién se
les conoce como plasmones polaritones de superficie, pues los campos decaen exponencialmente

en direccién perpendicular de la frontera entre las dos regiones.

20



2.2. Aproximacién cuasiestatica

El ojo humano puede ver ondas electromagnéticas con una longitud de onda entre 390
y 700 nm; a la radiacién en este espectro de longitudes de onda la llamamos luz [15]. Si la
particula nanométrica que interactia con luz es muy pequena comparada con la longitud de
onda del campo incidente, en el volumen que ocupe la particula no habra variaciéon del campo
eléctrico, por lo que podemos considerar al campo eléctrico dentro de la particula como uniforme
espacialmente a un tiempo dado, simplificando asi su respuesta electromagnética. Esta es la
llamada aproximacién cuasiestatica.

En un instante dado, una onda electromagnética plana viajando en direccion Z tiene la

magnitud Epexp(ikz). Si este campo incide sobre una particula de radio R, y se tiene que
w
kER=—nR < 1, (2-7)
c

donde n = /€ es el indice de refraccién de la particula, entonces se tiene que exp(ikR) =
exp(—ikR) =~ 1, por lo que el campo puede ser considerado como uniforme espacialmente.

Por otro lado, el tiempo en el que se actualiza el campo es del orden de 7 = 1/w, y el tiempo
que tarda una senal eléctrica en propagarse en toda la esfera es del orden 7 = Re[n]R/c [7]. Si
queremos aproximar una onda incidente de frecuencia w a una onda estatica en el tiempo, se
debe de poder decir que la senal recorre la totalidad de la esfera de manera instantanea, o lo

que es lo mismo, que 7" < 7, que equivale a que
27 Re[n|R/A < 1, (2-8)

pues w = 27me/ . Si se cumplen las ecs. (2-7) y (2-8), entonces podemos modelar una onda plana

como un campo eléctrico uniforme.

2.2.1. Esfera en campo eléctrico uniforme

En esta seccidn se resuelve el problema de una esfera homogénea con una funcién dieléctrica
€(w), embebida en un medio con funcién dieléctrica constante €y, siendo irradiada por un campo
eléctrico uniforme EO = FEyZz. Es importante notar que por esfera homogénea se entiende una
esfera cuya respuesta a un campo electromagnético puede ser caracterizada por una funcién

dieléctrica €(w) y una permeabilidad p(w) en la totalidad de su volumen, lo que implica no sélo
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que la esfera esté compuesta de un sélo material, sino también que ésta sea lo suficientemente
grande como para poder promediar las contribuciones al campo eléctrico debido a electrones o

protones.
Podemos utilizar el potencial eléctrico @, definido a través de la ecuacion
E=-Vo, (2-9)
para calcular el campo eléctrico en todo punto del espacio.

Se comienza por dividir al espacio en dos partes: dentro y fuera de la esfera, lo que en
coordenadas esféricas equivaldria, para una esfera de radio R, en una regién con r < R (regién
1) y otra con r > R (regién 2). La ventaja de utilizar un potencial escalar es que si usamos la
ec. (2-9) en la ley de Gauss para este problema en especifico, se llega a que en ambas regiones
el potencial debe satisfacer la ecuaciéon de Laplace, pues no hay densidad de carga volumétrica
total. Ademads de esto, segtin la condicidn a la frontera, ec. (1-8), los potenciales deben satisfacer,
enr =R,

0P, 0Py
o1, 2 2-1
“or hTor (2-10)

donde se ha obviado que la funcién dieléctrica depende de la frecuencia w. A partir de este

punto, se sobreentiende € = e(w).

Otra condicién que se debe de cumplir es que lejos de la particula se recupere el campo

original, es decir,

lim ®9 = —Eyrcosf,
r—00

donde 6 es el dngulo polar en coordenadas esféricas. Es importante notar que no es necesario
tomar en cuenta al angulo azimutal debido a la simetria del sistema, por lo que es posible pasar

de coordenadas esféricas a polares.

La solucién a las ecuacién de Laplace con la condicién a la frontera (2-10), estd dado por

los potenciales

3ep,
P = — E 0
1 e 26h o7 COSU,

R3cosf € — e (2-11)

r2 e+ 2¢,’

dy = —Fyrcos + Ey
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y utilizando la ec. (2-9) se llega a los campos

El = _'3_6; EO?
€+ 2¢p,
2-12
= - 137(7-p)—p ( )
Ey=Ey+Ey5—F—"—,
T 4ep,
donde se definié al momento dipolar como
— Eh
= Epdne, R? : 2-13
P omen + 2ep, ( )

La justificacién fisica de identificar la cantidad mostrada en la ec. (2-13) con el momento dipolar

es que el potencial del campo eléctrico generado por un dipolo ideal es [7]

P
A3’

por lo que comparando esto con la ec. (2-11), se puede ver que el potencial fuera de la particula

estd dado por el campo externo més una parte debida a un dipolo, como se muestra en la ec.

(2-13).
Ademds, es posible obtener la polarizabilidad de la particula comparando las ecs. (2-13) y
(1-1), obteniendo asi

3 E_Eh
€+ 2,

o =d4mr (2-14)

La polarizabilidad mostrada en la ec. (2-14), ademés de ser la respuesta de la particula a un cam-
po incidente, también se relaciona con las secciones transversales de absorcién y esparcimiento.
Sin embargo, si la particula es pequena comparada con la longitud de onda, el esparcimiento es
pequena comparada con la absorcién, por lo que se tiene que Cyps = Ceyy [7]. Con lo anterior,
se obtiene

27rnh

Caps = Ima], (2-15)

1/2
donde nj, = (%) es el indice de refraccién del medio y A es la longitud de onda de la luz

incidente.

De la ec. (2-12), es posible ver que el campo fuera de la particula tiene un maximo cuando
Rele(w)] = —2€p; que es una condicién de resonancia dipolar para la esfera. Ademds de la
solucién para una esfera homogénea, existen soluciones para esferoides y esferoides anidados en

el limite cuasiestético [7].
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2.3. Funcion dieléctrica modificada

Las funciones dieléctricas son obtenidas experimentalmente sobre materiales en bulto, donde
el camino libre medio de los electrones (la distancia promedio que recorre un electrén antes de
colisionar), ¢, es mucho menor al de las dimensiones del material. A la nanoescala, esto no
es necesariamente cierto, pues el camino libre medio de los electrones en metales usualmente
es de decenas de nanémetros (valores del camino libre medio de los metales més conductores,
obtenidos a través de primeros principios puede ser encontrada en [16]), provocando que haya
una fuente de amortiguamiento extra al colisionar los electrones contra la superficie del material,
y no sélo entre ellos. ¢, se relaciona con la constante de amortiguamiento v de la ec. (2-1) a
través de la expresion ¢ = vp/v, donde vp es la velocidad de Fermi [17] de los electrones de
conduccion en el material de la particula. En esta seccion se presenta la llamada correccién de
tamano finito, que pretende corregir, utilizando el modelo de Drude, las funciones dieléctricas
obtenidas de manera experimental para tomar en cuenta este amortiguamiento extra.

En general, existen dos contribuciones principales para la funcién dieléctrica ¢ de un ma-
terial, aquellas provenientes de transiciones electrénicas dentro de la banda de conduccién,
llamadas intrabanda, y aquellas que se dan cuando un electrén salta de una banda a otra, lla-
madas interbanda. En algunos materiales, las transiciones intrabanda son las més importantes,
pues las bandas con menor energia que la banda de conduccién estan completamente llenas,
mientras que la de conduccién estd parcialmente llena. Sin embargo, en algunos metales nobles
tales como la plata y el oro, los dos tipos de transiciones son importantes [17], pues la banda
de conduccién se traslapa con bandas vacias de menor energia, tal como se puede ver en la fig.
2-4.

Las transiciones intrabanda son representadas por el modelo de Drude, pues este sélo toma
en cuenta electrones libres, es decir, electrones que se encuentran en la banda de conduccién.
Estos electrones son los causantes del amortiguamiento extra debido al tamafio finito, pues al
estar practicamente libres en todo el volumen del material, son los que colisionan contra su
superficie. Por esta razoén, la correccién de tamano finito debe hacerse sobre la contribucién
intrabanda, y si ésta es modelada por el modelo de Drude, el pardmetro de amortiguamiento
~v debe ser modificado, aumentandolo para tomar en cuenta estas colisiones, es decir, 7 —

v+~/(L), donde v/(L) depende de un pardmetro relacionado con el tamano de la particula, L.

24



47
f,v/ -
2
ade  pemmeemeded ke
o 33
-2+
>
R
< N P
-h-
?N 6 [
7
-6 / &
. 7 T
] = Z
5
-84
¥ 5 EAg 5 5 5
r I X z W a L I8 r L K s X

Figura 2-4: Estructura de bandas de la plata, obtenida de la referencia [18]. Los diferentes
péneles de la figura corresponden a distintas trayectorias entre puntos de alta simetria.

Considerando una funcién dieléctrica experimental, cuyas contribuciones son tanto inter-

banda como intrabanda, podemos escribir

€exp = €Drude T €inter;

por lo que si se quiere obtener la funcién dieléctrica corregida, que denotaremos por €copr,
debemos de restarle a la funcién dielectrica experimental la parte de Drude con ~ y luego

sumarle otra parte de Drude utilizando v + +/(L), es decir,
w? w2

€eorr(0) = €eap(w) = €Drude (@) + €Druge (W) = Cepl(w) + w(w J;; ) wlw+ i(I:Y +)] (2-16)

Usualmente, se utiliza la relacién /(L) = Avgp/L, donde A es un pardmetro adimensional
cercano a un cuarto. Existen varias maneras de calcular L, sin embargo, aqui se utilizara una,
desarrollada en la referencia [19], que usa un enfoque de probabilidad geométrica y relaciona L
directamente con el camino libre medio efectivo de los electrones en una geometria en particular,

llegando finalmente a la expresién

: (2-17)



donde V es el volumen de la particula y S su area superficial. De esta relacién es importante
notar que entre mayor sea la particula, mayor serd el cociente del volumen y el area superficial,
provocando asi que 7/ tienda a cero conforme crece la particula. Esto es de esperarse, pues entre

mayor sea la particula, menor es la correccién por tamano finito necesaria.

Figura 2-5: Partes imaginarias y reales de la funcién dieléctrica experimental y corregida de la
plata. La correccion se hizo considerando una esfera de radio 2 nm.

La parte imaginaria de la funcién dieléctrica se relaciona con la absorcion de energia de la
particula [7], y como la correccién por tamano finito considera un mecanismo extra de amor-
tiguamiento, es de esperarse que ésta aumente. En la fig. 2-5, se puede observar que la curva
correspondiente a la parte imaginaria de la funcién dieléctrica con correcciéon de tamano finito
se encuentra siempre por encima de la que corresponde a la funcién dieléctrica sin correccion.

Ademas, en la fig. 2-6 se puede ver que la resonancia plasménica se ensancha y disminuye
de intensidad al utilizar una funcién dieléctrica modificada. En lo que resta de este trabajo,

todas las funciones dieléctricas utilizadas tendran correccién de tamano finito.
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Figura 2-6: Espectro de absorcion de una esfera de 15 nm de plata, en vacio, utilizando la
funcién dieléctrica experimental y la modificada
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Capitulo 3

Soluciones analiticas al problema de

la interaccion luz-materia

3.1. Solucién de Mie

En 1908, una solucién al problema de la interaccién luz-materia fue esbozada por el fisico
aleman Gustav Mie [20]. El problema que se resolvi6 fue el de una esfera homogénea sin carga
interactuando con una onda plana.

El campo electromagnético esparcido por una esfera al ser irradiada por una onda plana
puede ser obtenido si se resuelven las ecuaciones de Maxwell (1-11) con las condiciones de
frontera (1-12) aplicadas en la superficie de la esfera. No es el objetivo de esta tesis reproducir los
célculos realizados para calcular los campos eléctricos y magnéticos dentro y fuera de la esfera,
pero el lector interesado los puede encontrar en la referencia [7]. Sin embargo, se estudiaran
algunas caracteristicas sobre esta solucién, mismas que ayudan a tener un mejor entendimiento
del fenémeno general.

Una vez obtenidos los campos dentro y fuera de la esfera, es posible relacionarlos con las

secciones transversales de extincién y dispersién. De la solucién de Mie se obtiene [7]

O
Cort = 13 > (2n+ 1) Refan, + ba,
n=1 (3_1)

U
Csca = p (2n + 1)(‘@&‘2 + ‘bn’2)7

n=1
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donde k = ™= es el vector de onda correspondiente al medio fuera de la particula y a, y by

estan dados por

n =

mapn (ma) Py, (x) = Yn(@)¢y, (ma)
mapn (ma)&), () — &n(x)yy, (ma) *
Yn(mi) Z(x)—%( ) (max)

Un(ma)g, (x) — m&n ()i, (ma)’

con m = 7%’ siendo nj el indice de refraccién de la esfera; x = kR, con R el radio de la esfera;

(3-2)

by =

y ¥(y) v &(y) son las funciones de Ricatti-Bessel, con la prima indicando diferenciacién [7].

Notemos que las ecs. (3-1) dan una expresién analitica de las secciones transversales de
extincién y dispersion, y que usando la ec. (1-18) podemos calcular Cgyps. Sin embargo, pues
estas expresiones son una suma infinita de funciones oscilantes. La solucién analitica ofrecida se
convierte entonces en una solucién aproximada, pues si se quiere calcular alguna de las secciones

transversales, la serie debe ser truncada para algin valor del indice n.

El indice n tiene un significado fisico interesante. Como se puede ver de las ecs. (3-2), y
al ser las funciones de Ricatti-Bessel definidas a partir de las funciones de Bessel esféricas, n
indica una decomposicién de los campos en ondas parciales con diferente simetria esférica [17];

los campos eléctricos y magnéticos obtenidos con n = 1,2, 3,4 se muestran en la fig. 3-1.

Las simetrias esféricas de los campos mostrados en la fig. 3-1 pueden ser identificadas con
campos generados por multipolos, donde n = 1 corresponde al campo de un dipolo, n = 2 al
de un cuadrupolo, n = 3 al de un octupolo, etc. La dependencia radial del campo eléctrico

esparcido por la particula, Fs.,, para diferentes valores de n estd dado por la ecuacién

o0 (1)
By 7 = Z " Eyay, cos ¢ cos0(2n + 1) P8, ¢) fin p(p) , (3-3)

n=1
donde 7 es el vector unitario radial en coordenadas polares, Fy es el campo incidente en la
particula,  y ¢ son los 4ngulos polar y azimutal de las coordenadas esféricas, P! es la funcién

(1)

asociada de Legendre, hy,’ es la funcién de Hankel del primer tipo y p = kr. En la ec. (3-3),
se muestra que los unicos términos dependientes de r son los que dependen de p. Se puede
demostrar que, para esferas pequenas comparadas con la longitud de onda incidente y alguna
n fija,

1

’Esca,n : f| 08 ma
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Figura 3-1: Campos eléctricos y magnéticos sobre la superficie de una esfera, calculados a partir
de la teoria de Mie. Las figuras fueron extraidas del articulo original de G. Mie [20].

teniendo asi que el campo eléctrico decae radialmente como un dipolo para n = 1, como un

cuadrupolo para n = 2, etc.

En las figs. 3-2 se muestran las resonancias plasmoénicas de esferas de plata embebidas en
vacio y en agua. En ambas figuras vemos que, conforme crece la particula, la resonancia principal
(localizada alrededor de los 375 nm y los 400 nm, cuando la particula estd en vacio y cuando
estd rodeada de agua, respectivamente) tiene un corrimiento hacia el rojo. En el caso donde la
particula estda sumergida en agua, se observa que para la esfera con radio de 25 nm emerge un
modo resonante alrededor de los 375 nm, mientras que en el caso de cuando la particula esta
en vacio, este modo ya se distingue claramente en una esfera con radio de 40 nm y se encuentra

localizado 350 nm.
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(a) Vacio, e = 1.00 (b) Agua, e, = 1.77
Figura 3-2: Espectro de absorcién de esferas de plata con distinto radio sumergidas en (a) vacio
y (b) agua.

El origen de los picos de absorcion que emergen conforme aumenta el tamano de la particula
es la variacion espacial del campo eléctrico dentro del volumen de la esfera. Estas variaciones

en el campo eléctrico pueden excitar modos de orden multipolar mayor.

3.2. Representacion espectral

En 1975, Ronald Fuchs [21] desarroll6 un método para obtener la respuesta electromagnética
de una particula (o un sistema de ellas) de geometria arbitraria, siempre y cuando esta fuera
lo suficientemente grande como para ser considerada homogénea pero lo suficientemente pe-
quena como para estar dentro del llamado régimen cuasiestatico, como se discutié en la seccién
anterior.

En la seccion 2.2 se dijo que es posible encontrar, a partir de la polarizabilidad, la longitud de
onda en la que existe una resonancia (para el caso de una esfera, cuando
Re[e(w)] = —2¢p) y, a partir de la ec. (2-15), la intensidad del pico de absorcién. Se define
la variable espectral como

J— 1 J—
Sl —e(w)/en

donde s(w) es compleja porque €(w) también lo es. Si se sustituye la variable espectral en la ec.

s(w) s(w) = s1(w) + is2(w), (3-4)
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(2-14), se tiene que

Vv

s(w) —1/3’ (3-5)

alw) = —

donde V es el volumen de la esfera.

El método de representacion espectral establece que es posible escribir a la polarizabilidad
de una particula de forma arbitraria como la suma sobre sus modos normales activos, es decir,

como

a(lw) ==V Z L, (3-6)

s(w) — sp
donde s,, es el n-ésimo modo normal activo y C, es un peso que indica qué tanto se acopla el n-
ésimo modo al campo externo. El valor numérico de s,, proporciona informacién de la frecuencia
a la que ocurre la resonancia, Re[s(w)] = sp,. Ademas, existen reglas de suma relacionadas con

estas cantidades, que son:

d Cn=1,
\ n
chaa,nsn =1,

a=1 n

donde « representa las componentes cartesianas del momento dipolar inducido, pues los valores
de C), varian segin la polarizacién del campo incidente [22]. Es importante resaltar que una de
las principales ventajas de este método es que tanto C,, como s, dependen tnicamente de la
geometria del sistema, por lo que las propiedades del material de la particula y su geometria

quedan desacopladas.

Sustiyendo la ec. (3-6) en (2-15), se obtiene que

_ 2nVny - C, _ 2Vny, Cpnsa(w) _
Cabs = A ! [zn: s(w) — sn A zn: [s1(w) — sn)? + s3(w)’ (3-7)

De la ec. (3-7) se observa que, para que el pico de absorcién sea significativo, no sélo se tiene
que cumplir la condicién de resonancia Re[s(w)] = s, sino que también la parte imaginaria de

la variable espectral, sa(w), debe ser pequena.

Comparando las ecs. (3-5) y (3-6), se tiene que la esfera en la aproximacion cuasiestética
tiene s6lo un modo activo, el dipolar, y el pico de absorcién de este espectro se da cuando

Re[s(w)] = 1/3. Segun la ec. (3-7), el pico de absorcién serd directamente proporcional al

32



volumen de la esfera e inversamente proporcional al valor de so(w) en la resonancia.

Figura 3-3: Espectros para esferas de oro y plata de distintos radios en vacio, obtenidos utili-
zando el método de representacién espectral.

En la fig. 3-3 se observa como los espectros de absorcién de esferas de oro y de plata tienen
s6lo una resonancia; esto lo predice la teoria ya que la esfera tiene un sélo polo. También, se ve
que la posicion del pico de absorcion no cambia si aumentamos el tamafio de la esfera, lo que
también predice la teoria ya que C), y s, dependen de la geometria de la forma de la particula

pero no de su volumen.

3.2.1. Dimero de esferas

Es posible calcular analiticamente los valores de C,, y s, para elipsoides, esferas anidadas
[23]. Ademés, el método de la representacién espectral también ha sido usado para estudiar el
sistema de una esfera interactuando con un sustrato [24], pudiendo de esta manera investigar
las fuerzas de Casimir generadas entre la esfera y el sustrato.

Ademas de los sistemas previamente mencionados, es posible calcular de manera analitica

la seccién transversal de absorcién dependiente y el campo eléctrico esparcido por un dimero
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esférico [25]. Para este sistema particulas, la geometria del sistema puede ser descrita tan sélo
por la variable adimensional D/R, donde D es la distancia entre las superficies de las esferas y

R es su radio.

Los pesos de acoplamiento en funcién de D/R se muestran en la fig. 3-4. En la grafica
podemos ver que, al estar mas cerca las esferas del dimero, los modos resonantes de orden
mayor al dipolar van adquiriendo més peso. Esto sucede debido a que, conforme acercamos
las esferas, el campo eléctrico que siente cada una de ellas se modifica en funcién del campo

eléctrico esparcido por la otra particula.

Figura 3-4: Pesos del modo n-ésimo modo normal contra D/R.

El método de representacion espectral también nos permite observar la contribucion al
campo eléctrico de un sélo modo activo resonante. Poder manipular la contribucion del campo
eléctrico de distintos modos activos es de gran interés, pues de esta manera es posible crear
campos eléctricos evanescentes de distintas simetrias que pueden ser utilizados para excitar
moléculas. En las figs. 3-5 y 3-6 se muestra el log \ESCQP calculado tomando en cuenta sélo las
contribuciones dipolar y cuadrupolar en las resonancias correspondientes. Se puede ver que los
campos generados por los diferentes modos normales activos tienen caracteristicas distintas,
debido a que el nimero de lugares que rodean a las esferas en los que el campo eléctrico decae

aumenta junto con la n del modo activo que se esté observando.
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Figura 3-5: Contribucién del modo dipolar a log|Ese|* en un dimero esférico de plata, con
D/R = 0.1 en la resonancia dipolar.

Figura 3-6: Contribucién del modo cuadrupolar a log |Eseq|? en un dimero esférico de plata, con
D/R = 0.1 en la resonancia cuadrupolar.
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3.2.2. Representacion espectral y funciones dieléctrica tipo Drude

Si se modela un material con la funcién dieléctrica de Drude, es posible encontrar una
expresion para la seccién transversal de absorcién que depende sélo de w, y 7. Se comenzara
derivando la forma de la variable espectral si se utiliza una funcién de Drude.

Sustituyendo la ec. (2-4) en (3-4) y considerando que el medio que rodea a la particula de
forma arbitraria es vacio, es decir, €, = 1, se tiene que

w + 1)

S(w) = W( w2

(3-8)

A partir de la ec. (3-7), es posible notar que la intensidad del pico de absorcién en la resonancia,
es decir, cuando Re[s(w)] = (w/wp)? = sp, es

2V CnWZ
Cabs(wres) = 7 ~ p7 (3_9)

donde A ~ 1240 nm-eV es un factor de conversién entre la longitud de onda A en nanémetros

y w en eV usando la relacién A = A/w.
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Capitulo 4

Soluciones numéricas al problema

El problema de la interaccién de un campo electromagnético con materia queda totalmente
determinado al especificar el campo externo, la funcién dieléctrica y la geometria de la particula
o particulas interactuantes. Debido a esto, es necesario un método computacional para resolver
ecuaciones diferenciales parciales con valores a la frontera que sea aplicable a todo tipo de
geometrias.

El método de elementos finitos (FEM) es actualmente uno de los métodos numérico més
usados (en el 2011, el nimero de articulos acerca del FEM y sus aplicaciones era méas de
200,000 [26]) debido a su adaptabilidad a distintas geometrias y a su aplicabilidad para resolver
un vasto repertorio de ecuaciones diferenciales, por lo que es posible utilizarlo para resolver

sistemas propios de distintas ramas de la fisica y la ingenieria.

4.1. Meétodo de diferencias finitas

Aunque este trabajo se centra en la aplicacién del FEM, es conveniente revisar primero los
fundamentos de un método numérico mas sencillo, el método de diferencias finitas (FDM). Esto
se debe a que el FEM es, en cierto sentido, una sofisticacién del FDM [27], y por lo tanto tienen
varios puntos en comun.

Se puede considerar como principal caracteristica de ambos métodos la discretizacion del
espacio en varias regiones o elementos, y cuyos vértices llamaremos nodos (ver fig. 4-1). Mien-

tras las soluciones analiticas a las ecuaciones diferenciales nos permiten conocer las variables
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para las que se resuelven en un nimero infinito de puntos (i.e. en cualquier punto del espacio),
estos métodos sélo proporcionan una solucién aproximada en los nodos, solucién que podemos
extender sobre todo el espacio utilizando interpolacién. El método FDM y el FEM difieren, basi-
camente, en que el primero sélo admite una divisién del espacio en subregiones rectangulares
en problemas de dos dimensiones y en prismas rectangulares en problemas de tres dimensiones;
por otro lado el FEM admite una mayor variedad de figuras para realizar esta divisién, sien-
do el tridngulo y el tetrahedro los mas utilizados para problemas en dos y tres dimensiones,

respectivamente.

Figura 4-1: Un circulo y sus alrededores divididos por una malla rectangular. La malla no se
adapta bien a la circunferencia.

Para ejemplificar el FDM, se resolverd primero un problema bidimensional de transferencia
de calor en una placa rectangular B . La ecuacién que se utiliza para modelar la transferencia

de calor es la de Laplace, incluyendo las condiciones a la frontera,
T 0°T
ver= 00 01
0x? 8y2 (4_1)
donde las funciones f, g, h y j son conocidas. Si discretizamos tal como se muestra en la fig.

4-2, tenemos entonces que en los inicos nodos donde no conocemos la temperatura es en 6, 7,

10, 11, 14, 15

Ahora, si queremos encontrar una relacién entre la temperatura 7" en el nodo ubicado (xg, yo)
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Figura 4-2: Una placa sometida a distintas condiciones a la frontera.

y aquel ubicado en (xg + Az, yp), podemos hacer una expansién de Taylor, obteniendo

0T (x0,%0) » n 1 0°T (w0, yo) 1 0°T (z0, yo)

A 2
o ST T R G R T

(Az)® + ...
(4-2)

T(zo + Az,y0) = T(x0,%0) +

Anélogamente, para T'(zg — Az, yp) tenemos

O(x0,90) 5, LOT(@0.30) 02 LPT@o90) 505
21 0x2

T(zo — Az,yo) = T(x0,y0) — Oz 3 3

(4-3)
Por lo que sumando las ecs. (4-2) y (4-3), reacomodando y truncando hasta los términos de
orden (Az)?, obtenemos

T (z0,y0) _ T(xo+ Az, yo) + T(xo — Az, yo) — 2T (20, yo)

~ . 4-4
Ox? (Ax)? (4-4)

De manera anéloga, utilizando ahora un desplazamiento Ay, obtenemos
0*T (0, 90) _ T(wo,y0 + Ay) + T(wo,y0 — Ay) — 2T (0, 0) (4-5)

ox? (Ay)? '
Ahora, sumando las ecs. (4-4), (4-5) y utilizando (4-1), y ademds de suponiendo que Ay = Az,

se obtiene
T(xo + Az, yo) + T(x0 — Az, yo) + T'(x0, yo + Ay) + T(x0,y0 — Ay) — 4T (20, y0) = 0.
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Lo cual se traduce, si usamos una notaciéon nodular donde T; ; = T'(zo,v0) ¥ Tit1,j—1 = T (zo +

AI’, Yo — Ay)a en
Tivrj +Tic1j + T + Tij—1 — 4155 = 0, (4-6)

situacién que esta representada en la fig. 4-3.

Figura 4-3: Representacién grafica de la ec. (4-6).

Si la ec. (4-6) es aplicada a todos los nodos donde la temperatura es desconocida, habre-
mos transformado la ecuacién diferencial (4-1) por un sistema de seis ecuaciones algebraicas

acopladas, a saber
—4T6 + g5 + ho +T7 +T10 = 0,
—AT7 + Ts + ha + fs + Ti1 =0,
—4T10 + go + Ts + T11 + T14 = 0,
—4T11 +Tio + T7 + fi2 +T15 = 0,
—4T14 + g13 + T1o + Ti5 + j1s = 0,
—A4T5 + T4 + T11 + fi6 + j19 = 0,

donde fi5 es, por ejemplo, la funcién f(x) evaluada en la posicién del nodo 12. Las ecuaciones
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anteriores pueden ser expresadas en forma matricial, teniendo asi

4 -1 -1 0 0 o\ [ 7 (g5 + ho
-1 4 0 -1 0 0 Ty fs + hs
-1 0 4 -1 -1 0 To | 9o

0 -1 -1 4 0 -1 T - fi2 ’
o o0 -1 0 4 -1 T4 913 + J18

0 0 0 -1 -1 4 Tis fi6 + jio

o de manera més general,

KanTnxl = anh (4'7)

donde los subindices indican las dimensiones de las matrices y n es el nimero de nodos inde-

terminados.

De la ec. (4-7) se pueden deducir varias cosas: la primera es que el problema de resolver
una ecuacién diferencial, en este caso la de Laplace de la temperatura 7', queda reducido a
encontrar la matriz inversa de K; también, que algunos nodos deben de coincidir con los lugares
donde se aplican las condiciones a la frontera, por lo que en el caso de la fig. 4-1, por ejemplo,
tendremos que aplicar un mallado mucho mas fino para poder tener una buena aproximacién a
la circunferencia con los rectdngulos de la malla. También, es conveniente notar que entre mas
fino sea el mallado, mayor nimero de incognitas tendremos, por lo que la matriz K serda mas
grande y serd necesario utilizar mayores recursos computacionales para invertirla; por otro lado
esto aumenta la precisién del cdlculo, pues hace los términos Ax y Ay méas pequenos y hace

que perdamos menos informacién al truncar a términos de segundo orden.

4.2. FEM a través del método variacional

La principal diferencia entre el FEM y el FDM es el tipo de mallado que se usa. Si com-
paramos las figs. 4-4 y 4-1 se puede ver que el mallado triangular de la primera se adapta
perfectamente a la circunferencia, pues las lineas que unen los nodos de la superficie pueden
curvarse. Esta versatilidad en el modo de cuantizar el espacio es por la que se considera al FEM

como una sofisticacién del FDM.
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Figura 4-4: Mallado triangular de un circulo y sus alrededores.

Notemos ahora que, al ser el mallado irregular, es imposible utilizar la técnica de una
expansién en Taylor para generar un sistema de ecuaciones algebraicas, tal como se hizo para
el FDM. Sin embargo, podemos utilizar otro método, basado en el principio variacional, para
obtener una aproximacién de la solucion a una ecuacién diferencial a través de algo un sistema
de ecuaciones como el mostrado en la ec. (4-7).

El principio variacional se basa en que es posible encontrar la solucién a una ecuacién
diferencial encontrando una funcién que minimice una funcién variacional (una funcién que

depende de otra funcién). Un ejemplo de esto es la ecuacién

d?u(x)
dzx?

= f(x), (4-8)

cuya solucién se puede obtener encontrando la funcién u(z) que minimice la funcién variacional

7w = | !; (dz(j))Q " f(x)u(a:)] dz. (49)

La interpretacion fisica de esto es que, si la ec. (4-8) representa una fuerza ejercida sobre un

cuerpo, entonces la ec. (4-9) es la energia total, que sabemos tiene que ser minimizada para

alcanzar un estado de equilibrio [28].
Utilizando el método variacional y el método de Ritz, desarrollado por el fisico suizo Walther

Ritz [29], es posible encontrar una solucién aproximada para la funcién. El método Ritz consiste

42



proponer una funcién como solucién para la ecuacién diferencial a resolver; el tnico requisito
que tiene que cumplir esta funcién es que cumpla con las condiciones a la frontera y que tenga
coeficientes indeterminados. Después, se inserta esta solucion en la ecuacion variacional, y por
altimo se determinan los coeficientes que minimicen la funcién variacional. Para aclarar esto,
se estudiara un ejemplo similar al que se hizo en la seccién anterior.

Se quiere resolver la ecuacién

Pulz.y)  0%ulx,
we) L T o), (1-10)

cuya funcién variacional esta dada por

J(u) = /A % (W)Z + % <c’9u(8xy,y)>2 + u(z,y)f(z,y)| dedy, (4-11)

donde A es el dominio en el que se quiere resolver la ecuacion diferencial. La region para la que
se quiere resolver la ec. (4-10) estd acotada por tres nodos, lo que podria corresponder a un

tridangulo!, como se muestra en la fig. 4-5.

Figura 4-5: Regién en la que se va a resolver la ec. (4-10).

Supongamos ahora que la solucién en toda la region estd dada por una interpolacion de la

solucion obtenida en los tres nodos, es decir,
u = Nju1 + Noug + N3us, (4—12)

donde N; son funciones de interpolacién y u; son las soluciones en cada uno de los nodos. Es

posible encontrar una aproximacion de la solucién de la ec. (4-10) buscando los coeficientes u;

'Las lineas que unen a los nodos no necesariamente tienen que ser rectas, por lo que no es estrictamente
necesario que la figura sea un tridngulo.
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que minimicen la funcién variacional, ec. (4-10) [27]. Se comienza calculando la derivada de la

funcién variacional con respecto al coeficiente u;:

oJ ou\ 0 [OJu ou\ O [ou ou
- Ox oz ) " \oy o) - 41
Ou; /A [(8$) Ou; <6x> + <8y> o (8y) fauzl dxdy (4-13)

Ahora, derivando la ec. (4-12) respecto a z, se tiene

ou
- = - Uj.

ox ‘~ Jx

Por otro lado, derivando lo anterior con respecto a u; se obtiene
9 (ou\ ON;
ou; \ox ) Oz’

ou
8uz~ -

Ademads, sabemos también que

N;

por lo que sustituyendo todo esto en las ec. (4-13) e igualando a cero (es decir, suponiendo que

u es un minimo), tenemos

3 3
0= / Oy | O ONs i | 2y | dudy,
A Ox ; Y

Uy Uj
= Ox = dy 0

Si fijamos ¢ = 1, se obtiene

/[<8N18N1 8N18N1>u1 <8N1 8N2 (3N18N2>u2

A Jdr Ox oy 0Oy Oor Ox dy Oy
8N1 8N3 8N18N3
(8x ox Oy Oy

La ec. (4-14) puede ser obtenida para todos los valores posibles de i, generando asi el sistema

(4-14)

)Ug} dxdy = / fN;dxdy.
A

de ecuaciones

K K2 Kz uy )
K91 Ko Kag ug ¢ =94 2 ¢
K31 K3 Ksg us Fy

que puede ser escrita de manera compacta como
KmeUmxl = Fm><17 (4‘15)
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donde

o ON; ON; ~ ON; ON;
K”/A<8:c or + oy 8y>dmdy

A

Hasta este punto, se ha descrito la manera en la que, dada una ecuacién diferencial en una
region definida por nodos, es posible aproximar una soluciéon a través de minimizar la funcién
variacional correspondiente a la ecuacién diferencial que se quiere resolver; a este procedimiento
se le conoce como método de Ritz.

Si se supone ahora una regién dividida en muchas subregiones, tal como se muestra en la
fig. 4-4, se puede contruir un sistema de ecuaciones como el que se muestra en la ec. (4-15),
y més aun, es posible acoplar las ecuaciones de todos los elementos en un sélo sistema, cuya
solucién nos dard una aproximacion a la solucién analitica de la ecuacién en toda la region. No
importa cémo se subdivida la region, la matriz K obtenida al final siempre serd cuadrada; esto
garantiza que se tengan el mismo ntmero de ecuaciones que de incégnitas, por lo que se puede
calcular el valor que nos interesa en cada uno de los nodos. A este procedimiento se le conoce
como el método de elementos finitos.

Es importante recalcar que la manera aqui mencionada para llegar a las ecuaciones de un
elemento aislado, la ec. (4-15), no es la dnica. Existe también el método de residuos pesados o
de Galerkin, que no requiere conocer la funcién variacional de una ecuacién; los fundamentos

de este método pueden ser consultados en la referencia [27].
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Parte 111

Aplicacion del método de elementos

finitos
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Capitulo 5

Aplicacion de FEM a través de
COMSOL

COMSOL Multiphysics es un software comercial que resuelve ecuaciones diferenciales par-
ciales con condiciones a la frontera utilizando FEM. Uno de los propdsitos de este trabajo es
evitar que COMSOL se perciba como una caja negra, es decir, como un aparato al que se ali-
menta con ciertos datos, para que después, por medio de procesos desconocidos, nos devuelva

un resultado.

En este capitulo se enumeran los parametros y herramientas computacionales que es nece-
sario configurar para que COMSOL lleve a cabo una simulaciéon que sea tanto econémica en
cuanto a recursos computacionales como valida al ser comparada con modelos analiticos. La

versién de COMSOL que se utilizé durante la realizacién de este trabajo fue la 5.2.0.

En la primer seccién se vera, paso a paso, cémo configurar un modelo consistente en una
esfera homogénea rodeada por un medio igualmente homogéneo, la cual estd siendo irradiada
por una onda plana. La solucién analitica de este problema estd dada por la teoria de Mie, por
lo que podemos comparar directamente la validez del método numérico. En la segunda seccién
se estudiard el sistema de un dimero de esferas, comparando los resultados de la seccién trans-
versal de absorcién y el campo eléctrico obtenidos utilizando COMSOL con aquellos obtenidos

utilizando representacién espectral.
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5.1. Esfera aislada

5.1.1. Configuracién inicial

Cuando se inicia un nuevo modelo en COMSOL, lo primero que se necesita definir son las
dimensiones del sistema y el tipo de problema fisico que se quiera resolver. En esta seccion, se
quiere resolver el sistema de una esfera siendo irradiada por un campo electromagnético, por
lo que se debe trabajar utilizando un modelo tridimensional y utilizar una interfaz que nos
permita resolver las ecuaciones de Maxwell.

Una vez seleccionada la opcién correspondiente a un modelo tridimensional, la seleccion
del tipo de problema fisico a resolver se hace eligiendo alguno de los médulos disponibles. El
submédulo que nos sirve se llama “Electromagnetic Waves, Frequency Domain”, del médulo
“Wave Optics”, pues en éste se resuelven las ecuaciones de Maxwell para un campo electro-
magnético arménico en el tiempo.

Una vez definido lo anterior, se procede a seleccionar el tipo de estudio que se va a hacer
en nuestro sistema. Aqui podemos seleccionar “Wavelength Domain” o “Frequency Domain”,
siendo estos dos equivalentes y difiriendo sélo en si el campo electromagnético se define por su

longitud de onda o por su frecuencia.

5.1.2. Geometria del sistema

Como se dijo anteriormente, el problema del esparcimiento de la luz por una nanoestructura
queda totalmente definido una vez que se establece la geometria de la estructura, el material o
materiales de los que esté compuesta, el material en el que estd embebida, y el campo electro-
magnético que la va a irradiar.

Para la buena utilizacién de COMSOL, se recomienda definir de manera global todos los
parametros del modelo. Esto hace que su modificacion sea mas facil y rdpida, ademés de que
pueden ser referenciados por cualquier elemento del modelo. Para definir un parametro global
del sistema, se utiliza la subpestana “Parameters” de la pestana “Global definitions”, misma que
es parte del menu “Model Builder”, localizado en el extremo izquierdo de la ventana. Desde
el ment de “Parameters” podemos asignar algtin valor numérico a una variable de nombre

arbitrario. Estos valores numéricos pueden ir acompanados de las unidades en las que queremos
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que estén, para esto tenemos que escribir las unidades dentro de un corchete (por ejemplo, si se
quiere asignar a una variable el valor de 1 nanémetro, escribiremos en la secciéon “Expression”

1/nm]) . Esto se muestra en la fig. 5-1.

Figura 5-1: Definicién de parametros.

Los sistemas que usualmente se quieren modelar consisten en una nanoparticula aislada
en un cimulo de éstas embebidas en un medio que se considera infinito. Un modelo como
este ultimo es imposible de resolver computacionalmente, pues modelar un volumen infinito
utilizando FEM requeriria un numero infinito de nodos, generando una matriz infinita que
debe ser diagonalizada. Para salvar la dificultad de simular volimenes infinitos, los métodos
numéricos recurren a técnicas que permiter tomar solo la porcién del espacio que nos interesa
fisicamente; en nuestro caso, la regién interesante son los alrededores de la esfera, pues los
campos electromagnéticos generados por resonancias plasmdnicas son evanescentes.

Lo que se harda en COMSOL para solucionar esta dificultad es definir primero un volumen
de simulacién esférico que rodeé a la esfera que va a interactuar con el campo electromagnético

incidente. Este volumen debe ser lo suficientemente grande como para abarcar los campos
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evanescentes que se generan alrededor de la nanoesfera.

Luego de definir el volumen de simulacién, éste se debe rodear por algo que actiie como
un material absorbente y no reflejante. Es importante notar que no existe ningiin material que
podriamos utilizar para esto, pues necesariamente existen reflexiones en las interfases entre
regiones con diferentes funciones dieléctricas. Para solucionar el problema de las reflexiones,
Jean Pierre Berenger desarrollé en 1996 una capa artificial conocido como capa perfectamente
acoplada (PML, por sus siglas en inglés) [30]. Una de las formulaciones més actuales y generales
de las PML’s es hacer una transformacion de coordenadas compleja de las funciones de onda

en esta regién de tal manera que estas decaigan exponencialmente [31].

Definamos primero a la esfera que va a interactuar con la onda electromagnética plana. Para
hacer esto, es necesario dar click en la subpestana “Geometry”, que se encuentra en la pestana
“Component 1”. Una vez que la subpestana “Geometry” esté seleccionada, en la parte superior
de la ventana apareceran opciones propias de la configuracion de la geometria del modelo. Una
de estas opciones es Sphere, que crea una esfera cuya posicién y radio podemos variar utilizando
el menu de este elemento. En este ment se establece como radio R, una variable que se debe

definir previamente desde “Parameters” y que se refiere al radio de esta esfera.

Para definir el volumen de simulacién y el grosor de las PML’s, es necesario dar click otra
vez a Sphere para agregar una nueva esfera. El radio de esta esfera sera el radio de la esfera
que interactiia con la onda plana mas la distancia de la superficie de esta esfera a las PML’s
mas el grosor de las PML’s. Si se define desde “Parameters” a la variable ¢t_h como la distancia
entre la superficie de la esfera interactuante y las PML’s a la variable t_pml como el grosor
de las PML’s, el radio de la esfera que se estd definiendo serd R-+t_h+t_pml. Ademads, para
diferenciar el volumen de simulacion de las PML’s debemos agregar una particion a esta esfera.
Esto se hace desde la pestana de Layers, que se encuentra dentro del menu de la esfera, donde

especificaremos una capa de grosor t_pml.

Para definir dominios como PML, es necesario dar click derecho en la pestana “Defini-
tions” y seleccionar la opcion Perfectly Matched Layer. Luego, se definen los dominios externos
del modelo como PML. Ademés, para que la PML pueda funcionar, es necesario especificar
que ésta tiene una geometria de tipo esférica; esto se hace en la pestana “Geometry”, de las

configuraciones del objeto Perfectly Matched Layer.
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Para ver el efecto que tienen el volumen de simulacién y el grosor de las PML’s, se realizaron
simulaciones en las que sélo se variaron estos parametros. Las simulaciones fueron hechas uti-
lizando una esfera de plata (cuya funcién dieléctrica experimental se extrajo de [14] y a la que
después se le aplicé la correccion de tamano finito) sumergida en agua (nj, = 1.33), abarcando
longitudes de onda desde 300 a 500 nm.

Se explorard primero el efecto que tiene sobre la simulacién el pardametro ¢_h. En la gréfica
correspondiente a las secciones transversales de absorcion, fig. 5-2.a, se puede observar que, con-
forme crecemos el dominio en el que la particula estd embebida, se obtiene mayor congruencia
entre los datos obtenidos de Mie y aquellos obtenidos numéricamente, pues el coeficiente de ab-
sorcién correspondiente a la simulacién con t_h=\/12 se encuentran muy debajo del coeficiente
analitico; los datos con . h=A/6 y t_h=A/2 son muy parecidos, y ambos se acercan por igual al
resultado analitico. Por otro lado, la fig. 5-2.b, nos muestra que los datos obtenidos utilizando
t-h=M\/6 presentan un dato en 418 nm que se sale de la tendencia de la curva, por lo que se

considera mas conveniente utilizar como pardmetro t_h=\/2.

(a) C’abs (b) CSCS
Figura 5-2: Secciones transversales de absorcion y esparcimiento de una esfera de plata de 30nm
de radio sumergida en agua. El pardmetro que se varié fue la distancia entre la superficie de la
esfera de plata y las PML’s, t_h.

Veamos ahora el efecto del grosor de las PML’s, dado por la variable ¢_pml, cuya variacién
se muestra en la fig. 5-3. En la fig. 5-3.a el parametro {_pml se muestra como uno critico, pues

para valores de t_pml=\/6 y t_pml=\/12 el espectro obtenido no coincide con el analitico;
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lo mismo sucede, en menor medida, en la fig. 5-3.b. Esto se debe a que, si la capa de PML
no tiene suficiente grosor, existen reflexiones, por lo que parte del campo electromagnético
incidente regresa a la particula después de haber interactuado una vez con ella, provocando asi
que absorba mas energia. Debido a lo observado, se muestra conveniente utilizar un valor de

t_pml=M\.

(a) Cabs (b) Csca
Figura 5-3: Secciones transversales de absorcion y esparcimiento de una esfera de plata de 30nm
de radio sumergida en agua. El pardmetro que se vari6 fue el grosor de las PML’s, t_pml.

5.1.3. Tipo de estudio y variables a obtener

En la seccién 5.1.2 se mostraron gréaficas de las secciones transversales de absorcién y es-
parcimiento, pero no se especificé cémo definir computacionalmente éstas cantidades. En esta
seccion se detalla como configurar estas cantidades utilizando integrales de volumen y de érea,
asi como cémo definir las longitudes de onda en las cuales se realizara la simulacién.

Para definir la seccién transversal de absorcién, se utiliza la definicién de este dada en
la ec. (1-19). Esta definicién establece que es necesario hacer una integracién de las pérdidas
de energia en todo el volumen de la esfera y normalizar dividiendo entre la irradiancia del
campo incidente. Para definir un dominio de integracién, damos click derecho en “Definitions”
y seleccionamos Integration del submend Component Couplings. En la configuracion de este

objeto es conveniente cambiar el Operator name por “int_ACS” y aplicar la integracién al
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dominio de la esfera interactuante. Por 1iltimo, es necesario introducir en la pestana “Variables”
la definicién de la seccién transversal de absorcién. Para esto, es importante saber que las
variables que se obtienen al realizar la simulacién (campos eléctricos, magnéticos, vectores de
Poynting, etc.) tienen el prefijo ewfd. Existe una variable llamada ewfd.Qrh cuya definicién
coincide con la de las pérdidas de energia. La redacciéon para definir una variable obtenida de
integrar una cantidad en un cierto dominio de integracién es como sigue: si queremos integrar la
cantidad cant en el dominio int_1, debemos escribir int_1(var). Asi, la definicién de la seccién
transversal de absorcién debe leerse int_ACS(ewfd.Qrh)/S_in, donde S_in es la irradiancia

del campo incidente. La definicién de S_in puede revisarse en la fig. 5-4.

El proceso para definir computacionalmente la seccion transversal de esparcimiento es simi-
lar al que se utilizé para definir la seccidon transversal de absorcién. La seccién transversal de
esparcimiento serd definida tomando como base la ec. (1-13), que requiere una integracién del
vector de Poynting asociado al campo esparcido normal a la superficie de una esfera imagina-
ria, que en este caso serd la frontera entre el volumen de simulacion y los PML’s. Para definir
esta region de integracion, es necesario crear otro objeto de integracién, llamarlo “int_SCS”, y
aplicarlo a las fronteras que separan al PML del volumen de simulacion. Las componentes del
vector de Poynting asociado al campo esparcido estan dadas por las variables ewfd.relPoavx,
ewfd.relPoavy y ewfd.relPoavz; por otro lado, las componentes del vector unitario normal a
una superficie estan dados por nx, ny y nz. Ademds, es necesario introducir un factor geométri-
co para asegurarnos que el vector normal apunte siempre hacia fuera de la esfera; este factor
geométrico lo denominaremos ofact. La definicién de la seccion transversal de esparciminto

puede revisarse en la fig. 5-4.

Es importante saber que las definiciones de las variables con el prefijo ewfd puede ser
revisada activando la opcion “Equation View”, que se encuentra justo abajo de donde se lee

“Model Builder”.

Para definir las longitudes de onda en las que se va a realizar la simulacién se utilizard
la pestana “Study 1”. Una vez que hayamos dado click ahi, podremos seleccionar la opcién
Parametric sweep del menu superior. El Parametric sweep nos permite realizar un barrido
sobre cualquier pardmetro definido en la pestana “Parameters”; en este caso particular, solo

necesitamos hacer un barrido sobre la longitud de onda del campo incidente, pero es posible
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Figura 5-4: Cantidades a obtener de la simulacion. Se etiqueta la seccién transversal de absorcién
Caps como ACS; la dispersién, Csqq, como SCS; y la de extincién, Ce,r como ECS.

realizar barrido sobre varios pardmetros a la vez. Una vez definidas las longitudes de onda en
las que se hara la simulacién en el mend del Parametric sweep, es necesario especificar que el
parametro que se varia es la longitud de onda del campo incidente; esto se hace en la seccién
Step 1: Wavelength Domain. La necesidad de utilizar un Parametric sweep en vez de definir
directamente las longitudes de onda del campo incidente en Step 1: Wavelength Domain viene

de que la geometria de nuestro sistema depende de este pardametro.

5.1.4. Materiales

Definir la geometria del sistema equivale a definir las regiones en donde se aplicaran las
condiciones a la frontera. Sin embargo, para aplicar las condiciones a la frontera hace falta
establecer los indices de refracciéon de las dos regiones.

En una simulacién, es necesario asociar a cada una de las regiones geométricas propiedades

que lo identifiquen como un cierto material. Como se dijo en la seccién 1.1, lo que caracteriza
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electromagnéticamente a un material es su indice de refraccién, por lo que ésta es la Unica

propiedad que tenemos que definir en esta simulacién.

Usualmente, el medio que rodea a la nanoestructura tiene una funcion dieléctrica constante,
por lo que podemos introducir un valor de €, que sea véalido para toda frecuencia de campo
incidente. Por otro lado, a la nanoestructura nos interesara asociarle una funcién dieléctrica

que si dependa de la frecuencia del campo incidente.

Para definir el indice de refraccién del medio que rodea la esfera, se tiene que dar click en la
pestana “Materials” y luego seleccionar Blank Material de las opciones que aparecen en la parte
superior de la pantalla. Esto crea un nuevo material, desde cuyo meni podemos seleccionar los
dominios correspondientes en los cuales queremos tener las propiedades de este material. Es
importante seleccionar no sélo el volumen que rodea a la esfera interactuante, sino también a
los PML’s; esto se debe a que para el buen funcionamiento de los PML’s, éstos deben tener el
mismo indice de refraccion que el material al que son contiguos. Luego de definir las regiones de
este material, en la pestana Material Contents de la configuracion del material, se debe definir

el indice de refraccién que vayamos a utilizar.

Para obtener una gréfica del coeficiente de absorcién contra la longitud de onda del campo
incidente, por ejemplo, es necesario conocer el indice de refraccién de la esfera interactuante en
cada una de las frecuencias a las que serd realizada la simulacién. Esto casi nunca se tiene, pues
los datos son extraidos comunmente de trabajos experimentales. Por esta razén, es necesario
hacer una interpolacién sobre los datos disponibles, obteniendo una funcion dieléctrica continua.
COMSOL hace esto de manera automatica, utilizando por default una interpolacién cibica por

partes, pero es posible decidir sobre el tipo de interpolacion utilizada.

COMSOL tiene una extensa biblioteca con propiedades fisicas y quimicas de distintos ma-
teriales, que incluye la funcién dieléctrica para varios metales obtenidas de diferentes trabajos
experimentales. A pesar de esto, a veces es necesario utilizar una funcién dieléctrica que esté
fuera de esta biblioteca. Es posible importar funciones dieléctricas desde archivos de datos pa-
ra ser utilizadas por COMSOL, siempre y cuando la parte imaginaria y la parte real estén

seperadas en columnas distintas.

Definamos ahora el indice de refraccién de la esfera interactuante. Una forma facil de hacer

esto es dar click en la opcién Add material que se encuentra en la parte superior de la pantalla;
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esto desplegard la biblioteca de materiales de COMSOL, de la cual tendremos que elegir alguno
de la seccién “Optics” (es irrelevante qué material se elija). Como lo que se quiere es utilizar un
indice de refraccién que tenga la correccién a tamano finito, es necesario tener un archivo con
estos datos y que tenga la parte real e imaginaria separada en dos columnas. Este archivo puede
ser importado expandiendo la pestana del material, y luego expandiendo la pestana “Refractive
index 7fi”. Aqui encontraremos los datos que se usan para interpolar la parte real y la parte
imaginaria del indice de difraccién, y para modificar esto tenemos que cambiar la fuente de
estos datos al archivo que queramos. En esta parte es necesario definir las unidades del archivo

que estemos utilizando.

5.1.5. Campo electromagnético incidente

Para que el problema fisico quede completamente definido, sélo resta configurar el campo
eléctrico. Esto se hace desde la configuracién de la pestana “Electromagnetic Waves, Frequency
Domain (ewfd)”. En la configuracién de esta pestana, es necesario seleccionar la opcién Solve
for: Scattered field, pues de esta forma se estudiard el campo esparcido al interactuar la
nanoestructura con un campo incidente, el cual podemos configurar utilizando los campos
adecuados, tal como se muestra en la fig. 5-5.

Es importante notar que no es necesario incluir en la descripciéon del campo incidente la
dependencia temporal, pues esto se hace de manera automatica al definir su longitud de onda
o frecuencia.

Ademss de la configuracion de onda la incidente, en esta pestana debemos especificar cual
es la frontera exterior del sistema, por lo que desde el submeni Boundaries elegimos Scattering
Boundary Condition y dentro de las configuraciones de éste elegimos que se aplique a las
fronteras externas las PML’s. Esto aplica en las fronteras seleccionadas condiciones derivadas
de la condicién de radiacion de Sommerfeld, condicién que asegura que no hay radiacién viniendo

desde infinito [32], lo que ayuda a evitar las reflexiones.

5.1.6. Mallado

Con el problema fisico ya definido, se debe configurar el tipo de elementos y la distancia

entre nodos que utilizard el FEM. Una de las ventajas del FEM es poder utilizar nodos de
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Figura 5-5: Configuracién del campo eléctrico de fondo en COMSOL. En este caso, se configuré
una onda plana que con polarizacion en el eje z viajando en direccién z. n es el indice de
refraccion del medio que rodea a la particula.

tamafio variable en distintas regiones, por lo que es posible utilizar un mayor nimero de nodos
en regiones donde se esperan cambios en el campo eléctrico abruptos. Un mayor niimero de
nodos genera un mayor nimero de parametros libres a resolver, y por lo tanto una matriz mas
grande que debe ser diagonalizada.

Configuremos ahora, desde la pestana “Mesh”, el mallado que se utilizara. Definamos pri-
meramente una distancia maxima entre nodos. Para esto, se selecciona la opcién Size y en la
configuracién de este objeto, dentro de la pestaiia “Element Size”, cambiamos de “Predefined”
a “Custom”, lo que nos permitira cambiar la opcién “Maximum element size” a alguna cantidad
mas significativa para el sistema fisico, que bien podria ser funcién de la longitud de onda del
campo incidente, que definiremos desde “Parameters” y se llamara h_maz.

Es conveniente que los elementos que se utilicen para generar el mallado tengan geometria
tetrahedral; esto se debe a que este tipo de elementos son adaptables a las regiones fisica del
sistema y que solo se necesitan cuatro nodos para definirlas. Para seleccionar esta geometria

tetrahedral, se utiliza la opcién Free Tetrahedral y se eligen las regiones correspondientes a la
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esfera interactuante y al medio que la rodea.

Es natural pensar que en el volumen que abarca la esfera interactuante y sus alrededores
es necesario restringir el tamafio de los nodos, pues de esta manera tendremos una mayor
cantidad de parametros libres a resolver, que pueden ayudar a considerar mejor los cambios
abruptos del campo electromagnético que se dan en esta region. Para hacer esto, en el objeto
Size 1, seleccionamos solo el dominio correspondiente a la esfera interactuante y relacionamos el
“Maximum element size” con un parametro que llamaremos MaxMesh y el “Minimum element
size” con uno que llamaremos MinMesh.

También, debemos designar a los dominios restantes (aquellos que corresponden a las PML),
la geometria Swept. Lo tnico que hay que hacer es seleccionar la opcidon Swept y aplicarla a los

dominios restantes. Un mallado generado de esta manera puede ser visto en la fig. 5-6.

Figura 5-6: Mallado generado con los parametros R=30 nm, lambda=400 nm,
t_h=t_pml=lambda/4, h-max=Ilambda/6, MaxMesh=R/4 y MinMesh=R/7.

Exploremos ahora la importancia de los parametros propios del mallado para tener una
buena simulaciéon. Para esto, se utilizara la misma metodologia que en la seccién 5.1.2 y las
simulaciones se haran sobre el mismo sistema: una esfera de plata de 30 nm de radio sumergida
en agua.

Es conveniente relacionar el pardmetro h_mazx, referido a la distancia maxima entre nodos

permitido en nuestro volumen de simulacion y PML’s, con la longitud de onda del campo

58



electromagnético. Esto se debe a que si la distancia de separacién entre nodos es muy grande,
perderemos informacién importante respecto a la variacién espacial de este campo; un ejemplo
de esto es que, si se define h_mar=A\, no seremos capaces de visualizar dénde se dieron los
maximos o minimos de este campo incidente. En la fig. 5-7 se observa que cuando usamos un
parametro h_max=A\, ni el espectro de esparcimiento ni el de absorcién son congruentes con
aquel obtenido de manera analitica; esto se debe, aparte de lo mencionado anteriormente, a
que si el tamano de los nodos es muy grande en la frontera del volumen de simulacién y las
PML, los campos no pueden ser calculados de manera correcta, provocando reflexiones en esta
zona. Ademds, en la fig. 5-7.b se puede ver que si se utiliza h-maxr=\/3 se tienen algunos
puntos que salen del comportamiento de la curva alrededor de la resonancia. Por esta razén, es

recomendable utilizar h-maz=»\/6.

(a) Cabs (b) Csca
Figura 5-7: Secciones transversales de absorcion y esparcimiento de una esfera de plata de 30nm
de radio sumergida en agua. El pardmetro que se varié fue la distancia maxima entre nodos en
todo el volumen de simulacién, h_maz.

Por otro lado, es conveniente relacionar los pardmetros MaxMesh y MinMesh, que se refieren
a la distancia maxima y minima entre nodos en la regién de la esfera interactuante, con el radio
de ésta. De esta forma, podemos tomar en cuenta que los campos evanescentes dependen del
radio de la esfera que los esparce. Si se analiza el efecto sobre el calculo numérico del parametro
MaxMesh, es decir, de la distancia méxima entre nodos dentro de la esfera, se puede observar de
la fig. 5-8 que, ain cuando la variacién de este parametro va desde 3 hasta 30 nm, las secciones

transversales siguen siendo basicamente las mismas. Debido a esto no hay manera de elegir
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algin valor de este parametro.

(a) Cabs (b) Cica
Figura 5-8: Secciones transversales de absorcion y esparcimiento de una esfera de plata de 30nm
de radio sumergida en agua. El parametro que se varié fue la distancia maxima entre nodos
dentro de la esfera interactuante, MaxMesh.

También, en la fig. 5-9 se puede observar que si se utilizan distintos valores para MazMesh,
las imégenes obtenidas del logaritmo de la intensidad del campo eléctrico varian en su resolucién.
Esto se debe a que, como se estudié en la seccién 4.2, se obtienen valores fijos del campo eléctrico
sélo para estos nodos, no para un continuo de puntos. Por tanto, si tenemos un mayor nimero de
nodos donde conocemos el campo eléctrico (recordemos que a menor MazMesh mayor nimero

de nodos), mejor serd la interpolacién necesaria para hacer este tipo de figuras.

5.1.7. Simetrias

Una manera efectiva de ahorrar recursos computacionas y disminuir el tiempo de simulacién
es mediante el uso de simetrias. Las simetrias son maneras de acortar el volumen de simulacién,
pues reproducen la informacién en una seccién del volumen en otra seccion, aplicindole algunas
operaciones sencillas. Para problemas electromagnéticos, las simetrias mas utilizadas son las de
conductor eléctrico perfecto y conductor magnético perfecto (PEC y PMC, respectivamente).
Un esquema del funcionamiento de éstas se encuentra en la fig. 5-10.

Es importante notar que para aplicar correctamente las simetrias, éstas tienen que ser
compatibles tanto con la geometria de la nanoestructura como con la onda plana. En nuestro

caso particular, podemos configurar tanto una PEC como una PMC de manera correcta, por lo
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(a) MazMesh=R (b) MazMesh=R/10
Figura 5-9: Logaritmo de la intensidad del campo eléctrico en un corte transversal al medio de
la esfera, obtenidas utilizando MaxMesh=R y MaxzMesh=R/10. El campo eléctrico incidente
tiene polarizacién paralela al eje z y longitud de onda correspondiente al pico de absorcién
principal, 418 nm.

Figura 5-10: Esquema de funcionamiento de las fronteras PEC y PMC.

que el volumen total de simulacién después de esto serd de un cuarto el volumen original (pues
cada una de éstas corta el volumen por la mitad). El primer paso para definir estas fronteras es,
primero, cortando la geometria de simulacién. Para esto se hara una interseccién booleana entre
la region total de simulacién y un cubo, por lo que lo primero que hay que hacer es realizar una
unién entre la region de simulacién y la esfera interactuante, cosa que se hace seleccionando
Union, del subment Booleans and partitions que se encuentra en la pestana “Geometry”, y
luego en la configuracién de esta Union seleccionar los dos objetos. Una vez hecho esto se
tiene que hacer el cubo, para lo cual seleccionamos Block y en la configuracién definimos sus
dimensiones Depth y Height igual a t_h+t_pml+ Ry en Width ponemos 2 (t_h +t_pml + R);
en la posicién del bloque ponemos, para z, —(t-h + t_pml + R), y dejamos todas las demds en
cero. Por 1ltimo, para hacer la interseccién, seleccionamos Intersection del subment Booleans

and partitions y en la configuracién de esto seleccionamos la unién de ambas esferas y el bloque.
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El resultado de este proceso se puede ver en la fig. 5-11.

%107
=107

z
yL,H ’ . >

Figura 5-11: Geometria del modelo de una esfera aislada, con simetrias. Los parametros utili-
zados son R = 30nm, lambda = 400nm y t_h=t_pml=\/4.

Ahora procederemos a definir las fronteras como PEC o PMC, lo que se hace desde el
menu Physics, a cual se accede dando click en la pestana “Electromagnetic Waves, Frequency
Domain”. Después, seleccionamos el subment Boundaries y luego la opcion Perfect Magnetic
Conductor; debemos aplicar este objeto a las fronteras que son normales al campo magnético
incidente. Ademas, veremos ya el objeto Perfect Electric Conductor, y sélo hay que comprobar
que las fronteras a las que se aplica sea aquellas que son normales al campé eléctrico incidente.
Con esto, la configuracién de las simetrias queda completa. También, habra que multiplicar por
cuatro (pues sélo nos quedamos con una cuarta parte del sistema) las definiciones de la seccién

transversal de absorcién y de dispersién.

5.1.8. Solucionador

Como se menciond en la seccién 4.2, las ecuaciones que emergen al utilizar FEM pueden ser
asociadas a una matriz, por lo que al final el problema computacional se reduce diagonalizar

una matriz. Existen varios algoritmos para realizar esta tarea, y COMSOL da la libertad de

62



escoger entre una variedad de estos.

Existen dos tipos de algoritmos de diagonalizacién de matrices: directos e iterativos. Los
solucionadores directos diagonalizan la matriz de manera exacta, por lo que la solucién del
modelo no depende de los pardmetros del solucionador. Los solucionadores iterativos convergen
por pasos a la matriz diagonalizable, y por esto la solucién obtenida depende del solucionador
seleccionado y de los parametros de este.

Es importante hacer hincapié en que los solucionadores iterativos no convergen a la solucion
analitica de las ecuaciones que estemos queriendo resolver, sino a la diagonalizacién de la matriz
generada a partir de los pardmetros del mallado; esto quiere decir que si se hace una mal mallado,
obtendremos campos eléctricos y secciones transversales sin validez fisica, independientemente
de que el solucionador iterativo converja.

Para el problema de la esfera aislada, COMSOL utiliza por default un solucionador iterativo.
Esto no es conveniente, pues se ha observado que los solucionadores iterativos no convergen
para algunos radios de esfera interactuante. Por esto, es conveniente utilizar el solucionador
directo PARDISO, que es més rédpido y funciona para cualquier combinacién de pardmetros
que utilicemos. Para cambiar el soucionador que se va a utilizar, demos click derecho en Study
1, y luego en “Show default solver”; esto hard que aparezcan otras subpestanas de Study 1.
Ampliamos la pestana “Solver configuration”, luego se amplia “Solution 1”7, luego “Stationary
Solver”, y por tdltimo damos click derecho en “Direct” y seleccionamos “Enable”. Después, en la

opcién Solver, se selecciona PARDISO. Para empezar el calculo hay que dar click en Compute.

5.1.9. Extraccion y visualizacion de datos

Una vez finalizado el calculo numérico, es posible extraer los datos de la simulacién o visuali-
zarlos con el graficador nativo de COMSOL. Para extraerlos, utilizaremos la pestana “Results”.
Aqui, damos click derecho en “Derived Values” y seleccionamos “Global Evaluation”. Esta op-
cién nos permite evaluar las cantidades definidas previamente en Variables. En las opciones de
“Global Evaluation”, definimos “Data set: Study 1/Parametric solutions” como la simulacién
de la cual queremos extraer los datos, y como expresién ponemos ACS, las unidades de area
que queramos, y luego damos click en “Evaluate”. Esto genera una tabla que contenga los da-

tos de la longitud de onda y de la ACS. Para obtener los datos de la seccién transversal de
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esparcimiento, se debe repetir el procedimiento poniendo SCS como expresion.

Para visualizar estos datos se debe generar una gréfica de las secciones transversales contra
la longitud de onda incidente. Para esto, damos click en 1D Plot Group, del ment de la pestana
“Results”. Después, se selecciona Table Graph del menu de 1D Plot Group, y una vez en la
configuracién de la Table Graph, especificamos la tabla de la cual queremos extraer los datos,
los ejes v y y las leyendas para graficar.

También, es posible extraer los datos de la tabla previamente realizada. Esto se hace dando
click derecho en la tabla y después seleccionando Add Table to Export, lo que genera una
subpestana bajo la pestania Faport desde la que podemos elegir el nombre y formato del archivo

en el que se escribiran los datos de la tabla.

5.1.10. Parametros utilizados

Para concluir esta seccién, es conveniente listar los parametros que se probaron necesarios
para llegar a una buena concordancia entre las secciones transversales obtenidas utilizando la

teoria de Mie y aquellas obtenidas a través usando FEM. Estos son:

th = \/2

t.pml = A
h-max = \/6
R/10 < MaxMesh < R

Con la configuracién que se hizo de la geometria del sistema y del mallado, estos parametros
funcionan para realizar simulaciones de esferas aisladas con radios nanométricos. Ademsds, la
validez de estos pardmetros es independiente de los indices de refraccion utilizados para definir

el material de la esfera y el medio que la rodea.

5.2. Dimero de esferas

El modelo del dimero esférico es interesante, pues las esferas pueden presentar distintos
modos resonantes ademés del dipolar. Esto se debe a que el campo eléctrico que siente una
particula no es sélo la onda plana externa, sino también la contribucién de la otra particula del

dimero.
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Es posible obtener soluciones analiticas de esta nanoestructura utilizando el método de la
representacion espectral [25]. Estas soluciones analiticas otorgan, ademds de la seccién trans-
versal de absorcién, el campo eléctrico, por lo que podemos comparar ambas cosas con los

resultados obtenidos de manera numérica.

5.2.1. Configuracién del modelo

La configuracién de este modelo es muy parecida al de la esfera aislada. Debido a las
simetrias, lo tinico que debemos de hacer es reacomodar la esfera, modificando su posicién en
za D/2+ R, donde D es la distancia de separacién entre la superficie de las esferas. Esto se

puede ver en la fig. 5-12.

Figura 5-12: Configuracién del modelo del dimero esférico.

Ademids de esto, debemos reescalar el volumen de simulacién para considerar las dimensiones
del dimero esférico. Para tomar en cuenta la nueva geometria, veamos que si el dimero es
contenido en una esfera, el menor radio que debe tener esta es D/2 + 2R. Por esta razén, es
necesario hacer un cambio tanto en la esfera con capas que es nuestro volumen de simulacién
y los PML, como en el bloque utilizado para hacer la interseccién y definir la simetria. Este

cambio serd sobre todas las variables que contengan R, es decir,
R — D/2+ 2R.
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5.2.2. Comparacion con resultados analiticos

Fijémonos en el caso especifico de esferas de plata de radio 3 nm, en vacio, separadas por
una distancia de 0.3 nm. Si se utiliza el método analitico de representacion espectral descrito
en la referencia [25] y presentado en la seccién 3.2.1, vemos que los espectros de absorcién
obtenidos numérica y analiticamente coinciden. Por otro lado, en la fig. 5-14, se podemos ver

que lo mismo pasa con el campo eléctrico alrededor de la particula.

Figura 5-13: Seccién transversal de absorcién de un dimero esférico de plata de 3 nm de radio,
con 0.3 nm de separacion entre esferas, en vacio.

a) (b) Cabs
Figura 5-14: En (a), se muestra en rojo la trayectoria, con d=0.15 nm, donde se mide el logaritmo

de la intensidad del campo eléctrico que después se muestra en (b). El sistema que se utilizé fue
un dimero esférico de plata de 3 nm de radio, con 0.3 nm de separacion entre esferas, en vacio.
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Esto demuestra que los parametros definidos en la seccién anterior también funcionan para

el sistema de un dimero esférico.

5.2.3. Extracciéon de pesos y factores de depolarizacion

Si en vez simular un dimero de plata se simula un dimero cuya funcién dieléctrica es de
Drude, podremos utilizar la ec. (3-9), que nos relaciona la intensidad de los picos en una grafica
de seccion transversal de absorcién contra frecuencia de onda incidente, para recuperar el peso
de ese modo activo, C},. También, es posbile utilizar la condicién de resonancia

sp = (w/wp)? para recuperar el valor numérico s,.

De la ec. (3-9), tenemos que, en un pico de absorcién

o Cabs’VA
Cn = 2rVw2

Figura 5-15: Seccién transversal de absorcion de un dimero esférico radio 3nm, con una distancia
entre esferas de 0.3 nm, obtenido utilizando una funcién de Drude con pardmetros w, = 6 eV
y v =0.05eV.

Aplicando la ecuacién anterior y la condicién de resonancia en los tres picos mas grandes de
la fig. 5-15, podemos obtener valores numéricos de C, y s,. En la siguientes tabla, se muestran
los valores numéricos y analiticos de C,, y de s,, asi como el error porcentual, obtenido a través

.z a—mn o ;.
de la ecuacién %, donde a representa el dato analitico y n el dato numeérico:
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COMSOL | tedrico | Error (%)
Ch 0.438 0.439 0.25
Co 0.405 0.411 1.51
Cs 0.141 0.144 2.28
$1 0.182 183 0.28
59 0.304 0.305 0.241
53 0.369 0.369 0.05

De la tabla anterior se puede ver que este método es razonable, pues el error porcentual no
supera el 3% para ninguna cantidad. De esta forma, utilizando una sola simulacién, podemos
encontrar el espectro de absorcién para un dimero esférico con determinada separaciéon de
cualquier material que queramos.

Este método, ademéas de ahorrarnos tiempo de simulacién, puede ayudarnos a identificar las
caracteristicas geométricas que debe tener una nanoestructura para que ésta soporte excitacio-

nes multipolares de orden mayor al dipolar.
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Parte 1V

Conclusiones
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En este trabajo se presenté primero una descripcién general del fenémeno de la dispersion
de luz por una estructura arbitraria, seguido de una revisién de los fendémenos propios de la
dispersién de luz a la nanoescala. Después, se introdujeron soluciones analiticas a las ecuaciones
de Maxwell en el caso de la interaccién luz-materia para después introducir, de manera general,
el método numérico de elemento finito (FEM), que luego fue utilizado a través del software
comercial COMSOL Multiphysics para obtener la respuesta éptica de un material con geometria
esférica y para un dimero esférico.

El principal objetivo de este trabajo fue encontrar los parametros criticos de COMSOL
para que el resultado de una simulacién fuera confiable, mismos que resultaron ser el grosor
de las capas PML y el volumen del medio homogéneo que rodea a la nanoestructura que esté
siendo simulada. Ambos parametros mostraron ser dependientes de la longitud de onda con la
que la nanoestructura estuviera siendo irradiada. Para que los resultados de las simulaciones
fueran razonablemente comparables a resultados obtenidos utilizando la soluciéon de Mie en el
menor tiempo de cémputo posible, los pardmetros que se encontraron éptimos, en funcién de

la longitud de onda del campo incidente A, fueron:

Grosor del medio circundante | \/2

Grosor de las PML A

Distancia méxima entre nodos | \/6

Para el caso de un dimero de esferas, los pardmetros mencionados en la tabla anterior pro-
baron ser 1tiles, ya que con ellos se obtiene una coincidencia razonable con resultados obtenidos
utilizando representacion espectral en un tiempo de cémputo manejable.

Como trabajo a futuro, COMSOL puede ser utilizado para encontrar los pesos y factores
de depolarizacion de nanoestructuras complejas, tal como se hizo con el dimero, y de esta
manera poder crear una base de datos confiable para la respuesta Optica y las propiedades
electromagnéticas de un gran numero de geometrias. Con esta base de datos, serd posible
seleccionar la nanoestructura que mas se adapte a los requerimentos de alguna aplicacién.
También, utilizando este método es posible encontrar las caracteristicas geométricas que debe

tener una nanoestructura para que favorezca ciertas resonancias multipolares.
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