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Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo presentar algunas aplicaciones de los ultraproductos en la teoria de
conjuntos. Para este proposito, en el capitulo I se proporcionarin las herramientas necesarias para poder construir
estas estructuras desde un punto de vista logico. En este capitulo se presentaran los lenguajes formales de primer
orden e infinitarios y se verén algunas propiedades basicas de los ultrafiltros con el fin de construir los ultraproductos
como estructuras de un determinado lenguaje formal. Asi mismo demostraremos el teorema de 08 que nos muestra
la relacion que hay entre la satisfaccion del ultraproducto con el ultrafiltro con el que se crea. Ademas se generalizara
esta técnica de teoria de modelos a las ultrapotencias iteradas. Como se busca aplicar estas técnicas en la teoria
de conjuntos, en este capitulo se dard una introduccién a los modelos de ZFC, en particular veremos algunas
propiedades del universo constructible de Godel que denotaremos por L.

En el capitulo 17 se veran algunas aplicaciones de los ultraproductos en teoria de cardinales. Por medio de esta
técnica de teoria de modelos se puede demostrar que todo cardinal medible es débilmente compacto, el teorema de
Scott: Si existen cardinales medibles entonces V' # L, el teorema de Kunen: Sea M es un modelo interno de ZF
y j : V. — M un encaje elemental no trivial entonces M # V, el teorema de Vopénka — Hrbacek: Si existe un
cardinal fuertemente compacto y A es un conjunto, entonces V # L[A]. Si bien L es modelo de V = L, lo que nos
muestran los teoremas anteriores es que en L no pueden existir cardinales medibles y en L [A] no existen cardinales
fuertemente compactos. También en este capitulo se vera la relacién que hay entre la compacidad de los lenguajes
infinitarios y los cardinales compactos.

En el capitulo 117 se hard una pequena generalizacién de los ultraproductos construyendo los M —ultraproductos,
que esencialmente son modelos que se construyen dentro de otro modelo con M —ultrafiltros que pueden o no
pertenecer al modelo. En este capitulo demostraremos otro teorema de Kunen: la existencia de indiscernibles en L

es equiconsistente con la existencia de un encaje no trivial de L en L.



Preliminares

En la presente tesis se asume que el lector tiene un conocimiento basico en el area de légica y teoria de conjuntos.

No obstante, algunos resultados sencillos serdn mostrados en esta seccién ya que seran empleados posteriormente.

Definicién 0.1. Si « es un ordinal limite, la cofinalidad de « es el minimo ordinal 5 tal que existe una funcién cre-
ciente f : § — ay cumple que |J{f(7) : v < 8} = «, ala que llamaremos funcion cofinal. Denotaremos

por ¢f(a) a la cofinalidad de .

Teorema 0.1. Si k es un cardinal, entonces existe una particion {A, C k: |[A| < K,y < cf(k)} tal que para

cualquiera v < 0 < cf(k) se tiene que A, NAg =0, A, #Dy k = U <erin) Ave

Sea f : cf(k) — k una funcion cofinal, entonces | f [cf (k)] = k. Para cada v < ¢f(k) definimos

A= fly+1\ U £l

0<vy

por construccion se cumple que A, C £ y para cualquiera v < 0 < c¢f(k) se tiene que A, N Ay =0y A,#0. Ademas
como £ es cardinal y f(y) <&, [4y] < k.Y dado que U, ..p(,) Ay = U f[cf(r)] = & se tiene el resultado.

Definicién 0.2. Decimos que & es un cardinal fuertemente inaccesible si y solo si es incontable, regular (¢f (k) = k)

y es fuerte (para todo A < k se cumple que 2* < k).

Definicién 0.3. Un arbol es un orden parcial (T, <r) tal que para todo ¢t € T se satisface que ({s € T : s < t},<r)

es un conjunto bien ordenado.
Definicién 0.4. Sea (T, <r) un arbol y ¢ € T la altura de ¢ en el arbol es
h(t,T)=ot({({seT:s<t},<r))
donde ot(A) denota el tipo de orden de A. Asi mismo, para cada o € OR definimos el nivel « del arbol
como T(a) :={t €T :h(t,T) =a} y la altura del arbol como ht(T) == min{a € OR: T(a) =0}

Definicién 0.5. Sea (T, <r) un arbol, una rama en T es una cadena C maximal en T. Y la altura de la rama
queda definida como ht(C) = ot((C, <))

Definicion 0.7. Decimos que un cardinal k > w regular tiene la propiedad del arbol si cualquier arbol de altura

tal que para todo o € OR se cumple que |T'(a)| < & tiene una rama de altura x.

Definicién 0.8. Decimos que una relacional E binaria sobre una clase C' es bien fundada si ) para todo ¢ € C se
tiene que extg(c) = {z € C': zEc} la extension de ¢ es un conjunto y II) cualquier subconjunto de C'

no vacio tiene un elemento minimal.
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Un relacional que cumple I) también se le llama izquierda limitado y a los que cumplen II) se les conoce simplemente
como relaciones bien fundadas. Sin embargo, como nos interesan las relaciones que cumplen I) y II), en este trabajo

diremos que un relacional es bien fundado si cumple ambas condiciones.
Observacion 0.1. Una clase bien fundada no tiene sucesiones infinitas decrecientes.

Definicién 0.9. Una relacién E sobre una clase C es extensional si extp(x) = exty(y) implica que z = y para

cualesquiera z,y € C.

Lema 0.1. Si F es una relacion bien fundada sobre una clase C' entonces cualquier clase no vacia contenida en

C' tiene un elemento minimal.

Sean E una relaciéon bien fundada sobre una clase C'y D una clase no vacia contenida en C'. Para proceder por
reduccion al absurdo supongamos que D no tiene un elemento minimal. A continuacién construiremos una familia
{d, : n € w} tal que d,,11 € extg(d,) N D.

Como D no es vaciay D C C, existe un elemento dyg € DNC. Supongamos que ya hemos construido a d,,. Como
E es bien fundada se tiene por definicién que extg(d,) es un conjunto, por lo cual extg(d,) N D es un conjunto
contenido en C. Si extg(d) N D = () entonces d es un elemento minimal en D, lo que contradice la hipotesis. Por
consiguiente, extr(d) N D # @ por lo que existe d,, 11 € extgp(d,) N D. Asi por recursion podemos construir una
familia {d, : n € w} C C tal que d,41 € extg(d,) N D; en particular cumple que d,, 1 Ed,, para toda n € w lo que

contradice el hecho de que C' es una clase bien fundada.

Lema 0.2. (Induccién para Relacionales Bien Fundados) Si E es una relacion bien fundada sobre la
clase C'y ¢ es una formula para la cual se cumple que I) Todo elemento de C' minimal con respecto a
la relacion E tiene la propiedad ¢ y IT) Si z € C' y se cumple ¢(z) para todo z € C' Nextg(x), entonces
x tiene la propiedad ¢ ; implica que todos los elementos de C' tienen la propiedad ¢

Supongamos, para reduccién al absurdo, que existe ¢ € C' que no cumple la propiedad ¢. Asi la clase
D = {c € C: cno cumple la propiedad ¢} # 0

y por el lema 0.1 D tiene un elemento minimal ¢g, por lo que todos sus predecesores cumplen la propiedad . Asi,

por la hipotesis, aplicando IT) se sigue que ¢o cumple la propiedad ¢, lo que contradice el hecho de que ¢g € D.
Lema 0.3. Para todo conjunto S existe un conjunto transitivo T tal que S C T.

Sea S un conjunto. Consideremos {S, :n € w} tal que Sg = Sy Sp+1 = JSn. Afirmamos que |J S, es el

new
conjunto transitivo buscado.

Por una parte S = Sy C |, ., Sn. Por otro lado, si z € |
Sm+1 = JSm se tiene que = C |J Sy, = Simt1 € U, ey, Sn- De esto se sigue que x C | J,, ., Sn; por lo tanto, | J S

new = n

S, entonces existe m € w tal que z € S, y como

new new

es transitivo y contiene a S.

Notacién Del lema anterior sabemos que dado un conjunto S se tiene que {7 : T es transitivoy S C T} # ) asi
denotaremos por T'r(S) al conjunto N{T" : T es transitivo yS C T'} el cual es conocido como la clausura
transitiva de S. Observemos que T'7(S) es el minimo conjunto (con respecto a la contencion) transitivo

que contiene a S.

Lema 0.4. (Recursién sobre clases bien fundadas) Si E es una relacién bien fundada sobre C'y G una

funcional de V en V, entonces hay un unico funcional F' de C en V tal que
F(z) = G(F lextg(z)]) = G{F(z) : 2Ez})
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Definimos el funcional F' : C — V por medio de la siguiente formula F(z) = y, si y solo si, I) existe una
funcion f, : Tr(extg(z)) — V tal que para todo z € Tr(extg(z)) se tiene que f(z) = G({f(?) : iEz}) y II)
G(fz extn(z)]) = y.

Demostraremos primero que las funciones f, que cumplen I) son tnicas para toda z € C. Sea x € C un elemento
minimal para el cual existen funciones f,h que satisfacen I) tal que f # h. Entonces por la minimalidad de = se
sigue que para todo wEx la funcion f,, que cumple la condicién I) para w es unica. De ahi que si w € Tr(extg(x))

entonces
fw) =G{f(i) : iBw}) = G({ fu(i) s iEw}) = G({h(i) : iEw}) = h(w)

lo que implica que f = h. Por tanto las funciones f, que cumplen I) son tunicas para toda z € C' (en caso de que
existan).

Por induccién sobre clases bien fundadas demostraremos que para todo z € C' existe una funcion f, que cumple
I).

» Si z es minimal en C, entonces extg(x) = 0. Asi f = @ cumple I) por vacuidad.

= Supongamos que para todo wEx existe una funcion f,, que cumple I) para w (la cuél es tnica por lo dicho
anteriormente). Entonces definimos f, : Tr(extg(x)) — V como f,(w) = G(fy [extg(w)]) que por la

unicidad de f,, se tiene que la funciéon f, esta bien definida.

Por induccién sobre clases bien fundadas hemos demostrado que para todo x € C' existe una funcién f, que cumple
I) y es tnica. Asi G(f, [extg(z)]) determina un unico valor; lo que implica que F definida por la férmula anterior
es un funcional.

Notemos que este es tinico pues si existiera H tal que H(z) = G({F(z): zEz}) y H # F entonces podemos
considerar x € C un elemento minimal para el cual H(z) # F(z). Por la minimalidad de z se sigue que para todo

zEx se cumple que F(z) = H(z). De esto se infiere que
H(z) = G{H(z2): 2Ez}) = G{F(2) : zEz}) = F(x)

lo que contradice el hecho de que H(x) # F(z). Asi el funcional F' es tnico.

Teorema 0.2. (Colapso de Mostowsky) Si F es una relacion bien fundada y extensional sobre una clase C,

entonces existe una tnica clase transitiva M tal que (C, E) = (M, €).

Sea F es una relacion bien fundada y extensional sobre una clase C. Sea G : V. — V un funcional tal que G(z) = x,

entonces, aplicando recursion, existe un unico funcional 7 : C' — V tal que
m(x) = G{n(2) : zEz}) = {n(z2) : zEx}

Consideremos M = 7 [C] C V y afirmamos que M es transitivo y (C, E) = (M, €). Por definicién de 7 se cumple
que si w(z) € M entonces w(x) C M pues m(x) = {m(z) : zEz}, por lo que M es transitiva. Asi basta mostrar que
7 es el isomorfismo.

I) 7 es inyectiva.

Supongamos, para reducciéon al absurdo, que 7 no es inyectiva; lo que implica que la clase
Z={zeM:qx,ycClx#tyhz=n(z)=m(y)}#0

consideremos z € D un elemento minimal, por definicién de Z existen z,y € C tal que x # y y z = w(x) = 7(y).
De la extensionalidad de C y del hecho de que = # y se sigue que extg(z) # extg(y); de ahi que, sin perdida

de generalidad, existe u € extp(z) tal que u ¢ extp(y). Como u € extg(x) entonces w(u) € w(x), y dado que
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m(x) = mw(y) se sigue que 7w(u) € w(y). Esto implica que hay tEy tal que n(t) = m(u). Sin embargo, dado que
u ¢ extp(y) yt € extp(y) se tiene que u # ¢. Asi u,t € C satisfacen que v # t y m(u) = 7(t), lo que implica
que zg = 7(u) € Z; no obstante, zg = w(u) € w(xz) = z lo que es una contradiccién a la minimalidad de z. Por
consiguiente, 7 es inyectiva.

IT) 7 preserva el orden.

Por definicion de 7, si xEy entonces w(z) € {n(z) : zEy} = m(y). Asi basta mostrar la implicacion inversa, es
decir, mostraremos que si 7(z) € 7(y) implica que zEy. Si 7(z) € w(y) = {n(2) : zEy} entonces existe zEy tal que
m(z) = w(x), pero como 7 es inyectiva se sigue que x = z; de ahi que zFy. Por lo tanto, m preserva el orden.

De los dos puntos anteriores concluimos que 7 es un isomorfismo.

IIT) La clase M es unica.

Supongamos que existe un isomorfismo h: C — V tal que N = h[C] = C con N una clase transitiva. Como h
y 7 son isomorfismos entonces T = hon ' : M — N también es un isomorfismo. A continuacién demostraremos
que T es la identidad.

Para reduccién al absurdo supongamos que 7 no es la identidad. Sea x € M un elemento minimal con la
propiedad de que T(x) # z. De la minimalidad de x se sigue que para toda z € x (con z € M) se tiene que
T(z) = z. Como T preserva el orden se sigue que para toda z € x (con z € M) se tiene que z = T'(2) € T(x), de
lo que se infiere que « C T'(x). Por otro lado, como N es traunsitiva T'(x) C N, de ahi que si w € T(z) entonces
w € N. Dado que T es sobreyectiva existe t € M tal que T'(t) = w € T(z). Ya que T preserva el orden se sigue que
t € z y de la minimalidad de z se sigue que w = T'(t) = ¢, entonces w € x. Por consiguiente, T'(z) C x. De ambas
contenciones se sigue que T'(z) = x lo que contradice la elecciéon de x. Asi por reduccion al absurdo concluimos que

T es la identidad, entonces h = 7. Por tanto, N = h[C] = 7 [C] = M. Lo que significa que la clase M es unica.
Proposiciéon 0.1. Si s es un cardinal, entonces 2% = (2<%)°f(%) donde 2<% = sup {2 : u < K}.

Por el teorema 0.1. existe {A, C k:|A,| < K,y < cf(k)} tal que para cualquiera v < 6 < cf(k) se tiene que

A’Y NAg=0yr= U’Y<Cf(l€)
toda v < ¢f(k) se cumple que k., < k. Por consiguiente,

A,. Para cada v < cf(k) consideremos r = [A,|. Asi, k =} _ 1 (. Ky donde para

9K — 2Z,Y<Cf(n) Ky H 2y < H 9<K _ (2<m)cf(n) < (25)cf(n) — 9~
v<ef(r) y<ef(x)

por lo tanto, 2% = (2<%)ef (%),
Proposicién 0.2. Si k es un cardinal fuerte, entonces 2% = x¢/(%)

Por una parte x/(") < k% = 25 por lo que basta mostrar la desigualdad contraria. Como & es un cardinal fuerte
se tiene que 2<% = sup {2" : u < k} < k. Asi por la proposicién 0.1 obtenemos que 2% = (2<%)¢f (%) < gef(%) De

ambas desigualdades concluimos que 2% = /(%)

Proposicion 0.3. Si x = sup{k; : i € w} donde k; es un cardinal fuerte y si para cualesquiera i < j se satisface

que K; < kj, entonces s es un cardinal fuerte; es decir, para todo A < s se cumple que 2* < k.

Sea A < k. Por definicion del supremo existe i € w tal que A < k;; sin embargo, como {x; : i € w} es creciente

podemos pedir que A < ;. Dado que &; es un cardinal fuerte se tiene que 2* < x; < k.

Definicién 0.10. Definimos el orden < sobre OR x OR de la siguiente manera: {(a, () < (v,0) si y solo si
maz {«a, B} € max {~,d0}, o maz{«a, 8} = mazx {v,0} y a € v, o bien maz {a, 8} = mazx {y,0}, a =~y
B eé.

Definicion 0.11. Dado el orden < sobre OR x OR definimos el funcional canoénico I' : OR x OR — OR como

I'({a, 8)) = ot({(&m) : (§;m) < (e, B)})



Definicién 0.12. Definimos la jerarquia acumulativa por recucion transfinita de la siguiente manera: Vy = (),

Va1 =P (Vo) y si a es limite entonces Vo, = g, Vs

VI



Capitulo 1

Hacia La Construccion De Los

Ultraproductos

El presente capitulo tiene como finalidad definir los ultraproductos, para esto en un primer momento se dara

una definicién formal de modelo y posteriormente se definira el concepto de filtro que daré pie a la construcciéon de

los ultraproductos.

1.1.

Lenguajes de Primer Orden L,

Al igual que los lenguajes naturales, como el espanol, las expresiones de los lenguajes formales son ristras o

sucesiones de simbolos. De esta forma los lenguajes formales estan determinados por la cantidad de simbolos que

se pueden emplear para formar expresiones; en este caso decimos que nuestro lenguaje formal estd determinado por

un 7-tipo.

Definicién 1.1.1. Sean p,3,n cardinales, ;1 €’w y § €’w, definimos un 7-tipo como un conjunto 7 de simbolos

tal que 7 = {Ry 1y < p} U{f,:v < B}U{cy:v <n} donde {c¢, : v <n} es un conjunto de simbolos
de constantes, {R, :y < p} un conjunto de simbolos de relaciones y {f, :v < 8} es un conjunto de

simbolos de funciones; donde p(7y) representa el grado o numero de argumentos de R, y d(v) el grado
de f,.

Considerando la definicién anterior podemos definir los simbolos de un lenguajes de primer orden de tipo 7, que

denotaremos como Ly, ., (7).

1.

2.

3.

Simbolos auxiliares: (,)
Conectivos logicos finitos: Aconjuncién, Vdisyuncién y — negacion.
Simbolo de igualdad =

Conjunto de w variables individuales {z,, : n € w}

. Los simbolos del 7-tipo

Simbolo del cuantificador existencial o particular 3



Con estos simbolos se puede formar cualquier 7-expresiéon (una sucesion finita de simbolos del tipo 7) como IPx—;
sin embargo, este tipo de expresiones carecen de sentido, o en otras palabras, no son formulas. Antes de pasar
directamente a la definiciéon de férmula hay que abordar la nocién de términos, misma que nos ayudard a definir

las formulas.

Definicién 1.1.2. El conjunto de términos de tipo 7, al que denotaremos simplemente por 7'(7), es el menor

conjunto X de T-expresiones, tal que:

1. {zp:newlU{cy:y<n} CX

2. Sif,e{fy 7 <P}yl .. tsy) €X,entonces fy(t1,...,t501)) € X
Decimos que ¢ es un 7-término si es un elemento de T'(7).

Definicién 1.1.3. Una 7-formula atémica es una expresion de la forma t; = t; o de la forma R (t1,...,t,()) donde

i tj,t1,...,1,(y) SON T-términos y 1R, es un simbolo de relacién de tipo 7.
Asi podemos definir las formulas para nuestro lenguaje de primer orden.
Definicién 1.1.4. Definimos de forma recursiva una férmula para nuestro lenguaje £, ., (7) de la siguiente manera:

1. Si ¢ es una férmula atémica, entonces ¢ es una férmula.
2. Si ¢ y v son formulas entonces ¢ A Y, ¢ V¢ y - también son férmulas.

3. Si ¢ es una foérmula entonces Jz;p es una formula donde z; € {z, : n € w}.

En el presente trabajo se toman a ¢ — 1 y V;ip como abreviaturas de las formulas —¢ V ¢ y —3z;—p respectiva-
mente. Asi una férmula en nuestro lenguaje de primer orden podria ser 31 (R1(x1) A R2(22)) o bien R3(xz4). Cabe
recalcar que se llama lenguaje de primer orden porque tnicamente se puede cuantificar sobre variables individuales

y no sobre los simbolos de relaciones o funciones.

1.2. Estructuras y Modelos para los Lenguajes de Primer Orden.

De manera intuitiva una estructura es una funcién que interpreta las formulas bien formadas de nuestro lenguaje
formal proveyéndolas de “significado”. Asi una estructura nos proporciona el conjunto de objetos a los cuales se refiere
el parametro 3 y las denotaciones de los simbolos de constantes, funciones y predicados.

Definicién 1.2.1. Una 7-estructura 24 para nuestro lenguaje de L., .,(7) es una cuatrupla

A= (A APy v <p} {9y 7 < B}, {dy:v<n})



con A # @, comunmente llamado el universo de , {P, : v < p} un conjunto de relaciones, {g, : v < 5}

un conjunto de funciones y {d, : v < n} un conjunto de constantes en el universo A tales que:

1. Para cada vy < p, P, C A*() y (R)* = P,
2. Para cada vy < 3, g, : A’ — Ay (£)* =g,

3. Paracaday <n,d, € Ay (¢;)* =4d,

De manera intuitiva decimos que una estructura 2f satisface a una férmula ¢ si su interpretaciéon en la estructura es

verdadera para esa estructura. A continuaciéon daremos un par de definiciones que formalizaran ésta idea intuitiva.

Definicién 1.2.2. Dada A = (A, {P, : v < p},{gy : v < B},{dy : v < n}) una estructura de tipo 7, T'(7) el con-
junto de términos de tipo 7y o = (a, : vy < w) €¥A, definimos una asignacion & : T(r) — A de la

siguiente forma:

1. Sit =, € {z, :n € w}, entonces a(t) = ay,
2. Sit=c, € {c, vy <n}, entonces a(t) = (c,)* =d,

3. Sit= f,y(t17,__,t5(v)), entonces a(t) = @(f,y(t17.,_,t5(n{)) = (f,y)g‘(@(tl), ...,&(t5(7))

Definicién 1.2.3. Dada 2l una 7-estructura, & una asignacion y ¢,v, ¢ formulas de L, ., definimos la relacion

A Eo ¢ (A satisface ¢ con la sucesion «), de la siguiente forma:

1. Si ¢ = (t; =t;), entonces A =, t; = ¢, si y solo si &(t;) = a&(t;), donde t;,t; € T(7)

2. Si o= Ry(t1, ..., tu)), entonces A o Ry(t1, ..., tyy) siy solo si (@(ty), ..., @ty ) € Py
3. Sip=1 Ao, entonces A=, P Apsiysolosi A=, vy AEq d

4. Si p =1V ¢, entonces A =, PV siysolosiAE, oA, ¢

5. Si ¢ = =, entonces A =, ) siy solo si A E

6. Si ¢ = Jzp, entonces A =, Iyt siy solo si existe a € A tal que A =4 (y,q) ¥ donde a(k,a) €A denota a

la funcién

a(k,a)(n) =

Definicion 1.2.4. Decimos que una férmula ¢ es verdadera en la estructura I, si y sélo si, para toda asignacién

« tenemos que A =, . A esto lo denotamos como A = ¢.

Definicion 1.2.5. Dado I' un conjunto de féormulas decimos que 2l es modelo de T', si y sélo si, para toda formula

¢ en I' tenemos que A = ¢.



Definicién 1.2.6. Dado I" un conjunto de formulas y ¢ una formula, decimos que ¢ es consecuencia de I, lo que

denotaremos como I' |= ¢, si y sblo si todos los modelos de I' son también modelos de ¢.

Definicion 1.2.7. Sean 2,5 dos estructuras con dominios A, B respectivamente. Decimos que 2 es una subes-

1.

2.

3.

4.

tructura de B (que denotaremos como 2 C B) si se satisface lo siguiente
ACB

Si ¢, es un sfmbolo de constante, entonces ¢ = ¢

cy -
Si f, es un simbolo de funcién, entonces f?‘ = f,y% A,

Si R, es un simbolo de relacién, entonces R® = R® n A1)

A continuacién extenderemos el lenguaje L, ., a los lenguajes infinitarios £, x» que como podra notarse dicha

extensién es natural.

1.3.

Lenguajes Infinitarios de Primer Orden L, )

Dados k,A cardinales donde A < k los lenguajes infinitarios £,  son extensiones del lenguaje L, ., donde se

permite una cantidad de disyunciones y conjunciones menores a « y la cuantificacién sobre menos de A variables.

Definicién 1.3.1. Sean p, 3,7 cardinales, i €°X y 6 €\, definimos un 7-tipo como un conjunto 7 de simbolos

tal que 7 = {R, : v < p} U{f, : v < B}U{c,:v <n} donde {c, : v <n} es un conjunto de simbolos
de constantes, {R, :7y < p} un conjunto de simbolos de relaciones y {f,:vy < 8} es un conjunto de

simbolos de funciones; donde 1() representa el grado o nimero de argumentos de R, y () el grado
de f,.

Los simbolos empleados en un lenguaje £, x(7) son los siguientes:

1.

2.

3.

Simbolos auxiliares: (,)
Conectivos logicos finitos: A conjuncion, V disyuncién y — negacion.

Simbolo de igualdad =

. Conjunto de « variables individuales {z : v < k}

. Los simbolos del 7-tipo

Simbolo del cuanficador existencial o particular 3
Conectivos infinitarios A\, _, vy V. . con 0 <x

Cuantificador existencial infinitario 3y« con 8 < k



Como puede observarse, los lenguajes L£,. » son extensiones de nuestro lenguaje L, ., por lo que se omiten algunas
definiciones pues son analogas a las definiciones ya mencionadas para el lenguaje L, .,. En particular los 7-términos

y las 7-formulas atémicas se definen igual, por lo que sblo se dan las definiciones donde existan cambios sustantivos.

Definicién 1.3.2. Definimos de forma recursiva una férmula para nuestro lenguaje L, x(7) de la siguiente manera:

1. Si ¢ es una férmula atémica, entonces ¢ es una férmula.

2. Si ¢ y 9 son formulas, entonces ¢ A, @ V¢ y = también son féormulas.

3. Si ¢ es una formula entonces 3z~ es una férmula donde z, € {z : v € K}

4. Si 0 < Kk y cada ¢ son formulas entonces Ay<gp~ ¥ Vy<o® son también formulas.

5. Si 0 < Ay ¢ es una férmula entonces 3¢9+, () es una férmula.

En este trabajo se toman a ¢ — 9 y Ve<o2,, (¢) como abreviaturas para las formulas ¢ V ¢y =Jecpr,, (m0)
respectivamente.! Al igual que el lenguaje L, ., las estructuras se definen exactamente igual, motivo por el cual

pasaremos directo a las definiciones que corresponden a las nociones de satisfaccion.

Definicién 1.3.3. Dada A = (A, {P, : v < p},{gy : v < B},{dy : ¥ < n}) una estructura de tipo 7, T'(7) el con-
junto de términos de tipo 7y a = (a, : v < k) €A, definimos una asignacion & : T(1) — A de la

siguiente forma:

1. Sit ==, € {x,: v <Kk}, entonces a(t) = a,
2. Sit=c, €{cy:v<n}, entonces a(t) = (¢,)* =d,

3. Sit= fy(t1,. tsc)), entonces a(t) = @(f,y(t17.,_,t5(n{)) = (f,y)g‘(@(tl), ey (5 ()

A la asignaciéon @ algunas veces la denotaremos simplemente como « siempre y cuando no genere confusiones de

algtn tipo.

Definicién 1.3.4. Dada 2 una T-estructura, o una asignacién, ¢,¢,% y para cada v < § < k se tiene que v, son
formulas de £, » definimos la relacion 2 =5 ¢ (2 satisface ¢ con la asignacién «), de la siguiente forma:

1. Si ¢ = (t; =t;), entonces A =, t; = ¢, siy solo si a(t;) = a(t;), donde t;,t; € T(7)
2. Si @ = Ry(t1, ..., ty(y)), entonces A = Ry(t1, ... tu(y)) siy solo si (a(ty),...,a(tuq))) € Py

3. Sip=1 Ao, entonces A=, Y Adsiysolosi A=, vy A=, d

En Large Infinitary Languages de M. A. Dickmann se pide que las férmulas en los lenguajes infinitarios tengan menos de A variables,
esta condicion se pide para poder hablar de la cerradura de una férmula (dada una formula ¢(z1, ..., zg) con @ variables libres su cerradura
es la formula 3¢<gzep(1, ..., 29)). Como en los teoremas donde usaremos la cerradura de formulas se refieren a los lenguajes Ly » con
k un cardinal regular, se cumple que el nimero de variables libres de una férmula es menor a k; por lo que podemos hablar de su
cerradura en estos lenguajes. Asi, en este trabajo no se considera necesario pedir que para que una férmula sea tal deba tener menos de
A variables libres.



4. Sip =1V ¢, entonces A=, PV opsiysolosiApE, oA, ¢
5. Si ¢ = =), entonces A =, ) siy solo si A E )

6. Si ¢ = dxp1), entonces A =, Fzp1) siy solo si existe a € A tal que A =4 k,q) ¥ donde a(k,a) €A denota a
la funcion

a(n) n#k

a n==%k

a(k,a)(n) =

7. Si p = Ay<gt)y, entonces A =4 Aycp 1y siy solo si para cada v < 6 se tiene que 2A =41,
8. Si ¢ = Vy<pthy, entonces A =4 Vy<g ¥ siy s6lo si para algin v < 6 se tiene que A =41
9. Si ¢ = Jecpro, (¥), entonces A f=qI¢cow, (1) si y s6lo si existe b= (a,, : £ <) €”A con § < A <  tal que

A Fqfo,p) ¥ donde a [0,b] €7 A denota a la funcién definida como

a(y) v # e para toda £ < 0
7 = 7 para alguna £ < 6

al6,b] (v) =

Ay,

Las definiciones de verdad en un modelo y consecuencia seméntica son analogas. Asi mismo a nocion de compacidad

puede adaptarse a estos lenguajes infinitarios de la siguiente manera.

Definicién 1.3.5. Decimos que un conjunto de enunciados > de L, » es k-consistente si y s6lo si para cualquier
S C ¥ donde |S| < & se tiene que S tiene modelo.

Definicién 1.3.6. Decimos que el lenguaje L, » satisface el teorema de compacidad si y sélo si para cualquier

conjunto ¥ de enunciados de £, ) r-consistente tiene modelo.

Definicién 1.3.7. Decimos que el lenguaje L,. » satisface el teorema de compacidad débil si y sélo si para cualquier
conjunto ¥ de enunciados de £, » k-consistente tal que |X| = k tiene modelo.

Observacién 1.3.1. Si el conjunto X es k-consistente y |X| < x entonces ¥ tiene modelo, por lo que en la definiciéon

2.6.4. solo se consideran los conjuntos ¥ tal que |X| = &.

También observemos que si ¢(x1,...,x9) es una formula con 6 variables libres, a y 8 son asignaciones tales que
a(z) = B(z) para toda variable libre  de ¢ entonces A =, @(x1,...,xp) si y sélo si A =5 (21, ..., 29)>. Por esta
razon si ¢(z1,...,2¢) es una féormula con 6 variables libres usaremos la notacion 2 = (21, ..., z9) a1, ..., ag] para
decir que la formula ¢ se satisface en la estructura 2 por cualquier sucesiéon que en la variable libre x; vale a; para
toda j € {1,...,6}.

A continuacién daremos algunas definiciones que nos brindan algunas relaciones que puede haber entre dos

estructuras.

Definicién 1.3.8. Sean 2, B dos estructuras del lenguaje £, (7) con dominios A y B respectivamente,

T={Ry:y<ptU{fy:v<B}U{cy:v<n}

y una funcién F' : A — B, decimos que:

2vid. Dickmann, M. A., Large Infinitary Languages: Model Theory, p.67.
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= F' es un morfismo si y solo si

B

1. Si ¢y es un simbolo de constante, entonces F(c%‘) =cy.

2. Si f, es un simbolo de funcién y ay, ..., as) € A, entonces

F(fsl(ah"'raé('y))) = f'y%(F(al)P"vF(aé('y)))

3. Dado R, un simbolo de relacion y ai, ..., a,,) € A, entonces
si (a1, ...,au0y)) € R%‘ implica que (F(a1), ..., F(a,,))) € Ri?.

= F es un morfismo fuerte si y sélo si F' es un morfismo y para toda R, un simbolo de relaciéon y a1, ..., a,(,) € A
se cumple que

si (F(a1),..., F(au))) € R? entonces (ay, ..., a,(,)) € R2.
= I es un encaje si y solo si F' es un morfismo fuerte y F' es inyectiva.
= F' es un isomorfismo si y solo si F' es un encaje y F' es una funcién biyectiva.

» F es un encaje elemental si y solo si para cualquier formula ¢ del lenguaje £, 1(7) con 8 variables libres y

Ay s ooy Gy € A se tiene que A = @(Tq,, oy Ty ) [Ayy s vy Gy, ] 81 Y 8610 81 B = 02,5 o0y Ty, ) [FAy, ), ooy Flany,)]

Notacidén Si existe un encaje elemental de 2 a B lo denotaremos como 2 < B y si las estructuras son isomorfas
lo denotaremos como 24 = B . En caso de que el encaje elemental sea la inclusiéon decimos que 2 es una
subestructura elemental ‘5.

Observacion 1.3.2. Observemos que la composicién de encajes elementales es nuevamente un encaje elemental

Proposicion 1.3.2. Si F': A — B es un encaje elemental, entonces F es un encaje:

Sea F': A — B un encaje elemental:

I) Si ¢, es un simbolo de constante, entonces F(C,QY[) = c?.

Como A =z = ¢, [(¢,)?] y F es un encaje elemental, entonces B |= z = ¢, [F((cy)*)] por lo que
F((C’y)m) = (C’v)%
II) Si f, es un simbolo de funcién y ay, ..., a5, € A, entonces
F(f2 a1, . as())) = f2(F(a1), ..., F(as(y)))
como A =z = fv(;vl, s T5()) [f%(ah ey A() )5 Oy -ovy a(;(,y)} y F es un encaje elemental, entonces
BlE=a= f,y(xl7 s T(y)) [F(f,?(al, s ag())), Far), ..., F(a(;(y))]

por lo que F(f3 (a1, ..., as())) = [ (F(a1), ..., Fas(y)))
I1T) Dado R, un simbolo de relacién y ay, ..., a,(,) € A, entonces

(a1, ... a,()) € R,QY1 Siy solosi (F(a1),..., Faum))) € R,?



<a1, ""%('y)> € R?Yl siy solosi 2 = R, (21,..., Z5()) [al, “"%('y)] y como F' es un encaje elemental equivale a
que B = R (T1,..., T5(+)) [F(a1), ..., Faum))]; siy solosi, (F(a1),..., F(ayy))) € R,?

IV) F es inyectiva

Supongamos, para reducciéon al absurdo, que existen a,b € A con a # by F(a) = F(b). Se tiene que B E x =
y [F(a), F(b)] pero A ¥ xz = y|a,b] lo que contradice el hecho de que F' sea un encaje elemental. Por consiguiente F'
es inyectiva.

De lo anterior se concluye que F' es un encaje.
Definicién 1.3.9. Sea v un ordinal limite. Decimos que (2; : i € v) es una cadena elemental si cada 2; es una
estructura con dominio A; y existe {e; ; : 4,j € v} un conjunto de encajes elementales tales que

€ij - Al — Aj

yeir=¢ejroe, paracadai <j <k.

Definicion 1.3.10. Sea 20 una estructura con dominio A, donde A es un conjunto. Decimos que una funcién
hy @ A — AS es una funcién de Skolem para una férmula ¢ con & + 6 variables libres si existe
b1,...,b¢ € A tal que

A= @b,...,be, a1, ..., ag)

implica que & = ¢ [hy(a1, ..., a6), a1, ..., ag) para cualquier ai,...,ay € A.

Usando el axioma de eleccién uno puede construir una funcién de Skolem para cada férmula . Si e : P(A%) — A
es una funcion de eleccion y by € A es un elemento fijo de A, definimos la funcién de Skolem como

RN

L (a a ) 6({<b1,...,b§> € AS :Ql’:go[bl,...,bg,al,...,ag]}) Si {<b1,...,b5> € Af :Ql|:g0[b1,...,b§,a1,..,,a9]} 0
1, n) —
’ <b0,...,bo> Si {(bl,...,b,g) GA5 :Ql':gp[b1,...,b5,a1,...,a9]} =10

Notaciéon Si 2l es una estructura con universo A, donde A es un conjunto, y X C A entonces denotaremos por

H?(X) a la cerradura de X bajo las funciones de Skolem de todas las formulas del lenguaje?.

Proposicién 1.3.3. Sea 2 una estructura y X C A, entonces H*(X) < 2.

Procederemos por induccién sobre la longitud de la férmula. Sea ¢ una férmula con con 6 + 1 variables libres y
ai,...,ag € HA(X).
I) Si ¢ es de la forma R (a1, ...,ap), entonces H*(X) = R [ay, ..., aq] si y solo si

(ay,...,ap) € R = R% 0 H¥(X)

como ay, ...,ag € H*(X) es equivalente a que (ay,...,ag) € R¥; lo que coimplica que A = R [ay, ..., ag)-
Supongamos por hipétesis de induccién que para toda féormula 1 de longitud menor a ¢ se cumple que

H*(X) E a1, ...,aq) siy solo si 2 = v [a, ..., ag)

II) Si ¢ es de la forma A<y, entonces H*(X) = Ay<gtby a1, ..., ag] si y solo si para toda v < 6 se satisface
que H*(X) = 9, [a1, ..., ag]. Asi por hipétesis de induccion es equivalente a que A = v, [a1, ..., ap] para toda v < 6;
lo que coimplica que 2 = Ay<pty a1, ..., ag).

II1) Si ¢ es de la forma —), entonces H¥(X) |= =) [ay, ..., ag] si y sélo si H¥(X) ¥ 1 [ay, ..., ag] . Por hipétesis

de induccion es equivalente a que A ¥ 1 [aq, ..., ag]; lo que coimplica que A = —) [aq, ..., ag].

38e esta suponiendo que el conjunto de formulas del lenguaje es también un conjunto



IV) Si ¢ es de la forma Jecga, (1), entonces H*(X) |= 3ycex4(¢) a1, ..., ag]. Como H*(X) es una subes-
tructura de 2 se sigue que 2 = 3,2+ (¥) [a1, ..., ag]. Por otro lado, si A = I ez, (¥) [a1, ..., ag], entonces existe
b= (by:v <& €’Atal que A = [b, ..., b, a1, ..., ag]. Dado que H*(X) es cerrado por funciones Skolem entonces
H¥(X) = ¢ [hy(a1, ..., ap), a1, ..., ag], lo que implica que H*(X) = 3,2 (%) [a1, ..., ag]. De ambas implicaciones
se sigue que H*(X) = 3y <cx, () [a1, ..., aq) si y solo si A = I, cex, (V) [a1, ..., ag].

1.4. Filtros y Ultrafiltros

Definicién 1.4.1. Dado I un conjunto, decimos que F C P(I) es un filtro si cumple las siguientes condiciones:

1.0gF, IeF
2. Para cualesquiera A, B € F se tiene queAN B € F

3. Para cualesquiera A € F y B € P(I) se cumple que si A C B entonces B € F

Observacion 1.4.1. Dado F un filtro no puede suceder que tanto A € F como X \ A€ F, pues por la condicion
2 se tendria que cumplir que AN (X \ A) € F; lo que implicaria que () € F que contradice la condicion
1. De donde si A € F se tiene que X \ A¢ F.

Proposicion 1.4.1. Sea F un filtro, entonces AN B € Fsiysélosi Ae FyBeF.

Notemos que el regreso se da por definicion de filtro por lo que s6lo basta mostrar la ida.
Supongamos ANB € F. Como ANB C Ay ANB C B por la condicion 3 del filtro se tiene que A € Fy B € F.

Proposicion 1.4.2. Sea F un filtro tal que A ¢ Fy (X \ A) ¢ F, entonces
(FA) ={X CI:3F € [FI™\ {0} ((nFo)NAC X)}
es el filtro mas pequefio, respecto a la contencion, tal que F U {4} C (F(A)). A (F(A)) se le conoce
como el filtro generador de F y A.

Primero veamos que (F(A))es un filtro.

= Si ) € (F(A)) entonces por la definicion de (F(A)) existe Fo € [F]=“\ {0} tal que (NFo) N A C @, por lo
que NFy € X \ A4 pero como F es filtro y NFy € F (pues es una interseccion finita de elementos del filtro)
implicarfa que X \ A € F lo que contradice la hipotesis de que (X \ A) ¢ F. Asi 0 ¢ (F(A)).

= Como F es filtro entonces I € F, de ahi que {I} € [F]~“\ {0} y asi IN A= A C I; por lo que A, T € (F(A))

= Sean X,Y € (F(A)) . Demostraremos que X NY € (F(A))



Por definicion tenemos que existen Fo, Fi € [F]=“\ {0} tal que (NFy) N A C X) y (NF1) N A C Y. Consideremos
Fa = FoUF; € [FI=¥\ {0}, entonces (NFo) N A= (NFo)N(NFI)NAC XNY;dedonde X NY € (F(A))

= Sea X € (F(A)) y Y C I tal que X C Y, entonces por definicion de (F(A)) existe Fo € [F]~“ \ {0} tal que
(NFo)NAC X CY porloqueY € (F(A)).

Por lo anterior tenemos que (F(A)) es un filtro. Ademés para cualquier F' € F se tiene que {F} € [F]~“\ {0} y
como FFN A C F se tiene que F € F. Por tanto F C (F(A)). De lo que se concluye que (F(A)) es un filtro tal que
A, F C(F(A)).

Por otro lado si existiera un filtro H tal que A, F CH, por la definiciéon (condicion 2) de filtro se tendria que
para todo Fy € [H]<“ \ {0} se cumple que (NFy) € H; y como A, F CH en particular obtendriamos que para todo
Fo € [H]=\ {0} se satisface que (NFy) N A € H. Dado que los filtros son cerrados bajo supraconjuntos entonces
para todo X C I para el cual existe Fy € [F]~“\ {0} tal que (NFy) N A C X se tiene que 2 € H, por lo que
(F(A)) CH.

Finalmente concluimos que (F(A)) es el filtro mas pequefio respecto a la contenciéon que contiene a A y F.

Definicion 1.4.2. Un ultrafiltro U es un filtro maximal respecto a la contencion, es decir, para todo filtro F tal
que U C F se tiene que U = F.

Proposicion 1.4.3. Si U es un ultrafiltro sobre un conjunto I, entonces para todo A C I se tiene que A € U si y
solo X\ A¢U

Notemos que la ida se da por la observacion 1.4.1. por lo que basta mostrar el regreso. Supongamos que X\ A ¢ U y
para reduccion al absurdo también vamos a suponer que A ¢ U. Consideremos (U(A)) que por la Proposicion 1.4.2.
es un filtro tal que U C (U(A)) pero como A ¢ U se da la contencion propia U C (U(A)) lo que es una contradiccion,

pues U es un ultrafiltro y por definicién es maximal con respecto a la contencion.

Observacion 1.4.2. De la proposicién 1.4.3 se sigue inmediatamente que si U es un ultrafiltro sobre un conjunto
I, entonces para todo A C I se tiene que A € i o bien X \ A € U.

Teorema 1.4.1. U es un ultrafiltro si y sélo si para todo A C I se cumple que A € U o bien X \ A € U.

Por la observacion 1.4.2. se tiene la ida mientras que el regreso se obtiene por contradiccion. Si existiera un filtro
F tal que U C F, entonces hay un A € F tal que A ¢ U; sin embargo, por hipdtesis para todo A C I se cumple
que A € U o bien X \ A € U. Esto implica que X \ A € U pero U C F por lo que (X \ A) € F, entonces
0= (X\A)N A e F lo que es una contradiccion a la observacion 1.4.1.

Definicién 1.4.4. Decimos que F es un filtro x-completo si y s6lo si F es un filtro y para cualquier {X, : v < 0} C F
con 0 < & se tiene que Ny<g X, € F.

Definicién 1.4.5. Un filtro F C P(I) es principal si y solo si existe A C T tal que F={C CI: ACC}
Teorema 1.4.2. Sea F': I — S una funcién sobreyectiva. Si F es un filtro sobre I entonces
H={ACS:F'[A]eF}
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es un filtro sobre S. Ademas, si F es un ultrafiltro se tiene que H también es un ultrafiltro. Asi mismo,
si F es k—completo entonces H es k—completo. Y, en caso de que F sea un filtro no principal y F' sea

una funcién inyectiva se sigue que H también es no principal.
Sea F un filtro sobre I . Veamos que H = {A C S : F~![A] € F} es un filtro sobre S
= S € H. Como F es sobreyectiva entonces F~![S] =1 € F; por lo que S € H
» )¢ H. Como F71[)] =0 ¢ F se tiene que O ¢ H
= Si A, B € H entonces AN B € H:

Sean A, B € H, entonces F~1[A] € Fy F~'[B] € F y como F es filtro se tiene que
F'[ANB|=F'[AInNF'[Ble F

porloque ANBeH
= Para cualquier A C S'y C € H tal que C' C A se cumple que A € H.

Sean A C Sy C € H tal que C C A, entonces F~1[C] € F y ademéas F~![C] C F~![A]. Como F es un filtro y
F=L[C] C F71[A] se tiene que F~1[A] € F; de ahi que A € H.

= Si F es un ultrafiltro entonces H es un ultrafiltro. Por el teorema 1.4.1. basta mostrar que para cualquier
A C S se cumple que A € H o bien S\ A € H.

Sea A C S. Observemos que F~'[A] C I y dado que F es un ultrafiltro, por el teorema 1.4.1, se tiene que
F~'[A] € Fobien I\ F~1[A] € F. Asi, de la suprayectividad de F se sigue que F~'[A] € F o F71[S\ A] € F;
lo que implica, por definicién de H, que A € H o bien S\ A € H. Con lo que concluimos que H es un ultrafiltro.

= Si F es k—completo entonces H es x—completo.

Sea {A,:v <A} CH con A < k, entonces {F~'[A,]: v <A} C F. Dado que el filtro F es k—completo, entonces
F-! I:ﬂ'y<)\ AW} = <x F~"[A,] € F; por consiguiente (), _, A, € F.

= Si F es un filtro no principal, entonces H es un filtro no principal.

Si H es un filtro principal, entonces existe B € H tal que para todo C € H se tiene que B C C. Afirmamos que
F~1[B] C J para cualquier J € F, lo que implicaria que F es principal. Dado J € F, entonces F [J] C S y como
la funcién es inyectiva se tiene que F~![F[J]] = J € F; por lo que F [J] € H. Y como H es principal entonces
B C F[J], lo que implica que F~! [B] C F~1[F[J]] = J. Asi F es un filtro principal.

Proposicion 1.4.4. Si F es un filtro x-completo, entonces para todo § < x se cumple que N,<p X, € F si y sélo

si para todo v < ¢ se satisface que X, € F.

El regreso se da por la definicion, pues el filtro es x-completo, por lo que basta mostrar la ida. Sea 6 < k tal que
Ny<6 X~y € F, como Ny<9X, C X, y F es filtro entonces es cerrado por supraconjuntos por lo que para todo vy < ¢

se satisface que X, € F.

Proposiciéon 1.4.6. Si F es un ultrafiltro no principal y x completo sobre x, entonces para todo A\ < k se tiene
que {£€Kr:A<ELEF.
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Sea F es un ultrafiltro no principal y x completo sobre k. Por un lado, como F es un ultrafiltro (observacion 1.4.2.)

se tiene que

{{er:A<&}eFobien {E<k:E<AEF

Supongamos que A = {{ < k:£ <A} € F . Como F no es principal para todo £ € A se tiene que {¢} ¢ F.
Dado que F es ultrafiltro y el hecho de que {£} ¢ F, por la proposicion 1.4.3, se sigue que k \ {{} € F, entonces,
An(k\{}) = A\ {£} € F. Ademas, como el filtro es x completo se tiene que § = ..\ A\ {{} € F que es una
contradiccion. Por consiguiente {£ < k: £ < A} ¢ F, con lo que se concluye que {{ € k: A < £} € F.

Proposicion 1.4.7. Si F es un ultrafiltro no principal y x completo sobre k, entonces para todo X € F se cumple

que | X| = k.

Supongamos que existe X € F tal que | X| < k y sea |X| = A, entonces X = {z, : v < A}. Como F es no principal
se tiene que para todo v < A se cumple que {z,} ¢ F. Ya que F es un ultrafiltro, entonces s \ {z,} € F; por
consiguiente X N[, ., (x \ {z,}) € F pues F es n—completo. Sin embargo,

X0 e\ ey ) =X\ [J{zh =Xn(k\X)=0

y<A <A

y entonces () € F lo que es una contradiccion.

1.5. Productos, Ultraproductos y Ultrapotencias

Definicién 1.5.1 Sea I un conjunto de indices, tal que para toda i € I se tiene que A; # (),

A:HAi:{f:f:IHUieIAi}

iel

y F C P(I) un filtro. Definimos ~x una relacion sobre A de la siguiente manera: f ~x g si y solo
si{iel: f(i)=g(i)} € F. Como es usual denotaremos por [f] a la clase de equivalencia, es decir,
[fl={9€A:f~Fg}

Lema 1.5.1. ~ 7 es una relaciéon de equivalencia

e frrfpues{icl:fi)=fli)y=I1cF

» Si f ~F g, entonces como la identidad es simétrica {i € I : g(i) = f(i)} ={i € I : f(i) = g(i)} € F por lo que
g~rF f

" Sif~rgyg~ h,entonces {i €I:f(i)=g(i)} € Fy{iel:g()=h()} € F. Como F es un filtro,
entonces

fi € 1: £G) = g(i) A gli) = hi)} = i € I+ f(i) = gi)} N {i € 1 : g(i) = h(i)} € F

y dado que {i € I': f(i) = g(i) ANg(i) = h(i)} C{ieI: f(i) = h(i)} entonces
{iel:fi)=h(i)} eF

por consiguiente f ~x h.
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De lo anterior concluimos que ~x es una relacion reflexiva, simétrica y transitiva, i.e. ~» es una relaciéon de
equivalencia.
Como es costumbre, en mateméticas siempre que tenemos una relaciéon de equivalencia formamos el conjunto

cociente A/ ~z= {[f] : f € A}. Sin embargo, buscamos dotar de estructura a dicho cociente.

Definicién 1.5.2. Sea I un conjunto, {2; i € I} un conjunto de estructuras del mismo tipo 7 tal que
A= (A {Py iy <p} {g) v < B} Ad, v <n}).

consideremos A = [[,c; Ai = {f : f : I — Ujer A}, F € P(I) un filtro, ~ 7 la relacién de equivalencia

descrita en la definicion 1.5.1. y Ar := A/ ~x. Definimos una nueva estructura
A= (Ar APy v <pb{gy 1y <8} {[fe,] 17 <n})
a la que llamaremos producto o producto reducido, cuya interpretacion sobre el lenguaje de tipo
T={Ry vy <ptU{fy v <BIU{cy:v<n}

estd definida de la siguiente manera:

1. Para cada v < n tenemos que c?yl = [fcw] donde para toda i € I se tiene que f. (i) = c,gy‘i = dfy.

2. Para cada v < 3 tenemos que g, = fs‘ : Ai_-m — Ax y es definida de la siguiente manera

AL s ]) = [or,]

donde para toda i € I se cumple que gz (i) = f2(f1(i), ..., fs(1) (i)

3. Para cada v < p tenemos que P, = R% C A;(V) y es tal que

([f]sooos [fun]) € R siy solosi {i € I: (f1(i), ... fu(i)) € RZ} € F

al producto reducido lo denotaremos como J] »;
El siguiente resultado nos dice que la construccién del producto reducido en el lenguaje L, ., esta bien definida,

mientras que en el lenguaje L, » se necesita pedir que F sea un filtro x-completo.

Lema 1.5.2. En el lenguaje £, ,las interpretaciones de los simbolos de funciones y relaciones del producto
reducido no dependen de los representantes. En el lenguaje L, » se tiene el mismo resultado si F es un
filtro A-completo.

Afirmamos que la interpretacién de los simbolos de funcién no dependen de los representantes
= Si el lenguaje es £,
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Seay < By f1 ~F fly foqy) ~F fg(,y) yh: Agfw) — Ar es tal que para toda ¢ € I se cumple que

h(i) = £ (F10), ooy £ (D))

veamos que gy, ~x h.

Como f1 ~7 fi, . fs(y) ~F fzg(v) entonces, por definicion de ~x, se tiene que para toda 6 < §(y) se cumple que
{iel: foli) = f(i)} € F y como () € w (pues el lenguaje es Ly, ), entonces Ng<s(y {3 € I = fo(i) = fo(i)} € F.
Dado que

Aocsn) 11 € T+ foli) = F5(0)} = {6 € 1:Y8 < 6()(fali) = F5(0))} € F

{i € 1:90 < 5() (o) = f5(0)} € {i € T+ (1) Sy (D) = S, s S (@) ]

se tiene que {i € s [ (f1(0), o fi (D) = S L), o iy (00) ) € F

Por otro lado {i € I: gy (i) =h(i)} = {z eI: f2(f1(i), ooy fs)(8) = fs“(f{(i)7...7f(§(7)(i))}, de lo que se
concluye que {z €l:gs (i) = h(z)} € F; y en consecuencia gy~ h.

= Siel lenguaje es £, y F es un filtro A-completo, lo inico que hay que modificar en la prueba es que 6(y) € A

y como el filtro es A-completo entonces No<;s(1) {i € I : fo(i) = fy(i)} € F
Afirmamos que la interpretacion de los simbolos de relaciéon no depende de los representantes
= Si el lenguaje es £, .,

Sea y < py fi ~F s fuer) ~F Py ¥ {0 € T2 (f1(0), s ) (1)) € B3} € F. Veamos que

{i el: <f{(¢),..., ;M)(i)> e R%‘*} cF

como f1 ~x fl, . fuy) ~F ;(7) entonces, por definiciéon de ~x, se tiene que para toda 6 < () se satisface

que {i € I: fo(i) = f3(i)} € Fy como u(y) € w (pues el lenguaje es L, ), entonces
No<u(y) 1t €11 foli) = foi)} € F

dado que
No<u(r) 11 € 1 foli) = fo(i)} = {i € T:Y0 < pu(v)(fold) = f5(i))} € F

y puesto que {i € I : (f1(i), ..., fu(y)(i)) € R} € F, entonces

{i€l:{(fi(i), ... fury)(i)) € B3} N {i € I:Y0 < pu(v)(foli) = fo(i))} € F

ya que
{i €I (fi0), .. fu () € R} {i € 1290 < u(v)(foli) = (i)} C

{i er: <f{(i)7---afle<v>(i>> < Ri‘i}

~

y F es cerrado por supraconjuntos se tiene que {z el: <f{ (), eens fllt(v)(i)> € Rm‘} e F.
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= Siel lenguaje es £,; » y F es un filtro A\-completo, lo tinico que hay que modificar en la prueba es que p(y) € A

y como el filtro es A-completo entonces Ng<, (1) {7 € I : fo(i) = fy(i)} € F.

Definicién 1.5.3. Dado un producto reducido [, si F sea un ultrafiltro entonces al producto reducido se le
llamara ultraproducto y lo denotaremos como Ultz2;. En caso de que para toda i € I se tenga que

20; = 2 al ultrapoducto se le conoce como ultrapotencia y se le denota como Ult 2.

Observacion 1.5.1. Una sucesion en [[,.; 4;/ ~r es de la forma o = {[f1],...,[fx],-..), € induce a su vez una

icl

sucesion en A; que denotaremos como o' = (f1 (i), ..., fx(i), ...). Observemos que a(zy) = [fx] y o(zx) =

fr(i). Ademas si definimos [f] (i) = f(i) se tiene que @(t;)(i) = i(tz) lo cual probaremos por induccion
sobre la longitud de los términos.

1. Si ty = ¢;, entonces a(c;)(i) = [fo,] (i) = fe, (i) = ¢} = ai(c;)
2. Sit, = a;, entonces &(z;)(3) = [f;] (i) = £;(i) = @i ()

3. Sea ty = fy(t1,...,t5()) y supongamos por hipétesis de induccion que el resultado es vilido para términos de

longitud menor, entonces

A fy (b5 ees b)) (@) = gy (@(t1), s Alts()) (@) = [915,] (D) =pepyimr [3H (@ (t1)s ooy @ (b)) = @ (f5 (t1, s (1))

ahora bien, como ya sabemos, los ultrafiltros guardan cierta relacion con la satisfaccion de formulas con respecto
de alguna estructura, esto lo podemos observar en las demostraciones de completud del calculo de predicados usando
algebras booleanas de Lindenbaum. Asi, como hemos definido la interpretacion de los simbolos de relacion en los
ultrapoductos empleando el ultrafiltro, se esperaria que la satisfacciéon de cualquier formula también esté relacionada

con el ultrafiltro en cuestion. El siguiente teorema nos brinda precisamente esta conexion.

Teorema 1.5.1. (/Lo3) Sea I un conjunto, {2; : 7 € I} un conjunto de estructuras del mismo tipo 7, F un
ultrafiltro sobre I (si el lenguaje es £, » con k, A # w se necesita que F sea un filtro k-completo), Ult z2;
su respectivo ultraproducto, ¢ una formula en el lenguaje y o una sucesion, entonces Ultz2; |, @ siy
solosi {i € I:U; i ¢} € F.

Procederemos por induccion sobre la longitud de las formulas
» Si ¢ = (tx =t;), entonces

Ultr; =5 ty, = t; siy solo si (por definicion de satisfaccion) a(tx) := [h] = [g] =: @(t;) que es equivalente a que
h ~z g. Que por definicién de ~x es equivalente a que {i € I : h(i) = g(i)} € F, es decir,
{i € 1:a(te)(i) =alt;)(i)} € F
Por la observacién 1.5.1. equivale a que {i € I : ai(ty) = o (tj)} € F siy solo si (por definicién de satisfaccion)
{iel ' AiE=ztr=t}eF
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» Si o= (Ry(t1,...,tu())), entonces

Ultr; o Ry(t1, ..., ty(y)) siy solo si (por definicion de satisfaccion) (@(t1),..., @(t,(y))) € (R,)V!%i. Por de-
finicion del ultraproducto es equivalente a que {i € I : (@(t1)(i), ..., a(t,(y))(i)) € R¥} € F, y por la observacion
1.5.1. equivale a que {i € I : (@i(t1),...,a(t,(,))) € RZ'} € F. Asi por la definicion de satisfaccion equivale a que
{iEI:Q[i )Z&i RW}EI".

H.I. Supongamos que para cualquier formula v de longitud menor a ¢ se tiene que Ultz2; =, ¥ si y sélo si

(iel: U = ¥} e F.
= o = (¢ A @), entonces

Ultz2; Ea ¥ N ¢ siy sblo si Ultr2; Ea ¢ y Ultz2; Ea ¢. Por hipotesis de inducciéon es equivalente a que
{iel: A veFy{iel: A =, ¢} €F. Por la proposicion 1.4.1 equivale a que

fiel: W vIn{icl U= ¢t €F

siysolosi{i € I:; Fq ¥A@}EF.

= Si ¢ = =), entonces

Ultz2; =o — siy solo si (por definicion de satisfaccion) Ultz2l; ¥, 1. Por hipotesis inductiva es equivalente a que
{i el:U o ¥} ¢ F,y por la proposicion 1.4.3. equivale a que {i € I : A; ¥,: ¥} € F siy solo si (por definicion
de satisfaccion) {i € I : ; =, 9} € F

s Si ¢ = 1), entonces

Por una parte, Ultz2; o x40 si y sélo si (por definicion de satisfaccion) existe [g] € [];c; Ai/~» tal que
Ultz; Fa(y,[g)) ¥- Por hipétesis inductiva es equivalente a que {z €1: 2 Faity,g4)) 1/)} € F . Como

{i el 2 ):ai(%g(i)) ’IZ)} - {Z el: ¥, ':ai HI,Y?,/}}

entonces {7 € [ : A; =, Iz, 0p} € F.

Ahora, supongamos que E = {i € [ : ; =, Jz,9} € F. Como F es un filtro, por definicion se tiene que ) ¢ F;
de lo cual se infiere que E = {i € I : 2, |=,: Jz,1p} # 0. Por la definicion de satisfaccion y lo anterior se sigue que
sii € E, B; = {a € A;: Ui Fqi(y,a) ¥} # 0; asi por Axioma de eleccion existe e : E — U;erB; tal que e(i) € B;.
Por otra parte, como cada A; # 0 (pues los dominios de las estructuras son no vacios) por axioma de eleccion existe
J: I\ E — Ujen gA; tal que j(i) € A;. Consideremos ahora h : I — U;cr A; definida como h = e U j que cumple
que E C {z €1:2; Fai(y,hi)) w}. Como F es un filtro se sigue que {2 €1: % Fai(y,n()) 1/)} € F. Por hipétesis
inductiva es equivalente a que Ultz24; [Fq(y,n)) ¥; siy solo si, Ultz2; =a 349

Hasta este punto tenemos demostrado el teorema para los lenguajes £, .. A continuacién extenderemos la
prueba para los lenguajes L, x. No obstante, para que el resultado sea valido tenemos que pedir F sea un filtro
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k completo, mas especificamente se necesita que el filtro sea k completo para que se pueda aplicar la proposiciéon
1.4.4.

= Si ¢ = Ay<py con 0 < k, entonces

Ultr; =o Ny<oy siy solo si (por definicion de satisfaccion) para cada v < 0, Ultz; =q 1. Por hipotesis de
induccion es equivalente a que para cada v < 6 se tenga que {i € I : ; =,: ¥y} € F. Por la proposicion 1.4.4.
equivale a que Nycp{i € I : A, =4 ¥y} € Fysiysolosi, {i € I:U; =ui Aycothy} € F.

» Sip = 3ecpry, (1), entonces

Por una parte, Ult 74 F' |=o 3g<o2+, (1) siy solosi existe b = ([ge] : £ < 0) C [[;c; Ai/ ~7 tal que Ult 724 =q0,0) -
Por hipétesis de induccion es equivalente a que {z €1: % Faiopi)] 1/)} € F.Y como

{i el ):ai[g,b(i)] ’(ﬂ} - {’L el ':ai 35<9$75w}

se sigue que {i € I : A; =i Fecprr 0} € F

Ahora, supongamos que E = {i € I : ; =41 Jecpz W} €F . Sii € E, B;={a€4; : %, Fai(v.a) Y} # 0; asi
por Axioma de eleccion existe e : E — U;erB; tal que e(i) € B;. Por otra parte, como cada ? A; # () por axioma,
de eleccion existe j : I\ E — U;ep g% 4; tal que j(i) € A;.

Consideremos ahora h : I — U;e? A; definida como h = e U j que cumple que E C {i € I : % Eqip ey ¥}
Como F es un filtro se tiene que {z el: ¥, ):ai[gjh(i)] ¢} € F . Por hipétesis de induccién es equivalente a que
Ultz4; Fajg, ) ¥ o cual se cumple si y solo si Ult 72 o Je<p@q 1)

Finalmente concluimos por induccién sobre la longitud de las formulas que
Ultr; = @ siysolosi {i € I: U, i 0} € F

De manera intuitiva este teorema nos dice que una formula se satisface en el ultrapoducto Ult#%l; si dicha

formula se satisface en “casi todas” las estructuras 2(;.

Corolario 1.5.1. (/Lo03) Sea I un conjunto, {2; : ¢ € I'} un conjunto de estructuras del mismo tipo 7, sea F un
ultrafiltro sobre I (si el lenguaje es £, x con k, A\ # w se necesita que F sea un filtro x-completo),
Ult#2; su respectivo ultraproducto, ¢ un enunciado en el lenguaje, entonces Ultz2; = ¢ siy solo si
{iel: A EpteF

Dado que la satisfaccion de las formulas no depende de la sucesién que se elija, entonces por el teorema de /o3

tenemos el resultado deseado.

Corolario 1.5.2. Sea 2 una estructura, F un ultrafiltro sobre I (si el lenguaje es £, » con K, A # w se necesita

que F sea un filtro k-completo) y Ultz2 su respectiva ultrapotencia, entonces 2 < Ult #2l.

Sea 2 una estructura, F un ultrafiltro sobre I y Ultz2 su respectiva ultrapotencia. Consideremos la funcién
e: A — Ax definida de la siguiente manera si a € A entonces e(a) = [f,] donde f, : I — Ay f,(i) = a para

cualquier ¢ € I. Veamos que e es un encaje elemental.
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Sea ¢ una férmula del lenguaje £, »(7) con 6 variables libres y a,, ..., a, € A, entonces
U = (@ Ty [y s s Gy 81 5610 s {z ET U = (@) [f ()s o far, (i)} } —kel

que es equivalente, por el teorema de L03 1.5, a que UltrA = o2y, , ..., Z+,) [[faﬂ] s eee [f"veﬂ lo que por definicién

coimplica que UltrA = ©(x,, ..., T, ) [€(Qry, ), vy €(ry )]
Asi concluimos que

A= O(Ty s ey Ty ) [Aryy s ooy Gy | 81y 8OlO 8T ULLFA = @25 0y ) [€(an, ), ooy €(ary,)]
de lo cual se sigue que e es un encaje elemental.

Notaciéon Al encaje dado de 2l a su respectiva ultrapotencia Ult+2( lo denotaremos por e%ltﬁl,

1.6. Limites, Ultralimites y Ultrapotencias Iteradas

Si {v; : i € w} es un conjunto de cardinales y {F; : i € w y F; es un ultrafiltro sobre v;} entonces podemos cons-
truir de forma recursiva la n-esima ultrapotencia iterada de 2 de la siguiente manera: Ult(9) = 2 y si n € w definimos
Uit = Ultx, (UIt™). Sin embargo, buscamos definir la a-esima ultrapotencia iterada de 2 para todo ordinal
«. El problema, como se puede observar, radica cuando « es limite. No obstante, este detalle podemos solucionarlo

con una técnica conocida como limite de cadenas elementales que se mostrara a continuacion.

Definicién 1.6.1. Dada (2; : i € v) una cadena elemental, con v un ordinal limite, donde 2; tiene como dominio
A;y {ei; 1,5 € v} el conjunto de encajes elementales tales que e; j : A; — Aj tal que e, = e oe;
paracada i < j < ky S = {(i,a) : a € A; e i € v}, entonces definimos la relacion ~ sobre S de la

siguiente manera: (i,a) ~ (j,b) si y solo si existe k € v con 4, j < k tal que e; x(a) = e; 1(b).
Afirmacién 1.6.1. La relacién ~ descrita en la definiciéon 1.6.1 es una relacién de equivalencia.

I) ~ es reflexiva:

Sea (i,a) € S. Como ¢ < iy e;;(a) =e;;(a), entonces (i,a) ~ (i,a). Por tanto, ~ es reflexiva.

IT) ~ es transitiva:

Sean (i,a), (j,b), (k,c) € S tales que (i,a) ~ (j,b) y (4,b) ~ (k,c). Por definicién existen n,m € v con i,j <n
y j. k < mtal que e; n(a) = €;n(b) ¥ €;m(b) = erm(c).

Sin perdida de generalidad consideremos que n < m. Por hipétesis {e; ; : 1,5 € v} el conjunto de encajes ele-

mentales cumple que e; ;, = e; 1 0 e; ; para cada i < j < k. En particular se obtiene que
€i,m(a) = enm © €in(a) = enm(ein(a)) = enm(ejn(b)) = €jm(b) = exm(c)

entonces e; ,,(a) = ey m(c). Por consiguiente, (i,a) ~ (k,c).
III) ~ es simétrica
(t,a) ~ (j, by siy solo si existe k € I con 4,j < k tal que e; x(a) = e; () si y solo si (j,b) ~ (i,a).

De los puntos anteriores concluimos que ~ es una relacién de equivalencia.

Definicién 1.6.2. Dada (2, : i € v) una cadena elemental, del lenguaje de primer orden o de L, con v un
ordinal limite y {e;; : 4,7 € v} un conjunto de encajes elementales tales que e; ; : A; — A, tal que
eir =€ 06 ; paracadai < j < ky ~ larelaciéon de equivalencia definida en 1.6.1., entonces definimos

la estructura 2l conocida como el limite de la cadena, cuyo dominio es A = S/ ~, de la siguiente manera:
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1. Si ¢, es un simbolo de constante, entonces (c,)* = [(i, (c,)*')] para alguna i € v.

2. Si f, es un simbolo de funcion y [(ia,,a1)], ..., [(ias.,,» @s(v))] € A, entonces

f?([(ial,m)] A [<i%<w>’a5(v)>]) = f?”’(bh s bo(y))

con by, ..., bs() € A; para alguna i € v tal que (i,b1) ~ (ia,,a1),,(i, bs(1)) ~ (las(,,> Go(y))- Como 6(7) € w si

podemos encontrar dicha 1.

3. Si R, es un simbolo de relacion y [(iq,,a1)], ..., [<ia“(,,)7%(7)>] € A, entonces,

<[<ia1’a1>] IR [<i%(v)7au(7)>]> € (Rv)gl

siy 8610 8i (b, ..., bu(y)) € (Ry)?i con by, ..., by, € A; para alguna i € v tal que

(i, b1) ~ (iay,01) 5oy <"7bu(7)> ~ <i%(w>’a#(7)>
como p(7y) € w si podemos encontrar dicha .

Por la proposiciéon 1.3.2. sabemos que un encaje elemental es un morfismo fuerte por lo que la estructura 2 esta
bien definida.

Notacion Dada (2 : i € v) una cadena elemental con v un ordinal limite denotaremos al limite de la cadena como

lz’mi_wﬁli.

Observaciéon 1.6.1. Dada (2; : i € v) una cadena elemental con v un ordinal limite, entonces para cada i € v se

tiene que 2A; < lim;_,2; con el encaje elemental efim(y) :A; — lim;_,,2; dado por
€lim( (@) = [(i,a)]
Definicién 1.6.3. Dada 2 una estructura, {v, : @« € OR} una clase de cardinales,
{Fo:a € ORy F, es un ultrafiltro sobre v, }

definiremos por recursion a la a—esima ultrapotencia iterada de 2 de la siguiente manera:

I UIt® =9

IT) Uittt = Ult g (UIt®)

III) Si « es limite, entonces Ult®) = lim7_>aUlt(’Y) que se le conoce como ultralimite.

Observemos que para que las ultrapotencias iteradas estén bien definidas se requiere que cuando « sea limite
{Ult(V) 1y € a} sea una cadena elemental. Para esto definiremos por recursién el conjunto {e;; :¢,5 € OR} de
encajes elementales de la siguiente manera:

1) eqni1 = €Y7 (el encaje elemental dado en el corolario 1.5.2.)

IT) Si ¢ < v+ 1y e yaha sido definido, entonces eg 441 = € y41 0 €¢ 4

IIT) Si & < vy 7y es limite entonces eg , = eli.m(,y) (el encaje elemental dado en la observacion 1.6.1.)
Afirmacién 1.6.2. Para cada i < j < k, e; 1, : Ult®) — Ult(*) es un encaje elemental y e, = ej0e; ; .

Procederemos por induccién sobre k

Uit(®
€U

se cumple que para cada i < j < k se satisface que e; , = e; 1 0 €; ;.

I)Sik=1,entonces i =0. Asi e, = que por el corolario 1.5.2. es un encaje elemental y por vacuidad
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IT) Sea k = a+1y supongamos que para cada ¢ < j < « se satisface que €; o = €;00€;; ¥ €i.a : Uit — yit(®)
es un encaje elemental .

Observemos que por definicion €; o1+1 = €041 © €ia = egﬁﬁz)ﬂ) 0 €4, es decir, €; 41 €s una composicion de
encajes elementales por lo que e; o1 es también un encaje elemental.

Por otroladosii < j < a+1 entonces €; 44+10€; j = (€q,a+1°€j,0)0€ij = €a,a+1°(€;,00€i j) = €a,a+1°€i.a = € a-

IIT) Sea k un ordinal limite y supongamos que para cada i < j < a < k se satisface que €; o = €jo 0 €; ;

Notemos que por definicién e; , = e}'im(k)que, por la observacion 1.6.1., es un encaje elemental. Ademaés por la
hipétesis de induccion podemos ver que Ult(F) esta bien definido pues {Ult("Y) 1y € k} es una cadena de estructuras
elementales pues {e; ; : 4, j < a} es un conjunto de encajes elementales que cumplen que si ¢ < j < o < k se satisface
que ;.o = €j,q © € ;-

Sea i < j < kyae€ Ulth). Veamos que e; (a) = e; 1, 0 e; ;(a), es decir, Clim(wy (@) = e{im(k) oe; j(a) que por
definicion es equivalente a demostrar que [(i,a)] = [(j, e; ;(a))]. Por lo que basta mostrar que (i,a) ~ (j, e; ;(a)).

Como k es limite entonces j + 1 < k, entonces por hipétesis de induccién se tiene que e; jy+10¢€; ; = €; j+1 lo que
implica que e; j+1(a) = e;j+1(e; j(a)). Asi por la definicion de la relaciéon de ~ obtenemos que (i,a) ~ (j,e; j(a)).

Por lo tanto e; x(a) = e; 1 o €; j(a) lo que concluye la induccion.

1.7. Teoria De Modelos Para La Teoria de Conjuntos

Por el segundo teorema de incompletud de Gddel se tiene que ZFC no puede demostrar su propia consistencia;
es decir, desde ZFC no se puede demostrar que exista un conjunto que sea modelo de ZFC. De ahi que para
trabajar con modelos para la teoria de conjuntos se da por hecho la existencia de un modelo para la teoria o bien
se admiten modelos cuyo universo es una clase propia. En la presente seccién y en el resto de la tesis se trabajan
con modelos que tienen como universos a clases propias; sin embargo, hay que tomar en cuenta algunos detalles
técnicos. Atun cuando se ha definido la satisfaccién como una relacion entre modelos (conjuntos) y férmulas se puede
generalizar la satisfaccién para modelos con universos que son clases propias. Si M es una clase, F una relacional
binaria sobre M y ¢(z1, ..., 2,) una formula en el lenguaje £(7) con 7 = {€} definimos la relativizacion de ¢ a M
y E como la formula ™F (. ..., x,,) tal que

D) @ME(zy,...,2,) es la formula zEy si y solo si p(z1, ..., x,) es la formula x € y

1) eME(zy,...,2,) es la formula x = y si y solo si (21, ..., 2,) es la formula x = y

1) pME(zy, ..., 2,) es la formula ~pM-F(zy, ..., x,) siy solo si p(z1, ..., 7,) es la formula ~)(z1, ..., 2,)

1) eM-E(xq,...,2,) es la formula pM-E AME (21, ... 2,) siy s6lo si p(z1, ..., 7,,) es la formula o A x(z1, ..., 7,,)

1) oM E(zy, ..., x,) es la formula Iz € M (Y M E (xq,...,2,)) siy solo si (21, ..., z,) es la formula Jzop(z1, ..., )

De esta manera diremos que M satisface la formula ¢ (M | ¢[z1,...,2,]) si y solo si su formula relativizada
M.E(

%) Z1,...,Tn) se prueba en M. Asi incluso cuando M es una clase propia podemos hablar de satisfaccion. Aun

cuando M sea una clase propia detonaremos por (M, E) a una estructura con dominio M que interpreta a € como
E.

Definicién 1.7.1. Decimos que (M, €) es un modelo interno de ZF si (M, €) es modelo de ZF, M C V es una

clase transitiva y contiene a todos los ordinales.

En la seccion 1.3. definimos lo que son los encajes elementales. La propiedad que tienen estos encajes de satisfacer
las féormulas en ambos sentidos es de suma importancia. En particular, podemos preguntarnos si ciertas férmulas

tienen esta propiedad. Tomando en cuenta lo anterior se tiene la siguiente definicion.

Definicion 1.7.1. Sean 2,5 dos estructuras cuyos dominios son A, B respectivamente y 2 C B. Decimos que una

formula ¢ € £, z(7) del lenguaje con 6 variables libres es 2, B-absoluta si para cualesquiera

Ay y ooy Gy € A
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se tiene que A = (s ooy Tryp) [Gryys ooy Q] 81y 86010 81 B = @(Tay 50, Ty ) [Ayy s -5 Ay, ). Como en este
trabajo se utilizara este concepto con estructuras contenidas en V', el universo de ZFC, si % C V diremos
que @ es 2A-absoluta si p es ™A, V — absoluta. Si sucede que ¢ es A-absoluta para toda estructura A C V

entonces diremos que ¢ es absoluta.

De manera intuitiva si una féormula es 21, B-absoluta, quiere decir que ambas estructuras la interpretan de la misma
manera y la satisfacen con la misma asignacion. Ahora la pregunta es jqué formulas de la teoria de conjuntos son

absolutas? veremos mas adelante que las féormulas Ay son absolutas.

Definicién 1.7.2. (Jerarquia de Lévy) Por recursion definimos los conjuntos {A, :n € w}, {X¥,:n€w}t y

{II,, : n € w} de la siguiente manera.
Decimos que una formula ¢ del lenguaje £(7) con 7 = {€} es Ag = Xy = I si
1. ¢ no contiene cuantificadores
2. pesdelaformay Ao, vV o, v — ¢, p «— ¢ con ¢, € Ay
3. p es de la forma z(zEBy A (x)), Ya(zEy — ¢ (x)) con ¢ € Ay y E un simbolo de relacion.

Para cada n € w definimos

Ypt1={p € Ly : ¢ esdelaforma 3, <z, conp € II,,}

Il i1 ={p € Ly : ¢ es de la forma V, ., ¢ con ¢ € X}

An+1 = En—i-l U Hn+1
Teorema 1.7.1. Cualquier formula Ag es absoluta para clases transitivas.

Procederemos por induccion sobre la longitud de la formula. Sea (M, €) una clase transitiva, ¢ una formula Ag con

0 variables libres y aq,...,a9 € M.

= Si p es «<xBy» entonces M = xEy [a,b] si y sélo si aEMb, que es equivalente a que a € b. Esto coimplica que
V = 2Ey|a,bl.

Supongamos por hipétesis de induccion que la proposicion se satisface para formulas de longitud menor a .

= Sipes «hApy con ), d € Agsetiene que M = YA@ [aq,...,ap] siysolosi M = ¢ [ay,...,a9l y M E ¢laq, ..., ag).
Por hipotesis de induccion se tiene que V' = 9 [aq, ...,a9] y V |E @ la1, ..., ap], siy solo si, V E ¥ A¢|ay, ..., ag).

= Sipes «p» con P € Ay se tiene que M | —w)[ay,...,aq] si y sélo si M ¥ 1) [aq,...,ag]. Por hipotesis de

induccion se tiene que V ¥ 4 [ay, ..., ag], si y solo si, M = ¢ [aq, ..., ag].

» Siges «Jx(xEy A (z))» se tiene que M =, Jx(zEy A(x)) [a1, ..., ag] si y solo si hay a € M tal que

M ':s(ac/a) xEy A w(éﬂ)) [ah sty a9]

como M C V se sigue que a € V, lo que implica que V' =,(,/a) 2By A¢Y(z)) a1, ...,ag]; y por consiguiente,
V s x(zEy A ¢(x)) [ag, ..., ap]- Por otro lado, si V' = Jx(zEy A ¢(x)) [a1, ..., ap] se sigue que hay a € V tal
que V =y (z/0) By ANp(x)) [a1, ..., ag]. Por hipétesis de induccién se tiene que M =4, /) ¥()) [a1, ..., ag] para
alguna b € M, de ahi que M |, Jx(zEy A ¢(x)) [a1, ..., ap]. De ambas implicaciones se sigue que
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V s 3x(zEy A () [a1, ..., ap); siy solo si, M = Jx(zEy A (x)) (a1, ..., ag)

finalmente concluimos por induccién que toda formula Aq es absoluta.

Corolario 1.7.1. Las siguientes formulas son formulas Ag y por tanto absolutas para clases transitivas.

1.

2.

3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

x es vacio «Vy(yEx — y # y)»
x=A{y,z} «<yEx A zEx ANYNw(wEz — w=yVw=2z)»

x=(y,z) «JuIv(uEx NvEx ANu = {y} Av={y, 2z} AVw(wEx — w = {y} Vw = {y, z}))»

.z Cy «Nu(uExr — uEy)»

. x es transitivo «Vu(uEx — u C )

z es un ordinal «z es transitivo AVu(u Cx Az #0 — Jycuvzculye zVy = 2)»
x es un ordinal limite «z es un ordinal A Vu(uEr — Jv(vEx A uEwv))»

x es un numero natural «z es un ordinal A (z no es un ordinal limite V z = 0) AVu(uEz — v =0 V u no es

limite)s

x = w «z es un ordinal limiteAz # () A Vu(uEx — u es un namero natural)s
Z=XxY «Vz2(zEZ — Jz(zEX NIy(WEX ANz = {(z,y))))»

Z=X\Y «V2(zEZ +— (:EX N=(zEY)))»

Z=XNY «Vz(zEZ <— (:EX N zEY))»

Z=UX «V2(2EZ +— Jz(zEX A zEx))

Z =X «V2(zEZ «— Vx(zEX — zEx))»

7Z =dom(X) «<Vz(2EZ +— zEdomX)»

zEdom(X) «3zx(zEX AN J(wEX Az = (z,v)))»

zErang(X) «3z(zEX A Jw(wEX Az = (v,2)))»

X es una relacion «Vz(zEX — Ju(uEdom(X) A Ju(vErang(X) Az = (u,v))))»

f es una funcion

«f es una relacionA\Va(zEdom(f) AVy(yErang(f) AVz(zErang(f)({z,y) Ef Nz, 2) Ef — y = 2)))»

Teorema 1.7.2. Sea A una clase, R una relacional binaria y bien fundada sobre A, G un funcional y F' el funcional

definido por recursion como F(z) = G({F(z) : zRx}). Si M es un modelo interno de ZF para el cual

A, Ry G son absolutas para M y M |= «R es bien fundada sobre A», entonces F' es absoluta para M.

Por el teorema de recursion, (lema 0.4) aplicado a AM, RM y GM |y dado que M es un modelo transitivo se
tiene que el funcional F* estd bien definido como FM(z) = GM({FM(2) : zRMz}). Para reduccion al absurdo

supongamos que existe un elemento R—minimal a tal que F'(a) # FM (a) (que podemos tomar ya que M |= «R es

bien fundada sobre A»). Por ser a un elemento minimal se tiene que para toda zRa se cumple que

F(z) = F¥(2)
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lo que implica que {F(z) : zRMa} = {FM(z) : zRMa}. Dado que G y R son absolutas para M se sigue que
G({F(2) : 2Ra}) = G({F () : 2RMa}) = GM({F¥(2) : 2RMa})
de lo anterior se obtiene que
Fla) = G{F(:) : zRa}) = GY({FY (2) : zRMa}) = F (a)

lo que contradice la eleccién de a. Por reduccién al absurdo concluimos que F(z) = FM () para todo x € M; es

decir F' es absoluta para M.

Corolario 1.7.2. La funcién rango definida como rank(z) = |J{rank(z) +1: 2z € x} es absoluta para modelos
internos de ZF.

Esto se deduce del teorema anterior tomando A = V, R = € y al funcional G(z) = J{zU{z}:z € 2} que es
absoluto por el corolario 1.7.1.
De la misma forma que el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarsky, el siguiente teorema nos permite obtener un

submodelo de un modelo dado cuyo universo puede ser una clase propia.

Teorema 1.7.3. (Teorema de Reflexion) Sea ¢, ..., ¢, un conjunto de férmulas. Sea B una clase no vacia,
(Ag¢ : £ un ordinal) una familia de conjuntos tal que: I) si { < n entonces A¢ C Ay, IT) Ay =, Ae
si 77 es un ordinal limite y I1]) B = UEEOR Ag¢; entonces, para toda 7y existe 7 > v un ordinal limite tal
que o, ..., o son A,, B—absolutas.

Sea g, ..., pn un conjunto de formulas, {A¢ : £ un ordinal} una familia de conjuntos como en las hipétesis, v un
ordinal. Sin pérdida de generalidad supongamos que el conjunto de férmulas es cerrado por sub-férmulas. Para cada
formula existencial ¢;(x1, ..., z,) de la forma Jyg;(z1, ..., z,) definimos el funcional F; : B — OR de la siguiente

manera:

Eb b) min{{ € OR : hay b € A¢ tal que B = ¢;(b1,...,b,,0)} Si B = ¢; (b1, ..., b,]
i\U1y ..+, Op ) =
0 En otro caso

consideremos ahora el funcional G; : OR — OR dada por

G(6) sup{Fi(ai,...,a,) : ai,...,ar € A¢} Si ¢; es un existencial
,L‘ =
0 En otro caso

finalmente, consideremos K : OR — OR definida como
K(&) = max {£ +1,max {G;(&) : i < n}}

Dado « un ordinal construimos por recursion la familia {, : n € w} de la siguiente manera: o = v y Yn41 =
K(vn). Sean = sup {7y, : n € w} que por construccion es un ordinal limite y satisface que A, es cerrado por los exis-
tenciales que aparecen en las formulas ¢y, ..., ¢n; es decir, A, = Jyp,(z1, ..., x,) siy solo si B = Jyp;(z1, ..., z,). Con
esta propiedad y aplicando induccién sobre la longitud de las férmulas se concluye que ¢, ..., ¢, son A,, B—absolutas.

A continuacién definiremos y exploraremos algunas propiedades de un modelo interno de ZFC' conocido como

el universo constructible de Godel.

Definicién 1.7.3. Sea (M, €) una estructura donde M es un conjunto y A un conjunto cualquiera.
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I) Decimos que X es definible sobre M si existe una formula p(z,21,...,2,) € Lygy con n + 1 variables

libres y aq,...,a, € M tal que

X={aeM:(M,e)Ep(x,z1,...24) [a,01,...,an] }

1) Decimos que X es A-definible sobre M si existe una formula ¢(z, 21, ..., 2,) € Lyg py con n+1 variables

libres y aq, ..., a, € M tal que

X={aeM:(M,{e, ANM}) = p(z,z1,....,.2,) [@, a1, ..., an] }

Observacion La definicién de conjunto definible, presentada anteriormente, es una definicién meta-tedrica ya que
hace referencia a férmulas sobre el lenguaje de la teoria de conjuntos. Se puede dar una definicion de

4

conjunto definible completamente teérica (no meta-tedrica)?, sin embargo, en este trabajo utilizaremos

unicamente la definiciéon meta-teérica.

Notaciéon Denotaremos por Def(M) al conjunto {X C M : X es definible sobre M} y por Defs(M) al conjunto
{X C M : X es A-definible sobre M}

Por induccién transfinita construimos los siguiente conjuntos: I) Ly = 0, IT) Loy = Def(L,) y si a es limite
definimos Lo = U, .,

universo L puede ser generalizado anadiendo como pardmetros a los elementos de un conjunto A arbitrario como

L. Llamaremos a L = |J,cop La €l universo de los conjuntos constructibles de Godel. Este

se muestra a continuacion. Por induccién definimos los siguiente conjuntos I) L = 0, I1) L2, = Defa(L3) y si

o es limite definimos L = |, _, L7 Llamaremos a L[A] = J, .o La el universo de los conjuntos constructibles

y<a
expandidos a A.

Proposicion 1.7.1. L es un modelo interno de ZF.

I) L es una clase transitiva:

Sea x € L. Por definicién de L existe un ordinal « tal que
x € Loy1 = Def(Ly) ={X C L, : X es definible sobre L, }

lo que implica que = C L,; de lo cual se concluye que x C L. Por lo tanto L es una clase transitiva.

IT) L contiene a todos los ordinales:

Afirmamos que para todo ordinal « se satisface que a € L4411, lo cual demostraremos por induccién sobre a.
Supongamos que para toda 8 < a se cumple que S € Lgy;. Notemos que si 8 < « entonces 8+ 1 < «, y dado
que la familia {L, : « es ordinal} es una jerarquia acumulativa (por construccion) se sigue que si 8 < a entonces
B € Lg+1 C L. Por consiguientear = {8 € L, : V |= 8 es ordinal}; y dado que «ser ordinal» es absoluto para clases
transitivas se sigue que o = {8 € L,, : L, |= B es ordinal}. Por consiguiente, o € Def(Ly) = L1

I1I) L satisface el axioma de extencionalidad:

Esto se cumple ya que la clase L es transitiva

IV) L satisface el axioma de Separacion:

Sea ¢ una formula, X,p € L. Veamos que Y = {u € X : L = ¢(u,p)} € L. Como X,p € L existe v un ordinal

tal que X,p € L. Por el principio de reflexién existe 7 > v un ordinal tal que

Y={ueX:LyEpup}={ucl,:uec XANLy=¢u,p)} € Ly

4vid. Jech Thomas, Set Theory, cap. 13, p. 181.
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por lo tanto, Y € L.

V) L satisface el axioma de unién:

Sea X € Ly Y = |JX. Por definiciéon de L existe un ordinal « tal que X € L,. Como L, es transitivo se
sigue que X C L,. AsiY ={z € L, :V EJz(xEX A zEx))} pero como «3z(xEX A zEx))» es una formula A es
absoluta entonces es absoluta; por lo tanto, Y = {z € Ly : Ly = Jz(xEX A 2Ex))} € Loyy1. AsiY € L.

VI) L satisface el axioma de potencia:

Sea X e LyY =P(X)NL.Sea o un ordinal tal que Y C L,. Asi Y = {z € L, : V EVu(uEX — uEy)}

pero como «Vu(uEX — uFy)» es una férmula A( entonces es absoluta; por lo tanto,
Y={x€Ly: Ly EYVu(uEX — uEy)} € Lot

asiY € L.

VII) L satisface el axioma de infinito:

Como «x = w» es una formula absoluta para clases transitivas se sigue que L = = = w, lo que implica que
w € L. Por lo tanto, L satisface el axioma de infinito.

VIII) L satisface el axioma de reemplazo:

Sea F' un funcional sobre L y X € L un conjunto. Como F' es un funcional sobre L existe o un ordinal tal que
F[X] C L, (pues de lo contrario F'[X] seria una clase). Asi F'[X]|={y € LoIz(:y=F(z) Az € X)} € L,. Por lo
tanto, F'[X] € L.

IX) L satisface el axioma de regularidad:

Sea S € L no vacioy x € S tal que NS = (). Como L es una clase transitiva entonces S C L,y dado que z € S
se sigue que x € L. Ademas como «x NS = (» es una formula Ag, y por tanto absoluta para clases transitivas, se
sigue que L = o NS = (. Asi L satisface el axioma de regularidad.

De los puntos anteriores se concluye que L es un modelo interno de ZF'.

Proposicion 1.7.2. Si A es un conjunto L [A] es un modelo interno de ZF.
La demostraciéon es anédloga a la proposicion 1.7.1.

Teorema 1.7.4. Tanto L como L [A] son clases bien ordenadas. Esto implica que Ly L [A] son modelos del axioma

de eleccion.
Este resultado puede verse en Jech, Thomas, Set Theory, p. 190, teorema 13.18.

Proposicion 1.7.3. Si M es un modelo interno de ZF entonces L C M.

Sea M un modelo interno de ZF. Notemos que (x es constructible)™ si y sélo si existe un ordinal a € M tal que
x € LM (x). Como la funcién L, es absoluta® para modelos internos de ZF', entonces L = L. Ademéas como M
contiene a todos los ordinales se tiene que oo € M siy sblo si a € V. Por consiguiente, (*) es equivalente a que existe
un ordinal « tal que x € L. Por lo tanto (x es constructible)™ si y s6lo si = es constructible; es decir, L™ = L. De

ahi que L C M.
Proposicién 1.7.4. Si M es un modelo interno de ZF' tal que AN M € M, entonces L[A] C M.
La demostracion es anédloga a la proposicion 1.7.3.

Proposicion 1.7.5. Si A, B son conjuntos tal que A € L [B] entonces L[A] C L[B].

5Este resultado puede verse en Jech, Thomas, Set Theory, p. 187, lema 13.14.
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Sean A, B conjuntos tales que A € L[B], entonces existe un ordinal « tal que A € LZ. Por induccién veamos que
para todo ordinal ¢ se cumple que L C L§+a Si f = [ se tiene que L? =0C LEJr£ y si £ es un ordinal limite se
satisface que L5 = Uv<£ LW Cur Uv<£ oty = a+5 Si¢=~v+1y X € Lg‘ entonces existen aq, ..., a, € Lf y
o(x,1,...,2n) € Lfc py tal que

X={ac Li? : <L,‘;‘, {G,AQL:?D = oz, 21, 20) [a,a1, ..., an) }

observemos que por hipétesis de induccién se tiene que ay, ...,a, € L2,y como A € LZ si

at+y
<L,’Y4, {E,A N L,‘;‘}> E oz, x1,....2,) [a, a1, ..., ap)

entonces
< aty {E Bn LO[+7 > Eo(x, 1, . xpn) [a,a1, ..., a)

pues AN LA C BN La+ . Por consiguiente,

8!
X={ac La+’y <La+,y, {e,Bn Lf+,y}> E oz, 21, .. 2p) [a,a1,...,a,] } € Lf+—y+1 = Lf+§

por induccién se sigue que Lg‘ crL? +¢ con lo que se concluye que L [A] C L[B].
Proposicién 1.7.6. Si A es conjunto y A = AN L[A], entonces L[A] = L [A] y A€ L [A].

Procederemos por induccién sobre o para demostrar que para cada a se cumple que L7 = Lé. Si a = () se tiene
que LA = () = L?. Supongamos, por hipétesis de induccion, que para toda 8 < « se cumple L4 = L[’;‘. Si « es un
ordinal limite entonces Ly = U, ., L5 =m.1 U o L4 = Ly - Si a = B+ 1 se tiene que

L2 = Defa(L}) = Defanpa)(L4) = Defx(L4) =p.1 Defz(L4) = L2

ast, por induccién, concluimos que LA = LA para todo ordinal «, lo que implica que L[A] = L [4].

Ademaés, como A es un conjunto existe un ordinal « tal que A = AN L2, Esto implica que
A={ae L} (L} {e, AnL}}) FacLinA} e L,

de ahi que A € L[A] = L [4].
Proposicién 1.7.7. Si A es un conjunto, entonces existe A’ un conjunto de ordinales tal que L [A] = L[A’].

Sea A un conjunto y A = ANL [A]. Por la proposicién 1.7.5. sabemos que A € L [A], y como esta clase es transitiva
y la unién es absoluta para clases transitivas se tiene que Tr({fl}) el M] Ya que L [/ﬂ satisface el axioma de
eleccion y Tr({A}) € L [A] existen 6, E € L [A] tal que (0, E) es isomorfo a (Tr({A}), €). Sea A’ = I'[E] donde T’
es el mapeo canénico de OR? sobre OR que es absoluta (recordemos que I'({a, 8)) = ot({{£,n) : (£,1) < (o, B)}) ¥
si I'E((a, B)) = 6% entonces existiria f € L tal que f: {{(£,n) : (£,n) < (a, )} — 6% un isomorfismo de orden pero
como ser funcién es absoluto, y ser ordinal es absoluto entonces f es una funcién en el universo V y 6% es un ordinal
en el universo; por lo que I'({(a, 8)) = 6%. Lo que implica que I es absoluta). Por una parte, como E € L [A], la
funcion T es absoluta y L [A] satisface el axioma de reemplazo se tiene que A’ = I' [E] € L [A]. Por otra parte,
como L [A’] contiene a todos los ordinales y A’ es un conjunto, existe un ordinal 7 tal que A’ C v; lo que implica
que
A= {ae A <LA {e,Ang"}> —acL mA’} €LY,

es decir, A’ € L[A’]. Dado que L [A’] satisface el axioma de reemplazo, A’ € L [A’] y la funcion I es absoluta se tiene

que E =T"1[A'] € L[A’]. Aplicando el colapso de Mostowsky (teorema 0.2.) en L [A’] existe un conjunto transitivo
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T € L[A'] tal que (T, €) = (¢, E), lo que implica que (T, €) = (Tr({A}), €). Sin embargo, como ambos conjuntos
son transitivos se sigue que T = Tr({A}); de ahi que Tr({A}) € L[A']. Como L[A] es una clase transitiva,
Tr({A}) € L[A] y A € Tr({A}) se sigue que A € L[A’]. De lo anterior concluimos que A’ € L [A] y A € L[A].
Asi aplicando la proposicién 1.7.5. se tiene que L [A] = L [A'] y por la proposicién 1.7.6 se tiene que L [A] = L [A];
por lo tanto L[A] = L[A].

Proposicion 1.7.8. Si j: V — M es un encaje elemental del universo sobre un modelo interno de ZF' entonces
M= UanRj(Va)-

Por una parte si € (J,cop J(Va) entonces existe un ordinal « tal que = € j(V,). Como M es una clase transitiva
y j(Va) € M se sigue que x € M.

Sea x € M C V. Para reduccién al absurdo supongamos que x ¢ j(V,,) para todo ordinal a y que es minimal
con esta propiedad. De la minimalidad de z podemos encontrar un ordinal § tal que z C j(Vj). Como j es un encaje
elemental se tiene que V =EVe(x CY — x € Z) [Vs, Vsyi| siy stlosi M EVa(z CY — z € 2) [j(Vs),5(Vss1)],
y dado que = C j(V5) se sigue que = € j(Vs511). Por lo tanto, z € |J,cop j(Va). De ambas contenciones obtenemos
que M =U,cori(Va)

Teorema 1.7.5. (Teorema de condensacién) Sea « un ordinal limite y 2 una estructura. Si 2 < L, entonces
existe f§ < o tal que A =, Lg, donde 7 es el colapso de Mostowsky. Ademaés, si 2 es una estructura

cuyo dominio es una clase propia y es tal que A < L entonces 2 =, L.

Este resultado puede verse Keith J.Devlin, Constructibility, p. 80 en el teorema 5.2.

27



Capitulo 2

Aplicaciones de los Ultraproductos a

Cardinales

En el presente capitulo se presentardn algunas aplicaciones de los Ultraproductos en cardinales. Por medio de
esta técnica de teoria de modelos se puede demostrar que todo cardinal medible es débilmente compacto, el teorema
de Scott: si existen cardinales medibles entonces V' # L, el teorema de Kunen: sea M es un modelo interno de ZF'
y j : V. — M un encaje elemental no trivial entonces M # V, el teorema de Vopénka — Hrbacek: si existe un
cardinal fuertemente compacto y A es un conjunto, entonces V # L[A]. Si bien L es modelo de V = L, lo que nos
muestran los teoremas anteriores es que en L no pueden existir cardinales medibles y en L [A] no existen cardinales
fuertemente compactos. También en este capitulo se vera la relaciéon que hay entre la compacidad de los lenguajes

infinitarios y los cardinales compactos.

2.1. Cardinales Débilmente Compactos

Antes de entrar en materia hay que introducir algunas notaciones que nos seran utiles para expresar mas
facilmente algunas propiedades.

Sean ,A cardinales infinitos, n € w y m un cardinal finito o infinito, entonces k — (A)?, denota la siguiente
propiedad: Para toda funcion F tal que F : [x]" — m existe H C & tal que |[H| = A y F[[H]"] = {p}, en tal caso
decimos que H es homogéneo. En particular si m = 2 simplemente se denotara como k — (\)".

Observemos que si k < 7y se tiene que n - (A). se sigue que k - (\))" pues de lo contrario para toda funcion
F tal queF : [k]" — m existirfa H C x tal que |H| = Ay F[[H]"] = {p}, y dado que x C 7 entonces H C \. Asi
dada una funcién F' tal que F' : [n]" — m, si consideramos su restriccion a [x]" se tiene que F' [[n: [k]" — m
existe H C k C n tal que [H| = Xy F[[H]"] = {p}; lo que implica que n — ()" que es una contradiccion.

Asi mismo, observemos que si 7 < Ay £ — (\)? entonces k — (n)?, pues dada F tal queF : [k]" — m,
como r — (A7, existe H C k tal que |H| = Xy F[[H]"] = {p}. Dado que n < X existe D C H tal que |[D| =1,y
ya que D subconjunto de H se satisface que F [[D]"] = {p}; por lo tanto, k — (n)7,.

Definicién 2.1.1. Un cardinal k es débilmente compacto si y s6lo si x > w y satisface que k — (k)2.

Por extrano que pueda parecer, la razén por la que estos cardinales se llaman débilmente compactos es porque guar-
dan cierta relacion con la propiedad de compacidad débil para lenguajes infinitarios. En particular, demostraremos
posteriormente, que un cardinal « es débilmente compacto si y sélo si L, , satisface el teorema de compacidad
débil. Antes de llegar a este resultado primero necesitamos demostrar algunos lemas y dar unas definiciones que nos

ayudaran en la demostracion.
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Afirmacién 2.1.1. No existen AT-secuencias crecientes o decrecientes en el conjunto <’\ {0,1}, §> con A un cardinal

infinito y < el orden lexicografico.

Primero recordemos que f < g con el orden lexicografico siy solosi f(a) < g(a) donde « = min {8 € OR: f(B) # g(B8)} .
Supongamos que existe W = {f, : @ < AT} creciente y tal que f, : A — {0, 1} para toda o < AT . Sea

A={y<X: 3 {fara < AT} CW(|{fa Tv:a< AT} =21}

como A € A podemos aplicar el principio del minimo ordinal y sea min(A) = ~o. Asi existe {f, : @« < AT} C W sin
repeticiones tal que [{f, [ 70 : @ < AT} = AT,

Para cada o < AT se tiene que existe &, = min {8 € OR : f4(B) # far1(B)} (pues no hay repeticiones), y como
W es una secuencia creciente se sigue que fo(£n) = 0 < 1 = fo11(€n). Por otro lado como f, | €0 = fat1 | &a
yen {fo [ 70 :a < AT} no hay repeticiones, entonces £, < 79 < A para toda a < A\T. Consideremos ahora la
funcién H : AT — X\ definida como H(a) = £, y dado que AT > X y AT es regular, por el principio de las casillas
existe &y, € A tal que |[H7'[{&,}]| = AT. De ahi que existe B = {f, € W : H(a) = &4, } tal que [B| = ATy
satisface que si fo,fg € By fo # f5 se tiene que fo [ {oy # 38 | €ao Pues de lo contrario si fo [ oy = f3 | €ao>

como fa I gao = foz+1 I fao entonces fﬂ I 50&0 = fa+1 I 6040 y Ya que fﬁ(gao) =0<1= fa+1(€ao) se Sigue que
fa < fag1 y del mismo modo f, < fg4+1 pero, por hipétesis, la secuencia era creciente entonces f, = fg para

cualquier fo, f3 € B lo que es una contradiccién pues |[B] = A*. Por consiguiente [{fo [ &ay a0 < AT} = ATy
como &,, < 7o se tiene una contradiccién a la minimalidad de 7.

Notese que la prueba seria andloga si la secuencia es decreciente.
Lema 2.1.1. Para todo cardinal A se tiene que 2* - (AT)2.

Consideremos (P, <) un orden lineal tal que P = *2 y < queda definida de la siguiente manera: f < g si y solo si
f(a) < g(a) donde a = min{B € OR: f(8) # g(B)}. Sea {fa : @ < 2*} una enumeracién de P
Asi definimos F' : [2)‘]2 — {0,1} de la siguiente manera. Si {«, 8} € [2)‘]2 con o € ( entonces

1 fa<f6)

F({e,8}) = 0 fo< £
B «@

si existiera H C 2* tal que |[H| =\t y F {[H]z} = {p}, entonces:

Caso 1: p = 1, entonces H es una A"-secuencia creciente

Caso 2: p = 0, entonces H es una A\T-secuencia decreciente.

En ambos casos se llega a una contradiccion al hecho de que no existen A\T-secuencias crecientes o decreciente
por la afirmacién 2.1. Por consiguiente 2* - (AT)2.

Lema 2.1.2. Todo cardinal x débilmente compacto es fuertemente inaccesible
=  es regular:

Si k no es regular, entonces cf (k) < k y por el teorema 0.1. se tiene que existe una familia
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{Ay Cr:|Ay| <K,y <cf(k)} disjunta tal que k = ||, _ ;) Ay. De ahi que podamos definir una particion
F:[k]*> — {0,1} como
0 37(0[75 € A’Y)

1 En otro caso

F({a,B}) =

si existiera H C k tal que |H| =k y F [[H}Q] = {p} donde p € {0, 1}, entonces

Caso 1. Sip = 0, entonces existe v < cf(x) tal que H C A, por lo que |[H| < |A,| < x lo que es una contradiccion
pues |H| = k.

Caso 2. Si P =1, entonces para todo v < cf(k) se cumple queH N A, < 1, entonces |H| < ¢f(k) < k lo que es
una contradiccion pues |H| = k.

De ambos casos se concluye que e k - (x)?, lo que contradice el hecho de que x sea débilmente compacto.

Por lo tanto cf (k) = k.
= x es fuerte:

Supongamos que existe una A < k tal que x < 2*, por el lema 2.1.1. se tiene que 2* ~ (AT)2 de donde existe
F: [2)‘]2 — {0,1} tal que no existe un subconjunto H C 2* que cumpla que |H| = A\t y F [[H]Q] = {p}. Como
k < 2* podemos considerar F' M2t [K]> — {0,1} de ahf que x - (AT)% y como At < & se tiene que k - (k)2 que

contradice el hecho de que x sea débilmente compacto.

Lema 2.1.3. 1) Si k es débilmente compacto, entonces « tiene la propiedad del arbol. IT) Si x es fuertemente
2

inaccesible y tiene la propiedad del arbol entonces se cumple para cada m < k que Kk — (k)Z,, en

particular, x es débilmente compacto.

I) Sea x débilmente compacto y (T, <r) un arbol tal que h(T") = x donde para todo @ € OR se tiene que |T'(o)| < K
Por un lado como A(T) = k, |T| > k . Por otro lado

7= U T@)|=

a<ht(T)

U T(a)| <

a<k

y asi |[T'| = k por lo que podemos asumir que T' = k. Ademéas podemos extender el orden parcial <; a un orden

lineal < definido de la siguiente manera:

Si a <7 B, entonces a < f3

Si @ y § son incomparables segtn el orden <r entonces a < /3 (%)

Siy solo si ae € ¢ son tales que ag, Be € T(§), e <ra, Be <rfy

E=min{y€OR:T(y)N{0€r:0<ra}n{fcr:0=<rp}=0}
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sea F : [k]> — {0,1} definida de la siguiente manera dado {c, 8} € [s]* con a € 3

1 a<p
0 <«

F({a, B}) =

como k es débilmente compacto, 3H C k(|H| =k A F {[H]Q} ={p}).

Consideramos B = {z € H : [{a € H : x <r a}| = K} que serd nuestra rama de altura x. Afirmamos que para
todo a < ht(T') se satisface que BN T («) # 0 pues de lo contrario habria ag < ht(T) tal que BN T (ap) = 0, lo que
implicaria que para todo ¢t € T'(ap) se cumple que [{a € H : t <r a}| < k por lo que

HC U T(y)U U {ao € H:t<pa}

y<ao teT ()
por consiguiente

[H| <

U 7

y<ao

+ U {a€eH:t<ra}|<k+KrK=k
teT (awo)

lo que es una contradiccion pues |H| = x. Por lo tanto para todo o < ht(T) se satisface que BN T («) # 0 lo que
quiere decir que ht(B) = k.

Afirmamos que para todo xz,y € B se cumple que x <7 y o bien y <r z. Supongamos, para reducciéon al
absurdo, que existen z,y € B tales que 7 y y y £r z. Sin perdida de generalidad, supongamos que z < y.
Como z,y tienen x sucesores sean «, 3,y € H talquea € e vy x <r a,vy y <r [, entonces como x,y no son
comparables en <p se tiene que «, v no son comparables con 5. Como z <y y x <7 a,7y y <r [ se tiene que
xe = ag = Ye < ye¢ = P¢ donde & es definido como en (x). Por consiguiente, o < Sy v < 8 por lo que F(o, ) =1
pero F(8,v) = 0 lo que contradice la homogeneidad de H. Con lo que concluimos que para todo z,y € B se cumple
que x <7 y o bien y <7 z, es decir B es una cadena.

Ademas B es maximal pues si existiera C' una cadena tal que B C C, implicaria que hay t € C'\ B con t € T'(n)
para algun 7 < k. Como para todo a < ht(T') se satisface que B N T(a) # 0, entonces existe j € BNT(n) (esto
implica que j # t); y dado que cualquier nivel de un arbol es una anticadena, entonces j es incompatible con ¢ lo
que contradice el hecho de C' es una cadena.

De lo anterior se concluye que B es una rama de altura « , por lo concluimos que « tiene la propiedad del arbol.

IT) Supongamos que « es un cardinal fuertemente inaccesible con la propiedad del arbol y sea F : [/»@]2 — I una
particion con |I]| < k. Veamos que existe H C k tal que |[H| =k y F [[Hﬂ = {p}.

Construiremos (T, C) un arbol cuyos elementos seran funciones ¢t : v — I con 7 < & . La construccién serd por
recursion sobre k, sea tg = () y supongamos que hemos construido los g para todo 5 < a. Ahora construiremos
el elemento t,, t, [ 0 = tgy supongamos que ya hemos construido hasta ¢, [ ¢ para alguna £ < « . Si para todo
B < o se tiene que t, [ £ # tg, entonces definimos ¢, :=t, [ &; en caso contrario, si existe § < « tal que t, [ £ =13
entonces t,, = tg U (&, F'({,a})). Notemos que en este ultimo caso el dominio de tg o su longitud (long) es &, por
lo que ta(long(ts)) = F({8,a})

Por construccién (T, C) es un arbol tal que |T'| = x. Ademés, como T(\) C*I con A, I < k entonces

T < 1M < &

pues  es fuerte (ya que k es inaccesible). Asi mismo, ht(T) = &, pues si existiera un a < & tal que T'(a) = 0
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entonces dado que k es inaccesible se seguiria que:

T < | TO)| = ol sup {|T ()| 7 < a} < |af sup {| 1| : v < @} <&
Y<a

lo que contradice el hecho de que |T| = k. Asi ht(T') = k.

Por hipotesis sabemos que k tiene la propiedad del arbol y entonces existe B una rama de T tal que hi(B) = k.
Para cada i € I consideremos H; = {a:to, € BAt, ~i € B} .

Primero veamos que para cada i € I se tiene que F' [[Hf] = {i}. Sea {a, 8} € [H,]? entonces t,,ts € By como
B es una cadena podemos suponer que tg C t,, ademéas tg ~ i € B por lo que tg ~ i(long(tg)) =i y como B es
cadena tg ~ ¢ C t,. Asi por construccion tenemos que F({a, 8}) = ta(long(ts)) = tg ~ i(long(tg)) = i, de lo que
se sigue que F {[HZ]Q} = {i},

Ahora veamos que existe al menos un H;, tal que |H;,| = k y este serd nuestro conjunto homogéneo buscado,

supongamos que para toda i € I se cumple que|H;| < k. Como B C | J,.; H;, entonces

iel
1B < (| Hi| = | sup{|Hi| i € T} <
iel
pues ~ es regular; lo cudl es una contradiccién ya que |B| = k. Con lo que se concluye que existe al menos un

H;, tal que |H;,| = k y por tanto H;, es homogéneo. Finalmente concluimos que para cualquier m < & se cumple

querx — (k)2, y en particular k es débilmente compacto.

Teorema 2.1.1. Si k es débilmente compacto entonces L, . (7) satisface el teorema de compacidad débil con

7| = k.

Supongamos que k es débilmente compacto. Sea ¥ un conjunto de enunciados de L, (7) tal que |X| =k y X es

k-consistente. Como |7| = k entonces |L(7)| = K, pues
1£(7)] = |[K]"] = ‘U{‘)\éy A0 <k} < n)

ya que k es fuerte.

Primero extenderemos el lenguaje, aiadiendo constantes nuevas, al tipo 7* = | 7" donde la familia{7" : n € w}

0

new

es de tal modo que 7" C 7"*! y |£(7™)| = k. Consideremos 7° = 7 que por hipotesis satisface que |£(7%)| = &
y supongamos que hemos definido 7" para alguna n € w que cumple que |£(7")| = k. Para cada férmula
0 € LIT")\ Upmen £(7) v x4, € VL(p) con v < & (observemos que como « es regular toda formula tiene a

lo mas k variables libres) introducimos una nueva constante cf, llamada constante de Skolem y asi definimos

= ol { tpe L\ U L) y @ € VLM}

m<n

y, se cumple que

Kk < |£(T"+1)| <|L(T™)|+ & <K+ KE=K

U { pe L\ U L6y o, € vu@}

m<n
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por lo que ’£(7"+1)| = k concluyendo la recursion. De lo anterior podemos definir el tipo 7* = | 7" tal que

new

[£(T7)] =

U

ncw

=wsup{|L(T")|:n Ew} =wrk =k

paracadan € wy ¢ € L(T™) con &, , ...,x,, € VL(p) y 6 < k consideremos o, el siguiente enunciado conocido

como enunciado de Skolem: g<pTn, (T, .oy Toy) —> p(cZ ..., cf ) y definimos

Y =X U{o, : ¢ es una formula de £(7") para alguna n € w}
y dado que |£(7*)| = K entonces
k=3 <|Z¥| = |E] + [{o, : ¢ es una formula de £(7") para alguna n € w}| < K+ |L(T7)| =K+ Kk =k

de lo cual se sigue que |X*| = k. Ademés notemos que X*es k-consistente lo que demostraremos a continuacion.

Sea S C ¥* tal que |S| < k. Construiremos {2(,, : n € w} un conjunto de estructuras tal que para toda n € w se
tiene que 2, es de tipo 7" y si n < m se satisface que 2, [ 7" = 2, es decir 2,,, es una expansion de 2, al tipo
7™. También se cumple que dichas estructuras tienen el mismo dominio.

Como S C ¥* tal que |S| < k, entonces SNE C ¥y [SNX| < k. Como ¥ es k-consistente, se sigue que SN X
tiene un modelo al que llamaremos 2y con dominio A para £(7). Supongamos que ya hemos definido 2l,, para alguna
n € w. Notemos que si 2y = Je<o 0(T+,, .., T4,) por axioma de eleccion podemos fijar <a§‘;E €< 0> c A% tal
que Ay = @(ay,, ..., ay,) vy, por otro lado, como A, # 0 existe ag € A. De esta forma definimos 2,41 con dominio
A como la estructura tal que 2,1 [ 7" =2, y si cf € 771\ 77 entonces

Api1(c?) = Ay Si Ay | Fe<oTry @(Ty,, 00y Typ)
Ve Qg Si an)f Elgggx%gp(x%,...,x%)

asi hemos construido recursivamente{2(,, : n € w} un conjunto de estructuras. Observemos que
Ant1 F Ie<oTye P(Tryys oy Toy) —> p(cZ 5oy c8)
pues si Ap E Fecoly P(Tq,, .y Ty,) entonces Any1 = @(Ty,, 0 yy) — 0(cf), . ¢8,) [(aq, : £ < 0)] ya que
Apt1(ck,) = af, . Si Ay F Fe<o@y P(Tyy 5 ooy Ty ) €NtONCES A1 5 O(Toyy, oy Toyy) — p(cF,, 00 ¢5,) [(a: E S O)].
Consideremos la estructura % de tipo 7* con dominio A tal que para cada n € w se tiene que B [ 7" = 2,,.
Dado que{®l, : » € w} es una cadena de expansiones se sigue que ‘B esta bien definida. Veamos ahora que B | S.

Por una parte, si ¢» € SN X entonces Ao |= 1 y dado que B [ 7 = Ay entonces B |= 1. Por otra parte, si o, € S

tal que ¢ es una formula de £(7™) para alguna n € w, entonces por construccion

An i1 F Fe<oTy @(Tny, s Toy) —> (55 000s 5,

es decir, A, 41 = 0,. Dado que®B | 77T =2, 14 se sigue que B |= 0,. Por consiguiente B = S.
Sea {0, : @ < K} una enumeracion de todos los enunciados del lenguaje £(7") para alguna n € w y (T, C) un
arbol donde

T={te"2:3AE=Y"N{o,:acdom(t)}Va € dom(t)(t(a) =1 <= A= 0,)}

como T'(n) C"2 con n < k y por el lema 2.1.2. k es inaccesible, que en particular implica que k es fuerte, entonces
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|T(n)| < 21" < k. Por otro lado, como ©* es s-consistente existe un modelo 2l = ¥* N {0, : a €7} con 1 < K y si
consideramos t : n — 2 tal que para todo o € dom(t) se cumple que t(a) = 1 si y solo si 2 = 0, de esta forma
se tiene que t € T(n); y por tanto ht(T) = k. Por el lema 2.1.3. dado que x es débilmente compacto, entonces
satisface la propiedad del arbol; por lo que existe B una rama en T de altura k.

Consideremos A = {0, : 3t € B(t(a)) = 1)} y observemos que por construccion ¥* C A,

Consideremos Ag el conjunto de todas los simbolos de constantes de 7* y = la relacién de equivalencia sobre Ag
definida de la siguiente manera ¢, ~ ¢, siy solo si (¢, =¢,) € A.

Sea A = Ay/ ~ (a los elementos de A los denotaremos por [c]) y definimos 2 una estructura que tiene como
dominio a A cuya interpretaciéon queda definida de la siguiente manera

1. Para cada simbolo de contante ¢y, 2(c,) = [c,]

2. Para cada simbolo de funcién f,, 24(f,) : A% — A la interpretacién es definida de la siguiente manera
A(fy)([ea s oo [esm])) = [(F)(ers s esi)]

3. Para cada simbolo de relacion R, y [ci], .., [CM(,Y)] € A se tiene que <[cl] sy [CM(A,)D € R?{l si y solo si
R,Y(Cl, ey CH(’Y)) € A.

A continuacion demostraremos que 2 es modelo de A y como ¥ C ¥* C A se tendria que 2 es modelo de X.
Basta mostrar que si ¢ es un enunciado, entonces ¢ € A siy sélo si 2 = ¢ lo que demostraremos por induccion
sobre la longitud de los enunciados. Sin embargo, primero demostraremos el siguiente lema:

Lema*: Si ¢ es un termino sin variables libres, entonces s(t) = [¢] por induccién sobre la longitud de los términos.

a) Si t = ¢, entonces s(t) = c* = [c]

b) Sit = f,(t1,...,t5(y)) ¥ suponemos que para toda t¢ con 1 < & < () se satisface que s(t¢) = [t¢], entonces

S(f’y(tlv "'vtu(v))) = Q[(f"/)(s(tl)v ) S(tu('y))) = Q[(f’y)([tl} 5oy [tu('y)b = [f‘y(tla '-'até('y))]

asi por induccién tenemos que si ¢ es un termino sin variables libres, entonces s(t) = [t].

Sea ¢ un enunciado

1. Si p = (t1 = t2) tal que p € A, entonces ({1 = t2) € A; por definicion de la relacion = se tiene que ¢ = to que
es equivalente a que [t1] = [t2] y como por hipdtesis ¢ es un enunciado, tanto ¢; como ¢y no tienen variables libres.
Asi aplicando el lema* para cualquier asignacion s se tiene que s(t1) = [t1] = [t2] = s(t2). De lo cual se sigue que
A =, t1 = to para cualquier asignacion s, es decir, 2 = t; = to.

IL. Si o = R,(t1, ..., t,(y)) tal que ¢ € A, entonces como por hipétesis ¢ es un enunciados se tiene que t1, ..., ()
son términos sin variables libres; por lo que por definicién de 2 se tiene que <[t1] Sy [tu(v)]> € R?Yl. De esta forma

aplicando el lema* tenemos que para cualquier asignacion s se cumple que (s(t1),...,5(t,(,))) € R,

si y soblo si,
2 =5 Ry(t1, ..., t,(y)) Para cualquier asignacion s; por definicion se sigue que 2 = R (t1, ..., 1))

Supongamos que si 9 es un enunciado tal que long(v)) < long(y) se satisface que ¥ € A siy solo si 2 = ¢

IIL. Si ¢ = = tal que ¢ € A y supongamos que ¢ es igual a 0, y 9 es igual a 04 para alguna «, 8 < k, entonces

por definicion de A se tiene que existe t € B tal que t(«) = 1. Sea
n=maz{a,f}+1<k

y t' € T(n) N B, entonces como 7 > a y B es una cadena se tiene que t'(«) = 1. Ademas, por definicion del arbol
(T, C) existe una estructura ‘B tal que para toda « € dom(t') se cumple que t(a) = 1 si y s6lo si B | o4, por lo
que B = 0,, es decir, B = —1); lo que implica que B ¥ 1. De donde /() = 0 y como B es una cadena se sigue
que para toda t € B se cumple ¢(3) = 0. De esta forma og ¢ A entonces por hipotesis de induccion A ¥ o5 y como
o es un enunciado se sigue que A |= —og; es decir, A = 1.

Por otro lado si 2 |= =, entonces 2 }= —og y por ello A ¥ o3 que por hipotesis inductiva se tiene que og ¢ A,
entonces para toda t € B se cumple t(8) = 0. En particular para n = maz {a, 8} + 1y ¢’ € T(n) N B se sigue que
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t'(8) = 0. Por definicién del arbol (T, C) existe una estructura B tal que para todo o € dom(t') se cumple que
t(a) = 1siy solo si B |= o4, por lo que B ¥ og, y como og es un enunciado se sigue que B = —og; entonces,
B = ). De lo cual se sigue que t'(a) = 1 y por definicién de A se sigue que o, € A y como o, es ¢ se sigue que
p e A

IV. Si ¢ = /\7<9 1y con 0 < k tal que ¢ € A y supongamos que ¢ es igual a o, y para cada v < 0 se
tiene quet), es igual a 0o, con o, < k. Por definicién de A tenemos que existe t € B tal que t(a) = 1. Sea
n = max {047 U, <o 0‘7} + 1y como k es regular por el lema 2.1.2. se tiene que n < k. Consideremos ¢’ € T'(n) N B,
entonces como 77 > « y B es una cadena se tiene que ¢'(«) = 1. Ademads, por definicién del arbol (T, C) existe una
estructura B tal que para todo o € dom(t') se cumple que t(«) = 1 si y sélo si B | o4, por lo que B E o,, es
decir, B = /\7 <¢ ¥ por consiguiente para cada y < 6 se satisface que B = 1), que es equivalente a que B |= 0, .
Por tanto t'(ay) = 1 de ahi que para cada v < 6 se tiene que 0, € A, es decir, ¢, € Ay por hipétesis de induccién
obtenemos que para cada v < 0 se satisface que 2 }= 1), y por consiguiente 2 = /\'v<9 Py

Por otro lado si 2 /\7<9 1., entonces para cada v < ¢ se tiene que A |= v, y por hipétesis de induccién se
tiene que 1, € A; por lo que existe una ¢ € B tal que t(a,) = 1. Consideremos t' € T'(n) N B con

1N =mazr a,UanY +1
<0

entonces como 7 > a~ y B es una cadena entonces para cada vy < 6 se satisface que t'(ay) = 1. Por tanto, por
definicion del arbol (T, C) existe una estructura 8 tal que para todo o € dom(t’) se cumple que t(a)) = 1 si y solo si
B |= 04, por lo que B |= 0, entonces B = A\ 404, ; es decir B |= | _, 1. Por lo tanto t'(a) = 1y asi 04 € A,
de donde ¢ € A.

V. Si ¢ = Jecprq () con § < k tal que p € Ay supongamos que ¢ es igual a o4, el enunciado de Skolem

<6

(Fe<or V(T onTyy) — (Y, .., c%)) €s 0p y el enunciado ¢(c¥,,...,c%)) es o, para alguna a, 8,7 < k. Por
definicién de A tenemos que existe ¢ € B tal que t(«) = 1. Sea n = maz {a, 8,7} < Ky consideremos t' € T'(n) N B,
entonces como 77 > « y B es una cadena se tiene que ¢'(«) = 1. Ademads, por definicién del arbol (T, C) existe una
estructura B tal que para todo o € dom(t') se cumple que t(«) = 1 si y sélo si B | o4, por lo que B E o,, es
decir, B = Je <o+, () y ademés por construccion B fue elegido de tal forma que B = X*N{o, : a € dom(t')} por
lo que es modelo de los enunciado de Skolem que estén indizados por debajo del dom(t'), en particular

B = FecoTy Y(Tay s oo Tyy) —> V(YY)

y como B = e gx,, (1) se sigue que B |= 1/1(0‘4’1, cey C%). Por tanto t'(y) = 1 y asi 04 € A, entonces aplicando la
hipotesis de induccién tenemos que 2 = o, es decir, 2 = zb(cﬁl, ey c%). Por consiguiente, para toda asignacion
s se tiene que A =95 ¥ con b = <c§$§ €< 0> €? A , entonces por definicion de satisfaccion se tiene que
A = Fecpn, (1),

Por otro lado, si 2 = J¢<ox+, (¥) entonces para toda asignacion s existe b = (ag : £ < 0) €”A con § < X < k tal
que A =49 ¥ y por ello 2 = ¥(a,,,...,a,) entonces por hipétesis de induccién tenemos que ¥(a,,, ..., a,) € A.
Supongamos que ¢ es igual a 0o ¥ ¥(ay,, ..., ay,) €s 0g para alguna «, 8 < k. Por definiciéon de A se tiene que existe
una t € B tal que t(8) = 1. Consideremos n = max {o, 8} + 1 y sea t’ € T(n) N B, entonces como B es una rama
se tiene que t'(8) = 1. Por definiciéon del arbol (T, C) existe una estructura B tal que para todo a € dom(t’) se
cumple que t(o) = 1 siy s6lo si B |= 04, por lo que B = op, es decir, B = ¥(a,,...,ay,) . Por consiguiente para
toda asignacion s se tiene que B =g, 1 con b = (a¢ : £ < 0) €? A, entonces por definicion de satisfaccion se tiene
que B = J¢<px,, (1). Por tanto t'(a) = 1 de lo cual se sigue que o, € A, es decir, Iecgx-, (¥) € A.

Finalmente, concluimos por induccién sobre la longitud de las férmulas que para todo enunciado ¢ se satisface

que ¢ € A siy solo si 2 = ¢; de lo cual se concluye que 20 = A y como ¥ C A se sigue que 2 = X. Por tanto, el
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lenguaje L, , satisface el teorema débil de compacidad.

Teorema 2.1.2. Si k es un cardinal fuertemente inaccesible y £, .(7) satisface el teorema de compacidad débil y

el tipo 7 contiene al menos una letra relacional y x constantes, entonces x es débilmente compacto.

Sea x un cardinal fuertemente inaccesible y tal que L, , satisface el teorema débil de compacidad. Por el lema
2.1.3. basta mostrar que el cardinal x tiene la propiedad del arbol. Sea (T, <r) un arbol de altura s tal que para
toda a < k se tiene que |T(«)| < k. Veamos que dicho arbol tiene una rama de altura k. Consideramos el tipo
7= {{R},U,.. {c¢ 2 €T(a)}} donde R es un simbolo de relacién de aridad uno y |J,., {c: 2z € T(a)} un

conjunto de constantes. Consideremos el conjunto de enunciados
Y= {-(cg = 05) ca,f<raeT(a),yeT(B),z#y}U {\/xeT(a) R(cg):a< H}
U{~(R(c3) ANR(cey) s @, B < ,2 € T(a),y € T(B),x £ y.y £ «}

que de manera intuitiva ¥ nos dice que R es una rama de longitud x. Ademés notemos que |X| = . Veamos a
continuaciéon que X es k-consistente.

Sea S C ¥ tal que |S] < &, por lo que existe un n < x tal que T'(n) N{z € T : ¥ € 7(S)} = 0 (podemos pedir
que 7 sea el minimo con esta propiedad). Consideremos 7" = | J,, < T'(«) que es un sub-arbol de Ty sea t,, € T'(n)
de esta manera se tiene que P = (x € T : < t,)) es una rama en 7". Sea B = (T', R*, {(c2)* : ¢& € 7(S)}) donde
R* =Py () =z y afirmamos que B |= S.

I) Si =(cg = cf) € Stal que a,8 < K, € T(a),y € T(B)z # y, entonces B = —=(cg = c) si y solo si
() =z #y = (cg)* que se satisface pues por hipétesis se tiene que z # y

II) Si \/zeT(a) R(c%) € S tal que a < Kk y en particular por la eleccion de n también se tiene que o < 7, entonces
B = V,er(a) B(cq) siy solo si para algin x € T'(a) se tiene que B |= R(c) lo cual se satisface, pues como P es
una rama se tiene que existe zo € T(a) tal que o € P; por lo que B = R(c2 ) ya que (2 ) € R*

IM0) Si ~(R(cg)AR(ch)) tal que a, B < k, 2 € T(cr),y € T(B),x £ y,y £ . Si fuese el caso que B |= R(c3)AR(c))
entonces B | R(c?) y B R(cg), lo que implica por definicién de la estructura que z,y € P lo que es una
contradiccion pues se tiene que z £ y,y % x. Por consiguiente B ¥ R(c2) A R(cg) y como es un enunciado se tiene
que B | ~(R(c2) A R(cE))

Por lo anterior se tiene que B = S, es decir, S admite modelo; y por definicion se tiene que X es k-consistente.
Y como L, , satisface el teorema débil de compacidad se tiene que ¥ admite modelo, es decir, existe 2A =
(A, R* {(c2)™ : 2 € T}) tal que A = 3.

Consideremos C ={z € T : A = R(cy),z € T(a),a < k} y afirmamos que C' es una rama de altura .

a) Veamos que para toda a < k se tiene que T'(a) N C # ). Que implica que C es de altura &

Sea o < k, entonces 2 |= \/, .1, R(c7), entonces existe una z € T'() tal que A |= R(c3); y asi por definicién
se tiene que z € C. Por consiguiente, T(a) N C D {x} # 0

b) Afirmamos que para todo z,y € C se tiene que z <yoy < x

Sean z,y € C entonces A = R(c§) y A = R(cg), por lo que A = R(c%) A R(cg); por consiguiente 2
—(R(cg) A R(c)). Sin embargo, A ¥ —~(R(cg) ANR(ch)) siz £y y y £ x, entonces z < y o bien y < z.

¢) Mostraremos que C' es una cadena maximal.

Si C no fuese maximal existiria z € T tal que z ¢ C' 'y C' U {z} es una cadena. Como z € T entonces existe
a < k tal que z € T'(a) pero por a) se tiene que T'(a) N C # ), por lo que existe = € T'(«) N C. No obstante, como
x,z € T'(a) son incomparables lo que contradice el hecho de que C'U {z} sea una cadena.

De lo anterior se concluye C' es una rama en 7'y por tanto x tiene la propiedad del arbol, de donde por el lema

2.1.3. k es un cardinal débilmente compacto.
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2.2. Cardinales Medibles

Definicion 2.2.1. Decimos que x es un cardinal medible si y sélo si kK > w y existe un ultrafiltro no principal
k-completo sobre x

Observaciéon 2.2.1. Si « es un cardinal medible y S es un conjunto tal que |S| = &, por el teorema 1.4.2. el

ultrafiltro U no principal x-completo sobre x induce un ultrafiltro H x—completo no principal sobre S.

Lema 2.2.1. Si & es un cardinal medible, entonces es un cardinal fuertemente inaccesible.

Sea k un cardinal medible, entonces existe F un ultrafiltro no principal k-completo sobre x.

I) Kk es regular

Si k es singular, por el teorema 0.1. existe {A, C x: |A,| < K,y <cf(x)} tal que si v < 6 < cf(k) entonces
(A, NAy = N yr= U'y<cf
v < ¢f(k), entonces k \ A, € F pues F es un ultrafiltro. De esta manera, tomando en cuenta que el ultrafiltro es
(k\ Ay) € F. No obstante,

() A, con cf(k) < k. Por la proposicion 1.4.7. se tiene que A, ¢ F para cualquier

k-completo, implica que ﬂ,y<cf(ﬁ)

ﬂ (k\Ay) =r\ U A, =r\Kk=10

y<cf(k) y<cf(x)

y se tendria que () € F lo que es una contradiccion.

II) k es fuerte

Supongamos que existe A < & tal que 2* > x y consideremos S C*2 tal que |S| = x. Por el teorema 1.4.2. el
ultrafiltro U no principal k-completo sobre x induce un ultrafiltro H x—completo no principal sobre S. Para cada
a < A definimos el conjunto X, como uno de los dos siguientes conjuntos {f € S: f(a) =0} o {f € S: f(a) =1}
dependiendo de cual pertenece al ultrafiltro H y denotaremos por €, al valor 0 o 1 con respecto al conjunto X4.

Puesto que H es k—completo entonces () X, € H; sin embargo, dicha interseccién tiene un dnico elemento a

a<A
saber f : A — 2 definida como f(a) = &,. Esto que implica que H es principal, lo que es una contradiccion.

Teorema 2.2.1. Todo cardinal medible es débilmente compacto

Sea k un cardinal medible, entonces por el lema 2.2.1. sabemos que k es un cardinal fuertemente inaccesible. Ademés
aplicando el teorema 2.1.2. basta con probar que L, , satisface el teorema de compacidad débil.

Sea ¥ = {0, : v < k} un conjunto de formulas L, . de cardinalidad  tal que para cualquier S C X donde|S| < &
se tiene que S tiene modelo. Y por hipotesis como k es medible sea F un ultrafiltro no principal x-completo sobre
k. Como X es k—consistente, entonces para cada A < k existe 2, un modelo de Sy = {0, : v < A}, por lo que
{2 : A < Kk} es una familia de modelos. Dado que F es un ultrafiltro x-completo sobre x se puede construir el
ultraproductoUlt z2l; para el lenguaje L, , . Afirmamos que Ultz2(; es modelo de ¥. Como F es no principal y
k-completo, por la proposicién 1.4.6 F contiene a los complementos de todos los subconjuntos de s de cardinalidad
< Kk , es decir, para todo A < k se tiene que {£€rk: A<} € F. Y como {{ €k:A<&F C{{er: A Eon}
entonces {£ € k: ¢ =05} € F, entonces por el Teorema de /Los (en particular el corolario 1.5.1) se tiene que
Ultz2; |= oy para toda A < k. Con lo que se concluye que Ultz2; es modelo de ¥ y asi « es débilmente compacto.

A continuacion generalizaremos el método de los ultraproductos y de ultrapotencias iteradas para que esta
técnica sea aplicable a estructuras cuyo universo sea una clase. En particular, queremos formar ultraproductos y
ultrapotencias iteradas sobre la clase de todos los conjuntos V.

Sea V la clase de todos los conjuntos, v un cardinal no numerable, U un ultrafiltro al menos w; completo sobre
vy laclase []

V={f:f:v— V}. Podemos definir la relacion de equivalencia~ sobre [[,., V de la siguiente

1€V 1%
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manera f ~ g, siy solosi, {i € v: f(i) = g(i)} € U. La demostraciéon de que ~ es una relacién de equivalencia es

anéloga al lema 1.5.1. Consideremos

[f] = {96HV:QnyVhGHV(thHmnk(g) Smnk(h))}

1€V 1€V

donde rank : V.— OR es el funcional rango que es definido como rank(xz) = min {a € OR : x C V,, }. Observemos
que [f] es un conjunto pues sus elementos son funciones cuyo dominio es v y cuya imagen esta contenida en Veank(s)-
Ademas se cumple que f ~ J siy solo si [f] = [J] como se puede ver en la siguiente proposicién. Denotaremos
por Ulty (V) a la estructura clase de tipo 7 = {E}, con F una relacion de aridad dos, que tiene como universo a
{[f]: f €1;c, V} v que interpreta a E como €*= {([f],[g]) : {i € v : f(i) € g(4)} € U}.

Notemos que Ulty (V) es una vil copia de una ultrapotencia definida en las secciones anteriores. Con base en
esto, los teoremas que hemos probado sobre ultrapotencias aplican también para Ulty (V). En particular, la relacion

€* esta bien definida por el lema 1.5.2.; el teorema de f.o3 y el hecho de que V < Ulty (V) se satisfacen.

Proposiciéon 2.2.1. Sean f,J € [[.., V, entonces f ~ J siy solo si [f] = [J].

1€V
V tal que h ~ f se cumple que

V tal que h ~ J se
cumple que rank(g) < rang(h). Esto implica que g € [J]. Asi [f] C [J] y andlogamente tenemos la otra contencion,

I) Supongamos que f ~ J y que g € [f], entonces g ~ f y para toda h € []

S%
rank(g) < rang(h). Como la relacién ~ es transitiva se tiene que g ~ J y para toda h € [],.,
por lo que se satisface que [f] = [J].

IT) Por otro lado, supongamos que [f] = [J] y para reduccion al absurdo asumamos que f «¢ J. Por definicién
de ~ se sigue que {i €v: f(i)=J(i)} ¢ U, y como U es un ultrafiltro se tiene que {i e v: f(i) # J(i)} € U .
Por una parte, si [J] = [f] = 0 entonces J y f son las funciones vacfas por lo que se tiene que f ~ J. Por otra

parte si [f] # 0 entonces podemos considerar p € [f] = [J]. Por lo que p ~ f que por definiciéon implica que
{icv:p(i)=f(i)} €U.Deahique {i cv:p(i)= fi)}n{iev: f(i)# J(@)} € Uy dado que

{icev:pi)=f)}n{icv: f(i)# J@)} S{iev:pli)#J{)}

se tiene que {i € v : p(i) # J(i)} € U, entonces (como U es ultrafiltro) {i € v : p(i)=J(i)} ¢ U. Por consiguiente,
p ¢ J lo que contradice el hecho de que p € [J]. De lo anterior se sigue que f ~ J.

Afirmacién 2.2.1. Si V es bien fundada y U es al menos w; completo, entonces €* es una relacion bien fundada

y extensional sobre Ulty (V).

I) €* es una relacion bien fundada
a) exte« [f] es un conjunto
Por definicion, exte« [f] = {[g] € Ultu(V) : [g] €* [f]} . Si [g] € exte [f], entonces [g] €* [f]; es decir,

A={icv:g@i) e f(i)} eU

consideremos h : v — V definida como
i) i€A
W) = 9( .) .
f@) igA
la cual satisface que h ~ g pues {i € v: g(i) = h(i)} = A € U y ademaés se tiene que rank(h) < rank(f) (ya que
para toda i € v se cumple que h(i) € f(i) o h(i) = f(3)). Asi

lg] = {Je HV:gNJyVPEHV(ngHrank(J) §rank(P))} -

i€V 1€V
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{J € HV cg~Jyrank(J) <rank(h) < rcmkz(f)} C {J € HV srank(J) < rcmkz(f)} C Veank(f)+1

i€V 1€V

entonces Si [g] € extc [f] se sigue que [g] € Viank(f)+2. Por consiguiente,

exte [f] = {lg] € Ultu(V) = [g] € [1} € Viank(s)+2

de ahi que exte [f] sea un conjunto.

IT) Ulty (V) no tiene sucesiones decrecientes.

Supongamos que existe {[fn] :n € w} C Ulty(V) tal que para toda n € w se cumple que [fn+1] €* [fn]- Esto
implica, por definicién de €*, que X,, = {i € v : f,,11(i) € fn(i)} € U para toda n € w. Como U es al menos w
new Xn € Uy dado que (),,c, Xn € {i € v:Vn € w(fny1(i) € fn(i))} también se tiene que
{i€ev:VYn € w(fny1(@) € fu(9))} € U. Ademaés, dado que §} ¢ U (ya que U es un ultrafiltro) se sigue que hay i € v

completo se sigue que () new
tal que para toda n € w se cumple que f,+1(¢) € f,.(7); esto contradice al hecho de que V' es bien fundado.

IIT) €* es una relacion extensional

Supongamos que extes [f] = extex [g]. Entonces Ulty (V) E Vz(zEx «— zEy)|[[f],lg]], por el teorema de
/Lo es equivalente a que {i € v: V EVz(zEx «— zEy) [f(i),9(i)]} € U; es decir, {i e v: f(i) = g(i)} € U. Por
definicién de ~ se sigue que f ~ g, entonces por la proposicion 2.2.1 se tiene que [f] = [g].

Por los puntos anteriores concluimos que €* es una relacién bien fundada y extensional sobre Ulty (V) cuando
V' es bien fundado lo que se logra cuando se asume el axioma de buena fundacion.

Observaciéon 2.2.2. Por la afirmacion 2.2.1. sabemos que Ulty (V) es bien fundada y extensional, de ahi que
aplicando el teorema 0.2. (el colapso de Motowski), existe una tnica clase transitiva M C V tal que
Ulty (V) 2, M donde 7 es el isomorfismo.

Afirmacion 2.2.2. Si M C V es una clase transitiva y bien fundada con la €, j : V — M es un encaje elemental

y « es un ordinal entonces a < j(«) y j(«) es ordinal.

Sea O(x) la formula que dice «x es ordinaly. Como j es un encaje elemental si « es un ordinal, entonces V' |= O(z) []
siy solo si M = O(x)[j(e)]; por otro lado como «ser ordinal» es absoluto para clases transitivas se sigue que
M = O(x) [j(a)] siy solosi V = O(z) [j(«)] . Es decir « es un ordinal si y so6lo si j(a) es un ordinal. Asi, como
a es un ordinal y j(«) es un ordinal por tricotomia se tiene que o < j(a) o j(a) < a. No obstante, si j(a) < «
se sigue que j(j(a)) < j(a) (porque j preserva el orden ya que j es un encaje elemental y el orden estd dado
por la pertenencia) y si denotamos por j"(a) al resultado de aplicar n—veces el encaje elemental j se tiene que
{j™(a) : n € w} es una familia decreciente lo que contradice el hecho de que M es bien fundada. Por consiguiente,

si « es un ordinal entonces o < j(a).

Afirmacién 2.2.3. Sea U un ultrafiltro v—completo sobre v, M = « [Ulty(V)] y j : V — M es un encaje
elemental definido como j =mo egltU(v)’ entonces M es un modelo interno de ZFC.

Como V esmodelode ZFC'y j : V — M es un encaje elemental entonces M es modelo de ZFC. Por otro lado, por
la afirmacion 2.2.2 se tiene que si o es un ordinal entonces a < j(«). Como j(a) € M y M es una clase transitiva
se tiene que a € M. Por consiguiente M contiene a todos los ordinales con lo que se concluye que M es un modelo

interno.

Definicion 2.2.2. Si M CV y j:V — M es un encaje elemental decimos que un ordinal « es un punto critico
de jsiysolosia =min{y € OR: j(y) # ~v}. crt(j) = a denotara el hecho de que « es un punto critico
de j.
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Afirmacién 2.2.4. Sea U un ultrafiltro v—completo sobre v, M = w[Ulty(V)] y 7 : V — M es un encaje
elemental definido como j = 7o egltu(v), entonces para todo a < v se cumple que o = j(«). De lo cual

se infiere que v < ert(j).

I) Afirmamos que para toda [f] €* [f.] donde f, = a y a < v se satisface que existe ¢t < « tal que e‘[jltU(V) t) =1f].

Sea [f] €* [fa], por definicion se sigue que {i € v : f(i) € fo (i)} € U, es decir, {i € v: f(i) € a} € U. Afirmamos
que existe t € « tal que {i e v: f(i) =t} € U. Si este no fuera el caso, para toda t < « se cumpliria que
{iev: f(i)=t} ¢ U entonces {i € v: f(i) #t} € U. Como U es v—completo se sigue que

{icv:fl)ealn({iev: f(i)#£t}eU

t<a

lo que es una contradicciéon puesto que

{icv:fl)eayn({icv: f(i)#t} =0

t<a

por tanto, existe t € « tal que {i € v: f(i) =t} € U, lo que implica que f ~ f; donde f; = t. Por consiguiente,
[f] = [£il, por o cual ¥y, 1 (t) = L1

IT) Afirmamos que si a < v se cumple que o = j(«).

De lo anterior se sigue que j [4: & — j(«) es un isomorfismo. Si 5 < « entonces j(f) € j(«) (pues j es encaje
elemental) lo que implica que j[a] C j(«). Por otro lado si p € j(«), como j(a) € M y M es transitiva, se tiene
que p € M. Dado que 7 es sobreyectiva existe [f] € Ulty (V) tal que 7 [f] = p , entonces 7 [f] < j(a) = 7 [fa]-
Como 7 respeta el orden, se sigue que [f] €* [f,] y por la afirmacion IT) existe t < « tal que egltU(V) (t) = [g]. Por
consiguiente, existe ¢t < « tal que j(t) = ’/T(CEHU(V) (t)) = 7([g]) = p, es decir j(a) C j[a]. De ambas contenciones
tenemos que j[a] = j(a). Se sigue que j [o: @ — j(«) es una funcién sobreyectiva pero como es composicion
de una funcién inyectiva egl tu(v) con una biyectiva 7 se tiene que j es inyectiva y como j es encaje elemental en
particular preserva el orden. Por tanto, j [4: @ — j(@) es un isomorfismo. Asi a 'y j(a) son ordinales (por la

afirmacion 2.2.2) isomorfos, entonces a = j(«).

Afirmacién 2.2.5. Sea U un ultrafiltro v—completo no principal sobre v (observemos que v es un cardinal medi-
biie), M = w [Ulty (V)] y j : V. — M es un encaje elemental definido como j = 7o egltU(V), entonces

v = crt(y). Es decir, si v es un cardinal medible entonces j : V' — M es un encaje elemental no trivial.

Sea U un ultrafiltro v—completo sobre v donde v es un cardinal medible. De la afirmacién anterior sabemos
que v < crt(j) por lo que basta mostrar que j(v) # v. Consideremos la funcion diagonal d : v — V definida
como d(a) = a. Por la proposicién 1.4.6. sabemos para todo 7 < v se tiene que {a € v: vy < a} € U, entonces

{aev:y<dla)} ={acv:vy<a}eU. Esto implica que [f,] €* [d] donde f, = ; en consecuencia

i) = =([f4]) € 7 [d]

por la afirmacion 2.2.4. sabemos que para todo v < v se cumple que j(y) = v, por lo cual v = j() € 7 [d]. Asi para
todo v < v se satisface que v € 7 [d], en consecuencia v C 7 [d]. Por otro lado, notemos que {a € v : d(a) < v} € U
(pues d toma valores menores que v) por lo que [d] €* [f,], lo que implica que 7([d]) € =([f.]) = j(v). Por

consiguiente, v C 7 [d] € j(v) de ahi que v < j(v) con lo que se concluye que v = crt(j).
Teorema 2.2.2. (Scott) Si existe un cardinal medible entonces V' # L.

Sea v el minimo de los cardinales medibles y supongamos para reducciéon al absurdo que V = L. Sea U un
ultrafiltro no principal v—completo sobre v, M = 7 [Ulty (V)] y j: V — M es un encaje elemental definido como
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j=mo egltu(v) . Como L esta contenido en todos los modelos internos, entonces L C M C V = L; de ahi que
V = M. Sea m(z) la formula que dice "z es el minimo de los cardinales medibles”. Como j es un encaje elemental,
entonces V = m(z)[v] si y solo si M |= m(z)[j(v)]; vy dado que M = V se tiene que V = m(x)[v] si y solo si
V = m(x) [j(v)], es decir v es el minimo de los cardinales medibles si y sélo si j(v) es el minimo de los cardinales
medibles. Esto implica que v = j(v) pero por la afirmacion 2.2.5. v < j(v). Asi hemos llegado a una contradiccion

con lo que podemos concluir que V' # L.
Corolario 2.2.1. (Scott) En L no existen cardinales medibles

Como L es modelo ZFC' entonces L hace verdadero que «si existe un cardinal medible entonces V' # L». De ahi
que si existen cardinales medibles en L, entonces L debe hacer verdadero que V' # L lo que es una contradiccion;

pues L es modelo de V = L.

Afirmacién 2.2.6. Sea M un modelo interno y j : V — M un encaje elemental no trivial, entonces existe un

ordinal v tal que v = crt(j).

Sea M un modelo interno, j : V. — M un encaje elemental no trivial y para reduccién al absurdo supongamos
que para todo ordinal « se cumple que j(a) = a. Veamos que esto implica que rank(j(z)) = rank(xz) para todo
conjunto z. Como j es un encaje elemental, entonces V = rank(x) = «a si y solo si M E rank(j(z)) = j(a) = «
pero como la funcion rank es absoluta para modelos internos (corolario 1.7.2) se tiene que V = rank(z) = « si
y s6lo V = rank(j(z)) = a. Ahora veamos que esto implica que j(x) = = para todo conjunto z lo que es una
contradiccién a la hipoétesis de que j es no trivial. Procederemos por induccién sobre el rango.

Supongamos, por hipétesis de induccion, que para toda y tal que rank(y) < « se tiene que j(y) = y. Por un
lado, si z € x entonces rank(z) < rank(z) = «; asi por hipotesis de induccion se tiene que z = j(z), y como j es un
encaje elemental se sigue que z = j(z) € j(z). De esto se deduce que = C j(z). Por otro lado, si z € j(x) entonces
rank(z) < rank(j(z)). Por la observacion anterior tenemos que rank(j(z)) = rank(x) = «; asi por hipotesis de
induccion se tiene que z = j(z). Por consiguiente j(z) € j(z), y como j es un encaje elemental se sigue que z € x.
De esto se deduce que j(z) C x. De ambas contenciones se concluye que j(z) = z. Por induccién tenemos que
j(x) = x para todo conjunto x lo que es una contradiccion a la hipotesis de que j es no trivial. Asi, por reduccion
al absurdo, existe un ordinal v tal que v = crt(j).

Observacion Siguiendo esta demostracion se puede observar que V, 41 = V,f‘f{l con crt(j) = v. Pues se tendria que
para todo « < v, j(a) = a y siguiendo la demostracién anterior se seguiria que para todo conjunto x
tal que rank(r) < v se tiene que j(r) = z; lo que implica que V,, = VM. Como M es modelo del axioma
de potencia y V,, = VM entonces V1 = P(V,) = V;,.

Teorema 2.2.3. Sea M es un modelo interno transitivoy j : V' — M es un encaje elemental no trivial, entonces

v = crt(j) es un cardinal medible.

Sea M un modelo interno y j : V — M es un encaje elemental no trivial. Por la proposicién anterior existe un
ordinal v tal que v = c¢rt(j). Como w y los nimeros naturales son absolutos, entonces j(w) = w y j(n) = n para
toda n € w; de ahi que v > w. Asi, para que v sea un cardinal medible basta mostrar que existe un ultrafiltro no

principal sobre v. Consideremos D = {X Cv: v € j(X)} y afirmamos que D es un ultrafiltro no principal sobre v.
= veD:

Por la afirmacion 2.2.2. sabemos que v < j(v) pero como v = crt(j) se sigue que v < j(v). Por consiguiente, v € D.
« 0 ¢ D:

Como j() =0 < v se sigue que ) ¢ D.
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= Si X,Y € D entonces X NY € D:

Si X,Y € D entonces, por definicion de D, se tiene que v € j(X) y v € j(Y); porloque v € j(X)Nj(Y). Como j es un
encaje elemental y la interseccion es absoluta para modelos internos transitivos se tiene que j(X)Nj(Y) = j(XNY).
Por tanto, v € j(X NY).

= SiXeDy X CY entonces Y € D:

Si X € D entonces, por definicion de D, se tiene que v € j(X). Como j es un encaje elemental, la contenciéon es
absoluta y X CY se tiene que j(X) C j(Y). Asiv € j(X) Cj(Y) porloque v € j(Y). AsiY € D.

= Si X Cventonces X e Dov\X € D:

Si X ¢ D entonces, por definicién de D, se tiene que v ¢ j(X); por lo que v € j(v) \ j(X). Como j es un encaje
elemental, la diferencia es absoluta y j(v) \ j(X) se sigue que j(v)\ j(X) = j(v\ X). Por tanto, v € j(r\ X) lo que
implica que v\ X € D.

= D es v completo:

Sea v <vy{X,:a<~v}CD.Como jes un encaje elemental y la interseccion es absoluta para modelos internos
transitivos se tiene que j((,<, Xa) = (,<, J(Xa). Ademds, dado que para todo @ < 7y se cumple que v € j(X,)

se sigue que v € (., j(Xa) = j((N,<, Xa). Por tanto, N, Xa € D.
= D es no principal:

Como D es v completo basta mostrar que ningin unitario pertenece a D. Sea a < v. Como j es un encaje elemental
y ser unitario es absoluto se tiene que j({a}) = {j(a)} pero dado que v = crt(j) se tiene que j(a) = «; por
consiguiente v ¢ {a} = {j(a)} = j({a}). Esto implica que {a} ¢ D.

Por los puntos anteriores concluimos que D es un ultrafiltro no principal sobre v. Y por tanto, v es un cardinal
medible.

Corolario 2.2.2. Existe un cardinal medible si y s6lo si existe j : V — M un encaje elemental no trivial.
El resultado es inmediato de la afirmaciéon 2.2.5. y del teorema 2.2.3.

Afirmacién 2.2.7. Sea j : V. — M un encaje elemental no trivial con v = crit(j), U = {X Cv:v e j(X)},
ju : V. — UltyV el encaje elemental candnico, entonces existe un encaje elemental k : UltyV — M

tal que j(a) = k(ju(a)) para todo conjunto a.

Para cada f : v — V definimos k([f]) = (5(f))(v). Observemos que como «ser funcién» es absoluto para modelos
transitivos se tiene que j(f) es una funcién cuyo dominio es j(v); y dado que v = crit(j) se tiene que v < j(v),
por lo que v esté en el dominio de j(f) (asi tiene sentido aplicar j(v) a v). También notemos que k no depende del
representante pues si f ~ g entonces {a < v: f(a) =g(a)} e U ={X Crv:v € j(X)}; lo que implica que

vej{a<v: fla)=g(@)}) ={a <il): (()(a) = (9)()}

de ahi que (j(f))(v) = (4(g9))(v). Ahora veamos que k es un encaje elemental. Sea ¢(x) una formula tal que

UltyV = ¢|[f]] esto equivale, por el teorema de Los, {a <v:V | ¢[f(a)]} € U; lo que coimplica que
vejfa<v:ViEe[f(@)}) ={a<iw):i(V)Eeli(IN@)]} ={a <ijl): M= e[([§(f)(a)]}

de ahi que M = ¢ [(5(f))(v)], es decir, M | ¢ [k([f])]. Por lo tanto UltyV = ¢ [[f]] sty solo si M = ¢ [k([f])], lo
que indica que k es un encaje elemental.
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Ahora mostraremos que j(a) = k(ju(a)). Observemos que k(ju(a)) = k([fa]), donde f, es la funcion constante
a, y k([fa]) = (§(fa))(v). Por otra parte, como V = Vz € dom(f,)(fa(xz) = a) y j es un encale elemental se tiene

que M [=Va € dom(j(fa))((i(fa))(x) = j(a)). Por lo tanto, (j(fa))(v)) = j(a); ast
k(ju(a)) = k([fa]) = (i(fa))(v) = j(a)

Lema 2.2.3. Sea A un cardinal infinito tal que 2 = A®, entonces existe una funcién tal que F : \¥ — X tal

que para cualquier A € [)\])‘ y v < A hay un s € A% tal que F(s) =~.

Notemos que
H(A,’y):Ae R y’y<)\}’: ’[A]A’oA:)\A~)\:A’\:2’\

asf podemos considerar {(Am Vo) i < 2’\} una enumeracién de dicho conjunto. A continuacion construiremos por
recursién el conjunto {sa < 2)‘} tal que para cada a < 2 se tiene que s, € (An)” ¥ 5o # sg sia # f.
Supongamos que para todo 8 < a ya hemos construido sg, como [(4,)%] = A = 2* > a > |a| entonces existe

Sq € (Ag)¥ tal que s, # sp para todo 8 < a. Asi, definimos F' : A¥ — A como

o Sis=s, paraalgin a < 2*
F(S) _ Y p g
®  En otro caso

que esta bien definida pues para cada a < 2* se tiene que s, # sg si a # B. Notemos que esta funcién cumple lo
que se pide pues si A € [/\]A y 7 < A entonces existe un a < 2* tal que (A,v) = (A4, 7.) ¥ hay un s, € (A4,)% = A
tal que F(8q) = Yo = 7-

Teorema 2.2.4. (Kunen) Sea M es un modelo interno de ZF. Si existe j : V. — M un encaje elemental no
trivial, entonces M # V.

Supongamos, para reduccion al absurdo, que existe un encaje elemental j : V' — V no trivial. Asi, por el teorema
2.2.3., existe un ordinal v tal que v = crt(j) y v es un cardinal medible. Para cada n € w definimos vy = v y
Vnt1 = j(vn). Por induccion se tiene que {v, : n € w} es un conjunto de cardinales medibles. vy = v es medible
y supongamos por hipotesis de induccién que v, es medible. Como j es un encaje elemental y v, es medible se
sigue que j(v,) = vy41 es medible. Sea A = sup{v, :n € w} y A = {j(a) : @ < A}. Notemos que |A| = A pues j
en particular es un encaje y por ello es inyectivo. Ademaés, por la inyectividad de j y la afirmacion 2.2.2, o < j(«)
para todo ordinal «, se sigue que {v,, : n € w} es una sucesion creciente de cardinales fuertes (por el lema 2.2.1 todo
cardinal medible es fuerte). Asi, por la proposicion 0.3 se tiene que A = sup{v, : n € w} es un cardinal fuerte y
por la proposicion 0.2 tenemos que 2* = A\¢f(A) = X\« _ Aplicando el lema 2.2.3. obtenemos que existe una funcién
F : X\ — X tal que para cualquier A € [)\]’\ y 7 < A hay un s € A“ tal que F(s) = v. Como j es un encaje
elemental,

JA) =sup{j(vn) :ncw}=sup{vps1 :ncwl=2A

v j(w) = w entonces j(F) debe tener la misma propiedad que F'. Ademaés, si a < X se tiene que j(a) < j(A\) = \;
por lo que A = {j(a):a < A} € [A]*. Por la propiedad de la funcién F existe s € A tal que (jF)(s) = vp = v.
Por otro lado, como s € A podemos ver s como una funcién s : w — A = {j(a): a < A} por lo que existe
una funciéon ¢ : w — A tal que s(n) = j(t(n)) para toda n € w; esto implica que j(t) = s. Por consiguiente,
v=(3F)((t)) = j(F(t)). Sin embargo, como v = crt(j) si F(t) < v se tiene que j(F(t)) = F(t) < v lo que es una
contradiccion. Y si v < F(t) entonces, como j es un encaje elemental, v < j(v) < j(F(t)) lo que también es una

contradiccién. Por reduccién al absurdo concluimos que no existe un encaje elemental j : V. — V no trivial.

LObservemos que como «ser funcién» es absoluto para modelos transitivos se sigue que J(F) también es funcion.
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De este teorema también se puede concluir el teorema de Scott como lo veremos a continuacion.
Corolario 2.2.3. (Scott) Si existe un cardinal medible entonces V' # L.

Sea v un cardinal medible, U un ultrafiltro v—completo sobre v, M = « [Ulty (V)] y j : V — M es un encaje
elemental definido como j = 7wo eEltU(V). Por la afirmacién 2.2.5. se tiene que v = crt(j). Ahora, supongamos para
reducciéon al absurdo que V' = L. Como L esta contenido en todos los modelos internos, entonces L C M CV = L;
de ahi que L = M. Por consiguiente j : V — L es un encaje elemental no trivial, de ahi que por el teorema de

Kunen (teorema 2.2.4) se sigue que L # V.

2.3. Cardinales Fuertemente Compactos

Definicion 2.3.1. Decimos que un cardinal s es fuertemente compacto si y sélo si k > w es regular, y cualquier
filtro k-completo sobre S se puede extender a un ultrafiltro x-completo sobre S, con S un conjunto

arbitrario.

Definicién 2.3.2. Dado A un conjunto tal que [A| > k. Para cada = € [A]~" consideremos 7 = {y € [A]~" : 2 C y}
y consideremos el filtro

F={X C[A]"": 7 C X para alguna z € [4]~"}

sobre [A]<".

Proposiciéon 2.3.1. Si « es un cardinal regular, el conjunto

F={X C[A]™": 2 C X para alguna = € [4]~"}

de la definicion 2.3.2. es un filtro k—completo.

Sea £ es un cardinal regular veamos que el conjunto F = {X C [A]=" : Z C X para alguna z € [A]<K} es un filtro
Kk—completo.

DA e Fyb¢F:

Como 0 € [A]"", entonces § € F y notemos que § = {y € [A]~" : 0 C y} = [A]"". Por consiguiente, [A]*" € F.

<

Dado z € [A]™" se tiene que z € {y € [A]™" : 2 C y} = , lo que implica que para toda z € [A]~" se satisface

que T # (. De esta forma, para cualquier X € F se tiene que () # z C X para alguna z € [A]<“. Por consiguiente,
0¢F.

IT) Si X,Y € F entonces X NY € F:

Sean X, Y e Ftalquez C X yyCY.

Notemos que 2Uy € [A]~" yzUy = {z € [A]<":zUy C z} . Veamos que tUy C XNY. Si z € 7 Uy entonces
z,y CxUy C zlo que implica que z € 2 C X yz e g CY;yasi, 2z € XNY. Se sigue, de lo anterior, que
rzUy C X NY y por consiguiente X NY € F.

III)Si X € FyY C[A]~" tal que X C Y, entonces Y € F:

Sea X € FyY C [A]~" tal que X C Y, entonces existe z € [A]~" tal que Z C X C Y. Y por definicion se tiene
que Y € F.

IV) F es k—completo

Sea {X,:7 <A} C Fy A < k, entonces para cada v < \ existe z, € [A]~" tal que a7, C X,,. Como & es
regular, entonces Uﬂ{<>\ x,y‘ < K; por lo que U,Y<A Ty € [A]=". Ademas notemos que m C ﬂﬂ{<>\ X, pues si

z € U7</\ x., entonces, para cada v < A se tiene que x, C Uv</\ z, C z lo que implica que z € T, C X, ; y asf,
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z € ﬂy@\ X,. Se sigue, de lo anterior, que U'y<>\ xy C ﬂﬂ{<>\ X, y por consiguiente | X, € F. Por tanto F es

<A
k—completo.

Observacion 2.3.1. Si k es regular, entonces F es un filtro x-completo. Decimos que U es una medida fina sobre
[A]<F" si U es un ultrafiltro k-completo que extiende al filtro F. De este modo, si k es un cardinal
fuertemente compacto, entonces el filtro x-completo F de la definicién 2.3.2. puede extenderse a un
ultrafiltro x—completo. Esto significa que: si % es un cardinal fuertemente compacto entonces [A]~"

tiene una medida fina donde A es cualquier conjunto.

Teorema 2.3.1. Si k es fuertemente compacto entonces L, ,(7) satisface el teorema de compacidad con cualquier
tipo .

Sea x un cardinal fuertemente compacto y ¥ un conjunto de enunciados de L, . s-consistente con |3| > k. Por la

observacion 2.3.1. [X]<" tiene una medida fina digamos F tal que

F={XC[E™":2C X paraalgunaz € [S]~"} C F

ademas, como ¥ es k-consistente entonces para cada x € [X]~" existe A, tal que A, = z; por lo que podemos
considerar la siguiente familia de estructuras {le tT € [E]<N}.

Como F' es un ultrafiltro x-completo y {Q(r rx € [E]<“} una familia de estructuras podemos construir su res-
pectivo ultraproducto Ultp2,. Afirmamos que Ultp2, E X.

Sea o € %, entonces {o} € [£]~"; por consiguiente {y € [£]~" : {o} Cy} = {0} € F C F y dado que

{yelEZ™ {olCy} c{ye X" o}

se sigue que {y € (X572, o} € F. Por el Corolario 1.5.1. se concluye que Ultp2l, = o.
Lo anterior prueba que Ultp2l, | X.

Teorema 2.3.2. Si  esregular, kK > w yL, () satisface el teorema de compacidad con 7 cualquier tipo, entonces

K es fuertemente compacto.

Supongamos que k es regular, k > w yL, . (T) satisface el teorema de compacidad con 7 cualquier tipo.
Sea S un conjunto y F' un filtro k—completo sobre S.

Consideremos el tipo 7 = {{Rx : X C S},{c}} y el siguiente conjunto de enunciados
Y={o:C=o}U{Rx(c): X € F}

donde € = (S, P(S)) es una estructura tal que €(Rx) = X . Veamos que X es k- consistente.

Sea A C ¥ con |A| < k. Esto implica queAr = AN{Rx(c): X € F} cumple que|Ar| < k; de este modo,
como el filtro F es k—completo se tiene que ) # {X € F: Rx € Ar} € F por lo que podemos elegir d €
N{X € F: Rx € Ap}. Asi podemos considerar la estructura 8 = (S, P(S5),d) tal que B(Rx) = X y B(c) = d.
Podemos notar que al ser B una expansion de € se cumple que B = {0 : (S,P(5)) E o} y por la eleccion de d se
tiene que B = Rx(c) con Rx(c) € Ap; es decir, B es modelo de A. Por consiguiente, ¥ es k- consistente.

Como L . (7) satisface el teorema de compacidad se tiene que existe 2 una estructura de tipo 7 tal que 2 = X.
Definimos U C P(S) como U = {X C S: 2 = Rx(c)}, mostraremos que U es un ultrafiltro k—completo que
extiende a F'.

I) F CU. De lo que se infiere que S € U

Dado que {Rx(c): X €e F} C Xy A =%, entonces A = {Rx(c) : X € F'}; por lo que F CU.

I ¢ U:
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% ¢ 0 lo que es una

Para reduccion al absurdo supongamos que (§ € U, es decir, 2 E Ry(c) si y solo si ¢
contradiccién. Por consiguiente, () ¢ U.

IINSiXeUyY CStal que X CY entonces Y € U.

Como X € U, entonces 2 = Rx(c); si y solo si, ¢* € X. Dado que X C Y se sigue que ¢ € X, esto implica
que A = Ry (c); es decir, Y € U .

V) U es un ultrafiltro

Basta mostrar que para cualquier X C S se cumple que X € U o bien S\ X € U.

Sea X C S tal que que X ¢ U, entonces A ¥ Rx(c). Como Rx(c) es un enunciado se tiene que A = - Rx(c).

Por otro lado, notemos que € EVz(—Rx (7) +— Rg\ x(x)) pues para cualquier asignacion o €75, € =, ~Rx ()
siy solo si € ¥, Rx(x); es decir, a(x) ¢ €(Rx) = X. Por consiguiente, a(x) € S\ X = €(Rg\ x) que es equivalente
a que € |=, Rg\ x. De lo anterior se sigue que € =, ~Rx () si y solo si € =, Rg\x con lo que se concluye que
¢ Ve (-Rx (z) <— Rs\x(2)).

Por definicion de ¥ se tiene que Va(-Rx(z) <— Rg\x(r)) € ¥ y como 2 | X se cumple que A |=
Vz(-Rx(2) +— Rg\x(2)).

Tomando en cuanta que 2 = —Rx(c) y 2 = Va(~Rx(z) +— Rg\ x(z)) se sigue que A |= Rg\ x(c). Asi, por
como definimos a U, se concluye que S\ X € U.

VI) U es k—completo

Sea {X, CS:7 <A} C U con A < k, entonces para cada v < X se tiene que 2 = Rx_(c); es decir & =
A, <x Bx,(c). Ademds, observemos que Y = [

Notemos que € = Vz(/\, -y
entonces para cada 7y < A se cumple que € |=, Rx. (7); es decir, a(z) € €(Rx,) = X, para cada v < A. En otras

S X, € S por lo que le corresponde un simbolo relacional Ry .

Rx_ (z) — Ry(x)) pues para cualquier asignacion a €5, si € o A, ) Rx, ()

palabras, a(z) € [,y Xy =Y = €(Ry) lo que implica que € |-, Ry (z). De lo anterior se sigue que: si € =,
A\, <x Bx,(z) entonces € =, Ry (z), con lo que se concluye que € = Va (A, _\ Rx,(¥) — Ry (x)). Por definicién
de X se tiene que V(A ,_, Rx,(z) — Ry (z)) € ¥y como 2 |= ¥ se tiene que A = Vz(A\, ., Rx, (z) — Ry (z)).
Tomando en cuanta que A = A\ Rx (c) y & | Vz(A, ., Bx, (z) — Ry(x)) entonces 2 = Ry (c), es decir,
(,<x Xy =Y € U. Asi concluimos que U es x—completo.

De lo anterior concluimos que U es un ultrafiltro k—completo que extiende a F', por lo que k es fuertemente

compacto.

Cuando tenemos un cardinal fuertemente compacto x, un cardinal A\ > x y F un ultrafiltro x—completo
sobre \; sabemos que por definicion de cardinal fuertemente compacto existe U un ultrafiltro que extiende a
F. De esta manera podemos construir un nuevo tipo de ultrapotencia de la siguiente manera: Consideremos
[Liexs V =A{f:f: X" — V} y la relacion de equivalencia~ sobre [],.,+ V de la siguiente manera f ~ g, si
y s6lo si, {i € AT : f(i) = g(i)} € U; con lo que podemos construir los conjuntos (que se asemejan a las clases de

equivalencia formadas por una relacién de equivalencia)

[f] = {96 [[V:ig~ryvne [ Vb~ f — rank(g) Smnk(h))}

1eEAt et

denotaremos igualmente por Ulty (V') a la estructura clase de tipo 7 = {E}, con F una relacion de aridad dos, que
tiene como universo a {[f]: f € [[,c,+ V} ¥ que interpreta a E como €*= {([f],[g]) : {i € v: f(i) € g(i)} € U}.
Notemos que Ulty (V) es semejante a las ultrapotencias que ya habiamos formado pero con la unica diferencia que
nos estamos tomando funciones cuyo dominio es més grande que . En vista de esto algunos teoremas que hemos
probado sobre ultrapotencias aplican también para esta nueva version Ulty (V). En particular, la relacion €* esta
bien definida por el lema 1.5.2., el teorema de Los y el hecho de que V' g Ulty (V') se satisfacen.

Asi mismo, si tenemos un cardinal fuertemente compacto , un cardinal A > k y F' un ultrafiltro x—completo

46



sobre \; por definiciéon de cardinal fuertemente compacto existe U un ultrafiltro que extiende a F. Construiremos un
it Vo= AT —=Vy [fM] <Aty
la relacion de equivalencia~ sobre [, + V™~ de la siguiente manera f ~ g, si y solo si, {i € AT : f(i) = g(i)} € U;

nuevo tipo de ultrapotencia de la siguiente manera: Consideremos []

con lo que podemos construir nuevamente los conjuntos

[f1= {96 [[V:ig~ryvhe [ Vb~ f— rank(g) Smnk(h))}

ieEXtT ieEXT

denotaremos igualmente por Ulty (V™) a la estructura clase de tipo 7 = {E}, con E una relacion de aridad dos, que
tiene como universo a {[f] : f € [[;c,+ V™ } v que interpreta a E como €*= {([f],[g]) : {i e v: f(i) € g(i)} € U}.
Notemos que Ulty (V™) semejante a las ultrapotencias que ya habiamos formado pero con la tnica diferencia que
ahora consideramos funciones cuyo dominio es A* > k y cuya imagen | f [AT]| < \. En vista de esto algunos teoremas
que hemos probado sobre ultrapotencias aplican también para esta nueva version Ulty (V). En particular, la relacion
€* esta bien definida por el lema 1.5.2.; el teorema de Los y el hecho de que V' < Ulty (V) se satisfacen.

Estas dos nuevas versiones seran utilizadas en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.3. (Vopénka — Hrbacek) Si existe un cardinal fuertemente compacto y A es un conjunto, entonces
V #£ L[A].

Sea A un conjunto,  un cardinal fuertemente compacto y supongamos para reduccion al absurdo que V = L[A].
Por la proposicion 1.7.7. existe A’ un conjunto de ordinales tal que L [A] = L[A’] por lo que podemos asumir que de
hecho A es un conjunto de ordinales; por lo que podemos considerar A > k un cardinal tal que A C A. Como k es un
cardinal fuertemente compacto, existe U un ultrafiltro sobre A* que extiende al filtro FF' = {X C AT : AT\ X| < A}

rk—completo. Este filtro F es k—completo pues si {X, : @ < k} C F entonces

AT\ ) Xa| =

a<k

UG\ Xa)

a<k

§K~sup{|)\+\Xa’:oz<f<;}:/$~)\:)\

por lo que (), _, Xa € F.

Consideremos M = « [Ulty V], el colapso de Mostowsky del ultraproducto del universo sobre el ultrafiltro U y
el conjunto de funciones [J,c\+ V = {f: f: At — V},> y sea j : V — M el encaje elemental canénico el cuél
es definido como j(z) = mar([fz]) = mm(e(x)) donde f, : At — V' y fu(y) = . Sea N = 7y [Ulty V] donde
UltyV—, denota el ultraproducto del universo sobre el ultrafiltro U con funciones de A™ en V y el conjunto de
funciones {f : f: AT — V' y [f[MT]| < A}, yseai:V — N el encaje elemental canénico el cuél es definido como
i(x) = n([fo] ") = 7n(e7(2)) donde fo : AT — Vy fo(y) = 2.

Notemos que i(AT) = lim.,_, +i(y). Por una parte si v < AT, dado que i es un encaje elemental, se tiene
que i(y) < i(A1); por lo que lim.,__, +i(y) < i(AT). Por otra parte si { < i(AT), como 7y es sobreyectiva existe
fi AT — Vcon [fAT]] < Atal que nn([f]) =€ <i(AT) = an([fa+] ). Como 7y respeta el orden se tiene que
[f]” €* [fa+]” que por definicion implica que {i € AT : f(i) < AT} € U. Como |f [AT]| < Ay AT es regular existe
v <Attalque {i € \T: f(i) < f,(i)} € U por lo que [f]” €* [fy]” = e (7); como my respeta el orden se tiene que
E=an(f1") < 7mn(e (7)) = i(y). Por consiguiente, i(A") < lim,_, +i(7); de ambas desigualdades se concluye
que i(AT) = lim,_\+i(7).

Ahora veamos que j(AT) > lim.,_,5+j(v). Consideremos la funcion diagonal d : At — V definida como

d(a) = a. Observemos que para todo v < AT se tiene que {a € AT : v < a} € U, pues

M \{aert y<a}|=|y+1<A

2La construccion de M = 7ps [Ulty V] se encuentran en la seccion 2.2.
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entonces {a € v:y <d(o)} = {a €v:v<a} € U. Esto implica que [f,] € [d] donde f, = ; en consecuencia
v <j(y) = mm([f5]) € mar([d]). Por otro lado, notemos que {a € A" : d(a) < AT} = At € U por lo que [d] €* [fa+],
lo que implica que mas([d]) €* mar([fr+]) = j(AT). Por consiguiente, lim.,_,\+j(v) < mar([d]) < j(AT).

Asi mismo observemos que i(y) = j(7) para today < A*.Siy < AT y g € [f,] entonces rank(g) < rank(f), por
lo que g : AT — 7; lo que implica que |g [A\T]| < X; de ahi que [f,]” = [f,] y por tanto por induccién se tiene que
i(y) = 7n([fy]7) = 7m([f4]) = j(7) para toda para toda v < A" como mostraremos a continuacién. Supongamos
por hipétesis de induccién que para toda [ < vy se cumple que 7n([fi]”) = mar([fi], entonces como [f,]” = [f,] se
tiene que Extes [f]” = Extex [f]; asi

m((fo]7) = mv [Bates (£)7] = {ma((£07): [F)7 € 1A} = {mur (1) £ L] € [£,]} = v [Bate- [f]] = mas(1F5))

con lo que queda demostrado que i(y) = j(v) para toda v < AT.

De lo anterior se deduce que j(A1) > lim,_\+j(7) = lim,_ +i(y) = i(AT).

Similarmente se tiene que i(A) = j(A). Notemos que si f € [fa] entonces rank(f) < rank(fa), y comoA C X se
tiene que f: AT — X; de ahi que |f [AT]] < . Por lo tanto, aplicando induccién se sigue que

JA) = {mar (1) < 1) € [falt = {mw (A7) (717 € [£a)} = i(4)

por otro lado, de la proposicion 1.7.8. se sigue que M = J,cori(Va) ¥ N = Uascor i(Va), pero por hipétesis
V = L[A] de ahi que V,, = L?; ademas j(L2) = L3 como veremos a continuacién. Como j es un encaje elemental

J(La) = §(La(A) = (La(i(A))M

y dado que la funcién L, es absoluta se sigue que (Lo (5(A))M = Lo(j(A)) = i Esto implica que
M= v = ichH= U V=Ll =1i)= | = J it = | iva)=N
a€OR ac€OR a€OR a€OR a€OR a€OR

no obstante, M = 7j(AT) es el sucesor de j(A\)” y N | 7i(AT) es el sucesor de i(A\)”. Dado que j(\) = i()\)
(pues i(y) = j(v) para toda v < AT) y M = N se sigue que j(AT) = i(A") lo que es una contradiccién ya que
anteriormente habfamos deducido que j(AT) > i(AT). Por reduccién al absurdo concluimos que V # L [A].
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Capitulo 3

M —Ultrapotencias

3.1. M-—Ultrapotencias

En la presente seccion se construyen las M — ultrapotencias iteradas, semejante a como lo hicimos en la seccién
1.6., donde M es un modelo interno de ZFC. Comenzaremos dando algunas definiciones que nos permitira dicha

construccioén.

Definicion 3.1.1. Sea M un modelo interno de ZFC, es decir M es modelo interno de ZFC menos el axioma de

buena fundacion, v un cardinal en M. Decimos que U es un M —ultrafiltro sobre v si y solo si

NUCPMu),veUy0¢U
IT)Si X,Y € U entonces X NY €U
IINSiXeUyY eM tal que X CY, entonces Y € U
IV) Para todo X C v tal que X € M se tiene que X € U o bien v\ X € M

Definicion 3.1.2. Decimos que U un M —ultrafiltro sobre x es k—completo si y solo si para toda a < Ky
{Xe: & <a}l e M tal que {X¢:{ <a} CU, entonces (., Xe € U.

Observacion 3.1.1. Bajo esta definicién no es necesario que un M —ultrafiltro pertenezca al modelo M. De hecho
si M = L y v es un cardinal en L no numerable no existen ultrafiltros v—completos sobre v, pues L
no tienen cardinales medible. Esta es una de las razones por las cuales se introducen los M —ultrafiltros

pues no es necesario que estos pertenezcan al modelo.

Sea M un modelo interno de ZFC, v un cardinal no numerable, U un M —ultrafiltro al menos w;-completo sobre
e MM ={feM: f:v— M}. Podemos definir la relacion de equivalencia ~ sobre ([],., M)

de la siguiente manera f ~ g, si y solo si, {i € v: f(i) = g(i)} € U. La demostracion de que ~ es una relacion de

vy laclase ([]

equivalencia es anéloga al lema 1.5.1. Consideremos

= {g e [[0™ g~ fyvhe ([ MM(h~ f — rank(g) < mnk(h))}

1€V 1€V

como la funcién rango es absoluta no es necesario pedir, en la definicién de [f], rank™. Observemos que [f] es un
conjunto y que f ~ J siy solo si [f] = [J]. Denotaremos por Ulty (M) a la estructura clase de tipo 7 = {E},
con E una relacién de aridad dos, que tiene como universo a {[f]: f € ([T,c,, M)™} y que interpreta a E como
e*= {{[f],l9]) : {iev:fli) eg(i)} € U}. A Ulty(M) se le conoce como una M —ultrapotencia. Notemos que el
teorema de /Los y el hecho de que M =< Ulty (M) se satisfacen para Ulty(M). Asi mismo algunas afirmaciones
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semejantes a las del capitulo 2, que mencionaremos a continuacion, se satisfacen también para M —ultrafiltros y
M —ultrapotencias.
Ademés como M < Ulty (M) y M es modelo de ZFC, entonces Ulty (M) es una clase bien fundada y extensio-

nal.

Afirmacioén 3.1.1. Sean M, N modelos internos de ZFC'y j : M — N un encaje elemental no trivial con
v =crit(j),entonces M Fv>wyD={XeM: X CvAvejX)}esun M—ultrafiltro v—completo

sobre v
La demostracién de esta afirmacién es analoga al teorema 2.2.3.

Afirmacioén 3.1.2. Sean M, N modelos internos de ZFC, j : M — N un encaje elemental no trivial con
v=crit(j), U = {XeM: X CvAvejX)}, ju: M — UltyM el encaje elemental canodnico,

entonces existe un encaje elemental k : UltyM — N tal que para toda m € M se cumple que
j(m) = k(ju(m)).
La demostracion de esta afirmacion es analoga a la afirmacion 2.2.7.

Observaciéon 3.1.2. Como Ulty M es una clase bien fundada, entonces por el colapso de Motowski se tiene que
(Ulty M, €*) = (w [Ulty M] , €)

3.2. Indiscernibles en L

Definicion 3.2.1. Decimos que una clase I de ordinales es una clase de indiscernibles para un modelo interno
M de ZFC si para cualquier formula ¢(zq,...,z,) € L y cualesquiera sucesiones crecientes {1, ..., Cp),
(dy,...,d,) de elementos de I se satisface que M = p(cq,...,¢,) siy solo si M | o(dy, ..., dy).

Definicion 3.2.2. Decimos que una clase I de ordinales es cerrada si para cualquier ordinal limite « tal que I N«

no estd acotada en « (o bien que sup(I N«a) = a) se cumple que « € I.

Definicién 3.2.2. Decimos que 0f existe si hay una clase cerrada I de ordinales que es una clase de indiscernibles

para L. Si 0F existe definimos
0 ={tp €cw: Lk ¢ci,...,c,] para alguna sucesion creciente (ci, ..., ¢, )de elementos en T }

donde fp denota el niimero de Godel de la formula . Observemos que la definicion de 0f no depende
de la eleccion de la sucesién creciente, por ser indiscernibles, ni de la eleccién de I como lo mostraremos

en la siguiente afirmacion.

Afirmacion 3.2.1. Sean I y J dos clases cerradas de ordinales que son indiscernibles para L. Si

Oﬁl ={tpcw: L= y[c,...,cp] para alguna sucesion creciente (cy, ..., ¢p)de elementos en I}

O{j] ={p ew:LE¢ld,...,d,) para alguna sucesion creciente (di,...,d,)de elementos en J}

entonces OﬁI = OS.

Sea ¢ una formula con n variables libres en el lenguaje tal que existe una sucesion creciente {(ci, ..., ¢,) de elementos

de I tal que L = ¢]e, ..., ¢,]. Por recursion construiremos dos sucesiones {a, :n€w} C Iy {b,:ne€w} C J
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tal que a, < b, < apy1 < bpy1. Como Iy J son clases, en particular son no vacias, por lo que existen ag € I
y bp € J. Supongamos que ya hemos construido hasta a, y b,. Como I es una clase propia, en particular no es
acotada, por lo que existe a,4+1 € I tal que b, + 1 < a,+1. Ahora como J es una clase propia, en particular no es
acotada, por lo que existe b,,11 € J tal que a1 + 1 < b,41. Por consiguiente se satisface que b, < an41 < bpy1.
Asi, de forma recursiva construimos dos sucesiones {a, :n € w} C Iy {b,:n €w} C J tal que b, < ant1 < bpt1.
Sea eg = Sup {a, : n € w} = Sup{b, : n € w} que por construcciéon es un ordinal limite tal que sup(I Neg) =eg y
sup(JNeg) = eg, dado que I 'y J son clases cerradas se sigue que eg € I'y ey € J. De forma anéloga podemos construir
dos nuevas sucesiones crecientes {a}l RS w} Cly {b}l in € w} C J tal que ey < af, by y by < al,y < by i
y asi definir e; = Sup {a}L S w} = Sup{b}L 'n € w} que por un razonamiento analogo se tiene que e; € I y
e1 € J. Repitiendo el mismo procedimiento n—veces encontramos una sucesion creciente eg < ... < e,_1 tal que
{eo,...,en—1} C I, J. Ahora, como I es un conjunto de indiscernibles L = ¢(c1, ..., ¢,) siy sélosi L = ¢(eq, ..., €n—1);
de ahi que L = ¢(eg, ...,en—1) y dado que {eg, ...,e,_1} C J se tiene que fp € 0{17. Por lo tanto, OﬁI C Ofi, y de forma

analoga obtenemos la contencién contraria con lo que podemos concluir que Og = Ofi].

En el capitulo I vimos que si 2 es una estructura con universo A, donde A es un conjunto, y X C A entonces
podriamos construir la subestructura elemental H*(X) de 2; esta subestructura es la cerradura de X bajo las
funciones de Skolem de todas las féormulas del lenguaje'. En el caso de que 2 sea una estructura cuyo universo sea
una clase propia no se puede usar el axioma de eleccién para definir las funciones de Skolem, a menos que 2 sea
una clase bien ordenad. En particular el universo constructible de Gddel es una clase bien ordenada, por lo que se

puede definir las funciones de Skolem sobre L y asi construir la subestructura HL(X).
Proposicién 3.2.1. Si 0% existe entonces existe I una clase de indiscernibles para L tal que H*(I) = L.

Si 0% existe entonces existe I una clase de indiscernibles para L, entonces H”(I) es una clase elementalmente
equivalente a L. Como I es una clase, aplicando el teorema de condensacién, se tiene que H*(I) es isomorfo a
L bajo el colapso de Motowski. Consideremos I’ = 7 [I], dado que 7 es un isomorfismo se tiene que I’ es una
clase de indiscernibles para L. Observemos que L = HY(I') pues si z € L entonces, como 7 es una biyeccion,
existe y € H(I) tal que 7(y) = . Dado que y € HY(I) existen y1,...,y, € I y t un termino de Skolem tal que
tE(y1, ..., yn) = y, entonces

z=m(y) = x(t" (W1, yn) = t" (7 (1), .., 7 (yn)) € HH(I')

por consiguiente L C HY(I") y por construccion de HZ(I') se tiene la otra contencién con lo que se concluye que
L=HHTI).

Teorema 3.2.1. (Kunen) Si 0 existe entonces existe j : L — L un encaje elemental no trivial.

Si 0 existe entonces por la proposicion 3.2.1. existe I una clase de indiscernibles para L tal que H*(I) = L lo que para
toda x € L existen y1, ..., y, € I y t un termino de Skolem tal que t*(y1, ..., y,) = 2. Sea k : I — I un funcional que
preserve el orden no trivial tal que i < k(i) (por ejemplo k(i) = min{a € I : « > i}) . Definimos j : L — L como
g(@) = 7(t" Y1y ooy yn)) = tX(k(y1), ..., k(yn)). Veamos que j es un encaje elemental, sea (1, ..., r,,) una férmula y
ai,.....,an € L = H(I) para cada a; existen bi,...,b% € I y t; un termino de Skolem tal que t*(b%,...,b%,) = a;;
entonces

L }: (p(zla ey zn) [al, ceeny an]

si y solo si
n

L E 3y, ..., 3z, <p(a:1,...,xn)/\/\xi :ti(yi,...,yfni) [b},...,b}m,..., Ty "mn]

=1

1Se est4 suponiendo que el conjunto de formulas del lenguaje es también un conjunto.
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sin perdida de generalidad podemos pensar que bl < ... < bl < .. < b} < ... < b de lo contrario podemos

volver a etiquetar las variables. Como k preserva el orden y b1, ....bL ..., b7, ...,b" son indiscernibles se cumple que

L3z, ..., 3z, |o(1, oy ) A /\mi = ti(yzi, 734;11) [kz(b%), e k(b}nl), s k(DY), ...,k(b%n)]

=1

si y solo si (dado que j(a;) = tF(k(yl), ... k(y%,,))

L= e, wn) [i(a1), ..., j(an)]
por lo tanto, j es un encaje elemental. Ademas j es no trivial pues si ¢ € I entonces j(i) = k(i) > i.
Teorema 3.2.2. (Kunen) Si existe j : L — L un encaje elemental no trivial entonces 0% existe.

Sea j : L — L un encaje elemental no trivial. Como el encaje es no trivial existe v = crit(j), por lo que podemos
considerar U = {X € L: X Cv Av € j(X)} que por la proposicion 3.1.1. es un L—ultrafiltro v—completo sobre v.
De ahi que podamos construir Ulty L una L—ultrapotencia que por la afirmacién 3.1.2. existe un encaje elemental
k : UltyL — L tal que para toda m € L se cumple que j(m) = k(jy(m)) donde jy : L — UltyL es el encaje
elemental canénico. Por la afirmacion 3.1.3. podemos aplicar el colapso de Motowski por lo que existe M C L tal
que M = 7 [Ulty L]. De ahi que w0 jy : L — L en un encaje y analogamente a la afirmacion 2.2.5. se tiene que
v = crit(mojy); por lo que wo ji es un encaje elemental no trivial. Asi sin perdida de generalidad podemos suponer
que 7 o ji = j.

I) Afirmamos que si k es un cardinal limite en L tal que cf(k) > v entonces j(k) = k.

Notemos que j(k) = lima—xj(@), por una parte si @« < k dado que j es un encaje elemental se tiene que
j(a) < j(k); por lo que limg—.j(a) < j(k). Por otra parte si £ < j(x), como 7 es sobreyectiva existe f : v — K
(con f € L) tal que w([f]) = € < j(k) = 7([fx])- Dado que 7 preserva el orden se tiene que [f] €* [f.] que
por definiciéon implica que {i € v: f(i) < k} € U. Como cf(k) > v entonces para toda funcion f : v — & (con
f € L) esta acotada por un ordinal a < k, entonces {i € v: f(i) < fo(i)} € U por lo que [f] €* [fa] donde f,
es la funcién constante «. Ya que 7 es un isomorfismo se sigue que para toda funcién f : v — Kk se tiene que
& = n([f]) € 7([fa]) = j(c). Por consiguiente, j(k) < lim,—xj(a); de ambas desigualdades se concluye que
Jj(k) = limy—,j(a). Ahora notemos que por construcciéon del L—ultraproducto se tiene que para todo a < k se
cumple quelj()| < |(a”)*| (pues los elementos de j(a) son aplicaciones de  a clases de equivalencias que al menos
tiene una funcién de v a « en L). Como « es un cardinal limite existe un cardinal A € L tal que |a|,v < XA < &, lo
que implica que |j(a)] < ’(a”)L| <A\ =2* = X\t < k2. Por lo tanto, j(k) = lima—.j(a) < x y por la afirmacion
2.2.2. se tiene que k < j(k). De lo cual se concluye que j(k) = k.

Por recursion definiremos una familia de clases propias de la siguiente manera. Sea I'y = ORNIm(j). Supongamos
que ya hemos definido las clases I'g para toda 8 < o si a es un ordinal limite definimos I', = ﬂﬁ<a I'g.Sia=p+1
consideremos H’ (T's), la cerradura bajo funciones de Skolem de I'g, que por la proposiciéon 1.3.3. se tiene que
HL(T3) < L. Dado que I's es una clase propia se tiene que HL(FB) es un clase propia, y por el teorema de
condensacioén se tiene que HX(I'5) 2, L bajo el colapso de Motowski. Asi existe j, : L — L un encaje elemental
(jo =71 ), definimos T'y, = {£ € OR : jo(§) = £}. Para cada v € OR definimos v, = j,(v).

IT) Afirmamos que para toda o € OR y § > cf(v), I'a es d—cerrado; es decir, si (ke : £ < §) es una secuencia
creciente en I'y, entonces limg_,s5r5¢ € I'y.

Procederemos por induccion sobre «. El caso o = 0 se cumple por la afirmacion ). Supongamos que para toda

B <ayd>cf(r)secumple que I'g es d—cerrado. Si o« = S+ 1y (ke : £ < 0) es una secuencia creciente en I'y,

2Notemos que la igualdad 2* = AT se da porque L es modelo de la hipotesis generalizada del continuo

3A lo largo de esta prueba vamos a aplicar muchas veces el colapso de Motowski sobre distintos conjuntos. Sin embargo, vamos a
usar la misma notacion 7 para no saturar la notaciéon aunque se espera que dependiendo del contexto se entienda a que conjuntos se les
esta aplicando el colapso.
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entonces, por construccion, para toda £ < J se tiene que jo(ke) = K¢; por consiguiente,
j(limg_ﬂglig) = limg_nsj(lfg) = limg_ﬂslig

lo que implica que lim¢_,sk¢ € I'a. Si o es limite y (ke : § < J) es una secuencia creciente en I'y = (5, I'g
entonces, (k¢ : £ < J) € I'g. Por hipétesis de induccion se tiene que para cada S < « se tiene que lime_,s5k¢ € g,
por consiguiente lime__ske € ﬂﬁ<a I's =T',. Asi por induccion se tiene que I'y, es d—cerrado para todo § > cf(v).

I11) Afirmamos que v C T, para toda a.

Como v = crt(j) entonces por definiciéon se sigue que para toda £ < v, j(§) = &; por consiguiente v C
ORN Img(j) = T'y. Supongamos por hipodtesis de induccién que v C I'z para toda 8 < a. Si o = 8 + 1, entonces
por hip6tesis de induccién se tiene que v C T'g € HL(T'3), por induccién, se tiene que para toda & < v, (£) = £ ya
que (&) = {n(x) : x < &} =m.1. {x: x < £} =& que es equivalente a que para toda £ < v, jo (&) = 77 1(£) = £ De
ahi que v C T, = {£ € OR : jo(€) = £}. Si a es un ordinal limite, entonces por hipotesis de induccion se tiene que
v C I'g para toda 8 < a5 esto implica que v C ﬂﬁ<a I's =T',. Asi, por induccién obtenemos el resultado deseado.

IV) Afirmamos que I', = ORN HE(T,).

Por una parte como I', es una clase de ordinales y I', C HZ(T) se tiene que I, C ORN HL(T,). Para la
contencién contraria procederemos por induccién sobre a.

Sivy=0y¢&e€ ORNHYT,) entonces existen ay,...,a, € Ty = ORN Img(j) tal que & = t¥(aq,...,an)
(pues ¢ € HE(T,)); como ay, ..., a, € Img(j) entonces existe Bi, ..., B, € OR tal que j(81) = a1, j(Bn) = an.
Esto implica que & = tF(ay,...,an) = t*(j(B1), .., 5(Bn)) = F(t*(B1, ..., Bn) € Img(j) N OR = Tg; por lo que
ORNHY(Ty) CTy.

Si v es un ordinal sucesor y & € OR N HY(I',) entonces existen ay,...,a, € Iy tal que & = tF(aq,...,ay)
(pues ¢ € HL(T,)); por consiguiente j, (&) = j,(t*(au,...,ay)), y como j, es un encaje elemental se tiene que
Gyt (a1, oy ) = tE(Gy (1), oy jiy (o). Ya que g, ..., € T se tiene que j, (1) = a1,..., jo(an) = ay, lo que
implica que tZ(jy(a1), ..., jy(an)) = tE(aa,...,a) = & Por lo tanto, j,(£) = & lo que implica que & € T, asi
ORNHYT,) CT,.

Sea « un ordinal limite y supongamos por hipétesis de induccién que ORNHL(T'3) C T's. Sea ¢ € ORNHE(T,)
entonces existen o, ...,a, € I'y = ﬂﬁq ['s tal que € = tE(aq, ..., a,,). Asi para toda 3 < 7 se tiene que o, ..., a, €
Iy & =tl(a,...,a,), entonces ¢ € ORN HL (') para toda 8 < ~. Por hipétesis de inducciéon obtenemos que
¢ € ORNHE(I'g) C 'y para toda 8 < 7, lo que implica que £ € ﬂﬁ<,y I's =T,. Por lo tanto ORN HX(I',)) C T,

V) Afirmamos que si o < § entonces I', D I's.

Basta mostrar que I'y, O I'q41. Por la afirmacién IV) sabemos que I', = ORN HX(T',) lo que implica que

Patt = {€ € OR: ja(€) = €} = {€ € ORN Img(ja) : ju(€) = €} = {€ € ORNH"(Ta) : ja(§) = €} C ORN H'(T') =T,

VI) Afirmamos que v, = inf(I', \ vU{v}) en HX(T,) .

Como j, es un encaje y v es un ordinal se cumple que v < j,(v) = v, lo que implica que v, € OR \ v.
Por otra parte, si existiera un ordinal 3 € H(T,) tal que 8 < v, entonces (dado que 7 es un isomorfismo)
m(B) < w(vy) = w(n~*(v)) = v. Por I1I) n(B) € v C T lo que implica que (por definicién de I') j,(7(8)) = 7(5)
pero por definicion de j, se tiene que j,(7(3)) = 7! (n(B)) = B; por consiguiente, 3 = 7(3) < v. Por lo tanto,
vy =inf(Ty \v) en HE(T,). Ademas v, > v basta observar que como v = crt(j) entonces v ¢ ORN Img(j) = I'g
y dado que para todo ordinal « se tiene que I', C I'y se tiene que v ¢ T',, para todo ordinal ¢, de ahi que v, # v.
De lo anterior se sigue que v, > v, y en consecuencia v, = inf(I'y \ v U{r}) en H-(T,).

VII) Afirmamos que si o < § entonces j,(vg) = v3.

Como vg € ORN HL(T3) =Ty C Ty (por la afirmacion V' y IV) entonces, de la definicién de T'y1 se tiene
que jq(vg) = vs.
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VIII) Afirmamos que si o < f§ entonces v, < v3.

Por V, T3 C T, lo que implica que v € T',. Por la afirmacién VI se tiene que v, = inf (s \v) en HE(T,,), lo que
implica que v, < vg. Igualmente por la afirmacion VI se tiene que v < v, lo que implica que vy = jo (V) < jo(Va),
pero como I'g C 'y se tiene que jo(vg) = v de ahi que vg # V4. Por lo tanto v, < vs.

IX) Afirmamos que si @ < § existe un encaje elemental j, g : L — L tal que j, g es la identidad sobre
Vo UTl'g41 (lo que implica que para toda § < o 0 € > 8 se cumple que jo g(ve) = vg) ¥ Jo.3(Va) = V5.

Si a < B, consideremos H% (v, UT'g) que es una estructura elementalmente equivalente a L. Como v, UI's es una
clase propia por el teorema de condensacion se tiene que H% (v, UT5) 2 L bajo el colapso de Motowski. Asi existe
un encaje elemental j, g : L — L donde j, g = 71, Como v, C HL(VQ UT'g) entonces para toda & < v, se tiene
que 7(§) = £ (por induccion se tiene que w(&) = {m(x) : x <&} =m.1. {x : x <&} = &), lo que implica que j, 5(§) =
77 1(€) = £ para toda £ < v,. Asi mismo como I'y € HE(v, UTg) y por definicién T'gyq = {€ € OR : js(€) = £}
(donde js es la imagen inversa de la proyeccion de HX(I's) a L) se tiene que j, 5(¢) = 7 1(£) = £ para toda
£elpy.

Ahora mostraremos que jo,g(Va) = vs. Del mismo modo que en la afirmacion VI se tiene que jo g(va) €s
el ordinal més pequefio mayor igual que v, en H*(v, UTp), asi basta mostrar que no existe un ordinal § €
HY (v, UTp) tal que v, < < vg para concluir que jo g(vo) = v. Por reduccién al absurdo supongamos que existe
§ € HE (v, UTp) tal que v, < < vg, entonces existen o, ..., &y, € Vo, f1,.., B € g y t un termino de Skolem tal
que § =t (aq, ..., an; B1, ..., Bn)- Por lo tanto,

L ): Hmla 735(;71(:1j S t(.’]?l, s Ty Y1, ayn) < y) [VOU/BI? "'7ﬁnay,3]

como jo (V) = Vas ja(B1) = B1sos Ja(Bn) = Bn, Jja(vs) = Bn (pues Bi,...,0n,v3 € 'z C Tat1) ¥ ya que j, €s un
encaje elemental se tiene que

L3y, .3z, <z <@, Tny Y1y ooy Un) < Y) [V By oeny By g

por consiguiente existen 1, ..., v, € v tal que v < t(y1, ..., Yn, B1s -, Bn) < vg. Perocomov CTgy B, ..., Bn,vg € I'a
se tiene que t(1, ..., Yn, B1, .-, Bn) s un ordinal en HX(I'5) lo que implica que v4 no es el minimo ordinal en H%(I's)
que es mayor que v, lo cual contradice la afirmacion VI. Asi concluimos que jq (Vo) = vg.

X) La clase {v4 : @ € OR} es una clase de indiscernibles para L.

Sea ¢ una formula, o < ... < a, y 1 < ... < B, dos secuencias de ordinales de {v, : « € OR}. Consideremos
0, un ordinal tal que oy, B, < d,, por la afirmacién X existen encajes elementales j,,. s, ¥ js,.5, tal que ja, s,
deja fijo a los s, jg, s, deja fijo a B's, ja, s, (0n) = 0n ¥ 78,6, (Bn) = 5. Por consiguiente, si p(x1, ..., 2,) es una
formula del lenguaje se tiene que L |= ¢ [, ..., ] siy sélo si L = ¢ [aa, ..., 8] (por ser jq, s, un encaje elemental
que deja fijo a los o’s) siy sélo si L = ¢ [B1, ..., Bn] (por ser jg, s, un encaje elemental que deja fijo a 4’s). Por lo
tanto, L = ¢ [aq, ..., ] siy s6lo si L = ¢ [, ..., Bn]; por lo cual {v, : & € OR} es una clase de indiscernibles para
L.
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