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Capitulo 1

Introduccion

La mecanica cuantica podria ser considerada la teoria fisica mas exitosa
en la historia de la humanidad. La ecuaciéon de Schrodinger, junto con la
funcién de onda, son utilizadas para obtener la mayor cantidad de infor-
macioén que se puede tener de un sistema fisico no relativista, de la misma
forma que la trayectoria de una particula es lo mas que se puede obtener a
partir de la mecénica clasica. A pesar de todos los desarrollos matematicos
que se han efectuado alrededor de las ecuaciones diferenciales, sigue sien-
do imposible, salvo para algunos modelos muy sencillos, obtener soluciones
analiticas para algin problema en la mecanica cuantica. Es debido a esto, y
al rapidamente creciente desarrollo de la computacién, que los métodos de
simulaciones numéricas estdn siendo cada vez més utilizados para la mode-
lacién de sistemas cuanticos. Sin embargo, las simulaciones de ecuaciones
diferenciales parciales pueden ser extremadamente ineficientes, volviéndose
prohibitivamente tardadas rapidamente. Es natural que hayan surgido una
multitud de métodos diferentes, los cuales se ayudan de diferentes aproxi-
maciones para volver los calculos factibles.

Para las simulaciones de atomos, moléculas, y en general de materiales,
se utilizan entonces distintos métodos en funcién del niimero de atomos
en el sistema, ya que cada método tendra un nivel de exactitud distinto,
asi como una capacidad de modelar mas atomos, como se puede ver en la
Figura 1.1.
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Figura 1.1: Esquema de los métodos para dinamicas en materiales
utilizados en funcién del tamano del sistema. Figura tomada de [IJ.

Algunos de los diferentes métodos utilizados son:

“1st Principles”: Primeros principios

Para hacer este tipo de simulaciones, se parte de la ecuaciéon de Schrodin-
ger, teniendo que es el método mas exacto de los aqui mencionados. Es
utilizado cuando se tienen menos de 1000 dtomos.

“Molecular Dynamics”: Dinamicas Moleculares

Se utiliza cuando se tienen hasta 10! &tomos, simulando las interac-
ciones clasicas entre ellos a partir de la ecuacién de Newton.



Monte Carlo

Utilizando herramientas de la fisica estadistica, se simula estocastica-
mente el problema a través de su funciéon de particion.

“Finite Element Analysis”: Analisis de Elemento Finito

Se divide el sistema en muchas subsecciones, calculando variables co-
mo el esfuerzo, presion, temperatura, etc. Las subsecciones estan entonces
relacionadas por ecuaciones diferenciales, las cuales son resueltas numéri-
camente.

Plan de trabajo

Una vez que se tienen los distintos métodos utilizados para las simu-
laciones, hay que plantear el problema a resolver para poder escoger un
método adecuado. En este trabajo solo se busca estudiar el comportamien-
to de pocos atomos y/o moléculas, por lo cual vamos a utilizar simulaciones
de primeros principios, también conocidas como ab initio. Estos métodos
son utilizados ya que, como se verd en este trabajo, las simulaciones que
parten de integrar directamente la ecuaciéon de Schrodinger son muy in-
eficientes, por lo cual se deben de considerar algunas aproximaciones que
dan lugar a distintos algoritmos. A pesar de que existen una gran variedad
de algoritmos para hacer este tipo de simulaciones, el objetivo de este tra-
bajo serd implementar algunos de los mas utilizados en la quimica cudntica.

Este trabajo se inicié durante una estancia de investigacién, y el proyec-
to en el que se trabajé busca proponer un nuevo algoritmo de simulacién,
por lo cual estudiar las limitantes de cada algoritmo resulta importante
para entender qué clase de beneficios ofrece este nuevo método. Después
de hacer esto, se buscard crear un modelo simplificado de una superfi-
cie periédica que pueda reproducir su comportamiento, y que reduzca su
complejidad. Este modelo sera utilizado en otros trabajos, junto con los
programas que se implementen, para estudiar una reaccién quimica en una
superficie periddica.
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El trabajo constara entonces de un marco tedrico, en el cual se desa-
rrolla toda la teoria necesaria para deducir los algoritmos de Ehrenfest y
el Fewest Switches Surface Hopping (FSSH) desarrollado en el articulo de
Tully [2]. También se deducird el algoritmo del Split Operator (SPO), el
cual es utilizado para integrar directamente una funcién de onda a partir
de la ecuaciéon de Schrodinger. En el siguiente capitulo se hablard de las
superficies de potencial adiabaticas, asi como del modelo de una superficie
periddica y la simplificacién de este modelo que se hizo en este trabajo
para disminuir los tiempos de computo. Finalmente se mostraran los re-
sultados de todas las simulaciones hechas a partir de estos algoritmos, se
comentaran y se hard una conclusién.



Capitulo 2

Marco teorico

La mayor parte del marco tedrico estd fuertemente apoyado en los si-
guientes articulos y libros: [3] 2], 4, [5, [6], [7]. También se utilizaron los siguien-
tes articulos para entender mejor varios conceptos: [8, @, [10] 11, 12} 13].

2.1. Hacia la aproximaciéon de Born-Oppenheimer

2.1.1. Derivacion de la ecuacion de Schrodinger indepen-
diente del tiempo

El problema mas general al que nos podemos enfrentar en la mecanica
cudntica, si no consideramos efectos relativistas ni espines, esta dado por

L 0U(x,t)

ih—p = = H(x,t)U(x,1), (2.1)

donde V¥(x,t) denota a la ecuacion de onda que describe al sistema, H su
Hamiltoniano y x el vector que trae todas las coordenadas del problema. En
general, el Hamiltoniano puede tener una dependencia temporal; sin em-
bargo, en este trabajo s6lo vamos a considerar Hamiltonianos que no tienen
dependencia temporal. Ademads, vamos a trabajar en unidades atomicas,
por lo cual se toma i = 1 (tomando también a la masa del electrén y su
carga como uno, sea m, = 1 y e = 1). Finalmente, como vamos a estar
considerando el problema para moléculas, vamos a utilizar a r para deno-
tar la colecciéon de coordenadas electrénicas (i.e. las coordenadas que se
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utilizan para describir a todos los electrones del sistema), mientras que R
serd la coleccién de coordenadas nucleares (i.e. las coordenadas de todos
los nucleos del sistema). Bajo estas consideraciones, la ecuacién anterior
puede reescribirse como

ov(r,R,t -
l(rﬁt) — H(r,R)¥(r,R,1). (2.2)
Ahora, vamos a separar a ¥ en dos partes, una con la dependencia espacial
y otra con la dependencia temporal, ¥(r, R, t) = ¢(r, R)T(t). Si utilizamos
esta expresion y la remplazamos en la ecuacién obtenemos

i (r, R)T'(t) = H(x, R)(r, R)T(t). (2.3)
Separando variables, llegamos a

T'(t)  H(r,R)Y(r,R)
ZT(t) = O R) ) (2.4)

Como podemos ver, del lado izquierdo de esta ecuacién sélo existe una
dependencia temporal, mientras que del lado derecho sélo existe una de-
pendencia espacial. Debido a esto, ambos lados de la ecuacién deben ser
iguales a una misma constante, de donde podemos escribir que

Tp(t)  H(r,R)Yp(r,R)
Te() = dec®) 7 2

De aqui podemos llegar a dos ecuaciones. La primera ecuacién, para la
parte temporal, es

iTy(t) = ETg(t), (2.6)

lo cual implica que
Tp(t) = Cpe™ "™, (2.7)

siendo C'g una constante que corresponde a Tg(0). La segunda parte de la
ecuacion 2.5] resulta ser

H(r,R)yp(r,R) = E¢p(r,R), (2.8)
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que corresponde a una ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo.
Se tendra entonces que la solucion general al problema va a estd dada por

U(r,R,t) =Y Cge Flyp(r,R), (2.9)
E

ya que la ecuacién de Schrodinger es lineal, por lo cual su solucion general
estd dada por la suma de sus soluciones particulares.

2.1.2. La separacion de Born-Oppenheimer

De la ecuacién se desprende una ecuacién diferencial parcial para
las coordenadas, de la cual, si se conoce el operador Hamiltoniano, se puede
resolver (tedricamente) el problema y encontrar las eigenfunciones ¢ g. Sin
embargo, debido a la rapidamente creciente complejidad para encontrar una
solucién en funciéon del nimero de coordenadas, se aplica la aproximacién
de Born-Oppenheimer, a la cual llegaremos més adelante. Por el momento,
escribamos el operador Hamiltoniano para una molécula

H(r,R) =Ty +T.+ Vn + Vne + Vee, (2.10)

donde Ty corresponde al operador de energia cinética nuclear, 1. al de
energia cinética electronica, Vi al de energia potencial para la interaccion
entre los nicleos, Vi, al de la energia potencial para la interaccién entre los
ntcleos y los electrones, y Vee al de la energia potencial para la interaccién
entre los electrones. Los operadores cinéticos estan dados por el operador
momento al cuadrado, el cual a su vez corresponde a segundas derivadas
espaciales, y los operadores de energia potencial van a estar dados por
interacciones Coulombianas. Por lo tanto, llegamos a

Ny 2 2 2 Ny
. -1 1,0 0 G, -1 1
TWR)=—Y — =S v (211
N(R) 2;Ma<axg+ayg+azg> ZO;MQVO" (211)

N, N,
R 10?2 9% 9 1 s
T(r) =+ (—amz t52 —622) =5 > Vi (2.12)
i=1 7 ) i i=1
Gqs 1 ZaZs
V - = : 2.13
N Rk Y
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NN1N€ q q NN1N6 Z
Vie(r,R) = e S 2.14
SRV e D O e
aiq Je 1
R) ey e — 2.15
eer Z\rl—r| 2A .ri" ( )
J i£] J

donde M, representa la masa de cada nucleo y Z, su nimero de protones,
Ny es el nimero de niicleos y N, el de electrones. Ya que estamos operando
en el espacio de coordenadas, los operadores de energia potencial se aplican
como funciones, por lo cual de aqui en adelante los escribiremos simplemen-
te como Vi, Ve v Vee. De aqui, vamos a escribir al Hamiltoniano total
del sistema en dos partes, sea

H(r,R) = Tx(R) + Ho(r,R). (2.16)

I:Ie(r, R) es llamado el Hamiltoniano electrénico ya que contiene todos los
términos en los cuales hay electrones involucrados, y corresponde a

H.(r,R) =T.(r) + Van(R) + Vie(r,R) + Vee(r). (2.17)

Este Hamiltoniano electrénico también tiene una ecuacién de eigenestados
(o ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo), la cual estd dada
por R

He(r,R)®.p(r,R) = E. ,Pcn(r,R). (2.18)

Cabe notar que para esta ecuacién ya no se tiene ninguna dependencia de
las coordenadas nucleares en forma de operadores. Es debido a esto que las
coordenadas nucleares se van a considerar como pardmetros, reescribiéndo-
se entonces como

Ho(r|R)®p(r|R) = Een®, n(r|R). (2.19)

Consideramos a la funcién de onda (r,R) como un producto de estas
eigenfunciones del Hamiltoniano electrénico con otras funciones que soélo
dependeran de las coordenadas nucleares

R) = Z (I)e,n(r’R)Xn(R)' (2'20)

A esta ecuacion se le conoce como la separacion de Born-Oppenheimer.
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2.1.3. La aproximacion de Born-Oppenheimer

Vamos a utilizar la separacién de Born-Oppenheimer (ecuacién e
introducirla en la ecuacién de Schrodinger utilizando la expresién para
el Hamiltoniando llegando a

(T (R)+H I‘R, Z(I)en ’RXn Z(I)en ’RXn )
(2.21)

Para facilitar la notacién, escribiremos ®. ,(r|R) como ®,,, y dejaremos de
escribir todas las dependencias de cada uno de los operadores y funciones.
Recordemos que, al resolver una ecuacién de eigenvalores en la mecdnica
cuantica, las funciones resultantes forman una base ortonormal. Esto se
traduce matematicamente como

/ dr®’ &y, = S, (2.22)

teniendo que la integral es sobre todo el espacio de coordenadas electréni-
cas, ¢y, corresponde al complejo conjugado de ®,,, y dnm es la delta de
Kronecker. Si tomamos a la ecuacién [2.21] la multiplicamos de ambos lados
por ®F vy la integramos, obtenemos

[+ B B = [drBe(F v (229

Abriendo las sumas, y sacando las partes que no dependen de las coorde-
nadas electrénicas de la integral, se llega a

> / dr®}, Ty Ppxn + / dr®}, Ho®pxn = E) / drd%, @,y
n n n

=E Z SnmXn = EXm. (2.24)
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Podemos seguir simplificando esta expresién gracias a la ecuacién [2.19
teniendo entonces

Z/drq)fnTN‘I)an + Z/drEnq);knq)an = EXm
n n
Z / dI‘(I):nTN(I)an + Z Enénan = EXm
n n
> / dr® TN ®,xn + EmXm = Exm.- (2.25)
n

Ya que el movimiento de los electrones es mucho méas réapido que el movi-
miento de los nucleos, se va a tener que las funciones de onda electrénicas
®,,(r|R) tienen una dependencia muy lenta con respecto a las coordena-
das nucleares. De aqui, ya que el operador T sélo consta de términos de
segundas derivadas con respecto a las coordenadas nucleares (como pue-
de verse en la ecuacién , no se tomara en cuenta el efecto de este
operador sobre la funcién de onda electrénica. En este punto claramente
dejamos de tener una solucién exacta, obteniendo entonces la aproximacién
de Born-Oppenheimer, la cual podemos escribir como

TN®pxn = PnTNXn- (2.26)

Utilizando esta aproximacion en la ecuacién llegamos a que
ZTNXn / dI'(I):n(I)n + Enxm = Exm
n

n

TNXm + EmnXm = Exm. (2'27)
Finalmente, se obtiene la ecuacion para la funcién de onda nuclear
(TN + Em(R))Xm(R) = EXm(R) (2'28)

Esta funcién x., corresponde a la funciéon de onda de los nicleos, por lo
cual | xm(R)|? corresponde a la distribucién de probabilidad espacial de los
nicleos. E,,(R) son llamadas las superficies de energia potencial, ya que
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corresponden a las energias sobre las cuales se tiene el movimiento nuclear.

En general, la aproximacion de Born-Oppenheimer se puede aplicar pa-
ra un gran nimero de fenémenos fisicos. Sin embargo, existen muchas reac-
ciones quimicas importantes como, por ejemplo, transferencias electrénicas
[14] [15], las cuales son posibles gracias a la inseparabilidad del movimiento
electronico y el nuclear. Este tipo de efectos, llamados no adiabéaticos, son
los que nos interesa tomar para los métodos que vamos a utilizar.

2.2. Meétodos semi-clasicos

En principio, a partir de la solucién de la ecuacién [2.28| es posible obte-
ner una descripcion completa de la dindmica nuclear bajo la aproximacion
de Born-Oppenheimer. Sin embargo, cuando el nimero de grados de liber-
tad del sistema empieza a crecer, hasta este calculo de la aproximacién
se vuelve computacionalmente prohibitivo, ya que el nimero de calculos
necesarios crece como una potencia del niimero de coordenadas que se ten-
gan. Es debido a esto que muchas veces se utilizan métodos clasicos para
describir la dindmica molecular.

2.2.1. Derivacién del movimiento clasico

Para poder derivar el movimiento clasico de los ntcleos, serd necesario
tomar la aproximacién clasica h = 0. Es por esto que, en esta parte, se
volvera a escribir este parametro.

Es posible ver a la ecuacién [2.28 como una ecuacién de Schrodinger inde-
pendiente del tiempo. Podemos deducir la ecuacién de Schrodinger depen-
diente del tiempo que le corresponderia,

(Tn + En(R)) xm(R,t) = m%x,n(R, t). (2.29)

Separamos a la funcién de onda electrénica en su médulo y argumento, ya
que es una variable compleja, obteniendo

Xm(R, 1) = Ay (R, t)ei B (R, (2.30)
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lo cual, al ser introducido a la ecuacién dependiente del tiempo, nos da

NN ;9952
1 (X 12V ; o .
( 2;1 M, ) Ame” g Ame? (2:31)

Al desarrollar esta ecuaciéon obtenemos una parte real y una imaginaria,
las cuales son, respectivamente

oB,, h2V2 A, (V2B,,)?
e S e en

«

0An, Vadm)(VaBm An(V2B,,
__y Vadn)(VaBn) _ 5~ An(VaBn),

— = 2.
ot M, 2M, (2:33)

Al multiplicar la ecuacién [2.33] por 2A4,, por ambos lados, llegamos a

0AZ, Va(A2,VaBn)
TP M,

=0, (2.34)

lo cual es una ecuacién de continuidad donde P = A2 y J, = A2 (Vo Bn) /M,
son respectivamente la densidad de probabilidad y la corriente de densidad
del m-ésimo estado electrénico. En el limite clasico (h = 0), esta ecuacién
no sufre de ningin cambio. Sin embargo, la ecuacién para la parte real
se vuelve 5 (V2B,)

B, Vi B,

— = — — — En,. 2.35

ot Za: 2M,, " (2:35)
Las velocidades nucleares estan entonces dadas por la corriente de densidad
entre la densidad,

. Jo VaBn
Ryo=—= . 2.
“ P M, (2:36)
De aqui se obtienen las ecuaciones de Hamilton-Jacobi de mecénica clésica
0B
atm — _(Tm + Em); (237)

dénde T, = >, %MaRi es la energfa cinética clasica del nicleo. Al sacar
el gradiente de esta ecuacién se obtiene finalmente

MRy = —VoFEpn, (2.38)
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lo cual corresponde a una ecuacién de Newton de movimiento para el nicleo
en el m-ésimo estado electronico. De aqui también podemos ver por qué se
considera a las energias electrénicas E,,(R) como superficies de potencial,
ya que en el movimiento nuclear toman el rol de energia potencial en la
ecuacién de Newton (la cual es, dada una energfa potencial V', mi = —VV).

2.2.2. Dinamicas electronicas y adiabaticidad

De las formas maés sencillas para implementar efectos no adiabaticos
computacionalmente son los llamados métodos semi-clasicos, en los cuales
se considera que los ntcleos siguen una trayectoria cldsica dada por R(t),
mientras que el movimiento electrénico estd dado por una funcién de onda
electrénica ¥(r,t), la cual satisface la ecuacién de Schrodinger dependiente
del tiempo

H.(r|R)¥(r,t) = i%\ll(r, t). (2.39)

Podemos escribir a la funcién de onda como una combinacién de las eigen-
funciones adiabéticas ¥ (r|R)

u(r,t) = 3wty (r/R), (2.40)

l

teniendo que estas eigenfunciones corresponden a las soluciones de la ecua-
cién de Schrédinger independiente del tiempo. Al insertar esta expansién
de la funcién de onda en la ecuacién de Schrodinger [2.39] se obtiene

ﬁezaﬂm = Z'aatzall/}l. (2.41)
l l

Multiplicando esta ecuacién en ambos lados por 1} e integrando respecto
a las coordenadas electrénicas, llegamos a

/dr@bz Z a By = ’L/dI'I/J;; Z %alwl
l l

:Z/dwkzl:;;@ulﬂ/dwk;ala;. (2.42)
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Recordando que estas eigenfunciones forman una base ortonormal y utili-
zando la linealidad de la integral, llegamos a que

.Oay, . * 0
= Zﬁ +1 Zl: ay / drwkawl. (2.43)

Utilizando la notacién de Dirac, llamaremos al segundo término del lado
derecho de la igualdad los elementos de acoplamiento no adiabéticos Cyy,
los cuales estan entonces dados por

0
Cri = (U g |41) (2.44)

Si utilizamos la regla de la cadena en la derivada temporal, tenemos que
% =R - V,. De aqui, definiremos al vector de acoplamiento no adiab&tico
di; = (Y| Va [11), teniendo que

Cw =R - dyy. (2.45)

Podemos reescribir a la ecuacién 2.43] como

% = —iakEk — zl: alel = —iakEk — R . zl: aldlk. (2.46)

Esta ecuacion se resuelve numéricamente, obteniendo los coeficientes electréni-
cos y por ende también |az(t)[%, lo cual puede ser interpretado como la
probabilidad de encontrar el sistema en el estado adiabatico k en el tiempo

t.

La aproximacién de Born-Oppenheimer es vélida en el caso completa-
mente adiabatico. En esta situacién, se tiene una dindmica nuclear que
estd dada por el potencial de un estado puro electrénico (es decir una
unica eigenfuncién del Hamiltoniano electrénico). Sin embargo, cuando se
tienen superposiciones de estados electronicos, esta aproximacién necesi-
ta algunos arreglos para poder seguir simulando exitosamente dindmicas
no adiabaticas. De aqui se desprenden una multitud de métodos distintos.
En las siguientes secciones se discuten dos de estos métodos. Cabe notar
que ambos métodos son semi-clasicos: es decir que los nicleos tendran una
dindmica dictada por una ecuacién de Newton.
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2.2.3. Método del campo medio (de Ehrenfest)

El método del campo medio tiene una premisa muy sencilla: para en-
contrar el potencial bajo el cual se mueven los niticleos, se considera la
energia promedio electrénica, la cual estd dada por

Eej = (Y| He [¢) = Z’ak’ E. (2.47)

Vamos a deducir las ecuaciones de movimiento que se desprenden de dicha
aproximacion. Para poder hacer esto, hacemos uso del Teorema de Hellman-
Feynman: sea 1z una eigenfuncién de un Hamiltoniano H, siendo R un
parametro. Entonces

dE <¢R’ WR) (2.48)

Cabe notar que, como R es un pardmetro, se tendrd (¢Yr| ¥g) = 1, por lo
cual % (Yr| ¥Yr) = 0. La demostracién de este teorema se sigue a conti-
nuacién.

= Wnl H ). (2.49)

Desarrollando la derivada, se llega a
dE dir dir
R) +
= (o[ 1988 1 o) S 1y + (S

y recordando que ©g es una eigenfuncion del Hamiltoniano, se tiene

i rwR> (2.50)

TR <wR z/]R> Wil g WRH R<d¢R ¢R> (251)
Finalmente, se agrupan las derivadas
dE
dR ER 7 (Yrl vr) + <wR| |wR> (2.52)

La primera derivada se cancela, demostrando entonces el teorema de Hellman-
Feynman.
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Utilizando este teorema, podemos escribir la fuerza Newtoniana sobre

los nucleos .
F=-V.,F/=- <¢| VaoHe |¢> : (2'53)

Recordando que la funcién de onda del sistema esta dada por una combi-
nacién lineal de eigenestados (ecuacién [2.40)), evaluaremos el gradiente de
cada uno de los términos siguientes

Vo (k| He [t1) = VaErdp
= (Vathu| He 1) + (Y| VaHe [¥0) + (] He |Vathy)
= (| VaHe [¢1) + By (1] Va [¢8)" + Bx (k] Va [¢1)
= (Y| VaHe [tn) + Exdjy, + Erdg. (2.54)

Pero dj;, = —dy,;. Esto se debe a que

V (x| ) = Vo =0
= (V| ) + (r| Vo)

= (Wl V |[9e)" 4+ (Wl V [4)
=d;;, + dg. (2.55)

Remplazando, factorizando y despejando en la ecuacién llegamos a
que
(| VaHe |t1) = =V (Y1 He [tr) + (E; — Ex)dg. (2.56)

Tenemos entonces
F = — (U|V H, |T)
== " (ajoi| Vo He |art)
k,l

= — > ajar( = Va (Wl He [0) + (B — Ey)d)
ol

== Z ayar( — VaEiby + (B — Ey)dy)
ol

= - Z |ax|* Vo Er + Z apay(Ey — Ep)dy,. (2.57)
% Kl
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De aqui obtenemos la ecuacién de movimiento gracias a la ecuacion [2.38

MRo == |a[* VaBi + Y aja(Ey — E)dy. (2.58)
K ol

Esta ecuacién, en conjuncién con la ecuacién describe la dindmica
de todo el sistema.

El método del campo medio funciona, entonces, de la siguiente forma:

1. Encontrar las eigenfunciones 1, a partir de la ecuacién de Schrédinger
para la posicién nuclear correspondiente R;

2. Obtener Ry, a partir de la ecuacién m y obtener a; a partir de la
ecuacioén [2.46

3. Integrar las ecuaciones utilizando algtiin integrador numérico, obte-
niendo la posicién de los nicleos y los coeficientes electrénicos al
siguiente tiempo;

4. Repetir desde el paso 1 durante el tiempo deseado.

El método de Ehrenfest es el més sencillo de todos los métodos que
buscan simular dindmicas no adiabaticas. Como se verd mas adelante en la
parte de Resultados, este algoritmo incorpora efectivamente varios efectos
no adiabaticos. Sin embargo, uno de los principales problemas es que, cuan-
do los ntcleos se alejan, empiricamente se espera que se dejen de observar
efectos no adiabaticos, y el método de Ehrenfest evoluciona en un potencial
no adiabatico ain cuando nos alejamos de las secciones de interaccién no
adiabatica fuerte, teniendo entonces un comportamiento asintotico erréneo,
como se puede ver en la Figura 2.1.
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Figura 2.1: Esquemas de la evolucién de la energia efectiva nuclear para el
método de Ehrenfest. [3]

2.2.4. Surface Hopping y el algoritmo de Tully

Para arreglar el problema del algoritmo de Ehrenfest, Tully [2] cre6
el algoritmo de menos saltos (Fewest Switches Surface Hopping, FSSH).
Se considera, en vez de una unica trayectoria nuclear, una coleccién de
éstas. Cada una de las trayectorias nucleares va a evolucionar sobre una
tunica superficie adiabética, pudiendo saltar a otras superficies (el criterio
de salto se construird més adelate), teniendo comportamientos como se ve
en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Esquema de la evolucién de la energia efectiva nuclear para el
método de Tully. [3]

Al final, la coleccién de todas las trayectorias se promedia, obteniendo una
trayectoria efectiva. De esta forma, siempre se obtiene un comportamiento
asintotico adiabatico, y se consideran efectos no adiabaticos gracias a los
saltos entre las superficies de potencial adiabdticas.

El criterio de salto se puede derivar de las dos suposiciones siguientes:
primero, se busca tener un nimero de trayectorias en cada superficie de
tal forma que el nimero de trayectorias en cada superficie coincida a todo
tiempo con la probabilidad de estar en dicha superficie. Esto se puede
traducir matematicamente como

Ni(t) = |ax(t)* N, (2.59)

siendo Ni(t) el nimero de trayectorias en la superficie k£ al momento ¢,
N el nimero total de trayectorias y ax(t) el coeficiente relacionado con la
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funcién de onda, Para facilitar la notacion, utilizaremos pg;(t) = aj (t)ai(t),
obteniendo entonces

Ni(t) = prr(t)N. (2.60)

La segunda suposicién es que se busca tener un ntimero minimo de saltos
entre superficies. Si se busca pasar de una configuracién a otra, existen
una infinidad de formas de combinar saltos, pero existe una tnica forma de
pasar haciendo un niimero minimo de saltos, como se ve en la Figura 2.3.

50% 00000 000008  60%

w—p-
50% Q0000 00001 40%

fewest switches

50% 00000 0000'e® 60%
)
50% O0000 QOO 40%
t t+At

Figura 2.3: Formas distintas de pasar de una configuracién a otra con
cantidad distinta de saltos. [3]

Sea N (t) el nimero de trayectorias en el estado k al tiempo ¢, y Ni(t+ At)
al tiempo ¢ + At. Consideremos, sin pérdida de generalidad, que Ni(t +
At) < Ni(t). El nimero minimo de saltos estd determinado entonces por
Ni(t) — Ni(t + At) = ANg(t, At). La probabilidad de salir del estado k
entre el tiempo t y t + At va a estar dada por

ANy (t, At)

Py(t, At) = NAO

(2.61)
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Remplazando, se llega a

Pu(t, At = 2e) _p ; ’“(’; gt +AaY (2.62)

Para At suficientemente chico, notamos que el numerador es como la defi-
nicién de la derivada, por lo cual podemos aproximar este cociente como

 prs(D)AL
prk(t)

Py(t, At) ~ (2.63)

Desarrollando la derivada
(afax + afir) At
||
((afar)* + (agar)) At
Jax|?
2%(a2dkAt)

k

Pi(t, At) = —

De aqui, utilizando la ecuacién de la dindmica electrénica [2.46] se tiene
 2R(aj(—iarEy — R -3, aidip))
|ax?
B _28‘%(—1’ ‘a%| E — aZR > adyy))
|a?
2R(a;R -2, adyy))

Pi(t, At) =

lag|”

_ > 2§R(aZR ~apdg))
|ak|?

(2.65)

Sin embargo, la probabilidad de salir del estado k corresponde a la suma
sobre [ de las probabilidades de pasar del estado k al estado [. Es por esto
que, sea Py(t, At) la probabilidad de saltar del estado k al estado [, se
tendra

Py (t, At) = Z Py (t, At)
l

_ S 2R (R - adyy))
||

(2.66)
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Llegamos entonces a la probabilidad para saltar del estado k al estado [

2%(&:1% . aldlk))
lag|”
2R (pwR - dii))

= —" 2.67
Pkk ( )

Pp(t, At) =

Por construccién, sabemos que Py(t, At) < 1.

Cuando el sistema salte de un estado a otro, claramente tendrda una
energia distinta (a menos que la energia de ambos estados esté degenera-
da). Es debido a esto que, para obligar al método a seguir la conservacién
de la energia, cuando se haga un salto se va a ajustar la velocidad nuclear
de tal forma que la energia sea la misma antes y después del salto, ya que
estos saltos estan relacionados con la no-adiabaticidad del sistema, el ajus-
te de velocidad serd en la misma direccién del vector de acoplamiento no
adiabatico d;; correspondiente al salto. Esto también implica que, si no se
tiene suficiente energia para efectuar el salto, aunque se cumpla la condi-
cién probabilistica del salto este no sucedera. Este punto se puede ilustar
en la Figura 2.2: no se podria hacer ningun salto hacia la parte marcada
como “classically forbidden” (clasicamente prohibida), debido a la falta de
energia del sistema.

También es muy importante notar que, en el algoritmo de Tully, los
nicleos van a ir evolucionando sobre una sola de las superficies adiabéaticas
durante un tiempo dado, por lo cual su ecuacién de movimiento estd dada
por

M Ry = -V E}, (2.68)

siendo k el estado electrénico en el que se encuentra el sistema en un tiempo.
De esta forma, el algoritmo de Tully estd dado de la siguiente forma:

1. Se consideran las condiciones iniciales para una trayectoria;

2. Encontrar las eigenfunciones ¢, a partir de de la ecuacién de Schrodin-
ger para la posiciéon nuclear correspondiente R;

3. Obtener R,, a partir de la ecuacién m, y obtener a; a partir de la
ecuacion [2.46
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4. Integrar las ecuaciones utilizando algtiin integrador numérico, obte-
niendo la posicién de los nicleos y los coeficientes electrénicos al
siguiente tiempo;

5. Utilizando estos coeficientes electrénicos y a partir del criterio de
salto[2.67] se calculan las probabilidades de saltar del estado actual a
todos los demas estados. Utilizando una variable aleatoria generada
uniformemente entre 0 y 1, se decide entonces si se efectia el salto a
otro estado.

6. Si el salto es efectuado, verificar si se tiene la energia necesaria para
hacerlo. De ser asi, efectuar el salto y ajustar la velocidad nuclear en
la direccién del vector de acoplamiento no adiabatico dy; de tal forma
que la energia total del sistema se conserve.

7. Repetir desde el paso 1 durante el tiempo deseado, terminando final-
mente la propagacién de una trayectoria.

8. Repetir la propagacién para cada una de las trayectorias. Al final, las
propiedades del sistema estaran dadas por el promedio de todas las
trayectorias.

Se podria decir que el método de Tully parte a la funcién de onda de forma
que propaga de forma independiente a cada pedazo, para al final volver
a unir todo obteniendo entonces un comportamiento globalmente cuantico
(ya que, por ejemplo, se pueden observar efectos de superposicién en este
tipo de dindmicas).

2.3. Meétodo “exacto”

El método “exacto” que vamos a utilizar en este trabajo es conocido
como el Split-Operator Method (SPO), o Split-Slit Method. Este método
es llamado exacto porque se propaga directamente la funcién de onda a
partir de la ecuacién de Schrodinger. Hay que recordar que la evolucion
de un sistema cudntico estd dada por el operador e **. Esto quiere decir
que, si el sistema cudntico estd descrito por una funcién de onda W(x,ty),
entonces evoluciona de acuerdo a la ecuacion

U(x, t) = e HE0)(x, tg). (2.69)
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Hay que recordar que el operador Hamiltoniano estd formado por un ope-
rador cinético 1", y un operador de energia potencial V. Sea At =t — tg;
vamos a separar las dos partes del operador Hamiltoniano de la siguiente

forma: N
o~ tHAL _ —i(T+V)At (2.70)

Ya que los operadores no conmutan, para poder seguir avanzando vamos
a utilizar el desarrollo de operadores dentro de una exponencial, el cual
estard dado por
2
cHA+B) _ etAetBe—[A,B]%e(Q(t?’)‘ (2.71)

De esta forma, para At pequeiio, el operador de evolucién se puede apro-
ximar como R

e—iHAt ~ e—iTAte—iVAt' (2.72)
El principio del método SPO es el siguiente: partiendo de la funcién de
onda, hay que irla evolucionando a partir del operador “partido”, dando
saltos de tiempo suficientemente pequenos (i.e. saltos para los cuales se
conservan la energia y la probabilidad del sistema). Cabe notar que esta-
mos siendo algo ambiguos, ya que no es evidente cémo se va a aplicar este
operador sobre la funcién de onda. Si estamos trabajando en la represen-
tacion adiabdtica (sobre la cual hablaremos més en detalle en el siguiente
capitulo), el operador de energia potencial va a estar en su representa-
cién de coordenadas, volviendo su aplicacion relativamente sencilla, ya que
e~ VAt también serd una matriz diagonal, por lo cual bastara con multipli-
car e VAN (x, 1)) matricialmente. Sin embargo, para la evolucién cinética,
vamos a tener que pasar a una base en la cual el operador T esté en forma
diagonal. Efectuamos entonces una transformada de Fourier sobre la fun-
cién de onda, de tal forma que la funciéon de onda se vuelve \i'(p, to), v el

2
operador cinético es, en este espacio, e'27 2. Si el operador unitario que da
la transformada de Fourier es Z' la evolucién total de la funcién de onda
estd dada, para At suficientemente pequena, por

U(x,t) = U(v,tg + At) = Ze TA ZTe=VALg (x ). (2.73)
En este caso, esta operacién ya es facil de hacer ya que los operadores

exponenciales estdn diagonalizados, de tal forma que sélo serd una multi-
plicacién de matrices.



2.3. METODO “EXACTO” 25

Para efectuar la transformada de Fourier, tenemos que discretizar el
espacio en el cual estamos trabajando (ya que computacionalmente se tra-
baja en mallas discretas). De esta forma, vamos a partir el espacio en una
cuadricula, de tal forma que vamos a estar considerando los valores de la
funcién de onda para un conjunto de puntos {x;}¥ . La base de momentos
va a estar entonces dada, de la misma forma, por un conjunto de pun-
tos {pz}f\il En estas bases, los elementos del operador ZT se verdn como

Z;rj = ﬁepixj. El algoritmo del SPO es el siguiente:

1. Aplicar la evolucién dada por la energia potencial, ¥/ (x, tg) = e "2V (@)W (x, t9);

2. Efectuar la tranformada de Fourier, ¥/(p,ty) = Z1W/(x, t0);

] 2
3. Aplicar la evolucién cinética, U (p,t) = e "2 W'(p, to):

4. Regresar al espacio de posiciones, efectuando una transformada in-
versa de Fourier: ¥(x,t) = Z¥(p,t);

5. Repetir los pasos hasta llegar al tiempo deseado.

Cabe notar que este es el algoritmo mas basico para efectuar el SPO. En
el codigo que se efectud para este trabajo, se hizo una mejor aproximacién
a la hora de partir el operador Hamiltoniano, teniendo un error de orden
cubico en vez de cuadratico

—iH _iAtY —intY 3
e iHAt _ e zAt2€ zAtTe zAt2e(’)(At ) (274)






Capitulo 3

Superficies de potencial

3.1. Adiabaticidad y construccion de las superfi-
cies

Este capitulo utiliza varias de las definiciones introducidas en el articulo
[16].
Si recordamos la ecuacion las energias F,,(R) corresponden a un po-
tencial efectivo bajo el cual se estan moviendo los nicleos. De alli, estas
energias reciben el nombre de superficies de potencial, teniendo que estas
superficies corresponden a la grafica de la energia en el espacio de posi-
ciones nucleares R. Si recordamos la derivaciéon de estas energias, se tiene
que representan la energia potencial del nticleo, sumada con la energia to-
tal de los electrones cuando éstos estan en el estado m. Las superficies de
potencial van a representar entonces el potencial en el cual estaran evolu-
cionando los nicleos para estados electrénicos dados. Cuando los estados
electrénicos vayan evolucionando, los niicleos van a tener comportamientos
distintos, ya que estaran evolucionando en superficies distintas.

En un caso ideal (i.e. adiabdtico), los ntcleos estarfan evolucionando
sobre una sola superficie de potencial, teniendo que el movimiento nuclear
estd completamente desacoplado del movimiento electrénico. Sin embargo,
los nicleos tienen un comportamiento cudntico, y por ende éstos pueden
estar evolucionando en una superposicién de estados, la cual interactia de

27
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Figura 3.1: Superficie de potencial no adiabatica (o diabatica) para oscila-
dores arménicos acoplados.

formas mucho mé&s complicadas e interesantes con las superficies de poten-
cial, teniendo que varias superficies pueden estar contribuyendo a la vez
en la dindmica nuclear. Los vectores de acoplamiento no adiabaticos d;
tienen entonces informacién acerca de las interacciones entre los distintos
estados electréonicos.

Para explicar la construccién de las superficies de potencial adiabati-
cas y no adiabaticas, vamos a utilizar un ejemplo. Vamos a imaginar que
tenemos dos osciladores unidimensionales acoplados. El Hamiltoniano co-
rrespondiente a dicho problema estaria dado por:

smw(z 4 1) a

H. —
¢ a tmw(z — 1))

(3.1)

siendo « un factor de acoplamiento. Cabe notar que sélo estamos conside-
rando la parte del potencial del Hamiltoniano, ya que la energia cinética no
se toma en cuenta para las superficies de potencial. Si graficamos los niveles
de energia correspondientes a este Hamiltoniano, obtenemos la Figura 3.1.
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Figura 3.2: Superficie de potencial adiabatica para osciladores armoénicos
acoplados.

Si ahora queremos considerar los niveles de energia adiabaticos para el
mismo sistema, bastard con diagonalizar la matriz. Los eigenvalores van a
corresponder a los niveles de energia adiabaticos, obteniendo entonces la
superficie de potencial que se muestra en la Figura 3.2.

Como se puede ver en la Figura 3.3, a la hora de adiabatizar las super-
ficies de potencial, se evitan los cruces. A este fenémeno se le conoce como
” Avoided Intersection” o ”Avoided Crossings” (sea interseccién evitada).
Este fendmeno estd presente sélamente cuando se tiene un dnico parame-
tro. Para espacios con mas parametros, se pueden obtener lo que se conoce
como intersecciones cénicas [17].

3.2. Modelo periédico

Como se vera mas adelante en este trabajo, las simulaciones fueron
hechas principalmente en dos tipos de sistemas: los primeros fueron los
sistemas de prueba, para verificar que se tiene un funcionamiento correcto
de la implementacién, mientras que las otras simulaciones se basaron en un
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Figura 3.3: Superficie de potencial diabaticas (lineas continuas) y adiabati-
cas (lineas punteadas) para osciladores unidimensionales acoplados.

modelo periédico. A continuacion se hara la construccién de dicho modelo.

3.2.1. Modelo armonico

Para construir la superficie de potencial asociada a una superficie pe-
riédica, haremos uso de la aproximacién arménica, en la cual consideramos
a cada atomo de la superficie como un oscilador arménico. De esta forma,
si s6lo consideramos una capa de dtomos (y, por ejemplo, nueve dtomos a
lo largo), entonces la superficie de potencial se veria como se ilustra en la
Figura 3.4.

Cabe notar que los osciladores pueden tener acoplamientos con sus ve-
cinos inmediatos (i.e. de primer orden), asi como acoplamientos con otros
osciladores mas lejanos (de orden superior). En este caso sélo estamos con-
siderando los acoplamientos de primer orden.

Para tener un mejor modelo periddico se deben considerar no sélo los
atomos de la superficie, sino también los dtomos debajo de la superficie.
Desde el punto de vista del potencial obtenido, estos a&tomos anaden capas
a los niveles de energia, obteniendo entonces osciladores armoénicos con
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Figura 3.4: Superficies de potencial no adiabaticas (lineas punteadas) y
adiabéticas (lineas continuas) para sistema de nueve osciladores acoplados
unidimensionales. Sélo se ven los primeros tres estados adiabaticos ya que
representan las energias de interés.
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Figura 3.5: Superficies de potencial adiabaticas para sistema con diez capas
por oscilador.

capas, acoplados. Se van a tener que considerar entonces los acoplamientos
entre las capas, asi como los acoplamientos entre los distintos osciladores,
obteniendo entonces superficies de potencial como en la Figura 3.5.

3.2.2. Modelo sinusoidal

Debido a la energia inicial del sistema (marcada con una raya horizon-
tal en la Figura 3.6, tenemos que la mayoria de los estados adiabaticos
son inaccesibles energéticamente, teniendo que sélo los dos estados menos
energéticos (con sus capas correspondientes) van a influenciar de forma
notoria en la dindmica del sistema. Es debido a esto que, para optimizar
la simulacion, se construyé un modelo sinusoidal, el cual busca imitar las
superficies de potencial de este sistema, pero sélo construye los dos esta-
dos menos energéticos, teniendo que se trabajard con matrices cuadradas
de dimensién 2 (o 20 o 200, dependiendo del nimero de capas) en vez de
trabajar con matrices de 9 (o 90 o 900). Ademas, si se desearan anadir
mas atomos en la superficie, el modelo sinusoidal tendria el mismo nimero
de entradas, mientras que el modelo armoénico seguiria incrementando la
dimensién de sus matrices, incrementando muy rapidamente el tiempo de
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Figura 3.6: Superficies de potencial del modelo periédico con la energia
inicial del sistema.

calculo. Se pueden ver las superficies de potencial adiabaticas para este
modelo en la Figura 3.7.
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Figura 3.7: Superficies de potencial adiabaticas para modelo sinusoidal. La
energia inicial estd dada por la posicién inicial del ntcleo.



Capitulo 4

Resultados

4.1. Modelos, resultados y sus discusiones

4.1.1. Sistemas de prueba

Lo primero que se hizo, después de programar los métodos menciona-
dos en el capitulo 2, fue verificar que su funcionamiento sea correcto. Para
hacer esto, se compararon los resultados para varios sistemas ya estudiados
en el articulo de Tully [2], en el cual se implementé por primera vez el algo-
ritmo FSSH (Fewest Switches Surface Hopping). A continuacién se hablara
del interés de estos modelos en particular, y se comentaran los resultados
obtenidos.

Antes de avanzar, cabe notar que, para comparar los resultados con un
método de propagacién completamente cudntico (en este caso el SPO), la
propagacion cuantica se efectué sobre un paquete de onda inicial gaussiano,
cuyo grosor es inversamente proporcional al momento inicial del paquete.
Se puede demostrar que si se considera una distribucién de Wigner [18]
con dichas propiedades iniciales, los momentos también tendran una dis-
tribuciéon normal. Es por esto que, para poder comparar los resultados de
forma coherente, cuando se hicieron las propagaciones de las trayectorias
por FSSH, sus condiciones iniciales fueron tomadas siguiendo este mismo
tipo de distribucion.

35
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Para cada una de las dinamicas efectuadas con el algoritmo de Tully,
se utilizaron 200 trayectorias.

El objetivo final de este trabajo fué, después de la implementacién co-
rrecta de los algoritmos, el andlisis del grado de no adiabaticidad del sistema
de los osciladores arménicos acoplados. Ademas se buscé ver las limitantes
que puedan tener los algoritmos aqui utilizados en la modelaciéon de este
sistema. Para entender qué tanto influyen los acoplamientos no adiabati-
cos en el comportamiento global del sistema, se puede estudiar qué tanto
se desvian las trayectorias de lo que llamaremos la trayectoria de Born-
Oppenheimer (o BO). Dicha trayectoria corresponde al movimiento com-
pletamente clésico (i.e. mediante las ecuaciones de Newton, ecuacién
sobre la superficie de potencial adiabatica menos energética. Para saber
entonces qué efectos no adiabdticos estd incorporando un método en su
simulacion, se graficaron las desviaciones de las trayectorias respecto a la
trayectoria de Born-Oppenheimer.

Primer sistema de Tully

El primer sistema que se utiliza tiene una interseccién evitada “simple”,
de tal forma que en la vecindad de esta interseccién se tiene un acoplamiento
fuerte, como se puede ver en la Figura 4.1.

0.04 —
(a)

0.02

T

-0.02 : + '

Figura 4.1: Superficies de potencial adiabaticas (lineas continuas) con sus
acoplamientos (lineas punteadas) para el sistema de una interseccién
evitada simple. [2]
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Este sistema es interesante como primer acercamiento ya que es uno de los
casos mas sencillos que se pueden plantear que incluyan un acoplamiento
no adiabatico. Matematicamente, la matriz de potencial diabatica se ve de
la siguiente forma

donde «(z) corresponde al signo de x, y A, B,C y D son constantes (en
unidades atémicas) con los siguientes valores:

A=0.01
B=16
C = 0.005
D =1.0.

Cémo se hizo en las simulaciones originalmente efectuadas por Tully, las
dindmicas se iniciaron en un lugar alejado a la zona de interaccién no
adiabdtica, y se terminaron cuando se estaba lejos de nuevo (ya sea por
una refleccién del niicleo, o por una transmisién). Las gréficas obtenidas
corresponden a la figura 4.2:
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Figura 4.2: Comparacién de gréficas obtenidas (a la derecha) con las
graficas obtenidas por Tully (a la izquierda) [2]. (a) Probabilidad de
transmision en el estado electrénico bajo. (b) Probabilidad de refleccién
en el estado bajo. (c) Probabilidad de transmisién en el estado superior.
Para las gréaficas de Tully, los circulos rellenos conectados por segmentos
son los resultados del FSSH (calculado con 2000 trayectorias), mientras
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que los circulos blancos representan los resultados cuanticos exactos. Para
las graficas de la derecha, los circulos grises representan los resultados
obtenidos por el SPO, mientras que los tridngulos son los resultados
obtenidos a partir del método de Ehrenfest y los puntos negros unidos son
los resultados del FSSH (calculado para 2000 trayectorias).

Como se puede ver en la Figura 4.2, los resultados que se obtuvieron
concuerdan con los de Tully, por lo cual en este primer acercamiento se pue-
de decir que la implementacién del método de Tully y del método del Split
Operator parecen ser correctas. También se puede ver como los resultados
obtenidos por el método de Tully estdn mucho mas cerca de los resultados
“exactos” (i.e. el Split Operator) que lo que se obtuvo del método de Eh-
renfest, en particular para energias bajas. Esto era de esperarse ya que el
método de Ehrenfest no podra reproducir varios efectos no adiabédticos que
el método de Tully si logra reproducir, ademas que el método de Ehrenfest
no puede diferenciar entre la probabilidad de transmisién y la de refleccién.

Segundo sistema de Tully

El segundo sistema de Tully estudia una interseccion evitada doble: se
paso6 por dos zonas con interacciones no adiabaticas fuertes, como se puede
ver en la Figura 4.3.

Figura 4.3: Superficies de potencial adiabéticas (lineas continuas) con sus
acoplamientos (lineas punteadas) para el sistema con una interseccién
evitada doble. [2]
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Este sistema es muy interesante de estudiar ya que las dos zonas de in-
teraccién van a presentar efectos de interferencia cudntica (oscilaciones de
Stueckelberg [19]), lo cual en principio es dificil de modelar con cualquier
teoria basada en mecénica clasica. El potencial diabatico sera, en este caso:

0 Ce—Da?

; 4.2
Ce—D? —Ae_BxQ—i—Eo (4.2)

donde A, B,C, D y Ej representan constantes en unidades atémicas, cuyos
valores son:

A=0.10
B =028
C =0.015
D =0.06
Eo=0.05

(4.3)

Las dinamicas se iniciaron y acabaron de nuevo lejos de la zona de inter-
accién, obteniendo entonces los resultados de la Figura 4.4.
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Figura 4.4: Comparacién de gréficas obtenidas (a la derecha) con las
graficas obtenidas por Tully (a la izquierda) [2]. (a) Probabilidad de
transmision en el estado electrénico bajo. (b) Probabilidad de refleccién
en el estado bajo. (¢) Probabilidad de transmisién en el estado superior.
Los simbolos son analogos a la Figura 4.2.

De nuevo, las graficas obtenidas muestran que se volvieron a reproducir
los resultados obtenidos por Tully, asi como la mayor exactitud del método
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de Tully comparado con el método de Ehrenfest. Se puede observar una
discrepancia entre los resultados cuanticos y los del FSSH también en este
caso para las energias bajas, lo cual se debe a que el paquete de onda puede
ser en parte rebotado, teniendo comportamientos de interferencia que son
completamente debidos a efectos no adiabéticos. Sin embargo, este tipo de
discrepancias dadas por la interferencia se desvanecen cuando se trate con
sistemas de muchos dtomos, lo cual justifica que el FSSH siga siendo de los
métodos mas utilizados en la quimica cuantica.

Tercer sistema de Tully

02 te) /My
/A
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O e m e ]
-04
-0.2
1 i 1
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Figura 4.5: Superficies de potencial adiabaticas (lineas continuas) con sus
acoplamientos (lineas punteadas) para el sistema de acoplamiento
extendido con reflexién. [2]

El tercer sistema estudiado por Tully es muy interesante ya que es muy
dificil de estudiar para una teoria basada en mecanica clasica. Ademas
de tener una regién extendida de acoplamiento no adiabatico, la curva de
potencial excitado es repulsiva para valores de z > 0, por lo cual las trayec-
torias en el estado excitado va a ser reflejada mientras que las trayectorias
en el estado base seran transmitidas. Esto hace que el comportamiento real
(i.e. cudntico) del sistema sea dificil de reproducir, ya que una parte del
paquete de onda va a ser transmitida en el estado base mientras que la
otra parte va a ser reflejada en el estado excitado. Este ”rompimiento” del
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paquete de onda resulta entonces dificil de estudiar cldsicamente, ya que
es un comportamiento completamente cudntico sin analogo clasico. Este
sistema es muy representativo ya que, ademés de no poder ser descrito por
una sola trayectoria (por lo menos para energias bajas), las trayectorias en
potenciales distintos pueden acabar, en general, en regiones muy diferentes
del espacio. El potencial diabdtico para este tercer sistema estara dado por

eCm
Hs(x) = [B?CI B_A ] para x < 0 (4.4)
_ e—CCE
Hs(z) = [B(Q _Ae_cgg) B ) )] para x > 0, (4.5)

dnde A, B y C' son constantes en unidades atémicas, cuyos valores son:

A=6x10"*
B =0.10
C = 0.90.

Se siguié el mismo procedimiento que para los otros dos casos a la hora de
hacer las dindmicas. Los resultados se muestran en la Figura 4.6.
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Figura 4.6: Comparacién de gréficas obtenidas (a la derecha) con las
graficas obtenidas por Tully (a la izquierda) [2]. (a) Probabilidad de
transmisién en el estado electrénico bajo. (b) Probabilidad de refleccién
en el estado bajo. (c) Probabilidad de transmisién en el estado superior.
Los simbolos son analogos a la Figura 4.2.

Se puede ver como se volvieron a reproducir los resultados obtenidos
por Tully. Cabe resaltar que se reprodujeron los resultados cuando la con-
dicién inicial se toma bajo una distribucién de Wigner [I8]. Sin embargo,
si se consideran los resultados que obtuvo Tully para condiciones inicia-
les puntuales, se observa un efecto de tipo interferencia que no aparece en
un resultado verdaderamente cudntico. Estos efectos se deben a la ecua-
cién [2.46] en la cual hay una coherencia de fases entre el primer y segundo
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pasaje a través de la zona de acoplamiento fuerte (i.e. oscilaciones de Stuec-
kelberg [19]). Sin embargo, debido a la alta frecuencia de estas oscilaciones,
para aplicaciones multidimensionales este tipo de efectos desaparecen, lo
cual vuelve al método de Tully extremadamente ttil. De nuevo, se volvié
a observar una buena concordancia con el método de Ehrenfest para altas
energias, mientras que para bajas energias el método de Tully sigue siendo
mucho mas exacto.

FSSH para mas estados

El dltimo sistema que se utilizé para verificar el funcionamiento correcto
del algoritmo de Tully fue un sistema de tres estados estudiado en el articulo
de S. A. Fischer, C. T. Chapman y X. Li [20]. Se utiliz este modelo ya que
era un sistema con resultados estudiados para el algoritmo de FSSH con
mas de dos estados. Era necesario un sistema de este estilo para verificar
el funcionamiento correcto del algoritmo cuando se tienen mas estados, ya
que la programaciéon de este caso es mas compleja. Este modelo consiste
en tres estados, los cuales tienen multiples intersecciones evitadas como se
puede ver en la Figura 4.7.

Figura 4.7: Superficies de potencial adiabéticas (grafica superior) con sus
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acoplamientos (grafica inferior) para el sistema de multiples intersecciones
evitadas. [20]

El potencial diabatico para este sistema estd dado por:

0 0 Ae—Be*
Hy(z) = 0 C De~ Bz ) (4.6)
Ae=Bx® De=Be* _pe~Fe? 4 g

siendo A, B,C,D,E,F y Ey constantes en unidades atémicas con los si-
guientes valores:

A =0.015
B = 0.06
C =0.045
D =0.035
E =0.10
F =028
Eo = 0.05.

En este sistema sdlo se tomé en cuenta el algoritmo de Tully ya que, en
base a los sistemas anteriores, se puede decir que el algoritmo de Ehrenfest,
as{ como el algoritmo SPO tienen un funcionamiento correcto; el objetivo
de este modelo sélamente es el de verificar el funcionamiento correcto del
FSSH para sistemas con mas de dos potenciales. Los resultados obtenidos
se muestran en la Figura 4.8.
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Figura 4.8: Comparacién de gréaficas obtenidas (abajo) con las graficas
obtenidas por Fischer et. al [20] (arriba). (a) Probabilidad de transmisién
en el estado electrénico bajo. (b) Probabilidad de refleccién en el estado
bajo. (c) Probabilidad de transmision al primer estado excitado. (d)
Probabilidad de transmision al segundo estado excitado. La gréafica de
abajo corresponde a la probabilidad de terminar en los estados base,
primer y segundo excitado.

Se pueden observar exactamente los mismos valores y comportamientos
para las probabilidades, verificando el funcionamiento correcto del FSSH
programado para varios estados excitados.
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4.1.2. Sistemas metalicos

Modelo armoénico

Para el modelo arménico, en la Figura 4.9 se muestran las superficies
de potencial, con la energia inicial del sistema.

Figura 4.9: Superficies de potencial adiabaticas para el sistema de nueve
osciladores armonicos. La energia inicial corresponde a la linea punteada.

Los acoplamientos, asi como las fuerzas Newtonianas correspondientes a
este sistema se muestran respectivamente en las Figuras 4.10 y 4.11:
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Figura 4.10: Acoplamientos adiabaticos entre los dos primeros estados

20
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para el sistema de nueve osciladores armoénicos.

Figura 4.11: Fuerzas adiabaticos entre los dos primeros estados para el
sistema de nueve osciladores armonicos.

49

Después de hacer las simulaciones, se obtuvieron los resultados que se mues-

tran en la Figura 4.12.
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Figura 4.12: Desviacién del método respecto a la trayectoria de
Born-Oppenheimer.

Aunque estos resultados no hablan mucho en si, establecen cémo esperamos
que se comporte el sistema para los modelos sinusoidales que se hicieron mas
adelante. De nuevo, se observa una desviaciéon mas grande para los métodos
maés exactos, ya que estos consideran més los efectos no adiabéticos. A pesar
de la mayor exactitud del FSSH, parece no mostrar exactamente los mismos
resultados que el SPO.

Modelo sinusoidal: una capa

El modelo sinusoidal busca reproducir los mismos resultados que se
obtienen en el modelo armoénico, simplificando enormemente la complejidad
del sistema. En la Figura 4.14 se muestran las superficies de potencial de
este sistema.
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Figura 4.13: Superficies de potencial adiabaticas para sistema sinusoidal.
La energia inicial corresponde a la linea punteada.

Los acoplamientos, asi como las fuerzas Newtonianas correspondientes
a este sistema se ilustran respectivamente en las Figuras 4.14 y 4.15.
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Figura 4.14: Acoplamientos adiabéaticos entre los dos primeros estados

para sistema sinusoidal.

Figura 4.15: Fuerzas adiabaticos entre los dos primeros estados para

sistema sinusoidal.
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Los resultados de las simulaciones de la dindmica se presentan en la
Figura 4.16.

Figura 4.16: Desviacién del método respecto a la trayectoria de
Born-Oppenheimer.

Se observa un comportamiento muy parecido al del modelo armoénico,
lo cual implica que el potencial construido va a tener, en principio, un com-
portamiento practicamente idéntico al sistema que queremos estudiar. Esto
es justamente lo que se buscaba cuando se construyo este modelo. E1 FSSH
parece tener un salto, esto se debe probablemente a que los acoplamientos
no adiabaticos decaen demasiado rapido, teniendo que antes de esa zona no
hubo ningtn salto por parte del FSSH, y llegando a cierto punto empieza a
haber muchos saltos. Este es un punto que claramente habra que corregir
si se espera reproducir de mejor forma al modelo arménico.
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Modelo sinusoidal: varias capas

Después de verificar que este sistema sinusoidal modela correctamente
al sistema ’real’ (i.e. el sistema de nueve osciladores arménicos), se estudié
el movimiento cuando se tienen mas capas de atomos. La figura 4.17 ilustra
los potenciales adiabaticos del sistema con 10 capas.

Figura 4.17: Superficies de potencial adiabéticas para sistema sinusoidal
con 10 capas.

Los resultados de las simulaciones numéricas para este sistema se pre-
sentan en la Figura 4.18.
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Figura 4.18: Desviaciones de los distintos métodos respecto a las
trayectorias de Born-Oppenheimer. En la figura de abajo no se considera
el método del SPO.

Como se puede ver en la Figura 4.18 (arriba), los resultados del SPO
son muy distintos a todos los demads, y muy distintos a los esperados. Esto
se debe probablemente a un error en el célculo, el cual es causado por la
rapidamente creciente complejidad de este algoritmo: no se pudo simular

55



56 CAPITULO 4. RESULTADOS

correctamente para 20 estados adiabdticos. En la Figura 4.18 (abajo) se
observa la comparacién entre los otros métodos. De nuevo, el método del
FSSH parece incorporar mas efectos no adiabaticos que el método de Eh-
renfest. Ademads, se puede ver que el salto del FSSH que se observé para
una sola capa ha desvanecido, ya que se tienen acoplamientos adiabaticos
con las capas vecinas desde el principio.

4.2. Discusion general

A partir de todas las pruebas, no sélo verificamos el funcionamiento co-
rrecto de los algoritmos programados, sino que también pudimos estudiar
el tipo de sistemas que son capaces de modelar. El método de Tully logra
reproducir los efectos cudnticos para regiones de acoplamiento localizadas,
dobles y extendidas. Esto es béasico ya que estas tres son los tipos de zonas
de acoplamiento que pueden existir, y en todos los casos el método de Tully
funciona. Es debido a esto que este algoritmo es uno de los més utilizados
para simulaciones de dindmicas moleculares no adiabdticas.

El método de Ehrenfest probd ser un buen primer acercamiento para
estudiar un sistema, sin embargo no logra reproducir fenémenos cuanti-
cos con la misma fidelidad que el FSSH. A pesar de esto, el método de
Ehrenfest sigue siendo un método muy utilizado ya que con tan sélo una
trayectoria logra darnos una idea del comportamiento del sistema.

El método del SPO reprodujo los resultados cudnticos, demostrando
ser un buen método a pesar de las aproximaciones que se consideran en su
construccion. Sin embargo, para sistemas grandes se vuelve muy pesado y
lento, por lo cual no es un algoritmo eficiente para la simulacién de sistemas
mas complicados. También cabe notar que hay que ser muy cuidadosos con
como se particiona el espacio, y que esto estd intimamente relacionado con
el espacio de momentos que se crea, y por ende la exactitud del método
depende enormemente de esto. Si se fija la resolucién de la malla de posi-
ciones, al aumentar el tamafio de ésta vamos a tener que la distancia entre
los puntos aumenta, lo cual hace que el momento méximo en la malla de
momentos disminuya. Es por esto que se requiere tener un balance entre la
resolucion de la malla, y el largo. Al aumentar el largo se disminuye la dis-
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tancia entre los momentos, por lo cual un buen tamano esta asociado con
una buena resoluciéon. Una malla de posiciones tiene entonces una malla de
momentos asociada, por lo cual los momentos maximos de las particulas
simuladas también van a influenciar en la particién del espacio. Sin embar-
go, no se puede aumentar sin sentido el tamano y la resolucién, ya que el
numero de puntos esta directamente relacionado con el niimero de calculos
que se hacen, y por ende con el tiempo que tomara hacer la simulacion.

Finalmete, se lograron reproducir resultados muy parecidos entre el
potencial arménico y el sinusoidal. La construcciéon de este modelo fue un
éxito, logrando obtener un modelo simplificado pero que sigue teniendo las
mismas propiedades y comportamientos.
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Conclusiones

Se lograron programar los algoritmos de Ehrenfest, el FSSH de Tully y
el SPO. Esto se verificé en un total de 5 sistemas, por lo cual no hay duda
del funcionamiento correcto de éstos. También se vieron los beneficios entre
los distintos métodos, asi como varias de sus limitantes.

El algoritmo de Ehrenfest es el método mas réapido de los aqui utilizados.
Logra, con una sola trayectoria semi-clasica, obtener dindmicas parecidas
a las que se obtienen con métodos mas exactos. Es una gran herramienta
para un primer acercamiento, aunque tiene problemas cuando se trata de
reproducir efectos no adiabéaticos.

El algoritmo de Tully demostré una gran similaridad con los resulta-
dos obtenidos en dindmicas completamente cudnticas. Este algoritmo logra
reproducir efectos no adiabaticos a pesar de su naturaleza semi-clasica, y
no tuvo problemas para todos los tipos de regiones no adiabaticas que se
pueden encontrar. Es obvio que sea uno de los métodos mas utilizados en
la quimica cuantica. Sin embargo, al ser un método estocastico, se deben
de propagar muchas trayectorias, teniendo una velocidad mucho menor a
la del método de Ehrenfest.

E1 SPO mostré ser, por mucho, el mas lento de todos los métodos, como
era de esperarse ya que estd propagando directamente la funcién de onda.
Es uno de los métodos maés utilizados para simulaciones completamente
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cudnticas ya que es mucho mas rapido que otros métodos gracias a su uti-
lizacién de la transformada répida de Fourier (FFT). Sin embargo, cabe
notar que es un método delicado de usar y siempre se debe de tomar en
cuenta como se particiona el espacio, ya que su utilizacién de la FFT hace
que pequenos cambios en estas particiones puedan ser responsables de un
mal funcionamiento del algoritmo.

También se logré crear un modelo con el mismo comportamiento a la
superficie periédica que se buscaba simular. Este modelo permitird sim-
plificar enormemente las simulaciones necesarias para el estudio de este
sistema, con lo cual estamos un paso mas cerca de entender la interaccién
de una particula que queda atrapada en una superficie periédica.

Gracias a todo lo anterior, logramos no sélo implementar y comparar
todos estos codigos, sino empezar a adentrarnos mas en el fascinante mun-
do de la quimica cuantica.

Por razones practicas, todo el codigo utilizado en este trabajo esta dis-
ponible en la pagina web https://github.com/spinacho/...
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