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1. Introduccion

A lo largo del tiempo los derivados financieros de tasas de interés han sido objeto de estudio
de investigadores, cientificos y figuras relevantes del medio financiero debido a su complejidad
y lo que la tasa de interés representa en la economia de un pais, en los mercados financieros y
en las finanzas propias de cada persona. Dado que la tasa de interés es un factor determinante
para toma de decisiones y es uno de los principales indicadores financieros es imprescindible
una adecuada modelacién de esta variable para una correcta valuacion de los derivados fi-
nancieros cuyo subyacente es una tasa de interés. La volatilidad de la tasa de interés es una
de las variables mas importantes en la determinacion del precio de las opciones sobre tasas
de interés. El objetivo de este estudio es generar una superficie de volatilidad “suave”, a par-
tir del modelo estocdstico conocido como “SABR” (Stochastic alpha-beta-rho model, Safp).

En el primer capitulo, se plasman los principales conceptos y fundamentos de los productos
financieros de tasas de interés tales como la cuenta bancaria, la tasa corta, la tasa for-
ward y la tasa spot. Brevemente se presentan definiciones dentro del contexto de procesos
estocasticos como factor de descuento, principio de no-arbitraje, martingalas, medida de
riesgo neutral, etc., haciendo hincapié en las caracteristicas del Proceso de Wiener, el cual es
el proceso estocastico que sirve para modelar el comportamiento de una variable aletaoria.
Este preambulo de conceptos nos ayudara a sentar las bases para un mejor entendimiento
del modelo de volatilidad de opciones sobre tasas de interés. También se senalan los factores
que intervienen en su valuacion, el modelo de valuacién cominmente utilizado en los merca-
dos financieros: Black 76 y algunas otras caracteristicas importantes en este tipo de derivados.

Aunque existen conceptualmente diferentes tipos de volatilidades, en el presente estudio
se abarcaran: volatilidad histérica, volatilidad implicita, volatilidad local y volatilidad es-
tocastica. En el segundo capitulo abordamos ampliamente la variable de volatilidad, la cual
es por mucho el componente mas importante en la valuaciéon de las opciones. Para mostrar la
importancia que ha adquirido esta variable empezaremos con un recuento de la crisis vivida
en el ano de 1997 donde se evidencié que considerar una volatilidad constante no reflejaba
el precio de mercado y dieron la pauta para comenzar a estimar una superficie de volatilidad.



En el mercado financiero se observa que el nivel de volatilidad del activo subyacente reflejado
en las opciones es dependiente del nivel del precio de ejercicio pactado® y del plazo, en lugar
de una volatilidad constante, el cual es un supuesto importante en el modelo de Black and
Scholes. Esta volatilidad constante no refleja los precios de mercado realmente observados,
a consecuencia de lo anterior han surgido modelos como los de volatilidad local y volatilidad
estocdstica que han contribuido a incorporar los diferentes niveles de riesgo correspondientes
a diferentes strikes y vencimientos. En la categoria de modelos de volatilidad estocéstica po-
demos encontrar nuestro modelo de estudio: el modelo estocéstico alpha-beta-rho (SABR).
En el tercer capitulo, se realiza el andlisis de este modelo abarcando su origen, supuestos,
parametros, alcance, etc.; se formaliza con la aplicaciéon del modelo a una opcion de la tasa
de interés representativa en el mercado mexicano: la TIIE28 ? uniendo la brecha entre la
teoria plasmada y un caso practico.

Por 1ltimo, se muestra los resultados y procedimientos necesarios para llegar a la superficie
de volatilidad, se exhibe el sesgo o preferencia entre los distintos precios de ejercicio de una
opcién de TIIE28 (comuinmente conocido como “skew” o “simle” de volatilidad), el calculo
del precio utilizando la volatilidad generada bajo el modelo SABR y la congruencia de los
resultados con los datos realmente observados en el mercado.

En el apartado de conclusiones se discute el desempeno del modelo, contrastando las ven-
tajas y desventajas encontradas a lo largo de este estudio, asi como algunas posibles mejoras.

LConocido como strike
2Tasa de Interés Interbancaria de Equilibrio a 28 dias



2. Conceptos y Fundamentos

Para modelar adecuadamente la dinamica de las variables financieras en los instrumentos
derivados se requiere, sin duda alguna, de la teoria de procesos estocésticos. Con el objetivo
de presentar en forma accesible e intuitiva el calculo estocéstico, se revisan conceptos de
probabilidad y procesos estocdsticos que se emplean en las finanzas modernas en tiempo
continuo.

Brevemente se presentan definiciones de la cuenta bancaria, la tasa corta, la tasa forward
y la tasa spot. Se profundiza en las caracteristicas del Proceso de Wiener y finalmente se
establecen diversas caracteristicas de las opciones sobre tasas de interés y su valuacion.

Esta seccién estd basada en los primeros capitulos de Brigo y Mercurio (2006) [3], para mayor
referencia y detalle de los resultados presentados.

2.1. Procesos estocasticos

Un proceso estocastico es un modelo matematico del comportamiento en el tiempo de una
familia o coleccion de variables aleatorias. La aleatoriedad de las variables se captura a
través de un espacio medible (€2, F), es decir, {2 un espacio muestral o conjunto de posibles
resultados y F una o — algebra o conjunto de eventos de ese espacio muestral. Entenderemos
como o — algebra aquella que satisface las siguientes condiciones:

) QedF
i) SiAeTF=AecT
111) SiAl, AQ,... cF = UzozlAiEgj

Una filtracién {F;}ier es la familia de o — élgebras tales que F; C F V¢ € T. La filtracién
es creciente en el sentido de que F; C J; cuando s,t € T'y s < t.

Una filtracién {F, },er puede ser vista como la estructura de informacién disponible al tiem-
po t. Y el hecho de que la filtracién es creciente significa que cada vez hay méas informacién
conocida conforme el tiempo transcurre y se incluye junto con la informacion pasada.
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Entenderemos como un espacio parametral cualquier conjunto T finito o infinito, que deno-
tard los tiempos. Si T'= {0, 1,2, ..} en este caso se dice que el proceso es a tiempo discreto;
por el contrario si se considera T' = [0,00) se dice entonces que el proceso es a tiempo
continuo.[13]

Las variables aleatorias tomaran valores en un conjunto S llamado espacio de estados.

En este contexto, un proceso estocdstico es un conjunto de variables aleatorias {X;}ier so-
bre una filtracion, con T el espacio parametral y cada X; toma valores sobre un espacio de
estados. Las variables aleatorias X; estan definidas sobre un espacio medible (2, F) y toman
valores en otro espacio medible (R, B(R)), donde B(R) es la ¢ — é&lgebra de Borel sobre
R. La 0 — élgebra de Borel es la minima o — algebra con intervalos de la forma (—oo, z]
con z € R, es decir, B(R) es la interseccion de todas las ¢ — dlgebras que contienen a los
intervalos de la forma (—oo, z| con x € R. [12]

De manera formal, definamos (€2, F, P) un espacio de probabilidad, es decir, € es un espacio
muestral, F es una o — &lgebra sobre Q y P : F — [0, 1] es una medida de probabilidad. Sea
T un intervalo de tiempo, especificamente T' = [0, 00). Entonces, un proceso estocéstico sera

el mapeo X : 2 x T" — R, tal que para cada t € T la funcién:

Xitw— Xw,t) = X(w): Q=R

Satisface:

X ((~o00,7]) €F VzeR

Diremos que X; es una funcién F — medible.
Si X; es un proceso estocastico, entonces para cada w € €2 la funcion:

t— X(w,t): T — R, esuna trayectoria del proceso estocastico

Un proceso estocdstico {X;}+>0 es adaptado a la filtracion {F;}+>o si para cada t > 0, X; es
F; — medible, es decir, si para cada t > 0:

{Xi <z} = Aw|Xi(w)<z}edF VzelR.

Esto significa que el valor que tome X; en t depende solamente de la informacion disponible
al tiempo t.
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En términos de mercado, una interpretacion de €2 seria los posibles precios de la accién de
WALMEX, la filtracion fungiria como la historia de precios observada en el pasado para cada
dia del mes en curso (es decir, sobre un espacio parametral discreto), cada variable aleatoria
definida como el promedio histérico del valor de la accion y el espacio de estados S cualquier
subconjunto de R. Por lo tanto, el proceso estoastico Y sera cada trayectoria o calculo del
promedio del valor de la accién en cada dia del mes.

A continuacion se presenta uno de los procesos estocasticos mas importantes para los deriva-
dos financieros que utilizaremos en este trabajo: Proceso de Wiener o Movimiento Browniano
y el caso particular de Movimiento Browniano Geométrico.

Un Proceso de Wiener o Movimiento Browniano es un proceso estocastico {W; }+>¢ respecto
a una medida de probabilidad P y filtracion {F;};>0 si cumple las siguientes condiciones:

i) Wy =0 con probabilidad uno, es decir, Plw € Q|Wy(w) = 0] = 1;

ii) W; es continuo en t;

v

)
i)

iii) El incremento (W, — W) se distribuye Normal N(0,¢ — s) bajo la medida P;
)

W, es adaptado a la filtracion {F;};>0, donde la filtracién es aquella generada por el
proceso mismo;

v) Si 0<s<t, elincremento (W, — Wj) es independiente de Fj;

vi) Para cualquier conjunto de tiempos 0 < t; < ty < --- < t,, los incrementos (W;, —
Wi), Wy, — Wy, -+, (W, — Wy, ) son estocésticamente independientes y también
se distribuyen normalmente bajo P.

Un Movimiento Browniano Geométrico esta dado por:
X(t) =exp (,ut + 0W(t)>
O bien,

In(X(t)) = pt+ oW (t) (2-1)
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2.2. Tasas de interés y derivados financieros

Una tasa de interés refleja el pago sobre un préstamo o una inversion, se traduce como el
costo del crédito. En México, la tasa de referencia lider es la TIIE28!, la cual representa el
costo de las operaciones de crédito entre bancos y es calculada diariamente por el Banco de
México con base en cotizaciones presentadas por las propias instituciones bancarias, siendo
28 dias el plazo de referencia. La tasa de referencia en el mercado financiero a nivel global
es la USD LIBOR? 3M, que es la tasa interbancaria en délares a tres meses (existen tasas
LIBOR para varias monedas).

En este contexto de tasas de interés, el costo del crédito también se refleja en que un peso
hoy no vale lo mismo el dia de manana debido al valor del dinero en el tiempo. Definiremos
la cuenta bancaria B(t) (“money-market account”) como el valor de una unidad monetaria
en el tiempo t > 0 que fue invertida a la tasa libre de riesgo r; vigente en el mercado, esta
tasa es libre de riesgo en el sentido de que no existe riesgo de incumplimiento por parte de
la contraparte. El comportamiento de la cuenta bancaria se describe a través de la siguiente
ecuacion estocastica:

dB(t) = r,B(t)dt, B(0) =1

Donde r; es F;—medible y es una funcién positiva con respecto a t.

Dividiendo entre B(t) e integrando ambos lados de la ecuacién de 0 a t:

In(B(t)) — In(B(0)) = /O(TS ds), por lo tanto

B(t) = exp ( /0 " ds))

La cuenta bancaria B(t) es la simulacién del comportamiento o trayectoria de la variable
aleatoria tasa libre de riesgo a través del tiempo; el dinero “crece”, genera rendimiento en
términos de la tasa r; en cada tiempo t.

Esta tasa libre de riesgo r; es conocida como la tasa spot, tasa cup6n cero, tasa corta (short
rate) o también conocida como la tasa spot instantdnea. Para fines de este trabajo se men-
cionaran indistintamente estos conceptos.

!Tasa de Interés Interbancaria de Equilibrio a 28 dfas
2London InterBank Offered Rate
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En términos de la cuenta bancaria se define el factor de descuento estocastico D(t,T") con
0 <t < T, el cual representa la cantidad de dinero al tiempo t equivalente a una unidad
pagada al tiempo T. Consideremos r y B deterministicos al tiempo 0, si depositamos A
unidades de dinero en la cuenta bancaria al tiempo 0, y queremos al tiempo 7" exactamente
una unidad monetaria, se tiene:

De forma anéloga al caso deterministico entonces se define el factor de descuento estocastico

D(t,T) como:
D(t,T) = % ~ exp ( _ /t o ds))

Aqui el factor de descuento D y la cuenta bancaria B no son deterministicos al tiempo t,
son Fpr—medibles y dependen de la evolucién futura de la tasa corta.

Sea P(t,T) el contrato que garantiza a su poseedor el pago de una unidad monetaria al
tiempo T sin considerar pagos intermedios; es decir, es el valor presente de una unidad
monetaria pagadera al tiempo 7.

En contraste con D(t,T), el factor de descuento puro o mejor conocido como bono cupén
cero P(t,T) si es deterministico al tiempo ¢ (aunque estocéstico antes de t) y es un instru-

mento financiero operable en el mercado. De hecho, si r; es deterministica para toda s en
[t,T], entonces D(t,T) = P(t,T).

P(t,T) 1

t T
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Hemos definido ¢t y T' como dos instantes en el tiempo, para ser mas precisos definamos
7(t,T) = T — t como la fraccién de tiempo al vencimiento del instrumento financiero en
anos. La convencién para calcular esa fraccién de ano (day-count convention) aplicable en el
mercado mexicano es ACT /360, es decir la diferencia entre dos fechas es el nimero exacto
de dias naturales dividido entre 360.

De igual forma, hemos hablado de la tasa libre de riesgo 7;, pero es preciso definir que de
acuerdo a su composicion se tiene una: tasa spot continua, simple y compuesta.

Sea R(t,T') la tasa spot con composicién continua, el capital acumulado bajo tasas continuas
es proporcional al tiempo:

P(t,T) = exp ( — R(t,T)r(t, T))
exp (R(t, T)r(t, T))P(t,T) —1

(2-2)

Sea L(t,T) la tasa spot con composicién simple, el capital acumulado bajo tasas simples
se incrementa de manera lineal, la tasa de interés depende inversamente de la unidad de
tiempo:

1
POD = T mre 1)

P@t,T) (1 + L(t, T)r(t, T)) —1

L, T)r(t,T) = % 1
1 - P(t,T)

Lt 1) = &, T)P(t,T)

(2-3)

Sea Y (t,T') la tasa spot con composicién compuesta k-veces en un ano, el interés producido en
cada unidad de tiempo se incorpora al capital. Se dice que los intereses bajo tasas compuestas
se capitalizan generando a su vez intereses en el siguiente periodo:

1

kr(t,T)
(14240

P(t,T) =
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k kr(t,T)
P(t.T) <1 MU T>> 1
k
Y&T)= ————— —k (2-4)
P<t7 T) kT (t,T)

Dentro del mundo financiero, encontramos diversos instrumentos financieros, un derivado
financiero es un contrato que basa su valor en el precio de otro activo al que denominaremos
activo subyacente o solamente subyacente, se establece entre dos partes las cuales se compro-
meten a intercambiar flujos de efectivo establecidos en fechas futuras. En este intercambio se
puede pactar un nivel fijo del subyacente conocido como “strike”, un monto determinado o
un pago indexado a una variable o a otro activo, los cuales seran intercambiados en la fecha
acordada.

El payoff de un derivado se define como el valor esperado del posible pago al vencimiento
del contrato.

Los principales usos de los derivados financieros son:

» Para fines de cobertura (gestién de las exposiciones de riesgo)
» Para fines de especulacién (oportunidades de arbitraje, formacién de mercado) y
» Para fines de negociacién (toma de posicién deseada)

Los derivados financieros pueden ser operados en mercados estandarizados (en México, existe
sélo un mercado estandarizado, llamado MezDer) donde la liquidacién, es decir la entrega y
pago de flujos de efectivo, se realiza a través de una Camara de Compensacién que elimina el
riesgo de contraparte, entendido éste como el riesgo de que una contraparte pueda quebrar
en la duracion del contrato e incumplir en sus obligaciones. O bien, pueden ser operados en
mercados no estandarizados o extrabursétiles (Over the Counter, OTC).

Nos centraremos en los derivados financieros cuyo activo subyacente corresponde a tasas de
interés. Entre los derivados més representativos sobre tasas de interés podemos encontrar [6]:

1. Un FRA (Forward Rate Agreement) es un contrato OTC para recibir o entregar la
tasa prevaleciente en el periodo [T, S]. En un FRA existen tres instantes en el tiempo:
t-tiempo actual, T-fecha de ejercicio y S-fecha de liquidacion, t < T < S. Al tiempo
S, el tenedor de un FRA en una posicién larga recibird un flujo de efectivo a la tasa
flotante L(T,S) vigente en [T,S] a cambio de pagar la tasa fija pactada (strike K')
sobre un nocional o valor nominal del contrato (N).
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» El payoff de un FRA (posicién larga) al tiempo S se define como:

N (T, S) [L(T, S) - K (2-5)

Donde K y L tienen la misma convencién de tasas.

» El precio de un FRA (posicién larga) al tiempo ¢ bajo el supuesto de ausencia de
arbitraje 2 estd dado por:

Aplicando la definicién de L(T, S) vista en (2-3) en la férmula del payoff anterior:

N [T(T, S)L(T, S)} ~ N7(T,S)K

N (T, ) [%(Z)S)} _ N (T, S)K
N (T, S) [ﬁ 1 - K]
Valor presente al tiempo t:
Nr(T,5)| If ((;’ ?) - P(t.5) - KP(t,5)]
Por lo tanto,
N (T, 8) [P(t,T) ~ P(t,S) — KP(t, 5)} (2-6)

Aquella tasa K que hace que el valor del FRA sea igual a 0 se le conoce como
tasa forward.

La tasa forward para [T, S] prevaleciente al tiempo ¢, estd dada por:

e Tasa forward simple

P79 = () (Fis) )

e Tasa forward continua

In((P(t,S)) — In(P(t,T))
(T, S)

3Ausencia de arbitraje en el sentido de que si dos portafolios valen lo mismo en una fecha futura entonces

F(t;T,5)=—

tienen que valer lo mismo hoy
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Esta tasa que se encuentra implicita entre dos tasas spot con diferentes periodos
de vencimiento [t,T] y [t,S] es intuitivamente una estimacién de la tasa spot
futura del periodo [T, S] con base en los niveles observados al tiempo ¢ de las
tasas spot de mercado.

2. Un swap de tasas de interés IRS (Interest Rate Swap), es un acuerdo entre dos par-
tes para intercambiar flujos de efectivo en fechas futuras sobre las tasas de interés,
monedas, nocionales y plazo acordados.

La estructura estandar (plain vanilla) es intercambiar una tasa fija por una tasa va-
riable/flotante de mercado (por ejemplo LIBOR, TIIE, etc.). En realidad, un IRS es
la generalizacion de los FRASs, ya que en cada fecha de intercambio de flujos del swap
t <ty <tsz<..<t,setiene un FRA definido.

» El payoff de un swap payer para cada tiempo i (es decir, posicién larga donde
paga la tasa fija) con un valor nominal del contrato igual a N se define como:

NTz‘(Tz‘—hTz’> [L(Tz‘—hTz‘) - K (2‘7>

Para un swap receiver (posicién corta donde recibes la tasa fija) el payoff es la
posicion contraria, es decir:

Payoffreceiver = _Payoffpayer

= El precio de un swap payer esta dado por:

B
N Y P(tT)n(Ti,T) |F( 1oy, T) — K (2-8)

i=a+1

Aquella tasa K que hace que el precio del IRS sea cero al momento de pactarse,
se le denomina tasa par swap:

P(t,T,) — P(t,Tp)
S oy P T) 7(Tio1, T))

Kpar swap —

it = a+1,a+2,.. [ fechas de pago
a =0, B=n

3. Una opcion es un contrato donde el tenedor del derivado realiza el pago de una prima
a cambio de adquirir el derecho de compra o venta del subyacente a un determinado
nivel pactado (strike o precio de ejercicio), cada intercambio de flujo se realiza si y
solo si el payoff de la opcién es positivo en la fecha de ejercicio.
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Una opcion del tipo call le da al tenedor el derecho més no la obligaciéon de compra
del subyacente al nivel pactado. En cambio, una opcién tipo put le da al tenedor el
derecho mas no la obligaciéon de vender el subyacente al nivel pactado.

Se tienen opciones europeas donde sélo se puede ejercer en la fecha de vencimiento, op-
ciones americanas donde se puede ejercer en cualquier momento antes del vencimiento,
o bien, bermudas donde sélo se puede ejercer en ciertas fechas establecidas antes del
vencimiento.

Un caplet o floorlet (techo o piso) son opciones del tipo call o put sobre tasa de in-
terés. Un caplet posicién larga te da el derecho a pagar una tasa fija y recibir una tasa
flotante prevaleciente al tiempo respectivo.

Un cap (floor) son una serie de caplets (floorlets).

» El payoff al tiempo ¢ de un caplet (posicién larga) con un nominal del contrato
igual a NV se define como:

N 7i(Ti1, T;) méx(L(T;-1, T;) — K,0) (2-9)

n

Cap = anpleti (2-10)

=1

» El payoff al tiempo i de un floorlet (posicién larga) se define como:

N 7(Tj—1, T)) méx(K — L(Tj_,,T) ,0) (2-11)
Floor = Zfloorleti (2-12)
i=1

4. Un swaption es un contrato donde el tenedor adquiere el derecho de entrar en un IRS
subyacente con costo cero al momento de su fecha de inicio a cambio del pago de la
prima, en otras palabras es una opcién cuyo subyacente es un swap forward starting
con costo cero. En un payer swaption (o call swaption) se paga la tasa fija pactada,
entonces se tiene el derecho de entrar al swap si y sélo si el payoff es positivo en la
fecha de vencimiento del swaption.
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= El payoff para la posicién larga con un nominal del contrato igual a N se define

COMmao:
B+1
N( (Ta, T) 73(Ti—1, T,) [ K o —K) 2.13
z%%l 1 )[ p p } N ( )

i = a+1l,a+2, .. 0 fechas de pago

a =0, B=n

2.3. Cap-Floors y sus caracteristicas

La tasa de interés es un factor de riesgo y un elemento clave en la economia, es por ello
que es uno de los subyacentes mas significativos en derivados financieros. En esta seccion
ahondaremos en las caracteristicas de los derivados de tasas de interés: cap-floors.

Un cap-floor se puede pactar ATM (at the money), ITM (in the money) u OTM (out the
money) dependiendo del nivel de K. Se dice que un cap-floor estd ATM si y sélo si el strike
pactado satisface:

P(t,T,) — P(t,Ts)

K = Karmu =
Zz a+1 Ti(ﬂ*hcri) P<t7ﬂ)

i = a+1,a+2,.. 0 fechas de pago

En la Tabla (2-1) se resumen las relaciones ITM-ATM-OTM con respecto a Karp para el
caso de un caplet o floorlet.
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| Karar Vs K| Floorlet | Caplet |

KATM < K ITM oOTM
Kiry = K ATM ATM
Kiry > K OTM IT™™

Tabla 2-1.: Clasificacién segun la relacién tasa par swap Vs strike

Las opciones que se encuentran dentro del dinero (ITM) implican necesariamente primas
méas altas, puesto que es muy probable que se tengan ganancias si se ejercen, en cambio
las opciones que se encuentran fuera del dinero (OTM) implican primas muy bajas, ya que
probablemente no seran ejercidas.

En las siguientes Figuras, se puede observar graficamente que un tenedor de un cap-floor
nunca ejercera la opcion si termina OTM en el caplet-floorlet al vencimiento. Las opciones
OTM son las preferidas por los clientes por ser baratas dado su alto nivel de opcionalidad y
en muchas ocasiones al ser baratas se suelen comprar para fines de cobertura del portafolio;
sin embargo, las opciones ATM son las mas liquidas en el mercado y son consideradas como
referencias (“benchmark”) del mercado.

Caplet posicion larga

> ITM
Strike

ATM
OTM <
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Floorlet posicion larga

ITM <
Strike
K
ATM
> O0TM
Caplet posicién corta
> ITM
Strike
K
ATM

OTM <
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Floorlet posiciéon corta

ITM <
Strike

ATM
> O0TM

Existe una relacion entre el precio de un cap, el de un floor y el de un forward-start swap,
analoga a la llamada paridad call — put:

call — put = forward R~ cap — floor = payer swap

e—r(T—t) ~

Primacay — Primay,, = Si—K Primacqy — Primagioer = Preciopayer swap

(2-14)

Con el mismo nivel K, mismo vencimiento y la misma estructura de fechas de pago.

Estas paridades son utilizadas para derivar el precio y calculo de sensibilidades de manera
practica a partir de un solo precio. De hecho estas paridades nos arrojan otra manera de
validar si un cap estd ATM; un cap estd ATM si y sélo si su precio es igual al precio del floor
respectivo con las mismas caracteristicas incluso misma volatilidad.

2.4. Medida de riesgo neutral

En el mundo financiero, el principio de no-arbitraje es un supuesto fundamental en la valua-
cién de derivados financieros, intuitivamente establece que no existe posibilidad de invertir
$0 el dia de hoy y recibir el dia de manana una ganancia segura y sin riesgo. O bien, en el
contexto de portafolios, si dos portafolios tienen el mismo payoff en una fecha futura entonces
deben valer lo mismo el dia de hoy.
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Un resultado importante que establecieron Harrison y Kreps (1979) [9] fue la relacién en-
tre ausencia de arbitraje y la existencia de una medida de probabilidad llamada la medida
martingala equivalente también conocida como la medida de riesgo neutral P asociada a un
numeraire?.

Diremos que el proceso estocastico {Y;} es martingala bajo la medida P y bajo la filtracion

{Fi her si:
E]P[}/i‘gjj}zy} ]

Es decir, el valor esperado al tiempo i dada la informacién del subyacente hasta el tiempo
7, sera el valor del proceso al tiempo 7. Esto significa que el proceso no tiene tendencia bajo IP.

Sea el numeraire la cuenta bancaria B(t,T") entonces la existencia de la medida de riesgo
neutral P asociada a ese numeraire implica ausencia de arbitraje. Para fines practicos del
presente trabajo en la valuacion de derivados financieros asumiremos la existencia de esa
medida de riesgo neutral, asimismo supondremos que el activo es replicable y autofinanciado

5

a través de una estrategia de activos basicos® en cada tiempo de transaccién. Bajo estos

supuestos el precio del derivado al tiempo ¢ esta dado por:

T

Precio(t) = Ep [exp ( - / (s ds))PayoffT | fﬂ]

t

Donde IEJ]p[ ~ | *} es el valor esperado condicional bajo la medida IP.

Bajo técnicas de cambio de numeraire®, si tomamos como numeraire el bono cupén cero, se
tiene la medida T — forward donde la tasa forward es igual a la esperanza condicional de
la tasa corta; bajo esta medida F'(t;7T,S) es martingala, es decir, la tasa forward es la mejor
estimacién de la tasa corta futura.

El precio del derivado bajo la medida T — forward esta dado por:

Precio(t) = P(t,T)Ex|Payof fr | 3‘}]

Esto es, el valor esperado del payoff descontado al tiempo de valuacion; este precio sera
mayor a mayor plazo porque existe mayor posibilidad de movimientos del activo subyacente,
por otro lado mientras mas se acerque el vencimiento el precio tenderd al payoft del derivado.

4Cualquier activo positivo sin pago de dividendos
®Como bonos cupén cero, compra/venta del activo subyacente, etc.
6Referir al Toolkit de Brigo y Mercurio (2001c)
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2.5. Valuacién de Cap-Floors

Los factores que afectan el precio o prima de un cap-floor son:

f (F o, P(t,T), t| K, T, S>

F(t;T,5) = tasa forward
o = wolatilidad asociada alatasa forward
P(t,S) = walorpresente de una unidad monetaria que se paga al tiempo S
t = fechadevaluacion
K strike
T = fechadeejercicio
S

= fechade liquidacion

El precio calculado a través del modelo (precio teérico) nos ayuda a saber que tan cercano
estd el precio de mercado del precio justo’. Existen diversos modelos de valuacién de cap-
floors desde los mas robustos como el de difusion de saltos, el de diferencias finitas, arboles
trinomiales o algoritmos de redes neuronales hasta los mas representativos en términos de la
practica del mercado como arboles binomiales, simulacién Monte Carlo, método de Cox, Ross
y Rubinstein, etc. Dentro de los arboles binomiales se encuentra el modelo Black-Derman-
Toy, el cual sugiere la construccion del arbol considerando como subyacente la tasa forward
en cada nodo a partir de precios de bonos cupon cero del mercado, de tal forma que al calibrar
esos precios observados se generan las tasas forward distribuidas Log-normal. Este modelo y
la férmula de Black 76 son los mas utilizados en el mercado para la valuacién de cap-floors.[1]

Para efectos de este trabajo se considerara sélo la férmula de Black 76.

2.5.1. Black 76

El modelo de valuacién de derivados financieros mas reconocido en la literatura y usado en
el mercado es el desarrollado por Fischer Black y Myron Scholes (1973) [2] comunmente
conocido como la férmula de Black & Scholes (B&S), esta férmula deriva una solucién
analitica cerrada del precio de una opcién europea en cualquier tiempo antes del vencimiento.
Posteriormente Merton (1976) haria su aportacién partiendo del modelo de Black & Scholes
y llegaria a un modelo de valuacién para derivados financieros cuyo subyacente son las tasas

"Libre de arbitraje
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de interés o instrumentos de renta fija, lo que se conoce como modelo de Black 76, intuiti-
vamente es Black & Scholes considerando como subyacente la tasa forward (F}).

El modelo de B&S constituyé un importante logro debido a que fue la respuesta a muchos
problemas financieros existentes, ademas de calcular el precio del derivado también fue po-
sible la administracién del riesgo de mercado de este tipo de posiciones a través de férmulas
analiticas. Desde su aparicién se ha generado un rapido crecimiento de los mercados de de-
rivados financieros, disenos de innovadoras estrategias de negociacion, cobertura de riesgos
y cada vez mas un mercado sofisticado que demanda modelos de valuacion de igual indole.

Los supuestos que contempla la férmula cerrada de Black 76 son:

» La tasa forward se distribuye Log-normal y su evolucién obedece un proceso estocastico
Movimiento Browniano Geométrico, el cual genera unicamente niveles positivos de la
tasa, lo anterior es equivalente a decir que los rendimientos logaritmicos (ln(Ftle)) de
la tasa forward se distribuyen Normal.

Como se vid en la seccién (2.1), un Movimiento Browniano Geométrico estd definido
con la siguiente ecuacién estocdstica:

dF = Fu(F,t)dt + o(F,t) FdW,; (2-15)

Donde,
F = tasa forward
volatilidad asociada a la tasa forward
valor esperado de la tasa forward
W, = proceso de Wiener que depende del tiempo ¢
Con:
E[dW;] = 0

Var[dW;] = E[(dW;)?] = dt
La férmula en (2-15) tiene la siguiente solucién 5:

2

F, = Fy exp ((p— %>t+JVVt)

8El desarrollo se encuentra en Venegas (2006) [14]
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= La volatilidad asociada es constante, definiendo la volatilidad como una medida de

variacién o dispersion de los movimientos del activo subyacente.

» Posibilidad de comprar/vender cualquier cantidad del subyacente en cualquier momen-

to dentro de un mercado que opera continuamente.

= Sin costos de transaccion, ni pago de dividendos.

» Existencia de la medida de riesgo neutral y principio de no-arbitraje (todo activo

subyacente replicable).

= Opciones tipo europeas.

Por mucho, el supuesto més negado es el de considerar una volatilidad constante, se ha visto

que si las tasas de interés presentan un incremento por ende la volatilidad aumenta, asimismo

conforme el tiempo pasa en la volatilidad se tiene variaciones y para cada strike se tiene una

volatilidad diferente.

Las férmulas respectivas de Black & Scholes y Black 76 se encuentran en la Tabla (2-2); es

usual que estas férmulas sean utilizadas con mayor frecuencia para derivar la superficie de

volatilidad implicita en los derivados financieros mas que un modelo de valuacién (o pricing

en inglés). De hecho en la practica en México, las cotizaciones de mercado de cap-floors son

a través de las primas y se realiza una traduccién via Black a las volatilidades asociadas del

instrumento.[11]

] Black & Scholes

Black 76

f(S,o,rt|K,T) =
[S N(wdy) — we T K N(w dz)]

In( ) fr(T—t)+ % (T—t)
oT—t

Donde dy =

dgzdl—U\/T—t

f(F, ot K,T)=
w e~ [F N(wdy) — K N(w d2)}

Donde dy =

dgzdl—O'\/T—t

N(-) = Funcién de distribucién de una Normal estdndar N (0, 1)

w = 1si es call/cap

w = —1si es put/floor

Tabla 2-2.: Férmulas para el precio del derivado financiero
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2.6. Griegas

Los operadores en los mercados financieros de derivados estan al pendiente de los movimien-
tos en el subyacente y en los factores que podrian repercutir en el valor del contrato. Es
de suma importancia no sélo conocer la “direcciéon” sino también la “velocidad” con que se
producen dichos movimientos.

Las llamadas “griegas” son métricas potenciales de sensibilidad del precio de una opcion ante
perturbacion de sus factores de riesgo, nos dicen cuanto comprar o vender del subyacente
o del propio derivado en si para cubrir la posicion y mitigar posibles pérdidas. Matemati-
camente son las derivadas parciales con respecto a un movimiento en un factor de riesgo
dejando todo lo demés de manera constante.

= Delta A
Es el cambio en el precio del derivado ante cambios de 1 unidad en el subyacente, en
el caso de derivados financieros de tasa de interés, hablamos de un movimiento de 1
punto base (0.01 %) en la tasa de interés en cuestion.

La A se ocupa cuando se quiere cubrir el riesgo a primer orden de posibles pérdidas en
la posicién (cobertura, “hedge” en inglés), por ejemplo aplicar A-hedge en una posicién
larga de un caplet implicaria vender cierta cantidad del subyacente igual al calculo de
A. De esta manera ante movimientos adversos se compensaria la pérdida, preservando
el objetivo de estar A-neutral.

En la Figura (2-1) se muestra el comportamiento de la A como funcién del subyacente
para una posicion larga en un caplet. Es importante notar el comportamiento de A
dependiendo qué tan cercana la opcioén se encuentra de su vencimiento. La linea de
“60 dias” (color gris) es la A a 60 dias del plazo de vencimiento de la opcién y la linea
de “vencimiento” obedece al comportamiento de A cuando la opcién esta por vencer.
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mrt-nf-the—nmn;y at-the-monay il It;-d'lle-mlunelf

Figura 2-1.: A et

Matematicamente:
1o A- OPrecio
0S;
A ~ 0 Caplet o Floorlet OTM
A ~ 05 Caplet ATM
A ~ —05 Floorlet ATM
A ~ 1 Caplet ITM
A~ —1 Floorlet ITM

De la paridad call-put, se deduce:

A=A, =1

Es decir, si se conoce la A de una opcion de compra, y en general cualquier griega,
entonces se conocen las griegas de la opcion de venta directamente.

La A es una buena aproximacion para cambios pequenos, pero ante cambios grandes
las predicciones de A no son buenas y se vuelve inestable por lo que ante cambios de
mayor magnitud se recurre a la gamma ~.
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= Gamma v

Es el cambio en A ante cambios de un punto base de la tasa (“delta de la delta”).
Mientras que la A es la pendiente de la curva, la v es la convexidad de la curva. Otra
interpretacién es considerar a la v como la “velocidad” a la que se deben realizar los
ajustes para mantener la posicién en A-neutral.

La maxima v se tiene muy cerca del nivel K ar), esto es porque la A es inestable en
ese punto debido a que al vencimiento, la opciéon ATM puede tener A =10 A =0 por
lo que no se tendria la certeza si es necesario hacer hedge o no. Esto se conoce como
“pin risk”.

Mateméticamente:
0 ([ OPrecio

—1<’Y:a—st<—ast ><1

A
—1<’}/:g—5t<1

De la paridad call-put, se deduce:
Ye = Vp
En la Figura (2-2) se muestra el comportamiento de la v como funcién del subyacente

para una posicion larga en un caplet. Es importante notar el comportamiento de ~
dependiendo del plazo al vencimiento.

Gamma (Ya)
il I

30 35 4D 45 50 55 60 &5 T0
Strike Price (5)

| % mth ——& mth ——3% mthl

Figura 2-2.: 7.,

Si el valor de v es grande en términos absolutos, entonces A es muy sensible a cambios
en el nivel del subyacente.
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= Vega v o Kappa k
Es el cambio en el precio de la opciéon ante cambios en la volatilidad del subyacente,
tipicamente cambios de 1%. En posiciones largas de opciones la relacién es positiva,
disminuyendo mientras el derivado se acerca a la fecha de vencimiento.

Matematicamente:
_ OPrecio
v do
De la paridad call-put, se deduce:
Ve = Up

Los valores méaximos de v se tienen cuando el nivel del subyacente estd muy cercano
al strike pactado.

= Theta ©
Es el cambio en el precio de la opcion ante el transcurso del tiempo al vencimiento.
Una O negativa significaria que por cada periodo de tiempo que transcurre, el precio
de la opcion bajaria de valor aproximadamente la cantidad de ©, ya que intuitivamente
se tendria menor posibilidad de cambios en el subyacente. No obstante, la magnitud
del cambio es mas pronunciada cuando la opcién se acerca a su fecha de vencimiento,
ya que la proporcién de tiempo seria mas grande.

La © afecta usualmente en el mismo sentido, pero no en la misma intensidad a todas
las opciones, depende si se encuentran I'TM, ATM u OTM. En el largo plazo tienen
el menor efecto de cambio y en la medida que se va acercando al vencimiento se van
reduciendo los efectos negativos. La intensidad es menor en las opciones OTM, después
ITM, y por ultimo las de mayor efecto negativo son las opciones ATM.

Matematicamente: '
_ dPrecio

© or

Dicho valor de © se ajusta por la convencién de mercado, por ejemplo se multiplica
por 1/365.
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= Vanna

Es la derivada cruzada de segundo orden que describe el cambio en el valor de la opcién
ante cambios de volatilidad y del subyacente conjuntamente, es decir, es la sensibilidad
de la A del derivado a cambios de primer orden en el nivel de volatilidad.

Matematicamente es la siguiente derivada cruzada:

Vanna — 0 (8P7"ecio>
do 05,
Ademas:
vanna, = vanna,

Volga

También conocida como volatilidad-gamma es el cambio en vega v ante cambios de 1 %
en la volatilidad, es decir es la segunda derivada del valor de la opcién con respecto a la
volatilidad, cambios de segundo orden. Para opciones OTM es positiva y para opciones
ATM es igual a cero.

Mateméticamente:

0 [ OPrecio
Volga = E® (—811 )

Ademas:
volga. = volga,

4 [y I v | 9 |

Posicion larga Cap | Si 1 Subyacente SiT A Si 1 Volatilidad | Si 1 Tiempo

- - + —

=—> 1 Precio =—> 1 Precio | =1 Precio —> | Precio

Posicion larga Floor | Si T Subyacente SiT A Si 1 Volatilidad | Si 1 Tiempo

—> | Precio —> 1 Precio —> 1 Precio —> | Precio

Tabla 2-3.: Relacién Precio Vs Griegas para posiciones largas
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De manera intuitiva y general, podemos definir a la volatilidad como la variacion o dispersion
de los niveles del subyacente en un periodo de tiempo, usualmente el periodo de tiempo se
considera en términos anuales.

Considerar una volatilidad constante no refleja de manera adecuada los precios de mercado.
Ademads, asumir una volatilidad constante presenta incosistencias sobretodo en derivados
exoticos donde se tiene més de un strike, no es claro a qué nivel de volatilidad se requiere
considerar para calcular el precio o derivar sus coberturas.

Aunque existen conceptualmente diferentes tipos de volatilidades, en el presente estudio se
mencionaran: volatilidad histérica, volatilidad implicita, volatilidad local y volatilidad es-
tocastica. Ademas se senalara brevemente la interaccion del modelo de difusion de varianza
de elasticidad constante y la estructura de volatilidad.

3.1. Entendiendo la superficie de volatilidad

En los ultimos anos el mundo ha vivido crisis financieras internacionales, los movimientos
especulativos son capaces de desestabilizar el sistema financiero de un pais entero en un solo
dia y afectar a las restantes economias del mundo por la globalizaciéon en la que estamos
inmersos. Por ejemplo, la crisis conocida como “Efecto Dragén” (“dragén de muchas cabe-
zas” ), la cual abarcé varios paises del continente asiatico comenzando en julio de 1997 con
Tailandia, después le seguirian Corea del Sur, Indonesia, Filipinas, Malasia y la economia
lider de la regién, Japén. El Efecto Dragén causé devaluaciones repentinas de las monedas,
hasta un 118 % en un solo dia, desplomé los mercados bursatiles, generé deuda-deflacién
y un sobre endeudamiento externo e interno; las tasas de interés se elevaron en la misma
magnitud y velocidad en la que las economias entraban en recesion, con la globalizacién de
los mercados financieros el contagio al resto del mundo fue inminente.

Antes de esta crisis, la forma de la grafica de la volatilidad con respecto al strike era una
linea, correspondiente a una volatilidad constante. Las olas de incertidumbre como resultado
de crisis finacieras y la interrelacién e interdependencia de los mercados financieros eviden-
ciaron que tomar una superficie plana “flat” de volatilidad no reflejaba de manera correcta
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el comportamiento del subyacente. Ante la expectativa de caida en precios, las posiciones en
opciones del tipo put sobre acciones comenzaron a ejercerse, se incremento la demanda y se
evidencio que la volatilidad asociada deberia ser mayor para elevar los precios.

Ante la posibilidad de eventos extremos como los observados en las crisis financieras comenzé
a asignarse una mayor volatilidad a opciones con precios de ejercicio menores a K arys, €s
decir, opciones OTM que a opciones ITM y ATM. La gréafica de volatilidad cambié mos-
trando el sesgo o la preferencia entre distintos precios de ejercicios, adquiriendo las formas
conocidas como “smile”, “smirk” o “skew”:

SMILE (Subyacente: FX)

o

Correlaciéon 0

K

10APUT  25APUT ATM 25ACALL 10ACALL

SMIRK (Subyacente: Equity)

g

Correlacion -

[ — K

10APUT  25APUT ATM 25ACALL 10ACALL
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SKEW (Subyacente: Commodities)

g

Correlacién +

// K

10A PUT  25APUT  ATM 25ACALL 10ACALL

La volatilidad sobre un cierto subyacente varia dependiendo de los niveles del strike pactado
asi como de la estructura temporal (fechas de vencimiento y fechas de pago del derivado
financiero), por lo que hablamos de una superficie de volatilidad f(K,T) — o:

m43.00%-45.00%

41.,00%-43,00%
m39,00%-41,00%
m37,00%-39.00%
m35,00%-37.00%
m33,00%-35,00%
m31,00%-33.00%
029.00%-31.00%
m27,00%-29,00%
m25,00%-27.00%

Figura 3-1.: Superficie de volatilidad

o0 — K

Si graficamos la volatilidad con los diferentes niveles de strike o en términos de % (mo-
neyness), la forma observada de la grafica no es lineal y se asemeja mds a una sonrisa
mejor conocida con la palabra en inglés smile o a una funcién creciente/decreciente
mejor conocidas con las palabras en inglés skew/smirk.
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El tipo skew con sesgo negativo (o menos usual smirk) es tipico del mercado de equity,
el mercado asume la existencia de “colas anchas” y una correlacion negativa entre el
precio del subyacente y la volatilidad. El tamano del skew/smirk se incrementa ante
una mayor volga, esto es ante una mayor volatilidad de la volatilidad misma.

Cuando no hay correlacion entre el subyacente y su volatilidad, la curva de volatilidad
es simétrica como la gréfica de una parabola.

n o — T

Cuando graficamos la volatilidad con los diferentes tiempos de maduraciéon a un precio
de ejercicio K fijo, se suele observar que los vencimientos més largos tienen una vo-
latilidad superior porque el activo subyacente tiene mayor tiempo para fluctuar, pero
esto no siempre es asi, depende del mercado, el producto y la situacion financiera,
por ejemplo también se suelen producir movimientos mas fuertes en los vencimientos
cercanos que en los lejanos y la volatilidad entonces seria mayor en el corto plazo.

No todas las volatilidades que cotizan en el mercado son significativas, algunas corresponden
a opciones iliquidas por lo que el dato es mas informativo que significativo. Las opciones
ATM son las que se consideran como las de referencia para la volatilidad, ya que son las més
liquidas y las mas sensibles ante variaciones de ésta.

Es importante hacer una distincién entre la volatilidad asociada al cap (floor) y la volatilidad
asociada al caplet (floorlet); si bien, ambas son aquellas tales que resultan en el precio de
mercado, la volatilidad del cap-floor asume el mismo nivel de volatilidad para cada caplet-
floorlet que lo conforman y se le conoce como volatilidad par (o volatilidad yield), esta
es la convencion de los niveles observados en el mercado interbancario. Mientras que la
volatilidad de cada caplet-floorlet es distinta en cada punto del tiempo T; y se le llama
volatilidad forward.

La volatilidad forward puede ser derivada a partir de las cotizaciones de mercado de la vo-
latilidad par del cap-floor. La relacién entre volatilidad par o, y volatilidad forward o4
es la siguiente:

Z caplet;(Opar) = Z caplet; (0 fyd;)
=1

i=1
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No es dificil ver que la volatilidad se convierte en otro activo subyacente, que se puede com-
prar o vender en el mercado, las opciones por si solas representan volatilidad y en el mercado
se puede tener exposicion directa y tinica de la volatilidad a través de instrumentos derivados
como un swap de volatilidad (volatility swap*) o los swaps de varianza (variance swaps?).

3.2. Volatilidad historica

También conocida como volatilidad realizada, se basa sobre los datos histéricos observados
que pueden utlizarse para pronosticar un escenario posible del futuro, el pasado puede ser
un posible escenario futuro. Se calcula estadisticamente como la desviacién estandar de los
rendimientos o niveles del subyacente observados en cierto periodo de tiempo.

Matemaéaticamente se calcula como:

o= (3-1)
Donde,
n = Numero total de observaciones
rr = Nivel del activo subyacente o rendimiento del subyacente
n
2T
o= =L Media muestral
n

Su importancia radica en que la volatilidad observada del mercado, sin importar cuanto
fluctie, siempre regresa a la media de la muestra y la volatilidad de un periodo estara in-
fluenciada por la observada en el periodo anterior.

!Contrato forward sobre la volatilidad realizada anual Vs el strike (volatilidad fija establecida)
2Contrato forward sobre la varianza anualizada del subyacente Vs el strike (varianza fija establecida)
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Entre algunas de sus desventajas se encuentran el criterio del periodo de tiempo a considerar,
algunos proponen tomar dos periodos, uno de mayor plazo (por lo general, 2 anos) y otro de
menor plazo (1 mes); aunque siempre existira el riesgo de no capturar movimientos relevantes
o movimientos extremos a pesar de tomar observaciones recientes del comportamiento del
subyacente, la historia considerada no necesariamente sera representativa de la volatilidad
futura del contrato, por lo que se estaria subestimando la volatilidad.

3.3. Volatilidad implicita

El modelo Black 76 se utiliza para derivar la superficie de volatilidad a partir de los precios
observados en el mercado, la volatilidad implicita es aquel valor de o tal que en la féormula
de Black 76 resulta el precio de la opcién observado en el mercado, esta volatilidad nos dice
no so6lo la magnitud sino también la rapidez y tendencia del comportamiento del subyacente.

Al no ser posible despejar la variable o para encontrar una expresién explicita de ella en
la formula de Black 76, se utilizan métodos iterativos o numéricos para determinarla, por
ejemplo, el método de Newton Raphson.

El método de Newton Raphson permite aproximar una soluciéon de una ecuacién del tipo
f(x) = 0 partiendo de un valor incial z de la solucién.

Sea una funcién f € C?a,b], a y b € R es decir, f con derivadas parciales de segundo orden
continuas y sea xp punto inicial en [a, b], entonces:

n

A través de Newton Raphson el célculo de la volatilidad implicita consiste en:

= Establecer el dato inicial de la volatilidad oy. Una buena estimacion para el valor inicial
de la volatilidad de acuerdo a Alatorre (2015) esta dado por:

F
oo =1/In <?>

Donde,

F = Nivel forward del activo subyacente

K = Precio de ejercicio
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= Calcular el precio de la opcién con Black 76 tomando la volatilidad implicita o = oy

» Determinar el valor de vega (cambio del precio de la opcién ante cambios en la vola-

tilidad)

vega = FT —tN(dy)e "I (bajo Black 76)

= Obtener el precio de mercado de la opcién Cyrxr.

El proceso iterativo finaliza cuando la volatilidad o; ~ o;,1.

C(o;) — C
Oi+1 = 0i — () 9C ML (3-2)
80’1'
Donde,

C(o;) = Precio de la opcién con o; en Black 76
Crvgr = Precio de mercado de la opcién

oC

= Vega bajo Balck 76
80i

Algunas de las desventajas es que el método de Newton Rhapson puede no encontrar una
solucién si el método no converge.

3.4. Volatilidad local

Bruno Dupire (1994) [5] propone uno de los primeros intentos para inferir una superficie
de volatilidad forward asumiendo la informacién de mercado a través de las cotizaciones de
las primas y estableciendo una dependencia entre la volatilidad, el nivel del subyacente y el
tiempo: 0 = o (S, t), o bien del nivel forward o = o(F}, t).

Por lo tanto, a partir de trayectorias del subyacente se estima la volatilidad que ademas
presume de ser unica.
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Analiticamente asumiendo un mundo de riesgo neutral:

dC(K.T) dC(K,T)
(%) + K (*552)

K2 <a2C(K,T) )

0'2(5, t)|t:T,S:K = (3-3)

0K?

En el caso de tasas de interés, considerando el nivel forward las férmulas en (3-3) se simpli-
fican de la siguiente manera:

dﬂ = O'(Ft, t)FtdW

Analiticamente asumiendo un mundo de riesgo neutral:

9 <aC(K,T) )
) B oT i
OK?
Donde,

C(,) = Precio de la opcién
K Strike de la opcién
S = Nivel del subyacente
T = Plazo al vencimiento en anos

Intuitivamente, la volatilidad implicita es aproximadamente el promedio de las volatilidades
locales que se encuentran entre el nivel spot (o forward) del subyacente y el strike.

Primero se calibra 0(1)(F ) para generar los precios de mercado con fecha de ejercicio t!
para todos los strikes, después se calcula 0(2)(F ) para generar los precios de mercado con
fecha de ejercicio t? para todos los strikes y asi sucesivamente, resultando en una volatilidad
aplicable para todo strike. La sabana de volatilidad bajo el modelo de volatilidad local es
independiente de movimientos en el subyacente pero es sensible a movimientos en las primas
de las opciones. Ademas, supone la existencia de cotizaciones de primas en cada strike y
vencimiento requerido, en otras palabras profundidad y liquidez en el mercado.

Aunque su utilidad es limitada a opciones sencillas (plain vanilla) y con subyacentes de tipo
equity vy FX, ya que presenta inconsistencias en el largo plazo para subyacentes de renta
fija o tasas de interés, ha sido una herramienta importante y pionera en la estimacion de la
volatilidad y su uso en la practica es aiin comtun debido a su facilidad de cémputo.
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3.5. Volatilidad estocastica

Posteriormente se desarrollaron los modelos de volatilidad estocastica, en estos se consideran
dos factores estocasticos: un factor conduce la dindamica estocastica del subyacente y el
segundo modela la dindmica estocéstica de la volatilidad (este factor es el causante del
efecto sonrisa).

Una volatilidad estocéstica se propone como aquel proceso estocéstico {o;}+>o que ajusta el
cambio en la volatilidad implicita del modelo B&S ante cambios en la fecha de vencimiento
o en el strike de la opcidn; es decir, se captura volatilidad en la volatilidad. Ademas de su-
poner una volatilidad como funcién del subyacente en periodos anteriores, se asume cambio
de volatilidad con el tiempo y dependencia de si misma.

Aunque se comporta de manera adecuada para opciones de largo plazo, en el corto pla-
zo la superficie bajo modelos de volatilidad estocéastica tiende a ser demasiado plana, otro
problema con este tipo de modelos es que puede resultar complicada la calibracién de los
parametros del modelo.

Han surgido diversos modelos de volatilidad estocastica, entre los cuales destacan:

= Modelo de Heston (1993) [10]

Presenta una féormula cerrada para el precio de una opcién suponiendo una correlacién
entre el nivel del activo subyacente y su volatilidad.

Asume la dindmica de la volatilidad acorde al proceso CIR (Cox, Inguersoll y Ross
(1985) [4]), es decir, la volatilidad se distribuye bajo una X? no centrada y se considera
la raiz cuadrada para evitar valores negativos.

La volatilidad del subyacente se rige bajo el proceso estocéstico vy:

dvy = k(O — v)dt + o/, dWy, K,O>0 y 2kO >0 (CIR)
Donde,
© = Constante que refleja el valor al cual elasticamente tiende la volatilidad

Constante que refleja la velocidad de ajuste
o = Vector con cada componente constante igual es o

W, = Proceso de Wiener
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3.6.

Modelo SABR (2002)3 [7]

Un modelo de volatilidad local sugiere que cuando el nivel del subyacente disminuye, el
modelo de volatilidad local predice un smile de volatilidad cargado hacia niveles altos
y viceversa, por tal razén ante un comportamiento erréneo del smile para derivados de
tasa de interés surge un modelo estocastico de volatilidad que depende de 4 parame-
tros; a, 5, py v. El modelo SABR propone que el nivel forward satisfaga:

dF = aFPdw,,  Fy>0, Bel0,1]
da = v adWs, ap >0, v>0
Con la siguiente correlacion:
dW1dWy = pdt p€(—1,1)

Modelo de difusion de varianza de elasticidad
constante (CEV)

Este modelo establece una dependencia de la volatilidad y el nivel del activo subyacente tal
que la elasticidad entre ambas es constante, ademas ésta dinamica es dependiente de los

periodos anteriores.

dSt = /LStdt + O'St *dW

Donde,

dW = Proceso de Wiener

« = Constante positiva, parametro de elasticidad

St a<1l = wvol 1 & Subyacente |
St a>1 = wvol 1 & Subyacente 1

Con una volatilidad definida como:

o(S) = aS®
do _ao
as S

3Referir a la seccién 4
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Se puede observar que cuando o = 0, el modelo CEV se reduce a la volatilidad constante
en el proceso Browniano Geométrico de B&S. Cuando o = —1, el logaritmo del precio del
activo subyacente tiene una volatilidad igual a a/S.



4. Modelo SABR para la estimacion de
la volatilidad

Hemos mencionado las debilidades del supuesto de volatilidad constante no sélo en el pre-
cio realmente observado en el mercado, sino también en el cédlculo de las sensibilidades y
coberturas; una volatilidad implicita constante no funciona para todo nivel de strike y/o
vencimiento. Ante la necesidad de generar un modelo de volatilidad aplicable para todo
nivel de strike y coherente con el comportamiento del mercado aparece el modelo SABR
(Stochastic alpha-beta-rho). En esta seccién analizaremos el modelo SABR, sus supuestos y
parametros, la dinamica del subyacente y la volatilidad generada.

El andlisis del modelo, los célculos y las féormulas presentadas estdan basadas en el estudio
realizado por Hagan, Kumar, Lesniewski y Woodward (2002) [7] para mayor referencia.

4.1. Planteamiento

El modelo SABR (Stochastic alpha-beta-rho, S-a/3p) surge al observar que bajo modelos de
volatilidad local el skew de volatilidad se comporta opuesto a lo observado en el mercado.
Esto es, cuando el nivel del subyacente disminuye el modelo de volatilidad local predice un
movimiento en el smile/skew hacia niveles més altos y viceversa, lo que resulta en inconsis-
tencias en los precios y coberturas del derivado®.

Cuando el activo subyacente es una accion, el movimiento en el precio spot de la accion es en
la direccién contraria de su volatilidad, es decir, si el precio spot cae entonces la volatilidad se
incrementa y la volga (volatilidad de la volatilidad) también se incrementa. En comparacion,
cuando el subyacente se trata de tasas de interés se observa un comportamiento contrario,
es decir el nivel de la tasa forward y la volatilidad se mueven en la misma direccién, ambas
incrementan o disminuyen conjuntamente. Referir a Hagan, Kumar, Lesniewski y Woodward
(2002).

Wer ejemplos expuestos en Hagan, Kumar, Lesniewski y Woodward (2002) [7]
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El modelo SABR propuesto por Hagan, Kumar, Lesniewski y Woodward resuelve la dindmica
entre el subyacente y la volatilidad de manera adecuada al derivar una volatilidad estocastica
que predice un cambio en la curva de volatilidad implicita en la misma direccion y magnitud
que el cambio observado en el nivel forward del subyacente.

El modelo SABR tiene la ventaja de ser considerado como el modelo mas simple de volatili-
dad estocastica libre de arbitraje; y aunque no genera férmulas analiticas para el precio del
derivado, la volatilidad calculada bajo este modelo es usada como una buena estimacién de
la volatilidad implicita en el precio de cap-floors y swaptions bajo Black 76. No obstante,
en Hagan, Kumar, Lesniewski y Woodward (2002) [7] se calibra el skew de volatilidad para
activos con una séla fecha de ejercicio, esto incluye a los caplet’s/floorlet’s o swaption’s pero
no a los commodities y renta variable (equity).

4.2. Dinamica del modelo

La dinamica de la tasa forward bajo el modelo SABR asume el comportamiento del modelo
CEV descrito en la seccién (3.6), de hecho el modelo SABR es una extension del modelo
CEV con volatilidad estocastica bajo un movimiento Browniano Geométrico.

Sea F(t) la tasa forward vista al tiempo ¢, F'(t) es martingala bajo la medida T-forward, por
lo que se tiene:

dF = C(t,«)dWy,  F(0)=f
Donde,
dWi es un movimiento browniano bajo la medida T — forward,

F0)=f es el niwvel forward al tiempo 0y

C(t, %) un factor deterministico o aleatorio.

De hecho, C(t, *) esté definido como:
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| Modelo | C(t,x) | Dinamica del nivel forward

Black 76 oF(t) dF = o F(t)dW, con vol constante

Dupire, Vol Local | o,.(t, F)F(t) dF = 01.(t, F)F(t)dW,  con vol a partir de

precios de mercado

SABR aF”? dE = &FPdW,  con & wol de la vol y correlacion
entre subyacente y vol

Tabla 4-1.: C(t, %) bajo los modelos Black 76, Vol Local y SABR

El modelo SABR asume una volatilidad que no sélo depende del nivel strike sino también del
nivel forward observado al dia de hoy o(f, K), establece una correlacién entre el comparta-
miento del nivel forward y la dindmica de la volatilidad y genera superficies libres de arbitraje.

Modelo SABR |

dF = aFPdW,  Fy=f>0, Bel0,1]
di =vadWy, — dy=a >0, v>0

dWldW2 = pdt 1% € (—1, ]_)

= El pardmetro 8 controla qué tan pronunciada es la pendiente de la curva y establece
la distribucion del subyacente. El impacto en la curva ante variaciones en el valor de
[ se refleja en desplazamientos hacia niveles por debajo de o473, ante incrementos en
[y con una pendiente menos pronunciada, es decir entre mayor es 8 la curva es mas
plana de acuerdo a Skov Hansen (2011) [8].

Para determinar el valor de 8 se puede utilizar las condiciones de mercado observa-
das en una ventana de tiempo histérica del comportamiento del subyacente; o bien,
mediante una regresion lineal de los niveles histéricos de la tasa forward versus volati-
lidades ATM (series de tiempo del tipo (In f, Inoaras))-
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Si 8 = 1, entonces se tienen un modelo estocastico log-normal.
Si = 0, entonces se tienen un modelo estocastico normal.

Si 3 = 1, entonces se tienen un modelo estocdstico CIR (ver seccién 3.5).

s El pardmetro & controla el nivel de la volatilidad ATM. Una variaciéon en el valor de
«a impacta en movimientos en toda la curva; ante incrementos de «, toda la curva se
desplaza hacia mayores niveles de volatilidad; la mayor curvatura es con o47;.

af

al

ATM

Movimientos en la curva ante variaciones de «

» El parametro p controla el sesgo del skew. Oscila entre £1 debido a que describe la
correlacion entre ambos movimientos brownianos Wy y Ws. Un p positivo arroja niveles
mayores volatilidad a niveles de strike por arriba de K 47)/; un p negativo arroja niveles
mayores volatilidad a niveles de strike por debajo de K a1y, .

pl P

ATM

Movimientos en la curva ante variaciones de p
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» El pardmetro v (volatilidad de la volatilidad) controla la simetria de la curva (es decir,

qué tanto la curva adquiere la forma “smile”).

Ante una mayor v, el efecto en la curva

es una curva mas convexa, por el contrario alrededor del punto ATM se hace mas plana.

v

ATM

Movimientos en la curva ante variaciones de v

4.2.1. Foérmula de la volatilidad

La férmula explicita de la volatilidad como funcién del valor forward al tiempo 0 y del strike

bajo el modelo SABR est4 dado por?:

« z
UB(Ka f) = — a2 Y
(FK)a-9/2{1 4 U822 £ G2BEga foy 1y <w Z)>
1-p? o pBua 2-3p° ,
1 tew + ... 4-1
{ J“[ 24 (fK)-B " 4(fK)(1-P)/2 24 “} eo + (4-1)
Con:
_v f
Z = —_—

Y a-B)/2
S(fK) n

1—2pz+22+z—,0>
IL—p

z(z) =In (

2El desarrollo se puede consultar en Hagan, Kumar, Lesniewski y Woodward (2002)
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Para opciones ATM (es decir, f = K) la férmula se simplifica a:

1-5)? o’ 2 — 3p°
UATMZUB(f,f)Zfla_ﬁ{lJr[( 246) ff_w Zfﬁg 24p v2]tez+... (4-2)

W

Los términos subsecuentes en “+...” se consideran despreciables en el sentido de que afectan

el calculo de la volatilidad en un 3 % en el peor de los casos.

4.2.2. Parametrizacion y calibracion

Una parametrizacion de las formulas en (4-1) y (4-2) que provee un mejor entendimiento del
comportamiento del modelo SABR es utilizando In( K/ f) teniendo la siguiente aproximacion:

ralF. 1) = 755 {15 (1= A=) (K )45 [(1= 89+ W (K ) +...} (43

Donde,
v
A= —f1F parametro que mide la intensidad de v
o
@
W volatilidad implicita de opciones ATM
1
—5(1 — B = pA) representa el skew, pendiente de la volatilidad implicita con respecto
al strike. Se compone del factor “beta skew” (pendiente descendiente
segun el valor de (3) y “vanna skew” (sesgo causado por la correlacién
entre volatilidad y activo subyacente determinada por el valor de p)
1
E(l — B)? representa la convexidad proporcional a vV beta skew

5(2 —3p*)\? representa la “volga”, volatilidad-gamma o volatilidad de la volatilidad

En la calibracion de los parametros es mas conveniente usar oaras, 3, p, y v en lugar de
a, B, p y v usualmente cuando el instrumento es un swaption. En caplet-floorlet’s, la cali-
bracién del modelo se suele realizar encontrando «, p y v dados 3, f y K observados para
cada t.z.
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La actualizacion de los parametros «, p y v depende del cambio en las cotizaciones de mer-
cado y la profundidad del mismo, por ejemplo, puede ser intradia o una vez al mes actualizar
una superficie definidida en moneyness, ya que por la forma de construccion de la superficie
hace que se traslade de manera adecuada con el movimiento de las forwards.

El objetivo en la calibraciéon del modelo es minimizar la diferencia entre la volatilidad de
mercado y la volatilidad estimada bajo SABR para cada strike y cada t.,, en términos de
minimizar el error cuadrético:

ml'nz (UMKT — UB(Oé,ﬁaanQ K, f>)2

7

O bien, en términos de precios:

2
minz [Precio(aMKT) — Precio(aB(a, B, p,v; K, f))]

7

La préctica del mercado es primero fijar el valor de § antes de calibrar los demés parametros.

Se puede aplicar técnicas de optimizacion a través de Newton Raphson al minimizar las
férmulas anteriores encontrando los valores de los parametros dadas las restricciones inicia-
les y la informacién de mercado.

4.3. Griegas

Para el caso de las principales griegas delta y gamma, no sélo debemos observar movimientos
en el activo subyacente de manera aislada, sino también el impacto en el smile de volatilidad
debido a la correlacién entre subyacente y volatilidad establecida en el modelo SABR.

= Delta Se considera cambios en el activo subyacente y cambios en la volatilidad, “smile
delta”.

ov. 0V 0o 0o pa
A=+ (G0
df 0o \of  Oo fB
= Vega Se considera cambios en la volatilidad y cambios en el subyacente, “smile vega”
(cambios en &).

oV do <ava_o— a_v> pf?

V=500 \acar " af

(67



5. Modelo SABR para una opcion de
TIIE28

Aplicaremos el modelo SABR y los célculos vistos en el capitulo 4 a una opcién sobre la tasa
de referencia en el mercado mexicano, la TITE2S8.

Al considerar los instrumentos financieros cap-floors, se construiran las volatilidades for-
wards de cada caplet-floorlet a partir de las cotizaciones de mercado de la volatilidad par
y las tasas par swap de los IRS de TIIE28, este proceso es conocido en la literatura como
“stripping cap volatility”. Existen varios métodos pero en este estudio abarcaremos el méto-
do de bootstrapping.

A partir de los insumos de mercado, se determinaran los valores de los parametros del
modelo SABR adecuados para inferir el skew de volatilidad minimizando el error cuadratico
en precios.

5.1. Informacién de mercado

Para el caso de cap-floors se tomard los insumos de mercado de uno de los proveedores
oficiales en México, Valmer. Estas cotizaciones se encuentran en términos de volatilidades
con respecto a Kary = (BID + ASK)/2 y donde {-2, -1, -0.5, 0.5, 1, 2} son los puntos
base + del nivel ATM, por ejemplo, el nimero 2 es igual a 200 puntos base mas de Karas
(Karam+2% ). Para floors corresponden{-2, -1, -0.5} y para caps {0.5, 1, 2}.

Para fines de este estudio se considerard hasta el plazo de 3y (1092 dias), cabe mencionar
que los cap-floors de TIIE28 no presentan gran profundidad de mercado en los vencimientos
muy largos.
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Plazo | BID ASK -2 -1 -0.5 0.5 1 2

364D 16.1 18.1 | 17.33 | 16.33 | 16.50 | 17.9415 | 18.89 | 20.83

728D | 19.05 21.05 | 20.97 | 19.65 | 19.55 | 20.9254 | 21.93 | 23.97

1092D | 23.09 25.9 | 26.41 | 24.69 | 24.45 | 25.7906 | 26.84 | 28.99

1456D | 27.3 29.3 | 29.50 | 28.00 | 27.84 | 29.1408 | 30.13 | 32.14

1820D | 28.4 30.4 | 30.13 | 28.98 | 28.93 | 30.1734 | 31.06 | 32.88

2548D | 29.65 31.65 | 30.65 | 29.98 | 30.13 | 31.3634 | 32.15 | 33.75

3640D | 29.5 31.5 | 29.97 | 29.71 | 29.99 | 31.1303 | 31.80 | 33.16

Tabla 5-1.: Cotizaciones de opciones de TIIE28 (Informacién Valmer)

Es necesario también las cotizaciones de las tasas par swap de IRS de TIIE28 y la TIIE28
publicada por Banco de México. El mercado de IRS por medio de estas cotizaciones brindan
el valor de la tasa fija a pagar o recibir en el contrato, son instrumentos lunares, es decir
pagan cupén cada 28 dAas, pago de interés. Bajo calendarios lunares el IRS 13x1 es el swap
a un plazo de 1 ano el cual contempla 13 cupones de 28 dias.
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Plazo en dias | Tenor | Tasa
84 3x1 6.89 %
168 6x1 7.02 %
252 9x1 7.10%
364 13x1 7.12%
728 26x1 7.15%

1,092 39x1 7.16 %
1,456 52x1 7.19%
1,820 65x1 7.20 %
2,548 91x1 7.31 %
3,640 130x1 | 7.43%
5,460 195x1 | 7.66 %
7,280 260x1 | 7.76 %
10,920 390x1 | 8.02 %

Tabla 5-2.: Cotizaciones de IRS de TIIE28 (Informacién Valmer)

Plazo en dias Tasa
| 28  6.8350% |

Tabla 5-3.: Banxico. TIIE28

5.2. Aplicacién del modelo SABR

Para aplicar el modelo se llevaron a cabo a cabo los siguientes procedimientos:

= Bootstrapping para los factores de descuento.

A partir de las tasas par swap de los IRS de TIIE28 de la Tabla (5-2) se genera la
curva diaria de tasas spot para determinar los factores de descuentos P(t,T).

= Determinacion de K — strike para cada plazo y precio de mercado.

Se calcula cada K — strike al plazo y el precio de mercado de los cap-floors con la
volatilidad par de mercado.
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s Calculo de volatilidades forward bajo SABR.

Se genera toda volatilidad forward asociada a cada caplet-floorlet con los valores ini-
ciales de los parametros.

= Calibracion de parametros.

Se calibran los valores de «, (8, py v minimizando el error cuadratico en precios.

5.2.1. Bootstrapping en tasas par swap IRS de TIIE28

El proceso de bootstrapping consiste en deducir los valores de las tasas spot o cupon cero en
el largo plazo a partir del primer plazo conocido! y las tasas par swap de IRS cotizados en
el mercado. Al calcular las tasas cupdén cero recursivamente, el proceso recuperara las tasas
par swap de mercado observadas de los IRS.

El método de bootstrapping que aplicaremos serd en tasas par swap? con la variable objetivo
igual a la tasa cupdn cero que hace que el valor presente neto de un swap receiver sea igual
a cero.

Valor Presentepgiq rija — Valor Presentepatq riotante = 0

El primer IRS es el 3x1, los 3 flujos de efectivo de la pata fija se calcularan con K la tasa par
swap al plazo correspondiente 3x1 (referir a las tasas en la Tabla 5-2); y para la pata flotante,
el primer flujo a 28 dias esta dado con la informacién de la tasa del primer nodo, para el
segundo flujo (56 dias) se interpola linealmente entre el nodo 1 y nodo 3, de esta manera la
incégnita serd la tasa cupén cero para el flujo de efectivo del nodo 3 (84 dias), se establece
un valor inicial de dicha variable y a través de Newton Raphson, se encuentra el valor tal que:

Valor Presentepatq rijo(Kpar swap3t1) — Valor Presentepaiq riotante(r:) = 0

Con, i€{1,2,3}
r1 = Tasa cupdn cero del nodo 1

ro = Tasa cupd cero interpolada linealmente entre nodo 1 y nodo 3

r3 = Tasa cupdn cero a encontrar a través de Newton Raphson

INodo 28 dias con TIIE28 o nodo de un dia con la tasa de fondeo interbancario
2Existe bootstrapping en precios, en factores de descuento, en volatilidades, etc.
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Para el IRS 6x1, se realiza el mismo procedimiento considerando la tasa par swap de 6x1,
con la diferecia de que los primeros 3 cupones ya estan dados con las tasas cupdn cero esta-
blecidas del IRS 3x1. Y asi sucesivamente hasta llegar al IRS 390x1.

Una vez calculadas las tasas cupén cero se procede a generar los factores de descuento P(t,T).
Se considera nuevamente una interpolacion lineal para extender la curva de manera diaria,
considerando tasas con composicion continua bajo la convencién ACT /360 y un calendario
de dias inhabiles para determinar las fracciones de ano ;.

Puede considerarse directamente las curvas de tasas cupén cero de Valmer que son construi-
das a través de este procedimiento.

9.00%

°
8.50% -
8.00% .o"

*] .....

= 7.50% s

o .t

Nodo 28d .

2 aritee it ®

o 7.00% g0

b .

E 650% &

00

5.50%

5.00%
1 1 3 6 9 13 26 39 52 65 91 130 195 260 390

«««p - Rate 6.497.056947.047.107.127.147.147.177.187.327.477.817.97 872

Tenor

Figura 5-1.: Curva generada a partir de bootstrapping para cada tenor/plazo del IRS de
mercado

5.2.2. Determinacion de K-strike y precio de mercado

Después de derivar la curva de tasas cupon cero, se determina para los plazos de 1, 2 y 3 anos
las tasas par swap que representa el strike K al cual son pactados los cap-floors respectivos
a esos plazos.

Recordando:

P(t,T,) — P(t,Tp)
Zf:a P(t,T;) 7i(Ti-1, T;)

Kpar swap —
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Strike's (K)
PLAZO ATM -1% -0.5%
364 7.12% 5.12% 6.12% 6.62% 7.62% 8.12% 9.12%
728 7.15% 5.15% 6.15% 6.65% 7.65% 8.15% 9.15%
1092 7.16% 5.16% 6.16% 6.66% 7.66% 8.16% 9.16%

Con K y oyt calculamos los precios de mercado de las opciones de TITE28 con Black 76,
subrayando que este precio considera la misma volatilidad par para cada caplet-floorlet.

En el caso de cap-floors, se considera que el primer cupén ya fijé la TIIE28 por lo que el
primer cupén se omite del calculo.

5.2.3. Calculo de volatilidades forward bajo SABR

Como se tiene cotizaciones ATM, es posible aplicar la férmula vista en (4-2), despreciando
los términos " +...”:

A2 A2 — 392 .
O'ATM:UB(f,f):flaﬁ{l—{—[(l 245) f32ﬁ+4;0f51a7;+2 2510 U2i|tlgl’}

Atn mas, si se determina [ = 1, lo anterior se simplifica a:

2 —3p? ,
oaras = op(f, f) = o{ 14+ [0+ =, )

Donde v, «, 8y p se establecen con los valores iniciales.
Para los restantes K — strikes se utiliza la férmula general (4-1) para determinar op(K, f).

Para cada t!

ex?

floorlet, para el plazo de 1 ano {z €{2,3,..., 13}}, se tiene 12 caplets-floorlets para determi-

se calcula la tasa forward f y la volatilidad forward asociada a cada caplet-

nar su volatilidad forward (el primer caplet-floorlet tiene volatilidad igual a 0%, ya que se
conoce el valor de TIIE28), para el caso de 2 anos seran 25 caplets-floorlets y asi sucesiva-
mente.

5.2.4. Calibracion de parametros

Para cada vencimiento de las opciones de TIIE28, se debera calibrar cuatro parametros:
v, a, By p a partir de los insumos de mercado.
En la practica, la calibracién se realiza fijando un parametro ya sea:

» Fijando € [0, 1] y calibrando v, a y p
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= O fijando p =0 y calibrando v, a y B

En el presente trabajo consideraremos el primer caso tomando § = 1, por lo tanto el subya-
cente se distribuye de manera log-normal evitando asi valores negativos en la tasa forward.
A continuacion se presenta un histérico cerca de 10 anos de la TIIE28 donde se puede ob-
servar un valor minimo de 3.3 %, un valor maximo de 8.8 % y un valor actual cerca de 6.8 %,
aun mas vivimos un periodo de alza de tasas; por lo que tomar 5 = 1 es coherente con el
comportamiento del subyacente y con la préactica del mercado.

En un ambiente de politica monetaria de bajas tasas de interés incluso negativas como el
caso de Europa, el modelo SABR se ajusta a este tipo de casos con § = 0.

TIIE a 28 dias, Tasa de interés en por ciento anual
(2008-2017)

)
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Figura 5-2.: Historico de la TIIE28, con cifras publicadas por Banxico

Para encontrar los valores de v, o y p se minimiza el error cuadratico entre precios de mer-
cado y precios calculados con las volatilidades forward bajo SABR para cada K — strike; es
decir, se tendra 7 ecuaciones con 3 incognitas.

2
minz [PTecio(aMKTi) — Precio(og(a, 1, p, v; K, f))] coni=1{1,2,3...,7}
i
Diferencias
364 ATM -2% -1%  -0.5% 0.5% 1% 2%
Diff 9 5 - 22 12 - 17 - 19 26 2,085

Figura 5-3.: Diferencias entre MKT precios y precios bajo SABR
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Para plazo de 1 ano se considerard los parametros v, a y p fijos para cada caplet-floorlet.
En cambio para los plazos de 2 y 3 anos a partir de la estructura de volatilidades forward
generada para el plazo de 1 ano, para los caplets-floorlets subsecuentes se supone una in-

terpolacion lineal en pardmetros v, « y p para cada t/, y de igual forma mediante Newton
Raphson se minimiza el error cuadratico.

Calibracion
beta alpha rho nu.
364 1 0.1682 0.2681 0.5877
728 1 02421 0.3564 0.4285
1092 1 0.3322 0.2797 0.5066

Figura 5-4.: Valores de v, a y p para los plazos de 1, 2 y 3 anos

5.3. Skew de volatilidad

La curva de volatilidad generada para opciones de TITE28 para plazos dentro de los 3 anos
se presenta a continuacion:
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Volatilidad

La implementacion, férmulas y procedimientos relacionados con este estudio se generd en
Visual Basic. Referir a los Anexos A, B y C para mayor referencia.

5.4. Calculo del precio y sensibilidades

Por 1ultimo, se realiza la valuaciéon de una opcién de TIIE28 con un plazo de hasta 3 anos y
la variacién en precio ante sensibilidades en los parametros v, a y p para fines de cobertura.

Fecha de Valuacion
Tipo de Opcion
Tipo de posicion
Subyacente

Plazo

Convencion

Strike

Precio

Sensibilidad al skew

Sensibilidad a la correlacion §
Sensibilidad a la vol de vol

Figura 5-5.: Precio y griegas para un cap de TITE28 con K=7% y plazo de 1 ano
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CAP de TIIE28 % Volatilidad
Volatilidad bajo SABR 17.32%
Volatilidad implicita de mercado 17.94 %

Tabla 5-4.: Volatilidad bajo SABR y volatilidad implicita para un cap de TITE28 con K=7 %
y plazo de 1 ano

El precio de un cap sobre TIIE28 con precio de ejercicio igual a 7%, plazo 1 ano, nocional
de $ 1 y con volatilidades bajo SABR es igual a $ 0.042088. La sensibilidad al pardmetro
a es igual a $ 0.002454, monto necesario ante movimientos en el nivel o7/, por su parte
ante movimientos de +0,01 en la correlaciéon entre subyacente y volatilidad, el parametro p
arroja un valor de - $ 0.000005 y finalmente ante incremento de la volatilidad de la volati-
lidad misma, $ 0.0000234 es la cantidad necesaria para cubrir pérdidas ante sensibilidad de v.

Fecha de Valuacion
Tipo de Opcion

Tipo de posicion
Subyacente

Plazo

Convencion

Strike

Precio

Sensibilidad al skew

Sensibilidad a la correlacion

Sensibilidad a la vol de vol

Figura 5-6.: Precio y griegas para un floor de TIIE28 con K=7% y plazo de 2.5 anos

FLOOR de TIIE28 % Volatilidad
Volatilidad bajo SABR 30.26 %
Volatilidad implicita de mercado 24.45 %

Tabla 5-5.: Volatilidad bajo SABR y volatilidad implicita para un floor de TIIE28 con
K=7% y plazo de 2.5 afios
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El precio de un floor sobre TIIE28 con precio de ejercicio igual a 7 %, plazo 2.5 afios, nocio-
nal de $ 1 y con volatilidades bajo SABR es igual a $ 0.25697. La sensibilidad al pardmetro
a es igual a $ 0.00906, monto necesario ante movimientos en el nivel o477, por su parte
ante movimientos de +0,01 en la correlaciéon entre subyacente y volatilidad, el parametro p
arroja un valor de $ 0.0000047 y finalmente ante incremento de la volatilidad de la volati-
lidad misma, $ 0.0003194 es la cantidad necesaria para cubrir pérdidas ante sensibilidad de v.



6. Conclusiones

Mediante el modelo SABR pudimos resolver la problematica de la volatilidad constante a
través del calculo de volatilidades forward para opciones de TITE28 teniendo una estimacién
coherente con el mercado ya que en la calibracion de los parametros, éstos se determinan de
tal forma que recuperamos los precios de mercado. Al derivar la superficie de volatilidad, no
solo somos capaces de calcular el precio y sensibilidades de una opcién observada y operada
en el mercado sino también es posible la valuacién y la gestién de riesgos de opciones que no
cotizan directamente en el mercado, como las opciones exéticas. Por ejemplo, una opcion de
TIIE28 tipo “range accrual”, donde el payoff esta definido en términos del nimero de veces
que la TITE28 se encuentra dentro de un rango [K7y, Ks|, K3 > K; en cada fecha de revisiéon
establecidas a lo largo del plazo del derivado.

A lo largo de este estudio se deduce una posible mejora en la aproximacion que arroja el
modelo SABR en el corto plazo ya que al no contar con suficiente informacion se establece el
mismo valor en parametros para los primeros 12 caplets-floorlets de la estrucutra de un ano;
sin embargo, este supuesto se traduce en un aplanamiento de la curva de volatilidad, lo cual
se asemejaria a considerar una volatilidad casi constante, pero al no contar con informacion
representativa en el corto plazo se optd por este supuesto aunque podria fortalecerse.

Si bien los modelos de estimacién de volatilidad no necesariamente reflejan el comportamien-
to real del subyacente, la volatilidad realmente observada, la posicion final del instrumento
o el impacto de factores de riesgo, son la alternativa que se han desarrollado para proyectar,
estimar, calibrar y gestionar el comportamiento de la volatilidad en los mercados financieros.
El modelo SABR es conveniente en casos donde se tienen pocos puntos en la superficie de
mercado, para un mercado liquido y con varios puntos cotizando no es recomendable usarlo.

A manera de conclusién, ante un mercado financiero cambiante como el que vivimos hoy en
dia el modelo SABR representa una metodologia viable para la estimacién de volatilidades
forward a través de superficies suaves y no arbitrables. La determinacion de sus pardametros
no soélo conllevan a derivar la superficie de volatilidad con insumos de mercado sino que
también marca la pauta para modificar los parametros en la busqueda de una adecuada
administracion de riesgos financieros, o ante movimientos por expectativas de mercado o
escenarios adversos.



A. Anexo: Implementacion Boostrapping
en Visual Basic

Option Explicit

Public Function linear(ByVal tenors As Variant, ByVal rates As Variant, ByVal Term As
Integer) As Double

Dim ren As Integer
Dim K As Integer
Dim m As Double
K=2

ren = tenors.Rows.Count

If Term < tenors(1) Then
linear = rates(1)
Exit Function
Elsel f Term > tenors(ren) Then
linear = rates(ren)
Ezit Function

Else
Do W hile Term > tenors(K)
K=K+1
Loop

m = (Term — tenors(K — 1)) /(tenors(K) — tenors(K — 1))
linear = m x rates(K) + (1 —m) x rates(K — 1)
End If

End Function

Sub Boots()
Dim i As Integer
Dim objRate As String
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Dim err As String
Fori=1 To 13

err = "U”& CStr(i + 6)
objRate = 7Q”& CStr(i + 6)
Range(err).GoalSeek Goal:=0, ChangingCell:=Range(objRate)

Next i
End Sub

Function par swap (ByVal tenors As Variant, ByVal discounts AsVariant,
ByVal Term As Integer, ByV al Nodol As Double) As Double

Dim Total As Integer
Dim i As Integer
Dim sum As Double
sum = 0

Total = (Term / 28)

For i = 1 To Total

sum = sum + (tenors(i) * discounts(i))

Next i

par swap = (Nodol — discounts(Total))/sum

End Function

Public Function forwardrate (ByVal discounts As Variant, ByVal LongTerm
As Integer, ByVal ShorTerm As Integer) As Double

forwardrate = ((discounts(ShorTerm)/discounts(LongTerm)) — 1)x*
(360/(LongTerm — ShorTerm))

End Function



B. Anexo: Implementacion Black 76 en
Visual Basic

Public Function Black76 (ByVal CapFloorFlag As String, ByV al position As String,
ByVal VolFlag As String, ByVal K As Double, ByVal Term As Integer,
ByVal sigma As Double, ByV al discountFactor As Vam'(mt) As Double

Dim d1 As Double, d2 As Double, t As Double, F As Double, i As Integer
t = (28 * Term) / 360

If Term = 1 Then
F = Sheets("MKT Data”).Range(”S5”).Value

If CapFloorFlag = "¢’ Then

sum = sum + discountFactor(28 * Term) * Application. WorksheetFunction.Max(F - K, 0)
Elself CapFloorFlag = ”f" Then

sum = sum + discountFactor(28 * Term) * Application. WorksheetFunction.Max(K - F, 0)
End If

Else

F = forwardrate(discountFactor,28 x Term, 28 x (T'erm — 1))

If VolFlag = "par” Then

dl = ((Log(F/K) + (sigma?®/2) x t))/(sigma * Sqr(t))

d2 = dl — sigma x Sqr(t)

Else

dl = ((Log(F/K) + (sigma?*/2) = t))/(sigma x Sqr(t))

d2 = d1 — sigma * Sqr(t)

End If

If CapFloorFlag = ”c¢”Then

sum = sum-+discount Factor(28«Term)*(FxApplication.W orksheet Function.NormsS Dist(d1)
— K * Application. W orksheet Function.NormS Dist(d2))

Elself CapFloorFlag = 7’ Then

sum = sum—lxdiscount Factor(28«T erm)x(FxApplication.W orksheet Function.NormS Dist(—d1)
— K x Application.Worksheet Function.NormS Dist(—d2))
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End If
End If

If position = ”Short” Then
Black76 = -sum

Else

Black76 = sum

End If

End Function



C. Anexo: Implementacion Modelo
SABR en Visual Basic

Public Function CalcSABRVol(ByVal Term As Integer, ByVal discountFactor As Variant,
ByVal K As Double, ByVal alpha As Double, ByVal beta As Double, ByVal rho As Double,
ByVal nu As Double) As Double

Dim t1 As Double
Dim t2 As Double
Dim t5 As Double
Dim t6 As Double
Dim t9 As Double
Dim t10 As Double
Dim t16 As Double
Dim t17 As Double
Dim t18 As Double
Dim t20 As Double
Dim t25 As Double
Dim t26 As Double
Dim t29 As Double
Dim t33 As Double
Dim t41 As Double
Dim t45 As Double
Dim t54 As Double
Dim fwd As Double
Dim n As Integer
Dim beginD As Date
Dim CalcSABR As Double

t = (28 * Term) / 360
fwd = forward rate(discountFactor, 28 * Term, 28 * (Term - 1))

If K = fwd Then K = K * (1 4+ 0.00000001)
tl = 1 - beta
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62
t2 = t1 * t1
tb = Log(fwd / K)
t6 = t5 * th
t9 = t2 * t2
t10 = t6 * t6

t16 = rho * nu

t17 = 1 / alpha
t18 = K * fwd

20 = ¢18(*/2)

t25 = nu * nu

t26 = alpha * alpha
t29 = t20 * t20

t33 = (1 — 2% t16 * 17 % 120 * t5 + t25/t26 * £29  16)*°
t41 = Log((t33 4+ nu * t17 * t20 * t5 - rho) / (1 - rho))

t45 = 184
t54 = rho * rho

CalcSABR =1/ (1 +t2*t6 /24 + t9 * t10 / 1920) * nu * t5 / t41 *
(14 (12 * t26 / t45 / 24 + alpha * beta * t16 / t20 / 4 + (2- 3 * t54) * t25 / 24) * 1)

CalcSABRVol = CalcSABR

End Function
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