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Introduccion

Una grafica G es una pareja ordenada G = (V(G), A(G)) donde V(G) es
un conjunto de elementos finito, no vacio y A(G) es un conjunto de pares
no ordenados de elementos de V(G). A los elementos del conjunto V(G) les
llamaremos vértices de G y a los elementos del conjunto A(G) les llamaremos
aristas de GG. La arista a = uv es un lazo si v = v. Si dos aristas distintas,
u, v, hacen adyacentes a los mismos vértices diremos que u y v son aristas
paralelas. Una grafica simple es una grafica que no tiene lazos ni aristas
multiples, en otro caso GG es una pseudografica. Una multigrafica es una
pseudografica sin lazos. Una gréfica coloreada por aristas es una grafica tal
que cada arista tiene un color y dos aristas paralelas no tienen el mismo color.

Un camino C' = (ug, ag, u1, ay, ..., U, ) €s una sucesion alternada de vértices
y aristas tal que a; = u;u;41 € A(G) para cada i € {0,1,...,n — 1}. Un paseo
es un camino que no repite aristas. Una trayectoria es un camino que no
repite vértices. Un ciclo es un camino cerrado que no repite vértices salvo el
primero y el tltimo. Un camino (paseo, ciclo o trayectoria) C' en G esta bien
coloreado si dos aristas consecutivas de C' no tienen el mismo color.

Se ha trabajado mucho con graficas y multigraficas coloreadas por aristas
obteniendo resultados importantes, por ejemplo, Abouelaoualim, Das, De la

Vega, Karpinski, Manoussakis, Martinhon y Saad [1| demostraron que para G
n+1
1,

2
. P n+1. . .
es decir en cada vértice inciden al menos [——] aristas de cada color. Si

una multigréafica c-coloreada por aristas con n vértices y d,on(G) > [

¢ >3 0c=2yn par, entonces GG tiene un ciclo hamiltoniano bien coloreado.
Sic = 2y n impar, entonces GG tiene un ciclo bien coloreado de longitud
n—1.

En graficas bipartitas y graficas completas 2-coloreadas por aristas, se
han obtenido resultados interesantes sobre ciclos y trayectorias alternantes
de longitud méxima. Verbigracia, Saad [18] demostrdé que la longitud del
ciclo alternante mas largo en G, una multigrafica completa 2-coloreada por

VII



VIII INTRODUCCION

aristas y color-conectada, es igual al nimero de vértices en la subgrafica ciclo
alternante maxima de G, donde una subgréafica ciclo alternante de G es la
union de ciclos bien coloreados, todos ajenos por vértices; y es maxima si tiene
el mayor nimero de vértices entre todas las subgraficas ciclo alternantes de

G.

Bang-Jensen y Gutin dedicaron un capitulo en [3] al estudio de gréficas
coloreadas por aristas, en el que recopilaron los teoremas antes enunciados y
otros resultados importantes, entre ellos, el Teorema de Kotzig y el Teorema
de Yeo.

Ademaés de la parte teorica se han encontrado diversas aplicaciones de
ciclos, trayectorias y paseos eulerianos bien coloreados en diferentes campos,
por ejemplo, en ciencias sociales y genética. En esta tltima, Bennett |7, 14|
menciona que en algin momento durante la division celular, las cromatidas
se ordenan formando una cadena continua con los brazos unidos a su centro-
mero, y colocados adyacentes al brazo de otro cromatida de tamano similar,
como se muestra en la figura 1.

(a) (b)

Figura 1: a) Estructura general de una croméatida. b) Acomodo de una cro-
maéatida: si el nimero de croméatidas es par, la cadena se cierra formando una
estrella.

Para el caso cuando el niimero de cromatidas es par, Dorninger [9, 10|
not6 que la idea de tamano similar de Bennett no siempre resultaba en una
cadena continua, como él aseguraba. Entonces Dorninger [9] generalizo la
idea de "tamano similar" de la siguiente manera:

Sea ¢; el brazo corto y [; el brazo largo de la crométida ¢. Renombrar las
crométidas de tal forma que ¢; es més largo que ¢;, si ¢ < j y sea 7 una
permutacion del conjunto {1,2,...,n} tal que l,; es mas largo que [ si
1< 7.

Se dice que dos brazos cortos ¢; y ¢; (dos brazos largos Iy ¥ lx(;)), i 7 J,
son k—semejantes si |i—j| < k. Cuando k = 1 se obtiene la idea de "tamano
similar" de Bennett.
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Dorninger [9] analizo la consistencia de la generalizacion utilizando el
siguiente modelo de teoria de graficas:

Sea G(n, k,m) una multigrafica 2-coloreada por aristas con el conjunto de
vértices {1,2,...,n}. La subgréfica roja (azul) de G(n,k,7) consiste de las
aristas ij, i # j, tal que ¢; y ¢; (Irs) ¥ l=(j)) son k — semejante. ;Cuando
G(n, k, ) tiene un ciclo hamiltoniano alternante?

Un ciclo hamiltoniano alternante es un ciclo bien coloreado que pasa
por todos los vértices de la grafica. Se busca que la grafica contenga un
ciclo hamiltoniano alternante puesto que un ciclo hamiltoniano representa la
cadena continua cerrada y la alternancia indica que brazos son adyacentes en
la cadena, es decir, si los vértices ¢ y j son adyacentes en el ciclo con una arista
de color rojo (azul), entonces los brazos cortos (largos) de las crométidas i y
7 se colocan adyacentes en la cadena.

En este trabajo se estudiaran las graficas coloreadas por aristas, en par-
ticular, se estudian paseos, ciclos y trayectorias bien coloreadas. En este sen-
tido, con la finalidad de dar las bases para un estudio a profundidad del
tema. Para cumplir los objetivos la presente tesis estard conformada por los
siguientes capitulos:

El Capitulo 1 proporciona una introduccion tedrica de Teorfa de Gréficas,
que incluye conceptos basicos de graficas, digraficas y multigraficas, tales
como, paseos, ciclos y trayectorias bien coloreadas. Asi mismo, contiene la
notacion y teoremas utilizados en la tesis.

El Capitulo 2 esta centrado en paseos eulerianos bien coloreados, teniendo
como resultado principal el Teorema de Kotzig [15], el cual nos da condiciones
suficientes y necesarias para que una multigrafica coloreada por aristas tenga
un paseo euleriano bien coloreado. Ademés se presentan las transformacio-
nes de orden para multigraficas 2-coloreadas por aristas, introducidas por
Pevzner en [17], que preservan el patron alternante de los paseos eulerianos
alternantes.

En el Capitulo 3 se habla de ciclos y trayectorias bien coloreadas en
graficas coloreadas por aristas. La primera seccion esta enfocada en resolver el
problema: Dada una grdifica coloreada por aristas, verificar st estd contiene un
ciclo bien coloreado. Este problema fue trabajado por Grossman y Haggkvist
en [12] y Yeo en [19], dando como resultado principal el Teorema de Yeo [19].
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La segunda seccion esta centrada en el problema: Dada una grdfica co-
loreada por aristas encontrar la longitud de la trayectoria bien coloreada de
longitud mdzima. Teniendo como resultado principal una cota inferior relacio-
nando el grado minimo monocromatico de la grafica con la longitud minima
que debe tener la trayectoria de longitud maxima.



Capitulo 1

Definiciones

En este capitulo se definen conceptos basicos y resultados que se utilizaran
en el texto.

1.1. Conceptos basicos

Una grafica G es una pareja ordenada G = (V(G), A(G)) donde V(G)
es un conjunto de elementos finito, no vacio y A(G) es un conjunto de pares
no ordenados de elementos de V(G). A los elementos del conjunto V(G) les
llamaremos vértices de G'y a los elementos del conjunto A(G) les llamaremos
aristas de G.

Sia = {u,v} € A(G), nos referiremos a la arista a como wv, decimos
que u es adyacente a v, ademés diremos que a incide en v y en v. La arista
uv es un lazo si v = v. Si dos aristas distintas, a, b, hacen adyacentes a
los mismos vértices diremos que a y b son aristas paralelas y que G tiene
aristas multiples.

Si una grafica G no tiene lazos ni aristas miltiples diremos que G es una
grafica simple, en otro caso GG es una pseudografica. A las pseudogra-
ficas sin lazos les llamaremos multigraficas. La figura 1.1 nos muestra la
representacion geométrica de una grafica simple, una pseudografica y una
multigrafica. Fn esta secciéon nos enfocaremos en las graficas simples y a lo
largo del texto nos referiremos a las graficas simples como gréficas.

El orden de una grafica G es la cardinalidad del conjunto V(G), lo de-
notaremos por p. El tamano de G es la cardinalidad del conjunto A(G),
denotado por q.

El grado de un vértice v, denotado por dg(v), es el nimero de aristas que
inciden en v, si no existe ambigiiedad entonces se escribira d(v). El grado
minimo de G lo definimos como min{d(v)|v € V(G)}, denotado por 6(G).

1



2 CAPITULO 1. DEFINICIONES

La vecindad de un vértice v es el conjunto N(v) = {u € V(G) |uv €
A(G)}. La cardinalidad de N(v) es igual al grado de v.

(a) Grafica simple. (b) Multigrafica. (c) Pseudografica.

Figura 1.1: Ejemplos de gréaficas.

Existen clases especiales de graficas, entre ellas estan las graficas regu-
lares, las completas y las bipartitas. La grafica trivial consiste de un sé6lo
vértice y no tiene aristas. Una grafica G es r-regular si d(v) = r para todo
v € V(G). Una grafica G es completa si es de orden p y (p-1)-regular, dado
que solo existe una grafica completa de orden p, la denotaremos por K.

Una grafica GG es r-partita si existe una particion de V' (G) en r clases, tal
que toda arista de G tiene sus extremos en clases diferentes. Si G es 2-partita,
decimos que G es bipartita. Una grafica r-partita, donde cada par de vértices
de distintas clases son adyacentes se llama grafica r-partita completa o
multipartita completa. La siguiente figura muestra un ejemplo de una
grafica completa y una grafica bipartita.

/
O—_

(a) K7. (b) Grafica bipartita.

Figura 1.2
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Una subgrafica H de una gréifica G, es una grafica tal que V(H) C
V(G), A(H) C A(G) y toda arista en A(H) incide en vértices de V(H).
Una subgrafica H es una subgrafica inducida de G si H es una subgrafica
de Gy xy € A(H) siy solo si zy € A(G), {z,y} CV(H). Si S C V(G),
decimos que G[S] es una subgrafica inducida por 5, si G[5] es una grafica
inducida de G y tiene a .S como conjunto de vértices. Diremos que H es una
subgrafica generadora si V(H) = V(G). En la figura 1.3 se muestra un
ejemplo de una subgréafica inducida y una subgréafica generadora.

(a) Gréfica G.

(b) Subgrafica generadora de G. (c) Subgrafica inducida de G.

Figura 1.3: Ejemplos de subgréficas de G.
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La figura 1.4 muestra dos graficas que a primera vista parecen distintas
pero después de un pequeno andalisis notamos que es la misma grafica repre-
sentada graficamente de distinta forma. Con esta idea damos el concepto de
graficas isomorfas. Decimos que dos graficas G'y H son isomorfas, denotado
por G = H, si existe una funcion biyectiva ¢ : V(G) — V(H) tal que u es
adyacente a v en G si y solo si ¢(u) es adyacente a p(v) en H.

(a) Grafica G. (b) Grafica H.

Figura 1.4: Las graficas G y H son isomorfas. Esta grafica es conocida como
la grafica de Petersen. Petersen dibujo la grafica H pero actualmente es mas
comun dibujarla como la grafica G.

Un camino es una sucesion de vértices C' = (ug, uy, ua, ..., u,) tal que
(ui, uir1) € A(GQ) para cada i € {0,1,...,n — 1}.Diremos que la longitud del
camino C' = (ug, u1, usg, ..., u,) es n y la denotaremos por [(C). Si C' es un
camino que empieza en ug y termina en u, diremos que C' es un ugu,-camino.
Si C' es un ugu,-camino y ug = u, diremos que C' es un camino cerrado.
Un paseo es un camino que no repite aristas, si el paseo empieza y termina
en el mismo vértice decimos que es un paseo cerrado. Una trayectoria es
un camino que no repite vértices. Un ciclo v = (uy, ..., up, uq ), denotado por
C,, es un camino cerrado que no repite vértices salvo el primero y el tltimo
yn>3. Si

Una grafica GG es conexa si para todo par de vértices existe un camino en-
tre ellos, es decir, para todo {u, v} C V(G) existe un uv-camino. Se denomina
componente conexa de GG a una subgrafica conexa maxima por contencion
de GG con la propiedad de ser conexa y el nimero de componentes conexas de
G se denotara por w(G). Notemos que si G es conexa w(G) = 1. Un conjunto
V' C V(G) es un conjunto de corte por vértices, si w(G) < w(G—V). Si
un conjunto W C A(G) es tal que w(G) < w(G — W) diremos que W es un
conjunto de corte por aristas. Diremos que v € V(G) es un vértice de
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corte si V = {v} es un conjunto de corte por vértices. Una arista a € A(G)
es un puente si W = {a} es un conjunto de corte por aristas. Véase figura
1.5.

Figura 1.5: Esta grafica no es conexa y sus dos componentes conexas son las
subgraficas inducidas por los vértices {0,1,2,3} y {4,5,6,7,8,9,10,11, 12}.
Ademés los vértices 6 y 12 son vértices de corte y las aristas incidentes en 12
son puentes.

Decimos que P es un paseo euleriano si P es un paseo que contiene a
todas las aristas de G. Una grafica G es euleriana si tiene un paseo euleriano
cerrado. La figura 1.6 tiene el paseo euleriano P = (3,2,1,4,0,1,3,4,2).

Figura 1.6: Esta es una gréafica con un paseo euleriano pero no es una grafica
euleriana pues no contiene un paseo euleriano cerrado.
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Lema 1.1. Sea G una grifica con 6(G) > 2. Entonces G contiene un ciclo.

Demostracion.

Sea G una grafica con §(G) > 2. Sin pérdida de generalidad podemos su-
poner que GG es conexa, pues si G no es conexa podemos tomar cualquier
componente conexa de G.

Como 0(G) > 2 tenemos que |V (G)| > 3. Sea V(G) = {wvo, v1,v2, ..., n}
con n > 2. Consideramos T la trayectoria de longitud maxima de G. Su-
pongamos, sin pérdida de generalidad, que T' = (vg, v1, ....., U,) con m < n.
Notemos que m > 2, puesto que v; es adyacente al menos a dos vértices,
vo ¥ v3. Como d(v,,) > 2y al ser T de longitud méaxima existe v; # v,,_1
adyacente a v, con i € {0, 1,...,m — 2}. Entonces 7 = (U, Uy, Vit1, -, Um) €8S
un ciclo en G.

m

El siguiente teorema nos da una caracterizacion de las graficas eulerianas,
ademas de ser una propiedad muy sencilla de verificar.

Teorema 1.2. Ses G una grdfica conexa. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

1. G es euleriana.
2. d(v) es par para todo v € V(G).
3. Eziste una particion de A(G) en ciclos.

Demostracién.

|[l.==2.] Sea G una grafica euleriana, entonces existe P un paseo euleriano.
Como A(P) = A(G), entonces dp(v) = dg(v) para todo v € V(G). Sea
x € V(P), si z no es el vértice inicial de P cada vez que aparece x en P dos
aristas de P inciden en x, si x aparece n veces, entonces dp(v) = 2n = dg(v),
ésto debido a que ninguna arista se repite por ser P un paseo. Si z es el
vértice inicial de P, igual que el caso anterior cada vez que aparece x en P
inciden dos aristas, ademés en x inciden la primera y ultima arista de P. Por
lo que dp(x) es par.

[2.==3.] Sea G una grafica conexa tal que d(v) es par para todo v € V(G).
Entonces d(v) > 2 y por el Lema 1.1, G tiene un ciclo .

Consideramos G' = G — A(7), de/(v) es par para todo v € V(G').

Si G' = K; UK U...UK; acabamos {7} es una particion de las aristas
de G en ciclos.

Si no, G} = G — {x € V(G) | de/(x) = 0} y para todo v € V(G))
dgr (v) > 2. Entonces existe un ciclo vy, en G,
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Consideremos G* = G| — A(m).

Si G? = K; UK, U...U K, entonces acabamos {9, v1} es una particion
de las aristas de G en ciclos.

Si no, G3 = G* — {z € V(G?) | dg2(x) = 0} y para todo v € V(G?)
dgz(v) > 2. Entonces existe un ciclo 7, en G7.

Continuando con este procedimiento, como G es finita, existe m € N tal
que G" = Ky UK U...UK] Y Y,7, - Ym—1 son ciclos tales que A(~;) N
Aly) =0y U = A(G).

Por lo tanto, P = {70,71, .-, Ym_1} €s una particién de las aristas de G
en ciclos.

[3.=1.] Sea P = {71,72, ..., m } una particion de las aristas de G en ciclos.

Consideramos x € V(7). Entonces P, = (x,71,x) es un paseo cerrado.
Si A(P;) = A(G), entonces acabamos P; es un paseo euleriano cerrado.

Si no, al ser G conexa existe v;, € P tal que V() NV (v;,) # 0. Sea
x1 € V(1) NV (), entonces Py = (1,71, x1,Vi,, 1) €s un paseo cerrado. Si
A(P,) = A(G), entonces acabamos P, es un paseo euleriano cerrado.

Si no, como G es conexa existe v;, € P tal que V(P) NV (7;,) # (. Sea
xo € V(Py) NV (7,), entonces Py = (xg, Pa, T2, iy, T2) €s un paseo cerrado.
Si A(P3;) = A(G) acabamos P5 es un paseo euleriano cerrado.

Si no, continuamos con este procedimiento y como G es finita, existe P,
t € N, tal que A(P,) = A(G) y P, es un paseo cerrado.

Por lo tanto G es euleriana. O

Sea GG una grafica, un ciclo v es hamiltoniano si V(G) = V(7). Diremos
que G es una grafica hamiltoniana si tiene un ciclo hamiltoniano. Una
trayectoria 7' es hamiltoniana si V(G) = V(7).

El siguiente teorema es uno de los teoremas mas conocidos que nos da
una condicién suficiente para que una grafica sea hamiltoniana.

Teorema 1.3. (Ore 1). Sea G una grdfica con p vértices. Si d(v)+d(u) > p
para todo u,v € V(G) tal que u no es adyacente a v, entonces G tiene un
ciclo hamiltoniano.

Demostracion.
Si una grafica G cumple que d(v) 4+ d(u) > p para todo u,v € V(G) tal que
u no es adyacente a v diremos que G cumple Ore 1.

Supongamos que existe una grafica H que cumple Ore 1 y H no es ha-
miltoniana. A partir de H construimos una grafica G' agregando aristas a H
hasta obtener una grafica GG tal que G no es hamiltoniana y cualquier arista
que agreguemos a G la hace hamiltoniana.

Observemos que G cumple Ore 1 y no es completa porque H cumple Ore
1 y las graficas completas son hamiltonianas. Como G no es completa existen



8 CAPITULO 1. DEFINICIONES

{z,y} € V(G) tal que x no es adyacente a y en G. Como G cumple Ore 1

tenemos que dg(x) +de(y) > p. Por definicion de G, G + xy es hamiltoniana.
Como G no es hamiltoniana, todos los ciclos hamiltonianos de G + zy

contienen la arista xy. Consideremos v un ciclo hamiltoniano de G + zxy,

xy € A(y). En G, T = v — zy es una trayectoria hamiltoniana. Mas atn,

inicia en = y termina en y. Expresemos a T' como T' = (x = vy, vg, ..., v, = ¥).
Consideremos los conjuntos:

S = {Ui c V(G) ’Ui+1ZL' S A(G)} y
Q = {vi € V(G) |viy € A(G)}.

Los cuales cumplen lo siguiente:

1)SNn@=70.
Supongamos que S N Q # (), entonces existe v; € S N Q. Entonces v, es
adyacente a x y v; es adyacente a y. Por lo que 7' = (z = vy, v, ...,0;,y =
Up, Up—1, Up—2, ..., Vit1, & = v1) es un ciclo hamiltoniano en G, contradiccion ya
que G no es hamiltoniana. Por lo tanto SN Q = (.

2) [SUQ| <p.
Como y no es adyacente a y, y € QQ y como v, € V(G), y =v, € S. Por lo
que y € SUQ y por ende |SUQ| < p.

3) [S] = d(z) y |Q| = d(y).
Por definicion de @, |Q| = d(y). Como x = v; no es adyacente a x = v;
entonces |S| = d(x), ésto por que el conjunto S toma en cuenta a todos los
vértices excepto a vy.

Por 1), 2) y 3) tenemos que d(z) + d(y) = |S| + |Q| < p, contradiciendo
que G cumple Ore 1.

Por lo tanto G es hamiltoniana.
O

Teorema 1.4. (Dirac). Si G es una grifica de orden p tal que d(v) > p/2
para todo v € V(G), entonces G es hamiltoniana.

Demostracion.

-) Si G es completa, entonces G es hamiltoniana.

-) Si no es completa, entonces para cualquier par de vértices u y v no adyacen-

tes d(u) +d(v) > p/2+p/2 = p. Por el teorema anterior, G es hamiltoniana.
m

Un apareamiento M, de una grafica G, es un subconjunto de A(G) tal
que para todo {a,b} € M a no inciden en el mismo vértice con b. Decimos
que dos vértices de G, u y v, estan M-apareados si uv € M. Un vértice u
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estd M-saturado si incide una arista de M en u. Un apareamiento M es
maximo si no existe otro apareamiento M’ tal que |M| < |M’|. Decimos que
un apareamiento M es perfecto si M satura a todos los vértices de G.

Teorema 1.5. (Tutte). Una grdfica G tiene un apareamiento perfecto si
y sdlo si o(G — S) < |S| para todo subconjunto propio S de V(G), donde
o(G — S) es el numero de componentes conexas de orden impar de G — S.

Demostracion.
[=] Sean G una grafica, M un apareamiento perfecto de Gy S C V(G).
Consideremos G — S. Sean G4, G, ... y G,, las componentes conexas im-
pares de G — S. Como M es un apareamiento perfecto existe z; € V(G;)
1 = 1,2,..,m tal que xz; estd M-apareado con un vértice v; € S como se
muestra en la figura 1.7.
Como M es un apareamiento v; # v; para todo ¢,7, ¢ # j. Por lo que
{v1,v9, ..., v} C 8, entonces m = o(G — S) < |9].

Figura 1.7

[<=] Sea G una grafica la cual cumple que o(G — S) < |S| para todo
S CV(G).

Observemos que si S = (), entonces o(G — S) = o(G) = 0. Por lo tanto G
tiene un numero par de vértices.

Supongamos que GG no tiene un apareamiento perfecto, entonces G es una
subgrafica generadora de una grafica G* méxima por aristas con la propiedad
de no tener un apareamiento perfecto. Esta la podemos obtener agregando
aristas a G y esta bien definida pues K, con p par, tiene un apareamiento
perfecto.

Sea S C V(G*) = V(G), como G — S es una subgrafica generadora de
G*— S, 0(G* = S) <o(G —S) <|S]| para todo S C V(G*).
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Sea U C V(G*) tal que U = {zx € V(G*)|d(xz) =p — 1}.
Observemos U # V(G*) pues G* no es completa.
Consideremos G* — U, por lo anterior G* — U # ().

Figura 1.8

1) Si las componentes conexas de G* — U son grafica completas, entonces
podemos aparear un vértice de las componentes conexas de orden impar con
un vértice de U y los demas vértices los podemos aparear con alguien de su
misma componente como se muestra en la figura 1.8, contradiciendo el hecho
de que G* no tiene apareamiento perfecto.

2) Si existe una componente conexa G; de G* — U tal que no es completa.
Como G; no es completa existen z,y,z en los vértices de G;) tal que x es
adyacente a y, y es adyacente a z y x no adyacente a z. Como y ¢ U, existe
w € V(G* —U) tal que y no es adyacente a w.

Dado que G* es maxima por aristas, definimos M; un apareamiento per-
fecto en G* + xz y M, un apareamiento perfecto en G* 4 yw. Observemos
que rz € My y yw € Ms.

Definimos P como la trayectoria de longitud maxima en G* que empieza
en w y que va alternando arista entre M; y My empezando con una arista
en M. Sea P = (w = vy, vy, ..., U = V).

a) Si x,_1x, € My, v =y en otro caso podemos seguir con una arista en
M. En este caso definimos C' = P 4 yw como se muestra en la figura 1.9.

b) Si z,_12, € Ms, entonces v € {x, z}, en otro caso podemos continuar
con una arista en M;. En este caso definimos C' = P + vy + yw como se
muestra en la figura 1.9.
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(a) Ciclo C si P termina en una arista (b) Ciclo C si P termina en una arista
en M. en M.
Figura 1.9

Notemos que C' es un ciclo en G + yw de longitud par. Definimos M =
My A\ C. Veamos que M es un apareamiento perfecto en G*.

Todos los vértices que no estan en el ciclo C estan M apareados de la
misma forma que estan M, apareados y los vértices que estan en C' estan M
apareados con las aristas del apareamiento M;. La siguiente figura muestra
los dos posibles casos del apareamiento M de los vértices en C dependiendo
de la tultima arista de P.

(a) Si P termina en una arista de M. (b) Si P termina en una arista de Ms.

Figura 1.10: Apareamiento M de los vértices en C.

Por lo tanto M es un apareamiento perfecto en G*, lo que contradice el
hecho de que G* no tiene un apareamiento perfecto.

Por lo tanto, los dos casos no son posibles y G tiene un apareamiento
perfecto.



12 CAPITULO 1. DEFINICIONES

1.2. Digraficas

Una digrafica D es una pareja ordenada D = (V(D), F'(D)) donde V(D)
es un conjunto de elementos finito, no vacio y F(D) es un conjunto de pares
ordenados de elementos distintos de V(D). Al conjunto V(D) le llamamos
conjunto de vértices de D y a sus elementos los llamaremos vértices.
El conjunto F'(D) recibe el nombre de conjunto de flechas de D y a sus
elementos les llamaremos flechas.

El orden de una digrafica D es el nimero de vértices en D y el tamano
de D es el nimero de flechas en D. Si a = (u,v) € F(D), u es el inicio y v
es el final de a, también decimos que a sale de u y entra a v. Se dice que u
domina a v si (u,v) € F(D). Un vértice u incide en la flecha a si u es el
inicio o el final de a.

El ingrado de un vértice v, denotado por d~(v), es el nimero de flechas
que entran a v, mientras que el exgrado de v, denotado por d*(v), es el
namero de flechas que salen de v. El grado de v, denotado por d(v), es el
namero de flechas que inciden en v. Notemos que d(v) = d~(v) + d*(v).

La invecindad de v € V(G) es el conjunto I'"(v) = {u € V(D) | (u,v) €
F(D)}, la exvecindad de v es el conjunto I'"(v) = {u € V(D)|(v,u) €
F(D)}. La vecindad de v es el conjunto I'(v) = I'"(v) U T~ (v). Notemos
que el d(v) = [T'(v)|, el d~(v) = |T~(v)] y el dT(v) = [T (v)].

En la figura 1.11 tenemos que d~(a) = 1, d*(a) = 4,d (¢) = 3,d"(c) =
d=(e) =3,d"(e) = 2. T7(b) = {a,c}, I (b) = {a,d,e}, T~ (d) = {a,b, e} y
I't(d) = {c, e}

Figura 1.11: Digrafica D.
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Una digrafica H es una subdigrafica de una digrafica D si V(H) C
V(D), F(H) C F(D) y toda flecha en F(H) incide en vértices de V(H).
Si V(H) = V(D), decimos que H es una subdigrafica generadora de
D. Si toda flecha de F(D) que sale y entra de vértices en V(H) estd en
F(H), decimos que H es una digréafica inducida por V(H), y denotamos
H = D(V(H)).

Decimos que dos digraficas G y H son isomorfas, denotado por G = H,
si existe una funcion biyectiva ¢ : V(D) — V(H) tal que (u,v) € F(G) si
y s6lo si (6(u), 6(v)) € F(H).

Un camino dirigido en una digrafica D es una sucesion de vértices
C' = (vo,v1,...,0,) tal que (v;,v;11) € F(D) para cada i € {0,1,...,n — 1}.
Un camino dirigido C' es cerrado si vy = v,. Decimos que C' es un camino
dirigido de vy a v; o bien es un vgv,-camino dirigido. La longitud de un
camino dirigido C' = (vg, vy, ..., v,) es n y lo denotamos con [(C). Un paseo
dirigido es un camino dirigido que no repite flechas. Un paseo dirigido es
cerrado si empieza y termina en el mismo vértice. Una trayectoria dirigida
es un camino dirigido que no repite vértices. Un ciclo dirigido es un camino
dirigido cerrado que no repite vértices salvo el primero y el tltimo de longitud
mayor o igual a 2. La figura 1.12 nos muestra un ejemplo de un ciclo dirigido
y una trayectoria dirigida de una digrafica.

Proposicion 1.6. Si D es una digrifica tal que d*(v) > k > 1 para todo
v € V(D), entonces D contiene un ciclo dirigido de longitud al menos k + 1.

Demostracion.
Sea D una digrafica tal que d*(v) > k > 1 para todov € V(D) y T la trayec-
toria dirigida de longitud maxima en D. Supongamos que T' = (zq, 1, ..., Tr)-

Como T es de longitud méxima, toda flecha que sale de x,, debe entrar
a un vértice en T. Ademas como d*(x,,) > k tenemos que m > k.

Sea x,, el primer vértice en T tal que (z,,,x,) € F(D), entonces C' =
(Tn, T 1y vy Ty Tyy) €8 UN ciclo dirigido en D. Como d*(x,,) > k entre x, y
T, hay al menos k& — 1 vértices y k flechas en T, por lo que I[(C) > k + 1.

]

La grafica subyacente de una digrafica D, SG(D), es la grafica obtenida
al reemplazar cada flecha (u,v) € F(G) o la pareja simétrica de flechas
(u,v), (v,u), por la arista uv. La figura 1.13 nos muestra un ejemplo de una
grafica subyacente de una digrafica.

Una digrafica D es débilmente conexa si la subgrafica subyacente es
conexa. Una digrafica D es fuertemente conexa si para cualesquiera dos
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(a) Digrafica D.

(b) Un ciclo dirigido de D. (c) Una trayectoria dirigida de
D.

Figura 1.12: Ejemplos de trayectoria dirigida y ciclo dirigido.

vértices u,v existe en D tanto una wuwv-trayectoria dirigida como una vu-
trayectoria dirigida.

Una componente fuertemente conexa de una digrafica D es una subdi-
grafica inducida méxima por contencién con la propiedad de ser fuertemente
conexa. En la figura 1.12 las subdigraficas D({1,2,3,4,5,9}), D({6,7,10})
y D({8}) son las componentes fuertemente conexas de la digrafica D.

(a) Digrafica D. (b) Grafica subyacente de D.
Figura 1.13: Ejemplos de grafica subyacente.

Una paseo euleriano en una digrafica D es un paseo dirigido cerrado
que contiene todas las flechas de G. Decimos que la digrafica D es euleriana
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si tiene un paseo euleriano cerrado. La digrafica de la figura 1.14 es euleriana
pues tiene el paseo euleriano cerrado P = (0,1,3,4,2,3,0,2,4,1,0)

Un ciclo dirigido v en una digrafica D es un ciclo hamiltoniano si
V(D) = V(7). Una trayectoria dirigida 7" en una digrafica D es una trayec-
toria hamiltoniana si V(D) = V(7). Decimos que D es hamiltoniana si
tiene un ciclo hamiltoniano. Si D tiene una trayectoria hamiltoniana decimos
que es trazable. La digrafica de la figura 1.14 tiene el ciclo hamiltoniano:

C =(0,2,3,4,1,0).

Teorema 1.7. Si D es una digrifica de orden n tal que d*(z) > n/2 y
d~—(z) > n/2 para cualquier vértice x de D, entonces D es hamiltoniana.

Demostracion.
Sin =2o0n=3es claro que el teorema se cumple.

Supongamos que la afirmacion es falsa. Entonces existe una digrafica D
de orden n, n > 4, que satisface la hipotesis pero que no es hamiltoniana.
Sea C' un ciclo dirigido en D de longitud méxima, digamos que [(C) = k.
Como d*(z) > n/2 para todo x € V(D) y D no es hamiltoniana, entonces
1+n/2 <k < n esto por la Proposicion 1.6. También, sea P una trayectoria
dirigida de longitud maxima tal que ningtn vértice de P pertenece a C'.

Digamos, P una wuv-trayectoria dirigida de longitud [. Por construccion
tenemos que k + 1+ 1 < n pues P tiene [ + 1 vértices, C' tiene k vértices,
V(P)NV(C) =0y G es de orden n.

Entonces | < n—k—-1<n—-(1+n/2)—1 = n/2 -2, de donde
[ <n/2—2. Como P es de longitud méaxima con la propiedad de no tener
vértices en comin con C', de v solo salen flechas a vértices de P o a vértices
de C; ademéas como d*(v) > n/2 tenemos que salen al menos dos flechas de
v a vértices de C. Con el mismo razonamiento tenemos que a u entran al
menos dos flechas de vértices de C'. Sea a el nimero de vértices en C' que
dominan a u, por lo anterior a > 2. Para todo vértice x en C' que domina a
u, los siguientes [ 4+ 1 vértices que siguen a x en C' no son dominados por v,
de lo contrario, D tendria un ciclo dirigido de longitud mayor a k.

Como C' contiene vértices dominados por v, debe existir un vértice y en
C que domine a u tal que ninguno de los [ + 1 vértices siguientes a y en
C dominen a u o sean dominados por v, pues si no existe y no existiria un
vértice de C' que sea dominado por v.

Para cada uno de los a — 1 vértices en C' que son distintos a y y que
dominan a u, el vértice posterior a éste en C' no puede ser dominado por v,
de lo contrario existiria un ciclo dirigido de longitud mayor a k. Por lo tanto,
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al menos (a — 1)+ (I + 1) = a + [ vértices en C no son dominados por v, de
lo contrario, nuevamente, D tendria un ciclo dirigido de longitud mayor a k.
Como d~(u) > n/2 y los tnicos vértices de D que pueden dominar a u
pertenecen a C' o a P, se sigue que a + [ > n/2. Por lo tanto, v domina a lo
més a (n—1) — (a+1) vértices, pero (n—1)—(a+1) <n—1—-n/2=n/2—-1
lo que contradice que d*(v) > n/2.
Por lo tanto D es hamiltoniana.

Figura 1.14: Ejemplo de una digréfica euleriana y hamiltoniana.
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1.3. Multigraficas coloreadas por aristas

Una multigrafica coloreada por aristas es una multigrafica tal que
cada arista tiene un color y dos aristas paralelas no tienen el mismo color.
Si el namero de colores esta restringido por un entero ¢, hablamos de una
multigrafica c-coloreada por aristas, donde los enteros 1,2, ..., ¢ denotan
los colores de las aristas. Si ¢ = 2 decimos que el color 1 es rojo y el color 2
es azul.

La subgrafica roja de una multigrafica G, 2-coloreada por aristas con-
siste de los vértices de GG y todas las aristas de color rojo de G.

Sea G una multigrafica c-coloreada por aristas y v € V(G), definimos
la j-ésima vecindad de v, denotada por N;(v), como el conjunto N;(v) =
{u e V(G)|w € A(G), x(uv) = j}, 1 < j < ¢, donde x(uv) es el color de
la arista uv. El j-ésimo grado de v en G es df'(v) = |N;(v)], si no existe
confusion escribiremos d;(v) en lugar de d(v).

El conjunto de colores de v, denotado por x(v), es x(v) ={i|1 <i <
¢, Ni(v) # 0}. El maximo grado monocromatico de G esta definido por
Apon(G) = max{d;(v)|v € V(G),1 < j < ¢}. El minimo grado mono-
cromatico de G esta definido por 0,,0,(G) = min{d;(v)|v € V(G),1 <
j < c¢}. La figura 1.15 es una multigrafica 3-coloreada por aristas donde
do(x1) = 2, d3(x4) = 2, Ny(x5) = {24, 26}

Si X v Y son dos conjuntos de vértices de G. Entonces XY denota el
conjunto de todas las aristas que tiene un vértice final en X y el otro en Y
y X(XY) es el conjunto de colores de las aristas en XY

Figura 1.15: Multigrafica 3-coloreada.

Dos multigraficas coloreadas por aristas G y H son color-isomorfas si
existe un isomorfismo ¢ : V(G) — V(H) tal que x(zy) = x(¢(z)p(y)) para
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todo par de distintos vértices z,y de G. En la figura 1.16 se muestra un
ejemplo de dos graficas color-isomorfas.

(a) G. (b) H.
Figura 1.16: El isomorfismo ¢(x) = 2’ hace a G y H color-isomorfas.

Un camino C' en G estd bien coloreado si dos aristas consecutivas de
C no tienen el mismo color. Si G es una multigrafica 2-coloreada por aristas
y C' es un camino bien coloreado en G, diremos que C' es alternante. Una
m-~trayectoria-ciclo bien coloreado de G, denotada por F),, es la unién
de m-trayectorias bien coloreadas y un ntmero de ciclos bien coloreados de
G, todos ajenos por vértices. Cuando m = 0, llamaremos a F{ subgréfica
ciclo bien coloreado. En la figura 1.17 se dan ejemplos de m-trayectoria-ciclo
bien coloreado de una grafica G.

(a) G. (b) H = FQ. (C) H’ =F0.

Figura 1.17: H es una 2-trayectoria ciclo bien coloreado de G, notar que si a
H le quitamos el ciclo también es una 2-trayectoria ciclo bien coloreado. H'
es una subgrafica ciclo bien coloreado.

La siguiente transformacion generaliza la estructura de los ciclos dirigidos
y las trayectorias dirigidas de digraficas, esta transformacion es atribuida a
Héggkvist en [16]. Sea D una digrafica. Hacemos la multigrafica G 2-coloreada
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por aristas remplazando cada flecha (x,y) de D en dos aristas xz,, de color
I0jo ¥ 2y de color azul agregando un nuevo vértice z,,. En la figura 1.18 se
muestra un ejemplo de como se obtiene G al aplicar esta transformacion.

(a) Digrafica D. (b) Multigréfica G.

Figura 1.18: G fue obtenida al aplicar la transformacion de Haggkvist a D.

Proposicion 1.8. Si D es una digrdfica y G es la multigrdfica 2-coloreada
por aristas obtenida al aplicar la transformacion de Hdiggkvist a D, entonces
toda uv-trayectoria alternante en G, con {u,v} C V(D) corresponde a una
uv-trayectoria dirtgida en D o a una vu-trayectoria dirigida en D.

Demostracion.

Sean D una digrafica, G la multigrafica obtenida al aplicar la transformacion
de Haggkvista Dy T = (u = x1, 21, T2, ..., Tn_1, Zn_1, Tn, = V) Una trayectoria
alternante en G, con z; € V(G) — V(D), para toda i € {1,2,3,...,n}.

Notemos que los vértices que se agregan tienen grado 2, es decir, dg(z) = 2
para todo z € V(G) — V(D). Ademas en cada vértice inciden dos aristas de
un color distinto.

Tenemos los siguientes dos casos:

1) La arista 21z es de color rojo.

Dado que T es alternante y x12z; es color roja, entonces x;2; es de color
rojo y zx;11 es de color azul, para todo ¢ € {1,2,...,n — 1}. Como z;z; es de
color rojo y z;x;+1 es de color azul tenemos que en D z;x,41 € F(D), para
todo i € {1,2,...,n — 1}. Por lo tanto 7" = (v = x1, 23, ...,T, = v) €8 una
trayectoria dirigida en D.
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2) La arista x12; es de color azul.

Dado que T es alternante y x12; es de color azul, entonces x;z; es de color
azul y z;x;, 1 es de color rojo, para todo i € {1,2,...,n —1}. Como z;z; es de
color azul y z;z;11 es de color rojo tenemos que en D z; 1x; € F(D), para
todo i € {1,2,...,n — 1}. Por lo tanto 7" = (v = x,, Ty_1, ..., T1 = U) €S UNa
trayectoria dirigida en D.

En ambos casos obtenemos una trayectoria dirigida en D.
[

Proposicion 1.9. Si D es una digrifica y G es la multigrifica 2-coloreada
por aristas obtenida al aplicar la transformacion de Hdiggkvist a D, entonces
todo ciclo alternante en G corresponde a un ciclo dirigido en D.

Demostracion.

Sean D una digrafica, G la multigrafica 2-coloreada por aristas obtenida al
aplicar la transformacion de Héaggkvist a Dy C' = (x1, 21,2, ..., T, Zn, T1)
un ciclo en G. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la arista
x12, es de color rojo.

Por la Proposicion 1.8, la trayectoria P = (x4, 21, x9, ..., ) corresponde a
una (zx,)-trayectoria dirigida y la trayectoria P’ = (z,, z,, x1) corresponde
a una (x,x;)-trayectoria dirigida.

Por lo tanto C' = P U P’ es un ciclo bien coloreado. O]

En la figura 1.19, G fue obtenida al aplicar la transformacion de Haggk-
vist a D. En G, C" = (6,8,4,9,1,10,5,11,2,13,6) es un ciclo alternante y
T" = (0,15,3,12,5,11,2,13,6) es una trayectoria alternante. Entonces C’ y
T’ corresponden a C' = (6,4,1,5,2,6) el cual es un ciclo dirigido en D y
T = (0,3,5,2,6) que es una trayectoria dirigida en D, respectivamente.

Una multigrafica G es k-completa si existen al menos k aristas entre
todo par de vértices, si k = 1 diremos que G es una multigrafica completa.
Denotaremos a la multigrafica completa de n vértices, c-coloreada por aristas
como K.
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(a) Digrafica D. (b) Multigréfica G.

Figura 1.19

Sea G una multigrafica 2-coloreada por aristas. Un par de vértices z,y de

G estan color-conectado si existen Py () dos xy-trayectorias alternantes
tal que Xinicial(P ) # Xim‘cmz(Q) Yy X fmal(P ) # X final(Q)7 donde Xim'cial(P ) es
el color de la primera arista de Py X fina(P) e€s el color de la dltima arista
de P. Un vértice x est& color-conectado con él mismo.
Decimos que G estda color-conectada si cada par de vértices de G estan
color-conectados. La multigrafica de la figura 1.20 no esta color-conectada
pues los vértices 6 y 7 no estan color-conectados pero los vértices 7 y 2
si estan color-conectados con las trayectorias P = (2,1,0,4,5,7) vy Q =
(2,0,4,5,6,7).

Una multigrafica G 2-coloreada por aristas es conveniente si la conec-
tividad por color es una relacion de equivalencia de los vértices de G. La
multigrafica G en la figura 1.20 no es conveniente pues los vértices 2y 7y 2
y 6 estan color-conectados pero 6 y 7 no lo estan.

Figura 1.20: Multigrafica G.
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Teorema 1.10. Un par de vértices, x,y, en una multigrdifica G 2-coloreada
por aristas estdn color-conectados si y sélo si G tiene 4 (no necesariamente
distintas) xy-trayectorias alternantes, Py, Py, Q1,Qa, tal que Xinicia(P;) =

Xfinal(Qi) - i; 1= 1,2

Demostracion.
[=>] Sean G una multigrafica 2-coloreada por aristas y x, y vértices de G tal
que estan color-conectados.

Sean Py () las dos xy-trayectorias alternantes tales que

Xinicial(P) 7é Xinicial(Q) y Xfinal(P) 7é Xfinal(Q)--- <1)

Caso ]-) Xinicial(P) = Xfinal(P>-
Por (1) y la suposicion del caso tenemos que Xiniciat(Q) = X finat (Q)-
Tenemos dos subcasos que Xinicial(P) = 1 0 Xiniciat(P) = 2.

) Si Xim'cial(P) =1, hacemos P, = Q1 =Py P, = Q2 = Q.

) Si Xim'cial(P) - 27 hacemos Pl - Ql = Q y P2 = Q2 =P.

En ambos subcasos tenemos que Xinicial(P1) = Xfinat(@Q1) =1y
Xim’cial(P2> = Xfmal(Q2) = 2.

Caso 2) Xinicial(P) 7& Xfinal(P)'
Por (1) y la suposicién del caso tenemos que Xiniciat(P) = X finat(Q) ¥

Xinicml(Q) - Xfinal(P>-
) Si Xiniciat(P) = 1, hacemos P, =P, P, =P, Q1 =Q y Q2 = Q.
-) Si Xiniciat(P) = 2, hacemos P, = Q, P, =Q, Q1 = Py Q2 = P.

En ambos subcasos tenemos que Xinicial(P1) = Xfinat(@Q1) =1y
Ximcz'al(P2> = Xfmal(Q2) = 2.

En ambos casos tenemos las cuatro trayectorias que se necesitan.
[<=] Sea G una multigrafica 2-coloreada por aristas y Py, P», Q1, Q2 las 4 xy-

trayectorias alternantes tales que Xiniciat(P1) = X finat(Q1) = 1Y Xinicial(P2) =
X final(Q2) = 2, como se muestra en la siguiente figura.
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Tenemos los siguientes 3 casos:

Caso 1) Xfinal(P1) # X finat(F2)-
En este caso hacemos P = Py y Q = P,. Tenemos que Xiniciat(P) # Xiniciat(Q)
Y Xfinat(P) # X finat(@), la siguiente figura muestra como se veria este caso.

Caso 2) Xfinal(Pl) = Xfmal(PQ) =1.
Como G es 2-coloreada por aristas, Xinicia(@2) = 1 0 Xinicia(@2) = 2.

) Si Xiniciat(Q2) = 1 hacemos P = P, y Q = Qs.

) Si Xinicial(Q2) = 2 hacemos P = P; y Q = Q,. Ver figura 1.21.

En ambos subcasos tenemos que Xiniciat(P) # Xiniciat(Q) ¥ X final(P) #
Xfinal(Q)-

Figura 1.21: Esta figura nos da una idea de todas los subcasos que se presen-
tan en los casos 2 y 3.

Caso 3) X final(P1) = X final(FP2) = 2.

Como G es 2-coloreada por aristas Xiniciat(®Q1) = 1 0 Xiniciat(Q1) = 2.
) Si Xiniciat(Q1) = 1 hacemos P = P, y Q = Q.
) Si Xim‘cial(Ql) = 2 hacemos P =P, y Q = Q.

En ambos subcasos tenemos que Xiniciat(P) # Xiniciat(Q) ¥ Xfina(P) #
X final (@)

En los tres casos encontramos Py () dos xy-trayectorias alternantes con

Xinicial(P) 7é Xim'cial(@) y Xfinal(P) 7& Xfinal(Q)- Por lo tanto x Yy estan
color-conectados.
O
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Sea P = {H,, Hs, ..., H,} un conjunto de subgraficas de una multigrafica
G. La grafica de interseccion (P) de P tiene el conjunto de vértices P
y el conjunto de aristas {H;H; |V (H;) NV (H;) # 0,1 <i<j<p}

Una pareja de vértices x, y de vértices de una multigrafica GG, 2-coloreada
por aristas estan ciclo conectados si G tiene una colecciéon de ciclos alter-
nantes P = {C},...,C,} tal que x y y pertenecen a algunos ciclos en Py
Q(P) es una grafica conexa.

Teorema 1.11. Si un par, x yy, de vértices de G un multigrdfica 2-coloreada
por aristas estdn ciclo conectados, entonces x y y estdan color-conectados.

Demostracién.

Sean G una multigrafica 2-coloreada por aristas y {z,y} C V(G) tal que x
y y estan ciclo conectados. Como z y y estan ciclo conectados existe una
coleccion T' = {C}, ..., C,} de ciclos alternantes en G.

1) Si {x,y} C V(C}), para algin i € {1,2,...,p}.

Sea C; = (Vo = X,V1, ..., Ug1,Uq = Y, Ugt1,-..,Up, = &), COMO S€ muestra
en la figura 1.22, entonces P = (vg = 2,01, ...,04-1,04 = Y) ¥ @ = (v, =
L, Up_1,...,Ugt1,Vq = y) son dos zy-trayectorias alternantes en G. Ademés
Xinicial(P) 7£ Xinicial(Q) y Xfinal(P) 7& Xfinal(Q) pues al ser C' un ciclo al-
ternante tenemos que Xinicial(P) = X(vov1) # X(UnVn-1) = Xiniciat(Q)) ¥
X final(P) = X(Vg—104) # X(VgVg41) = Xfina(Q)). Por lo tanto x y y estan
color-conectados.

Figura 1.22: Las aristas v4_1v, ¥ v404+1 10 necesariamente son del color que
se muestra en la figura pero al ser C; un ciclo alternante tiene que ser de
distinto color.

2) Si no existe un ciclo C; en T que contenga ambos vértices podemos
suponer sin pérdida de generalidad que z € C, y € C, para algin 1 < g < p.
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Luego, de la definicion de ciclo conectados se tiene que Q(7) es una gréfica
conexa, lo que implica que existe al menos una C,Cy-trayectoria en (7).
Sea T" la C;C-trayectoria de menor longitud en Q(7"). Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que 7" = (C4,Cy, ...,C,;). Como 1" es la trayectoria
de longitud menor, 7" cumple que cada i € {1,2,...,¢q — 1} y j € {1,2,...,q}
con i —j| > 1, V(C;)NV(C;) # 0y V(C;,) NV(C;) = 0.

Construimos Py P’ de la siguiente manera, P (P’) empieza en una arista ro-
ja (azul) de C; adyacente a x y continuamos sobre C; hasta el primer vértice
u (u') que pertenezca a Cy N Cy. Después de encontrar u(u'), continuamos
por C5 de tal manera que siga siendo una trayectoria alternante. Repeti-
mos el proceso hasta encontrar el primer vértice que pertenezca a Cy N Cy
y continuamos de esta manera. Siguiendo con el proceso eventualmente lle-
garemos a y. Por construccién Py P’ son xy-trayectorias alternantes donde
Xim'cial(P) = T‘OjO y Xinicial(Pl) = azul. Si Xfinal(P) 7é Xfinal(P/)a entonces x
y y estan color-conectadas. La siguiente figura muestra como se pueden ver
los ciclos en T y como se encuentra el vértice u y u'.

En otro caso, podemos construir @ y Q' del mismo modo que P y P’ pe-
ro empezando desde y, entonces tendriamos que Xinicial(P) = X finat (@) =
7050 Y Xinicial(P") = X finat(Q' ™) = azul, donde @~ y Q! son las trayec-
torias alternantes obtenidas al recorrer las trayectorias () y @)’ en sentido
contrario, respectivamente. Por el Teorema 1.10 tenemos que = y y estan

color-conectados.
O



Capitulo 2

Paseos Eulerianos

En este capitulo veremos resultados sobre paseos bien coloreados en mul-
tigraficas c-coloreadas por aristas. Primero demostraremos bajo que condi-
ciones una multigrafica coloreada por aristas tiene un paseo euleriano bien
coloreado, después se definiran las transformaciones de orden para encontrar
todos los paseos eulerianos alternantes cerrados.

2.1. Antecedentes

La ciudad de Konigsberg, que en 1946 cambi6é de nombre a ciudad de
Kaliningrado, tenfa un lugar de entretenimiento en el rio Pregel, donde sus
habitantes intentaban recorrer los 7 puentes pasando por ellos exactamente
una vez y regresando al punto de salida, ver figura 2.1 (a). Durante mucho
tiempo no se sabia si era posible dicho recorrido por lo que Carl L. Ehler,
el entonces alcalde de Dazing, una ciudad cercana a Konigsberg, envié una
carta a Euler pidiendo discutir el problema. Se pueden encontrar fragmentos
de las cartas entre Ehler y Euler en [4].

Fue entonces que en 1736 el mateméatico Leonhard Euler mostré que no
era posible dicho recorrido y asi dio solucién al problema de los puentes de
Konigsberg. Para resolver el problema FEuler representé cada pedazo de tierra
con un punto y si existia un puente entre ellos unia sus respectivos puntos
con una linea, ver figura 2.1 (b), y asi inicio la Teoria de Graficas.

Ademas Euler formulé y dio solucion al problema general, el cual a lo
largo de los anos con la introduccion de la notaciéon y conceptos de teoria de
graficas se convirtio en el Teorema 1.2.

Teniendo el resultado para graficas y multigraficas se quiso generalizar el
problema para digraficas y después para multigraficas coloreadas por aristas.

26
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(a) Puentes de Konigsberg. (b) Multigrafica obtenida por
Euler para resolver el problema.

Figura 2.1: El problema de los puentes de Konigsberg fue el inicio de la Teoria
de Graficas.

2.2. Paseos Eulerianos bien coloreados

Antes de enunciar y demostrar el teorema de Kotzig probaremos dos lemas
que nos facilitaran la demostracion del teorema.

Lema 2.1. S7 una grdfica G multipartita completa de orden par, con particion
P = A{P,.... B}, satisface que |B| < 37, |Pj| para todo i € {1,....r},
entonces G tiene un apareamiento perfecto.

Demostracién.
Sea G una grafica multipartita completa de orden par, con la particion
P = {P, ..., P}, que satisface la desigualdad |F;| < >, ;|P;| para todo
ie{l, .. r}

Sea S C V(G). La grafica G — S tiene dos posibilidades ser conexa o no
ser conexa.
Caso 1) G — S es conexa.

1) Si |[V(G — S)| es par, entonces o(G — S) =0 < |S].

) Si |[V(G — S)| es impar, entonces o(G — S) = 1. Por otro lado, como
V(G| = |[V(G=9)|+|S|, [V(G)| es par y |V (G—S)| es impar, entonces
|S| > 1y por lo tanto o(G — S5) < |S|.

Caso 2) G — S no es conexa.

Como G — S no es conexa, se tiene que V(G — S) C P, para algun
i € {1,2,...,r}, en otro caso existirian P; y P; en P tal que V(G—S5) C P,UP;
y por ser G multipartita completa G — S seria conexa.
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Como V(G — S) C P;, entonces G — S son |V (G — S)| vértices aislados y
las componentes conexas impares de G — S son:

o(G = 5) = [V(G = 9) <Al (1)

Por otro lado, como P; C S para todo j # 7, y ademds S puede contener
elementos de P;, tenemos que:

EESIT 2)

J#i
De (1) y (2) tenemos que o(G — 5) < |S|.

En ambos casos o(G — S) < |S| y por el Teorema 1.5 (Tutte) G tiene un
apareamiento perfecto.
[

Lema 2.2. Sea G una grdafica multipartita completa de orden par, con parti-
cion P ={Py, ..., P}, que satisface la desigualdad |P;| <3 ., |P;| para todo
i€ {l,..,r}. Sia =uv € AG) es una arista entre las dos clases de la
particion de mayor cardinalidad, entonces G — {u,v} tiene un apareamiento
perfecto.

Demostracién.

Sean G una grafica multipartita completa de orden par, con la particion
P ={P,.., P}, la cual satisface que |F;| <> ., |P;| para todoi=1,...,r
y a = uwv € A(G) una arista entre las clases de mayor cardinalidad. Sin
pérdida de generalidad se puede suponer que |P| > |P| > ...|P.| > 0y por
endeu € P yvePb.

Consideramos la grafica G—{u, v}. Supongamos que G—{u, v} no es vacia.
Para demostrar que G — {u, v} tiene un apareamiento perfecto veremos que
G — {u,v} cumple las condiciones del Lema 2.1.

1. La grafica G — {u,v} es multipartita completa.

La particion P’ = {P{ = P, —{u}, Py =P, —{v},P;=P5,..,P. = P}
es una particion de los vértices de G — {u, v} pues solo quitamos los
vértices u y v a la particion que tenfamos en G. Ademaés es completa
pues siz € P/ yy € P, i # j, entonces v € P; y y € P; y por ser G
multipartita completa x y y son adyacentes.

2. La grafica G — {u, v} es de orden par puesto que G es de orden par y
le quitamos 2 vértices.
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3. La gréfica G — {u, v} cumple la desigualdad |F;| < 3., |Pj| para todo
ied{l, .. r}

a) Sik € {1,2}, entonces:
Bl =R =1< QIR —1=) |Pj.
i#k J#k

b) Sik & {1,2} se tienen los siguientes 3 casos:
1) Si [Py =, |Pjl, entonces:

[Pl =) P > | P + | Po| > 2| Py,
%k

contradiciendo que |Py| > 0.

2) Si [Py = ;. |Pj| — 1, entonces:

DB IR =Y IPI+ Y 1P -1=20) IR -1,
J#k J7Fk J#k J#k
lo que contradice que |V/(G)] es par, pues V(G) = >, |P;.
3) Si|Pl <32, 1P| — 2, entonces:

Bl =Rl <Y |1PI—2=)_|P]l.

7k i#k

Por lo tanto [Py <37, [P, si k € {1,2,...,r}.

Por lo tanto la grafica G — {u, v} es multipartita completa de orden par
y cumple la desigualdad [P;| < ., [Fj].
Por el Lema 2.1, G — {u,v} tiene un apareamiento perfecto.
]

En 1968, Kotzing demostr6 una caracterizacion de las multigraficas colo-

readas por aristas que contienen un paseo euleriano bien coloreado.

Teorema 2.3. (Kotzig) [15] Una multigrifica G coloreada por aristas tiene
un paseo euleriano cerrado bien coloreado si y solo st G es conexa, cada
vértice de G tiene grado par y para todo vértice x y todo color i:

i#]
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Demostracién.
[=>] Sea G una multigrafica c-coloreada por aristas y P un paseo euleriano
cerrado bien coloreado de G.

Por el Teorema 1.2 GG tiene que ser conexa y todo vértice de GG es de grado
par.

Sean x € V(G) e i un color de las aristas incidentes en x, notemos que
cada vez que x aparece en P inciden dos aristas distintas (entrada, salida) y
ambas tienen color distinto por ser P un paseo bien coloreado, entonces cada
que una arista que incide en x de color 7 aparece en P existe otra arista que
incide en x de un color distinto y por lo tanto:

d(x)

di(z) < 5 (3)

Por otro lado tenemos que:

d@) =S i) = 3 du() + di(x). (@)

ki

De (3) v (4) obtenemos la siguiente desigualdad:

d
Simplificando tenemos que % <D ki k().

d(x
Por lo tanto d;(z) < % < iz ().
[<=] Sea G una multigrafica c-coloreada por aristas y conexa tal que cada

vértice de G tiene grado par y para todo vértice x y todo color i:

di(z) <) dj(@).

i#]

Para x € V(G), hacemos una particion de las aristas que inciden en z
en parejas, donde las aristas de cada pareja no tienen el mismo color. Si
encontramos dicha particién podremos garantizar que cada vez que entremos
al vértice x por la arista e podremos salir por la arista con la que hace pareja
en la particion. La figura 2.2 muestra un ejemplo de cémo se pueden hacer
las parejas de aristas y como entrar y salir de un vértice usando las parejas.
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c
b d
2 3 1
aq—1 €T S e
3 1
2
} ! g

Figura 2.2: Podemos hacer las parejas de aristas {a, b}, {c,d}, {e, f} y {g, h}.
Si entramos por la arista d podemos salir por la arista ¢ o viceversa.

Para hacer las parejas de aristas que inciden en el vértice x construimos
la grafica G, donde los vértices de GG, son las aristas que inciden en z y dos
vértices son adyacentes en GG, si en G como aristas tienen distinto color, la
figura 2.3 muestra un ejemplo de una grafica G,.

(a) Multigrafica G. (b) Gréafica Gb.

Figura 2.3

Afirmacion 1. GG, es una grafica multipartita completa, con particion
P={P|1<i<cyd(x)>1}, donde los vértices de P; vistos como arista
en (G son las aristas que inciden en x de color i.

Sea C, ={i € {1,2,...,¢} | 0;(x) > 1}. Entonces
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a. V(G:) = Uiec, Pi pues las aristas que inciden en x tienen asignado
uno de los ¢ colores.

b. PN P; = para todo i # j, en otro caso existe v € V(G,) tal que
v € P, N P; que vista como arista en G tiene color 7 y j, lo cual es
imposible.

c. Sean uy ven P; coni € C,. Entonces u no es adyacente a v pues u y
v tienen el mismo color como aristas de G y por definiciéon de G, no
pueden ser adyacentes.

d. Sean u € P,y v € Pj con i # j, entonces en G u y v tiene distinto
color y por definicién son adyacentes en G,.
Lo que demuestra la Afirmacion 1.
Afirmacién 2. El orden de G, es par pues d(z) es par, es decir, el nimero
de aristas que inciden en x es par.
Afirmacién 3. Si P = {P,;|i € C,} es la particion de los vértices de G,
entonces || <3, |P;| para todo 1 <i <ec.

| P;| es el nimero de vértices que vistos como aristas en G son de color i o
bien es el nimero de aristas que inciden en x de color i, es decir, |P;| = d;(x)
con 1 <i <ec. Entonces |Fj| = di(z) <>, d;(x) = >, |Fjl.

Afirmacién 4. La grafica G, tiene un apareamiento perfecto.

Por las afirmaciones 1, 2 y 3, la grafica GG, es multipartita completa de
orden par y cumple la desigualdad |P;| < ., |F;| para todo i € C;, donde
P ={P;]i € C,} es la particion de los vértices de G,.

Por el Lema 2.1 G, tiene un apareamiento perfecto.

Nota. Para hacer el apareamiento perfecto en GG, se pueden seguir los
siguientes pasos:

1. Ordenar las clases Py, P, ..., P. de mayor a menor cardinalidad.

2. Definir el conjunto M = ().

3. Escogemos una arista e = uv entre las dos primeras clases y anadir a
M la arista e.

4. Eliminar los vértices u y v, al igual que sus aristas, y definimos un
nuevo orden decreciente de las clases de la grafica obtenida.
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5. Si M satura todos los vértices acabamos, en otro caso regresar al paso
3 con las clases definidas y ordenadas en el paso 4. Observar que por el
Lema 2.2 la grafica obtenida en 3 tiene un apareamiento perfecto y se
pueden aplicar los pasos 3 y 4.

La siguiente figura muestra como se obtendria el apareamiento perfecto
de la grafica Gy de la figura 2.2.

(a) Gy. (b) Gy — {ba,bc}. (¢) Gy — {ba,be,be,bf}.

Figura 2.4: En G; se escogio la arista con vértices finales ba y bc. En Gy se
escogid la arista con vértices finales be y bf. Y en (G5 se escogid la arista con
vértices finales bc y bd.

Afirmacién 5. Si GG, tiene un apareamiento perfecto, entonces en G
existe una particion de las aristas que inciden en z en parejas, donde las
aristas de cada pareja tienen distinto color.

Sea () un apareamiento perfecto de G,. En G hacemos las parejas de
aristas que inciden en x de la siguiente forma: dos aristas van a ser pareja si
vistas como vértice en GG, estan Q-apareadas. Como () es un apareamiento
perfecto todas las aristas tienen pareja, ademas de asegurar que en realidad
son parejas. Como G, es una grafica multipartita completa dos vértices de
G, adyacentes visto como aristas de GG no pueden ser del mismo color, lo que
nos asegura que las aristas de cada parejas tienen distinto color.

Por lo tanto existe la particiéon de las aristas que buscamos.

Fijamos un apareamiento perfecto, Q. = {(e,par.(e))|e € V(G,)}, en
G, para cada x € V(G) y hacemos M = U ey (o) Q.-

Podemos construir paseos bien coloreados usando los apareamientos per-
fectos en M de la siguiente manera:

R — (371,61,1‘2,62 - parx2(€1)7$37 vy Ly € = parxk<ek‘—1)7xk+1 - 'rl)v (5)
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donde e; = x;z;41 para todo i = 1,2, ...,k y e; = par,, (eg).

Con esta idea de paseo bien coloreado diremos que un paseo bien coloreado
R en G es un M-paseo si par,(e) € A(R) para cada x € V(R) y cada
e € A(R) que incide en z, es decir, un paseo bien coloreado R en G es un
M-paseo si la arista e = zy pertence a R, entonces su pareja tanto en el
vértice x como en el vértice y estdn en R. Notar que pueden existir M-paseos
donde aristas consecutivas en el paseo no son pareja, ver figura 2.5.

Figura 2.5: Si Q,; = {(x521, x524), (x522, x523)}, entonces los paseos cerrados
— [
R = (x5, 21,23, T5, To, T4, T5) ¥ R’ = (15,11, 73, 75, 74, T2, 75) son M-paseos.

Afirmacién 6. Todo M-paseo es cerrado.

Supongamos que existe P = (z1,Zs, ..., Z,) un M-paseo no cerrado.
El grado de x, un vértice en P, tienen grado par en P ya que siempre que
una arista a incide en x, par,(a) incide en z y también pertenece a P por ser
un M-paseo, en particular se cumple para ;.
Por otro lado, cada que x; aparece en P tiene dos aristas incidentes, a excep-
cion de la primera vez en la cual sélo incide una arista, por lo que el grado de
x1 es impar, lo que contradice el hecho de que todo vértice de P tiene grado
par.
Por lo tanto P es cerrado y todo M-paseo es cerrado.

En lo que resta de la demostracion utilizaremos M-paseos de la forma
como en (5).

Afirmacién 7. Existe una particion de A(G) en M-paseos cerrados.

Sea e; = x1x9 € A(G), entonces
Tl — (xla €1,T9,€E2 = parl‘z(el)) T3y eoey Ty € = parmk (ek—1)7 Ik:-‘rl == xl)

es un M-paseo.
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Si A(Ty) = A(G) acabamos P = {11} es la particién que buscamos.

Si no, por ser G conexa, existe f; = y1y2 € A(G) — A(Ty) tal que y; €
V(T1). Podemos hacer el siguiente M-paseo

T2 = (y17f17y27f2 :pa’ry2<f1>7y37 Jyjﬂfj :pa’ryj<fj*1>7yj+1 = yl)

Veamos que A(Ty) N A(Ty) = 0.

Supongamos, por contradiccion, que existe una arista f; € A(Ty) N A(Ty),
entonces f; 11 € A(Ty) N A(Ty) por ser Ty y To M-paseos.

Como fiy1 € A(Ty) N A(T»), entonces fio € A(T1) N A(T). Siguiendo
con este proceso y al ser T} y T cerrados llegamos a que f; € A(Ty) N A(T>),
pero fi & A(Ty). Por lo tanto T} y T no comparten aristas.

Si A(Ty) U A(Ty) = A(G) acabamos P = {T1,T5} es la particién que
buscamos.

Sino, existe g1 = z120 € A(G)—(A(T1)UA(Ty)) tal que 2, € V(T1)UV (T5)
y repetimos el proceso.

Como A(G) es un conjunto finito existe s € N tal que

A(TY) UA(T) U ... UA(Ts) = A(G)

y P={T1,Ts,...,T,} es la particién que buscamos.

Sea P = {T3,T5,...,Ts} la particion en M-paseos que nos asegura la
Afirmacién 7. Si s = 1 acabamos 77 es un paseo euleriano bien coloreado.

Si s > 2, entonces al ser GG conexa existe un M-paseo de P que comparte
al menos un vértice con 7T; supongamos, sin pérdida de generalidad, que
es Ty. Sea y; € V(11) N V(T3), entonces y; € V(T1) y al ser T} un paseo
cerrado podemos suponer sin pérdida de generalidad que T} = (x1, €1, 29 =
Y1, €2, ...,T1), CON €1 y e dos aristas en T} que inciden en y;.

Existen 3 casos posibles para los colores de las aristas fi, fj,e1 y e, los
cuales son:

s Las aristas usan 4 colores.

En este caso, construimos un nuevo paseo bien coloreado P; de las si-
guiente manera Py = (z1, €1, x2) U (z2 = y1, To, y1 = x2) U (29, €2, ..., 1;).

s [as aristas usan 3 colores.
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Al ser T} y T, paseos cerrados podemos suponer, sin pérdida de gene-
ralidad, que las aristas que tiene el mismo color son e; y f;.

Construimos un nuevo paseo P; en el cual a T} le agregamos T, entre
e1y es, es decir, Py = (x1,e1,22 = y1) U (y1, To, y1) U (22, €3, ..., 1), ver
figura 2.6(a).

Las aristas usan 2 colores.

Como T; y T5 son paseos bien coloreados se tiene que x(e;) # x(e2) v
x(f1) # x(fj), ademas podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que x(e1) = x(f1) ¥y x(e2) = x(fy)-

Construimos un nuevo paseo P, en el cual a T} le agregamos T, '
entre e; v ey, es decir, P, = (z1,e1,29 = 1) U (y1, Ty g1 = 29) U
(xq, €9, ..., 1), ver figura 2.6(b).

(a) Si se ocupan tres colores. (b) Si se ocupan dos colores.

Figura 2.6: Notar que los paseos pueden pasar varias veces por un vértice
pero no por una arista.

En los tres casos podemos hacer P, un paseo bien coloreado uniendo los

paseos 1 y Ts. Podemos repetir este proceso con los paseos bien coloreados
P, y T5 creando un nuevo paseo bien coloreado P,. Repitiendo este proceso
s — 1 veces podemos unir todos los paseos bien coloreados de la particion P
en el paseo bien coloreado P;,_1, el cual es un paseo euleriano bien coloreado
puesto que

AP = AM) = A(G)
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La demostracion del teorema anterior fue hecha por Kotzig en [15], sal-
vo la forma de hacer las parejas. En la demostracion realizada por Kotzig
las parejas se hacen de una forma distinta ya que Kotzig denotd sucesiva-
mente las aristas de cada vértice por f;(1), fi(2), ..., fi(2¢;) de modo que las
primeras aristas sean del color 1 y luego todos las aristas de color 2 y asi
sucesivamente hasta terminar con las aristas de color ¢, donde 2¢; es el gra-
do del vértice v;. Después hizo las parejas de las aristas del vértice v; como
Sigue: D; = {(fz(1)7ft<1 + Ci))v (fl(2)7f1(2 + ci))? ) (fl(cl)7f1(2cl))} Y es

claro que las parejas contienen aristas de distintos colores por la propiedad

di(z) < Zi;&j d;().

El algoritmo usado en la demostracion para hacer las parejas fue mostrado
por Benkouar, Manoussakis, Paschos y Saad en [6], quienes buscaron una
forma constructiva de realizar la demostracion del Teorema 2.3 y demostrar
que el problema de encontrar un paseo eulerino bien coloreado se puede
resolver en tiempo polinomial.

Anos después Pevzner en [17] propuso un algoritmo sin necesidad de cons-
truir graficas auxiliares. A diferencia del algoritmo de Benkouar, Manoussa-
kis, Paschos y Saad que resuelven el problema de encontrar un apareamiento
perfecto una vez por cada vértice de la gréfica, en el algoritmo propuesto por
Pevzner s6lo se necesita escoger una arista critica en cada paso, lo que hace
que el algoritmo sea mas eficiente.

Sea P = (x1,...,x,) un paseo bien coloreado en una multigrafica G colo-
reada por aristas. Un color ¢ es critico con respecto a P si ¢ # x(ym_12m) ¥
c es el color més frecuente entre el conjunto de aristas A(G) — A(P) que in-
ciden en x,,. Un paseo P puede tener més de un color critico. Las aristas del
conjunto A(G) — A(P) que inciden en x,, y tiene color critico son llamadas
aristas criticas, ver figura 2.7.

El algoritmo descrito por Pevzner es el siguiente:
Hacer P, = 1 y construir P, = (1, ...,x;) agregando la arista critica x;x; 1
de acuerdo con la siguiente regla:

una arista critica de color y(z12z2) si el color x(xixs) es critico,
Lilit1 =

una arista critica arbitraria en otro caso.
Parar cuando no existan aristas criticas.

Notemos que los P; obtenidos en cada paso del algoritmo son paseos bien
coloreados.
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(a) Multigrafica G. (b) Paseo P = (f,a,b,c,d,b,e).

Figura 2.7: Los colores criticos con respecto a P son 1 y 3. Las aristas ae y
ed son criticas con respecto a P.

Teorema 2.4. Si G es una multigrdfica conexa, cada vértice de G tiene
grado par y para todo vértice x y todo color i, d;(x) < Zi#j dj(x), entonces
el algoritmo de Pevzner produce un paseo euleriano bien coloreado en G.

Demostracion.
Sea G una multigrafica conexa, cada vértice de G tiene grado par y para todo
vértice z y todo color 4, di(z) < >, d;().

Sea P, = (21, ..., Z,) el paseo bien coloreado de longitud mayor entre to-
dos los paseos bien coloreados obtenidos mediante el algoritmo de Pevzner. Si
A(P,,) = A(G), entonces acabamos P, es un paseo euleriano bien coloreado,
P, es cerrado por el hecho de que el grado de todos los vértices es par.
Supongamos que A(P,,) # A(G), entonces por ser G conexa, existe una aris-
tae & A(P,,) vy que incide en un vértice de P,,. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que e incide en el vértice x,,, pues si P,, no es cerrado el grado
de x,, en P, es impar y si P,, es cerrado podemos renombrar los vértices.

Como P, fue obtenida con el algoritmo de Pevzner todas las aristas que
inciden en x,, que no estan en P,, no son aristas criticas y por ende todas
son de color x(&;,—12,,). Digamos que existen n aristas que inciden en z,,, no
criticas con respecto a P,,, notemos que n > 1 pues e incide en x,, y no es
critica.

Como d;(x) < >7,; d;(z) para todo color i y todo vértice z, en especial
se cumple para i = x(Z;,_1%m) ¥ & = T, por lo que existen al menos n + 1
aristas que inciden en z,, de color distinto a x(z,,_17;,). Como las aristas
que inciden en x,, que no pertenecen a P, son de color x(z,,_1%,,), entonces
x), aparece en P, més de una vez, es decir, existe z; € P,, tal que x; = z,,
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para algunas 1 < i < m — 1. Sea x; un vértice de P,, tal que k es el mayor
entero que cumple x, = x,, y k # m.

Existen tres posibles casos para los colores de las aristas que inciden en
xp que pertenecen a P,.

L X(p-17%) = X(@Tm-1Tm) ¥ X(T1Tk41) # X (Tm-120)-
En este caso existe j tal que x; = xj, en otro caso no se cumplirfa la
desigualdad d;(z) < >, ;d;(z) para el color x(y-12,) y el vértice
T

2. X(zk-12k) # X(@m-1Zm) ¥ X(@kTrs1) = X (Tm—1Tm).-
En este caso existe j tal que x; = xj, en otro caso no se cumplirfa la
desigualdad d;(z) < >, d;(x) para el color x(zp—12y) y todo vértice
T

3. X(zramr) # X(Tmo1Zm) ¥ X(@rTri1) # X (Tmo1Tm)-
En este caso tenemos una contradiccion pues la arista xiri., es la
tnica arista en A(G) — A(P;) que incide en z; de color distinto a
X(Zm_1%,) v existen al menos dos aristas, e y Z,,_1Z,, que inciden
en xj de color x(z,,—1%,), lo que contradice que zyx) 1 es una arista
critica con respecto a Py y por ende P,, no es un paseo obtenido con el
algoritmo de Pevzner.

En los casos 1 y 2 hacemos k' el mayor entero tal que zp € V(FP,,),
T = xp y k' < k. De manera anéloga tenemos que existen tres posibles
casos para los colores de las aristas que inciden en x;, que pertenecen a P,,.

Siguiendo este proceso si en algin momento se cumple el caso 3) acaba-
mos. Sisiempre se cumple los casos 1 0 2, como |A(G)| es finita llegamos a una
contradiccion, pues no se cumpliria la desigualdad d;(z) < >~,_; d;(z) para el
color x(x;,_12,) y el vértice z,,, ya que en cada paso de este proceso tenemos
dos aristas distintas una de color x(z,,_17,,) ademéas de otra de distinto color
y como la arista e es de color x(zm-17m,) tenemos que di(zy) > >, d;j(zy)
para i = d;i(z) < 37, d;i(x).

Por lo tanto A(G) = A(P,,).

Sic =2, el Teorema 2.3 se pude escribir de la siguiente forma:

Corolario 2.5. Una multigrifica G 2-coloreada por aristas tiene un paseo
euleriano cerrado alternante si y sdlo si G es conexa y di(x) = do(x) para

todo x € V(G).



40 CAPITULO 2. PASEOS EULERIANOS

El siguiente Teorema puede demostrarse sin necesidad de utilizar el Teo-
rema 2.3 y la demostracion es similar a la del Teorema 1.2.

Teorema 2.6. Una digrdfica D es euleriana si y sdlo si D es conexa y
d*(z) = d~(z) para todo vértice x € V(D).

Demostracion.
D es una digrafica euleriana si y so6lo si D tiene un paseo euleriano si y
s6lo si la multigrafica G obtenida al aplicar la transformaciéon de Hiaggkvist
a D tiene un paseo eulerino cerrado alternante si y solo si G es conexa y
d1(v) = da(v) para todo v € V(G) si y so6lo si D es conexa y d*(v) = d~(v)
para todo vértice v € V(D).

O

Existen algunas operaciones que al aplicarlas sobre paseos eulerianos de
una multigrafica resultan en otro paseo euleriano de la misma multigrafica
pero las mismas operaciones al aplicarlas a paseos eulerinos alternantes el re-
sultado no siempre resulta en paseos eulerianos alternantes, en [11] se pueden
encontrar ejemplos de este tipo de operaciones.

Nosotros nos vamos a interesar en operaciones que preserven la propie-
dad de paseo euleriano alternante. Pevzner en [17] introdujo las siguientes
dos transformaciones que preservan los paseos eulerianos alternantes, ademas
estudio aplicaciones del teorema 2.7.

Sean G una multigrafica 2-coloreada por aristas y F' un paseo alternante
en G con F = (21, ..., iy ooy Tjy ooy Thgy ooy Ty oy Ty ), donde zy = 2 y 2, = 5.
Dividimos a de F' de la siguiente manera, F' = (Fy, Fy, F3, Fy, Fs) donde
Fy = (21, ..,2;), Fo = (i, xig, .., x5), Fs = (2, 11, s k), Fao = (2p, ..o, T)
v F5 = (2, .oy Ty).

La transformacion F = (Fl, FQ, Fg, }747 F5) — F* = (Fl, F4, F3, FQ, F5> €s
llamada intercambio de orden si ['* es un paseo alternante, ver figura 2.8.

(a) G. (b) F.

Figura 2.8: Intercambio de orden.
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Sean P = (vq,...,0;, ..., Vj, ..., U, ) Un paseo alternante en G con v; = v; y
Py = (v1,...,v), Po = (vi,...,vj) y P3 = (vj, ..., vy,) una division de P, es decir,
P = (Pl, PQ, P3) La transformacion P = (Pl, Pg, Pg) — P* = (P17 PQ_I, P3)
es llamada reflexion de orden si P* es un paseo alternante, ver figura 2.9.

El indice de los paseos X y Y, denotado por ind(X,Y), es la longitud
del subpaseo mas largo que tienen en comtn X y Y.

(a) F. (b) F*.

Figura 2.9: Reflexion de orden.

Teorema 2.7. Todo par de paseos eulerianos alternantes cerrados X y 'Y
en una multigrdfica 2-coloreada por aristas pueden ser transformados uno en
el otro por medio de una secuencia de transformaciones de intercambio de
orden y reflexion de orden.

Demostracion.
Sean GG una multigrafica 2-coloreada por aristas, X y Y paseos eulerianos
alternantes cerrados en G.

Consideramos el conjunto, C = {X;}, de todos los paseos eulerianos alter-
nantes cerrados en GG obtenidos a partir de aplicar una secuencias de trans-
formaciones de orden a X. Escogemos el paseo euleriano alternante cerrado
X* e, X* = (zxo,22,...,2,), que contenga el subpaseo méas largo en comiin
con Y = (Yo, Y2, ..., Yg), s decir, ind(X*,Y) = max x,cc ind(X;,Y).

Si el ind(X*,Y) = ¢, acabamos pues X* =Y.
Supongamos que ind(X*Y) =1<gq.

Al ser X* y Y paseos eulerianos alternantes cerrados podemos suponer
sin pérdida de generalidad que x; = y; para todo 0 < i < [. Sea e; = x;1141
Y €2 = YiYi41-

Las aristas e y es tiene el mismo color pues x;_1x; = y;_11; son justamente
las aristas anteriores a e; y e en X* y Y, respectivamente, véase figura 2.10.

Al ser X* un paseo euleriano es € A(X™). Existen dos casos que e se
recorra en X* en sentido 39,41 0 en el sentido y;11y;.
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Figura 2.10: Paseos X* y Y.

Caso 1. En X* la arista es se recorre en sentido y;11;.

En este caso X* = (20, ..., T, Tis1, ooy Yit1, Yiy -5 Lg)-
Hacemos 11 = (xg, ..., x1), To = (21, Tis1, o, Yir1, v1) ¥y 13 = (yi, ..., 24). Como
x(e1) = x(ez), entonces X* — X** = T}, T, ', Ty es una reflexion de orden,
véase figura 2.11. Entonces X** € Cy el ind(X™,Y) > [+1 pues X** tiene en
comin con Y el subpaseo T = (xo, ...., 2, Z111), lo que contradice la eleccion
de X*.

Figura 2.11: Si la arista e, se recorre en sentido y;1y;.

Caso 2. En X* la arista es se recorre en sentido 4y 1.

En este caso X* = (20, ..., Tty i1, ooy Yo = Tpy Y11 = Tpi1, -y Lg)-
Hacemos X = (xq, ..., x1), Xo = (X, Tig1, o, Yy = ) ¥ X3 = (Y1 = Tp, Tpy1 =
lerlJ""xq)'

Afirmacidn. El paseo X3 contiene un vértice z;, con j > p, que pertenece
a XQ.

Sea ¢ > [ el minimo nimero que cumple la condicion: el vértice y; del
paseo Y esta en X,. La existencia de i se sigue del hecho que e; € A(X3) y
Y contiene la arista e; = y;_1y;, para alguna ¢t > [.

La arista y;_1y; no pertenece a X, por la forma de seleccionar a i. Como
1 > [, entonces la arista y;_1y; no pertenece a X1, por ende la arista pertenece
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a X3. Por lo tanto y; pertenece a Xo y a Xj.
Lo que demuestra la afirmacion.

Por la Afirmacion el paseo X* se puede reescribir de las siguiente manera
X* = (20, ooy Tl T 1y ooy Tl = Ty oy Tp = Yy Tp1 = Yit1y ooy Tjy oy Tg), VEASE
figura 2.12.

Hacemos 171 = (zo, ..., x1), T = (x4, ..., x), T3 = (T, ..o, ), Ty = (2, ..., xj),
T5 = (T, ... 7q), f1 = Tp—1Tr y fo = Tj217;.

Figura 2.12: Si la arista e, se recorre en sentido vy, 1.

a) Si x(f1) = x(f2), entonces x(fa2) # x(TxTr11) ¥
X* — X* = (T1,T4, T3, T3, Ts) es un paseo alternante pues

D) X(@am) = x(Wiaw) # xWiyi) = x(wppia), entonces (13, Ty)
es un paseo alternante,

) X(@j—1zj) = x(f2) = x(fi) # x(zr2r41), entonces (T4, T3) es un
paseo alternante.

) x(wwi1) = x(2pxp1) # X(2p—17,), entonces (T3, T,) es un paseo
alternante.

) Como x(f2) # x(zwwp1) ¥y X(xj-175) # X(@pTr+1), entonces

X(f2) = x(zj—12j) # x(xjzj41) por lo que (T3,T5) es un paseo
alternante.

De modo que X** € C e ind(X*™,Y) > [+ 1, pues X*™ y Y tienen en
comin el subpaseo T' = (xy, ...., ¥, £141), lo que contradice la eleccion
de X*.

b) Si x(fi1) # x(f2), entonces Xx(vx7.41) = Xx(f2) puesto que x(fi) #
X(7p2p11). Por otro lado, X** = (T, Ty, Ty ', Ty *, Ts) es un paseo al-
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ternante y se obtiene a partir de X* con las siguientes dos reflexiones
de orden:

) X* = X' = (1, Ty, Ty LT Ts) = (T, To, Ty Y Ty b Ts). XU es

un paseo alternante pues x(f1) # x(f2) y x(#x%241) = x(f2), lo
que nos asegura que (Th, Ty ') v (T3 ', T5) son paseos alternantes.

2) X' — X = (T, Ty T, T L Ts) = (Ty, T, Ty Y Ty b Ts). X+
es un paseo alternante pues:

) X@imz) = X(Wiy) # X)) = X(@pTp+1), entonces
(Ty,Ty) es un paseo alternante,

3 x(f1) # x(f2), entonces (T4, T, ') es un paseo alternante,
) x(@xi) = x(@p2py1) # x(Tp-17p), entonces (T2_17T3_1> €s
un paseo alternante,

Y X(zrrei1) = X(f2), entonces (Ty ', Ts) es un paseo alternante.

De modo que X** € Cy el ind(X*,Y) > [+1, pues X** y Y tienen en
comin el subpaseo T' = (xy, ...., ¥, T141), lo que contradice la eleccion
de X*.

En ambos casos llegamos a una contradiccion. Por lo tanto Y puede ser

obtenido a partir de X con una secuencia de transformaciones de orden.

[]

El Teorema 2.7 asegura que se pueden encontrar todos los paseo euleria-

nos bien coloreados de una grafica a partir de encontrar uno de los paseos
eulerianos de G, es decir, con los Teoremas 2.4 y 2.7 podemos encontrar to-
dos los paseos eulerianos de una grafica G, siempre y cuando G contenga al
menos uno.



Capitulo 3

Ciclo y trayectorias bien
coloreados

En este capitulo se expondran resultados que dan respuesta al problema
de verificar si una grafica coloreada por aristas tiene al menos un ciclo bien
coloreado. Posteriormente, se dara una cota, relacionada con el grado minimo
monocromatico de la gréafica, para las trayectorias bien coloreadas de longitud
maxima.

3.1. Ciclos bien coloreados

El problema de verificar si una grafica coloreada por aristas tiene un ciclo
bien coloreado es la generalizacion del problema de verificar si una digrafica
tiene un ciclo dirigido. Este hecho es consecuencia de la Proposicion 1.8.

Los primeros en estudiar el problema fueron Grossman y Haggkvist |12,
quienes demostraron el caso ¢ = 2 del siguiente teorema, y posteriormente
Yeo en [19] lo demostrd para todo ¢ > 2.

Teorema 3.1. (Yeo) [19] Si G es una grdfica c-coloreada por aristas, ¢ > 2,
sin ciclos bien coloreados, entonces G tiene un vértice z € V(QG) tal que
ninguna componente conexa de G — {z} estd unida a z con aristas de mds
de un color.

Demostracion.

Sea (G una grafica c-coloreada por aristas sin ciclos bien coloreados. Tomamos
p1 € V(G) arbitrario y S = {pi1} U{s € V(G) — {p1} | [xfina(p1,s)| = 1},
es decir, S es el conjunto de los vértices de G, tal que toda trayectoria bien
coloreada desde p; termina en el mismo color y p; € S.

45
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Sean P = (p1,pa, ..., p1), L > 1, una trayectoria bien coloreada de longitud
méaxima con p; € Sy T, = {t € V(G) —{p} | k € Xinicia(p1, 1)} para todo
ke {1,2,...,c}, es decir, un vértice ¢t pertenece a T}, si existe al menos una
(p1, t)-trayectoria bien coloreada con arista inicial de color k.

= Si | = 1, entonces hacemos C* el conjunto de todos los colores de las
aristas de G.

= Sil > 2, entonces hacemos C* el conjunto de todos los colores de las
aristas de G menos X finai(P)-

Afirmacion 1. V(P) N T, = () para todo k € C*.

Si |l =1, entonces la afirmacion es cierta pues p; = py; &€ T.

Supongamos que [ > 2y V(P)NT}, # () para algtn k& € C*, entonces existe
p € V(P)NTy. Como p' € Ty, existe una (p;, p’)-trayectoria bien coloreada,
R = (pi, 71,79, oy Tn1,Tn, P'), donde Xiniciat(R') = k. Sea p; el primer vértice
en R’ que pertenece a P distinto de p;. Notemos que todos los vértices de R’
pertenecen a T}, pues R’ es una trayectoria bien coloreada que empieza en p;
con arista de color k.

Entonces R = (p;, 71,72, ooy Tm—1, Tm, D;) €S una (p;, p;)-trayectoria bien

Coloreada, m 2> 17 Xinicial(R) = Xinicial(R/) = k; (&S {17 2a 7l - 1} y V(R) N
V(P) = {pi,m}, la siguiente figura muestra como obtener p;.

Claramente x (pipi+1) = X finat(R), en otro caso G tiene el ciclo bien colo-
reado (pivpi-i-la < PLT1, T2, "'7Tm7pi)7 pues X(pl—lpl) ¢ C* y keCr.

Hacemos Q = (p1, P2, s Pis Tms Tm—1, ---s T1, P1)- @ €s una (pyp;)-trayectoria
bien coloreada, ademas X fina(Q) = Xinicial(R) = k # Xfina(P). Por lo que
{Xfinal(Q)quinal(P)} g Xfinal(pl’pl) y |Xfinal(p17pl)| 2 2.

Por lo tanto p; ¢ S, contradiciendo la definicion de P.
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Afirmacion 2. Si zy € A(G), z € Ty, y € Tr y k € C*, entonces existe
R una (p;, x)-trayectoria bien coloreada, X finai(R) 7# X(2Y) ¥ Xiniciat(R) = k.

Sean z € Ty, y & Ty, y xy € A(G). Por definicion de Ty, existe () una
(p1, x)-trayectoria bien coloreada con arista inicial de color k. Si X fina(Q) #
X(zy), hacemos R = (). Entonces supongamos que X fina(Q) = x(2y).

Notemos que los vértices x y p; son distintos puesto que x € T}, y por la
Afirmacién 1 tenemos que p; € Tj. Ademas todos los vértices de @) pertenecen
a T}, pues () es una trayectoria bien coloreada que empieza con una arista de
color k.

Por la Afirmaciéon 1, PUQ es una (py, z)-trayectoria bien coloreada mas
grande que P. Esto implica que z € Sy por ende |X finai(p1, )| > 2. Entonces
existe L una (p;, x)-trayectoria bien coloreada con x fina(L) # x(2y), véase
figura 3.1.

Seaw € (V(L)NV(PUQ))—{x} tal que V(L[w, z])NV(PUQ) = {w, z},
es decir, el vértice w es el ultimo vértice donde se cortan ambas trayectorias.
El vértice w existe pues p; € (V(L)NV(PUQ)) — {z}.

Siw € V(P)—{p}, entonces QU L™ [z, w] es una (p;, w)-trayectoria bien
coloreada la cual tiene su primer arista de color k. Entonces w € T} lo que
contradice la Afirmacién 1.

Por lo que w € V(Q), ademas Xiniciat(Q[w, x]) = Xinicia(L[w, z]), en otro
caso Qw, z] U L™ [z, w] es un ciclo bien coloreado.

Eso implica que R = Q[p;, w] U L{w, x] es una (p;, z)-trayectoria bien
coloreada con Xinicial(R) = k'Y Xfina(R) # x(xy).

Afirmacion 3. Sizy € A(G), z € Ty, y &€ T}, para algin k € C*, entonces
y=ny x(zy) = k.
Sean zy € A(G), x € Ty, y € T}, para algin k € C*. Por la Afirmacion

2, existe R una (p;, z)-trayectoria bien coloreada con X fima(R) # x(zy) ¥y
Xinicial(R> = k.

1. Por demostrar que y = p;. Supongamos que y # py.

Siy € R, entonces y € T}, pues todos los vértices de R pertenecen
a Ty, lo cual contradice la suposicion que y & 7.
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Figura 3.1

Siy € R, entonces RUzy es una (p;, y)-trayectoria bien coloreada
con Xinicial(R U zy) = k, lo cual contradice la suposicion que
y & Ty, ver figura 3.2.

Por los tanto y = p;.

Figura 3.2

2. Por demostrar x(zy) = k. Supongamos que x(zy) # k.

Entonces RU xy es un ciclo bien coloreado, lo que contradice que G no
tiene ciclos bien coloreados. Por lo que x(zy) = k.
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Afirmacién 4. Ninguna componente conexa de G — {p;} esté unida a p;
con aristas de més de un color.

Supongamos que la afirmacion es falsa.

Sean p;x vy piy una pareja de aristas distintas de G tal que x y y pertenecen
a la misma componente conexa de G — {p;} y x(pix) # x(piy)-

Supongamos sin pérdida de generalidad que x(px) € C*. En G — {p;},
existe una trayectoria R = (x = ry,79, ..., 7, = y), m > 2, no necesariamente
bien coloreada.

» Siy € Typa), entonces como p; & T\ () por la Afirmacion 3 se tiene
que x(py) = x(px), lo que contradice que x(pz) # x(p1y).

» Siy & Ty(pa), entonces como x € Typq, existe 4, (1 <7 < m — 1), tal
que 75 € Ty(pz) ¥ Tit1 € Ty(pa)» 1o que contradice la Afirmacion 3, pues
ririy1 € A(G) pero py # riq1.

En ambos casos llegamos a una contradiccién y por lo tanto la afirmacion
es clerta.

[

Existen varios corolarios derivados del Teorema 3.1, algunos de ellos son
los siguientes:

Corolario 3.2. [12] Sea M un apareamiento perfecto de una grdfica G. Si
ninguna arista de M es puente en G, entonces G tiene un ciclo tal que sus
aristas son tomadas alternadamente de M y A(G) — M.

Demostracion.
Sean GG una grafica y M un apareamiento perfecto de G tal que ninguna
arista de M es puente en G.

Coloreamos las aristas de G de la siguiente manera:

(a) 1 siae M,
a) =
X 2 siae AG) - M.

Sean z € V(G) y xy la arista que M-satura a z, entonces x(xy) = 1.
Consideramos la grafica G — {z}.

Sea W la componente conexa de G — {x} que contiene a y.

Debido a que no existen aristas de W; a otra componente conexa de
G — {z} y la arista xy no es puente, existe xz € A(G) de color 2 con z €
V(W1). Por lo tanto existe al menos una componente conexa de G — {z} que
estd unida a x con aristas de mas de un color.
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Por el Teorema 3.1, existe v un ciclo bien coloreado en G. Como G esta
2-coloreada el ciclo es de longitud par.
Como el ciclo v esta bien coloreado las aristas alternan color por lo que
las aristas son tomadas alternadamente de M y A(G) — M.
O

Corolario 3.3. No existen grdficas sin puentes que contengan un unico apa-
reamiento perfecto.

Demostracién.
Sea G una grafica sin puentes y M un apareamiento perfecto de G.

Como G no tiene puentes, entonces ninguna arista de M es puente en G.
Por el Corolario 3.2, G tiene un ciclo v que alterna arista de M y A(G) — M.
Definimos M’ = M A A(7), es decir, M’ consiste de todos las aristas de M
que no inciden en vértices de v y las aristas de v que no pertenecen a M.

Afirmacion. M’ es un apareamiento perfecto.

= )M’ es un apareamiento.

Sean a y b dos aristas en M’ diferentes. Tenemos los siguiente 4 casos.

Caso 1. a,b € A(y).
Como a y b son aristas de v diferentes y « alterna aristas de M y
A(G) — M, a y b no comparten vértices.

Caso 2. a € A(y) ybe A(G) — A(7)

Como b € A(G) — A(y) entonces b € M — A(vy) y al ser M un
apareamiento los vértices que inciden en b no pertenecen a V(7).
Por lo tanto a y b no comparten vértices.

Caso 3. be A(vy) yae€ A(G) — A(7)
Este caso es andlogo al caso anterior.
Caso 4. a,b € A(G) — A(y).

Como {a,b} € A(G) — A(v) entonces {a,b} € M y al ser M un
apareamiento a y b no comparten vértices.

En todos los casos llegamos a que a y b no comparten vértices y por lo
tanto M’ es un apareamiento.
= M’ es un apareamiento perfecto.

Sea x € V(G) veamos que = esta M’'-apareado. Tenemos los siguientes
Ccasos:
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Caso a. x € V(G) — V().

Sea x un vértice que no pertenecen a los vértices de v. Como M
es un apareamiento perfecto existe a € M tal que M-satura a z y
por definicion de M’ la arista a también M'-satura a x.

Caso b. z € V().

Sea x un vértice que pertenece a los vértices de . Como ~ alterna
aristas de M y A(G) — M todos los vértices en v son incidentes a
una arista a € M y una arista b € A(G) — M. Por definicion de
M’ la arista b € M’ y por ende b M’'-satura a .

Por lo tanto M’ también es un apareamiento perfecto de G. O]

Corolario 3.4. [12] Sea G una grdfica euleriana 2-coloreada por aristas. Si
para todo v € V(G) 6;(v) es impar con i = 1,2, entonces G tiene un ciclo
alternante.

Demostracion.
Sea (G una grafica euleriana 2-coloreada por aristas tal que J;(v) es impar,
i =1,2, para todo v € V(G).

Sea x un vértice arbitrario de G. Consideramos la grafica G — {z} y
Wy, Wy, ..., W, sus componentes conexas.

Definimos, para todo ¢ € {1,2,...,n}, A; = {zw; € A(G) |w; € V(W,)},
es decir, A; es el conjunto de aristas que inciden en = y en un vértice de W;.

Afirmacion. Para todo 1 <i < n, |A;| es par.
Caso 1. n=1.

Toda arista que incide en x pertenece a A;, ademas 0(x) es par
debido a que G es una grafica euleriana. Por lo tanto |A;| es
par.

Caso 2. n > 2.

Como n > 2, existe j # ¢ tal que W; no es vacio. Sea P =
(21, 22, .., Z2m = 21) €l paseo euleriano cerrado de G. Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que z; € W;.

Sea z;, el primer vértice en P que pertenece a W, i # j, entonces
21 =2y 21 € V(W;) pues G no tiene aristas miltiples y no
existen aristas de W; a W, para todo r # .

Como z,, € V(W) existe una primera arista posterior a zj2j4+1
que incide en z. Por lo tanto, por cada xW; arista en P, existe
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una W,z arista en P. Se sigue que |A; N A(P)| es par y como
A; C A(P) = A(G) concluimos que |A;| es par.

Por hipotesis d1(z) es impar y por la Afirmacion |A;| es par para todo

1 <i < n, entonces existe A; tal que |x(4;)| = 2, para algin i € {1,2,...,n}.
Por lo tanto para todo v € V(@) existe una componente conexa W, en
G—{v} tal que |x(A;)| = 2. Por el teorema 3.1 G tiene un ciclo bien coloreado.
[

En [1] se propuso la conjetura 3.5, la cual es la generalizacion del teorema
1.6 para graficas coloreadas por aristas.

Conjetura 3.5. Si G es una grdfica c-coloreada por aristas de orden n con
Omon(G) = d > 1, entonces G tiene un ciclo bien coloreado de longitud al me-
nos min{n, cd}. Mds ain, si ¢ > 2, entonces G tiene un ciclo bien coloreado
de longitud al menos min{n,cd + 1}.

Gutin en [13] demostrd que la conjetura 3.5 es falsa, ademds encontr6 una
familia infinita de graficas que no cumplen la conjetura.

Teorema 3.6. [13] Para cada d > 1 existe G una grdfica c-coloreada por
aristas con Spmen(G) = d y sin ciclos bien coloreados.

Demostracion.

Sea (p1,p2, ..., D) un vector donde sus coordenadas son niimeros enteros no
negativos. Para un vector arbitrario (py, pe, ..., pc), la grafica G(py, p2, ..., pc)
estd definida de forma recursiva como sigue:

Tomamos las graficas Hy = G(p1 — 1,pa, ..., pe) sip1 > 0, Hy = G(p1,p2 —
1,..,pe) sipe >0, ..., H. = G(p1,pa, ..., pe— 1) si p. > 0. Agregamos un nuevo
vértice x y una arista de color ¢ entre x y cada vértice de H;, para cada ¢
para el cual p; > 0. En especial la grafica G(0,0,...,0) = K;, véase figura
3.3. Notar que la grafica G(0,0, ..., p;, ...,0) es una gréfica completa de orden
pi + 1 v con todas sus aristas de color 4, esto se puede demostrar facilmente
por induccién sobre p;.

Veamos por induccion sobre n = p; + py + ... + p. que G(p1,p2, ..., De)
no tiene ciclos bien coloreados, |V (G(p1,p2,..,pe))| > p1 +p2+ .. +pe ¥y

Smon(G(p1, P2, -y D)) = min{p; |i = 1,2, ..., c}.

» Base de induccién. Claramente G(0,0,...,0) = K; no tiene ciclos
bien coloreados, |V (G(0,0,...,0))| =1 >0y 6mon(G(0,0,...,0)) = 0.

» Hipétesis de induccién. Supongamos que toda grafica G(pl, ..., pl)
con py + ph + ... + pl. < n, cumple que:



3.1. CICLOS BIEN COLOREADOS 53

)

a’. no tiene ciclos bien coloreados,

b V(G 0 >0+l y

7

¢ Omon(G(PY, ...y 0L)) = min{p;|i=1,...,c}.

xr xr
o—0 O
(a) G(1,0). (b) G(0,1). (c) G(2,0).
(d) G(1,1). (e) G(2,1).

Figura 3.3: Ejemplos de como construir las graficas G(p1, p2).

» Paso inductivo. Por demostrar que G(p1,ps, ..., pc), con p1+pa+ ...+
p. =n > 1, cumple que:

a. no tiene ciclos bien coloreados,

b. ’V(G<p1a :pc))| >pr+...+pPy
¢ Omon(G(p1,..ype)) =min{p;|i =1,...,c}.

Sea G = G(p1,p2,...,P) Una grafica tal que p; + ps + ... + p. = n. La
grafica G esta definida a partir de las graficas H; = G(py — 1,p9, ..., pe) si
p >0, Hy = G(p1,pa — 1,...,pc) sips >0, ..., H. = G(p1,p2, ..., 0 — 1) si
pe > 0 v el nuevo vértice . Notar que = es un vértice de corte en G.
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a. G(pi,...,pe) no tiene ciclos bien coloreados.

Por hipoétesis de induccion las grafica Hy, Ho, ..., H. no tiene ciclos bien
coloreados. Entonces si G(py,ps, ..., pe) tiene un ciclo v, éste debe pasar por
el vértice x, pero al ser x un vértice de corte y tener aristas de un sélo color
a cada una de las graficas Hy, ..., H. ningin ciclo puede pasar por x y por lo
tanto G(p1, p2, ..., D) N0 tiene ciclos bien coloreados.

b. [V(G(p1,...,pe))| > p1+p2+ .+ pe.

Como n > 1 existe p; > 1, con i € {1,2,....,¢}, por lo que la gra-
fica H; = G(p1,....,pi — 1,...,p.) esta definida y por hipotesis de induccion
WV(H)| >p1+...+(pi— 1)+ ...+ pe.

Por otra parte tenemos que |V (G(p1,pa,....,0c))| = |V(H;)| + 1, puesto
que V(H;) C V(G(p1,p2, .-, pe)) ademas agregamos el vértice z. Por lo tanto
V(G(pr, -y pe))| 2 IV(H)|+1>pr+pat o d+pe—1+1=pr+pa+ ... +pe

¢ Omon(G(p1y .-y 0e)) = min{p; |i = 1,2, ..., c}.

Sea a = min{p;|i=1,2,...,c}.

Caso 1. a =0.
Como a = 0, existe p; = 0 y la grafica H; no esta definida. Por lo
tanto el §;(z) = 0¥ Omon(G(p1, ..., pe)) = 0.

Caso 2. a > 1.

Para todo 1 <i < ¢, la grafica H; = G(p1,p2,...,pi — 1,...,Dc) esta
definida y por hipétesis de induccion cumple que:

a—1 sia=p;,

a si a # p;.

5mon(Hi) = {

Por definicion de G el vértice z tiene d;(x) = |V (H;)| y al ser H;
una grafica con 0,0, (H;) > a — 1 tiene al menos a vértices, para
todo 1 < i < ¢, en consecuencia §;(x) > a, para todo 1 <i < c.
Sea y € V(G) — {z} y k € {1,...,c}. Entonces y € V(H;) para
algin 1§i§cy5,fi(y) >a—1.

= Si 5fi(y) > a, entonces 0% (y) > a ya que H; es una subgrafica
de G.

= Si 0" (y) = a — 1 tenemos los siguientes dos casos:
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Subcaso 1.

Subcaso 2.

k=1.
Como 0;(y) = a — 1, entonces 6 (y) = a, pues agregamos la
arista xy con color i = k.

k # 1.

Sea y € V(H;) con 0, (y) = a— 1 donde p; = ay k # i. La
grafica G; = H; esta definida a partir de las graficas H{,...,H}
y el vértice x1, notamos que todas las graficas estan definidas
salvo H} si p; = 1. Entonces tenemos dos posibles casos y = x;

Yy # T

a. Si y = x1, entonces por definicion de la grafica H; tenemos
que 0;" = |V (H})|.
Como py,p; >a>1y Hi =Gp1,....pi —1,...,pe — 1, ..., pc)
tenemos que |V(H)| > p1+...+p.—2>pi+p —2 >
2a —2 =2(a — 1) > a — 1, contradiciendo que 6;" = a — 1.
b. Si y # x1, entonces como y # x1, y € V(H}), para algin
1 <j<c¢ donde Gy = Hj1 =Gp1,.pi—1,.,pi—1,....pc)
estd definida a partir de las graficas H?Z,...,H? y el vértice xs.
= Si y = x5, entonces con un analisis igual al del caso a
llegamos a una contradiccion.
= Siy # x9, entonces y € V(H}), para algin 1 <[ < ¢,
G3 = H}.
Siguiendo con este proceso y haciendo un razonamiento
igual al caso (a), el vértice y nunca puede ser el vértice
T, en ningun paso, ademés por definicion de la gréfica
G,_1 tenemos que:

5G] 5 (y) =1 si G, = HP,
k (y) - Gn-1 . n
5" (y) si G, # HJ.

Paramos cuando y € V(G(0,0,...,0,p,,0,...,0)) o
y € V(G(py, Py, -, 0,...,pl)), véase figura 3.5.

= Siy € V(G(0,0,...,0,p,,0,...,0)), entonces tenemos que
Gm = G(0,0,...,0,p,,0,...,0) es la grafica completa de
orden p; + 1 con todas las aristas de color k y por lo
tanto 65 (y) = pi,.
Por otro lado 65 (y) = (a—1)—(px—p}) = a+p},—pp—2
pues (a—1) es el k-ésimo grado de y en G y le restamos
el nimero de grados que disminuy6 en el proceso.
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(a) G. (b) Gl = Hl. (C) Gg = I{]1

Figura 3.4: Proceso para llegar a G,,.

Por lo tanto a+pj, —pr—2 = pj,, despejando y reduciendo
tenemos que a — pr = 2 lo que contradice que a < py.

» Siy e V(G(p),ph, .., 0,...,p.)), entonces existe m € N
tal que G, = G(p|,ph, ..., = 0,...,p.) v por ende
69 (y) = (a — 1) — pg, pues (a — 1) es el k-ésimo grado
de y en G y le restamos el niimero de grados que dis-
minuy6 en el proceso, que es pg, pero (a — 1) —pr <0
pues a < p; contradiciendo que G,, es una grafica.

Por lo tanto 6, (y) > a si i # k.
En todos los casos 0¢(y) > a y por consiguiente d,,0,(G) = a.

(a) Gm = G(Ov ~-~707P;€707 70) (b) Gm = G(pllv 7p;g =0, 7p/c)

Figura 3.5: Las dos posibles graficas G,,.
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3.2. 'Trayectorias bien coloreadas

Todas las graficas con al menos una arista tiene al menos una trayectoria
bien coloreada (a saber, la que consiste de una arista) es por esto que se
busca la trayectoria bien coloreada de longitud méaxima. En esta seccion
daremos una cota para la longitud de la trayectoria bien coloreada de longitud
maxima.

El siguiente teorema nos da una cota inferior de la longitud de la trayecto-
ria alternante de longitud méaxima de una gréfica 2-coloreada por aristas dado
el grado minimo monocromatico de la grafica. Después se dard un resultado
similar para graficas c-coloreadas por aristas, con ¢ > 3.

Teorema 3.7. [1] Si G es una grdfica 2-coloreada por aristas con dpmen(G) =
d > 1, entonces G tiene una trayectoria alternante de longitud al menos 2d.

Demostracion.

Supongamos, por contradicciéon, que existe una grafica G 2-coloreada por
aristas con d,en(G) = d > 1y P una trayectoria de longitud maxima de G
de longitud r < 2d. Sean x y y los vértices finales de P.

Diremos que la arista zz (respectivamente yz) de G es externa si es de
color diferente al color de la tnica arista en P que incide en x (respectiva-
mente y). Al ser P de longitud maxima no existen aristas externas xz o yz
con z € V(G) — V(P). Ademas existen al menos 2d aristas externas debido
a que dpen(G) = d.

Observacién 1. Si un vértice u es el vértice final de dos trayectorias alter-
nantes Py y P, ambas de longitud méxima en G'y x(wyu) #
X (wou) donde wiu € A(Py) y wou € A(Py), entonces todos
los vecinos de u estan en PyUP, y por ende |V (P)UV (P,)]
es al menos 2d + 1.

La observacion se sigue de que P; y P, ambas son de longitud maxima
por lo que todas las aristas externas de P; que inciden en u tiene que estar
en P, y todas las aristas externas de P, que inciden en u tiene que estar en
P, ademas como el color inicial de las trayectorias es diferente en u todas
las aristas que inciden en u son aristas externas de P; o de P,. Por lo tanto
todos los vecinos de u estan en P; U P,. Ademéas como d(u) > 2d tenemos
que |V (P1) UV (P)| es al menos 2d + 1.

Observacién 2. Los vértices de P no pertenecen a ningin ciclo alternante
de longitud r + 1.
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Si P es de longitud par no existen ciclos alternantes de longitud r + 1
pues 7 + 1 es impar.

Supongamos, por contradiccion, que P es de longitud impar y sus vértices
pertenecen a un ciclo alternante v de longitud r+ 1. Como |V (y)| =r+1 <
2d < d(z) y G no tiene lazos entonces existe al menos un vértice w € V(G) —
V(P) adyacente a = y podemos construir P’ una trayectoria alternante de
longitud mayor a P con la arista wx y el ciclo v conservando el patréon
alternante, véase figura 3.6, lo que es una contradiccion.

(a) Silas aristas wx y zy tienen el mismo (b) Si las aristas wz y xy tienen distinto
color. color.

Figura 3.6: En ambos casos i,j € {1,2} y j # i.

Para lo que resta de la prueba si tenemos un ciclo alternante C' y una
arista uv con u € V(C') y v € V(C), existe una tinica manera de pasar de uv
a C' y seguir a lo largo de C' manteniendo el patrén alternante. Denotaremos
a la trayectoria alternante resultante de longitud |C| por (u,v,C).

Observacién 3. La subgrafica inducida por los vértices de P no contiene
ningtn ciclo alternante de longitud r.

Si r es impar G no tiene ciclos de longitud r.

Supongamos, por contradiccion, que r es par v la subgrafica inducida por
los vértices de P contiene un ciclo alternante de longitud 7.

Sea C' = (x1, 9, ...,x, = x1) el ciclo alternante. Como la longitud de C
es r, entonces |V (C)| = r y existe un vértice u € V(P) — V(C). Como los
vértices de P — {u} estan contenidos en C, el vértice u esta unido al ciclo C'
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con dos aristas de distinto color, ya sean las dos aristas que inciden en u en
Psiu ¢ {z,y} oenel caso que u = = (0 u = y) la arista de P que incide en x
(respectivamente en y) y una arista externa que incide en x (respectivamente
a y), recordando que todas las aristas externas tienen ambos vértices en P.

Sean uw; y ux; las aristas que unen a u con C de color 1y 2, respecti-
vamente, ver figura 3.7. Entonces P, = ((u,z;,C,) y P, = (u,x;,C) son dos
trayectorias alternantes de longitud 7.

Ademas u es vértice inicial de Py y Po ¥ Xiniciat(P1) 7 Xiniciat(P2). Enton-
ces por la Observacion 1 |V (P)UV (P)| > 2d+1 pero V(P)UV(Py) = V(P)
lo que contradice que la longitud de P es menor a 2d. La observacion es cierta.

Figura 3.7: Ciclo C.

Afirmacién 1. Existe una particion de V(P) ya sea en dos ciclos alter-
nantes o en dos ciclos alternantes y un vértice u. Mas ain, en el dltimo caso
el vértice u estd unido a los ciclos con dos aristas de diferente color.

Dependiendo de la paridad de r se presentan los siguientes dos casos:
Caso 1. r es impar.

Sea P = (v = @1,Y1,%2,Y2, ..., Tp,Yp = Yy) para algun p > 1 tal que
r=2p—1.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la arista x;y; es color rojo.
Entonces la arista z,y, es color rojo y todas las aristas externas de P son
color azul. Ademas, cada arista externa inciden en un vértice final de alguna
arista azul y;x;11, @ < p — 1. Como existen al menos 2d > 2(p — 1) aristas
externas y s6lo p — 1 aristas de color azul de la forma y;x;.1 en P, entonces
existe al menos una arista y;x; 11 a la cual son adyacentes al menos 3 aristas
externas.
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Considerando las 4 combinaciones posibles de las aristas externas que
inciden en la arista y;x;y; construiremos un ciclo de longitud » + 1 o una
particion de los vértices de P en dos ciclos, la siguiente figura muestra las 4
posibles aristas externas.

De las siguientes 4 combinaciones posibles de aristas externas, que son
adyacentes a la arista y;x;41, en dos de ellas las aristas {z1y;, ypzi+1} son
externas y en las otras dos las aristas {1711, ypy;} son externas.

Subcaso 1. {z1y;, y,;+1} son aristas externas.

Tenemos que Cy = (21, Y1, s Tiy Yi, 1) ¥ C2 = (Tit1, Yit1, o Tpy Yps Tit1)
son ciclos alternantes debido a que las aristas x;y; y T;11¥y;11 son rojas.

Ademas V(C) NV (Cy) = 0y V(Cy) UV (Cy) = V(P), entonces existe
una particiéon de P en dos ciclos alternantes.

Subcaso 2. {71241, y,y;} son aristas externas.
En este caso C' = (L1, Y1, -, Tiy Yis Yps Tpy Yp—1, -, Tit1, 1) €5 un ciclo al-
ternante de longitud r 4+ 1 que por la Observacion 2 es imposible.

Caso 2. r es par.

Supongamos que la afirmacion es falsa, es decir, no existe una particion
de los vértices de P en dos ciclos ni en dos ciclos y un vértice u.

Teniendo en cuenta que G soélo puede tener ciclos de longitud par y
|[V(P)| = r + 1 es impar, no existe una particion de lo vértices de P en
dos ciclos.
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Sea P = (x = x1,Y1, ...s Tp, Yp, Tpr1 = Y), con p < d — 1. Supongamos, sin
pérdida de generalidad, que la arista z1y; es de color rojo.

Las siguientes dos observaciones nos ayudaran a contar un ntmero de
aristas que no pueden ser aristas externas:

1. Para cada vértice y;, ¢« < p — 1, una de las aristas x12;41, T;Zp41 DO es
externa, en caso contrario C' = (L1, Y1, ..., Ti, Tpt1s Ypy Tpy s Tit1, T1) €8
un ciclo alternante de longitud r lo que contradice la Observacion 3.

2. Para cada vértice z;, j > 1, las aristas z1y,_1 no es externa o la arista
K ) j

YjTp+1 1O es externa, de lo contrario x; y los ciclos Cy = (z1,y1, ..., ¥j-1)

y Co = (Y, %41, .., Tpy1,Y;) son la particién que supusimos no existia.

Por otra parte los vértices x; y xp41 a lo més pueden ser adyacentes a
2p vértices cada uno, entonces tenemos un total de 2(2p) — 1 posibles aristas
externas (el -1 aparece pues contamos dos veces la arista x;x,.1).

Por 1, en cada pareja de vértices z;, x;411, 1 <7 < p—1, al menos uno de
ellos no forma una arista externa con alguno de los vértices x;,z,1; y existen
p — 1 parejas.

Por 2, en cada pareja de vértices y;_1,y;, 2 < 7 < p, al menos uno de
ellos no forma una arista externa y existen p — 1 parejas.

Entonces el nimero de vértices de P que no forman aristas externas serian
al menos 2(p — 1) = 2p — 2.

Por lo tanto, el niimero de posibles aristas externas es 2(2p) —1—2p+2 =
2p+ 1, pero 2p+1 < 2d — 1 < 2d lo que contradice que existen al menos 2d
aristas externas.

Por lo tanto la afirmacién es cierta.
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Regresando a la prueba del teorema consideramos una particion de los
vértices de P como nos asegura la Afirmacion 1. El ciclo de longitud menor
de la particion se denotara por ;. Diremos que la arista vz es ajena si incide
en un vértice de C'; y en un vértice de G — P.

Nuevamente tenemos 2 casos donde dependiendo de la paridad de r se
tienen distintas afirmaciones que ayudaran a demostrar el teorema.

Caso A. r es impar.

Sean C] v C5 los ciclos alternantes que dividen los vértices de P como en
la Afirmacioén 1.

Como los vértices de C7 y C5 son los vértices de P, existe al menos una
arista entre Cy y Cy. Si C) = (21,29, ..., 25,21) ¥ Co = (Y1,Y2, -, Y1, Y1)
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que z;y; es la arista entre los
dos ciclos y x(z1y1) = x(x122). Ademéas k < dpuesk <ty k+t =r+1 < 2d.

También podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la aristas
x1Y1 Y 129 son de color azul, entonces Q1 = (x9, 3, ..., Tk, 1, Y1, Co) s una
trayectoria alternante, véase figura 3.8.

Afirmaciéon Al. No existen aristas ajenas que inciden en x5 de color
azul.

La trayectoria () tiene longitud r y, por consiguiente, no existen aristas
ajenas que inciden en x5 de color azul o una trayectoria de longitud al menos
r 4+ 1 existiria.

Por consecuencia de la Afirmacion Al y la condicion de grado de x5, existe
una arista zpy; color azul, para algtn [{1,2,...,t}.

Figura 3.8: Particion de los vértices de P en dos ciclos.

Afirmaciéon A2. No existen aristas ajenas que inciden en xz3 de color
rojo.
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Supongamos, por contradiccion, que existe una arista ajena que incide en
x3 de color rojo, entonces existen w € V(G) — V(P) y v & V(C}) tal que
x3w es de color rojo v wv es de color azul, la existencia de v se sigue de la
condicion de grado de w, C] tiene k vértices y uzs es de color rojo.

» Siv ¢ V(Cy), entonces (v, w, x3, Ty, ..., T1, Y1, Co) es una trayectoria de
longitud r + 1, contradiciendo que P es de longitud maxima, ver figura
3.9.

» Siv=y, € V(Cy), entonces (z2, x1, Ty, ..., T3, W, v = y,, C) es una tra-
yectoria de longitud r+1, contradiciendo que P es de longitud méaxima,
ver figura 3.9.

Por lo tanto no existen aristas ajenas que inciden en x3 de color rojo.

(a) Siv g V(P). (b) Siv e V(P).
Figura 3.9: Si existe una arista ajena que incide en z3 de color rojo.

De la Afirmacién A2, la condiciéon de grado de z3 y k£ < d, concluimos
que existe una arista roja de la forma x3y,,.

Entonces Qs = (x9, 21, Tk, ..., T3, Ym, C2) es una trayectoria de longitud
r. Por la Observacion 1 aplicada a las trayectorias ;1 v ()2 se tiene que
[V(Q1) UV(Q2)| > 2d+ 1 pero V(Q1) UV (Q2) = V(P) contradiciendo la
longitud de P. Concluyendo asi el caso r impar.

Caso B. r es par.

Sean C7 = (x1, %9, ..., Tk, 71), Co = (Y1,%2, -, Y, Y1) ¥ w1 los dos ciclos
alternantes y el vértice, respectivamente, tal que dividen los vértices de P
como nos asegura la Afirmacion 1. Recordar que C} es el ciclo de longitud
menor de los dos ciclos, es decir, k£ < d. Ademéas podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, que x(uyz1) # x(x122) v x(u1y1) # X (y1y2), donde las aristas
u1x1 v u1y; conectan a uy con C7 y Cs, respectivamente.
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Recordemos que debido a la Afirmacion 1 x(uiz1) # x(u1y1), digamos
que el color de w2 es color de rojo y uyy; es color de azul, véase figura 3.10.

Entonces Q3 = (zy, Tx_1, ..., T1, U1, Y1, Y2, ---, Y¢) €8 una trayectoria alter-
nante de longitud r. Observemos que la arista xpry_; es de color azul. En
consecuencias tenemos la siguiente afirmacion:

Afirmacién B1. No existen aristas ajenas que inciden en x; de color
rojo.

Por la condicién de grado de z;, y la Afirmacion Bl, existe al menos una
arista roja de la forma x,y;.

Figura 3.10: Particion de los vértices de P en dos ciclos y un vértice.

Afirmacién B2. No existen aristas ajenas que inciden en x;_q de color
azul.

Supongamos, por contradiccion, que existe al menos una arista ajena que
incide en xj_; de color azul. Sea xj_jv dicha arista donde v € V(P). Por la
condicién de grado de v junto con el hecho de que ni vxy ni vr,_; son de
color rojo, debe existir la arista vw de color rojo, con w & V(Cy) U {uy}.

1. Siw ¢ Cy, entonces (w, v, Tx_1,Tk_9, ..., T1, U1, Y1, Y2, ---, Y¢) €S UnNa tra-
yectoria alternante de longitud r + 1, contradiciendo que P es de lon-
gitud maxima, ver figura 3.11.

2. Siw € Oy, entonces P’ = (v, 21, ..., Tx_1,v,w,Cy) es una trayectoria
alternante, ver figura 3.11. Entonces, V(Q3) UV (P') = V(P)U {v} y
por la observacion 1 |V(Q3) UV (P’)| > 2d + 1. Tenemos los siguientes
dos casos:

a) Si |V(Qs3) UV(P")| > 2d+ 1, entonces |V (P)| > 2d + 1 contradi-
ciendo la longitud de P.

b) Si |[V(Q3) UV (P')| = 2d + 1, entonces |V(P)| = r+1 = 2d
contradiciendo que r es par.



3.2. TRAYECTORIAS BIEN COLOREADAS 65

Por lo tanto no existen aristas ajenas que inciden en x;_; de color azul.

(a) Siw ¢ V(Cy). (b) Si v e V(Cy).
Figura 3.11: Si existe una arista ajena que incide en x;_; de color azul.

De la Afirmacion B2 y la condicion de grado de x;_; concluimos que
existe al menos una arista de la forma x;_1y, de color azul.

Por otra parte, si ninguna arista ajena de color azul incide en zj termina-
mos puesto que por la Afirmacion Bl y esta suposicion todos los vecinos de
xk estan en Py existen al menos 2d vecinos de z, contradiciendo la longitud
de P.

Entonces existe xjuy, con v, € V(G) — V(P), una arista de color azul.
Notar que wu; no puede tener vecinos de color rojo fuera de P porque si
existe un vértice z € V(G) — V(P), con ugz de color rojo, se tiene que
(2, Uk, Tk, T1, ooy Th—1, Yn, C2) €s una trayectoria alternante de longitud r + 1.
Ademas por la condicion de grado de u;, concluimos que debe existir al menos
un vértice z, € Cy tal que ugzy es de color rojo.

Notemos que podemos repetir el mismo proceso que hicimos con los ciclos
C1 y Cy vy el vértice uy para encontrar los vértice uy vy 2x, pero ahora con los
ciclos Cy y Cy y el vértice uy y encontrar los vértice uy_y € V(G) — V(P) y
zr—1 € V(Cy) tal que las aristas z;u; de color rojo y u;z; de color azul existan.
Si repetimos el proceso obtenemos la siguiente afirmacion:

Afirmaciéon B3. Para todo vértice x; € (1, existen dos vértices u; €
V(G) = V(P)y z € V(Cy) tal que:

1. Si 7 es impar, entonces existen las aristas x;u; de color rojo y u;z; de
color azul.

2. Sii es par, entonces existen las aristas z;u; de color azul y u;z; de color
rojo.
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Consideramos el conjunto X = {z; € V(C1)|i = 1 mod2} y el conjunto

k

Y ={z; € V(C)|i=0mod2}. Notemos que | X| = |Y| = 7

Observacion 4. La trayectoria P; = (x;,2;_1, ..., Ty11, i1, Co) es alter-

nante de longitud maxima para toda z; € V(C}). Ademéassiz; € X (z; € Y)
el color inicial de la trayectoria P; es rojo (azul), ver figura 3.12.

Figura 3.12: Sii =2, 20 € Yy Py, = (29, 21, ..., T3, U3, 23, Co).

Observacion 5. No existen aristas de color azul entre X y V(G) —V(P)
ni aristas de color rojo entre Y y V(G) — V(P) puesto que si alguna existiera
podriamos alargar alguna de las trayectorias alternantes de la Observacion
4.

Observaciéon 6. No existen aristas z;z;, {z;,2;} € X, de color azul,
de lo contrario T' = (%11, Tita, ooy Tj1, LTjy Tiy Ti1y -vy Tjp1, Ujt1, Zj+1, C2) €8
una trayectoria alternante de longitud maxima con arista inicial de color
rojo y con vértice inicial x;,1 € Y, véase figura 3.13. Por la Observacion 5,
la trayectoria P, empieza en x;; con una arista de color azul y aplicando
la Observacion 1 a las trayectorias Ty Py tenemos que |V(T)| +1 =
\V(T)UV(P41)| |> 2d + 1 que al igual que en la Afirmaciéon B2 Caso 2 nos
lleva a una contradiccion.

De manera analoga a la observacion 6 obtenemos la siguiente afirmacion:

Observacién 7. No existen aristas z;z; con {z;,z;} C Y, de color rojo.

De la Observacion 6 y que x;x;.1 es de color azul, con ¢ impar, se deduce

que todo vértice x; € X no tiene mas de |Y|—1 = 5~ 1 aristas de color azul
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Figura 3.13: Si existe una arista x;z; de color azul podemos hacer la trayec-
toria alternante (l’iJrl, Lid2y ooy Lj—13Ljy Ljy Lijm1y oony Lj415 Ujt15 2541, CQ)

que incidan en vértices de C1.
De la Observacion 7 y que z;x;1; es de color rojo, con j par, se deduce

que todo vértice z; € Y no tiene mas de | X| -1 = 5~ 1 aristas de color

rojo que incidan en vértices de Cf.

Por la Observacion 5, tenemos que todo vértice z; € V(C) tiene al menos

r  k+t k t
d aristas que inciden en un vértice de P, con d > 5= T+ = (5—1)+(§—|—1).
En consecuencia se tiene la siguiente afirmacion:

t
Afirmacion B4. Cada vértice z; € X (z; € Y) tiene al menos 3 aristas

de color azul (rojo) incidentes a un vértice de Cj.

Afirmacion B5. Todos los vértices z adyacentes a u; con arista de color
azul estan en V(P).

Supongamos, por contradiccion, que existe una arista u; z de color azul con
z ¢ V(P). Entonces (z,uy, x1, T2, ..., Tk, yj, C2), la aristas x;y; existe por la
Afirmacién B5, es una trayectoria alternante de longitud r+ 1 contradiciendo
que P es de longitud méxima, ver figura 3.14 (a).

Afirmacioén B6. Todos los vértices z adyacentes a u; con arista de color
rojo estan en V(P).

Supongamos, por contradiccion, que existe una arista u;z de color rojo
con z ¢ V(P), ver figura 3.14 (b).

Primero veremos que todas todos los vértices adyacentes a u; con arista de
color azul estan en V(Cy). Después encontraremos una arista y;y;+1 € A(C»)
de color azul tal que y;u; y y;112; son aristas de color azul o y;11u; ¥ vix;
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(a) Si existe ujz de color azul. (b) Si existe u;z de color azul.

Figura 3.14: Si existe un vértice z € V(G) — V(P) adyacente a u;.

son aristas de color azul, en ambos casos x; € X, lo cual nos llevara a una
contradiccion.

Supongamos que existe al menos una arista uyx; de color azul, con x; €
V(C1). Entonces tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1. Si z; € Y entonces (2, Uy, T;, Tiy1, -, Ti—1, Ym, C2), la arista x; 1y,
existe por la Afirmacion B5, es una trayectoria alternante de lon-
gitud r + 1, contradiciendo que P es de longitud méxima.

Figura 3.15
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Caso 2. Si x; € X tenemos los siguientes dos casos:

a) Si z # i1, entonces (2,Uy, Tjy Ti_1, oy Tig1, Ui, Zig1, Ca) €8
una trayectoria alternante de longitud r + 1, contradiciendo
que P es de longitud méxima, ver figura 3.16 (a).

b) Si z = w1, entonces (Ye, Y1, -, Y1, U1, Uit1, Tit1, C1) €s una
trayectoria alternante de longitud r + 1, contradiciendo que P
es de longitud maxima, ver figura 3.16 (b).

En ambos subcasos u; # u; 1 puesto que si fueran iguales estariamos en
el Caso 1 ya que u; seria adyacente a z;,1 € Y con arista de color azul.

Por lo tanto todos los vértices adyacentes a u; con arista de color azul
estan en V(Cy) v por hipdtesis existen al menos d aristas de azules incidentes

a Uj.

(a) Siz # wiy1. (b) Si z = ujt1.
Figura 3.16: Si existe una arista u,x; de color azul con x; € X.

En lo que resta de la demostracion diremos que un vértice u es adyacente
a una arista xy si u es adyacente a z o a y. Y diremos que u y v son adyacentes
a diferentes vértices de la arista xy si v es adyacente a  y v es adyacente a
y o u es adyacente a y y v es adyacente a x

Ahora veamos que existe una arista, y;y;+1 € A(Cs), de color azul tal que
u; y x; son adyacentes a diferentes vértices de y;1;41 con aristas de color
azul, con z; € X. Para ello supongamos que ninguna arista de color azul en

C5 lo cumple.
t
Como () tiene longitud t y yy. es de color rojo, existen 5 aristas de

color azul en C5 y son de la forma v,,y,,+1 con m par. Mas aun, para todo
vértice y,,, € (' existe una tnica arista azul en Cs incidente a y,,.
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. . t .
Por otro lado, la Afirmaciéon B5 asegura que existen al menos 3 aristas

azules adyacentes a z; € X. Notemos que x; puede ser adyacente al menos

t t
a [11 aristas de color azul de C y a lo méas a o

I.

I1.

t
Si z; es adyacente a las 2 aristas azules de Cj.

Entonces z; es adyacente a uno y sélo uno de los dos vértices de cada
arista azul de C5 y por ende u; s6lo puede ser adyacente a los mismo
vértices que son adyacentes a x;, en caso contrario existe una arista
y;yt + 1 tal que u; y x; son adyacentes a diferentes vértices de v;y41
con aristas de color azul.

t ) .
Por lo tanto, u; es adyacente a lo més a 3 vértices en Cy con arista

t
de color azul, pero 3 < d contradiciendo que existen d vértices en Cy

adyacentes a u,.

. t . t
Si z; es adyacente a 5~ n aristas azules de Cy, con 1 < n < LZ_LJ’ ver
figura 3.17.
Entonces existen n aristas tal que x; es adyacente a ambos vértices de
la arista con arista de color azul, por lo que u; no puede ser adyacente

a ninguno de los dos vértices (en caso contrario existe una arista que
supusimos no existia).

Existen (E —n) —n aristas azules de C a las cuales x; es adyacente a
solo uno de sus vértices. De manera similar al caso I tenemos que u; a
lo méas puede ser adyacente a los mismo (% — n) — n vértices que son
adyacentes a ;.

Ademas z; no es adyacente a n aristas azules de Cs, por lo que el vértice
uy puede ser adyacente a ambos vértices de dicha arista.

t t
Por lo tanto u; a lo méas puede ser adyacente a (= —n —n) + (2n) = 3
vértices en Cy con arista de color azul, contradiciendo que existen d
vértices en (s adyacentes a u;.

Por lo tanto existe una arista, y;y,41 € A(C3), de color azul tal que uy

y x; son adyacentes a diferentes vértices de y,;y,41 con aristas de color azul,
con r; € X.
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t
Figura 3.17: Si x; es adyacente a Chk aristas azules de Cs.

Sea y;yi+1 € A(Cy) una arista de color azul tal que u; y x; son adyacentes
a diferentes vértices de y;y;41 con aristas de color azul, con x; € X. Entonces
tenemos los siguientes dos casos:

1. Siy; es adyacente a uy y i1 es adyacente a z;, ver figura 3.18 (a).

Entonces (2, u1, ¥, Yi—1, .-, Yit1, T;, C1) es una trayectoria alternante de
longitud r + 1, contradiciendo que P es de longitud maxima.

2. Si y; es adyacente a x; y y;4+1 es adyacente a uy, ver figura 3.18 (b).

Entonces (2, u1, Yi+1, Yit2, ---, Ui T, C1) es una trayectoria alternante de
longitud r + 1, contradiciendo que P es de longitud maxima.

Por lo tanto, todas los vértices z adyacentes a u; con aristas de color rojo
estan en V(P). Demostrando la Afirmacion B7.

Por hipotesis existen al menos 2d vértices adyacentes a u; y por las Afir-
maciones B6 y B7 todos los vértices adyacentes a u; estan en V(P), contra-
diciendo que la longitud de P es menor a 2d.

Concluyendo el caso r par.

Por lo tanto existe una trayectoria alternante de longitud al menos 2d.
O

La demostracion fue hecha en [1] pero se corrigié la demostracion de la
Afirmacion B2 y se llego a la contradiccion del caso B de una forma diferente.
El siguiente corolario es consecuencia del Teorema 3.7.
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(a) Si y; es adyacente a u; y y;+1 es ad- (b) Si y; es adyacente a x; y y;11 es ad-
yacente a x;. yacente a uq.

Figura 3.18: En ambos casos existe una trayectoria alternante de longitud
r+ 1.

Corolario 3.8. Si G es una grdfica c-coloreada por aristas, con ¢ > 3 y
Imon(G) = d > 1, entonces G tiene una trayectoria bien coloreada de longitud

c
2|=|d.

5
Demostracién.
Sea (G una grafica c-coloreada por aristas, ¢ > 3, con 0,00 (G) = d.

Hacemos una gréafica nueva G’ cambiando todas las aristas de colores

impares de GG por aristas de color rojo y todas las aristas de colores pares
de G por aristas de color azul. Entonces G’ esta 2-coloreada por aristas

Y Omon(G') = ngd debido a que V(G) = V(G'), todo vértice de G tiene

al menos d aristas de cada color en GG y existen ng colores pares en G.
Por el Teorema 3.7 existe T una trayectoria alternante en G’ de longitud
al menos QLEJd. La trayectoria T también es una trayectoria en G puesto
que V(G) = V(G'), ademas T esta bien coloreada en G porque dos aristas

adyacente de T tiene distinto color en G’ si y sblo si las aristas en G tiene
color de distinta paridad.

Por lo tanto G tiene una trayectoria de longitud al menos Qngd. ]

Se cree que el Corolario 3.8 esta lejos de ser lo mejor posible y en [1] se
propone la siguiente conjetura:

Conjetura 3.9. 5i G es una grdfica c-coloreada por aristas, con ¢ > 3 y
Imon(G) = d > 1, entonces G tiene una trayectoria bien coloreada de longitud
2cd.



Conclusiones

En el presente trabajo se dan las bases para el estudio de paseos, ciclos y
trayectorias bien coloreadas en graficas coloreadas por aristas.

En paseos bien coloreados se abord6 de una manera muy detalla la de-
mostracion del Teorema de Kotzig. Ademas, se ofrecen dos algoritmos para
encontrar un paseo euleriano, si existe; y con las transformaciones de orden
se pueden encontrar todos los paseos eulerianos de la grafica.

En ciclos bien coloreados se da una condicién suficiente para que una
grafica coloreada por aristas, no contenga ciclos bien coloreados; y se de-
mostraron varios corolarios derivados de este teorema. También se demostro
de una forma detallada el Teorema 3.6 que resuelve de manera negativa la
Conjetura 3.5.

En trayectorias bien coloreadas se da una cota inferior de la longitud de la
trayectoria bien coloreada de longitud maxima con el Teorema 3.7. Asimismo,
se corrigi6 la demostracion del Teorema 3.7 hecha por Abouelaoualim, Das,
De la Vega Karpinski, Manoussakis, Martinhon y Saad, en [1].

Atn quedan varias conjeturas y preguntas abiertas por estudiar en es-
te campo, en especial, en ciclos y trayectorias bien coloreados. Por ejemplo,
la conjetura planteada por Abouelaoualim, Das, De la Vega Karpinski, Ma-
noussakis, Martinhon y Saad en |[1], donde toda gréafica completa regular
c-coloreada por aristas, ¢ > 3, tiene un ciclo hamiltoniano bien coloreado,
ademas de la Conjetura 3.9 en trayectorias.
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