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Introducción

La idea principal de la (co)homología relativa de grupos con coe�cientes
en cualquier G-módulo M consiste en que a cada pareja (G,H), donde G es
un grupo y H es un subgrupo de G, le corresponde dos sucesiones de grupos
abelianos:

H∗(G,H;M) = {Hn(G,H;M)}n∈Z,
H∗(G,H;M) = {Hn(G,H;M)}n∈Z.

A H∗(G,H;M) se le llama la homología relativa de la pareja (G,H) con
coe�cientes en M ; y H∗(G,H;M) es la cohomología relativa de la pareja
(G,H) con coe�cientes en M .

Existen dos versiones de la (co)homología relativa de grupos:

La (co)homología relativa de grupos de Adamson. Apareció por
primera vez en el año de 1954 en un artículo escrito por Iain T. Adamson
[1], aquí sólo se consideran subgrupos de G de índice �nito.

En 1956, G. Hochschild escribió un artículo [7], en el cual de�nió la
(co)homología relativa de grupos de Adamson con un enfoque de álge-
bra homológica relativa.

Posteriormente se realizaron otros trabajos que generalizan los trabajos
de Adamson y de Hochschild; aquí se consideran G-conjuntos en lugar
de parejas de grupos (G,H).

La (co)homología relativa de grupos de Takasu. En 1954, en su
tesis de doctorado, M. Auslander de�nió una (co)homología relativa de
grupos, esta de�nición tiene fundamentos topológicos.

Despues, Satoru Takasu escribió un artículo [12] en el cual de�nió la
(co)homología relativa de grupos de Auslander con un enfoque de ál-
gebra homológica.
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En general estas dos versiones no coinciden. Recientemente José Antonio
Arciniega y José Luis Cisneros escribieron un artículo [2] en el que comparan
estas dos versiones, además dan las condiciones su�cientes en el subgrupo H
de G para que ambas (co)homologías relativas coincidan.

En esta tesis de maestría intentaremos dar los fundamentos necesarios
para entender las (co)homologías relativas de grupos (Adamson y Takasu).



Capítulo 1

Teoría de módulos

En este capítulo daremos un pequeño repaso de la teoría de módulos. El
objetivo es tener una noción de las de�niciones y teoremas que necesitaremos
más adelante para de�nir la homología y la cohomología de un grupo con un
enfoque de álgebra homológica.

1.1. Módulos y submódulos

De�nición 1.1.1. Sea A un anillo con elemento unitario 1 (no necesaria-
mente conmutativo). Un A-módulo izquierdo es un grupo conmutativo M
junto con una función µ : A×M →M

(
escribiremos αx en lugar de µ(α, x)

)
,

a la que llamaremos multiplicación escalar , la cual satisface que para todos
x, y ∈M y para todos α, β ∈ A los siguientes axiomas se cumplen:

I. 1x = x.

II. α(βx) = (αβ)x.

III. α(x+ y) = αx+ αy.

IV. (α + β)x = αx+ βx.

Si no hace falta especi�car, diremos que M es un A-módulo en lugar
de decir que es un A-módulo izquierdo. A los elementos de A le llamaremos
escalares.

Sea M un grupo conmutativo y sea

End(M) = {f : M →M | f es homomor�smo de grupos}.

1
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Si f, g ∈ End(M), entonces la función (f + g) : M → M de�nida por (f +
g)(x) = f(x)+g(x) es un homomor�smo de grupos y también la composición
g ◦ f : M → M es un homomor�smo de grupos. Con estas operaciones el
conjunto End(M) forma un anillo que no necesariamente es conmutativo.

Si tenemos un grupo conmutativo M y un homomor�smo de anillos
ϕ : A → End(M) con la propiedad de que ϕ(1) = IdM , entonces la fun-
ción µ : A ×M → M de�nida por µ(α, x) = ϕ(α)(x) satisface los axiomas
de la de�nición 1.1.1, por lo tanto M junto con la multiplicación escalar µ
forman un A-módulo izquierdo.

Por otro lado, siM es un A-módulo izquierdo y α ∈ A, entonces la función
fα : M → M de�nida por fα(x) = αx es un homomor�smo de grupos. Por
las propiedades de M como un A-módulo izquierdo tenemos que para todos
α, β ∈ A, fα+β = fα + fβ y fαβ = fα ◦ fβ; así la función ψ : A → End(M)
de�nida por ψ(α) = fα es un homomor�smo de anillos tal que ψ(1) = IdM .

Por lo anterior tenemos una correpondencia biyectiva entre el conjunto
{µ : A ×M → M | µ satisface los axiomas de la de�nición 1.1.1 } y el con-
junto {ϕ : A→ End(M) | ϕ es homomor�smo de anillos y ϕ(1) = IdM }.

Así tenemos una de�nición equivalente para un A-módulo izquierdo.

De�nición 1.1.2. Sea A un anillo con elemento unitario 1 (no necesaria-
mente conmutativo). Un A-módulo izquierdo es un grupo conmutativo M
junto con un homomor�smo de anillos ϕ : A→ End(M) tal que ϕ(1) = IdM .

De�nición 1.1.3. Sea M un A-módulo y sea N un subgrupo de M . Se dice
queN es un submódulo deM siN forma un A-módulo con la multiplicación
escalar de�nida enM . Si N es un submódulo deM lo denotamos por N < M .

Es fácil demostrar que un subconjunto no vacío N de un A-módulo M es
un submódulo de M si y sólo si, para todos x, y ∈ M y para toda α ∈ A se
tiene que x+ y ∈ N y αx ∈ N .

Notemos que si M es un A-módulo, entonces {0} y M son submódulos
de M . Al submódulo {0} se le conoce como el submódulo trivial de M .

Proposición 1.1.4. Sea {Ni}i∈I una familia de submódulos de un A-módulo
M . Entonces N =

⋂
i∈I Ni es un submódulo de M .

Demostración. Como 0 ∈ Nj para toda j ∈ I, entonces 0 ∈
⋂
i∈I Ni. Así

N 6= ∅. Sean x, y ∈ N , α ∈ A. Como N =
⋂
i∈I Ni ⊂ Nj y Nj es un

submódulo de M , entonces x + y ∈ Nj y αx ∈ Nj para toda j ∈ I, luego
x+ y ∈ N y αx ∈ N . �



3

1.2. Homomor�smos de A-módulos

De�nición 1.2.1. Sean M y N dos A-módulos. Decimos que una función
f : M → N es un homomor�smo de A-módulos o A-homomor�smo si
para todos x, y ∈M y para toda α ∈ A se cumple lo siguiente:

I. f(x+ y) = f(x) + f(y).

II. f(αx) = αf(x).

Sean M , N , N ′ A-módulos. Se cumple que la identidad IdM : M → M
es un homomor�smo de A-módulos. Si f : M → N y g : N → N ′ son ho-
momor�smos de A-módulos, entonces la composición g ◦ f : M → N ′ es un
homomor�smo de A-módulos. La función h : M → N de�nida por h(x) = 0
para toda x ∈ M es un homomor�smo de A-módulos, se le conoce como el
homomor�smo trivial. Si f : M → N es un homomor�smo de A-módulos
tal que f es biyectiva, entonces su inversa f−1 : N →M es un homomor�smo
de A-módulos.

De�nición 1.2.2. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos. Se de�-
ne el núcleo o kernel de f como el conjunto Ker f = {x ∈M | f(x) = 0}. La
imagen de f es el conjunto Im f = {y ∈ N | existe x ∈M tal que f(x) = y}.

Proposición 1.2.3. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos.

1. Si N ′ es un submódulo de N , entonces f−1(N ′) es un submódulo de M .

2. Si M ′ un submódulo de M , entonces f(M ′) es un submódulo de N .

Demostración.

1. Sean x, y ∈ f−1(N ′), α ∈ A. Tenemos que f(x) y f(y) ∈ N ′. Como N ′

es un submódulo de N y f es un homomor�smo, entonces f(x)+f(y) =
f(x+y) ∈ N ′ y αf(x) = f(αx) ∈ N ′, lo que implica que x+y ∈ f−1(N ′)
y αx ∈ f−1(N ′).

2. Sean r, s ∈ f(M ′), α ∈ A, entonces existen x, y ∈M ′ tales que f(x) = r
y f(y) = s. Como M ′ es un submódulo de M , entonces x + y ∈ M ′ y
αx ∈ M ′. Como f es un homomor�smo, entonces f(x + y) = f(x) +
f(y) ∈ f(M ′) y f(αx) = αf(x) ∈ f(M ′). �
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Corolario 1.2.4. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos. Entonces

1. Ker f es un submódulo de M .

2. Im f es un submódulo de N .

Demostración.

1. Sabemos que {0} es un submódulo de N , luego por la proposición 1.2.3
tenemos que f−1({0}) es un submódulo de M , pero f−1({0}) = Ker f .

2. Sabemos queM es un submódulo de sí mismo, luego por la proposición
1.2.3 tenemos que f(M) es un submódulo de N , pero f(M) = Im f . �

De�nición 1.2.5. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos. Se dice
que f es un isomor�smo si f es biyectiva. Se dice que dos A-módulos M
y N son isomorfos y se denota por M ∼= N , si existe un isomor�smo entre
ellos.

1.3. El A-módulo cociente

Sea M un A-módulo y sea N un submódulo de M . Sabemos que N es
un subgrupo de M , y como M es un grupo conmutativo se cumple que N
es un subgrupo normal de M , así el grupo cociente M/N está bien de�nido.
Recordemos que los elementos de M/N son clases de equivalencia donde
x ∼ y si y sólo si, x − y ∈ N . Si x es un elemento de M , entonces x + N
es igual a la clase de equivalencia de x. Se de�ne la suma en M/N como
(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N , luego M/N forma un grupo conmutativo
con esta operación.

De�nición 1.3.1. Sea M un A-módulo y sea N un submódulo de M . El
grupo cocienteM/N junto con la multiplicación escalar µ : A×M/N →M/N
de�nida por

µ(α, x+N) = αx+N

forman un A-módulo. Escribiremos α(x + N) en lugar de µ(α, x + N) y a
M/N le llamaremos el A-módulo cociente.

Proposición 1.3.2. La multiplicación escalar µ : A ×M/N → M/N está
bien de�nida y satisface los axiomas de 1.1.1.
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Demostración. Vamos a demostrar que µ está bien de�nida, es decir, que es
independiente del representate de clase. Supongamos x+N = y+N , entonces
x− y ∈ N . Como N es un A-módulo tenemos que α(x− y) = αx− αy ∈ N
para toda α ∈ A, se sigue que α(x+N) = αx+N = αy +N = α(y +N).

Demostrar que µ satisface los axiomas de la de�nicion 1.1.1 es inmediato
a partir de que la multiplicación escalar de�nida en M satisface estos. �

Teorema 1.3.3 (Teorema del homomor�smo inducido). Sea f : M → N un
homomor�smo de A-módulos, sean M ′ y M ′′ submódulos de M , sean N ′ y
N ′′ submódulos de N , y supongamos que

M ′′ < M ′ < M,

N ′′ < N ′ < N,

f(M ′) ⊂ N ′,

f(M ′′) ⊂ N ′′.

Entonces f induce un homomor�smo f∗ : M
′/M ′′ → N ′/N ′′ de�nido por

f∗(x+M ′′) = f(x) +N ′′.

Demostración. Vamos a demostrar que f∗ está bien de�nido. Como f(M ′) ⊂
N ′, entonces el codominio de f∗ está bien de�nido. Supongamos que x+M ′′ =
y+M ′′, entonces x−y ∈M ′′. Como f(M ′′) ⊂ N ′′, entonces f(x−y) = f(x)−
f(y) ∈ N ′′, por lo tanto f∗(x+M ′′) = f(x) +N ′′ = f(y) +N ′′ = f∗(y+M ′′).
Así f∗ es independiente del representante de clase.

Sólo falta demostrar que f∗ es un homomor�smo de A-módulos. Sean
x+M ′′, y +M ′′ ∈M ′/M ′′, α ∈ A, entonces

f∗
(
(x+M ′′) + (y +M ′′)

)
= f∗

(
(x+ y) +M ′′)

= f(x+ y) +N ′′

= f(x) + f(y) +N ′′

= f(x) +N ′′ + f(y) +N ′′

= f∗(x+M ′′) + f∗(y +M ′′).

f∗
(
α(x+M ′′)

)
= f∗(αx+M ′′)

= f(αx) +N ′′

= αf(x) +N ′′

= α(f(x) +N ′′)

= αf∗(x+M ′′).�
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El teorema del homomor�smo inducido es de gran importancia ya que
muchos de los homomor�smos que aparecen en teoría de módulos y álgebra
homológica son de esta forma.

Teorema 1.3.4 (Primer teorema de isomor�smo). Sea f : M → N un ho-
momor�smo de A-módulos. Entonces

M/Ker f ∼= Im f.

Demostración. Por el teorema 1.3.3 tenemos que f induce un homomor�s-
mo f∗ : M/Ker f → Im f/{0}. Es fácil ver que f∗ es un isomor�smo, luego
M/Ker f ∼= Im f/{0} ∼= Im f . �

De�nición 1.3.5. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos. Se
de�ne la coimagen de f como el A-módulo cociente Coim f = M/Ker f .
Se de�ne el conúcleo o cokernel de f como el A-módulo cociente Coker f =
N/ Im f .

Proposición 1.3.6. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos. En-
tonces

1. f es inyectiva si y sólo si, Ker f = {0}.

2. f es sobreyectiva si y sólo si, Coker f = {0}.

Demostración.

1. Supongamos que f es inyectiva. Como f es un homomor�smo, entonces
f(0) = 0, luego {0} = f−1({0}) = Ker f .

Ahora supongamos que Ker f = {0}. Sean x, y ∈ M . Si f(x) = f(y),
entonces f(x−y) = f(x)−f(y) = 0, lo que implica que x−y ∈ Ker f =
{0}, luego x = y. Así f es inyectiva.

2. Supongamos que f es sobreyectiva. Entonces N = f(M) = Im f , se
sigue que Coker f = Im f/ Im f = {0}.

Ahora supongamos que Coker f = {0}. Sea x ∈ N . Entonces x+Im f ∈
N/ Im f = {0 + Im f}, por lo que x ∈ Im f . Así N = Im f = f(M) y
por lo tanto f es sobreyectiva. �
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De�nición 1.3.7. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos. Deci-
mos que f es un monomor�smo si para todos g1, g2 : M ′ → M homomor-
�smos de A-módulos, si f ◦ g1 = f ◦ g2, entonces g1 = g2.

Decimos que f es un epimor�smo si para todos g1, g2 : N → N ′ homo-
mor�smos de A-módulos, si g1 ◦ f = g2 ◦ f , entonces g1 = g2.

Proposición 1.3.8. Sea f : M → N un homomor�smo de A-módulos. En-
tonces

1. f es inyectiva si y sólo si, f es un monomor�smo.

2. f es sobreyectiva si y sólo si, f es un epimor�smo.

Demostración.

1. Supongamos que f es inyectiva y que g1, g2 : M ′ → M son dos homo-
mor�smos de A-módulos tales que f ◦ g1 = f ◦ g2. Entonces f

(
g1(x)

)
=

f
(
g2(x)

)
para toda x ∈ M , luego como f es inyectiva, se tiene que

g1(x) = g2(x) para toda x ∈M . Así g1 = g2.

Ahora supongamos que f es un monomor�smo. Sea i : Ker f → M
la inclusión y sea g : Ker f → M el homomor�smo trivial, entonces
para toda x ∈ Ker f se tiene que f ◦ i(x) = f

(
i(x)

)
= f(x) = 0 y

f ◦ g(x) = f
(
g(x)

)
= f(0) = 0. Así f ◦ i = f ◦ g. Como f es un

monomor�smo, entonces i = g, lo que implica que Ker f = {0}, luego
por el inciso 1 de la proposición 1.3.6 tenemos que f es inyectiva.

2. Supongamos que f es sobreyectiva y que g1, g2 : N → N ′ son dos homo-
mor�smos de A-módulos tales que g1◦f = g2◦f . Sea y ∈ N . Como f es
sobreyectiva, existe x ∈M tal que f(x) = y, luego g1(y) = g1

(
f(x)

)
=

g1 ◦ f(x) = g2 ◦ f(x) = g2

(
f(x)

)
= g2(y). Así g1 = g2.

Ahora supongamos que f es epimor�smo. Sea p : N → N/ Im f la pro-
yección natural y sea h : N → N/ Im f el homomor�smo trivial, enton-
ces para toda x ∈ M se tiene que p ◦ f(x) = p

(
f(x)

)
= f(x) + Im f =

0+Im f y h◦f(x) = h
(
f(x)

)
= 0+Im f . Así p◦f = h◦f . Como f es un

epimor�smo, entonces p = h, lo que implica que N/ Im f = {0}, luego
por el inciso 2 de la proposición 1.3.6 tenemos que f es sobreyectiva. �
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1.4. Suma y producto directo

Sea {Mi}i∈I una familia de A-módulos. El producto cartesiano de la fa-
milia {Mi}i∈I es el conjunto∏

i∈I

Mi = {f : I →
⋃
i∈I

Mi | f(j) ∈Mj para toda j ∈ I}.

Como cada Mj es un A-módulo, entonces para todos f, g ∈
∏

i∈IMi y
para toda α ∈ A se tiene que f(j) + g(j) ∈ Mj y αf(j) ∈ Mj. Así las
funciones

(f + g) : I →
⋃
i∈I

Mi,

(αf) : I →
⋃
i∈I

Mi

de�nidas por
(f + g)(j) = f(j) + g(j),

(αf)(j) = αf(j)

son también elementos de
∏

i∈IMi.
Por lo anterior podemos de�nir dos operaciones sobre el producto carte-

siano de la familia {Mi}i∈I . De�nimos la suma

+:
∏
i∈I

Mi ×
∏
i∈I

Mi →
∏
i∈I

Mi

por la correspondencia (f, g) 7→ (f + g), y la multiplicación escalar

µ : A×
∏
i∈I

Mi →
∏
i∈I

Mi

por la correspondencia (α, f) 7→ (αf).
El producto cartesiano

∏
i∈IMi junto con la suma forman un grupo con-

mutativo. La asociatividad y conmutatividad de la suma se obtienen a partir
de la asociatividad y conmutatividad de cada Mj. El elementro neutro en la
suma es la función 0: I →

⋃
i∈IMi de�nida por 0(j) = 0j, donde 0j es el cero

de cada Mj. Para todo f ∈
∏

i∈IMi la función
(
(−1)f

)
: I →

⋃
i∈IMi es el

inverso de f en la suma.
La multiplicación escalar µ cumple los axiomas de la de�nición 1.1.1 a

partir de que cada Mj es un A-módulo con su respectiva multiplicación es-
calar.
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De�nición 1.4.1. El grupo conmutativo
∏

i∈IMi junto con la multiplicación
escalar µ forman un A-módulo. A este se le conoce como el producto directo
de la familia de A-módulos {Mi}i∈I .

De�nición 1.4.2. La suma directa de la familia de A-módulos {Mi}i∈I
se de�ne como⊕

i∈I

Mi = {f ∈
∏
i∈I

Mi | f(j) = 0 para casi toda j ∈ I}.

Notemos que la expresión �para casi todo� en la de�nición anterior
signi�ca que para toda f ∈

⊕
i∈IMi o bien f es la función cero o existe un

conjunto no vacío y �nito K = {k1, k2, . . . , kn} ⊂ I tal que f(kr) 6= 0 para
r = 1, 2, . . . , n, y f(j) = 0 para toda j ∈ (I −K).

Es fácil demostrar que
⊕

i∈IMi es un submódulo de
∏

i∈IMi. En el caso
donde I es �nito tenemos que

∏
i∈IMi =

⊕
i∈IMi, escribiremos a los ele-

mentos de
⊕

i∈IMi con la notación usual, es decir, si I tiene n elementos,
entonces

n⊕
i=1

Mi = {(x1, x2, . . . , xn) |xi ∈Mi, i = 1, 2, . . . , n}.

De�nición 1.4.3. Sea j ∈ I. La inclusión natural de Mj en el producto
directo

∏
i∈IMi es la función lj : Mj →

∏
i∈IMi de�nida por la correspon-

dencia

x 7→ lj(x)(k) =

{
x si k = j,
0 si k 6= j.

La proyección natural del producto directo
∏

i∈IMi en Mj es la función
pj :

∏
i∈IMi →Mj de�nida por pj(f) = f(j).

En ambas de�niciones podemos sustituir la suma directa
⊕

i∈IMi en lu-
gar del producto directo

∏
i∈IMi. Se cumple que la inclusión natural es un

monomor�smo y la proyección natural es un epimor�smo, además la compo-
sición pj ◦ lj = IdMj

.

Teorema 1.4.4 (Propiedad universal de la suma directa). Sean M , M1,
M2, . . . ,Mn A-módulos. Si ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn son homomor�smos de A-módulos
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tales que ϕi : Mi → M para i = 1, 2, . . . , n, entonces existe un único homo-
mor�smo Φ:

⊕n
i=1Mi →M tal que el diagrama

M

Mj

lj //

ϕj

::

⊕n
i=1Mi

Φ

OO

conmuta para j = 1, 2, . . . , n.

Demostración. Sea Φ:
⊕n

i=1Mi →M la función de�nida por

Φ(x1, x2, . . . , xn) =
n∑
i=1

ϕi(xi).

Como cada ϕi es un un homomor�smo de A-módulos, entonces Φ es un
un homomor�smo de A-módulos.

Sea j ∈ {1, 2, . . . , n} y sea x ∈Mj. Tenemos que lj(x) = (0, 0, . . . , x, . . . , 0),
donde x aparece en la j-ésima componente y en todas las demás componentes
tenemos cero. Por la de�nición de Φ tenemos que

Φ ◦ lj(x) = Φ
(
lj(x)

)
= Φ(0, 0, . . . , x, . . . , 0)

=
∑
i 6=j

ϕi(0) + ϕj(x).

Como cada ϕi es un un homomor�smo, entonces ϕi(0) = 0, por lo tanto
Φ ◦ lj(x) = ϕj(x). Así Φ ◦ lj = ϕj.

Supongamos que Φ′ :
⊕n

i=1Mi → M es un un homomor�smo de A-
módulos tal que Φ′ ◦ lj = ϕj para j = 1, 2, . . . , n. Sea (x1, x2, . . . , xn) ∈⊕n

i=1 Mi. Entonces

Φ′(x1, x2, . . . , xn) = Φ′
( n∑
i=1

li(xi)
)

=
n∑
i=1

Φ′ ◦ li(xi)

=
n∑
i=1

ϕi(xi)

= Φ(x1, x2, . . . , xn).
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Así Φ es único. �
La propiedad universal de la suma directa se puede generalizar a cualquier

familia {ϕi : Mi →M}i∈I de homomor�smos de A-módulos. En general, esta
propiedad no es válida si sustituimos el producto directo en lugar de la suma
directa.

Proposición 1.4.5. En el teorema anterior, si ϕj es un epimor�smo para
alguna j ∈ {1, 2, . . . , n}, entonces Φ es un epimor�smo.

Demostración. Sea y ∈M . Como ϕj es un epimor�smo, existe un x ∈Mj tal
que ϕj(x) = y, se sigue que Φ

(
lj(x)

)
= Φ ◦ lj(x) = ϕj(x) = y. Así Φ es un

epimor�smo. �

Teorema 1.4.6 (Propiedad universal del producto directo). Sean M , M1,
M2, . . . ,Mn A-módulos. Si ψ1, ψ2, . . . , ψn son homomor�smos de A-módulos
tales que ψi : M → Mi para i = 1, 2, . . . , n, entonces existe un único homo-
mor�smo Ψ: M →

∏n
i=1Mi tal que el diagrama

M

Ψ
��

ψj

$$∏n
i=1Mi

pj //Mj

conmuta para j = 1, 2, . . . , n.

Demostración. Sea Ψ: M →
∏n

i=1 Mi la función de�nida por

Φ(x) =
(
ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)

)
.

Como cada ψi es un un homomor�smo de A-módulos, entonces Ψ es un
un homomor�smo de A-módulos.

Sea x ∈M . Entonces pj◦Ψ(x) = pj
(
Ψ(x)

)
= pj

(
ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)

)
=

ψj(x). Así pj ◦Ψ = ψj.
Supongamos que Ψ′ : M →

∏n
i=1Mi es un un homomor�smo de A-módulos

tal que pj ◦Ψ′ = ψj para j = 1, 2, . . . , n. Sea x ∈M . Entonces

Ψ′(x) =
(
p1(Ψ′(x)), p2(Ψ′(x)), . . . , pn(Ψ′(x))

)
=

(
p1 ◦Ψ′(x), p2 ◦Ψ′(x), . . . , pn ◦Ψ′(x)

)
=

(
ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)

)
= Ψ(x).
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Así Ψ es único. �
La propiedad universal del producto directo se puede generalizar a cual-

quier familia {ψi : M → Mi}i∈I de homomor�smos de A-módulos. En gene-
ral, esta propiedad no es válida si sustituimos la suma directa en lugar del
producto directo.

Proposición 1.4.7. En el teorema anterior, si ψj es un monomor�smo para
alguna j ∈ {1, 2, . . . , n}, entonces Ψ es un monomor�smo.

Demostración. Sean x1, x2 ∈ M . Si Ψ(x1) = Ψ(x2), entonces ψj(x1) = pj ◦
Ψ(x1) = pj ◦ Ψ(x2) = ψj(x2), luego como ψj es un monomor�smo tenemos
que x1 = x2. Así Ψ es un monomor�smo. �

1.5. Generadores de módulos, bases y módulos
libres

Sea M un A-módulo. Una combinación lineal de los elementos x1,
x2, . . . , xn de M es una suma de la forma

n∑
i=1

αixi = α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn,

donde los coe�cientes α1, α2, . . . , αn son elementos del anillo A.

De�nición 1.5.1. SeaM un A-módulo y seaX cualquier subconjunto deM .
El submódulo generado por X, denotado por < X >, es el conjunto de
todas las combinaciones lineales �nitas de los elementos de X con coe�cientes
en A. Si X = ∅, por convención tenemos que < X >= {0}.

Si N es un submódulo de M tal que N =< X > para algún subconjunto
X de M , entonces decimos que X es un conjunto de generadores para N
y que N es generado por X.

Decimos que un submódulo N de M es �nitamente generado si es
generado por algún subconjunto �nito de M .

Estamos considerando anillos con elemento unitario 1, por lo tanto para
cada subconjunto X de M tenemos que X ⊂< X >. Es fácil demostrar
que < X > es efectivamente un submódulo de M , además < X > es el
submódulo de M más pequeño que contiene a X, en el sentido de que si
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N es un submódulo de M que contiene a X, entonces < X >⊂ N . Cada
submódulo N de M tiene un conjunto de generadores ya que N =< N >,
sin embargo podría existir más de un conjunto de generadores para N .

Una manera más general de representar los elementos de un A-módulo
M generado por un conjunto X es mediante sumas formales.

Una suma formal de los elementos de X con coe�cientes en el anillo A,
es una expresión de la forma ∑

x∈X

αxx,

donde la suma corre sobre todos los x ∈ X, los coe�cientes están en el anillo
A y casi todos son cero. Cada suma formal representa una combinación lineal
�nita de elementos de X con coe�cientes en A.

De�nición 1.5.2. Sea L un A-módulo y seaX un subconjunto de L. Decimos
que L es libre sobre X y que X es una base para L si para toda x ∈ L,
x 6= 0, existen únicos x1, x2, . . . , xn ∈ X y únicos α1, α2, . . . , αn ∈ A, αi 6= 0
para i = 1, 2, . . . , n, tales que x = α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn, para alguna
n ∈ Z+.

De�nición 1.5.3. Si L es un Z-módulo libre sobre un conjunto X, entonces
decimos que L es un grupo abeliano libre sobre X.

Notemos que si X es una base para un A-módulo libre L, entonces 0 /∈ X,
L =< X >, y los elementos de X son linealmente independientes, es decir,
si x1, x2, . . . , xn ∈ X y

∑n
i=1 αixi = 0, entonces αi = 0 para i = 1, 2, . . . , n.

Sea A un anillo con elemento unitario 1. Si B es un subanillo de A tal que
1 ∈ B, entonces A tiene estructura de B-módulo tomando la multiplicación
escalar como la multiplicación en el anillo. En particular A es un A-módulo.

Dado cualquier conjunto no vacío I tenemos la familia de A-módulos
{Ai}i∈I , donde Aj = A para toda j ∈ I. Un elemento f ∈

⊕
i∈I Ai es una

función f : I → A tal que f(j) = 0 para casi toda j ∈ I.
Para cada j ∈ I tenemos la inclusión natural lj : A →

⊕
i∈I Ai de�nida

por la correspondencia

α 7→ lj(α)(k) =

{
α si k = j,
0 si k 6= j.

Notemos que lj(α) = αlj(1) para toda α ∈ A.
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Sea f ∈
⊕

i∈I Ai, f 6= 0. Por la de�nición de suma directa existe un
único conjunto no vacío y �nito K = {k1, k2, . . . kn} tal que f(kr) 6= 0 para
r = 1, 2, . . . , n y f(k) = 0 para toda k ∈

(
I −K

)
, entonces

f =
n∑
r=1

lkr
(
f(kr)

)
=

n∑
r=1

f(kr)lkr(1).

Así f se puede escribir como una combinación lineal �nita de elementos de
{li(1)}i∈I con coe�cientes distintos de cero en el anillo A, y además esta
combinacion lineal es única.

Llamemosle ej a la función lj(1), entonces el conjunto {ei}i∈I es una base
para

⊕
i∈I Ai, a esta se le conoce como la base canónica. Así la suma directa

de la familia {Ai}i∈I es un A-módulo libre.

Proposición 1.5.4. Dado cualquier conjunto X, existe un A-módulo libre
F (X) que tiene como base a X.

Demostración. Si X = ∅ de�nimos F (X) = {0}.
Sea X distinto del vacío. Sabemos que

⊕
i∈X Ai es un A-módulo libre

sobre {ei}i∈X . Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto X y
el conjunto {ei}i∈X en la que identi�camos cada elemento x ∈ X con el
elemento ex ∈ {ei}i∈X .

Cada elemento distinto de cero de
⊕

i∈X Ai se puede representar como
una combinación lineal �nita de elementos de {ei}i∈X con coe�cientes en el
anillo A; F (X) es el A-módulo que se obtiene al sustituir el símbolo x en lugar
del símbolo ex en cada una de estas combinaciones lineales. Como {ei}i∈X es
una base para

⊕
i∈X Ai, entonces X es una base para F (X). �

Proposición 1.5.5 (Extensión por linealidad). Sea M un A-módulo. Si
f : I → M es cualquier función, entonces existe un único homomor�smo
de A-módulos Φ:

⊕
i∈I Ai →M tal que el diagrama

M

I
g //

f
;;

⊕
i∈I Ai

Φ

OO

conmuta, donde g : I →
⊕

i∈I Ai es la función de�nida por g(j) = ej.
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Demostración. Para cada j ∈ I tenemos la función ϕj : A→M de�nida por
ϕj(α) = αf(j).

Cada ϕj es un homomor�smo de A-módulos ya que para todos α, β, λ ∈ A
se tiene que

ϕj(α + β) = (α + β)f(j) = αf(j) + βf(j) = ϕj(α) + ϕj(β),

ϕj(λα) = (λα)f(j) = λ
(
αf(j)

)
= λϕj(α).

Tenemos que {ϕj : A→M}i∈I es una familia de A-módulos, por la propiedad
universal de la suma directa existe un único homomor�smo Φ:

⊕
i∈I Ai →M

tal que Φ ◦ lj = ϕj para toda i ∈ I. Sea j ∈ I. Entonces

Φ ◦ g(j) = Φ
(
g(j)

)
= Φ(ej) = Φ

(
lj(1)

)
= Φ ◦ lj(1) = ϕj(1) = f(j).

Así Φ ◦ g = f .
Supongamos que Φ′ :

⊕
i∈I Ai → M es un homomor�smo de A-módulos

tal que Φ′ ◦ g = f . Sea ej ∈ {ei}i∈I . Entonces

Φ′(ej) = Φ′ ◦ g(j) = f(j) = Φ ◦ g(j) = Φ(ej).

Como Φ y Φ′ son iguales para cada elemento de la base, entonces Φ′ = Φ.
Así φ es única. �

Proposición 1.5.6. Sea M un A-módulo. Si f : X → M es cualquier fun-
ción, entonces existe un único homomor�smo de A-módulos Φ: F (X)→ M
tal que el diagrama

M

X i //

f
<<

F (X)

Φ

OO

conmuta, donde i es la inclusión.

Demostración. Por la de�nición de F (X), existe un isomor�smo natural
Ψ: F (X) →

⊕
i∈X Ai que manda cada elemento x ∈ X al elemento ex de

la base canónica de
⊕

i∈X Ai. Por la proposición 1.5.5 existe un único ho-
momor�smo de A-módulos Φ′ :

⊕
i∈X Ai → M tal que Φ′ ◦ g = f , donde la

función g : X →
⊕

i∈X Ai está de�nida por g(x) = ex. Notemos que g = Ψ◦ i
y consideremos el siguiente diagrama:

M

X i //

f

55

F (X) Ψ //
⊕

i∈X Ai

Φ′

OO
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Sea Φ = Φ′ ◦ Ψ. Entonces Φ ◦ i = (Φ′ ◦ Ψ) ◦ i = Φ′ ◦ g = f , y además Φ es
único ya que Φ′ es único. �

Observación 1.5.7. En la proposición anterior Φ: F (X)→M está de�nido
por

Φ
(∑
x∈X

αxx
)

=
∑
x∈X

αxf(x),

por lo tanto Im Φ =< f(X) >.

Proposición 1.5.8. Todo A-módulo es cociente de un A-módulo libre.

Demostración. Sea M un A-módulo y sea X cualquier subconjunto de M tal
que M =< X >.

Tenemos que la inclusión i : X → M se extiende por linealidad a un
homomor�smo de A-módulos Φ: F (X) → M , además Φ es un epimor�smo
ya que Im Φ =< i(X) >=< X >= M , luego por el primer teorema de
isomor�smo tenemos que M ∼= F (X)/Ker Φ. �

1.6. Sucesiones de módulos y diagramas

Ahora vamos a considerar sucesiones de la forma

· · · //Mi+1
fi+1 //Mi

fi //Mi−1
// · · · ,

donde {Mi}i∈Z es una sucesión de A-módulos y {fi : Mi → Mi−1}i∈Z es una
sucesión de homomor�smos de A-módulos.

De�nición 1.6.1. Decimos que la sucesión

· · · //Mi+1
fi+1 //Mi

fi //Mi−1
// · · ·

es exacta en Mi si Ker fi = Im fi+1. Decimos que la sucesión es exacta, si
es exacta en cada Mi, i ∈ Z.

Notemos que en una sucesión exacta fi ◦ fi+1 = 0 para toda i ∈ Z.

Proposición 1.6.2. Sea

· · · //Mi+2
fi+2 //Mi+1

fi+1 // {0} fi //Mi−1
fi−1 //Mi−2

// · · ·

una sucesión exacta en la que Mi es trivial para alguna i ∈ Z. Entonces
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1. fi−1 es un monomor�smo.

2. fi+2 es un epimor�smo.

Demostración. Tenemos que fi+1 y fi son homomor�smos triviales. Como la
sucesión es exacta, entonces Ker fi−1 = Im fi = {0} y fi+2(Mi+2) = Im fi+2 =
Ker fi+1 = Mi+1. Así fi−1 es un monomor�smo y fi+2 es un epimor�smo. �

De�nición 1.6.3. Sean M1, M0, N1, N0 A-módulos y sean f1, g1, h1 y h0

homomor�smos de A-módulos. Decimos que el diagrama

M1
f1 //

h1
��

M0

h0
��

N1
g1 // N0

conmuta si h0 ◦ f1 = g1 ◦ h1.

Lema 1.6.4 (Lema del cinco). Supongamos que el diagrama

//M4
f4 //

h4
��

M3
f3 //

h3
��

M2
f2 //

h2
��

M1
f1 //

h1
��

M0
//

h0
��

// N4
g4 // N3

g3 // N2
g2 // N1

g1 // N0
//

es conmutativo y que los renglones son sucesiones exactas. Si h4, h3, h1, h0

son isomor�smos, entonces h2 también es un isomor�smo.

Demostración. Vamos a demostrar que h2 es un monomor�smo. Supongamos
que x ∈ Kerh2, es decir, que h2(x) = 0. Como el diagrama es conmutativo
tenemos que (h1◦f2)(x) = (g2◦h2)(x) = g2(0) = 0, pero h1 es un isomor�smo
lo que implica que f2(x) = 0 y por lo tanto x ∈ Ker f2. Como el primer
renglón es exacto tenemos que x ∈ Im f3 = Ker f2 lo que implica que existe
y ∈ M3 tal que f3(y) = x. Como el diagrama es conmutativo tenemos que
(g3 ◦ h3)(y) = (h2 ◦ f3)(y) = h2(x) = 0, lo que implica que h3(y) ∈ Ker g3.
Como el segundo renglón es exacto tenemos que h3(y) ∈ Im g4 = Ker g3, por
lo tanto existe z ∈ N4 tal que g4(z) = h3(y). Como h4 es un isomor�smo
existe w ∈ M4 tal que h4(w) = z. Como el diagrama conmuta se sigue que
(h3 ◦ f4)(w) = (g4 ◦ h4)(w) = g4(z) = h3(y), pero h3 es un isomor�smo, lo
que implica que f4(w) = y; si aplicamos f3 a la igualdad anterior obtenemos
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que f3(y) = (f3 ◦ f4)(w) = 0, pero anteriormente tenï¿½amos que f3(y) = x,
luego x = 0 y por lo tanto Kerh2 = {0}. Así h2 es un monomor�smo.

Ahora vamos a demostrar que h2 es un epimor�smo. Supongamos que
y ∈ N2. Como h1 es un isomor�smo existe z ∈ M1 tal que h1(z) = g2(y).
Como el diagrama es conmutativo tenemos que (h0 ◦ f1)(z) = (g1 ◦ h1)(z) =
(g1◦g2)(y) = 0, pero h0 es un isomor�smo, por lo que f1(z) = 0 y por lo tanto
z ∈ Ker f1. Como el primer renglón es exacto tenemos que z ∈ Im f2 = Ker f1,
lo que implica que existe w ∈ M2 tal que f2(w) = z. Como el diagrama es
conmutativo tenemos que (g2 ◦ h2)(w) = (h1 ◦ f2)(w) = h1(z) = g2(y), por lo
que g2

(
h2(w) − y

)
= 0 y por lo tanto h2(w) − y ∈ Ker g2. Como el segundo

renglón es exacto tenemos que h2(w) − y ∈ Im g3 = Ker g2, lo que implica
que existe t ∈ N3 tal que g3(t) = h2(w) − y. Como h3 es un isomor�smo
existe s ∈ M3 tal que h3(s) = t. Como el diagrama es conmutativo tenemos
que (h2 ◦ f3)(s) = (g3 ◦ h3)(s) = g3(t) = h2(w) − y, lo que implica que
h2

(
w − f3(s)

)
= y. Así h2 es un epimor�smo. Se concluye que h2 es un

isomor�smo. �

De�nición 1.6.5. A una sucesión �nita y exacta de la forma

0 //M1
f //M

g //M2
// 0

le llamaremos sucesión exacta corta. Los ceros que aparecen al comienzo
y al �nal de la sucesión son el A-módulo trivial.

Proposición 1.6.6. Sea

0 //M1
f //M

g //M2
// 0

una sucesión exacta corta. Entonces

1. f es un monomor�smo.

2. g es un epimor�smo.

3. Existe un submódulo N de M tal que N ∼= M1 y M/N ∼= M2.

Demostración. 1 y 2 son consecuencia de la proposición 1.6.2.
3. Sea N = Im f . Como f es un monomor�smo, entonces N ∼= M1. Como

la sucesión es exacta, entonces N = Im f = Ker g. Como g es un epimor�smo
tenemos que Im g = M2, luego por el primer teorema de isomor�smoM/N ∼=
M2. �
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Proposición 1.6.7. Sean M1 y M2 A-módulos. Entonces las sucesiones

0 //M1
l1 //M1

⊕
M2

p2 //M2
// 0,

0 //M2
l2 //M1

⊕
M2

p1 //M1
// 0

son exactas cortas, donde li es la inclusión natural y pi es la proyección
natural, para i = 1, 2.

Demostración. Por la de�nición de la inclusión natural y de la proyección
natural tenemos que Im l1 = M1

⊕
{0} = Ker p2, y Im l2 = {0}

⊕
M2 =

Ker p1. �

Lema 1.6.8 (Lema del tres). Supongamos que el diagrama

0 //M2
f2 //

h2
��

M1
f1 //

h1
��

M0
//

h0
��

0

0 // N2
g2 // N1

g1 // N0
// 0

es conmutativo y que los renglones son sucesiones exactas cortas. Si dos de los
tres homomor�smos h2, h1, h0 son isomor�smos, entonces el tercero también
es un isomor�smo.

Demostración. Podemos completar el diagrama de la siguiente manera:

// 0 //

��

0 //

��

M2
f2 //

h2
��

M1
f1 //

h1
��

M0
//

h0
��

0 //

��

0 //

��
// 0 // 0 // N2

g2 // N1
g1 // N0

// 0 // 0 //

Supongamos que dos de los tres homomor�smos h2, h1, h0 son isomor�s-
mos, luego por el lema del cinco 1.6.4 tenemos que el tercero también es un
isomor�smo. �

De�nición 1.6.9. Decimos que una sucesión exacta corta

0 //M1
f //M

g //M2
// 0

se escinde si existe un homomor�smo de A-módulos g′ : M2 → M tal que
g ◦ g′ = IdM2 .
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Teorema 1.6.10. Sea

0 //M1
f //M

g //M2
// 0

una sucesión exacta corta. Entonces son equivalentes

1. La sucesión se escinde.

2. Existe un homomor�smo de A-módulos f ′ : M → M1 tal que f ′ ◦ f =
IdM1.

3. Existe un isomor�smo ∆: M →M1

⊕
M2 tal que el siguiente diagrama

es conmutativo:

0 //M1
f //

Id
��

M
g //

∆
��

M2
//

Id
��

0

0 //M1
l1 //M1

⊕
M2

p2 //M2
// 0.

Demostración. (1 ⇒ 2) Supongamos que la sucesión se escinde, es decir,
que existe un homomor�smo g′ : M2 → M tal que g ◦ g′ = IdM2 . Vamos a
demostrar el inciso 2. Tenemos los homomor�smos f : M1 →M y g′ : M2 →
M . Por la propiedad universal de la suma directa, existe un homomor�smo
Φ: M1

⊕
M2 → M tal que Φ ◦ l1 = f y Φ ◦ l2 = g′, por lo tanto el primer

cuadro del diagrama

0 //M1
l1 //

Id
��

M1

⊕
M2

p2 //

Φ
��

M2
//

Id
��

0

0 //M1
f //M

g //M2
// 0

conmuta. Sea (x, y) ∈ M1

⊕
M2. Como g ◦ f = 0 y g ◦ g′ = IdM2 , entonces

g ◦ Φ(x, y) = g
(
f(x) + g′(y)

)
= g ◦ f(x) + g ◦ g′(y) = y = p2(x, y). Así

g ◦Φ = p2, lo que implica que el diagrama anterior es conmutativo, luego por
el lema del tres 1.6.8 tenemos que Φ es un isomor�smo. Sea f ′ = p1 ◦ Φ−1,
entonces f ′ ◦ f = (p1 ◦ Φ−1) ◦ (Φ ◦ l1) = p1 ◦ l1 = IdM1 .

(2⇒ 3) Ahora supongamos que existe un homomor�smo f ′ : M →M1 tal
que f ′◦f = IdM1 . Vamos a demostrar el inciso 3. Tenemos los homomor�smos
f ′ : M →M1 y g : M →M2. Por la propiedad universal del producto directo,
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existe un homomor�smo Ψ: M →M1

⊕
M2 tal que p1 ◦Ψ = f ′ y p2 ◦Ψ = g,

por lo tanto el segundo cuadro del diagrama

0 //M1
f //

Id
��

M
g //

Ψ
��

M2
//

Id
��

0

0 //M1
l1 //M1

⊕
M2

p2 //M2
// 0.

conmuta. Sea x ∈M1. Como f ′ ◦ f = IdM1 y g ◦ f = 0, entonces Ψ ◦ f(x) =(
f ′(f(x)), g(f(x))

)
=
(
f ′ ◦ f(x), g ◦ f(x)

)
= (x, 0) = l1(x). Así Ψ ◦ f = l1, lo

que implica que el diagrama anterior es conmutativo, luego por el lema del
tres 1.6.8 tenemos que Ψ es un isomor�smo.

(3 ⇒ 1) Por último supongamos que existe un isomor�smo ∆: M →
M1

⊕
M2 tal que el diagrama del inciso 3 es conmutativo. Vamos a demostrar

el inciso 1. Como el diagrama es conmutativo tenemos que ∆ ◦ f = l1 y g =
p2◦∆. Sea g′ = ∆−1◦ l2, entonces g◦g′ = (p2◦∆)◦(∆−1◦ l2) = p2◦ l2 = IdM2 .
�

1.7. Módulos proyectivos

De�nición 1.7.1. Sea P un A-módulo. Decimos que P es proyectivo si para
todo homomor�smo de A-módulos f : P → N2 y para todo epimor�smo de
A-módulos ψ : N → N2, existe un homomor�smo de A-módulos h : P → N
tal que el diagrama

P
h

~~
f
��

N
ψ // N2

conmuta.

Proposición 1.7.2. Sea {Pi}i∈I una familia de A-módulos. Entonces
⊕

i∈I Pi
es proyectivo si y sólo si, Pj es proyectivo para toda j ∈ I.

Demostración. Supongamos que
⊕

i∈I Pi es proyectivo. Sea j ∈ I. Vamos
a demostrar que Pj es proyectivo. Sean f : Pj → N2, ψ : N → N2 homo-
mor�smos de A-módulos tal que ψ es un epimor�smo. Tenemos que f ◦
pj :

⊕
i∈I Pi → N2 es un homomor�smo de A-módulos, donde pj es la proyec-

ción natural. Como
⊕

i∈I Pi es proyectivo, entonces existe un homomor�smo
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h :
⊕

i∈I Pi → N tal que ψ◦h = f ◦pj. Sea hj = h◦lj, donde lj es la inclusión
natural, entonces ψ ◦hj = ψ ◦ (h ◦ lj) = (f ◦ pj) ◦ lj = f . Así Pj es proyectivo
para toda j ∈ I.

Ahora supongamos que Pj es proyectivo para toda j ∈ I. Vamos a de-
mostrar que

⊕
i∈I Pi es proyectivo. Sean f :

⊕
i∈I Pi → N2, ψ : N → N2

homomor�smos de A-módulos tal que ψ es un epimor�smo. Sea k ∈ I.
Tenemos que f ◦ lk : Pk → N2 es un homomor�smo de A-módulos, donde
lk es la inclusión natural. Como Pk es proyectivo, existe un homomor�smo
hk : Pk → N tal que ψ ◦ hk = f ◦ lk. Como k es arbitraria, entonces tene-
mos una familia de homomor�smos de A-módulos {hi : Pi → N}i∈I con la
propiedad ψ ◦ hj = f ◦ lj para toda j ∈ I. Por la propiedad universal de la
suma directa existe un homomor�smo h :

⊕
i∈I Pi → N tal que h ◦ lj = hj

para toda j ∈ I, entonces (ψ ◦ h) ◦ lj = ψ ◦ hj = f ◦ lj para toda j ∈ I. Sea
ω ∈

⊕
i∈I Pi. Entonces

ψ ◦ h(ω) = ψ ◦ h
(∑
i∈I

li(ω(i))
)

=
∑
i∈I

ψ ◦ h ◦ li(ω(i))

=
∑
i∈I

f ◦ li(ω(i))

= f
(∑
i∈I

li(ω(i))
)

= f(ω).

Así ψ ◦ h = f . �

Proposición 1.7.3. Si L es un A-módulo libre, entonces L es proyectivo.

Demostración. Como L es libre, entonces L tiene una base X. Se cumple que
L ∼=

⊕
i∈X Ai, por lo tanto basta con demostrar que

⊕
i∈X Ai es proyectivo;

por la proposición 1.7.2 tenemos que
⊕

i∈X Ai es proyectivo si y sólo si, Aj es
proyectivo para toda j ∈ X. Como Aj = A para toda j ∈ X, entonces sólo
tenemos que demostrar que A es un A-módulo proyectivo.

Sean f : A → N2, ψ : N → N2 homomor�smos de A-módulos tal que ψ
es un epimor�smo. Entonces existe z ∈ ψ−1

(
{f(1)}

)
. La función h : A → N

de�nida por h(α) = αz es un homomor�smo de A-módulos y además ψ◦h = f
ya que si α ∈ A, entonces ψ ◦ h(α) = ψ(αz) = αψ(z) = αf(1) = f(α). Así A
es un A-módulo proyectivo. �
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1.8. Producto tensorial

Hasta ahora sólo hemos estudiado A-módulos izquierdos, sin embargo
también existen A-módulos derechos.

De�nición 1.8.1. Un A-módulo derecho es un grupo conmutativo M
junto con una multiplicación escalar µ : M × A → M

(
escribiremos xα en

lugar de µ(x, α)
)
, la cual satisface cuatro axiomas que son análogos a los de

la de�nición 1.1.1.

De�nición 1.8.2. Sean A, A′ anillos con elemento unitario (no necesaria-
mente conmutativos). Un (A,A′)-bimódulo es un grupo conmutativo M tal
que:

I. M es un A-módulo izquierdo.

II. M es un A′-módulo derecho.

III. Para toda x ∈M , α ∈ A, y λ ∈ A′ se tiene que (αx)λ = α(xλ).

En ocasiones es necesario especi�car si un A-módulo es izquierdo o derecho,
por lo tanto usaremos la siguiente notación: si M es un A-módulo izquierdo
lo denotamos por AM , si es un A-módulo derecho lo denotamos por MA, si
es un (A,A′)-bimódulo lo denotamos por AMA′ .

De�nición 1.8.3. Sean MA y AN módulos, y sea U un grupo conmutativo.
Decimos que una función f : M × N → U es A-biaditiva si para todos
x, x′ ∈M , y, y′ ∈ N , α ∈ A se tiene que

I. f(x+ x′, y) = f(x, y) + f(x′, y).

II. f(x, y + y′) = f(x, y) + f(x, y′).

III. f(xα, y) = f(x, αy).

De�nición 1.8.4. Sean MA y AN módulos. El producto tensorial de M
y N sobre A, es un grupo conmutativo, denotado por M

⊗
AN , junto con

una función A-biaditiva κ : M × N → M
⊗

AN que satisface la siguiente
propiedad:
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Para toda función A-biaditiva f : M×N → U , existe un único homomor-
�smo de grupos Φ: M

⊗
AN → U tal que el diagrama

M ×N κ //

f
&&

M
⊗

AN

Φ
��
U

conmuta.

Se puede demostrar que si (M
⊗

AN, κ) y (T, κ′) son dos productos ten-
soriales deM y N sobre A, entonces existe un isomor�smo ϕ : M

⊗
AN → T

tal que ϕ ◦ κ = κ′ (ver [11, proposición 2.44]).

Proposición 1.8.5. Sean MA y AN módulos. Entonces existe el producto
tensorial de M y N sobre A.

Demostración. Sea F (M × N) el grupo abeliano libre con base M × N . El
subgrupo de F (M ×N) generado por todos los elementos de la forma

1. (x+ x′, y)− (x, y)− (x′, y),

2. (x, y + y′)− (x, y)− (x, y′),

3. (xα, y)− (x, αy),

lo vamos a denotar por K.
El producto tensorial deM y N sobre A es el grupo cociente F (M×N)/K

junto con la función A-biaditiva κ : M × N → F (M × N)/K de�nida por
κ(x, y) = (x, y) +K.

Sea f : M × N → U una función A-biaditiva. Por la proposición 1.5.6 f
se extiende por linealidad a un homomor�smo de grupos Φ: F (M ×N)→ U
de�nido por Φ(x, y) = f(x, y). Como f es A-biaditiva, entonces Φ(K) =
{0}, luego por el teorema 1.3.3 tenemos que Φ induce un homomor�smo
Φ∗ : F (M ×N)/K → U de�nido por Φ∗

(
(x, y) + K

)
= Φ(x, y) = f(x, y), lo

que implica que Φ∗ ◦ κ = f . Como F (M ×N)/K es generado por todos los
elementos de la forma (x, y) +K, entonces Φ∗ es el único homomor�smo que
satisface que Φ∗ ◦ κ = f . �

El grupo F (M ×N)/K lo vamos a denotar porM
⊗

AN . La clase lateral
(x, y) +K la vamos a denotar por x⊗ y. Así el producto tensorial de M y N
sobre A es el grupo conmutativo M

⊗
AN generado por todos los elementos

de la forma x⊗ y con las relaciones
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1. (x+ x′)⊗ y = x⊗ y + x′ ⊗ y,

2. x⊗ (y + y′) = x⊗ y + x⊗ y′,

3. (xα)⊗ y = x⊗ (αy),

junto con una función A-biaditiva κ : M × N → M
⊗

AN de�nida por
κ(x, y) = x⊗ y.

Por las relaciones 1, 2, y 3 tenemos que x⊗ 0 = 0⊗ y = 0 y m(x⊗ y) =
(mx)⊗y = x⊗(my) para todam ∈ Z, por lo tanto los elementos deM

⊗
AN

son sumas �nitas de la forma
∑

i xi ⊗ yi.

De�nición 1.8.6. SeanMA yNA módulos. Decimos que una función f : M →
N es un homomor�smo de A-módulos derechos si para todos x, y ∈M
y para toda α ∈ A se cumple lo siguiente:

I. f(x+ y) = f(x) + f(y).

II. f(xα) = f(x)α.

De�nición 1.8.7. Sean AMA′ y ANA′ módulos. Decimos que una función
f : M → N es un homomor�smo de (A,A′)-bimódulos si f es un homo-
mor�smo de A-módulos izquierdos y f es un homomor�smo de A′-módulos
derechos.

Proposición 1.8.8. Sean MA, M
′
A, AN , AN

′ módulos. Si f : M →M ′ es un
homomor�smo de A-módulos derechos, g : N → N ′ es un homomor�smo de
A-módulos izquierdos, (M

⊗
AN, κ) es el producto tensorial de M y N sobre

A, y (M ′⊗
AN

′, κ′) es el producto tensorial de M ′ y N ′ sobre A, entonces
existe un único homomor�smo de grupos f ⊗ g : M

⊗
AN → M ′⊗

AN
′ tal

que el diagrama

M ×N κ //

f×g
��

M
⊗

AN

f⊗g
��

M ′ ×N ′ κ′ //M ′⊗
AN

′

conmuta, donde f × g es la función de�nida por f × g(x, y) =
(
f(x), g(y)

)
.

Demostración. Es fácil demostrar que la función κ′ ◦ (f × g) es A-biaditiva.
Por la de�nición 1.8.4 del producto tensorial existe un único homomor�smo
f ⊗ g : M

⊗
AN →M ′⊗

AN
′ tal que (f ⊗ g) ◦ κ = κ′ ◦ (f × g). �
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Observación 1.8.9.

1. El homomor�smo f ⊗ g está de�nido por f ⊗ g(x⊗ y) = f(x)⊗ g(y).

2. IdM ⊗ IdN = IdM
⊗

AN
.

3. (f ′ ⊗ g′) ◦ (f ⊗ g) = (f ′ ◦ f)⊗ (g′ ◦ g), siempre que la composición esté
bien de�nida.

De�nición 1.8.10. Sean A′MA y AN módulos. El grupo conmutativoM
⊗

AN
junto con la multiplicación escalar µ : A′×M

⊗
AN →M

⊗
AN de�nida por

µ(λ,
∑

i xi ⊗ yi) =
∑

i(λxi)⊗ yi forman un A′-módulo izquierdo.

Proposición 1.8.11. Sean A′MA, A′M
′
A, AN , AN

′ módulos. Si f : M → M ′

es un homomor�smo de (A′,A)-bimódulos y g : N → N ′ es un homomor�smo
de A-módulos izquierdos, entonces el homomor�smo f ⊗ g es un homomor-
�smo de A′-módulos izquierdos.

Demostración. Por la proposición 1.8.8 tenemos que f ⊗ g es un homomor-
�smo de grupos. Sean x⊗ y ∈M

⊗
AN , λ ∈ A′. Entonces

f ⊗ g
(
λ(x⊗ y)

)
= f ⊗ g

(
(λx)⊗ y

)
= f(λx)⊗ g(y)

=
(
λf(x)

)
⊗ g(y)

= λ
(
f(x)⊗ g(y)

)
= λf ⊗ g(x⊗ y).�

1.9. HomA(M ,N)

Sean AM y AN módulos, y sea

HomA(M,N) = {f : M → N | f es un homomor�smo de A-módulos}.

Si f, g ∈ HomA(M,N) entonces la función (f + g) : M → N de�nida por
(f+g)(x) = f(x)+g(x) es un homomor�smo de A-módulos ya que para todo
x ∈M y para toda α ∈ A, (f + g)(αx) = f(αx) + g(αx) = α

(
f(x) + g(x)

)
=

α(f + g)(x). Con esta operación HomA(M,N) forma un grupo conmutati-
vo. El elemento neutro es el homomor�smo trivial. Si f ∈ HomA(M,N),
entonces la función (−f) : M → N de�nida por (−f)(x) = (−1)f(x) es un
homomor�smo de A-módulos y es el inverso de f .
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Sea AM cualquier módulo. Si ϕ : N → N ′ es un homomor�smo de A-
módulos izquierdos, entonces ϕ induce un homomor�smo de grupos

ϕ∗ : HomA(M,N)→ HomA(M,N ′)

de�nido por ϕ∗(f) = ϕ ◦ f .

Observación 1.9.1.

1. (IdN)∗ = IdHomA(M,N).

2. (ψ ◦ ϕ)∗ = ψ∗ ◦ ϕ∗, siempre que la composición esté bien de�nida.

Sea AN cualquier módulo. Si ψ : M ′ → M es un homomor�smo de A-
módulos izquierdos, entonces ψ induce un homomor�smo de grupos

ψ∗ : HomA(M,N)→ HomA(M ′, N)

de�nido por ψ∗(f) = f ◦ ψ.

Observación 1.9.2.

1. (IdM)∗ = IdHomA(M,N).

2. (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, siempre que la composición esté bien de�nida.

Ahora supongamos que AMA′ , AN son módulos. Sean f ∈ HomA(M,N),
λ ∈ A′. La función (λf) : M → N de�nida por (λf)(x) = f(xλ) es un
homomor�smo de A-módulos izquierdos ya que para todos x, y ∈ M y para
toda α ∈ A se tiene que

(λf)(x+ y) = f
(
(x+ y)λ

)
= f(xλ) + f(yλ) = (λf)(x) + (λf)(y),

(λf)(αx) = f
(
(αx)λ

)
= f

(
α(xλ)

)
= αf(xλ) = α(λf)(x).

De�nición 1.9.3. Sean AMA′ , AN módulos. El grupo conmutativo HomA(M,N)
junto con la multiplicación escalar µ : A′×HomA(M,N)→ HomA(M,N) de-
�nida por µ(λ, f) = (λf) forman un A′-módulo izquierdo.

Proposición 1.9.4. Sean AMA′, AN , AN
′ módulos. Si ϕ : N → N ′ es un

homomor�smo de A-módulos izquierdos, entonces el homomor�smo induci-
do ϕ∗ : HomA(M,N) → HomA(M,N ′) es un homomor�smo de A′-módulos
izquierdos.
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Demostración. Tenemos que ϕ∗ es un homomor�smo de grupos. Sean x ∈M ,
λ ∈ A′. Entonces ϕ ◦ (λf)(x) = ϕ

(
f(xλ)

)
= ϕ ◦ f(xλ) = λ(ϕ ◦ f)(x), lo que

implica que φ∗(λf) = ϕ ◦ (λf) = λ(ϕ ◦ f) = λφ∗(f). �
Tenemos otro caso interesante. Supongamos que AM , ANA′ son módulos.

Sean f ∈ HomA(M,N), λ ∈ A′. La función (fλ) : M → N de�nida por
(fλ)(x) = f(x)λ es un homomor�smo de A-módulos izquierdos ya que para
todos x, y ∈M y para toda α ∈ A se tiene que

(fλ)(x+ y) = f(x+ y)λ = f(x)λ+ f(y)λ = (fλ)(x) + (fλ)(y),

(fλ)(αx) = f(αx)λ =
(
αf(x)

)
λ = α

(
f(x)λ

)
= α(fλ)(x).

De�nición 1.9.5. Sean AM , ANA′ módulos. El grupo conmutativo HomA(M,N)
junto con la multiplicación escalar µ : HomA(M,N)×A′ → HomA(M,N) de-
�nida por µ(λ, f) = (fλ) forman un A′-módulo derecho.

Proposición 1.9.6. Sean AM , AM , ANA′ módulos. Si ψ : M ′ → M es un
homomor�smo de A-módulos izquierdos, entonces el homomor�smo induci-
do ψ∗ : HomA(M,N) → HomA(M ′, N) es un homomor�smo de A-módulos
derechos.

Demostración. Tenemos que ψ∗ es un homomor�smo de grupos. Sean x ∈M ,
λ ∈ A′. Entonces (fλ) ◦ ψ(x) = (fλ)

(
ψ(x)

)
= f

(
ψ(x)

)
λ = (f ◦ ψ)(x)λ =(

(f ◦ψ)λ
)
(x), lo que implica que ψ∗(fλ) = (fλ) ◦ψ = (f ◦ψ)λ = ψ∗(f)λ. �

Finalizamos esta sección enunciando un teorema que utilizaremos en el
capítulo 4.

Teorema 1.9.7. Sean AM , A′NA, A′P módulos. Entonces existe un isomor-
�smo de grupos

Ψ: HomA′(N
⊗

AM,P ) −→ HomA
(
M,HomA′(N,P )

)
de�nido de la siguiente manera: Si f : N

⊗
AM → P es un homomor�smo

de A′-módulos, entonces la función

Ψ(f) : M −→ HomA′(N,P )

x 7−→
(

Ψ(f)(x) : N −→ P
y 7−→ f(y ⊗ x)

)
es un homomor�smo de A-módulos.

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [11, teoremas 2.75 y
2.76]. �



Capítulo 2

Álgebra homológica

Este capítulo comienza con una breve introducción de categorías y fun-
tores; despues daremos un repaso a la teoría de álgebra homológica; y por
último estudiaremos el álgebra homológica relativa de Hochschild [7].

El objetivo de este capítulo es de�nir dos funtores relativos a la pareja
(A,B), donde A es un anillo y B es un subanillo de A; estos funtores son
denotados por Tor(A,B)

n y Ext(A,B)
n .

2.1. Categorías y funtores

De�nición 2.1.1. Una categoría C se compone de:

I. Una clase de objetos, denotada por ObjC .

II. Para cada pareja ordenada (A,B), donde A y B son objetos de C,
existe un conjunto MorC (A,B); los elementos de MorC (A,B) se llaman
mor�smos de A en B.

III. Para cada terna ordenada (A,B,C), donde A,B,C son objetos de C,
existe un producto o composición

MorC (A,B)×MorC (B,C)→ MorC (A,C).

Un mor�smo f ∈ MorC (A,B) es donotado por f : A→ B o bien por A
f→ B;

diremos que A es el dominio de f y B el codominio. Si f ∈ MorC (A,B) y
g ∈ MorC (B,C), entonces el producto o composición de f y g lo denotamos
por gf o bien por g ◦ f .

29
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Una categoría C está sujeta a los siguientes axiomas:

(a) Si MorC (A,B)
⋂

MorC (C,D) 6= ∅, entonces A = C y B = D.

(b) Para todo objeto A de C existe un mor�smo identidad IdA : A→ A tal
que para todo mor�smo f : A→ B y para todo mor�smo g : C → A se
tiene que f ◦ IdA = f y IdA ◦ g = g.

(c) La composición es asociativa, es decir, si f : A → B, g : B → C, y
h : C → D son mor�smos, entonces f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

De�nición 2.1.2. Sea C una categoría. Decimos que un mor�smo f : A→ B
de C es un isomor�smo si existe un mor�smo g : B → A de C tal que
g ◦ f = IdA y f ◦ g = IdB. Decimos que dos objetos A y B de C son
isomorfos y lo denotamos por A ∼= B, si existe un isomor�smo entre ellos.

A continuación daremos algunos ejemplos de las categorías mas comunes
en matemáticas.

Ejemplo 2.1.3.

Conj. Sus objetos son conjuntos y sus mor�smos son funciones.

Gr. Sus objetos son grupos y sus mor�smos son homomor�smos de
grupos.

Ab. Sus objetos son grupos conmutativos y sus mor�smos son homo-
mor�smos de grupos.

An. Sus objetos son anillos y sus mor�smos son homomor�smos de
anillos.

AMod. Sus objetos son A-módulos izquierdos y sus mor�smos son
homomor�smos de A-módulos izquierdos.

ModA. Sus objetos son A-módulos derechos y sus mor�smos son ho-
momor�smos de A-módulos derechos.

Top. Sus objetos son espacios topológicos y sus mor�smos son funciones
continuas.
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De�nición 2.1.4. Sean C y D categorías. Un funtor covariante F : C → D
es una regla que asocia a cada objeto A de C, un objeto F (A) de D; a cada
mor�smo f : A→ B de C, un mor�smo F (f) : F (A)→ F (B) deD; y satisface
los siguientes axiomas:

I. F (IdA) = IdF (A).

II. F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

De�nición 2.1.5. Un funtor contravariante F : C → D es una regla que
asocia a cada objeto A de C, un objeto F (A) deD; a cada mor�smo f : A→ B
de C, un mor�smo F (f) : F (B) → F (A) de D; y satisface los siguientes
axiomas:

I. F (IdA) = IdF (A).

II. F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g).

A continuación enunciaremos algunos de los funtores que construimos en
el capítulo anterior.

Ejemplo 2.1.6. De�nimos el funtor covariante F : Conj → AMod de la
siguiente manera: si X es un conjunto, entonces F (X) es el A-módulo libre
con baseX; si f : X → Y es una función, entonces f se extiende por linealidad
a un homomor�smo de A-módulos F (f) : F (X)→ F (Y ).

Ejemplo 2.1.7. Funtores en el producto tensorial.
Sea MA cualquier módulo. El funtor covariante

M
⊗

A : AMod→ Ab está de�nido por la correpondencia

N 7−→ M
⊗

AN,

(f : N → N ′) 7−→
(
IdM ⊗ f : M

⊗
AN −→ M

⊗
AN

′

x⊗ y 7−→ x⊗ f(y)

)
.

Sea AN cualquier módulo. El funtor covariante⊗
AN : ModA → Ab está de�nido por la correpondencia

M 7−→ M
⊗

AN,

(f : M →M ′) 7−→
(
f ⊗ IdN : M

⊗
AN −→ M ′⊗

AN
x⊗ y 7−→ f(x)⊗ y

)
.
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Ejemplo 2.1.8. Funtores en HomA(M,N).
Sea AM cualquier módulo. El funtor covariante

HomA(M, ) : AMod→ Ab está de�nido por la correpondencia

N 7−→ HomA(M,N),

(ϕ : N → N ′) 7−→
(
ϕ∗ : HomA(M,N) −→ HomA(M,N ′)

f 7−→ ϕ ◦ f

)
.

Sea AN cualquier módulo. El funtor contravariante
HomA( , N) : AMod→ Ab está de�nido por la correpondencia

M 7−→ HomA(M,N),

(ψ : M ′ →M) 7−→
(
ψ∗ : HomA(M,N) −→ HomA(M ′, N)

f 7−→ f ◦ ψ

)
.

De�nición 2.1.9. Sea F : AMod→ Ab un funtor covariante. Decimos que
F es exacto por la izquierda si para cada sucesión exacta de A-módulos

0 //M1
f //M

g //M2

se tiene que la sucesión inducida

0 // F (M1)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M2)

es exacta. Decimos que F es exacto por la derecha si para cada sucesión
exacta de A-módulos

M1
f //M

g //M2
// 0

se tiene que la sucesión inducida

F (M1)
F (f) // F (M)

F (g) // F (M2) // 0

es exacta.

De�nición 2.1.10. Sea F : AMod→ Ab un funtor contravariante. Decimos
que F es exacto por la izquierda si para cada sucesión exacta

M1
f //M

g //M2
// 0

se tiene que la sucesión inducida

0 // F (M2)
F (g) // F (M)

F (f) // F (M1)

es exacta.
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Proposición 2.1.11.

1. Los funtores covariantesM
⊗

A y
⊗

AN son exactos por la derecha.

2. El funtor covariante HomA(M, ) es exacto por la izquierda.

3. El funtor contravariante HomA( , N) es exacto por la izquierda.

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [11, teoremas 2.38,
2.40 y 2.63]. �

2.2. Complejos de cadenas y de cocadenas

De�nición 2.2.1. Un complejo de cadenas C sobre A es una familia de
A-módulos {Cn}n∈Z junto con una familia de homomor�smos de A-módulos
{∂n : Cn → Cn−1}n∈Z tal que ∂n ◦ ∂n+1 = 0 para toda n ∈ Z.

Escribiremos C = {Cn, ∂n}n∈Z o bien

· · · // Cn+1
∂n+1 // Cn

∂n // Cn−1
// · · ·

para describir a un complejo de cadenas C.
Los elementos de Cn se llaman n-cadenas. Los homomor�smos ∂n se

llaman operadores frontera o diferenciales.

De�nición 2.2.2. Sean C = {Cn, ∂n}n∈Z y D = {Dn, ∂
′
n}n∈Z complejos de

cadenas. Un mor�smo de cadenas f : C → D es una familia de homomor-
�smos de A-módulos {fn : Cn → Dn}n∈Z tal que el diagrama

· · · // Cn+1
∂n+1 //

fn+1

��

Cn
∂n //

fn
��

Cn−1
//

fn−1

��

· · ·

· · · // Dn+1

∂′n+1 // Dn
∂′n // Dn−1

// · · ·

es conmutativo.
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Si f : C → D y g : D → E son mor�smos de cadenas, entonces tenemos
el siguiente diagrama:

· · · // Cn+1
∂n+1 //

fn+1

��

Cn
∂n //

fn
��

Cn−1
//

fn−1

��

· · ·

· · · // Dn+1

∂′n+1 //

gn+1

��

Dn
∂′n //

gn

��

Dn−1
//

gn−1

��

· · ·

· · · // En+1

∂′′n+1 // En
∂′′n // En−1

// · · ·

Como ∂′n ◦ fn = fn−1 ◦ ∂n y ∂′′n ◦ gn = gn−1 ◦ ∂′n, entonces

∂′′n ◦ (gn ◦ fn) = gn−1 ◦ ∂′n ◦ fn = (gn−1 ◦ fn−1) ◦ ∂n.

De�nición 2.2.3. La composición de los mor�smos de cadenas f y g
se de�ne como la familia g ◦ f = {gn ◦ fn : Cn → En}n∈Z.

La colección de complejos de cadenas junto con sus mor�smos de cadenas
y su composición forman una categoría que se denota por CC, o por CC∗,
o bien por CC∗(AMod). El mor�smo identidad IdC : C → C es la familia
{IdCn : Cn → Cn}n∈Z. La asociatividad en la composición de mor�smos de
cadenas se da de manera natural ya que la composición de homomor�smos
de A-módulos es asociativa.

Sea C = {Cn, ∂n}n∈Z un complejo de cadenas. Decimos que C es un com-
plejo de cadenas exacto si Im ∂n+1 = Ker ∂n para toda n ∈ Z. Decimos
que C es un complejo de cadenas trivial si Cn = {0} para toda n ∈ Z.
Decimos que C es un complejo de cadenas positivo si Cn = {0} para
toda n < 0.

Sea M un A-módulo. Una aumentación para un complejo de cadenas
positivo C es un epimor�smo ε : C0 →M tal que ε ◦ ∂1 = 0.

Decimos que un mor�smo de cadenas f = {fn}n∈Z es un mor�smo de
cadenas trivial si fn = 0 para toda n ∈ Z.

De�nición 2.2.4. Sean C = {Cn, ∂n}n∈Z y D = {Dn, ∂
′
n}n∈Z complejos

de cadenas. Decimos que D es un subcomplejo de C si cada Dn es un
submódulo de Cn y cada operador frontera ∂′n en D es la restricción del
operador frontera ∂n en C.
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Si D es un subcomplejo de C, entonces para cada n ∈ Z tenemos un A-
módulo cociente Cn/Dn. Como ∂′n es la restricción del operador frontera ∂n,
entonces ∂n(Dn) ⊂ Dn−1, luego por el teorema 1.3.3 tenemos que ∂n induce
un homomor�smo ∂n : Cn/Dn → Cn−1/Dn−1 de�nido por

∂n(c+Dn) = ∂n(c) +Dn−1.

La composición ∂n ◦ ∂n+1 = 0 ya que si c+Dn+1 ∈ Cn+1/Dn+1, entonces

∂n ◦ ∂n+1(c+Dn+1) = ∂n
(
∂n+1(c) +Dn

)
= ∂n ◦ ∂n+1(c) +Dn−1

= 0 +Dn−1.

De�nición 2.2.5. El complejo cociente C/D es el complejo de cadenas

· · · // Cn+1/Dn+1
∂n+1 // Cn/Dn

∂n // Cn−1/Dn−1
// · · ·

Sea D un subcomplejo de C. El mor�smo inclusión i : D → C es la
familia i = {in : Dn → Cn}n∈Z, donde cada in es la inclusión. El mor�smo
proyección p : C → C/D es la familia p = {pn : Cn → Cn/Dn}n∈Z, donde
pn es la proyección para toda n ∈ Z.

De�nición 2.2.6. Sean C = {Cn, ∂n}n∈Z y D = {Dn, ∂
′
n}n∈Z complejos de

cadenas, y sea f : C → D un mor�smo de cadenas.
El núcleo o kernel de f , denotado por Ker f , es el subcomplejo de C:

· · · // Ker fn+1
∂n+1 // Ker fn

∂n // Ker fn−1
// · · · .

La imagen de f , denotada por Im f , es el subcomplejo de D:

· · · // Im fn+1

∂′n+1 // Im fn
∂′n // Im fn−1

// · · · .

El conúcleo o cokernel de f , denotado por Coker f , es el complejo cociente:

· · · // Dn+1/ Im fn+1
∂′n+1 // Dn/ Im fn

∂′n // Dn−1/ Im fn−1
// · · · .

Observación 2.2.7. Los operadores frontera ∂n : Ker fn → Ker fn−1 y
∂′n : Im fn → Im fn−1 están bien de�nidos ya que ∂′n ◦ fn = fn−1 ◦ ∂n.
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Como ya de�nimos el núcleo y la imagen de un mor�smo de cadenas,
entonces también podemos construir sucesiones exactas de complejos de ca-
denas. Una sucesión exacta corta de complejos de cadenas es una sucesion
exacta de la forma

0 // C
f // D

g // E // 0,

donde los ceros que aparecen al comienzo y al �nal de la sucesión son el
complejo de cadenas trivial. En la siguiente sección veremos la importancia
de este tipo de sucesiones.

De�nición 2.2.8. Sean C = {Cn, ∂n}n∈Z y D = {Dn, ∂
′
n}n∈Z complejos

de cadenas, y sean f, g : C → D mor�smos de cadenas. Decimos que f y
g son homotópicos si existe una familia de homomor�smos de A-módulos
{hn : Cn → Dn+1}n∈Z tal que ∂′n+1 ◦hn+hn−1 ◦∂n = fn−gn para toda n ∈ Z.

Si f y g son homotópicos lo denotamos por f ' g. La familia h = {hn}n∈Z
se llama homotopía de cadenas entre f y g.

El siguiente diagrama representa una homotopía de cadenas entre f y g:

· · · // Cn+1
∂n+1 //

fn+1

��

gn+1

��

Cn
∂n //

fn

��

gn

��

hn

}}

Cn−1
//

fn−1

��

gn−1

��

hn−1

}}

· · ·

· · · // Dn+1

∂′n+1 // Dn
∂′n // Dn−1

// · · ·

Es fácil demostrar que la relación de homotopía es una relación de equi-
valencia.

Sea f : C → D un mor�smo de cadenas y sea 0: C → D el mor�smo de
cadenas trivial. Decimos que f es homotópicamente nulo si f ' 0, y la
homotopía de cadenas se llama nulhomotopía de cadenas. Decimos que
f es una equivalencia homotópica de cadenas si existe un mor�smo de
cadenas g : C → D tal que g ◦ f ' IdC y f ◦ g ' IdD.

De�nición 2.2.9. Un complejo de cocadenas C sobre A es una fa-
milia de A-módulos {Cn}n∈Z junto con una familia de homomor�smos de
A-módulos {δn : Cn → Cn+1}n∈Z tal que δn ◦ δn−1 = 0 para toda n ∈ Z.
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Escribiremos C = {Cn, δn}n∈Z o bien

· · · // Cn−1 δn−1
// Cn δn // Cn+1 // · · ·

para describir a un complejo de cocadenas C.
Los elementos de Cn se llaman n-cocadenas. Los homomor�smos δn se

llaman operadores cofrontera.
Dado un complejo de cadenas C = {Cn, ∂n}n∈Z podemos de�nir un com-

plejo de cocadenas tomando Cn = C−n y δn = ∂−n para toda n ∈ Z. De
manera análoga si comenzamos con un complejo de cocadenas podemos de-
�nir un complejo de cadenas.

Los mor�smos de cocadenas se de�nen de la misma manera que los mor-
�smos de cadenas (escribiendo los superíndices adecuadamente).

La categoría de complejos de cocadenas se denota por CC∗ o bien por
CC∗(AMod).

Las categorías CC∗ y CC
∗ también se pueden de�nir sobre grupos abe-

lianos, A-módulos derechos, y (A,A′)-bimódulos. Por ejemplo CC∗(Ab) es
la categoría de complejos de cadenas en la que sus objetos son familias
{Cn, ∂n : Cn → Cn−1}n∈Z de grupos abelianos y de homomor�smos de grupos
tal que ∂n ◦ ∂n+1 = 0 para toda n ∈ Z.

2.3. Homología y cohomología

Sea C = {Cn, ∂n}n∈Z un complejo de cadenas. El núcleo del homomor-
�smo ∂n lo vamos a denotar por Zn(C); los elementos de Zn(C) se llaman
n-ciclos. La imagen del homomor�smo ∂n+1 la vamos a denotar por Bn(C);
los elementos de Bn(C) se llaman n-fronteras. La condición ∂n ◦ ∂n+1 = 0
es equivalente a que Im ∂n+1 ⊂ Ker ∂n, por lo tanto Bn(C) < Zn(C) < Cn.

De�nición 2.3.1. El n-ésimo grupo de homología de un complejo de
cadenas C es el grupo cociente

Hn(C) = Zn(C)/Bn(C).

Decimos que dos n-ciclos c y d son homólogos si c−d ∈ Bn(C). La clase
lateral c+Bn(C) ∈ Hn(C) se llama clase de homología de c.

Sean C = {Cn, ∂n}n∈Z yD = {Dn, ∂
′
n}n∈Z complejos de cadenas, y sea f =

{fn : Cn → Dn}n∈Z un mor�smo de cadenas de C en D. Es fácil demostrar
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que fn
(
Zn(C)

)
⊂ Zn(D) y fn

(
Bn(C)

)
⊂ Bn(D) para toda n ∈ Z, luego

por el teorema 1.3.3 tenemos que cada homomor�smo fn : Cn → Dn induce
un homomor�smo (fn)∗ : Zn(C)/Bn(C)→ Zn(D)/Bn(D) al cual lo vamos a
denotar por Hn(f).

De�nición 2.3.2. El n-ésimo homomor�smo en homología inducido
por un mor�smo de cadenas f : C → D es el homomor�smo de grupos

Hn(f) : Hn(C)→ Hn(D)

de�nido por Hn(f)
(
c+Bn(C)

)
= fn(c) +Bn(D).

Observación 2.3.3.

1. Hn(IdC) = IdHn(C).

2. Hn(g◦f) = Hn(g)◦Hn(f), siempre que la composición esté bien de�nida.

Proposición 2.3.4. Sean f, g : C → D mor�smos de cadenas. Si f y g son
homotópicos, entonces Hn(f) = Hn(g).

Demostración. Como f y g son homotópicos, existe una homotopía de cadenas
h = {hn}n∈Z entre f y g. Supongamos que c ∈ Zn(C), es decir, que ∂n(c) = 0.
Como ∂′n+1 ◦ hn + hn−1 ◦ ∂n = fn − gn, entonces

fn(c)− gn(c) = ∂′n+1

(
hn(c)

)
+ hn−1

(
∂n(c)

)
= ∂′n+1

(
hn(c)

)
,

lo que implica que fn(c) +Bn(D) = gn(c) +Bn(D). �

Corolario 2.3.5. Si f : C → D es una equivalencia homotópica de cadenas,
entonces Hn(C) ∼= Hn(D).

Demostración. Como f : C → D es una equivalencia homotópica de cadenas,
existe g : D → C tal que g ◦ f ' IdC y f ◦ g ' IdD, luego por la proposición
anterior tenemos que IdHn(C) = Hn(IdC) = Hn(g ◦ f) = Hn(g) ◦ Hn(f) y
IdHn(D) = Hn(IdD) = Hn(f ◦ g) = Hn(f) ◦ Hn(g).

Así Hn(g) es la inversa de Hn(f), por lo tanto Hn(f) : Hn(C) → Hn(D)
es un isomor�smo. �

De�nición 2.3.6. Un complejo de cadenas C es acíclico si Hn(C) = {0}
para toda n ∈ Z.
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Proposición 2.3.7. Sea IdC : C → C el mor�smo de cadenas identidad. Si
IdC es homotópicamente nulo, entonces C es acíclico.

Demostración. Como IdC es homotópicamente nulo, entonces IdC ' 0, por lo
tanto existe una homotopía de cadenas h = {hn}n∈Z entre IdC y 0. Suponga-
mos que c ∈ Zn(C), es decir, que ∂n(c) = 0. Como ∂′n+1◦hn+hn−1◦∂n = IdCn ,
entonces

c = IdCn(c) = ∂′n+1

(
hn(c)

)
+ hn−1

(
∂n(c)

)
= ∂′n+1

(
hn(c)

)
,

lo que implica que c ∈ Bn(C). Así Zn(C) = Bn(C). Se concluye que C es
acíclico. �

Sea C = {Cn, δn}n∈Z un complejo de cocadenas. El núcleo del homomor-
�smo δn lo vamos a denotar por Zn(C); los elementos de Zn(C) se llaman n-
cociclos. La imagen del homomor�smo δn−1 la vamos a denotar por Bn(C);
los elementos de Bn(C) se llaman n-cofronteras. La condición δn ◦ δn−1 = 0
es equivalente a que Im δn−1 ⊂ Ker δn, por lo tanto Bn(C) < Zn(C) < Cn.

De�nición 2.3.8. El n-ésimo grupo de cohomología de un complejo de
cocadenas C es el grupo cociente

Hn(C) = Zn(C)/Bn(C).

El n-ésimo homomor�smo en cohomología inducido por un mor�smo
de cocadenas f : C → D es el homomor�smo de grupos

Hn(f) : Hn(C)→ Hn(D)

de�nido por Hn(f)
(
c+Bn(C)

)
= fn(c) +Bn(D).

Los grupos de (co)homología determinan que tan inexacto es un complejo
de (co)cadenas. Si un complejo de cadenas es acíclico entonces es exacto.

La estructura de los grupos de (co)homología y de sus mor�smos inducidos
dependen de la categoría de complejos de (co)cadenas. Por ejemplo: si C es
un objeto de CC∗(AMod), entonces Hn(C) es un objeto de AMod; si f es un
mor�smo de CC∗(AMod), entonces Hn(f) es un mor�smo de AMod. Para
cada n ∈ Z tenemos los siguientes funtores covariantes:

Hn : CC∗(AMod)→A Mod,

Hn : CC∗(Ab)→ Ab,

Hn : CC∗(AMod)→A Mod,

Hn : CC∗(Ab)→ Ab .
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La categoría de los A-módulos graduados, denotada por AModZ, tiene
como objetos familias de A-módulos de la forma {Mi}i∈Z y sus mor�smos
son familias de homomor�smos de A-módulos {fi : Mi → Ni}i∈Z. El funtor
covariante H∗ : CC∗(AMod)→A ModZ esta de�nido por la correspondencia

C 7−→ {Hn(C)}n∈Z
(f : C → D) 7−→ {Hn(f) : Hn(C)→ Hn(D)}n∈Z.

El funtor covariante H∗ : CC∗(AMod)→A ModZ se de�ne análogamente.

De�nición 2.3.9. La homología de un complejo de cadenas C es la familia
H∗(C) = {Hn(C)}n∈Z. La cohomología de un complejo de cocadenas D es
la familia H∗(D) = {Hn(D)}n∈Z.

El siguiente teorema es uno de los más importantes en homología, se
utiliza para calcular la homología de un complejo de cadenas.

Teorema 2.3.10 (Sucesion exacta larga en homología). Sea

0 // C
f // D

g // E // 0

una sucesión exacta corta de complejos de cadenas. Entonces para cada n ∈ Z
existe un homomor�smo ∆n : Hn(E)→ Hn−1(C) tal que la sucesión

· · · // Hn(C)
Hn(f) // Hn(D)

Hn(g) // Hn(E)
∆n // Hn−1(C) // · · ·

es exacta. Además la sucesión es natural, es decir, si tenemos un diagrama
conmutativo de complejos de cadenas en el que los renglones son sucesiones
exactas cortas

0 // C
f //

α
��

D
g //

β
��

E //

γ

��

0

0 // C ′
f ′ // D′

g′ // E ′ // 0,

entonces el diagrama

· · · // Hn(C)
Hn(f) //

Hn(α)

��

Hn(D)
Hn(g) //

Hn(β)

��

Hn(E)
∆n //

Hn(γ)

��

Hn−1(C) //

Hn−1(α)

��

· · ·

· · · // Hn(C ′)
Hn(f ′)// Hn(D′)

Hn(g′)// Hn(E ′)
∆′n // Hn−1(C ′) // · · ·

es conmutativo.
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La demostración de este teorema se basa en el lema de la serpiente. Po-
demos encontrar una demostración en [9, capítulo 3, teorema 1.10] o bien en
[14, teorema 1.3.1]. Existe una versión análoga para cohomología.

2.4. Tor y Ext

De�nición 2.4.1. SeaM un A-módulo. Una resolución proyectiva de M
es un complejo de cadenas exacto de la forma

· · · // Pn
∂n // Pn−1

// · · · // P1
∂1 // P0

ε //M // 0

tal que Pn es proyectivo para toda n ≥ 0.
El complejo de cadenas reducido

· · · // Pn
∂n // Pn−1

// · · · // P1
∂1 // P0

// 0

lo vamos a denotar por PM y le llamaremos resolución proyectiva redu-
cida de M . Escribiremos (PM , ε) para denotar una resolución proyectiva de
M .

Notemos que el epimor�smo ε es una aumentación para PM , y que

Hn(PM) ∼=
{

M si n = 0,
{0} si n ≥ 1.

Decimos que una resolución proyectiva (PM , ε) de M es una resolución
libre de M si cada Pn es un A-módulo libre.

Proposición 2.4.2. Sea M un A-módulo. Entonces existe una resolución
libre de M .

Demostración. Vamos a construir de manera inductiva una resolución libre
de M . Por la proposición 1.5.8 tenemos que M es cociente de un A-módulo
libre L0, lo que implica que existe un epimor�smo ε : L0 →M .

Supongamos que ya construimos la sucesión exacta

Lk
∂k // Lk−1

// · · · // L1
∂1 // L0

ε //M // 0,

donde Lj es un A-módulo libre para j = 0, 1, . . . , k.
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Vamos a demostrar que existe un A-módulo libre Lk+1 y un homomor�smo
∂k+1 : Lk+1 → Lk tal que la sucesión

Lk+1

∂k+1 // Lk
∂k // Lk−1

// · · · // L1
∂1 // L0

ε //M // 0

es exacta.
De las hipótesis se sigue que la sucesión

0 // Ker ∂k
i // Lk

∂k // Lk−1
// · · · // L1

∂1 // L0
ε //M // 0

es exacta, donde i es la inclusión; nuevamente por la proposición 1.5.8 tene-
mos que Ker ∂k es cociente de un A-módulo libre Lk+1, entonces existe un
epimor�smo ϕ : Lk+1 → Ker ∂k. Sea ∂k+1 = i ◦ ϕ : Lk+1 → Lk, entonces

Im ∂k+1 = i ◦ ϕ(Lk+1) = i
(
ϕ(Lk+1)

)
= i(Ker ∂k) = Ker ∂k.

El complejo de cadenas

· · · // Ln
∂n // Ln−1

// · · · // L1
∂1 // L0

ε //M // 0

es una resolución libre de M . �

Corolario 2.4.3. Sea M un A-módulo. Entonces existe una resolución pro-
yectiva de M .

Demostración. Por la proposición anterior existe una resolución libre
({Ln, ∂n}n∈Z, ε) de M , luego por la proposición 1.7.3 tenemos que cada A-
módulo libre Ln es proyectivo. �

Teorema 2.4.4. Sea k ∈ Z y sean C = {Cn, ∂n}n∈Z y D = {Dn, ∂
′
n}n∈Z

complejos de cadenas tales que Cn es un A-módulo proyectivo para toda n > k
y Hn(D) = {0} para toda n ≥ k. Si {fn : Cn → Dn}n≤k es una familia de
homomor�smos tales que ∂′n ◦ fn = fn−1 ◦ ∂n para toda n ≤ k, entonces
{fn}n≤k se extiende a un mor�smo de cadenas f : C → D y esta extensión
es única salvo homotopía de cadenas.

Demostración. Supongamos que de forma inductiva hemos de�nido fk+1,
fk+2, . . . , fm tal que el siguiente diagrama conmutativo:

· · · // Cm+1
∂m+1 // Cm

∂m //

fm
��

Cm−1
//

fm−1

��

· · · // Ck //

fk
��

· · ·

· · · // Dm+1

∂′m+1 // Dm
∂′m // Dm−1

// · · · // Dk
// · · ·
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Como el diagrama anterior es conmutativo y ∂m ◦ ∂m+1 = 0, entonces

∂′m ◦ fm ◦ ∂m+1 = fm−1 ◦ ∂m ◦ ∂m+1 = 0,

lo que implica que Im(fm ◦ ∂m+1) ⊂ Ker ∂′m. Como Hm(D) = {0}, entonces
Im(fm ◦ ∂m+1) ⊂ Im ∂′m+1 = Ker ∂′m. Así el siguiente diagrama está bien
de�nido:

Cm+1

fm+1

yy
fm◦∂m+1

��
Dm+1

∂′m+1// Im ∂′m+1.

Como Cm+1 es un A-módulo proyectivo entonces existe un homomor�smo
fm+1 : Cm+1 → Dm+1 tal que ∂′m+1 ◦ fm+1 = fm ◦ ∂m+1.

El mor�smo de cadenas f = {fn}n∈Z es una extensión de {fn}n≤k. Su-
pongamos que f ′ = {f ′n}n∈Z es otra extensión de {fn}n≤k.

Vamos a demostrar que f y f ′ son homotópicos, para esto tenemos que
de�nir una homotopía de cadenas h = {hn}n∈Z entre f y f ′. De�nimos hn = 0
para toda n ≤ k. Supongamos que de forma inductiva hemos de�nido hk+1,
hk+2, . . . , hm tal que ∂′n+1◦hn+hn−1◦∂n = fn−f ′n para n = k+1, k+2, . . . ,m.
Consideremos el siguiente diagrama:

· · · // Cm+2
∂m+2 //

fm+2

��

f ′m+2

��

Cm+1
∂m+1 //

fm+1

��

f ′m+1

��

hm+1

||

Cm
∂m //

fm

��

f ′m

��

hm

}}

Cm−1
//

fm−1

��

f ′m−1

��

hm−1

}}

· · ·

· · · // Dm+2

∂′m+2 // Dm+1

∂′m+1 // Dm
∂′m // Dm−1

// · · ·

Como ∂′m+1 ◦ hm + hm−1 ◦ ∂m = fm − f ′m, entonces

∂′m+1 ◦ hm ◦ ∂m+1 = (∂′m+1 ◦ hm + hm−1 ◦ ∂m) ◦ ∂m+1

= (fm − f ′m) ◦ ∂m+1.

Como ∂′m+1 ◦ fm+1 = fm ◦ ∂m+1 y ∂′m+1 ◦ f ′m+1 = f ′m ◦ ∂m+1, entonces

∂′m+1 ◦ (fm+1 − f ′m+1) = (fm − f ′m) ◦ ∂m+1,

se sigue que ∂′m+1 ◦ (fm+1 − f ′m+1 − hm ◦ ∂m+1) = 0.
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Sea σm+1 = fm+1−f ′m+1−hm◦∂m+1, entonces Imσm+1 ⊂ Ker ∂′m+1. Como
Hm+1(D) = {0}, entonces Imσm+1 ⊂ Im ∂′m+2 = Ker ∂′m+1. Así el siguiente
diagrama está bien de�nido:

Cm+1

hm+1

yy
σm+1

��
Dm+2

∂′m+2// Im ∂′m+2.

Como Cm+1 es un A-módulo proyectivo entonces existe un homomor�smo
hm+1 : Cm+1 → Dm+2 tal que ∂′m+2 ◦ hm+1 = (fm+1 − f ′m+1)− hm ◦ ∂m+1. �

Proposición 2.4.5. Sean M y M ′ A-módulos y sean (PM , ε) y (QM ′ , ν)
resoluciones proyectivas de M y M ′ respectivamente. Si ϕ : M → M ′ es un
homomor�smo de A-módulos, entonces

1. Existe un mor�smo de cadenas f : (PM , ε)→ (QM ′ , ν) tal que f−1 = ϕ,
f es único salvo homotopía de cadenas.

2. Si ϕ es un isomor�smo, entonces f es una equivalencia homotópica de
cadenas.

Demostración. Tenemos el siguiente diagrama:

(PM , ε) : · · · // Pn
∂n // Pn−1

// · · · // P1
∂1 // P0

ε //M //

ϕ

��

0

(QM ′ , ν) : · · · // Qn
∂′n // Qn−1

// · · · // Q1

∂′1 // Q0
ν //M ′ // 0

1. Como (PM , ε) y (QM ′ , ν) son resoluciones proyectivas deM yM ′ respec-
tivamente, entonces Pn es un A-módulo proyectivo para toda n > −1
y Hn(QM ′ , ν) = {0} para toda n ≥ −1. Sea {fn}n≤−1 la familia de
homomor�smos de�nida por f−1 = ϕ y fn = 0 para toda n < −1. Por
el teorema 2.4.4 la familia {fn}n≤−1 se extiende a un mor�smo de ca-
denas f : (PM , ε)→ (QM ′ , ν) y esta extensión es única salvo homotopía
de cadenas.

2. Como ϕ es un isomor�smo, existe un homomor�smo de A-módulos
ϕ−1 : M ′ → M tal que ϕ−1 ◦ ϕ = IdM y ϕ ◦ ϕ−1 = IdM ′ . Por el inciso



45

anterior existen los siguientes mor�smos de cadenas:

f : (PM , ε)→ (QM ′ , ν),
g : (QM ′ , ν)→ (PM , ε),
u : (PM , ε)→ (PM , ε),
v : (QM ′ , ν)→ (QM ′ , ν),

tales que f−1 = ϕ, g−1 = ϕ−1, u−1 = IdM , v−1 = IdM ′ ; además f , g, u, y
v son únicos salvo homotopía de cadenas. Como g−1 ◦ f−1 = ϕ−1 ◦ ϕ =
IdM , entonces g ◦ f ' u; por otro lado tenemos que u ' Id(PM ,ε),
luego por la transitividad en la relación de homotopía se tiene que
g ◦ f ' Id(PM ,ε). De manera análoga f ◦ g ' Id(QM′ ,ν). �

Sea N un A-módulo izquierdo. Por la proposición 2.4.2 y por el corolario
2.4.3 siempre existe una resolución proyectiva (PN , ε) de N . Para cualquier
A-módulo derecho M tenemos el siguiente complejo de cadenas:

M
⊗

A PN : · · · //M
⊗

A P2
IdM⊗∂2//M

⊗
A P1

IdM⊗∂1//M
⊗

A P0
// 0.

Consideremos el n-ésimo grupo de homología Hn(M
⊗

A PN).
Sea ϕ : N → N ′ un homomor�smo de A-módulos, y sean (PN , ε) y (QN ′ , ν)

resoluciones proyectivas de N y N ′ respectivamente. Por la proposición 2.4.5
existe un mor�smo de cadenas f : PN → QN ′ tal que ν ◦ f0 = ϕ ◦ ε, además
f es único salvo homotopía de cadenas; por las propiedades del producto
tensorial tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

· · · //M
⊗

A P2
IdM⊗∂2//

IdM⊗f2
��

M
⊗

A P1
IdM⊗∂1//

IdM⊗f1
��

M
⊗

A P0
//

IdM⊗f0
��

0

· · · //M
⊗

AQ2

IdM⊗∂′2//M
⊗

AQ1

IdM⊗∂′1//M
⊗

AQ0
// 0.

Así ϕ induce un homomor�smo de grupos en homología

Hn(ϕ) : Hn(M
⊗

A PN)→ Hn(M
⊗

AQN ′).

Sea (P ′N , ε
′) otra resolución proyectiva de N . Por la proposición 2.4.5

existe un mor�smo de cadenas f : PN → P ′N tal que ε′ ◦ f0 = IdN ◦ ε y
además f es una equivalencia homotópica de cadenas, lo que implica que
el mor�smo de cadenas Id ⊗ f : M

⊗
A PN → M

⊗
A P

′
N también es una

equivalencia homotópica de cadenas, luego por el corolario 2.3.5 tenemos que
Hn(M

⊗
A PN) ∼= Hn(M

⊗
A P

′
N).
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De�nición 2.4.6. Sea MA cualquier módulo. El funtor covariante
Tor

A
n(M, ) : AMod→ Ab está de�nido por

Tor
A
n(M,N) = Hn(M

⊗
A PN),

donde PN es cualquier resolución proyectiva reducida de N .

De�nición 2.4.7. Sea AN cualquier módulo. El funtor covariante
TorAn( , N) : ModA → Ab está de�nido por

TorAn(M,N) = Hn(PM
⊗

AN),

donde PM es cualquier resolución proyectiva reducida de M .

De�nición 2.4.8. Sea AN cualquier módulo. El funtor contravariante
ExtnA( , N) : AMod→ Ab está de�nido por

ExtnA(M,N) = Hn
(

HomA(PM , N)
)
,

donde PM es cualquier resolución proyectiva reducida de M .

2.5. Álgebra homológica relativa

En esta sección vamos a suponer que A es un anillo (no necesariamente
conmutativo) con elemento unitario 1 y que B es un subanillo de A tal que
1 ∈ B.

Sea
⊕

i∈I Ai la suma directa de la familia {Ai}i∈I , donde Ai = A para toda
i ∈ I. Sabemos que

⊕
i∈I Ai es un A-módulo libre con base {ei}i∈I . Notemos

que
⊕

i∈I Ai tiene estructura de A-módulo derecho tomando la multiplicación
escalar µ :

(⊕
i∈I Ai

)
× A→

⊕
i∈I Ai de�nida por

µ(
∑
i∈I

αiei, λ) =
∑
i∈I

(αiλ)ei.

Más aún, cada A-módulo libre tiene estructura de (A,A)-bimódulo. En par-
ticular el anillo A es un (A,A)-bimódulo.

SiM es un A-módulo con multiplicación escalar µ : A×M →M , entonces
M tiene estructura de B-módulo tomando la restricción µ|B×M : B×M →M
como multiplicación escalar. Cada homomor�smo de A-módulos es un ho-
momor�smo de B-módulos, en otras palabras HomA(M,N) ⊂ HomB(M,N)
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para cualesquiera A-módulos izquierdos M y N. De manera análoga cada
A-módulo derecho es un B-módulo derecho.

Por lo anterior tenemos que el anillo A tiene estructura de (A,B)-bimódulo
y de (B,A)-bimódulo. Para cualquier B-módulo izquierdo N tenemos que los
grupos A

⊗
BN y HomB(A, N) tienen estructura de A-módulo izquierdo (ver

de�niciones 1.8.10 y 1.9.5).

Proposición 2.5.1. Sea AN un módulo. Entonces

1. A
⊗

AN
∼= N .

2. HomA(A, N) ∼= N .

Demostración.

1. Como α⊗ x = 1⊗ (αx) para toda α ∈ A y para toda x ∈ N , entonces
los elementos de A

⊗
AN son de la forma 1 ⊗ x. El homomor�smo

ϕ : A
⊗

AN → N de�nido por ϕ(1⊗ x) = x es un isomor�smo.

2. Como A es un A-módulo generado por {1}, entonces cada homomor-
�smo de A-módulos f : A → N esta determinado por f(1). El ho-
momor�smo ψ : HomA(A, N) → N de�nido por ψ(f) = f(1) es un
isomor�smo. �

Teorema 2.5.2. Sean AM y BN módulos. Entonces la función

Φ: HomA(A
⊗

BN,M)→ HomB(N,M)

de�nida por la correspondencia

f 7−→ Φ(f)(x) = f(1⊗ x)

es un isomor�smo de grupos.

Demostración. La función Φ está bien de�nida ya que para todos x, y ∈ N y
para toda β ∈ B se tiene que

f
(
1⊗ (x+ y)

)
= f(1⊗ x+ 1⊗ y) = f(1⊗ x) + f(1⊗ y),

f
(
1⊗ (βx)

)
= f(β ⊗ x) = f

(
β(1⊗ x)

)
= βf(1⊗ x),

lo que signi�ca que Φ(f) es un homomor�smo de B-módulos.
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Ahora vemos que Φ es un homomor�smo de grupos.
Sean f, g ∈ HomA(A

⊗
BN,M) y sea x ∈ N . Entonces

Φ(f + g)(x) = (f + g)(1⊗ x)

= f(1⊗ x) + g(1⊗ x)

= Φ(f)(x) + Φ(g)(x)

=
(
Φ(f) + Φ(g)

)
(x).

Vamos a demostrar que Φ es biyectiva. Supongamos que Φ(f) = 0. En-
tonces f(1 ⊗ x) = 0 para toda x ∈ N . Como f es un homomor�smo de
A-módulos, entonces f(α⊗x) = f

(
α(1⊗x)

)
= αf(1⊗x) = 0, lo que implica

que f = 0. Así Ker Φ = {0} y por lo tanto Φ es inyectiva.
Sólo falta demostrar que Φ es sobreyectiva. Sea h ∈ HomB(N,M). La

función g : A × N → M de�nida por g(α, x) = αh(x) es B-biaditiva (ver
de�nición 1.8.3), luego por la de�nición 1.8.4 de producto tensorial, existe
un único homomor�smo de grupos h̃ : A

⊗
BN →M tal que el diagrama

A×N κ //

g
&&

A
⊗

BN

h̃
��
M

conmuta. El homomor�smo h̃ está de�nido por h̃(α ⊗ x) = αh(x). Sean∑
i αi ⊗ xi ∈ A

⊗
BN y λ ∈ A. Entonces

h̃
(
λ(
∑
i

αi ⊗ xi)
)

=
∑
i

h̃
(
(λαi)⊗ xi

)
=

∑
i

(λαi)h(xi)

= λ
(∑

i

αih(xi)
)

= λh̃(
∑
i

αi ⊗ xi).

Así h̃ es un homomor�smo de A-módulos. Sea x ∈ N . Entonces Φ(h̃)(x) =

h̃(1⊗ x) = h(x), lo que implica que Φ(h̃) = h. �
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De�nición 2.5.3. Una sucesión exacta de A-homomor�smos entre A-módulos

· · · //Mi+1
ti+1 //Mi

ti //Mi−1
// · · ·

es llamada (A,B)-exacta si, para cada i, el núcleo de ti es un B-módulo
sumando directo de Mi.

Proposición 2.5.4. Sea

0 //M1
f //M

g //M2
// 0 (2.1)

una sucesión (A,B)-exacta corta. Si consideramos la sucesión (2.1) como una
sucesión de B-módulos, entonces la sucesión se escinde.

Demostración. Como la sucesión (2.1) es (A,B)-exacta corta, entonces existen
B-submódulos N y C deM tales que N ∩C = {0},M = N+C y Ker g = N .

Cada elemento de M se puede escribir de manera única como una suma
x + y, donde x ∈ N , y ∈ C. Sea pC : M → C el B-epimor�smo proyección
de�nido por pC(x+ y) = y, donde x ∈ N , y ∈ C. Notemos que Ker pC = N .
Como la sucesión (2.1) es exacta, entonces Im f = Ker g = N = Ker pC ,
luego obtenemos otra sucesión de B-módulos

0 //M1
f //M

pC // C // 0 (2.2)

que es B-exacta corta. Sea iC : C →M la inclusión, entonces pC ◦ iC = IdC ,
por lo que la sucesión (2.2) se escinde, luego por el teorema 1.6.10 existe un
B-homomor�smo f ′ : M → M1 tal que f ′ ◦ f = IdM1 . Nuevamente por el
teorema 1.6.10 tenemos que la sucesión (2.1) se escinde. �

Proposición 2.5.5. Una sucesión

ν : · · · //Mi+1
ti+1 //Mi

ti //Mi−1
// · · ·

de A-homomor�smos es (A,B)-exacta si y sólo si,

1. ti ◦ ti+1 = 0 para cada i ∈ Z, es decir, ν es un complejo de cadenas
sobre A.

2. Existe una B-homotopía de cadenas tal que Idν : ν → ν es homotó-
picamente nula, es decir, que existe una familia de B-homomor�smos
h = {hi : Mi → Mi+1}i∈Z tal que ti+1 ◦ hi + hi−1 ◦ ti = IdMi

para toda
i ∈ Z.



50

Demostración. Supongamos que ν es (A,B)-exacta. De manera usual deno-
tamos Zi = Ker ti y Bi = Im ti+1.

La sucesión ν es (A,B)-exacta, entonces es A-exacta, luego ti ◦ ti+1 = 0 y
Zi = Bi para cada i ∈ Z. Así la sucesión

0 // Zi
gi //Mi

ti // Zi−1
// 0 (2.3)

es A-exacta corta, donde gi es la inclusión. Como ν es (A,B)-exacta, entonces
Zi es un B-módulo sumando directo de Mi, lo que implica que la sucesión
(2.3) es (A,B)-exacta corta.

Consideremos la sucesión (2.3) como una sucesión de B-módulos, entonces
por la proposición 2.5.4 tenemos que la sucesión (2.3) se escinde, luego por
el teorema 1.6.10 existe un B-isomor�smo ∆i : Mi → Zi

⊕
Zi−1 tal que el

diagrama

0 // Zi
gi //

Id
��

Mi
ti //

∆i

��

Zi−1
//

Id
��

0

0 // Zi
li1 // Zi

⊕
Zi−1

pi2 // Zi−1
// 0.

es conmutativo, donde li1 es la inclusión y p
i
2 es la proyección. Sea t̃i = li−1

1 ◦pi2.
Entonces tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo y sus renglones
son B-exactos:

· · · //Mi+1
ti+1 //

∆i+1

��

Mi
ti //

∆i

��

Mi−1
//

∆i−1

��

· · ·

· · · // Zi+1

⊕
Zi

t̃i+1 // Zi
⊕

Zi−1
t̃i // Zi−1

⊕
Zi−2

// · · ·

Sea ν ′ = {Zi
⊕

Zi−1, t̃i}i∈Z. Notemos que ∆ = {∆i}i∈Z es un isomor�smo
de cadenas de ν en ν ′. Si ∆−1 = {∆−1

i }i∈Z es el inverso de ∆, entonces
Idν = ∆−1 ◦ ∆ y Idν′ = ∆ ◦ ∆−1. Queremos demostrar que Idν ' 0, para
esto vemos que Idν ' 0 si y sólo si, ∆ ' 0 o ∆−1 ' 0 si y sólo si, Idν′ ' 0.
Así basta con demostrar que Idν′ ' 0, es decir, que existe una sucesión de
B-homomor�smos h̃ = {h̃i : Zi

⊕
Zi−1 → Zi+1

⊕
Zi}i∈Z tal que t̃i+1 ◦ h̃i +

h̃i−1 ◦ t̃i = IdZi
⊕
Zi−1

.
Para cada i ∈ Z tenemos las inclusiones y proyecciones:

li1 : Zi → Zi
⊕

Zi−1, li2 : Zi−1 → Zi
⊕

Zi−1,

pi1 : Zi
⊕

Zi−1 → Zi, pi2 : Zi
⊕

Zi−1 → Zi−1.
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Sea h̃i = li+1
2 ◦ pi1. Como (pi1 ◦ li1) = IdZi

y (pi2 ◦ li2) = IdZi−1
, entonces

t̃i+1 ◦ h̃i = (li1 ◦ pi+1
2 ) ◦ (li+1

2 ◦ pi1) = li1 ◦ pi1,

h̃i−1 ◦ t̃i = (li2 ◦ pi−1
1 ) ◦ (li−1

1 ◦ pi2) = li2 ◦ pi2.
Sea (x, y) ∈ Zi

⊕
Zi−1. Entonces

(t̃i+1 ◦ h̃i + h̃i−1 ◦ t̃i)(x, y) = (li1 ◦ pi1 + li2 ◦ pi2)(x, y)

= li1 ◦ pi1(x, y) + li2 ◦ pi2(x, y)

= li1(x) + li2(y)

= (x, 0) + (0, y)

= (x, y).

Así t̃i+1 ◦ h̃i + h̃i−1 ◦ t̃i = IdZi
⊕
Zi−1

y por lo tanto Idν′ ' 0. Se concluye que
el mor�smo identidad Idν es homotópicamente nulo.

Ahora supongamos que ν es una sucesión de A-homomor�smos que sa-
tisface los incisos 1 y 2. Por el inciso 1 tenemos que Bi ⊂ Zi. Por el inciso
2 existe una familia de B-homomor�smos h = {hi : Mi → Mi+1}i∈Z tal que
ti+1 ◦ hi + hi−1 ◦ ti = IdMi

para toda i ∈ Z.
Si x ∈ Zi, entonces ti+1

(
hi(x)

)
= x, por lo tanto x ∈ Bi. Así la sucesión

ν es A-exacta, lo que implica que la sucesión

0 // Zi+1
gi+1 //Mi+1

ti+1 // Zi // 0 (2.4)

es A-exacta corta, donde gi+1 es la inclusión. Sea h|Zi
: Zi →Mi+1 la restric-

ción de hi, entonces ti+1 ◦ h|Zi
= IdZi

, por lo tanto la sucesión (2.4) es una
sucesión B-exacta corta que se escinde. Así Zi+1 es un B-módulo sumando
directo de Mi+1. �

De�nición 2.5.6. Un A-módulo P es (A,B)-proyectivo si, para cada su-
cesión (A,B)-exacta corta

0 //M1
ϕ //M

ψ //M2
// 0

y para todo A-homomor�smo f : P →M2, existe un A-homomor�smo
h : P →M tal que el siguiente diagrama conmuta:

P
h

}}
f
��

M
ψ //M2

// 0.
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Lema 2.5.7. Para cada B-módulo N , el A-módulo A
⊗

BN es (A,B)-proyectivo.

Demostración. Sea

0 //M1
ϕ //M

ψ //M2
// 0 (2.5)

una sucesión (A,B)-exacta corta.
Consideremos la sucesión (2.5) como una sucesión de B-módulos, entonces

por la proposición 2.5.4 tenemos que la sucesión (2.5) se escinde, es decir,
que existe un B-homomor�smo ψ′ : M2 → M tal que ψ ◦ ψ′ = IdM2 ; luego
ψ′ induce un homomor�smo de grupos ψ′∗ : HomB(N,M2) → HomB(N,M)
de�nido por ψ′∗(f) = ψ′ ◦ f .

Por el teorema 2.5.2 tenemos los siguientes isomor�smos de grupos:

Φ1 : HomA(A
⊗

BN,M2)→ HomB(N,M2),
Φ2 : HomA(A

⊗
BN,M)→ HomB(N,M).

La inversa de Φ2 es el homomor�smo Φ−1
2 : HomB(N,M)→ HomA(A

⊗
BN,M)

de�nido por la correspondencia

h 7−→ Φ−1
2 (h)(α⊗ x) = αh(x).

Consideremos el siguiente diagrama:

HomA(A
⊗

BN,M)

Φ2

��

HomA(A
⊗

BN,M2)

Φ1

��
HomB(N,M)

ψ∗ //
HomB(N,M2)

ψ′∗

oo

Sea Γ = Φ−1
2 ◦ψ′∗ ◦Φ1. Si f : A

⊗
BN →M2 es un A-homomor�smo, entonces

Γ(f) : A
⊗

BN → M es un A-homomor�smo de�nido por Γ(f)(α ⊗ x) =
α(ψ′ ◦ f)(1 ⊗ x), por lo tanto ψ ◦ Γ(f) = f . Se concluye que A

⊗
BN es

(A,B)-proyectivo. �

Corolario 2.5.8. Cada A-módulo N es (A,A)-proyectivo.

Demostración. Por la proposición 2.5.1 tenemos que N ∼= A
⊗

AN , luego por
el lema 2.5.7 tenemos que A

⊗
AN es (A,A)-proyectivo. �
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Proposición 2.5.9. Sea BN un módulo. Si N es B-proyectivo, entonces
A
⊗

BN es A-proyectivo.

Demostración. Sea f : A
⊗

BN →M2 un A-homomor�smo y sea ψ : M →M2

un A-epimor�smo. Consideremos el siguiente diagrama:

A
⊗

BN

f

��
M

ψ //M2
// 0.

Por el teorema 2.5.2 tenemos el siguiente isomor�smo de grupos:

Φ1 : HomA(A
⊗

BN,M2)→ HomB(N,M2).

Así Φ1(f) : N →M2 es un B-homomor�smo de�nido por Φ1(f)(x) = f(1⊗x).
Como N es B-proyectivo, existe un B-homomor�smo h : N → M tal que el
siguiente diagrama conmuta:

N
h

}}
Φ1(f)
��

M
ψ //M2

// 0.

Nuevamente por el teorema 2.5.2 tenemos un isomor�smo de grupos

Φ2 : HomA(A
⊗

BN,M)→ HomB(N,M).

Tomemos la inversa de este isomor�smo. Así Φ−1
2 (h) : A

⊗
BN → M es un

A-homomor�smo de�nido por Φ−1
2 (h)(α⊗ x) = αh(x).

Tenemos que ψ ◦ h = Φ1(f). Sea α⊗ x ∈ A
⊗

BN . Entonces

ψ ◦ Φ−1
2 (h)(α⊗ x) = ψ

(
αh(x)

)
= α(ψ ◦ h)(x)

= αΦ1(f)(x)

= αf(1⊗ x)

= f(α⊗ x).

Así ψ ◦ Φ−1
2 (h) = f . Se concluye que A

⊗
BN es es A-proyectivo. �
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Sean AM , BN módulos. En el teorema 2.5.2 de�nimos un isomor�smo de
grupos, su inversa es el homomor�smo Ψ: HomB(N,M)→ HomA(A

⊗
BN,M)

de�nido por la correspondencia

h 7−→ Ψ(h)(α⊗ x) = αh(x).

Sea h ∈ HomB(N,M) y sea y ∈ M . Si h es un epimor�smo, entonces existe
x ∈ N tal que h(x) = y, luego Ψ(h)(1 ⊗ x) = h(x) = y, lo que implica que
Ψ(h) es un epimor�smo.

Si N es un A-módulo izquierdo, entonces tenemos un isomor�smo de gru-
pos Ψ: HomB(N,N)→ HomA(A

⊗
BN,N). Notemos que IdN ∈ HomB(N,N).

Sea θN = Ψ(IdN), entonces θN : A
⊗

BN → N es un epimor�smo de A-
módulos de�nido por θN(α⊗ x) = αx que induce una sucesión exacta corta:

0 // Ker θN // A
⊗

BN
θN // N // 0. (2.6)

La función θ′ : N → A
⊗

BN de�nida por

x 7−→ 1⊗ x

es un B-homomor�smo. Sea x ∈ N , entonces θN ◦ θ′(x) = θn(1⊗ x) = x, por
lo tanto θN ◦ θ′ = IdN .

Si consideramos la sucesión (2.6) como una sucesión de B-módulos enton-
ces la sucesión se escinde, lo que implica que Ker θN es un B-módulo sumando
directo de A

⊗
BN , esto demuestra que la sucesión (2.6) es (A,B)-exacta cor-

ta.

Proposición 2.5.10. Sea {Pi}i∈I una familia de A-módulos. Entonces
⊕

i∈I Pi
es (A,B)-proyectivo si y sólo si, Pj es (A,B)-proyectivo para toda j ∈ I.

Demostración. Es igual a la demostración de la proposición 1.7.2. �

Corolario 2.5.11. Sea AN un módulo. Entonces N es (A,B)-proyectivo si y
sólo si, N es isomorfo a un A-módulo sumando directo de A

⊗
BN si y sólo

si, Ker θN es un A-módulo sumando directo de A
⊗

BN .

Demostración. SiN es (A,B)-proyectivo, entonces la sucesión (2.6) se escinde,
lo que implica queN es isomorfo a un A-módulo sumando directo de A

⊗
BN ,

y Ker θN es un A-módulo sumando directo de A
⊗

BN .
Si Ker θN es un A-módulo sumando directo de A

⊗
BN , entonces la su-

cesión (2.6) es (A,A)-exacta, luego por la proposición 2.5.4 tenemos que la
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sucesión (2.6) se escinde, por lo tanto N es isomorfo a un A-módulo sumando
directo de A

⊗
BN .

Por último supongamos que N es isomorfo a un A-módulo sumando direc-
to de A

⊗
BN . Por el lema 2.5.7 tenemos que A

⊗
BN es (A,B)-proyectivo,

luego por la proposición 2.5.10 tenemos que cada A-módulo sumando directo
de A

⊗
BN es (A,B)-proyectivo. Así N es (A,B)-proyectivo. �

A continuación vamos a dar una versión preliminar del funtor de Takasu,
podemos encontrar más información de este funtor en [12].

Si M es un A-módulo, entonces el epimor�smo θM : A
⊗

BM → M de�-
nido por θM(α⊗ x) = αx induce una sucesión (A,B)-exacta corta:

0 // Ker θM // A
⊗

BM
θM //M // 0.

Sea I(A,B)(M) = Ker θM . Si f : M →M ′ es un A-homomor�smo, entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0 // I(A,B)(M) //

I(A,B)(f)

��

A
⊗

BM
θM //

IdA⊗f
��

M //

f

��

0

0 // I(A,B)(M
′) // A

⊗
BM

′ θM′ //M ′ // 0,

donde I(A,B)(f) es la restricción de IdA ⊗ f .

Observación 2.5.12. Como A
⊗

B es un funtor covariante, entonces

1. I(A,B)(IdM) = IdI(A,B)(M).

2. I(A,B)(g ◦ f) = I(A,B)(g) ◦ I(A,B)(f), siempre que la composición esté bien
de�nida.

De�nición 2.5.13. El funtor de Takasu es el funtor covariante
I(A,B) : AMod→A Mod de�nido por la correpondencia

M 7−→ I(A,B)(M),

(f : M →M ′) 7−→
(

I(A,B)(f) : I(A,B)(M) −→ I(A,B)(M
′)∑

i αi ⊗ xi 7−→
∑

i αi ⊗ f(xi)

)
.

Ahora vamos a de�nir los funtores Tor y Ext relativos. Podemos encontrar
estas de�niciones y algunos otros resultados en [7].



56

De�nición 2.5.14. SeaM un A-módulo. Una resolución (A,B)-proyectiva
de M es un complejo de cadenas (A,B)-exacto de la forma

· · · // Pn
∂n // Pn−1

// · · · // P1
∂1 // P0

θ //M // 0

tal que Pn es (A,B)-proyectivo para toda n ≥ 0.
El complejo de cadenas reducido

· · · // Pn
∂n // Pn−1

// · · · // P1
∂1 // P0

// 0

lo vamos a denotar por PM y le llamaremos resolución (A,B)-proyectiva
reducida de M . Escribiremos (PM , θ) para denotar una resolución (A,B)-
proyectiva de M .

Proposición 2.5.15. Sea M un A-módulo. Entonces existe una resolución
(A,B)-proyectiva de M .

Demostración. El epimor�smo θM : A
⊗

BM →M induce una sucesión (A,B)-
exacta corta:

0 //M1
i1 // A

⊗
BM

θM //M // 0,

dondeM1 = Ker θM , i1 es la inclusión. ComoM1 es un A-módulo, entonces el
epimor�smo θM1 : A

⊗
BM1 →M1 induce una sucesión (A,B)-exacta corta:

0 //M2
i2 // A

⊗
BM1

θM1 //M1
// 0,

donde M2 = Ker θM1 , i2 es la inclusión.
Sea M0 = M . Por inducción obtenemos, para cada n ≥ 0, una sucesión

(A,B)-exacta corta:

0 //Mn+1
in+1 // A

⊗
BMn

θMn //Mn
// 0,

donde Mn+1 = Ker θMn , in+1 es la inclusión.
Para cada n > 0 tenemos

A
⊗

BMn

θMn //Mn
in // A

⊗
BMn−1.

Sea ∂n = in ◦ θMn . Como in es un monomor�smo, entonces
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Ker ∂n = Ker θMn = Mn+1.

Como θMn+1 es un epimor�smo, entonces

Im ∂n+1 = in+1 ◦ θMn+1(A
⊗

BMn+1) = in+1(Mn+1) = Mn+1 = Ker ∂n.

Por el lema 2.5.7 tenemos que A
⊗

BMn es (A,B)-proyectivo para toda
n ≥ 0. Así el complejo de cadenas

· · · // A
⊗

BM2
∂2 // A

⊗
BM1

∂1 // A
⊗

BM0
θM //M // 0

es una resolución (A,B)-proyectiva de M . �

Teorema 2.5.16. Sea k ∈ Z y sean C = {Cn, ∂n}n∈Z y D = {Dn, ∂
′
n}n∈Z

complejos de cadenas tales que Cn es (A,B)-proyectivo para toda n > k,
Hn(D) = {0} para toda n ≥ k, y la sucesión

0 // Ker ∂′n // Dn
∂′n // Im ∂′n // 0

es (A,B)-exacta corta para toda n > k. Si {fn : Cn → Dn}n≤k es una familia
de homomor�smos tales que ∂′n ◦ fn = fn−1 ◦ ∂n para toda n ≤ k, entonces
{fn}n≤k se extiende a un mor�smo de cadenas f : C → D y esta extensión
es única salvo homotopía de cadenas.

Demostración. Es igual a la demostración del teorema 2.4.4. �

Proposición 2.5.17. Sean M y M ′ A-módulos y sean (PM , θ) y (QM ′ , ν)
resoluciones (A,B)-proyectivas de M y M ′ respectivamente. Si ϕ : M → M ′

es un homomor�smo de A-módulos, entonces

1. Existe un mor�smo de cadenas f : (PM , θ)→ (QM ′ , ν) tal que f−1 = ϕ,
f es único salvo homotopía de cadenas.

2. Si ϕ es un isomor�smo, entonces f es una equivalencia homotópica de
cadenas.

Demostración. Es igual a la demostración de la proposición 2.4.5. �
Los siguientes funtores están de�nidos de forma análoga a los funtores

Tor
A
n , TorAn y ExtnA; recomendamos al lector ver los comentarios posteriores a

la demostración de la proposición 2.4.5.
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De�nición 2.5.18. Sea MA cualquier módulo. El funtor covariante

Tor
(A,B)

n (M, ) : AMod→ Ab está de�nido por

Tor
(A,B)

n (M,N) = Hn(M
⊗

A PN),

donde PN es cualquier resolución (A,B)-proyectiva reducida de N .

De�nición 2.5.19. Sea AN cualquier módulo. El funtor covariante
Tor(A,B)

n ( , N) : ModA → Ab está de�nido por

Tor(A,B)
n (M,N) = Hn(PM

⊗
AN),

donde PM es cualquier resolución (A,B)-proyectiva reducida de M .

De�nición 2.5.20. Sea AN cualquier módulo. El funtor contravariante
Extn(A,B)( , N) : AMod→ Ab está de�nido por

Extn(A,B)(M,N) = Hn
(

HomA(PM , N)
)
,

donde PM es cualquier resolución (A,B)-proyectiva reducida de M .



Capítulo 3

Preliminares topológicos

En este capítulo vamos a dar una introducción sobre complejos CW, con-
juntos simpliciales, y G-espacios.

El objetivo principal de este capítulo es de�nir un modelo para el espacio
clasi�cante de una familia F de subgrupos de G, donde G es un grupo dis-
creto; utilizando conjuntos simpliciales vamos a construir un complejo CW,
denotado por EF (G), tal que G actúa sobre este espacio. En los capítulos
siguientes será de gran importancia calcular los grupos de (co)homología del
espacio de órbitas de EF (G).

3.1. Adjunción de espacios

Sea ∼ una relación de equivalencia de�nida sobre un conjunto X. La clase
de equivalencia de un elemento x de X es el conjunto [x] = {y ∈ X | y ∼ x}.
El conjunto de todas las clases de equivalencia lo vamos a denotar por X/∼.
Dos clases de equivalencia son iguales o bien son disjuntas, por lo tanto X/∼
es una partición de X. La función proyección π : X → X/∼ de�nida por
π(x) = [x] es sobreyectiva.

Si X es un espacio topológico y ∼ es una relación de equivalencia sobre
X, entonces la proyección π induce una topología sobre X/∼ de�nida de la
siguiente manera: un subconjunto U ⊂ X/∼ es abierto en X/∼ si y sólo si,
π−1(U) es abierto en X. A X/∼ con esta topología le llamaremos espacio
cociente de X o bien espacio de identi�cación de X. Notemos que con
esta topología la función π es continua.

59
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Proposición 3.1.1. Una función f : X/∼ → Y es continua si y sólo si,
f ◦ π : X → Y es continua.

Demostración. Supongamos que f es continua. La composición de dos fun-
ciones continuas es continua, por lo tanto f ◦ π es continua.

Ahora supongamos que f ◦π es continua. Sea U un abierto en Y . Entonces
(f ◦ π)−1(U) = π−1

(
f−1(U)

)
es abierto en X, luego por de�nición f−1(U) es

abierto en X/∼. Así f es una función continua. �

Proposición 3.1.2. Si g : X → Y es una función continua tal que la res-
tricción g|[x] es una función constante para toda [x] ∈ X/∼, entonces existe
una única función continua f : X/∼ → Y tal que el diagrama

X

π
��

g

!!
X/∼

f // Y

conmuta.

Demostración. Sea f : X/∼ → Y la función de�nida por f([x]) = g(x). Como
g|[x] es constante para toda [x] ∈ X/∼, entonces f está bien de�nida.

Sea x ∈ X. Entonces f ◦ π(x) = f([x]) = g(x). Así f ◦ π = g. Tenemos
que g = f ◦ π es una función continua, se sigue por la proposición 3.1.1 que
f es una función continua.

Supongamos que f ′ : X/∼ → Y es una función continua tal que f ′◦π = g.
Sea x ∈ X. Entonces f ′([x]) = f ′ ◦ π(x) = g(x) = f ◦ π(x) = f([x]). Así f es
única. �

Sea {Xi}i∈I una familia de conjuntos. La unión disjunta de la familia
{Xi}i∈I es el conjunto: ⊔

i∈I

Xi =
⋃
i∈I

(Xi × {i}).

Si tenemos una familia de espacios topológicos {Xi}i∈I , entonces el con-
junto

β = {U × {i} |U es abierto en Xi, i ∈ I}
es una base para una topología sobre

⊔
i∈I Xi. Sea j ∈ I. Con esta topología

la función lj : Xj →
⊔
i∈I Xi de�nida por lj(x) = (x, j) es un encaje. Así

podemos pensar que cada Xj es un subespacio de
⊔
i∈I Xi tal que la topología

de subespacio coincide con su topología original, además cada Xj es abierto
y cerrado en

⊔
i∈I Xi.
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De�nición 3.1.3. Sean X y Y espacios topológicos, A ⊂ X un subespacio
de X, y sea f : A → Y una función continua. El espacio obtenido por
adjuntar X a Y vía f , denotado por X ∪f Y , es el espacio cociente de
X t Y que se obtiene identi�cando los puntos x ∼ f(x) para toda x ∈ X.

La siguiente proposición nos dice que el espacio Y es homeomorfo a un
subespacio de X ∪f Y .

Proposición 3.1.4. Sea A un subespacio de X y sea f : A→ Y una función
continua. Consideremos la proyección π : X t Y → X ∪f Y . Entonces la
restricción π|Y : Y → π(Y ) es un homeomor�smo.

Demostración. Sea y ∈ Y . Si consideramos la clase de equivalencia de y como
un subconjunto de X t Y tenemos que

π−1
(
π(y)

)
= [y] = f−1({y}) t {y};

más aún, si U es un subconjunto de Y , entonces

π−1
(
π(U)

)
=
⋃
y∈U

[y] =
⋃
y∈U

(
f−1({y}) t {y}

)
= f−1(U) t U.

Tenemos que Y ∩[y] = {y} para toda y ∈ Y . Sean y1, y2 ∈ Y . Si π|Y (y1) =
π|Y (y2), entonces [y1] = [y2], se sigue que {y1} = Y ∩ [y1] = Y ∩ [y2] = {y2}.
Así π|Y es una función biyectiva.

Tenemos que π|Y es una función continua. Vamos a demostrar que π|Y es
una función abierta y por lo tanto un homeomor�smo. Sea U un abierto de
Y . Como f es una función continua, entonces f−1(U) es abierto en A, luego
por de�nición de subespacio f−1(U) = A ∩ V , donde V es un abierto de X.
Podemos escribir a V como V = f−1(U) ∪W , donde W = (X − A) ∩ V . Se
cumple que π(W ) ∩ π(Y ) = ∅ y π−1

(
π(W ∪ U)

)
= V ∪ U .

Así π(W ∪U) es un abierto de X ∪f Y tal que π(U) = π(Y )∩ π(W ∪U),
y por lo tanto π(U) es abierto en π(Y ). �

3.2. Cilindro y cono de una aplicación

De�nición 3.2.1. Sea f : X → Y una función continua y sea I = [0, 1]. El
cilindro de la aplicación f , denotado por Cyl(f), es el espacio cociente de
(X × I) t Y que se obtiene identi�cando los puntos (x, 1) ∼ f(x) para toda
x ∈ X.



62

En otras palabras Cyl(f) = (X × I) ∪h Y , donde h : X × {1} → Y es la
función continua de�nida por h(x, 1) = f(x).

Proposición 3.2.2. Sea f : X → Y una función continua. Consideremos
la proyección π : (X × I) t Y → Cyl(f). Entonces π(Y ) es un retracto por
deformación de Cyl(f).

Demostración. Sea s ∈ I y sea ψs : X × I → X × I la función continua
de�nida por ψs(x, t) =

(
x, s+ t(1− s)

)
. Entonces la función

gs : (X × I) t Y → (X × I) t Y

de�nida por

gs(ω) =

{
ψs(ω) si ω ∈ X × I,
ω si ω ∈ Y ,

es una función continua.
Consideremos la composición π ◦ gs : (X × I) t Y → Cyl(f). Se cumple

que la restricción (π ◦ gs)|[ω] es constante para cada [ω] ∈ Cyl(f) y para toda
s ∈ I. Por la proposición 3.1.2, para cada s ∈ I, existe una única función
continua Fs : Cyl(f)→ Cyl(f) tal que el diagrama

(X × I) t Y
π

��

π◦gs

&&
Cyl(f)

Fs // Cyl(f)

conmuta. La función F : Cyl(f)×I → Cyl(f) de�nida por F ([ω], s) = Fs([ω])
es una homotopía entre F0 y F1.
Si y ∈ Y , entonces Fs([y]) = π ◦ gs(y) = [y].
Si (x, t) ∈ X × [0, 1], entonces Fs([(x, t)]) = π ◦ gs(x, t) = [

(
x, s+ t(1− s)

)
].

Notemos que F0 = IdCyl(f) y que ImF1 = π(Y ). Sea r : Cyl(f) → π(Y )
la función continua de�nida por r([ω]) = F1([ω]), y sea i : π(Y )→ Cyl(f) la
inclusión. Entonces r ◦ i = Idπ(Y ) y i ◦ r = F1 ' F0 = IdCyl(f). �

Corolario 3.2.3. Sea f : X → Y una función continua. Entonces los espa-
cios Y y Cyl(f) son homotópicamente equivalentes.

Demostración.Por la proposición 3.1.4 tenemos que Y es homeomorfo a π(Y ),
luego por la proposición anterior π(Y ) es homotópicamente equivalente a
Cyl(f), se sigue que Y y Cyl(f) son homotópicamente equivalentes. �
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Sean X un espacio topológico, A un subespacio no vacío de X, y sea
{p} un espacio topológico con un punto. Existe una única función continua
f : A→ {p}. El espacio que se obtiene al colapsar el subespacio A de X
en un punto se de�ne por X/A = X ∪f {p}.

El cono de X, denotado por CX, es el espacio cociente (X×I)/(X×{0}).
El cono de cualquier espacio topológico es contraible.

De�nición 3.2.4. Sea f : X → Y una función continua y sea CX el cono
de X. El cono de la aplicación f , denotado por Cone(f), es el espacio
cociente de CX t Y que se obtiene identi�cando los puntos (x, 1) ∼ f(x)
para toda x ∈ X.

Consideremos el espacio Cyl(f) y la proyección π : (X×I)tY → Cyl(f).
Otra forma de de�nir el cono de la aplicación f consiste en tomar el subes-
pacio π(X × {0}) de Cyl(f) y colapsarlo a un punto, es decir,

Cone(f) = Cyl(f)/π(X × {0}).

3.3. Complejos CW

Sean Dn el disco n-dimensional, Sn la esfera n-dimensional, y sea Y un
espacio topológico. Una n-célula Dn

α es un copia de Dn; la frontera de una
n-célula es ∂Dn

α = Sn−1
α , donde Sn−1

α es una copia de Sn−1. El espacio ob-
tenido por adjuntar una familia {Dn

α}α∈J de n-células a Y vía una familia
{fα : Sn−1

α → Y }α∈J de funciones continuas es el espacio cociente

(
⊔
α∈J

Dn
α) ∪F Y,

donde F :
⊔
α∈J

Sn−1
α → Y es la función continua de�nida por F (x) = fα(x)

siempre que x ∈ Sn−1
α .

Un complejo CW o complejo celular es un espacio topológicoX junto
con una sucesión X0 ⊂ X1 ⊂ . . . ⊂ Xn ⊂ . . . X de subespacios de X tal que:

1. X0 tiene la topología discreta. Los puntos de X0 son las 0-células.

2. Para cada n > 0 el subespacio Xn es homeomorfo a un espacio obtenido
por adjuntar una familia {Dn

α}α∈J de n-células a Xn−1 vía una familia
{fα : Sn−1

α → Xn−1}α∈J de funciones continuas.
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3. X =
⋃∞
n=0 X

n. El espacio X tiene la topología débil en la que un
subconjunto U ⊂ X es abierto en X si y sólo si, U ∩Xn es abierto en
Xn para toda n ≥ 0.

Al subespacio Xn ⊂ X se le llama n-esqueleto.
Los complejos CW forman una categoría. Sean X y Y complejos CW. Un

mor�smo entre X y Y es una función continua f : X → Y tal que f(Xn) ⊂
Y n para toda n ≥ 0.

3.4. Conjuntos simpliciales

Categoría ∆. Sus objetos son conjuntos de la forma [m] = {0, 1, . . . ,m};
sus mor�smos son funciones no decrecientes, es decir, funciones f : [m]→ [n]
tales que f(i) ≤ f(j) siempre que i < j; la composición de mor�smos en la
categoría ∆ es la composición de funciones.

Sea m ≥ 1. El mor�smo cara es la función ∂im : [m− 1]→ [m] de�nida
por

∂im(k) =

{
k si k < i,
k + 1 si k ≥ i,

donde i ∈ {0, 1, . . . ,m}.
Sea m ≥ 0. El mor�smo degeneración es la función ηim : [m+ 1]→ [m]

de�nida por

ηim(k) =

{
k si k ≤ i,
k − 1 si k > i,

donde i ∈ {0, 1, . . . ,m}.
Cada mor�smo en la categoría ∆ se puede descomponer de manera única

como una composición �nita de mor�smos cara y mor�smos degeneración
(ver [10, sección 1.2]).

De�nición 3.4.1. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante
X : ∆ → Conj, es decir, es una familia de conjuntos {Xn}n∈N y funcio-
nes X(f) : Xn → Xm, una para cada mor�smo f : [m] → [n] de la categoría
∆, tal que

1. X(Id[m]) = IdXm ,

2. X(g ◦ f) = X(f) ◦X(g).
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De�nición 3.4.2. Sean X, Y conjuntos simpliciales. Un mor�smo sim-
plicial ϕ : X → Y es una familia de funciones {ϕn : Xn → Yn}n∈N tal que
Y (f) ◦ ϕn = ϕm ◦X(f) para cada mor�smo f : [m]→ [n] de la categoría ∆.

El n-simplejo geométrico es el subespacio de Rn+1 de�nido por

∆n = {(x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1 |
n∑
i=0

xi = 1, xi ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n}.

El i-ésimo vértice del n-simplejo ∆n es el punto

ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

donde 1 aparece en la i-ésima componenete.
A cada cada mor�smo f : [m] → [n] de la categoría ∆ le asociamos una

transformación lineal Tf : Rm+1 → Rn+1 de�nida por T (ei) = ef(i). La f-
ésima cara es la función ∆f : ∆m → ∆n de�nida por ∆f (x) = Tf (x).

De�nición 3.4.3. La relización geométrica de un conjunto simplicial X es
el espacio topológico

|X| =
⊔
n∈N

(∆n ×Xn)/ ∼,

donde la relación de equivalencia ∼ está de�nida de la siguiente manera: Sean
(r, x) ∈ ∆n × Xn, (s, y) ∈ ∆m × Xm; (r, x) ∼ (s, y) si y sólo si, existe una
función no decreciente f : [m]→ [n] tal que

X(f)(x) = y, ∆f (s) = r.

Consideremos a Xn con la topología discreta. La topología sobre |X| es la
topología más débil para la cual la proyección

π :
⊔
n∈N

(∆n ×Xn)→ |X|

es una función continua.

Se puede demostrar que la realización geométrica de un conjunto simpli-
cial X es un complejo CW (ver [6, proposición 2.3]). A continuación vamos a
dar una descripción de la (co)homología de un conjunto simplicial, podemos
encontrar más información de este tema en [5].
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Sea X un conjunto simplicial y seaM cualquier grupo conmutativo. Para
n ≥ 0 de�nimos Cn(X,M) como el conjunto de todas las sumas formales∑

x∈Xn

αxx,

donde la suma corre sobre todos los x ∈ Xn, los coe�cientes están en M
y casi todos son cero; Cn(X,M) forma un grupo conmutativo con la suma
de�nida por ∑

x∈Xn

αxx+
∑
x∈Xn

βxx =
∑
x∈Xn

(αx + βx)x.

En el caso M = Z, tenemos que Cn(X,Z) es un grupo abeliano libre con
base Xn. Escribiremos Cn(X) en lugar de Cn(X,Z).

De�nimos Cn(X,M) como el producto directo de la familia {Mx}x∈Xn ,
donde Mx = M para toda x ∈ Xn, es decir, Cn(X,M) =

∏
x∈Xn

Mx.
Se puede demostrar que

Cn(X,M) ∼= Cn(X)
⊗

ZM,
Cn(X,M) ∼= HomZ(Cn(X),M).

Para n < 0, de�nimos Cn(X,M) = 0 y Cn(X,M) = 0.
Consideremos el mor�smo cara ∂in : [n− 1]→ [n] de la categoría ∆. Para

n ≥ 1 el operador frontera ∂n : Cn(X,M)→ Cn−1(X,M) está de�nido por

∂n
( ∑
x∈Xn

αxx
)

=
∑
x∈Xn

αx

n∑
i=0

(−1)iX(∂in)(x);

si n < 1, ∂n = 0.
Para n ≥ 0 el operador cofrontera δn : Cn(X,M)→ Cn+1(X,M) se de�ne

por

(δnf)(x) =
n+1∑
i=0

(−1)if
(
X(∂in+1)(x)

)
;

si n < 0, δn = 0.

De�nición 3.4.4. Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homología
de un conjunto simplicial X con coe�cientes en M se de�ne por

Hn(X,M) = Hn(C∗(X,M)),
Hn(X,M) = Hn(C∗(X,M)).
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3.5. Acciones de grupos en espacios topológicos

De�nición 3.5.1. Sea G un grupo. Decimos que G es un grupo topológico
si G es un espacio topológico y las funciones

µ : G×G→ G,
ν : G→ G,

de�nidas por µ(g1, g2) = g1g2 y ν(g) = g−1 son continuas.

De�nición 3.5.2. Sea G un grupo topológico. Un G-espacio izquierdo
es un espacio topológico X junto con una función continua κ : G ×X → X(
escribiremos gx en lugar de κ(g, x)

)
, tal que para toda x ∈M y para todos

g1, g2 ∈ G los siguientes axiomas se cumplen:

1. ex = x, donde e ∈ G es la identidad.

2. g1(g2x) = (g1g2)x.

De�nición 3.5.3. Sea G un grupo topológico. Un G-espacio derecho es
un espacio topológico X junto con una función continua κ : X × G → X(
escribieremos xg en lugar de κ(x, g)

)
, la cual satisface dos axiomas que son

análogos a los de la de�nición anterior.

A la función κ le llamaremos acción de G sobre X. Si no hace falta
especi�car, diremos que X es un G-espacio en lugar de decir que es un
G-espacio izquierdo o derecho.

Sea X un G-espacio y sea x ∈ X. De�nimos los siguientes conjuntos:

Gx = {g ∈ G | gx = x},
Ox = {gx | g ∈ G}.

A Gx se le llama estabilizador o subgrupo de isotropía de x; a Ox

se le llama órbita de X. Es fácil demostrar que Gx es un subgrupo de G.
De�nimos una relación de equivalencia ∼ sobre X de la siguiente manera:
x ∼ y si y sólo si, existe g ∈ G tal que y = gx. Para cada x ∈ X, la clase de
equivalencia de x coincide con su órbita; así el conjunto de todas las órbitas,
denotado por X/G, forma una partición de X, por lo tanto la proyección
π : X → X/G induce la topología cociente sobre X/G. El conjunto X/G con
la topología cociente es llamado espacio de órbitas del G-espacio X.

Decimos que la acción de G sobre X es trivial si gx = x para toda x ∈ X
y para toda g ∈ G. Decimos que la acción es transitiva si X/G tiene un sólo
punto.
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De�nición 3.5.4. Sea X un G-espacio. Decimos que X es un G-conjunto
si G y X tienen la topología discreta.

De�nición 3.5.5. Sea X un G-espacio y sea Y un subespacio de X. Decimos
que Y es un G-subespacio o que es G-invariante si gy ∈ Y para toda y ∈ Y
y para toda g ∈ G.

Notemos que si Y es un G-subespacio de X, esntonces Y es la unión de
órbitas de elementos de X.

De�nición 3.5.6. Sean X y Y G-espacios y sea f : X → Y una función.
Decimos que f es G-equivariante si f(gx) = gf(x) para toda x ∈ X y para
toda g ∈ G. Decimos que f es una G-función continua si f es continua y
también es G-equivariante. Decimos que f es un G-homeomor�smo si f es
un homeomor�smo y es G-equivariante.

Proposición 3.5.7. Sea f : X → Y G-equivariante. Si x ∈ X, entonces

1. Gx ⊂ Gf(x),

2. f(Ox) ⊂ Of(x).

Demostración.
1. Sea g ∈ Gx, es decir, gx = x. Como f es G-equivariante, entonces

gf(x) = f(gx) = f(x), lo que implica que g ∈ Gf(x). Así Gx ⊂ Gf(x).
2. Sea y ∈ Ox, es decir, y = gx para alguna g ∈ G. Como f es G-

equivariante, entonces f(y) = f(gx) = gf(x), por lo tanto f(y) ∈ Ox. Así
f(Ox) ⊂ Of(x). �

Proposición 3.5.8. Sea f : X → Y una G-función continua. Entonces f
induce una función continua f/G : X/G→ Y/G tal que el diagrama

X

π
��

f // Y

π′

��
X/G

f/G // Y/G

conmuta, donde π y π′ son las proyecciones.



69

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:

X

π
��

π◦f

##
X/G // Y/G

Por la proposición anterior tenemos que f(Ox) ⊂ Of(x), luego Of(y) = Of(x)

para toda y ∈ Ox, o escrito de otra forma tenemos que π′ ◦ f(y) = π′ ◦ f(x)
para toda y ∈ Ox. Así la función (π′ ◦ f)|Ox es constante para cada Ox ∈
X/G. Por la proposición 3.1.2 se sigue que existe una única función continua
f/G : X/G→ Y/G tal que f/G ◦ π = π′ ◦ f . �

Sea {Xi}i∈I una familia deG-espacios topológicos y consideremos a
∏

i∈I Xi

con la topología producto. Sean f ∈
∏

i∈I Xi, g ∈ G. Como cada Xi es un G-
espacio, entonces la función (gf) : I →

⋃
i∈I Xi de�nida por (gf)(j) = gf(j)

es un elemento de
∏

i∈I Xi. La función κ : G ×
∏

i∈I Xi →
∏

i∈I Xi de�ni-
da por κ(g, f) = (gf) es continua y satisface los axiomas de la de�nición
3.5.2; así

∏
i∈I Xi junto con la acción κ forman un G-espacio. La acción κ es

llamada acción diagonal.

De�nición 3.5.9. Consideremos el intervalo cerrado I = [0, 1] como un
G-espacio, donde G actúa trivialmente sobre I.

Sean f0, f1 : X → Y G-funciones continuas. Decimos que f0 y f1 son G-
homotópicas y lo denotamos por f0 'G f1 si existe una G-función continua

F : X × I → Y

tal que F (x, 0) = f0(x) y F (x, 1) = f1(x) para toda x ∈ X; aquí X × I tiene
la acción diagonal. A la función F le llamaremos G-homotopía de f0 a f1.

La relación 'G es una relación de equivalencia. Denotamos por [X, Y ]G
al conjunto de todas las clases de G-homotopía de G-funciones continuas de
X en Y .
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3.6. Espacios clasi�cantes para familias de sub-
grupos

En la sección 3.3 de�nimos los complejos CW. En la literatura podemos
encontrar otro tipo de espacios llamados complejos CW equivariantes
o G-complejos CW, estos son G-espacios que se construyen adjuntando
n-células equivariantes.

Un grupo topológico G es un grupo discreto si G tiene la topología
discreta. En el caso particular en que G es un grupo discreto tenemos una
relación entre los complejos CW ordinarios y los G-complejos CW.

De�nición 3.6.1. Sea G un grupo discreto y sea X un G-espacio y un
complejo CW. Decimos que G actúa celularmente sobre X si cumple lo
siguiente:

I. Para cada g ∈ G y para cada célula abierta σ de X, la traslación gσ es
nuevamente una célula abierta de X.

II. Si gσ = σ, entonces la traslación Lg : σ → σ de�nida por la correspon-
dencia x 7→ gx es la identidad.

En [13, proposición 1.15] se demuestra que si G es un grupo discreto y X
es un complejo CW tal que G actúa celularmente sobre X, entonces X es un
G-complejo CW. En esta sección y en los siguientes capítulos le llamaremos
G-complejo CW a cualquier complejo CW junto con una acción continua
y celular de G sobre este espacio.

Sean X y Y G-complejos CW y sea f : X → Y una G-función continua.
Decimos que f es celular si f(Xn) ⊂ Yn para cada n-esqueleto Xn y Yn.
Uno de los resultados más importantes en la teoría de G-complejos CW es el
siguiente.

Teorema 3.6.2. Sea f : X → Y una G-función continua. Entonces existe
una G-homotopía H : X × I → Y tal que H0 = f y H1 es celular.

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [13, teorema 2.1]. �
Sea G un grupo discreto. Una familia F de subgrupos de G es un

conjunto de subgrupos de G que es cerrado bajo la conjugación y toman-
do subgrupos. Sea {Hi}i∈I un conjunto de subgrupos de G, denotamos por
F({Hi}i∈I) a la familia que consiste de todos los subgrupos de elementos de
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{Hi}i∈I y de todos los conjugados por elementos de G, a esta familia le llama-
remos familia generada por {Hi}i∈I . En el caso en que H es un subgrupo
de G, la familia F(H) generada por H consiste de todos los subgrupos de
H y de sus conjugados por elementos de G.

De�nición 3.6.3. Sea F una familia de subgrupos de G. Un modelo para
el espacio clasi�cante de la familia F , denotado por EF (G), es un G-
complejo CW que satisface las siguientes propiedades:

I. Todos los grupos de isotropía de EF (G) pertenecen a la familia F .

II. Si Y es un G-complejo CW cuyos grupos de isotropía pertenecen a F ,
entonces existe una G-función continua Φ: Y → EF (G); además Φ es
única salvo G-homotopía.

Con las siguientes dos proposiciones daremos a conocer un modelo para
el espacio clasi�cante de cualquier familia de subgrupos F .

Sea X un G-conjunto y sea D el conjunto de todos los subgrupos de G
que �jan al menos un punto de X. Es fácil demostrar que D es una familia de
subgrupos de G, y que D coincide con la familia generada por los subgrupos
de isotropía {Gx}x∈X .

Proposición 3.6.4. Dada una familia F de subgrupos de G, existe un G-
conjunto XF tal que la familia F coincide con el conjunto de subgrupos de
G que �jan al menos un punto de XF .

Demostración. Sea {Hi}i∈I ⊂ F cualquier conjunto de subgrupos de G tal
que F = F(Hi). Tomemos el G-conjunto

XF =
⊔
i∈I

G/Hi,

y sea D el conjunto de subgrupos de G que �jan almenos un punto de XF .
Si H ∈ {Hi}i∈I , entonces eH ∈ G/H (e ∈ G es la identidad) es un

elemento de XF que queda �jo bajo la acción de H, luego H ∈ D. Así
{Hi}i∈I ⊂ D. Como D es una familia de subgrupos, entonces F(Hi) ⊂ D.

Sea K ∈ D, es decir, existen H ∈ {Hi}i∈I y gH ∈ G/H ⊂ XF tal que
(kg)H = gH para toda k ∈ K, pero esto ocurre si y sólo si g−1kg ∈ H para
toda k ∈ K, si y sólo si g−1Kg es un subgrupo de H; por lo tanto K ∈ F(Hi).
Se concluye que F(Hi) = D. �
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Proposición 3.6.5. Sea F una familia de subgrupos de G y sea XF como en
la proposición anterior. Un modelo para el espacio clasi�cante de la familia
F es la realización geométrica Y del conjunto simplicial cuyos n-simplejos
son (n + 1)-uplas (x0, x1, . . . , xn) de elementos de XF . Los operadores cara
están dados por

∂in(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , x̂i, . . . , xn),

donde x̂i signi�ca que se omitió xi. Los operadores degeneración están de�-
nidos por

ηin(x0, . . . , xn) = (x0, . . . , xi, xi, . . . , xn).

La acción de G sobre un n-simplejo está dada por

g(x0, . . . , xn) = (gx0, . . . , gxn).

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [2, proposición 4.16].
�

A este modelo le llamaremos modelo simplicial para el espacio clasi�-
cante de la familia F .

Es fácil ver que si EF (G) y E ′F (G) son dos modelos para el espacio cla-
si�cante de la familia F , entonces EF (G) y E ′F (G) son G-homotópicamente
equivalentes.

De�nición 3.6.6. Sea EF (G) un modelo para el espacio clasi�cante de la
familia F . Al espacio EF (G) también se le llama espacio universal de la
familia F de subgrupos de G. El espacio de órbitas EF (G)/G lo vamos
a denotar por BF (G) y le llamaremos espacio clasi�cante de la familia
F de subgrupos de G.

En el caso en que F = F({e}), donde {e} es el subgrupo trivial de G,
denotamos por EG al espacio universal y por BG al espacio clasi�cante de
la familia F({e}).

Si F1 y F2 son dos familias de subgrupos de G, tales que F1 ⊂ F2,
entonces por la de�nición 3.6.3 existe una G-función continua (única salvo G-
homotopía) Φ: EF 1

(G) → EF 2
(G), luego por la proposición 3.5.8 tenemos

que Φ induce una funcion continua Φ/G : BF 1
(G) → BF 2

(G) tal que el
siguiente diagrama conmuta:
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EF 1
(G)

π

��

Φ // EF 2
(G)

π′

��
BF 1

(G)
Φ/G // BF 2

(G),

donde π y π′ son las proyecciones.
Sea M un grupo conmutativo. En los siguientes capítulos será de gran

importancia calcular la (co)homología del espacio BF (G) con coe�cientes
M , para esto tenemos el siguiente precedimiento.

Sea F una familia de subgrupos de G y sea XF un G-conjunto como en
la proposición 3.6.4. Para cada n ≥ 0 tenemos que G actúa sobre Xn+1

F de la
siguiente manera:

g(x0, . . . , xn) = (gx0, . . . , gxn).

Sea W la realización geométrica del conjunto simplicial cuyos n-simplejos
son el conjunto de órbitas Xn+1

F /G, es decir, cada n-simplejo es una clase de
equivalencia, la cual vamos a denotar por

[x0, x1, . . . , xn].

Los operadores cara están dados por

∂in
(
[x0, . . . , xn]

)
= [x0, . . . , x̂i, . . . , xn],

donde x̂i signi�ca que se omitió xi. Los operadores degeneración están de�-
nidos por

ηin
(
[x0, . . . , xn]

)
= [x0, . . . , xi, xi, . . . , xn].

Notemos que en la proposición 3.6.5 los operadores cara y degeneración son
G-equivariantes, luego por la proposición 3.5.8 tenemos que ∂in y ηin están
bien de�nidos.

El espacio BF (G) es homotópicamente equivalente a W , por lo tan-
to calcular la (co)homología del espacio BF (G) es lo mismo que calcu-
lar la (co)homología de W . En la sección 3.4 dimos una descripción de la
(co)homología de un conjunto simplicial, así tenemos la siguiente de�nición.
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De�nición 3.6.7. Sea F una familia de subgrupos de G y sea XF como en
la proposición 3.6.4. Vamos a de�nir un complejo de cadenas positivo:

· · · // Cn(BF (G))
∂n // Cn−1(BF (G)) // · · · // C0(BF (G)) // 0.

Sea Cn(BF (G)) el grupo abeliano libre con base Xn+1

F /G. El operador fron-
tera está de�nido por

∂n
(
[x0, . . . , xn]

)
=

n∑
i=0

(−1)i[x0, . . . , x̂i, . . . , xn],

donde x̂i signi�ca que se omitió xi.
Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homología del espacio

BF (G) con coe�cientes en M se de�ne por

Hn(BF (G),M) = Hn

(
C∗(BF (G))

⊗
ZM

)
,

Hn(BF (G),M) = Hn
(

HomZ
(
C∗(BF (G)),M

))
.



Capítulo 4

(Co)homología de grupos

En este capítulo daremos varias de�niciones de la (co)homología de un
grupo G: la primer de�nición tiene un enfoque de álgebra homológica; la
segunda se basa en una construcción algebraica de un complejo de cadenas al
cual se le conoce como complejo estándar deG; la tercer de�nición relaciona el
complejo estándar de G con un funtor covariante al cual le llamaremos funtor
de coinvariantes, además esta de�nición tiene una interpretación topológica,
es decir, que la (co)homología de un grupo G es la (co)homología de un tipo
de espacio topológico denotado por K(G, 1).

4.1. G-módulos

De�nición 4.1.1. Sea G un grupo. Un G-módulo izquierdo es un grupo
conmutativo M junto con una función κ : G×M → M

(
escribiremos gx en

lugar de κ(g, x)
)
, tal que para todos x, y ∈ M y para todos g, g′ ∈ G los

siguientes axiomas se cumplen:

I. ex = x, donde e ∈ G es la identidad.

II. g(g′x) = (gg′)x.

III. g(x+ y) = gx+ gy.

En otras palabras, un G-módulo izquierdo es un grupo conmutativo M
junto con una acción izquierda de G sobreM tal que la acción es distributiva
respecto a la suma de M .

75
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De manera análoga se de�nen losG-módulos derechos. Dado unG-módulo
izquierdo M de�nimos una acción derecha de G sobre M de la siguiente
manera:

xg = g−1x.

Con esta acción tenemos queM es un G-módulo derecho. Así cada G-módulo
izquierdo es también un G-módulo derecho.

Si no hace falta especi�car, diremos que M es un G-módulo en lugar de
decir que es un G-módulo izquierdo o derecho.

Sea M un grupo conmutativo. El conjunto

Aut(M) = {f : M →M | f es isomor�smo de grupos}

forma un grupo con la composición de funciones. Si tenemos un homomor�s-
mo de grupos ϕ : G→ Aut(M), entonces la función κ : G×M →M de�nida
por κ(g, x) = ϕ(g)(x) satisface los axiomas de la de�nición 4.1.1, por lo tanto
M junto con la acción κ forman un G-módulo izquierdo.

Por otro lado, siM es un G-módulo izquierdo y g ∈ G, entonces la función
Lg : M →M de�nida por Lg(x) = gx es un isomor�smo de grupos con inversa
Lg−1 . Por las propiedades de M como un G-módulo izquierdo tenemos que
para todos g, g′ ∈ G, Lgg′ = Lg ◦Lg′ ; así la función ψ : G→ Aut(M) de�nida
por ψ(g) = Lg es un homomor�smo de grupos.

Por lo anterior tenemos una correspondencia biyectiva entre el conjunto
{κ : G ×M → M | κ satisface los axiomas de la de�nición 4.1.1 } y el con-
junto {ϕ : G→ Aut(M) | ϕ es homomor�smo de grupos}.

Así tenemos una de�nición equivalente para un G-módulo izquierdo.

De�nición 4.1.2. Sea G un grupo. Un G-módulo izquierdo es un grupo
conmutativo M junto con un homomor�smo de grupos ϕ : G→ Aut(M).

De�nición 4.1.3. Sea G = {gi}i∈I un grupo. El anillo del grupo G sobre
Z, denotado por Z[G], es el conjunto de todas las sumas formales∑

i∈I

nigi,

donde gi ∈ G, ni ∈ Z y ni = 0 para casi toda i ∈ I, junto con dos operaciones:

+: Z[G]× Z[G]→ Z[G],

· : Z[G]× Z[G]→ Z[G],
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de�nidas por (∑
i∈I

migi
)

+
(∑
i∈I

nigi
)

=
∑
i∈I

(mi + ni)gi,

(∑
i∈I

migi
)
·
(∑
i∈I

nigi
)

=
∑
i∈I

( ∑
gjgk=gi

mjnk
)
gi.

Es claro que Z[G] forma un anillo con estas operaciones. Denotamos por
gj al elemento

∑
i∈I nigi, donde ni = 0 para toda i 6= j y nj = 1; así el anillo

Z[G] contiene a G. La identidad e ∈ G es también el elemento unitario de
Z[G]. En general Z[G] no es conmutativo; se cumple que si G es un grupo
conmutativo, entonces Z[G] es un anillo conmutativo.

Si M es un G-módulo izquierdo, entonces la función µ : Z[G]×M → M
de�nida por

µ
(∑
i∈I

nigi, x
)

=
∑
i∈I

ni(gix)

satisface los axiomas de la de�nición 1.1.1, por lo tanto M junto con la
multiplicación escalar µ forman un Z[G]-módulo izquierdo.

Por otro lado, si M es un Z[G]-módulo izquierdo con multiplicación esca-
lar µ, entones la restricción κ = µ|G×M : G ×M → M satisface los axiomas
de la de�nición 4.1.1, luego M junto con la acción κ forman un G-módulo
izquierdo.

Por lo anterior tenemos una correpondencia biyectiva entre el conjun-
to {µ : Z[G]×M → M | µ satisface los axiomas de la de�nición 1.1.1 } y el
conjunto {κ : G×M →M | κ satisface los axiomas de la de�nición 4.1.1 }.

Sabemos que cada G-módulo izquierdo M es también un G-módulo de-
recho con la acción de�nida por xg = g−1x, luego M es un Z[G]-módulo
derecho con la multiplicación escalar µ : M × Z[G]→M de�nida por

µ
(
x,
∑
i∈I

nigi
)

=
∑
i∈I

ni(g
−1
i x).

De aquí en adelante diremos que M es un G-módulo en lugar de decir
que M es un Z[G]-módulo izquierdo o derecho.

Si M y N son G-módulos siempre podemos de�nir su producto tensorial
M
⊗

Z[G] N , además se cumplen las relaciones

(gx)⊗ y = (xg−1)⊗ y = x⊗ (g−1y) = x⊗ (yg),
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luego si sustituimos gy en lugar de y obtenemos x⊗ y = (gx)⊗ (gy).
La función ϕ : M×N → N×M de�nida por ϕ(x, y) = (y, x) es biyectiva.

Sea U un grupo conmutativo. Si f : N×M → U es una función Z[G]-biaditiva
(ver de�nición 1.8.3), entonces f ◦ ϕ : M ×N → U es Z[G]-biaditiva ya que

f ◦ ϕ(xg, y) = f(y, xg)

= f(y, g−1x)

= f(yg−1, x)

= f(gy, x)

= f ◦ ϕ(x, gy).

De manera análoga, si f ′ : M×N → U es un función Z[G]-biaditiva, entonces
f ′ ◦ ϕ−1 : N ×M → U es Z[G]-biaditiva.

Proposición 4.1.4 (Conmutatividad). Sean M y N G-módulos. Entonces

M
⊗

Z[G] N
∼= N

⊗
Z[G] M .

Demostración. Tenemos los productos tensoriales (M
⊗

Z[G] N, κ) y
(N
⊗

Z[G] M,κ′). Consideremos el siguiente diagrama:

M ×N κ //

ϕ

��

M
⊗

Z[G] N

��
N ×M κ′ // N

⊗
Z[G] M.

Las funciones κ′◦ϕ y κ◦ϕ−1 son Z[G]-biaditivas, luego por la de�nición 1.8.4
de producto tensorial existen homomor�smos de grupos

Φ: M
⊗

Z[G] N → N
⊗

Z[G] M,

Ψ: N
⊗

Z[G] M →M
⊗

Z[G] N,

de�nidos por
Φ(x⊗ y) = y ⊗ x,
Ψ(y ⊗ x) = x⊗ y.

Vemos que Ψ es la inversa de Φ, por lo tanto M
⊗

Z[G]N
∼= N

⊗
Z[G] M . �

De�nición 4.1.5. Sea M un G-módulo. Decimos que M es un G-módulo
trivial si gx = x para toda x ∈M y para toda g ∈ G.
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Notemos que si M es un G-módulo trivial, entonces, para toda x ∈ M y
para toda

∑
i∈I nigi ∈ Z[G](∑

i∈I

nigi
)
x =

(∑
i∈I

ni
)
x.

Sean M y N G-módulos triviales y sea U un grupo conmutativo. Si
f : M ×N → U es una función Z-biaditiva (ver de�nición 1.8.3), entonces f
es Z[G]-biaditiva ya que

f(xg, y) = f(x, y) = f(x, gy).

Por otro lado, cada función Z[G]-biaditiva es Z-biaditiva.

Proposición 4.1.6. Sean M y N G-módulos triviales. Entonces

1. M
⊗

Z[G] N
∼= M

⊗
ZN .

2. HomZ[G](M,N) = HomZ(M,N).

Demostración.
1. Tenemos los productos tensoriales (M

⊗
Z[G] N, κ) y (M

⊗
ZN, κ

′),
donde κ es Z[G]-biaditiva y κ′ es Z-biaditiva. Consideremos el siguiente dia-
grama:

M ×N κ //

κ′

&&

M
⊗

Z[G] N

��
M
⊗

ZN

Denotemos por x ⊗ y los generadores de M
⊗

Z[G] N y por x ⊗Z y los
generadores de M

⊗
ZN .

ComoM y N son G-módulos triviales se cumple que cada función f : M×
N → U Z-biaditiva es en realidad Z[G]-biaditiva. Así κ′ es Z[G]-biaditiva.
Por la de�nición 1.8.4 de producto tensorial existen homomor�smos de grupos

Φ: M
⊗

Z[G] N →M
⊗

ZN,

Ψ: M
⊗

ZN →M
⊗

Z[G] N,

de�nidos por
Φ(x⊗ y) = x⊗Z y,
Ψ(x⊗Z y) = x⊗ y.
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Vemos que Ψ es la inversa de Φ, luego M
⊗

Z[G] N
∼= M

⊗
ZN .

2. Tenemos que HomZ[G](M,N) ⊂ HomZ(M,N). Sea f ∈ HomZ(M,N).
Como M y N son G-módulos triviales, entonces f(gx) = f(x) = gf(x) para
toda x ∈ X y para toda g ∈ G, por lo tanto f ∈ HomZ[G](M,N). �

Cada Z-módulo M es un G-módulo trivial. De aquí en adelante vamos a
considerar a Z como un G-módulo trivial.

Sabemos que cada G-módulo izquierdo es también un G-módulo derecho
con la acción de�nida por xg = g−1x. En general M no es un (Z[G],Z[G])-
bimódulo (ver de�nición 1.8.2) ya que

(g1x)g2 = g−1
2 (g1x) = (g−1

2 g1)x,

y por otro lado
g1(xg2) = g1(g−1

2 x) = (g1g
−1
2 )x.

En el caso en que G es conmutativo o M es un G-módulo trivial tenemos
que M es un (Z[G],Z[G])-bimódulo.

Proposición 4.1.7 (Asociatividad). Sean M , N , y P G-módulos. Si G es
conmutativo o N es un G-módulo trivial, entonces

M
⊗

Z[G]

(
N
⊗

Z[G] P
) ∼= (M⊗

Z[G] N
)⊗

Z[G] P .

La demostración la podemos encontrar de una forma más general en [11,
proposición 2.57].

4.2. (Co)invariantes

De�nición 4.2.1. Sean G un grupo, H un subgrupo de G, y sea M un G-
módulo. Vamos a denotar por < M,H > al subgrupo de M generado por
todos los elementos de la forma x− hx, donde x ∈M , h ∈ H. El grupo de
coinvariantes de M sobre H, es el grupo cociente

MH = M/ < M,H > .

El subgrupo de invariantes de M sobre H está de�nido por

MH = {x ∈ X |hx = x para toda h ∈ H}.

Es fácil demostrar queMH es un subgrupo deM . La siguiente proposición
relaciona los subgrupos de G con los subgrupos de M .
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Proposición 4.2.2. Sea M un G-módulo. Si K y H son subgrupos de G
tales que K ⊂ H, entonces

1. < M,K > ⊂ < M,H >.

2. MH ⊂MK.

Demostración. 1. Es inmediato.
2. Si x ∈MH , entonces hx = x para toda h ∈ H. Como K ⊂ H, entonces

hx = x para toda h ∈ K, por lo tanto x ∈MK . �
La siguiente proposición demuestra que si H es un subgrupo normal de

G, entonces MH y MH son G-módulos.

Proposición 4.2.3. Sea M un G-módulo. Si H es un subgrupo normal de
G, entonces < M,H > y MH son submódulos de M .

Demostración. Basta con demostar que < M,H > y MH son cerrados bajo
la multiplicación escalar de M .

Sea G = {gi}i∈I y sea α =
∑

i∈I nigi ∈ Z[G]. Si (x − hx) ∈< M,H >,
entonces

α(x− hx) =
∑
i∈I

ni(gix− gihx)

=
∑
i∈I

ni(gix− higix). (4.1)

La igualdad (4.1) la obtenemos a partir de que H es un subgrupo normal de
G. Como cada (gix− higix) pertenece a < M,H >, entonces∑

i∈I ni(gix− higix) ∈< M,H >. Así < M,H > es un submódulo de M .
Si x ∈MH , h ∈ H, entonces

h(αx) =
∑
i∈I

ni(hgix)

=
∑
i∈I

ni(gihix) (4.2)

=
∑
i∈I

ni(gix)

= αx.

La igualdad (4.2) la obtenemos a partir de que H es un subgrupo normal de
G. Así MH es un submódulo de M . �
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Notemos que si M es un G-módulo y H es un subgrupo normal de G,
entoncesMH yMH son G-módulos tales que H actúa trivialmente sobreMH

y MH , y por lo tanto son G/H-módulos.

Proposición 4.2.4. Sea f : M → N un homomor�smo de G-módulos y sea
H un subgrupo de G. Entonces las restricciones

f |
<M,H>

: < M,H >−→< N,H >,
f |MH : MH → NH

son homomor�smos de grupos.

Demostración. Sólo vamos a demostrar que f |<M,H> y f |MH están bien de�-
nidos.

Sea (x − hx) ∈< M,X >. Como f es un homomor�smo de G-módulos,
entonces f(x − hx) = f(x) − hf(x) ∈< N,H >. Así f |<M,H> está bien
de�nido.

Sea x ∈ MH , es decir, hx = x para toda h ∈ H. Como f es un homo-
mor�smo de G-módulos, entonces hf(x) = f(hx) = f(x) para toda h ∈ H,
lo que implica que f(x) ∈ NH . Así f |MH está bien de�nido. �

De�nición 4.2.5. Sea f : M → N un homomor�smo de G-módulos y sea
H un subgrupo de G. De�nimos los siguientes homomor�smos de grupos:

fH : MH → NH

está de�nido por fH(x+ < M,H >) = f(x)+ < N,H >;

fH : MH → NH

es la restricción fH = f |MH .

Por la proposición anterior y por el teorema 1.3.3 tenemos que fH y fH

están bien de�nidos; además si H es un subgrupo normal de G, entonces fH
y fH son homomor�smos de G-módulos.

La categoría de los G-módulos la vamos a denotar por GMod. Para cada
H subgrupo de G tenemos los siguientes funtores covariantes:

El funtor de coinvariantes FH : GMod → Ab está de�nido por la
correpondencia

M 7−→ MH ,
(f : M → N) 7−→ (fH : MH → NH).
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El funtor de invariantes FH : GMod→ Ab está de�nido por la corre-
pondencia

M 7−→ MH ,
(f : M → N) 7−→ (fH : MH → NH).

4.3. Algunos resultados importantes

Lema 4.3.1. Sea M un G-módulo y consideremos a Z como un G-módulo
trivial. Entonces

1. MG
∼= Z

⊗
Z[G] M .

2. MG ∼= HomZ[G](Z,M).

Demostración.
1. La función κ : Z×M →MG de�nida por κ(n, x) = nx es Z[G]-biaditiva

(ver de�nición 1.8.3). Sea U un grupo conmutativo. Si f : Z ×M → U es
una función Z[G]-biaditiva, entonces la función Φ: MG → U de�nida por
Φ(x) = f(1, x) es el único homomor�smo de grupos tal que el diagrama

Z×M κ //

f

$$

MG

Φ
��
U

conmuta. Así (MG, κ) satisface la de�nición 1.8.4 de producto tensorial, luego
el producto tensorial de Z y M es único salvo isomor�smo, por lo tanto
MG
∼= Z

⊗
Z[G] M .

2. Tenemos que Z (como G-módulo trivial) es generado por 1, entonces
cada homomor�smo f ∈ HomZ[G](Z,M) está determinado por f(1). Como
Z es un G-módulo trivial, entonces f(1) = f(g · 1) = gf(1) para toda g ∈
G. La función Ψ: HomZ[G](Z,M) → MG de�nida por Ψ(f) = f(1) es un
isomor�smo de grupos. �

Observación 4.3.2. En el lema anterior, la función Φ: Z
⊗

Z[G] M → MG

de�nida por Φ(n⊗ x) = nx es un isomor�smo de grupos.
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Lema 4.3.3. Sea f : M → N un homomor�smo de G-módulos. Entonces los
siguientes diagramas son conmutativos:

Z
⊗

Z[G] M

Φ1

��

Id⊗f // Z
⊗

Z[G] N

Φ2

��
MG

fG // NG

HomZ[G](Z,M)

Ψ1

��

f∗ // HomZ[G](Z, N)

Ψ2

��
MG fG // NG

Aquí Φ1, Φ2, Ψ1, Ψ2 son isomor�smos de grupos de�nidos como en el lema
anterior.

Demostración. Sea n⊗ x ∈ Z
⊗

Z[G] M . Entonces

Φ2 ◦ (Id⊗ f)(n⊗ x) = Φ2

(
n⊗ f(x)

)
= nf(x)

= f(nx)

= fG
(
nx
)

= fG ◦ Φ1(n⊗ x).

Sea σ ∈ HomZ[G](Z,M). Entonces

Ψ2 ◦ f∗(σ) = Ψ2(f ◦ σ)

= f ◦ σ(1)

= f
(
σ(1)

)
= fG

(
σ(1)

)
= fG ◦Ψ1(σ).�

Corolario 4.3.4. El funtor FG es exacto por la derecha y el funtor FG es
exacto por la izquierda.

Demostración. Por la proposición 2.1.11 tenemos que Z
⊗

Z[G] es exacto por
la derecha y HomZ[G](Z, ) es exacto por la izquierda. Se sigue por el lema
anterior que FG es exacto por la derecha y FG es exacto por la izquierda. �
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Teorema 4.3.5. Sean M y N G-módulos. Entonces

1. MG

⊗
Z[G] N

∼= M
⊗

Z[G] NG,

2. HomZ[G](MG, N) = HomZ[G](M,NG).

Demostración.
1. Por las proposiciones 4.1.4 y 4.1.7, y por el lema 4.3.1 tenemos lo

siguiente:
MG

⊗
Z[G] N

∼=
(
Z
⊗

Z[G]M
)⊗

Z[G] N
∼=

(
M
⊗

Z[G] Z
)⊗

Z[G] N
∼= M

⊗
Z[G]

(
Z
⊗

Z[G] N
)

∼= M
⊗

Z[G] NG.

2. Por el lema 4.3.1 y por el teorema 1.9.7 tenemos que

HomZ[G](MG, N) ∼= HomZ[G](Z
⊗

Z[G] M,N)
∼= HomZ[G]

(
M,HomZ[G](Z, N)

)
∼= HomZ[G](M,NG).�

Observación 4.3.6. En el teorema anterior:

1. La función Φ: MG

⊗
Z[G] N → M

⊗
Z[G] NG de�nida por Φ(x ⊗ y) =

x⊗ y es un isomor�smo de grupos.

2. La función Ψ: HomZ[G](MG, N) → HomZ[G](M,NG) de�nida por la
correpondencia

(σ : MG → N) 7−→
(

Ψ(σ) : M −→ NG

x 7−→ σ(x)

)
es un isomor�smo de grupos.

Teorema 4.3.7. Sea f : M →M ′ un homomor�smo de G-módulos y sea N
cualquier G-módulo. Entonces los siguientes diagramas son conmutativos:

MG

⊗
Z[G] N

Φ1

��

fG⊗Id//M ′
G

⊗
Z[G] N

Φ2

��
M
⊗

Z[G] NG
f⊗Id //M ′⊗

Z[G] NG
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HomZ[G](M
′
G, N)

Ψ1

��

f∗G // HomZ[G](MG, N)

Ψ2

��
HomZ[G](M

′, NG)
f∗ // HomZ[G](M,NG)

Aquí Φ1, Φ2, Ψ1, Ψ2 son isomor�smos de grupos de�nidos como en la obser-
vación anterior.

Demostración. Sea x⊗ y ∈MG

⊗
Z[G] N . Entonces

Φ2 ◦ (fG ⊗ Id)(x⊗ y) = Φ2

(
fG(x)⊗ y

)
= Φ2

(
f(x)⊗ y

)
= f(x)⊗ y
= f ⊗ Id(x⊗ y)

= (f ⊗ Id) ◦ Φ1(x⊗ y).

Sea σ ∈ HomZ[G](M
′
G, N) y sea x ∈M . Entonces

Ψ2 ◦ f ∗G(σ)(x) = Ψ2(σ ◦ fG)(x)

= σ ◦ fG(x)

= σ
(
fG(x)

)
= σ

(
f(x)

)
= Ψ1(σ)

(
f(x)

)
= Ψ1(σ) ◦ f(x)

= f ∗ ◦Ψ1(σ)(x).�

Si tenemos un G-conjunto X, entonces el grupo abeliano libre sobre X,
denotado por F (X), es un G-módulo con la acción de�nida por

g
∑
x∈X

nxx =
∑
x∈X

nx(gx).

Denotemos por F (X/G) el grupo abeliano libre sobre el conjunto de ór-
bitas X/G. La siguiente proposición demuestra que existe un isomor�smo de
grupos entre F (X/G) y el grupo de coinvariantes F (X)G.
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Lema 4.3.8. Sea X un G-conjunto y sea X/G el conjunto de órbitas. En-
tonces

F (X/G) ∼= Z
⊗

Z[G] F (X).

Demostración. Sea x ∈ X. Vamos a denotar por [x] la órbita de x. En cada
una de las órbitas elegimos un representante de clase y sea {xi}i∈I el conjunto
de representantes, así los elementos de F (X/G) son de la forma∑

i∈I

ni[xi].

La función κ : Z× F (X)→ F (X/G) de�nida por

κ(m,
∑
x∈X

nxx) =
∑
x∈X

(mnx)[x]

es Z[G]-biaditiva (ver de�nición 1.8.3). Sea U un grupo conmutativo. Si
f : Z× F (X)→ U es una función Z[G]-biaditiva, entonces la función
Φ: F (X/G)→ U de�nida por

Φ(
∑
i∈I

ni[xi]) =
∑
i∈I

nif(1, xi)

es el único homomor�smo de grupos tal que el diagrama

Z× F (X) κ //

f

''

F (X/G)

Φ
��
U

conmuta. Así
(
F (X/G), κ

)
satisface la de�nición 1.8.4 de producto tensorial,

luego el producto tensorial de Z y F (X) es único salvo isomor�smo, por lo
tanto F (X/G) ∼= Z

⊗
Z[G] F (X). �

Observación 4.3.9. En el lema anterior, la función
Φ: Z

⊗
Z[G] F (X)→ F (X/G) de�nida por

Φ
(
m⊗ (

∑
x∈X

nxx)
)

=
∑
x∈X

(mnx)[x] =
∑
i∈I

( ∑
x∈[xi]

mnx
)
[xi]

es un isomor�smo de grupos.
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4.4. De�niciones de (co)homología de grupos

Sea G un grupo y consideremos a Z como un G-módulo trivial. Sabe-
mos que siempre es posible encontrar una resolución proyectiva de Z (ver
proposición 2.4.2 y corolario 2.4.3).

De�nición 4.4.1. Sea M cualquier G-módulo. La (co)homología de G
con coe�cientes en M se de�ne por

Hn(G,M) = Hn(P
⊗

Z[G] M),

Hn(G,M) = Hn
(

HomZ[G](P,M)
)
,

donde P es cualquier resolución proyectiva reducida del G-módulo trivial Z.

En otras palabras Hn(G,M) = TorZ[G]
n (Z,M) y Hn(G,M) = ExtnZ[G](Z,M).

A continuación vamos a de�nir un complejo de cadenas positivo:

· · · // Cn(G)
∂n // Cn−1(G) // · · · // C1(G)

∂1 // C0(G) // 0,

a este le llamaremos complejo estándar de G, y lo vamos a denotar por
C∗(G).

Sea Cn(G) el grupo abeliano libre con base Gn+1; el operador frontera
∂n : Cn(G)→ Cn−1(G) está de�nido por

∂n(g0, . . . , gn) =
n∑
i=0

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . , gn),

donde ĝi signi�ca que se omitió gi. El grupo G actúa sobre Cn(G) de la
siguiente manera:

g(g0, . . . , gn) = (gg0, . . . , ggn).

Así cada Cn(G) es un G-módulo. También tenemos que

∂n
(
g(g0, . . . , gn)

)
=

n∑
i=0

(−1)i(gg0, . . . , ĝgi, . . . , ggn)

= g
n∑
i=0

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . , gn)

= g∂n(g0, . . . , gn),

lo que implica que cada operador frontera es un homomor�smo deG-módulos.
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Sea ε : C0(G)→ Z el G-epimor�smo de�nido por

ε
(∑
i∈I

nigi
)

=
∑
i∈I

ni.

En el capítulo siguiente vamos a demostrar, de una manera más general, que
el complejo aumentado

· · · // Cn(G)
∂n // Cn−1(G) // · · · // C1(G)

∂1 // C0(G) ε // Z

es una resolución proyectiva de Z.
Así tenemos una de�nición equivalente para la (co)homología de un grupo

G con coe�cientes en M .

De�nición 4.4.2. Sea M cualquier G-módulo. La (co)homología de G
con coe�cientes en M se de�ne por

Hn(G,M) = Hn

(
C∗(G)

⊗
Z[G]M

)
,

Hn(G,M) = Hn
(

HomZ[G]

(
C∗(G),M

))
,

donde C∗(G) es el complejo estándar de G.

En la práctica es común hacer cálculos de la (co)homología de un grupo
G tomando los coe�cientes en el G-módulo trivial Z. En este caso usaremos
la siguiente notación:

Hn(G) = Hn(G,Z),
Hn(G) = Hn(G,Z).

En el caso en que M es cualquier G-módulo trivial, en particular M = Z,
tenemos que la (co)homología de G con coe�cientes en M tiene propiedades
adicionales.

SeaM cualquier G-módulo trivial. Notemos que el grupo de coinvariantes
MG y el subgrupo de invariantes MG coinciden con M (ver de�nición 4.2.1),
es decir,

M = MG ∼= MG.

Sea P cualquier resolución proyectiva reducida del G-módulo trivial Z y
consideremos el funtor de coinvariantes FG. Por los teoremas 4.3.5 y 4.3.7
tenemos que los siguientes digramas son conmutativos:

(Pn)
G

⊗
Z[G] M

(∂n)
G
⊗Id
//

Φn

��

(Pn−1)
G

⊗
Z[G] M

Φn−1

��
Pn
⊗

Z[G] M
∂n⊗ Id // Pn−1

⊗
Z[G] M,
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HomZ[G]

(
(Pn)

G
,M
) (∂n+1)∗

G//

Ψn

��

HomZ[G]

(
(Pn+1)

G
,M
)

Ψn+1

��
HomZ[G](Pn,M)

∂∗n+1 // HomZ[G](Pn+1,M),

donde Φn y Ψn son isomor�smos para toda n ≥ 0 (ver observación 4.3.6).
Por lo tanto tenemos los siguientes isomor�smos de (co)cadenas:

FG(P )
⊗

Z[G] M
∼= P

⊗
Z[G] M ,

HomZ[G]

(
FG(P ),M

) ∼= HomZ[G](P,M).

Si elegimos P = C∗(G) obtenemos otra de�nición equivalente para la
(co)homología de un grupo con coe�cientes en M .

De�nición 4.4.3. Sea M cualquier G-módulo trivial. La (co)homología
de G con coe�cientes en M se de�ne por

Hn(G,M) = Hn

(
FG
(
C∗(G)

)⊗
Z[G] M

)
,

Hn(G,M) = Hn
(

HomZ[G]

(
FG
(
C∗(G)

)
,M
))
,

donde C∗(G) es el complejo estándar de G y FG es el funtor de coinvariantes.

Por último tenemos una interpretación topológica de la (co)homología de
un grupo.

De�nición 4.4.4. Sea Y un complejo CW. Decimos que Y es un espacio de
Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1), o que Y es un K(G, 1), si Y satisface
las siguientes propiedades:

I. Y es conexo.

II. El grupo fundamental π1(Y, y) ∼= G para toda y ∈ Y .

III. El cubriente universal de Y es contraible.

Sea X el cubriente universal de Y . La condición III se puede remplazar por:
Hn(X) = {0} para toda n ≥ 2.

Consideremos el espacio universal EG de la familia de subgrupos generada
por el subgrupo trivial de G. Un ejemplo de espacio K(G, 1) es el espacio
clasi�cante BG.
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Sea C∗(BG) el complejo de cadenas positivo

· · · // Cn(BG)
∂n // Cn−1(BG) // · · · // C1(BG)

∂1 // C0(BG) // 0,

donde Cn(BG) es el grupo abeliano libre que tiene como base al conjunto de
órbitas Gn+1/G; el operador frontera está de�nido por

∂n
(
[g0, . . . , gn]

)
=

n∑
i=0

(−1)i[g0, . . . , ĝi, . . . , gn],

donde ĝi signi�ca que se omitió gi.
De acuerdo a la de�nición 3.6.7 la (co)homología del espacio BG con

coe�cientes en cualquier grupo conmutativo M se de�ne por

Hn(BG,M) = Hn

(
C∗(BG)

⊗
ZM

)
,

Hn(BG,M) = Hn
(

HomZ
(
C∗(BG),M

))
.

Sea C∗(G) el complejo estándar de G. Por el lema 4.3.8, para cada n ≥ 0,
existe un isomor�smo Φn : Z

⊗
Z[G] Cn(G)→ Cn(BG) (ver observación 4.3.9).

Es fácil ver que el diagrama

Z
⊗

Z[G] Cn(G)
Id⊗∂n//

Φn

��

Z
⊗

Z[G] Cn−1(G)

Φn−1

��
Cn(BG)

∂n // Cn−1(BG)

es conmutativo, luego por el lema 4.3.1 y por el lema 4.3.3 tenemos los si-
guientes isomor�smos de cadenas:

C∗(BG) ∼= Z
⊗

Z[G] C∗(G) ∼= FG
(
C∗(G)

)
.

Consideremos a M y a cada Cn(BG) como un G-módulo trivial. Por la
proposición 4.1.6 y por lo anterior tenemos los siguientes isomor�smos de
(co)cadenas:

C∗(BG)
⊗

ZM
∼= C∗(BG)

⊗
Z[G] M

∼= FG
(
C∗(G)

)⊗
Z[G] M ,

HomZ
(
C∗(BG),M

) ∼= HomZ[G]

(
C∗(BG),M

) ∼= HomZ[G]

(
FG
(
C∗(G)

)
,M
)
.

La (co)homología de un grupo G (ver de�nición 4.4.3) coincide con la
(co)homología del espacio BG. Así tenemos la siguiente de�nición.

De�nición 4.4.5. SeaM cualquierG-módulo trivial. La (co)homología de
G con coe�cientes en M es la (co)homología de cualquier espacio K(G, 1)
con coe�cientes en M .
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Capítulo 5

(Co)homología relativa de grupos
de Adamson

En este capítulo vamos a dar una generalización de la (co)homología de
un grupo G. Ahora vamos a considerar parejas (G,H), donde G es un grupo
y H es cualquier subgrupo de G.

La (co)homología relativa de Adamson de (G,H) con coe�cientes en un
G-módulo M apareció por primera vez en el año de 1954 en un artículo
escrito por Iain T. Adamson [1], aquí sólo se consideran subgrupos de índice
�nito.

Existen varias de�niciones para la (co)homología relativa de Adamson de
(G,H); en este capítulo estudiaremos cada una de estas de�niciones.

5.1. De�nición con álgebra homológica relativa

Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Notemos que el anillo de grupo
Z[G] tiene como subanillo a Z[H], y que cada G-módulo es también un H-
módulo.

Las siguientes de�niciones las podemos encontrar, de forma más general,
en la sección 2.5.

De�nición 5.1.1. Una sucesión exacta deG-homomor�smos entreG-módulos

· · · //Mi+1
ti+1 //Mi

ti //Mi−1
// · · ·

es llamada (G,H)-exacta si, para cada i, el núcleo de ti es un H-módulo
sumando directo de Mi.

93



94

De�nición 5.1.2. Un G-módulo P es (G,H)-proyectivo si, para cada su-
cesión (G,H)-exacta corta

0 //M1
ϕ //M

ψ //M2
// 0

y para todo G-homomor�smo f : P →M2, existe un G-homomor�smo
h : P →M tal que el siguiente diagrama conmuta:

P
h

}}
f
��

M
ψ //M2

// 0.

De�nición 5.1.3. SeaM unG-módulo. Una resolución (G,H)-proyectiva
de M es un complejo de cadenas (G,H)-exacto de la forma

· · · // Pn
∂n // Pn−1

// · · · // P1
∂1 // P0

θ //M // 0

tal que Pn es (G,H)-proyectivo para toda n ≥ 0.
El complejo de cadenas reducido

· · · // Pn
∂n // Pn−1

// · · · // P1
∂1 // P0

// 0

lo vamos a denotar por PM y le llamaremos resolución (G,H)-proyectiva
reducida de M . Escribiremos (PM , θ) para denotar una resolución (G,H)-
proyectiva de M .

Consideremos a Z como un G-módulo trivial. Por la proposición 2.5.15
tenemos que siempre es posible encontrar una resolución (G,H)-proyectiva
de Z.

De�nición 5.1.4. SeaM cualquier G-módulo. La (co)homología relativa
de Adamson de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se de�ne por

Hn([G,H];M) = Hn(P
⊗

Z[G]M),

Hn([G,H];M) = Hn
(

HomZ[G](P,M)
)
,

donde P es cualquier resolución (G,H)-proyectiva reducida del G-módulo
trivial Z.
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La proposición 2.5.17 demuestra que la (co)homología relativa de Adamson
de la pareja (G,H) con coe�cientes enM es independiente de la elección de la
resolución (G,H)-proyectiva reducida de Z, es decir, que esta (co)homología
es única salvo isomor�smo. En otras palabras

Hn([G,H];M) = Tor(G,H)
n (Z,M),

Hn([G,H];M) = Extn(G,H)(Z,M).

5.2. De�nición algebraica

Sea G/H el conjunto de todas las clases laterales izquierdas de H en G.
A continuación vamos a de�nir un complejo de cadenas positivo:

· · · // Cn(G/H)
∂n // Cn−1(G/H) // · · · // C0(G/H) // 0,

a este le llamaremos complejo estándar de G/H, y lo vamos a denotar
por C∗(G/H).

Sea Cn(G/H) el grupo abeliano libre con base (G/H)n+1; el operador
frontera ∂n : Cn(G/H)→ Cn−1(G/H) está de�nido por

∂n(g0H, . . . , gnH) =
n∑
i=0

(−1)i(g0H, . . . , ĝiH, . . . , gnH),

donde ĝiH signi�ca que se omitió giH. El grupo G actúa sobre Cn(G/H) de
la siguiente manera:

g(g0H, . . . , gnH) = (gg0H, . . . , ggnH).

Así cada Cn(G/H) es un G-módulo. También tenemos que

∂n
(
g(g0H, . . . , gnH)

)
=

n∑
i=0

(−1)i(gg0H, . . . , ĝgiH, . . . , ggnH)

= g
n∑
i=0

(−1)i(g0H, . . . , ĝiH, . . . , gnH)

= g∂n(g0H, . . . , gnH),

lo que implica que cada operador frontera es un homomor�smo deG-módulos.
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Sea θ : C0(G/H)→ Z el G-epimor�smo de�nido por

θ
(∑
i∈I

ni(giH)
)

=
∑
i∈I

ni.

Con un poco de paciencia se puede demostrar que ∂n ◦ ∂n+1 = 0 y que
θ ◦ ∂1 = 0. Así C∗(G/H) efectivamente es un complejo de cadenas y θ es una
aumentación para C∗(G/H).

Proposición 5.2.1. El complejo aumentado

· · · // Cn(G/H)
∂n // Cn−1(G/H) // · · · // C0(G/H) θ // Z

es (G,H)-exacto

Demostración. Vamos a demostrar que existe una H-homotopía de cadenas
tal que el mor�smo identidad Id :

(
C∗(G/H), θ

)
→
(
C∗(G/H), θ

)
es homotó-

picamente nulo, es decir, que existe una familia S = {Sn}n∈Z de homomor�s-
mos de H-módulos tal que ∂n+1 ◦Sn +Sn−1 ◦ ∂n = Idn para toda n ∈ Z (con
∂0 = θ). Despues por la proposición 2.5.5 se sigue que el complejo aumentado(
C∗(G/H), θ

)
es (G,H)-exacto.

Para n ≥ 0 de�nimos Sn : Cn(G/H)→ Cn+1(G/H) por

Sn(g0H, . . . , gnH) = (H, g0H, . . . , gnH).

De�nimos S−1 : Z→ C0(G/H) por S−1(1) = H, y Sn = 0 para toda n < −1.
Sea h ∈ H. Entonces

Sn
(
h(g0H, . . . , gnH)

)
= (H, hg0H, . . . , hgnH)

= (hH, hg0H, . . . , hgnH)

= h(H, g0H, . . . , gnH)

= hSn(g0H, . . . , gnH).

Así cada Sn es un H-homomor�smo.
Tenemos lo siguiente: ∂0 ◦ S−1(1) = ∂0(H) = θ(H) = 1.

∂1 ◦ S0(gH) = ∂1(H, gH)

= gH −H
= gH − S−1(1)

= gH − S−1 ◦ ∂0(gH).
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∂n+1 ◦ Sn(g0H, . . . , gnH) = ∂n+1(H, g0H, . . . , gnH)

= (g0H, . . . , gnH) +
n+1∑
i=1

(−1)i(H, g0H, . . . , ĝi−1H, . . . , gnH)

= (g0H, . . . , gnH)−
n∑
j=0

(−1)j(H, g0H, . . . , ĝjH, . . . , gnH)

= (g0H, . . . , gnH)− Sn−1 ◦ ∂n(g0H, . . . , gnH).�

Lema 5.2.2. Para cada n ≥ 1

Cn(G/H) ∼= Z[G]
⊗

Z[H] Cn−1(G/H);

y también

C0(G/H) ∼= Z[G]
⊗

Z[H] Z.

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [2, lema 4.10]. �
Por el lema 2.5.7 tenemos que, para cada H-módulo N , el G-módulo

Z[G]
⊗

Z[H] N es (G,H)-proyectivo. Combinando esto con la proposición 5.2.1
y con el lema 5.2.2 obtenemos que el complejo aumentado

· · · // Cn(G/H)
∂n // Cn−1(G/H) // · · · // C0(G/H) θ // Z

es una resolución (G,H)-proyectiva del G-módulo trivial Z. Así tenemos una
de�nición equivalente para la (co)homología relativa de Adamson de (G,H)
con coe�cientes en M .

De�nición 5.2.3. SeaM cualquier G-módulo. La (co)homología relativa
de Adamson de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se de�ne por

Hn([G,H];M) = Hn

(
C∗(G/H)

⊗
Z[G] M

)
,

Hn([G,H];M) = Hn
(

HomZ[G]

(
C∗(G/H),M

))
,

donde C∗(G/H) es el complejo estándar de G/H.

En el caso en que M es cualquier G-módulo trivial, en particular M = Z,
tenemos que la (co)homología relativa de Adamson de (G,H) con coe�cientes
en M tiene propiedades adicionales.

SeaM cualquier G-módulo trivial. Notemos que el grupo de coinvariantes
MG y el subgrupo de invariantes MG coinciden con M (ver de�nición 4.2.1),
es decir,

M = MG ∼= MG.
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Sea P cualquier resolución (G,H)-proyectiva reducida del G-módulo tri-
vial Z y consideremos el funtor de coinvariantes FG. Por los teoremas 4.3.5
y 4.3.7 tenemos que los siguientes digramas son conmutativos:

(Pn)
G

⊗
Z[G] M

(∂n)
G
⊗Id
//

Φn

��

(Pn−1)
G

⊗
Z[G] M

Φn−1

��
Pn
⊗

Z[G] M
∂n⊗ Id // Pn−1

⊗
Z[G] M,

HomZ[G]

(
(Pn)

G
,M
) (∂n+1)∗

G//

Ψn

��

HomZ[G]

(
(Pn+1)

G
,M
)

Ψn+1

��
HomZ[G](Pn,M)

∂∗n+1 // HomZ[G](Pn+1,M),

donde Φn y Ψn son isomor�smos para toda n ≥ 0 (ver observación 4.3.6).
Por lo tanto tenemos los siguientes isomor�smos de (co)cadenas:

FG(P )
⊗

Z[G] M
∼= P

⊗
Z[G] M ,

HomZ[G]

(
FG(P ),M

) ∼= HomZ[G](P,M).

Si elegimos P = C∗(G/H) obtenemos otra de�nición equivalente para la
(co)homología relativa de Adamson de (G,H) con coe�cientes en M .

De�nición 5.2.4. Sea M cualquier G-módulo trivial. La (co)homología
relativa de Adamson de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se
de�ne por

Hn([G,H];M) = Hn

(
FG
(
C∗(G/H)

)⊗
Z[G] M

)
,

Hn([G,H];M) = Hn
(

HomZ[G]

(
FG
(
C∗(G/H)

)
,M
))
,

donde C∗(G/H) es el complejo estándar de G/H y FG es el funtor de coin-
variantes.

5.3. De�nición topológica

En esta sección vamos a considerar a G como un grupo discreto. Sea H
un subgrupo de G y sea F = F(H) la familia de subgrupos de G generada
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por H, es decir, F es el conjunto de todos los subgrupos de H y de sus
conjugados por elementos de G.

Por la proposición 3.6.4 tenemos que el conjunto de clases laterales iz-
quierdas G/H es un G-conjunto tal que la familia F coincide con el conjunto
de subgrupos de G que �jan al menos un punto de G/H. La proposición
3.6.5 describe un modelo para el espacio clasi�cante de la familia F ; aquí el
espacio EF (G) es la realización geométrica de un conjunto simplicial que se
construye a partir de G/H, además EF (G) es un complejo CW tal que G ac-
túa celularmente sobre EF (G). El espacio clasi�cante BF (G) también es un
complejo CW . Al �nal de la sección 3.6 describimos un metodo para obtener
la (co)homología del espacio BF (G) a partir de un conjunto simplicial.

Sea C∗(BF (G)) el complejo de cadenas positivo

· · · // Cn(BF (G))
∂n // Cn−1(BF (G)) // · · · // C0(BF (G)) // 0,

donde Cn(BF (G)) es el grupo abeliano libre que tiene como base al conjunto
de órbitas (G/H)n+1/G; el operador frontera está de�nido por

∂n
(
[g0H, . . . , gnH]

)
=

n∑
i=0

(−1)i[g0H, . . . , ĝiH, . . . , gnH],

donde ĝiH signi�ca que se omitió giH.
De acuerdo a la de�nición 3.6.7 la (co)homología del espacio BF (G) con

coe�cientes en cualquier grupo conmutativo M se de�ne por

Hn(BF (G),M) = Hn

(
C∗(BF (G))

⊗
ZM

)
,

Hn(BF (G),M) = Hn
(

HomZ
(
C∗(BF (G)),M

))
.

Sea C∗(G/H) el complejo estándar de G/H. Por el lema 4.3.8, para cada
n ≥ 0, existe un isomor�smo Φn : Z

⊗
Z[G] Cn(G/H) → Cn(BF (G)) (ver

observación 4.3.9). Es fácil ver que el diagrama

Z
⊗

Z[G] Cn(G/H)
Id⊗∂n//

Φn

��

Z
⊗

Z[G] Cn−1(G/H)

Φn−1

��
Cn(BF (G))

∂n // Cn−1(BF (G))

es conmutativo, luego por el lema 4.3.1 y por el lema 4.3.3 tenemos los si-
guientes isomor�smos de cadenas:
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C∗(BF (G)) ∼= Z
⊗

Z[G] C∗(G/H) ∼= FG
(
C∗(G/H)

)
.

Consideremos a M y a cada Cn(BF (G)) como un G-módulo trivial. Por
la proposición 4.1.6 y por lo anterior tenemos los siguientes isomor�smos de
(co)cadenas:

C∗(BF (G))
⊗

ZM
∼= C∗(BF (G))

⊗
Z[G] M

∼= FG
(
C∗(G/H)

)⊗
Z[G] M,

HomZ
(
C∗(BF (G)),M

) ∼= HomZ[G]

(
C∗(BF (G)),M

)
∼= HomZ[G]

(
FG
(
C∗(G/H)

)
,M
)
.

La (co)homología relativa de Adamson de (G,H) (ver de�nición 5.2.4)
coincide con la (co)homología del espacio BF (G). Así tenemos la siguiente
de�nición.

De�nición 5.3.1. Sea M cualquier G-módulo trivial. La (co)homología
relativa de Adamson de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se
de�ne por

Hn([G,H];M) = Hn

(
BF (G),M

)
,

Hn([G,H];M) = Hn
(
BF (G),M

)
.



Capítulo 6

(Co)homología relativa de grupos
de Takasu

En este capítulo vamos a dar tres de�niciones de la (co)homología relativa
de grupos de Takasu. Podemos encontrar más información en [2] y en [12].

6.1. De�nición topológica

Sean G un grupo y H un subgrupo de G. En esta sección vamos a consi-
derar a G y H como grupos discretos.

Sean EG y EH los espacios universales de la familia de subgrupos gene-
rada por el subgrupo trivial de G, y sean BG y BH los espacios clasi�cantes.
La inclusión H ↪→ G induce una función continua

Φ: BH → BG.

El cilindro de la aplicación Φ, denotado por Cyl(Φ), es un espacio topológico
que tiene como subespacio a BH y es homotópicamente equivalente a BG
(ver de�nición 3.2.1 y corolario 3.2.3). Elegimos una teoría de (co)homología
H que sea admisible, es decir, que admita a cada pareja (Cyl(Φ), BH), y que
considere coe�cientes en cualquier grupo conmutativo M .

De�nición 6.1.1. Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homología
relativa de Takasu de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se de�ne
por

Hn(G,H;M) = Hn

(
Cyl(Φ), BH;M

)
,

Hn(G,H;M) = Hn
(

Cyl(Φ), BH;M
)
.
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Usando el modelo simplicial descrito en la proposición 3.6.5 tenemos que
el espacioBH es homeomorfo a un subespacio deBG, así podemos pensar que
BH ⊂ BG. Usando la (co)homología simplicial relativa tenemos la siguiente
de�nición.

De�nición 6.1.2. Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homología
relativa de Takasu de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se de�ne
por

Hn(G,H;M) = Hn

(
BG,BH;M

)
= Hn

(
C∗(BG)

⊗
ZM

C∗(BH)
⊗

ZM

)
,

Hn(G,H;M) = Hn
(
BG,BH;M

)
= Hn

(
HomZ

(
C∗(BG)

C∗(BH)
,M

))
,

donde C∗(BG) y C∗(BH) están de�nidos como en 3.6.7.

6.2. De�nición algebraica

En la sección 4.4 de�nimos el complejo estándar de G y lo denotamos por
C∗(G), de manera análoga se de�ne C∗(H).

Sea M cualquier G-módulo. Para cada n ≥ 0 sea

Φn : Cn(H)
⊗

Z[H] M → Cn(G)
⊗

Z[G] M

el homomor�smo de�nido por

Φn

(
(h0, . . . , hn)⊗ x

)
= (h0, . . . , hn)⊗ x.

En [8, Apéndice A.1] podemos encontrar una breve sección sobre Ho-
mología relativa de grupos; aquí se menciona un truco para mostrar que el
homomor�smo Φn es inyectivo.

Es fácil ver que el siguiente diagrama es conmutativo:

Cn(H)
⊗

Z[H] M

Φn

��

∂n⊗Id// Cn−1(H)
⊗

Z[H] M

Φn−1

��
Cn(G)

⊗
Z[G]M

∂n⊗Id// Cn−1(G)
⊗

Z[G] M.
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Cada Φn es un monomor�smo, entonces Φ = {Φn}n∈Z es un mor�smo
de cadenas que induce la siguiente sucesión exacta corta entre complejos de
cadenas:

0 // C∗(H)
⊗

Z[H] M
Φ // C∗(G)

⊗
Z[G] M

//
C∗(G)

⊗
Z[G] M

C∗(H)
⊗

Z[H] M
// 0,

donde
C∗(G)

⊗
Z[G] M

C∗(H)
⊗

Z[H] M
= Coker Φ.

Hacemos M = Z[G]. Así la sucesión anterior induce la siguiente sucesión
exacta corta entre complejos de cadenas:

0 // C∗(H)
⊗

Z[H] Z[G] // C∗(G) // C∗(G)

C∗(H)
⊗

Z[H] Z[G]
// 0.

De�nición 6.2.1. SeaM cualquier G-módulo. La (co)homología relativa
de Takasu de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se de�ne por

Hn(G,H;M) = Hn

(
C∗(G)

⊗
Z[G] M

C∗(H)
⊗

Z[H] M

)
,

Hn(G,H;M) = Hn

(
HomZ[G]

(
C∗(G)

C∗(H)
⊗

Z[H] Z[G]
,M

))
.

En el caso en que M es un G-módulo trivial, en particular M = Z,
tenemos los siguientes isomor�smos de cadenas.

C∗(BG)
⊗

ZM
∼= C∗(BG)

⊗
Z[G] M

∼= C∗(G)
⊗

Z[G] M ,
C∗(BH)

⊗
ZM
∼= C∗(BH)

⊗
Z[H] M

∼= C∗(H)
⊗

Z[H] M .

Se sigue que la de�nición 6.2.1 coincide con la de�nición 6.1.2.
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6.3. De�nición con álgebra homológica

Si M es un G-módulo, entonces el epimor�smo θM : Z[G]
⊗

Z[H] M →M

de�nido por θM(g ⊗ x) = gx induce una sucesión (G,H)-exacta corta:

0 // Ker θM // Z[G]
⊗

Z[H] M
θM //M // 0.

Sea I(G,H)(M) = Ker θM . Si f : M →M ′ es un G-homomor�smo, entonces
el siguiente diagrama es conmutativo:

0 // I(G,H)(M) //

I(G,H)(f)

��

Z[G]
⊗

Z[H] M
θM //

Id⊗f
��

M //

f

��

0

0 // I(G,H)(M
′) // Z[G]

⊗
Z[H] M

′ θM′ //M ′ // 0,

donde I(G,H)(f) es la restricción de Id⊗ f .

De�nición 6.3.1. El funtor de Takasu es el funtor covariante
I(G,H) : GMod→G Mod de�nido por la correpondencia

M 7−→ I(G,H)(M),

(f : M →M ′) 7−→
(

I(G,H)(f) : I(G,H)(M) −→ I(G,H)(M
′)∑

i gi ⊗ xi 7−→
∑

i gi ⊗ f(xi)

)
.

El funtor de Takasu tiene propiedades muy interesantes, algunas de estas
las vamos a mencionar en la siguiente proposición.

Proposición 6.3.2.

1. I(G,H)(M) es un funtor covariente exacto con respecto a la variable M .

2. Si M es G-proyectivo, entonces I(G,H)(M) es G-proyectivo.

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [12, proposición 1.1].
�

Por la proposición 2.4.2 y por corolario 2.4.3 siempre es posible encontrar
una resolución proyectiva del G-módulo trivial Z. Por la proposición anterior
podemos aplicar el funtor de Takasu a cualquier resolución proyectiva de Z
y así obtener una resolución proyectiva de I(G,H)(Z).
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De�nición 6.3.3. SeaM cualquier G-módulo. La (co)homología relativa
de Takasu de la pareja (G,H) con coe�cientes en M se de�ne por

Hn(G,H;M) = TorGn−1(I(G,H)(Z),M),
Hn(G,H;M) = Extn−1

G (I(G,H)(Z),M).

La siguiente proposición demuestra que la de�nición anterior coincide con
la de�nición 6.2.1.

Proposición 6.3.4. El complejo cociente
C∗(G)

C∗(H)
⊗

Z[H] Z[G]
(con el grado

modi�cado adecuadamente) es una resolución proyectiva de I(G,H)(Z).

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [12, proposición 3.3].
�

6.4. Comparación de las (co)homologías relati-
vas de grupos

En esta sección vamos a comparar las (co)homologías relativas de gru-
pos de Adamson y de Takasu. El n-ésimo grupo de homología relativa de
Adamson de la pareja (G,H) lo vamos a denotar por Hn([G,H];M), mien-
tras que el n-ésimo grupo de homología relativa de Takasu lo denotamos por
Hn(G,H;M), de manera análoga se denotan los n-ésimos grupos de cohomo-
logía.

La siguiente proposición será de gran ayuda al momento de calcular la
(co)homología relativa de Adamson de la pareja (G,H), en el caso en que H
es un subgrupo normal de G.

Proposición 6.4.1. Sea M cualquier G-módulo trivial. Si H es un subgrupo
normal de G, entonces

Hn([G,H];M) ∼= Hn(G/H;M),
Hn([G,H];M) ∼= Hn(G/H;M).

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [2, corolario 4.29]. �

De�nición 6.4.2. Sean H y K subgrupos de G tal que H es un subgrupo
de K. Decimos que H es K-malnormal si para toda g ∈ G − K se tiene
que H ∩ gHg−1 = {e}, donde e ∈ G es la identidad. Decimos que H es
malnormal si es H-malnormal.
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En el siguiente teorema vamos a enunciar algunos casos en los que la
(co)homología relativa de grupos de Adamson coincide con la de Takasu.

Teorema 6.4.3. Sea M cualquier G-módulo trivial.

1. Sea H cualquier subgrupo de G. Entonces

H1([G,H];M) ∼= H1(G,H;M),
H1([G,H];M) ∼= H1(G,H;M).

2. Si H es un subgrupo malnormal de G, entonces

Hn([G,H];M) ∼= Hn(G,H;M),
Hn([G,H];M) ∼= Hn(G,H;M).

Demostración. Podemos encontrar una demostración en [2, proposición 7.9,
y teorema 7.13]. �

Los siguientes ejemplos muestran que la (co)homología relativa de grupos
de Takasu no coincide con la (co)homología relativa de grupos de Adamson.

Ejemplo 6.4.4. Sea G = Z×Z y seaH = Z×{0} ∼= Z. Tenemos lo siguiente:

Hn(Z× Z,Z;Z) ∼= Hn(B(Z× Z), BZ;Z)
∼= Hn(T 2, S1;Z)

∼= H̃n(T 2/S1;Z)

∼= H̃n(S2 ∨ S1;Z),

donde T 2 es el toro, S1 el meridiano, y H̃n denota la homología reducida. Por
otro lado tenemos que Z×{0} es un subgrupo normal de Z×Z, se sigue por
la proposición 6.4.1 que

Hn([Z× Z,Z];Z) ∼= Hn(Z;Z)
∼= Hn(BZ;Z)
∼= Hn(S1;Z).
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Ejemplo 6.4.5. Sea G = Z y sea H = 2Z. Tenemos lo siguiente:

Hn(Z, 2Z;Z) ∼= Hn(M,S1;Z)

∼= H̃n(RP2;Z)

∼=
{

Z/2Z si n = 1,
{0} en otro caso,

donde M es la banda de Möbius y S1 es la frontera de M . Por otro lado
tenemos que 2Z es un subgrupo normal de Z, se sigue por la proposición
6.4.1 que

Hn([Z, 2Z];Z) ∼= Hn(Z/2Z;Z)
∼= Hn(B(Z/2Z);Z)
∼= Hn(RP∞;Z)

∼=


Z si n = 0,

Z/2Z si n es impar,
{0} en otro caso.

Los ejemplos anteriores fueron sugeridos por Francisco Gonzáles Acuña.
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