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Introduccion

La idea principal de la (co)homologia relativa de grupos con coeficientes
en cualquier G-modulo M consiste en que a cada pareja (G, H), donde G es
un grupo y H es un subgrupo de G, le corresponde dos sucesiones de grupos
abelianos:

H*(G7 H; M) = {HH(G7 H; M)}neZ,
H*<Ga H; M) = {Hn(Gv H; M)}TLEZ'

A H.(G, H; M) se le llama la homologia relativa de la pareja (G, H) con
coeficientes en M; y H*(G, H; M) es la cohomologia relativa de la pareja
(G, H) con coeficientes en M.

Existen dos versiones de la (co)homologia relativa de grupos:

» La (co)homologia relativa de grupos de Adamson. Apareci6 por
primera vez en el afio de 1954 en un articulo escrito por Tain T. Adamson
[1], aqui solo se consideran subgrupos de G de indice finito.

En 1956, G. Hochschild escribio un articulo [7], en el cual definio la
(co)homologia relativa de grupos de Adamson con un enfoque de alge-
bra homologica relativa.

Posteriormente se realizaron otros trabajos que generalizan los trabajos
de Adamson y de Hochschild; aqui se consideran G-conjuntos en lugar
de parejas de grupos (G, H).

» La (co)homologia relativa de grupos de Takasu. En 1954, en su
tesis de doctorado, M. Auslander defini6 una (co)homologia relativa de
grupos, esta definicion tiene fundamentos topologicos.

Despues, Satoru Takasu escribio un articulo [I2] en el cual defini6 la
(co)homologia relativa de grupos de Auslander con un enfoque de al-
gebra homoldgica.
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En general estas dos versiones no coinciden. Recientemente José Antonio
Arciniega y José Luis Cisneros escribieron un articulo [2] en el que comparan
estas dos versiones, ademas dan las condiciones suficientes en el subgrupo H
de G para que ambas (co)homologias relativas coincidan.

En esta tesis de maestria intentaremos dar los fundamentos necesarios
para entender las (co)homologias relativas de grupos (Adamson y Takasu).



Capitulo 1

Teoria de moédulos

En este capitulo daremos un pequeno repaso de la teoria de modulos. El
objetivo es tener una nocion de las definiciones y teoremas que necesitaremos
mas adelante para definir la homologfa y la cohomologfa de un grupo con un
enfoque de algebra homolobgica.

1.1. Mobdulos y submoédulos

Definicién 1.1.1. Sea A un anillo con elemento unitario 1 (no necesaria-
mente conmutativo). Un A-médulo izquierdo es un grupo conmutativo M
junto con una funciéon p: Ax M — M (escribiremos azx en lugar de p(a, x)),
a la que llamaremos multiplicacién escalar , la cual satisface que para todos
x,y € M y para todos «, 8 € A los siguientes axiomas se cumplen:

I 1z = 2.
1. a(Bz) = (afB)z.
1. a(z+y) =az + ay.
IV. (o + f)x = ax + Pz.

Si no hace falta especificar, diremos que M es un A-médulo en lugar
de decir que es un A-moddulo izquierdo. A los elementos de A le llamaremos
escalares.

Sea M un grupo conmutativo y sea

End(M)={f: M — M| f es homomorfismo de grupos}.

1



Si f,g € End(M), entonces la funcion (f + g): M — M definida por (f +
g)(x) = f(x)+g(x) es un homomorfismo de grupos y también la composicion
go f: M — M es un homomorfismo de grupos. Con estas operaciones el
conjunto End(M) forma un anillo que no necesariamente es conmutativo.

Si tenemos un grupo conmutativo M y un homomorfismo de anillos
¢: A — End(M) con la propiedad de que ¢(1) = Id,;, entonces la fun-
cion p: A x M — M definida por p(a,z) = ¢(a)(z) satisface los axiomas
de la definicion por lo tanto M junto con la multiplicacién escalar u
forman un A-moédulo izquierdo.

Por otro lado, si M es un A-mdédulo izquierdo y a € A, entonces la funciéon
fa: M — M definida por f,(r) = az es un homomorfismo de grupos. Por
las propiedades de M como un A-mddulo izquierdo tenemos que para todos
a,B €A, faorp = fa+ fsY fap = fa o fs; asi la funcion ¢: A — End(M)
definida por ¢(a) = f, es un homomorfismo de anillos tal que (1) = Idy,.

Por lo anterior tenemos una correpondencia biyectiva entre el conjunto
{p: A x M — M| u satisface los axiomas de la definicion 1.1.1 } y el con-
junto {¢: A — End(M)| ¢ es homomorfismo de anillos y ¢(1) = Idy }.

Asi tenemos una definicion equivalente para un A-modulo izquierdo.

Definicion 1.1.2. Sea A un anillo con elemento unitario 1 (no necesaria-
mente conmutativo). Un A-mo6dulo izquierdo es un grupo conmutativo M
junto con un homomorfismo de anillos ¢: A — End(M) tal que p(1) = Idyy.

Definiciéon 1.1.3. Sea M un A-médulo y sea N un subgrupo de M. Se dice
que N es un submoédulo de M si N forma un A-moédulo con la multiplicacion
escalar definida en M. Si N es un submoédulo de M lo denotamos por N < M.

Es facil demostrar que un subconjunto no vacio N de un A-moédulo M es
un submoédulo de M si y so6lo si, para todos x,y € M y para toda a € A se
tiene que x +y € Ny ax € N.

Notemos que si M es un A-modulo, entonces {0} y M son submodulos
de M. Al submodulo {0} se le conoce como el submédulo trivial de M.

Proposicion 1.1.4. Sea {N,}ic; una familia de submdédulos de un A-mddulo
M. Entonces N =(),.; N; es un submddulo de M.

iel
Demostracion. Como 0 € N; para toda j € I, entonces 0 € (,.; N;. Asi
N # 0. Sean z,y € N, a € A. Como N = (),.;N; C N; y N; es un
submodulo de M, entonces z +y € N; y ax € N; para toda j € I, luego
r+yeNyare N. 1



1.2. Homomorfismos de A-moédulos

Definicién 1.2.1. Sean M y N dos A-moédulos. Decimos que una funcion
f: M — N es un homomorfismo de A-médulos o A-homomorfismo si
para todos x,y € M y para toda o € A se cumple lo siguiente:

L flx+y) = flx)+ fy).

II. f(ax)=af(z).

Sean M, N, N’ A-médulos. Se cumple que la identidad Idy: M — M
es un homomorfismo de A-modulos. Si f: M — Ny g: N — N’ son ho-
momorfismos de A-moédulos, entonces la composicion go f: M — N’ es un
homomorfismo de A-moédulos. La funcién h: M — N definida por h(z) =0
para toda z € M es un homomorfismo de A-moddulos, se le conoce como el
homomorfismo trivial. Si f: M — N es un homomorfismo de A-mo6dulos
tal que f es biyectiva, entonces su inversa f~': N — M es un homomorfismo
de A-modulos.

Definicion 1.2.2. Sea f: M — N un homomorfismo de A-moédulos. Se defi-
ne el nacleo o kernel de f como el conjunto Ker f = {z € M | f(x) = 0}. La
imagen de f es el conjunto Im f = {y € N |existe x € M tal que f(z) = y}.

Proposicion 1.2.3. Sea f: M — N un homomorfismo de A-mddulos.
1. Si N’ es un submddulo de N, entonces f~1(N') es un submddulo de M.
2. Si M un submddulo de M, entonces f(M') es un submddulo de N.
Demostracion.

1. Sean z,y € f~Y(N'), a € A. Tenemos que f(z)y f(y) € N'. Como N’
es un submodulo de N y f es un homomorfismo, entonces f(z)+ f(y) =
flz+y) € Ny af(z) = f(ax) € N, lo que implica que x+y € f~1(N’)
vy ax € f7H(N').

2. Seanr,s € f(M'), a« € A, entonces existen z,y € M’ tales que f(x) =r
y f(y) = s. Como M’ es un submoédulo de M, entonces x +y € M’ y
ar € M'. Como f es un homomorfismo, entonces f(x +vy) = f(z) +

fly) € F(M) y flax) = af(x) € f(M'). B



Corolario 1.2.4. Sea f: M — N un homomorfismo de A-mddulos. Entonces
1. Ker f es un submaddulo de M.
2. Im f es un submddulo de N.

Demostracion.

1. Sabemos que {0} es un submoédulo de NV, luego por la proposicion [1.2.3]
tenemos que f~1({0}) es un submodulo de M, pero f~1({0}) = Ker f.

2. Sabemos que M es un submoédulo de si mismo, luego por la proposicion
1.2.3 tenemos que f(M) es un submodulo de N, pero f(M) =1Im f. B

Definiciéon 1.2.5. Sea f: M — N un homomorfismo de A-modulos. Se dice
que f es un isomorfismo si [ es biyectiva. Se dice que dos A-modulos M
y N son isomorfos y se denota por M = N, si existe un isomorfismo entre
ellos.

1.3. El A-m6dulo cociente

Sea M un A-moédulo y sea N un submoédulo de M. Sabemos que N es
un subgrupo de M, y como M es un grupo conmutativo se cumple que N
es un subgrupo normal de M, asi el grupo cociente M /N esta bien definido.
Recordemos que los elementos de M/N son clases de equivalencia donde
x ~ ysiysolosi, x —y € N.Sizes un elemento de M, entonces z + N
es igual a la clase de equivalencia de z. Se define la suma en M/N como
(x+N)+ (y+ N)=(z+y)+ N, luego M/N forma un grupo conmutativo
con esta operacion.

Definicién 1.3.1. Sea M un A-moédulo y sea N un submodulo de M. El
grupo cociente M /N junto con la multiplicacién escalar p: AxM/N — M/N
definida por

wla,x+N)=ax+ N

forman un A-modulo. Escribiremos a(x + N) en lugar de pu(a,z + N) y a
M/N le llamaremos el A-moédulo cociente.

Proposicion 1.3.2. La multiplicacion escalar p: A x M/N — M/N estd
bien definida y satisface los axiomas de 1.1.1.



Demostracion. Vamos a demostrar que p estd bien definida, es decir, que es
independiente del representate de clase. Supongamos x+ N = y+ N, entonces
x—y € N. Como N es un A-modulo tenemos que a(x —y) = ax — ay € N
para toda o € A, se sigue que a(x + N) =az+ N =ay+ N =a(y + N).

Demostrar que p satisface los axiomas de la definicion 1.1.1 es inmediato
a partir de que la multiplicacion escalar definida en M satisface estos. B

Teorema 1.3.3 (Teorema del homomorfismo inducido). Sea f: M — N un
homomorfismo de A-mddulos, sean M’ y M" submddulos de M, sean N' y
N" submddulos de N, y supongamos que
M"< M < M,
N" < N' < N,
f(M') c N,
f(M")y c N".
Entonces f induce un homomorfismo f.: M'/M" — N'/N" definido por
fole+ M") = f(x) + N".

Demostracion. Vamos a demostrar que f, estd bien definido. Como f(M') C
N', entonces el codominio de f, esta bien definido. Supongamos que x+ M" =
y+M", entonces t—y € M". Como f(M") C N” entonces f(z—y) = f(z)—
F(y) € N”, por lo tanto f.(z+M") = f(z)+ N" = f(y)+ N" = f.(y+ M").
Asi f, es independiente del representante de clase.
Solo falta demostrar que f, es un homomorfismo de A-médulos. Sean
x4+ M y+ M e M /M o€ A, entonces
f*((37 + MH) + (y + M//)) = f*(($ + y) + M”)
= fla+y)+ N
= fl@)+ f(y) + N
= f(@)+N"+ f(y) + N”
= filzr+M")+ fuly+ M").

fila(z+M") = faz+ M)
= f(az)+ N"
= af(x)+ N"
a(f(z) + N")
afdz+M").1



El teorema del homomorfismo inducido es de gran importancia ya que
muchos de los homomorfismos que aparecen en teoria de moédulos y algebra
homoloégica son de esta forma.

Teorema 1.3.4 (Primer teorema de isomorfismo). Sea f: M — N un ho-
momorfismo de A-mddulos. Entonces

M/Ker f = 1Im f.

Demostracion. Por el teorema tenemos que f induce un homomorfis-
mo f.: M/Ker f — Im f/{0}. Es facil ver que f. es un isomorfismo, luego
M/Kerf=Imf/{0} =Imf. B

Definicién 1.3.5. Sea f: M — N un homomorfismo de A-modulos. Se
define la coimagen de f como el A-modulo cociente Coim f = M/ Ker f.

Se define el conticleo o cokernel de f como el A-mddulo cociente Coker f =
N/Im f.

Proposicion 1.3.6. Sea f: M — N un homomorfismo de A-mdodulos. En-
tonces

1. f es inyectiva si y sdlo si, Ker f = {0}.
2. f es sobreyectiva si y sdlo si, Coker f = {0}.
Demostracion.

1. Supongamos que f es inyectiva. Como f es un homomorfismo, entonces
£(0) =0, luego {0} = f~({0}) = Ker f.
Ahora supongamos que Ker f = {0}. Sean z,y € M. Si f(z) = f(y),
entonces f(z—y) = f(z)— f(y) =0, lo que implica que z—y € Ker f =
{0}, luego x = y. Asi f es inyectiva.

2. Supongamos que f es sobreyectiva. Entonces N = f(M) = Im f, se
sigue que Coker f = Im f/Im f = {0}.

Ahora supongamos que Coker f = {0}. Sea z € N. Entonces z+Im f €
N/Imf ={0+1Imf}, porloque x € Imf. Asi N=Imf = f(M)y
por lo tanto f es sobreyectiva. B



Definicién 1.3.7. Sea f: M — N un homomorfismo de A-mo6dulos. Deci-
mos que f es un monomorfismo si para todos g;, gs: M’ — M homomor-
fismos de A-moddulos, si f o gy = f o gg, entonces g; = go.

Decimos que f es un epimorfismo si para todos g1, g2: N — N’ homo-
morfismos de A-mo6dulos, si g1 o f = go 0 f, entonces g; = gs.

Proposicién 1.3.8. Sea f: M — N un homomorfismo de A-mddulos. En-
tonces

1. f es inyectiva si y solo si, f es un monomorfismo.
2. f es sobreyectiva si y solo si, [ es un epimorfismo.
Demostracion.

1. Supongamos que f es inyectiva y que g1, go: M’ — M son dos homo-
morfismos de A-mo6dulos tales que fog; = fogo. Entonces f(g1(z)) =
f(gQ(x)) para toda x € M, luego como f es inyectiva, se tiene que
g1(x) = go(x) para toda x € M. Asi g1 = go.

Ahora supongamos que f es un monomorfismo. Sea i: Ker f — M
la inclusion y sea ¢g: Ker f — M el homomorfismo trivial, entonces
para toda x € Ker f se tiene que f oi(x) = f(z(a:)) = f(z) =0y
foglz) = f(g(x)) = f(0) = 0. Asi foi = fog. Como fes un
monomorfismo, entonces i = g, lo que implica que Ker f = {0}, luego
por el inciso 1 de la proposicion tenemos que f es inyectiva.

2. Supongamos que f es sobreyectiva y que g, g2: N — N’ son dos homo-
morfismos de A-moédulos tales que gio f = goo f. Seay € N. Como f es
sobreyectiva, existe z € M tal que f(x) =y, luego ¢1(y) = gl(f(x)) =
giof(z)=goo f(z) = go(f(x)) = g2(y). Asi g1 = go.

Ahora supongamos que f es epimorfismo. Sea p: N — N/Im f la pro-
yeccion natural y sea h: N — N/Im f el homomorfismo trivial, enton-
ces para toda z € M se tiene que po f(z) =p(f(z)) = f(z) + Im f =
O+Im fyhof(x)= h(f(x)) =0+Im f. Asipof = hof. Como f es un
epimorfismo, entonces p = h, lo que implica que N/Im f = {0}, luego
por el inciso 2 de la proposiciéon 1.3.6 tenemos que f es sobreyectiva. B
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1.4. Suma y producto directo

Sea {M;}ic; una familia de A-mo6dulos. El producto cartesiano de la fa-
milia {M;};c; es el conjunto

[T ={f: 1= M| f(j) € M; para toda j € I}.
iel iel
Como cada M; es un A-modulo, entonces para todos f,g € [[,c; M; ¥
para toda a € A se tiene que f(j) + g(j) € M; y af(j) € M,;. Asi las
funciones
(f+g):I— UMia
i€l
(af): I =M
i€l
definidas por
(f+9)0) = FG)+90),

(@f)(4) = af(j)

son también elementos de [],., M;.
Por lo anterior podemos definir dos operaciones sobre el producto carte-
siano de la familia {M,};c;. Definimos la suma

el el el

por la correspondencia (f, g) — (f + g), y la multiplicacién escalar

iel iel
por la correspondencia (a, f) — (af).

El producto cartesiano [[,., M; junto con la suma forman un grupo con-
mutativo. La asociatividad y conmutatividad de la suma se obtienen a partir
de la asociatividad y conmutatividad de cada M;. El elementro neutro en la
suma es la funcion 0: I — | J,.; M; definida por 0(j) = 0;, donde 0; es el cero
de cada M;. Para todo f € [[,c; M; la funcion ((=1)f): I — U;c; M; es el
inverso de f en la suma.

La multiplicacion escalar p cumple los axiomas de la definicion 1.1.1 a
partir de que cada M; es un A-modulo con su respectiva multiplicacion es-
calar.

iel



Definiciéon 1.4.1. El grupo conmutativo [ [,.; M; junto con la multiplicacion
escalar p forman un A-modulo. A este se le conoce como el producto directo
de la familia de A-moé6dulos {M,}e;.

Definicion 1.4.2. La suma directa de la familia de A-mo6dulos {M, }¢;
se define como

@Mlz{fEHMAf(j) = 0 para casi toda j € I}.

el el

Notemos que la expresion “para casi todo” en la definicion anterior
significa que para toda f € @,.; M; o bien f es la funcién cero o existe un
conjunto no vacio y finito K = {ky, ks, ..., k,} C I tal que f(k,) # 0 para
r=1,2,...,n,y f(j) =0 para toda j € (I — K).

Es facil demostrar que @,.; M; es un submodulo de [],.; M;. En el caso
donde I es finito tenemos que [[,.; M; = @,.; M;, escribiremos a los ele-
mentos de @,.; M; con la notaciéon usual, es decir, si I tiene n elementos,
entonces

B M= {(w1,25, . w0) |25 € Miyi = 1,2, n}.
=1

Definicién 1.4.3. Sea j € I. La inclusién natural de }; en el producto
directo [[,.; M; es la funcion 1;: M; — [],.; M; definida por la correspon-
dencia

iel iel
x sik=yj,

”EHZJ'(”:)U‘“):{ 0 sik#j.

La proyecciéon natural del producto directo [],.; M; en M; es la funciéon
P [[,e; Mi — M; definida por p;(f) = f(J).

En ambas definiciones podemos sustituir la suma directa @,_; M; en lu-
gar del producto directo [],., M;. Se cumple que la inclusién natural es un
monomorfismo y la proyeccion natural es un epimorfismo, ademas la compo-
sicion pj; o l; = Idyy;-

Teorema 1.4.4 (Propiedad universal de la suma directa). Sean M, M,
My, ... . M, A-modulos. Si 1, o, ..., 0, son homomorfismos de A-modulos
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tales que p;: M; — M para i = 1,2,...,n, entonces existe un unico homo-
morfismo ®: @, M; — M tal que el diagrama

M
b
®
l.
M; —= @, M;
conmuta para j =1,2,...,n.

Demostracion. Sea ®: @) | M; — M la funcion definida por

O(xy,w9,...,0,) = Z 0i(x;).
i=1

Como cada ; es un un homomorfismo de A-moédulos, entonces @ es un
un homomorfismo de A-modulos.

Seaj e {1,2,...,n}yseax € M;. Tenemos que [;(z) = (0,0,...,2,...,0),
donde x aparece en la j-ésima componente y en todas las demas componentes
tenemos cero. Por la definicion de @ tenemos que

Dolz) = @(lx))
= 9(0,0,...,z,...,0)
= 3 6u0) + oy (a).

i#]
Como cada ¢; es un un homomorfismo, entonces ;(0) = 0, por lo tanto
Poli(r) =p;(z). Asi Dol = ;.
Supongamos que ®: @7 , M; — M es un un homomorfismo de A-
modulos tal que @ ol; = ¢; para j = 1,2,...,n. Sea (x1,%2,...,%,) €
), M;. Entonces

(I),(l'l, To, ... ,[L’n) = (I),( Z lz(l'l))
=1
= Y @ oli(x)
i=1

= Z wi(xi)

= (I)(xbm% s 7xn)'
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Asi @ es tinico. W

La propiedad universal de la suma directa se puede generalizar a cualquier
familia {p;: M; — M };e; de homomorfismos de A-modulos. En general, esta
propiedad no es valida si sustituimos el producto directo en lugar de la suma
directa.

Proposicién 1.4.5. En el teorema anterior, si @; es un epimorfismo para
alguna j € {1,2,...,n}, entonces ® es un epimorfismo.

Demostracion. Sea y € M. Como ¢; es un epimorfismo, existe un x € M; tal
que p;(z) = y, se sigue que ®(l;(x)) = ® o l;(x) = pj(z) = y. Asi P es un
epimorfismo. l

Teorema 1.4.6 (Propiedad universal del producto directo). Sean M, My,
My, ..., M, A-modulos. Si i, Vs, ..., 1, son homomorfismos de A-mddulos
tales que v;: M — M; para i = 1,2,...,n, entonces existe un unico homo-
morfismo V: M — [[;_, M; tal que el diagrama

X

n pj
[Ti= M —— M;
conmuta para 7 =1,2,... n.

Demostracion. Sea W: M — [, M; la funcion definida por

CD(J]) - (¢1($)7 ¢2($)v e aqu)n(x))

Como cada 1; es un un homomorfismo de A-moédulos, entonces ¥ es un
un homomorfismo de A-modulos.

Seax € M. Entonces pjo¥(z) = p; (¥ (z)) = p;(¢1(x),v2(2), ..., ¢n(z)) =
Supongamos que U': M — [, M; es un un homomorfismo de A-médulos
tal que p; o W' =1); para j =1,2,...,n. Sea x € M. Entonces

V(z) = (pi(¥'(2)), p2(¥'(2)), - .., pa(¥'(2)))
= (proV'(z),pro V' (x),...,ppo¥'(z))
= (
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Asi U es tnico. B

La propiedad universal del producto directo se puede generalizar a cual-
quier familia {¢;: M — M;};c; de homomorfismos de A-modulos. En gene-
ral, esta propiedad no es vélida si sustituimos la suma directa en lugar del
producto directo.

Proposicién 1.4.7. En el teorema anterior, si 1; es un monomorfismo para
alguna 7 € {1,2,...,n}, entonces U es un monomorfismo.

Demostracion. Sean x1,xo € M. Si VU(x1) = ¥(z,), entonces ¢;(x1) = p; o
U(xq) = pj o U(xy) = 1;(22), luego como 1; es un monomorfismo tenemos
que ;1 = To. Asi ¥ es un monomorfismo. Wl

1.5. Generadores de médulos, bases y modulos
libres

Sea M un A-moédulo. Una combinacién lineal de los elementos xq,
Zo,...,T, de M es una suma de la forma

n
E 0T = 01T + Qo + -+ + ATy,
=1

donde los coeficientes o, aa, ..., a, son elementos del anillo A.

Definiciéon 1.5.1. Sea M un A-modulo y sea X cualquier subconjunto de M.
El submédulo generado por X, denotado por < X >, es el conjunto de
todas las combinaciones lineales finitas de los elementos de X con coeficientes
en A. Si X = (), por convencion tenemos que < X >= {0}.

Si N es un submoédulo de M tal que N =< X > para algin subconjunto
X de M, entonces decimos que X es un conjunto de generadores para N
y que N es generado por X.

Decimos que un submoédulo N de M es finitamente generado si es
generado por algin subconjunto finito de M.

Estamos considerando anillos con elemento unitario 1, por lo tanto para
cada subconjunto X de M tenemos que X C< X >. Es facil demostrar
que < X > es efectivamente un submoédulo de M, ademés < X > es el
submo6dulo de M més pequeno que contiene a X, en el sentido de que si
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N es un submodulo de M que contiene a X, entonces < X >C N. Cada
submoédulo N de M tiene un conjunto de generadores ya que N =< N >,
sin embargo podria existir mas de un conjunto de generadores para V.

Una manera méas general de representar los elementos de un A-modulo
M generado por un conjunto X es mediante sumas formales.

Una suma formal de los elementos de X con coeficientes en el anillo A,
es una expresion de la forma

Z T,

zeX

donde la suma corre sobre todos los x € X, los coeficientes estan en el anillo
A 'y casi todos son cero. Cada suma formal representa una combinacion lineal
finita de elementos de X con coeficientes en A.

Definicién 1.5.2. Sea L un A-mddulo y sea X un subconjunto de L. Decimos
que L es libre sobre X y que X es una base para L si para toda x € L,

x # 0, existen tnicos xy, To,...,x, € X y Gnicos ay, ag,...,a, € A, a; #0
para ¢ = 1,2,...,n, tales que * = oyz; + asws + - - - + @, T,, para alguna
nezt.

Definicién 1.5.3. Si L es un Z-modulo libre sobre un conjunto X, entonces
decimos que L es un grupo abeliano libre sobre X.

Notemos que si X es una base para un A-modulo libre L, entonces 0 ¢ X,
L =< X >, y los elementos de X son linealmente independientes, es decir,
sl 1, Ty ..., xn € Xy > i oyw; = 0, entonces oy =0 para i =1,2,...,n.

Sea A un anillo con elemento unitario 1. Si B es un subanillo de A tal que
1 € B, entonces A tiene estructura de B-modulo tomando la multiplicacion
escalar como la multiplicaciéon en el anillo. En particular A es un A-mo6dulo.

Dado cualquier conjunto no vacio I tenemos la familia de A-mddulos
{A;}ier, donde A; = A para toda j € I. Un elemento f € €,.; A; es una
funcion f: I — A tal que f(j) = 0 para casi toda j € I.

Para cada j € I tenemos la inclusion natural [;: A — @,.; A; definida
por la correspondencia

el

erryi = { 5 427

Notemos que [;(a) = al;(1) para toda a € A.
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Sea f € @, Ai, f # 0. Por la definicion de suma directa existe un
tinico conjunto no vacio y finito K = {ky, ks, ... k,} tal que f(k.) # 0 para
r=1,2,...,ny f(k) =0 para toda k € (I — K), entonces

fo=> (fk)

= ) f(k)l (D).

i u ribir como un mbinacion lin ni men

Asi f se puede escribir como una combinacién lineal finita de elementos de
{l;(1)};er con coeficientes distintos de cero en el anillo A, y ademés esta
combinacion lineal es tnica.

Llamemosle e; a la funcién [;(1), entonces el conjunto {e; };c; es una base
para €D, ., A;, a esta se le conoce como la base canénica. Asi la suma directa
de la familia {A,;};c; es un A-médulo libre.

(BKIS]

Proposicion 1.5.4. Dado cualquier conjunto X, existe un A-mddulo libre
F(X) que tiene como base a X.

Demostracion. Si X = () definimos F(X) = {0}.

Sea X distinto del vacio. Sabemos que @,.y A; es un A-modulo libre
sobre {e;}icx. Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto X y
el conjunto {e;};cx en la que identificamos cada elemento z € X con el
elemento e, € {e;}icx.

Cada elemento distinto de cero de @, .y A; se puede representar como
una combinacion lineal finita de elementos de {e;};cx con coeficientes en el
anillo A; F'(X) es el A-mo6dulo que se obtiene al sustituir el simbolo x en lugar
del simbolo e, en cada una de estas combinaciones lineales. Como {e; };cx es
una base para @,y A;, entonces X es una base para F'(X). B

Proposiciéon 1.5.5 (Extension por linealidad). Sea M un A-mddulo. Si
f: I — M es cualquier funcion, entonces existe un unico homomorfismo
de A-mddulos ©: @, ; A; — M tal que el diagrama

Ll

[ == @ier A

iel

conmuta, donde g: I — @,.; A; es la funcion definida por g(j) = e;.
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Demostracion. Para cada j € I tenemos la funcion ¢;: A — M definida por
pila) = af(j).

Cada ¢; es un homomorfismo de A-moédulos ya que para todos o, 5, A € A
se tiene que

pijla+B) = (a+B)f(J) = af(j) + Bf(J) = ¢i(a) + v;(B),
pi(da) = (Aa)f(j) = Maf(j) = rp;().

Tenemos que {¢;: A — M },c; es una familia de A-moédulos, por la propiedad

universal de la suma directa existe un tinico homomorfismo ®: @, ., A, = M
tal que ® ol; = ¢, para toda i € I. Sea j € I. Entonces

®og(j) = 2(9(j) = Ple;) = 2(l5(1)) = Pol;(1) = ¢;(1) = f(j).
Asidog=f.
Supongamos que ®': @, ; A; — M es un homomorfismo de A-moédulos
tal que ® o g = f. Sea e; € {e;}icr. Entonces

P'(ej) = P og(j) = f(j) = Log(j) = (e;).

Como ® y @' son iguales para cada elemento de la base, entonces & = .
Asi ¢ es tnica. B

Proposiciéon 1.5.6. Sea M un A-mddulo. St f: X — M es cualquier fun-
cion, entonces existe un tinico homomorfismo de A-mddulos ®: F(X) - M
tal que el diagrama

M
O
X% P(X)

conmuta, donde i es la inclusion.

Demostracion. Por la definicion de F(X), existe un isomorfismo natural
U: F(X) = @,cx Ai que manda cada elemento € X al elemento e, de
la base canonica de @,y A;. Por la proposicion existe un tdnico ho-
momorfismo de A-médulos ®': @, A; — M tal que &' o g = f, donde la
funcion g: X — @, A; esta definida por g(x) = e,. Notemos que g = Wo1
y consideremos el siguiente diagrama:
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Sea @ = ¢’ o U. Entonces Poi = (P oW)oi=>P og = f, y ademas P es
tnico ya que @’ es tnico. W

Observacion 1.5.7. En la proposicion anterior ®: F(X) — M esta definido

por
() apr) =) auf(x),

zeX rzeX
por lo tanto Im® =< f(X) >.

Proposicion 1.5.8. Todo A-madulo es cociente de un A-maodulo libre.

Demostracion. Sea M un A-modulo y sea X cualquier subconjunto de M tal
que M =< X >.

Tenemos que la inclusion 7: X — M se extiende por linealidad a un
homomorfismo de A-médulos ®: F(X) — M, ademéas ® es un epimorfismo
ya que Im® =< i(X) >=< X >= M, luego por el primer teorema de
isomorfismo tenemos que M = F(X)/Ker®. B

1.6. Sucesiones de modulos y diagramas

Ahora vamos a considerar sucesiones de la forma

My 20 v,

Miy——-,

donde {M;}icz es una sucesion de A-modulos y {f;: M; — M;_1}icz es una
sucesion de homomorfismos de A-moddulos.

Definicién 1.6.1. Decimos que la sucesiéon

fit1 fi

=My ——M;——M;  —— -

es exacta en M; si Ker f; = Im f;.1. Decimos que la sucesién es exacta, si
es exacta en cada M;, ¢ € Z.

Notemos que en una sucesion exacta f; o f;11 = 0 para toda i € Z.
Proposicién 1.6.2. Sea

fi fi—
My === M;_5

fito fir1
Mo = M — {0}

una sucesion exacta en la que M; es trivial para alguna i € 7. Enlonces
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1. fi_1 es un monomorfismo.
2. firo es un epimorfismo.

Demostracion. Tenemos que f;11 y f; son homomorfismos triviales. Como la
sucesion es exacta, entonces Ker f; 1 = Im f; = {0}y firo(M;yo) = Im fi 0 =
Ker fi 1 = M;,1. Asi f;_1 es un monomorfismo y f;, o es un epimorfismo. ll

Definicién 1.6.3. Sean M, My, Ny, Ny A-modulos v sean fi, g1, h1 v ho
homomorfismos de A-modulos. Decimos que el diagrama

M1L>Mo

b

N, 2~ N,
conmuta si hgo f; = g; o hy.

Lema 1.6.4 (Lema del cinco). Supongamos que el diagrama

fb b b

N4 94 N3 g3 ]\[2 g2 Nl g1 NO

es conmutativo y que los renglones son sucesiones exactas. St hy, hs, hi, hg
son isomorfismos, entonces ho también es un isomorfismo.

Demostracion. Vamos a demostrar que hs es un monomorfismo. Supongamos
que x € Ker hy, es decir, que hy(z) = 0. Como el diagrama es conmutativo
tenemos que (hyo fo)(x) = (g20h2)(z) = g2(0) = 0, pero hy es un isomorfismo
lo que implica que fy(x) = 0 y por lo tanto x € Ker fy. Como el primer
renglon es exacto tenemos que x € Im f3 = Ker f5 lo que implica que existe
y € Mj tal que f3(y) = x. Como el diagrama es conmutativo tenemos que
(93 © h3)(y) = (h2 o f3)(y) = ha(x) = 0, lo que implica que hs(y) € Ker gs.
Como el segundo renglon es exacto tenemos que hg(y) € Im g4 = Ker g3, por
lo tanto existe z € Ny tal que g4(2) = h3(y). Como hy es un isomorfismo
existe w € My tal que hy(w) = z. Como el diagrama conmuta se sigue que
(hz o f1)(w) = (g4 © hy)(w) = g4(z) = hs(y), pero hs es un isomorfismo, lo
que implica que f;(w) = y; si aplicamos f3 a la igualdad anterior obtenemos
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que f3(y) = (f3 o f1)(w) = 0, pero anteriormente tenifjamos que f3(y) = z,
luego x = 0 y por lo tanto Ker hy = {0}. Asi hy es un monomorfismo.

Ahora vamos a demostrar que hy es un epimorfismo. Supongamos que
y € Ny. Como hy es un isomorfismo existe z € M; tal que hy(z) = g2(y).
Como el diagrama es conmutativo tenemos que (hg o f1)(2) = (g1 0 h1)(2) =
(g1092)(y) = 0, pero hy es un isomorfismo, por lo que f;(z) = 0y por lo tanto
z € Ker f;. Como el primer renglon es exacto tenemos que z € Im fo = Ker fy,
lo que implica que existe w € M, tal que fo(w) = z. Como el diagrama es
conmutativo tenemos que (gs o ha)(w) = (hy o fo)(w) = hi(z) = g2(y), por lo
que gs (hg(w) — y) = 0 y por lo tanto hy(w) — y € Ker go. Como el segundo
renglon es exacto tenemos que hy(w) —y € Imgs = Ker go, lo que implica
que existe t € N3 tal que g3(t) = he(w) — y. Como hg es un isomorfismo
existe s € Mj tal que hs(s) = t. Como el diagrama es conmutativo tenemos
que (hy o f3)(s) = (g3 0 hs)(s) = gs(t) = ha(w) — y, lo que implica que
hs (w — fg(S)) = y. Asi hy es un epimorfismo. Se concluye que hy es un
isomorfismo. l

Definicién 1.6.5. A una sucesion finita y exacta de la forma

f

0 M, M —2= M, 0

le llamaremos sucesidén exacta corta. Los ceros que aparecen al comienzo
y al final de la sucesion son el A-modulo trivial.

Proposicién 1.6.6. Sea

0 M,
una sucesion exacta corta. Entonces
1. f es un monomorfismo.
2. g es un epimorfismo.
3. Existe un submddulo N de M tal que N = My y M/N = M.

Demostracion. 1y 2 son consecuencia de la proposicion [I.6.2]

3.Sea N =Im f. Como f es un monomorfismo, entonces N = M;. Como
la sucesion es exacta, entonces N = Im f = Ker g. Como g es un epimorfismo
tenemos que Im g = My, luego por el primer teorema de isomorfismo M /N =
My. B
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Proposicion 1.6.7. Sean M, y My A-mddulos. Entonces las sucesiones

OﬁMlL'Ml@MQLMQﬁO,

0—>M2l—2>M1®M2LM1—>0

son exactas cortas, donde l; es la inclusion natural y p; es la proyeccion
natural, para i =1, 2.

Demostracion. Por la definicién de la inclusién natural y de la proyeccion
natural tenemos que Iml; = M; @P{0} = Kerpy, y Imly = {0} P M, =
Kerp;. B

Lema 1.6.8 (Lema del tres). Supongamos que el diagrama

0 My L vy L 0

o

0 Ny -2+ Ny -2~ N, 0

es conmutativo y que los renglones son sucestones exactas cortas. Si dos de los
tres homomorfismos ha, hi1, hg son isomorfismos, entonces el tercero también
es un isomorfismo.

Demostracion. Podemos completar el diagrama de la siguiente manera:

0
0
Supongamos que dos de los tres homomorfismos hs, hy, hg son isomorfis-

mos, luego por el lema del cinco tenemos que el tercero también es un
isomorfismo. W

M, — M,

R

OSO=——0O

Definicién 1.6.9. Decimos que una sucesion exacta corta

/

0 M, M —2= M, 0

se escinde si existe un homomorfismo de A-moédulos ¢': My, — M tal que
gog = Idu,.
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Teorema 1.6.10. Sea

0 M,y
una sucesion exacta corta. Entonces son equivalentes

1. La sucesion se escinde.

2. Existe un homomorfismo de A-mddulos f': M — M tal que f'o f =
Idyy, .

3. FEziste un isomorfismo A: M — M, @ Ms tal que el siguiente diagrama
es conmutativo:

0 M, M—2 M, 0

ol

0—>Mll—1>M1®M2ﬁ>MQ—>O

Demostracion. (1 = 2) Supongamos que la sucesion se escinde, es decir,
que existe un homomorfismo ¢': My — M tal que g o ¢ = Idy,. Vamos a
demostrar el inciso 2. Tenemos los homomorfismos f: My — M y ¢': My —
M. Por la propiedad universal de la suma directa, existe un homomorfismo
O: My P My — M tal que Poly = fy Poly =g, por lo tanto el primer
cuadro del diagrama

O—>Mll—1>M1®M2£>M2—>O

bl

0— M —L M — % M,— 0

conmuta. Sea (z,y) € M1 @ Ms. Como go f =0y gog = Idy,, entonces
go®(z,y) = g(f(x) +g'(y)) = go flx) +gog(y) =y = palx,y). Asi
go® = po, lo que implica que el diagrama anterior es conmutativo, luego por
el lema del tres tenemos que ® es un isomorfismo. Sea f’ = p; o d71L,
entonces f'o f = (pio® o (®oly)=p ol = Idy,.

(2 = 3) Ahora supongamos que existe un homomorfismo f': M — M, tal
que f'of = Idy;,. Vamos a demostrar el inciso 3. Tenemos los homomorfismos
f'eM — Myy g: M — M,. Por la propiedad universal del producto directo,
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existe un homomorfismo W: M — M; @ M, tal que pjoW¥ = f'y ppo¥ = g,
por lo tanto el segundo cuadro del diagrama

0— M, —L M — % My—— 0

ol

O—>M1l—1>M1®M2£>M2—>O

conmuta. Sea z € M;. Como f'o f=1Idy, vy go f =0, entonces ¥ o f(x) =
(F(F()),9(f@)) = (F' 0 f(2), g0 F(x)) = (2,0) = L(x). Ast Wo f =iy, lo
que implica que el diagrama anterior es conmutativo, luego por el lema del
tres 1.6.8 tenemos que ¥ es un isomorfismo.

(3 = 1) Por tltimo supongamos que existe un isomorfismo A: M —
M, € M, tal que el diagrama del inciso 3 es conmutativo. Vamos a demostrar
el inciso 1. Como el diagrama es conmutativo tenemos que Ao f =1y g =
p20A. Sea g = A~lol,, entonces gog' = (pyoA)o(A~toly) = pyoly = Idyy,.
|

1.7. Mobdulos proyectivos

Definicién 1.7.1. Sea P un A-mo6dulo. Decimos que P es proyectivo si para
todo homomorfismo de A-moédulos f: P — N, y para todo epimorfismo de
A-modulos ¢: N — N, existe un homomorfismo de A-médulos h: P — N
tal que el diagrama
7/
n Lf

£y
N —— N,
conmuta.

Proposicion 1.7.2. Sea { P;}ic; una familia de A-mddulos. Entonces @,.; Pi
es proyectivo si y solo si, P; es proyectivo para toda j € I.

Demostracion. Supongamos que &,.; P; es proyectivo. Sea j € I. Vamos
a demostrar que P; es proyectivo. Sean f: P; — Ny, ©»: N — Ny homo-
morfismos de A-modulos tal que ) es un epimorfismo. Tenemos que f o
pj: @,cr B — Nz es un homomorfismo de A-médulos, donde p; es la proyec-

cion natural. Como @ie ; Pi es proyectivo, entonces existe un homomorfismo
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h: @,c; Pi — N tal que poh = fop;. Sea h; = hol;, donde I; es la inclusion
natural, entonces o h; =1 o (holj) = (fop;)ol; = f. Asi P; es proyectivo
para toda j € I.

Ahora supongamos que P; es proyectivo para toda j € I. Vamos a de-
mostrar que ,.; P; es proyectivo. Sean f: @,.; P, — Na, v: N — N,
homomorfismos de A-modulos tal que v es un epimorfismo. Sea k € 1.
Tenemos que f ol,: P, — Ny es un homomorfismo de A-moédulos, donde
[ es la inclusion natural. Como P, es proyectivo, existe un homomorfismo
hy : P, — N tal que ¥ o hy = f ol,. Como k es arbitraria, entonces tene-
mos una familia de homomorfismos de A-moédulos {h;: P, — N},e; con la
propiedad ¢ o hj = f ol; para toda j € I. Por la propiedad universal de la
suma directa existe un homomorfismo h: @@,.; P; — N tal que hol; = h;
para toda j € I, entonces () oh)ol; = oh; = fol; para toda j € I. Sea
w € @,.; Pi. Entonces

Yoh(lw) = o h(Z ll(w(z)))
iel
= Y tohol(w(i))
iel
I LI0)
iel
= SO L))
iel
= f(w).
Asipoh=f. 1
Proposicion 1.7.3. Si L es un A-mdédulo libre, entonces L es proyectivo.

Demostracion. Como L es libre, entonces L tiene una base X. Se cumple que
L =@, A, por lo tanto basta con demostrar que €, A; es proyectivo;
por la proposiciéon tenemos que @), A; es proyectivo si y solo si, A; es
proyectivo para toda j € X. Como A; = A para toda j € X, entonces s6lo
tenemos que demostrar que A es un A-médulo proyectivo.

Sean f: A — Ny, ¢v: N — N, homomorfismos de A-mddulos tal que v
es un epimorfismo. Entonces existe z € ¢! ({f(1)}). La funcién h: A — N
definida por h(a) = @z es un homomorfismo de A-mé6dulos y ademas poh = f
ya que si « € A, entonces ¥ o h(a) = P(az) = ap(z) = af(1) = f(a). Asi A
es un A-modulo proyectivo.
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1.8. Producto tensorial

Hasta ahora solo hemos estudiado A-modulos izquierdos, sin embargo
también existen A-modulos derechos.

Definicién 1.8.1. Un A-médulo derecho es un grupo conmutativo M
junto con una multiplicacion escalar p: M x A — M (escribiremos T en
lugar de u(x, a)), la cual satisface cuatro axiomas que son analogos a los de
la definicion 1.1.1.

Definicion 1.8.2. Sean A, A’ anillos con elemento unitario (no necesaria-
mente conmutativos). Un (A, A’)-bimo6dulo es un grupo conmutativo M tal
que:

I. M es un A-médulo izquierdo.
II. M es un A’-moédulo derecho.
ITII. Paratodaz € M, a € A,y A\ € A’ se tiene que (az)\ = a(zN).

En ocasiones es necesario especificar si un A-modulo es izquierdo o derecho,
por lo tanto usaremos la siguiente notacion: si M es un A-modulo izquierdo
lo denotamos por M, si es un A-modulo derecho lo denotamos por M, si
es un (A, A’)-bimodulo lo denotamos por , My:.

Definicién 1.8.3. Sean My y 4N modulos, y sea U un grupo conmutativo.
Decimos que una funcion f: M x N — U es A-biaditiva si para todos
x, ' € M, y,y € N, o € A se tiene que

L flz+2'y) = f(z,y) + f(2,y).
IL f(z,y+y) = flz,y) + flx, ).
I f(za,y) = f(z,ay).

Definicién 1.8.4. Sean M, y o N modulos. El producto tensorial de M
y N sobre A, es un grupo conmutativo, denotado por M @), N, junto con
una funciéon A-biaditiva k: M x N — M @, N que satisface la siguiente
propiedad:
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Para toda funcién A-biaditiva f: M x N — U, existe un tinico homomor-
fismo de grupos ®: M @, N — U tal que el diagrama

MxN—"-MQ, N

|
| ®
\v

U

conmuta.

Se puede demostrar que si (M Q, N, x) y (T,x") son dos productos ten-
soriales de M y N sobre A, entonces existe un isomorfismo ¢: M @, N — T
tal que p o k = k' (ver [11 proposicion 2.44]).

Proposicion 1.8.5. Sean My y s N mddulos. Entonces existe el producto
tensorial de M y N sobre A.

Demostracion. Sea F(M x N) el grupo abeliano libre con base M x N. El
subgrupo de F(M x N) generado por todos los elementos de la forma

L. (I +$/,y) - (Jf,y) - (l’/,y)7
2. (x,y + y/) - (l’,y) - (x,y'),

3. (l’O{7y) - (:E,Ozy),

lo vamos a denotar por K.

El producto tensorial de M y N sobre A es el grupo cociente F'(M x N)/K
junto con la funcién A-biaditiva k: M x N — F(M x N)/K definida por
Kz, y) = (z,y) + K.

Sea f: M x N — U una funciéon A-biaditiva. Por la proposicion f
se extiende por linealidad a un homomorfismo de grupos ®: F(M x N) — U
definido por ®(x,y) = f(z,y). Como f es A-biaditiva, entonces ®(K) =
{0}, luego por el teorema 1.3.3 tenemos que ® induce un homomorfismo
®,: F(M x N)/K — U definido por ®,((z,y) + K) = ®(z,y) = f(z,y), lo
que implica que ®, 0ok = f. Como F(M x N)/K es generado por todos los
elementos de la forma (z,y) + K, entonces @, es el tinico homomorfismo que
satisface que ¢, ok = f. H

El grupo F(M x N)/K lo vamos a denotar por M ), N. La clase lateral
(z,y) + K la vamos a denotar por x ® y. Asi el producto tensorial de M y N
sobre A es el grupo conmutativo M ), N generado por todos los elementos
de la forma z ® y con las relaciones
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L. (z4+2)@y=2y+2 Qy,
2. 7@ (y+y)=ry+r®Y,
3. (za) @y =1z ® (ay),

junto con una funciéon A-biaditiva k: M x N — M@, N definida por
K(z,y) =1 ®y.

Por las relaciones 1, 2, y 3 tenemos que 2@ 0=00y =0y m(z ® y) =
(mz)®y = x®(my) para toda m € Z, por lo tanto los elementos de M @, N
son sumas finitas de la forma ), z; ® y;.

Definiciéon 1.8.6. Sean My y Ny modulos. Decimos que una funciéon f: M —
N es un homomorfismo de A-mddulos derechos si para todos x,y € M
y para toda a € A se cumple lo siguiente:

L flx+y) = flz) + fy)
II. f(za) = f(x)a.

Definicién 1.8.7. Sean s My y o Ny modulos. Decimos que una funciéon
f: M — N es un homomorfismo de (A, A’)-bimédulos si f es un homo-
morfismo de A-mo6dulos izquierdos y f es un homomorfismo de A’-mo6dulos
derechos.

Proposicién 1.8.8. Sean My, M}, pnN, s N' modulos. Si f: M — M’ es un
homomorfismo de A-mddulos derechos, g: N — N’ es un homomorfismo de
A-mdédulos izquierdos, (M @, N, k) es el producto tensorial de M y N sobre
A,y (M'Q, N, k') es el producto tensorial de M' y N’ sobre A, entonces
existe un unico homomorfismo de grupos f @ g: M @, N — M' @, N’ tal
que el diagrama
MxN—"—-MQ,N
|

fxg I f®g
) ¥
M x N "o M'®, N’
conmuta, donde f x g es la funcion definida por f x g(z,y) = (f(z),9(y)).

Demostracion. Es facil demostrar que la funcion £’ o (f x g) es A-biaditiva.
Por la definicion del producto tensorial existe un inico homomorfismo
JRg M@, N—- M@, N tal que (f®g)or=ro(fxg). R
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Observacién 1.8.9.
1. El homomorfismo f ® g esta definido por f ® g(z ® y) = f(z) ® g(y).
2. Tdy @ Idy = Idy g, v

3. (ff@g)o(f®g)=(fof)®(g og), siempre que la composicion esté
bien definida.

Definicién 1.8.10. Sean 4 M, y 4N moédulos. El grupo conmutativo M @), N
junto con la multiplicacion escalar p1: A'x M @, N — M Q) , N definida por
w2 @) = > (M) ®y; forman un A’-modulo izquierdo.

Proposicion 1.8.11. Sean , My, p My, aN, 4 N' modulos. Si f: M — M’
es un homomorfismo de (A', A)-bimddulos y g: N — N’ es un homomorfismo
de A-mddulos izquierdos, entonces el homomorfismo f ® g es un homomor-
fismo de A’'-mddulos izquierdos.

Demostracion. Por la proposicion tenemos que f ® g es un homomor-
fismo de grupos. Sean x ® y € M @, N, A € A’. Entonces

feogMeey) = fog((r)ey)
f(Az) ® g(y)

= (M) @9(y)
= M/f(x)@9(y)
= Megzey) R

1.9. Homy(M,N)
Sean 4 M y 4N modulos, y sea
Homy (M, N) ={f: M — N| f es un homomorfismo de A-médulos}.

Si f,g € Homy(M, N) entonces la funcion (f + g): M — N definida por
(f+9)(x) = f(x)+g(x) es un homomorfismo de A-modulos ya que para todo
x € My para toda a € A, (f+ g)(az) = f(az) + glaz) = a(f(z) + g(z)) =
a(f + g)(x). Con esta operacion Homy (M, N) forma un grupo conmutati-
vo. El elemento neutro es el homomorfismo trivial. Si f € Homy (M, N),
entonces la funcion (—f): M — N definida por (—f)(z) = (—1)f(x) es un
homomorfismo de A-modulos y es el inverso de f.
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Sea M cualquier modulo. Si p: N — N’ es un homomorfismo de A-
modulos izquierdos, entonces ¢ induce un homomorfismo de grupos

¢«: Homy (M, N) — Homy (M, N')

definido por p.(f) = po f.
Observacion 1.9.1.
1. (Idn)s = Iduom, (m,N)-
2. (Y o). =1, 0, siempre que la composicion esté bien definida.

Sea AN cualquier médulo. Si v: M’ — M es un homomorfismo de A-
modulos izquierdos, entonces ¢ induce un homomorfismo de grupos

*: Homy (M, N) — Homy (M', N
(G

definido por ¥*(f) = f o).
Observacion 1.9.2.
L. (Ida)* = Iduom, (m,N)-
2. (o) =p*orh* siempre que la composicion esté bien definida.

Ahora supongamos que pMys, 4N son modulos. Sean f € Homy (M, N),
A € A’ La funcion (Af): M — N definida por (Af)(z) = f(zA) es un
homomorfismo de A-modulos izquierdos ya que para todos z,y € M y para
toda a € A se tiene que

AN +y) = f((@+y)A) = fl@X) + fyA) = Af) (@) + (A f) (),
(Af)(ax) = f((az)X) = f(a(zX) = af(z)) = a(Af)(z).

Definicién 1.9.3. Sean , M/, , N mddulos. El grupo conmutativo Homy (M, N)
junto con la multiplicacion escalar p: A’ x Homy (M, N) — Homy (M, N) de-
finida por p(, f) = (Af) forman un A’-modulo izquierdo.

Proposicion 1.9.4. Sean ysMy:, pN, o N' mddulos. Si o: N — N’ es un
homomorfismo de A-maodulos izquierdos, entonces el homomorfismo induci-
do p.: Homy (M, N) — Homy (M, N') es un homomorfismo de A'-mdédulos
12quierdos.
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Demostracion. Tenemos que ¢, es un homomorfismo de grupos. Sean x € M,
A € A, Entonces g o (Af)(z) = o(f(z))) = po f(zX) = Apo f)(z), lo que
implica que ¢.(\f) = ¢ o (Af) = A(@ o f) = A.(f). B

Tenemos otro caso interesante. Supongamos que g, M, 4Ny son moédulos.
Sean f € Homuy(M,N), A € A’. La funcién (fA\): M — N definida por
(fA)(x) = f(z)A es un homomorfismo de A-moédulos izquierdos ya que para
todos x,y € M y para toda a € A se tiene que

(A +y) = flz+y)d = F@)A+ [y = (N (@) + (FA(©),

(fA)(az) = flax)d = (af(2))A = a(f(2)A) = a(fA)(@).

Definicién 1.9.5. Sean , M, 4, Ny médulos. El grupo conmutativo Homy (M, N)
junto con la multiplicacion escalar p: Homy (M, N) x A" — Homy (M, N) de-
finida por p(, f) = (fA) forman un A’-médulo derecho.

Proposicion 1.9.6. Sean ,M, yM, yNy mddulos. Si : M — M es un
homomorfismo de A-maodulos izquierdos, entonces el homomorfismo induci-
do ¢¥*: Homy (M, N) — Homy(M’, N) es un homomorfismo de A-mddulos
derechos.

Demostracion. Tenemos que ¢* es un homomorfismo de grupos. Sean x € M,
A € A’ Entonces (fA) o v(z) = (fA)(e(2)) = F(¥(2)A = (f 0 ¥)(@)A =
((f o)) (@), 1o que implica que * (fA) = (fA) o) = (f o)X = ¢*(f)A. W

Finalizamos esta seccion enunciando un teorema que utilizaremos en el
capitulo 4.

Teorema 1.9.7. Sean \ M, 5Ny, o P mddulos. Entonces existe un isomor-
fismo de grupos

¥: Homu (N @, M, P) — Hom, (M, Homy (N, P))

definido de la siguiente manera: Si f: N@Q, M — P es un homomorfismo
de A’'-mddulos, entonces la funcion

\I/(f) M — I’IOI’HA/(]V7 P)
(\Il(f)(a:):N — P )

y — fly®w)

es un homomorfismo de A-maddulos.

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en [11, teoremas 2.75 y

2.76]. @



Capitulo 2

Algebra homolégica

Este capitulo comienza con una breve introducciéon de categorias y fun-
tores; despues daremos un repaso a la teoria de algebra homologica; y por
altimo estudiaremos el algebra homologica relativa de Hochschild [7].

El objetivo de este capitulo es definir dos funtores relativos a la pareja
(A,B), donde A es un anillo y B es un subanillo de A; estos funtores son
denotados por Tor'®B) y Ext*B),

n n

2.1. Categorias y funtores

Definicién 2.1.1. Una categoria C se compone de:

L. Una clase de objetos, denotada por Obj,.

IT. Para cada pareja ordenada (A, B), donde A y B son objetos de C,
existe un conjunto Mor, (A, B); los elementos de Mor, (A, B) se llaman
morfismos de A en B.

ITI. Para cada terna ordenada (A, B,C), donde A, B,C son objetos de C,
existe un producto o composiciéon

Mor, (A, B) x Mor,(B,C) — Mor, (A, C).

Un morfismo f € Mor, (A, B) es donotado por f: A — B o bien por A EN B;
diremos que A es el dominio de f y B el codominio. Si f € Mor,(A, B) y
g € Mor,(B,C'), entonces el producto o composicion de f y g lo denotamos

por gf o bien por go f.

29
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Una categoria C esta sujeta a los siguientes axiomas:

(a) Si Mor,(A, B)(Mor,(C,D) # 0, entonces A=C'y B =D.

(b) Para todo objeto A de C existe un morfismo identidad Ids: A — A tal

que para todo morfismo f: A — B y para todo morfismo g: C' — A se
tiene que foldy = fy Idpsog=g.

(c¢) La composicion es asociativa, es decir, si f: A — B, g: B — C,y

h: C'— D son morfismos, entonces f o (goh) = (fog)oh.

Definiciéon 2.1.2. Sea C una categoria. Decimos que un morfismo f: A — B
de C es un isomorfismo si existe un morfismo g: B — A de C tal que
gof =1Idyy fog = Idg. Decimos que dos objetos A y B de C son
isomorfos y lo denotamos por A = B, si existe un isomorfismo entre ellos.

A continuacién daremos algunos ejemplos de las categorias mas comunes

en matematicas.

Ejemplo 2.1.3.

Conj. Sus objetos son conjuntos y sus morfismos son funciones.

Gr. Sus objetos son grupos y sus morfismos son homomorfismos de
grupos.

Ab. Sus objetos son grupos conmutativos y sus morfismos son homo-
morfismos de grupos.

An. Sus objetos son anillos y sus morfismos son homomorfismos de
anillos.

A Mod. Sus objetos son A-modulos izquierdos y sus morfismos son
homomorfismos de A-moédulos izquierdos.

Mody,. Sus objetos son A-moédulos derechos y sus morfismos son ho-
momorfismos de A-mddulos derechos.

Top. Sus objetos son espacios topolégicos y sus morfismos son funciones
continuas.
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Definicién 2.1.4. Sean C y D categorias. Un funtor covariante F': C — D
es una regla que asocia a cada objeto A de C, un objeto F(A) de D; a cada
morfismo f: A — B deC, un morfismo F(f): F(A) — F(B) de D; y satisface

los siguientes axiomas:
I. F(Ida) = Idpa.

II. F(go f) = F(g)o F(f).

Definicién 2.1.5. Un funtor contravariante F': C — D es una regla que
asocia a cada objeto A de C, un objeto F'(A) de D; a cada morfismo f: A — B

de C, un morfismo F(f): F(B) — F(A) de D; y satisface los siguientes
axiomas:

L F(Id) = Idpa.

II. F(go f)=F(f)o F(g).

A continuacién enunciaremos algunos de los funtores que construimos en
el capitulo anterior.

Ejemplo 2.1.6. Definimos el funtor covariante F': Conj — ,Mod de la
siguiente manera: si X es un conjunto, entonces F'(X) es el A-modulo libre
con base X;si f: X — Y esuna funcion, entonces f se extiende por linealidad
a un homomorfismo de A-modulos F(f): F(X) — F(Y).

Ejemplo 2.1.7. Funtores en el producto tensorial.
Sea M, cualquier modulo. El funtor covariante
M@, _: »Mod — Ab estéa definido por la correpondencia

N — M®,N,

_ , Idy@f: M, N — M@, N
(f: N—=N'") — ( x%y%x@f?{y))

Sea 4 N cualquier modulo. El funtor covariante
_®,N: Mody — Ab esta definido por la correpondencia

M +— M®,N,

. / feldy: M ,N — M, N
(f: M —- M) — ( x%y L f(x)<§§y )
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Ejemplo 2.1.8. Funtores en Homy (M, N).
Sea y M cualquier modulo. El funtor covariante
Homy (M, _):  Mod — Ab esta definido por la correpondencia

N +—— Homy(M,N),
. !
(0: N o N') —s ( @.: Homy(M,N) — Homu(M,N’) )
[ — pof
Sea N cualquier modulo. El funtor contravariante
Homyu(_, N): , Mod — Ab esta definido por la correpondencia
M +~—— Homy(M,N),
¢*: Homp(M,N) — Homy(M',N) )
M — M) — ’ ’
(v ) ( R
Definicién 2.1.9. Sea F': , Mod — Ab un funtor covariante. Decimos que
F' es exacto por la izquierda si para cada sucesion exacta de A-moddulos

f

g
0 M, M M,
se tiene que la sucesion inducida

F(g)

0—— F(My) ~0 Py 29 p(0y)

es exacta. Decimos que F' es exacto por la derecha si para cada sucesion
exacta de A-modulos

M,
se tiene que la sucesion inducida

FOM) YL oy 2L () ——0

es exacta.

Definicién 2.1.10. Sea F': 4 Mod — Ab un funtor contravariante. Decimos
que F' es exacto por la izquierda si para cada sucesién exacta

f

M, M —2~ M, 0

se tiene que la sucesion inducida

F(g)

0—— F(My) 2% piary 2V

—= F(M;)

es exacta.



33
Proposicién 2.1.11.
1. Los funtores covariantes M @, _y_Q, N son exactos por la derecha.
2. Fl funtor covariante Homy (M, ) es exacto por la izquierda.
3. El funtor contravariante Homy(_, N) es exacto por la izquierda.
Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en |11, teoremas 2.38,

2.40 y 2.63]. &

2.2. Complejos de cadenas y de cocadenas
Definiciéon 2.2.1. Un complejo de cadenas C sobre A es una familia de
A-modulos {C), } ez junto con una familia de homomorfismos de A-mddulos

{0n: C, = Cp_1}nez tal que 0, 0 0,11 = 0 para toda n € Z.

Escribiremos C' = {C,,, 9, }nez 0 bien

8n+1
Cn—l—l Cn On—l

para describir a un complejo de cadenas C'.
Los elementos de C, se llaman n-cadenas. Los homomorfismos 0,, se
llaman operadores frontera o diferenciales.

Definicion 2.2.2. Sean C = {C,,, O }nez y D = { Dy, 0., }nez complejos de
cadenas. Un morfismo de cadenas f: C' — D es una familia de homomor-
fismos de A-modulos {f,: C,, — D, }nez tal que el diagrama

On
Cn—l

Lfn{»l Lfn Lf’nl
o, ol
S Dn+1 = Dn Dn—l

8'n,«&»l
o > n+1 Cn

es conmutativo.
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Si f: C— Dyg: D — FE son morfismos de cadenas, entonces tenemos
el siguiente diagrama:

8n«&»l 871

A n+l_>cn_>0n—1_>"'

lfrrkl lfn Lfnl
o! !,

n+1
"ﬁDn—Hﬁ'DnﬁDn—lﬁ“”

Lgn+l Lgn lgnl
A 9,

o > n+1 > En > En—l >
Como 0,0 f, = fn100, vy O 0 g, = gn_1 0 0., entonces
a;i ° (gn o fn) =0gn—-10° 8711 o fn = (gnfl o fnfl) o 871

Definicién 2.2.3. La composiciéon de los morfismos de cadenas [y ¢
se define como la familia go f = {g,, o fn: Cp, = Ep}nez.

La coleccion de complejos de cadenas junto con sus morfismos de cadenas
y su composicion forman una categoria que se denota por CC, o por CC,,
o bien por CC,(,Mod). El morfismo identidad Idc: C — C' es la familia
{Ide, : C, = Cpl}lnez. La asociatividad en la composicion de morfismos de
cadenas se da de manera natural ya que la composicion de homomorfismos
de A-modulos es asociativa.

Sea C' = {C,,, O, } nez un complejo de cadenas. Decimos que C' es un com-
plejo de cadenas exacto si Im 09,1 = Ker 0, para toda n € Z. Decimos
que C' es un complejo de cadenas trivial si C,, = {0} para toda n € Z.
Decimos que C' es un complejo de cadenas positivo si C,, = {0} para
toda n < 0.

Sea M un A-mo6dulo. Una aumentacién para un complejo de cadenas
positivo C' es un epimorfismo e¢: Cy — M tal que eo 9; = 0.

Decimos que un morfismo de cadenas f = {f,},ez es un morfismo de
cadenas trivial si f,, = 0 para toda n € Z.

Definicién 2.2.4. Sean C' = {C,,0,} nez ¥ D = {D,, 0, }nez complejos
de cadenas. Decimos que D es un subcomplejo de C' si cada D, es un
submodulo de C,, y cada operador frontera 0/, en D es la restriccion del
operador frontera 0,, en C.
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Si D es un subcomplejo de C, entonces para cada n € Z tenemos un A-
modulo cociente C,,/D,,. Como 0, es la restriccion del operador frontera 0,
entonces 0, (D,) C D,,_1, luego por el teorema 1.3.3 tenemos que 0, induce
un homomorfismo 9,,: C,,/D,, — C,,_1/D,_; definido por

On(c+ Dy) = 0,(c) + Dy_y.
La composicion 0, o gnﬂ =0yaquesic+ D,1 € Cpi1/Dyi1, entonces

an o 5n+1<c + Dn+1) = gn (8n+1<c) + Dn)
= 871 o 8n+1 (C) + Dy
- 0 + Dn—l-

Definicién 2.2.5. El complejo cociente C/D es el complejo de cadenas

an 1 5»,1
A n+1/Dn+1 ;'Cn/Dn ﬁ'C’n—l/-DTL—l —

Sea D un subcomplejo de C'. El morfismo inclusién i: D — C' es la
familia i = {i,,: D,, = C, }nez, donde cada i, es la inclusion. El morfismo
proyeccion p: C' — C/D es la familia p = {p,: C,, — C,,/D,}nez, donde
Pn €s la proyecciéon para toda n € Z.

Definicion 2.2.6. Sean C = {C,,,0n}nez ¥ D = {Dy, 0}, }nez complejos de
cadenas, y sea f: C' = D un morfismo de cadenas.
El nicleo o kernel de f, denotado por Ker f, es el subcomplejo de C:

On On
~—>Kerfn+1LKerfn—>Kerfn_1—>-~

La imagen de f, denotada por Im f, es el subcomplejo de D:

/

2
_>Imfn+1_+1>1mfn_n>1mfn71_> .

El conficleo o cokernel de f, denotado por Coker f, es el complejo cociente:

Fn 1 Wn
o——= Dy /Im frpy =D, /Im f, —= D,y /Im fr_g — - - - .

Observacion 2.2.7. Los operadores frontera 0,,: Ker f,, — Ker f,_1 v
d,: Im f,, — Im f,,_1 estan bien definidos ya que 0., o f,, = f,—1 © Op.
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Como ya definimos el ntcleo y la imagen de un morfismo de cadenas,
entonces también podemos construir sucesiones exactas de complejos de ca-
denas. Una sucesion exacta corta de complejos de cadenas es una sucesion
exacta de la forma

D-2-F 0,

donde los ceros que aparecen al comienzo y al final de la sucesion son el
complejo de cadenas trivial. En la siguiente seccién veremos la importancia
de este tipo de sucesiones.

Definicién 2.2.8. Sean C = {C,,0,} nez ¥ D = {Dy, 0, }nez complejos
de cadenas, y sean f,g: C' — D morfismos de cadenas. Decimos que f y
g son homotoépicos si existe una familia de homomorfismos de A-moédulos
{hn: Cpy = Dyirbnez tal que 0,y 0 hyy+hyy—100,, = f,, — g, Para todan € Z.

Si f y g son homotopicos lo denotamos por f ~ g. La familia h = {h,, }nez
se llama homotopia de cadenas entre f y g.

El siguiente diagrama representa una homotopia de cadenas entre f y ¢:

a’n,+1 Bn
Cn—H C(n Cn—l
hn hnfl
fn+1 | | 9n+1 fnllgn fn—1]||9n—-1
0l i1 o]
Dn-‘rl Dn Dn—l >

Es facil demostrar que la relacién de homotopia es una relacion de equi-
valencia.

Sea f: C' — D un morfismo de cadenas y sea 0: C' — D el morfismo de
cadenas trivial. Decimos que f es homotépicamente nulo si f ~ 0, y la
homotopia de cadenas se llama nulhomotopia de cadenas. Decimos que
f es una equivalencia homotoépica de cadenas si existe un morfismo de
cadenas g: C' — D tal que go f ~ Idcy fog=~Idp.

Definicién 2.2.9. Un complejo de cocadenas C' sobre A es una fa-
milia de A-moédulos {C"},ez junto con una familia de homomorfismos de
A-modulos {6": C" — C™ 1}, 7 tal que 6" 0 "' = 0 para toda n € Z.
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Escribiremos C' = {C", 6" },cz o bien

. on—1 ont on on ontl

para describir a un complejo de cocadenas C.

Los elementos de C™ se llaman n-cocadenas. Los homomorfismos ¢" se
llaman operadores cofrontera.

Dado un complejo de cadenas C' = {C,,, O, }nez podemos definir un com-
plejo de cocadenas tomando C™ = C'_,, y 6" = 0_, para toda n € Z. De
manera analoga si comenzamos con un complejo de cocadenas podemos de-
finir un complejo de cadenas.

Los morfismos de cocadenas se definen de la misma manera que los mor-
fismos de cadenas (escribiendo los superindices adecuadamente).

La categoria de complejos de cocadenas se denota por CC* o bien por
CC*(4Mod).

Las categorias CC, y CC* también se pueden definir sobre grupos abe-
lianos, A-modulos derechos, y (A, A’)-bimodulos. Por ejemplo CC,(Ab) es
la categoria de complejos de cadenas en la que sus objetos son familias
{Ch,0n: Cyy, = Cy_1}nez de grupos abelianos y de homomorfismos de grupos
tal que 9, 0 9,41 = 0 para toda n € Z.

2.3. Homologia y cohomologia

Sea C' = {C,,, Oy }nez un complejo de cadenas. El niicleo del homomor-
fismo 0, lo vamos a denotar por Z,(C); los elementos de Z,(C) se llaman
n-ciclos. La imagen del homomorfismo 0,41 la vamos a denotar por B, (C);
los elementos de B, (C) se llaman n-fronteras. La condicion 9, 0 0,41 = 0
es equivalente a que Im 9,11 C Ker 9, por lo tanto B, (C) < Z,(C) < C,,.

Definicién 2.3.1. El n-ésimo grupo de homologia de un complejo de
cadenas C' es el grupo cociente

Hn(c) = Zn(c)/Bn(O)'

Decimos que dos n-ciclos ¢ y d son homologos si c—d € B, (C). La clase
lateral ¢ + B, (C) € H,(C) se llama clase de homologia de c.

Sean C' = {C,,, Op}nez y D = { Dy, 0., }nez complejos de cadenas, y sea f =
{fn: Cp = Dy}nez un morfismo de cadenas de C' en D. Es facil demostrar
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que fn(Zn(C)) C Zn(D)y fn(Bn(C’)) C B,(D) para toda n € Z, luego
por el teorema 1.3.3 tenemos que cada homomorfismo f,: C,, — D, induce
un homomorfismo (f,).: Z,(C)/B,(C) — Z,(D)/B,(D) al cual lo vamos a
denotar por H,,(f).

Definicién 2.3.2. El n-ésimo homomorfismo en homologia inducido
por un morfismo de cadenas f: C' — D es el homomorfismo de grupos

H(f): Ha(C) = Ha(D)
definido por H,,(f)(c + Bn(C)) = fu(c) + Ba(D).
Observacion 2.3.3.
1. H,(Ide) = Idy, .
2. H,(gof) = H,(g)oH,(f), siempre que la composicion esté bien definida.

Proposicion 2.3.4. Sean f,g: C — D morfismos de cadenas. Si f y g son
homotdpicos, entonces H,(f) = Hp(g)-

Demostracion. Como fy g son homotopicos, existe una homotopia de cadenas
h = {h, }nez entre fy g. Supongamos que ¢ € Z,(C), es decir, que 9,(c) = 0.

Como ), © hy, + hy—1 00, = fr — gn, entonces

(€)= gule) = 0ny1(halc)) + hn-1(0n(c))
= a;H—l (hn(C)) )
lo que implica que f,(c) + Bn(D) = gn(c) + Bn(D). R

Corolario 2.3.5. Si f: C' — D es una equivalencia homotdpica de cadenas,
entonces H,(C) = H, (D).

Demostracion. Como f: C' — D es una equivalencia homotopica de cadenas,
existe g: D — C' tal que go f ~ Idc 'y fog ~ Idp, luego por la proposicion
anterior tenemos que Idy, ) = H,(Ide) = Hp(go f) = Hu(g) o Hyo(f) ¥
Idu,(py = H,(Idp) = H,(f o g) = Ha(f) o Hu(g).

Asi H,,(g) es la inversa de H,(f), por lo tanto H,(f): H,(C) — H,(D)

es un isomorfismo. W

Definicién 2.3.6. Un complejo de cadenas C' es aciclico si H,(C) = {0}
para toda n € Z.
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Proposicion 2.3.7. Sea Ido: C' — C' el morfismo de cadenas identidad. Si
Ido es homotdpicamente nulo, entonces C' es aciclico.

Demostracion. Como Idq es homotdpicamente nulo, entonces Ids ~ 0, por lo
tanto existe una homotopia de cadenas h = {h, },ez entre Idc y 0. Suponga-
mos que ¢ € Z,(C), es decir, que d,(c) = 0. Como 8, , ;0h,,+h,,_100, = Idg,,
entonces

c=1Idc,(c) = 01 (ha(c)) + hno1(0n(c))
= O (hn(c>)

lo que implica que ¢ € B,(C). Asi Z,(C) = B,(C). Se concluye que C es
aciclico. B

Sea C'= {C™, 0" },ez un complejo de cocadenas. El nicleo del homomor-
fismo 6" lo vamos a denotar por Z"(C'); los elementos de Z"(C') se llaman n-
cociclos. La imagen del homomorfismo 6"~! la vamos a denotar por B"(C);
los elementos de B™(C') se llaman n-cofronteras. La condiciéon §" 0"~ ! =0
es equivalente a que Im §"~! C Ker 6", por lo tanto B"(C) < Z"(C) < C™.

Definicién 2.3.8. El n-ésimo grupo de cohomologia de un complejo de
cocadenas C es el grupo cociente
H*(C) = Z2"(C)/B"(C).
El n-ésimo homomorfismo en cohomologia inducido por un morfismo
de cocadenas f: C — D es el homomorfismo de grupos
H"(f): H*(C) — H"(D)
definido por H"(f)(c + B™(C)) = fa(c) + B"(D).
Los grupos de (co)homologia determinan que tan inexacto es un complejo
de (co)cadenas. Si un complejo de cadenas es aciclico entonces es exacto.
La estructura de los grupos de (co)homologia y de sus morfismos inducidos
dependen de la categoria de complejos de (co)cadenas. Por ejemplo: si C' es
un objeto de CC,(,Mod), entonces H,,(C') es un objeto de , Mod; si f es un
morfismo de CC,(,Mod), entonces H,,(f) es un morfismo de , Mod. Para
cada n € Z tenemos los siguientes funtores covariantes:
H,: CC*(AMOCI) —A MOd,
H,: CC,(Ab) — Ab,
H": CC*(AMOC].) —A ].\/.[OC[7
H": CC*(Ab) — Ab.
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La categoria de los A-modulos graduados, denotada por , Mod?, tiene
como objetos familias de A-mddulos de la forma {M,;};cz y sus morfismos
son familias de homomorfismos de A-modulos {f;: M; — N;}iez. El funtor
covariante H,: CC,(yMod) —, Mod? esta definido por la correspondencia

C — {Hu(C)}nez
(f: €= D) r— {Hu(f): Ha(C) = Ha(D)}nez.

El funtor covariante H*: CC*(yMod) —, Mod?” se define analogamente.

Definicién 2.3.9. La homologia de un complejo de cadenas C' es la familia
H.(C) = {H,(C) }»ez. La cohomologia de un complejo de cocadenas D es
la familia H*(D) = {H"(D) } nez-

El siguiente teorema es uno de los mas importantes en homologia, se
utiliza para calcular la homologia de un complejo de cadenas.

Teorema 2.3.10 (Sucesion exacta larga en homologia). Sea

0 ot

D2~E 0
una sucesion exacta corta de complejos de cadenas. Entonces para cadan € Z

existe un homomorfismo A,: H,(E) — H,_1(C) tal que la sucesion

Hn (f) Hn(g) Ap
--—H,(C)—=H,(D)—H,(F)—*H, 1(C) —--
es exacta. Ademds la sucesion es natural, es decir, si tenemos un diagrama
conmutativo de complejos de cadenas en el que los renglones son sucesiones
exactas cortas

0—CLop g
entonces el diagrama
- H,(C) B 1, (D) L H, (B) 2 H, (C) — -

lHnl(a)
") —=H,(D')—H,(F')—*H,,(C") —---

o—=H,

es conmutativo.
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La demostraciéon de este teorema se basa en el lema de la serpiente. Po-
demos encontrar una demostracion en [9, capitulo 3, teorema 1.10] o bien en
[14, teorema 1.3.1|. Existe una version analoga para cohomologia.

2.4. Tor y Ext

Definicién 2.4.1. Sea M un A-mddulo. Una resolucidén proyectiva de M
es un complejo de cadenas exacto de la forma

i p, O p P2 p M 0
tal que P, es proyectivo para toda n > 0.
El complejo de cadenas reducido
PP — P2 P 0

lo vamos a denotar por Py, v le llamaremos resolucién proyectiva redu-

cida de M. Escribiremos (P)y, €) para denotar una resolucion proyectiva de
M.

Notemos que el epimorfismo € es una aumentacién para Py, y que

[ M sin=0,
H“H”:{{m sin> 1.

Decimos que una resolucion proyectiva (Py,€) de M es una resolucion
libre de M si cada P, es un A-médulo libre.

Proposicion 2.4.2. Sea M un A-mddulo. Entonces existe una resolucion
libre de M.

Demostracion. Vamos a construir de manera inductiva una resolucién libre
de M. Por la proposicion tenemos que M es cociente de un A-modulo
libre Ly, lo que implica que existe un epimorfismo e: Lo — M.

Supongamos que ya construimos la sucesion exacta

Ly ﬁ>Lk—1 L,

donde L; es un A-médulo libre para j =0,1,... k.
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Vamos a demostrar que existe un A-modulo libre Ly y un homomorfismo
Okr1: Lpi1 — Ly tal que la sucesion

0
L1 2 D=2 Ly —— o L -2 Ly — = M ——0
es exacta.
De las hipotesis se sigue que la sucesion
i Ok o1 €
0 —— Ker (9k Lk Lk,1 tee Ll LO M 0

es exacta, donde 7 es la inclusion; nuevamente por la proposicion 1.5.8 tene-
mos que KerJy es cociente de un A-moédulo libre Lg,q, entonces existe un
epimorfismo ¢: Ly — Kerdg. Sea Og11 =10 ¢: Liy1 — Ly, entonces

ImOg1 =i0@(Lgyr) = i(gp(LkH)) = i(Ker dy) = Ker 0.
El complejo de cadenas

On

Ln Ln—l e Ll

es una resolucién libre de M. B

Corolario 2.4.3. Sea M un A-mddulo. Entonces existe una resolucion pro-
yectiva de M.

Demostracion. Por la proposicion anterior existe una resolucion libre
({Ly, On}nez, €) de M, luego por la proposicion tenemos que cada A-
modulo libre L,, es proyectivo. Bl

Teorema 2.4.4. Sea k € Z y sean C = {Cp,0n}nez y D = {Dy, 0}, }nez
complejos de cadenas tales que C,, es un A-madulo proyectivo para todan > k
y H,(D) = {0} para toda n > k. Si {fn: C, = Dy}tn<k €s una familia de
homomorfismos tales que 0., o f, = fn_1 0 0, para toda n < k, entonces
{fn}n<k se extiende a un morfismo de cadenas f: C — D y esta extension
es unica salvo homotopia de cadenas.

Demostracion. Supongamos que de forma inductiva hemos definido fj 1,
frao, ..., fm tal que el siguiente diagrama conmutativo:

8771

677’:,«1»1
> Um C(m Cmfl o Ck
a/

me jfml lfk
m—+1 6/

"ﬁDm—HﬁDmﬁm'Dm—l Dk
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Como el diagrama anterior es conmutativo y 0, o 0,,+1 = 0, entonces
/
amofmo m+1 :fmfloam08m+l =0

lo que implica que Im(f,, © Opy1) C Kerd.,. Como H,,(D) = {0}, entonces
Im(fm © Opg1) C Im0,, ., = Kerd,,. Asi el siguiente diagrama esta bien
definido:
C(m—&—l

lf'moamﬁ»l

e
fm+1 e

/

’m+1
Dy —E1m 8,

Como C),11 es un A-modulo proyectivo entonces existe un homomorfismo
Jms1: Crng1 — Dipg tal que 07,4 0 frnp1 = fin © Oy

El morfismo de cadenas f = {f,}nez es una extension de {f,}n<k. Su-
pongamos que f' = {f/ }nez es otra extension de { [, }n<k-

Vamos a demostrar que f y f’ son homotdpicos, para esto tenemos que
definir una homotopia de cadenas h = {h,, },cz entre f y f’. Definimos h,, = 0
para toda n < k. Supongamos que de forma inductiva hemos definido hg. 1,
hito, ..., hy tal que 0, j0hp+hy_100, = f,—f, paran = k+1,k+2,...,m
Consideremos el siguiente diagrama:

87n+2 a’m+1
> Cnto Cint1

Ve
Ve
Ve

hmt1 ~ h
fm+2 2 7 Jmt1 | | font1 iy
Ve
k/
O g2
o —>= D2 mt1
Como ), 1 © hyy + hyp—1 © O, = fr — f,, entonces

al+loh O Ompm+1 = (a/+1oh +hm108) m+1
(fm_f;n)o m+1-

Como a m—+1 © fm—H fm C0Om+1y a m—+1 ° frln+1 = f?ln O Om+1, entonces
9, i1 © (1 — fq,n+1) = (fm — fin) © Oma1,

se sigue que 0,1 © (fimt1 — frns1 — P © Opg1) = 0.
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Sea 0pt1 = ft1— frnp1 = hm©0p41, entonces Im o,y C Ker 9], ;. Como
H,,11(D) = {0}, entonces Im 0,11 C Im ), ,, = Kerd!, . Asi el siguiente

diagrama esta bien definido:

Cm+1

hm+1 e - l

P Om-+41
- %

m—+2 /
Dipys —=Tm &, .

Como C),,1 es un A-mo6dulo proyectivo entonces existe un homomorfismo
. / _ !
hiir: Cpgr = Dy tal que am+2 0 hmy1 = (g1 — m+1) — N 0 Opyr. A

Proposicion 2.4.5. Sean M y M' A-mddulos y sean (Py,€) y (Qur, V)
resoluciones proyectivas de M y M’ respectivamente. Si o: M — M’ es un
homomorfismo de A-maodulos, entonces

1. Eziste un morfismo de cadenas f: (Py,€) — (Qur,v) tal que f-1 = o,
f es unico salvo homotopia de cadenas.

2. Si @ es un isomorfismo, entonces f es una equivalencia homotopica de
cadenas.

Demostracion. Tenemos el siguiente diagrama:

(Pary€): - p,—2-p, P-2-p—M 0
©
ol o’ v
(Qumr,v): -+ Qn Qn-1 Q1 — Qo M’ 0

1. Como (P, €)y (Qr, v) son resoluciones proyectivas de My M’ respec-
tivamente, entonces P, es un A-moédulo proyectivo para toda n > —1
v H,(Qunr,v) = {0} para toda n > —1. Sea {f,}n<_1 la familia de
homomorfismos definida por f_; = ¢ y f, = 0 para toda n < —1. Por
el teorema la familia {f,},<_1 se extiende a un morfismo de ca-
denas f: (Py,€) = (Qpr, V) y esta extension es tnica salvo homotopia
de cadenas.

2. Como ¢ es un isomorfismo, existe un homomorfismo de A-modulos
oL M — M tal que o Lo = Idy y popt = Idy. Por el inciso
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anterior existen los siguientes morfismos de cadenas:

[ (Puse) = (Qur,v),
H(Qumrsv) = (Puye),
: (P]\/],E) — (PM,G),
Qs v) = (Quryv),

talesque f_1 = ¢, g_1 = @ Y u_y = Idy;, v_1 = Idyp; ademés f, g, u, vy
v son tnicos salvo homotopia de cadenas. Como g 0 f ;1 =p lop =
Idy, entonces g o f ~ wu; por otro lado tenemos que u ~ Idp,, o),
luego por la transitividad en la relacion de homotopia se tiene que
go f =~ Idp, . De manera andloga fog~Idg,, ) B

SEESEA S

Sea N un A-médulo izquierdo. Por la proposicion y por el corolario
siempre existe una resolucion proyectiva (Py,€) de N. Para cualquier
A-modulo derecho M tenemos el siguiente complejo de cadenas:

M, Py: - —= M, P,y 22N Q, P22 Q, Py — 0.

Consideremos el n-ésimo grupo de homologia H, (M @, Pn).

Sea p: N — N’ un homomorfismo de A-modulos, y sean (Py, €) y (Qn, V)
resoluciones proyectivas de N y N’ respectivamente. Por la proposicion [2.4.5
existe un morfismo de cadenas f: Py — Qn tal que v o fy = p o€, ademés
f es tnico salvo homotopia de cadenas; por las propiedades del producto
tensorial tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

1dp®02 Idpy®01

“_>M®AP2_>M®AP1_>M®APO_>O

LIdM@)fz jld]\/l(@fl
Idp®04 Idp®0]

o _>M®AQ2 ’2M®AQ1—>1M®AQ0—>O-
Asi ¢ induce un homomorfismo de grupos en homologia

H,(p): Hu(M ®A Py) — H, (M ®A Qn).

Sea (P}, €) otra resolucién proyectiva de N. Por la proposicion 2.4.5
existe un morfismo de cadenas f: Py — P\ tal que € o fy = Idyoey
ademas f es una equivalencia homotopica de cadenas, lo que implica que
el morfismo de cadenas Id ® f: M @, Pn — M@, Py también es una
equivalencia homotopica de cadenas, luego por el corolario tenemos que
H,(M @, Py) = H,(M @, P}).

lfdM®f0
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Definicién 2.4.6. Sea M, cualquier médulo. El funtor covariante
ﬁS(M ): A Mod — Ab esta definido por

) —

Tor,, (M, N) = H,(M @, Px).
donde Py es cualquier resoluciéon proyectiva reducida de N.

Definicion 2.4.7. Sea 4N cualquier modulo. El funtor covariante
Tor®(_,N): Mod, — Ab est4 definido por

Tory (M, N) = H,(Py @, N),
donde P, es cualquier resolucion proyectiva reducida de M.

Definicién 2.4.8. Sea 4N cualquier modulo. El funtor contravariante
Exth(_,N): »Mod — Ab esta definido por

Ext} (M, N) = H" (HomA(PM,N)),

donde P,; es cualquier resolucién proyectiva reducida de M.

2.5. Algebra homolégica relativa

En esta seccion vamos a suponer que A es un anillo (no necesariamente
conmutativo) con elemento unitario 1 y que B es un subanillo de A tal que
1eB.

Sea @, ; A, la suma directa de la familia {A,; };c;, donde A; = A para toda
i € I. Sabemos que €P,.; A; es un A-modulo libre con base {e;}ic;. Notemos
que €P,.; A; tiene estructura de A-médulo derecho tomando la multiplicacion
escalar p: (D;c;Ai) X A — @,.; A; definida por

,u(z Qe \) = Z(ai)\)ei.

iel iel

Mas atin, cada A-mddulo libre tiene estructura de (A, A)-bimédulo. En par-
ticular el anillo A es un (A, A)-bimédulo.

Si M es un A-modulo con multiplicacion escalar pn: Ax M — M, entonces
M tiene estructura de B-modulo tomando la restriccion plgxa: Bx M — M
como multiplicaciéon escalar. Cada homomorfismo de A-modulos es un ho-
momorfismo de B-modulos, en otras palabras Homy (M, N) C Homg(M, N)
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para cualesquiera A-mo6dulos izquierdos M y N. De manera anéloga cada
A-moédulo derecho es un B-moédulo derecho.

Por lo anterior tenemos que el anillo A tiene estructura de (A, B)-bimddulo
y de (B, A)-bimodulo. Para cualquier B-médulo izquierdo N tenemos que los
grupos A @y N y Homg(A, V) tienen estructura de A-moédulo izquierdo (ver

definiciones [1.8.10] y [1.9.5]).

Proposicién 2.5.1. Sea y N un modulo. Entonces
1. AQ,N=N.
2. Homy (A, N) = N.

Demostracion.

1. Como a® z = 1 ® (ax) para toda o € A y para toda x € N, entonces
los elementos de A @), N son de la forma 1 ® z. El homomorfismo
0: AR, N — N definido por ¢(1 ® x) = = es un isomorfismo.

2. Como A es un A-modulo generado por {1}, entonces cada homomor-
fismo de A-modulos f: A — N esta determinado por f(1). El ho-
momorfismo ¢: Homy (A, N) — N definido por ¢(f) = f(1) es un
isomorfismo. W

Teorema 2.5.2. Sean M y g N mddulos. Entonces la funcion
¢: Homy (A Qg N, M) — Homg (N, M)
definida por la correspondencia
fr—=2(f)(z) = f1oz)
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. La funcion @ esta bien definida ya que para todos z,y € N y
para toda 3 € B se tiene que

flo@E@+y)=f1lez+loy) =f1oz)+ f(1oy),

f(l®(Bz)) =fB®2) = f(B1l®2)) =8f(lew),

lo que significa que ®(f) es un homomorfismo de B-modulos.
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Ahora vemos que ® es un homomorfismo de grupos.
Sean f,g € Homy (A Qg N, M) y sea x € N. Entonces

o(f+g)(z) = (f+9(l®2)
= fl®z)+g(l®2)
= O(f)(z) + @(g)(x)
= (2(f) + ®(9))(2).

Vamos a demostrar que ® es biyectiva. Supongamos que ®(f) = 0. En-
tonces f(1 ® ) = 0 para toda x € N. Como f es un homomorfismo de
A-modulos, entonces f(a®z) = f(a(l®z)) = af(1®@z) =0, lo que implica
que f =0. Asi Ker® = {0} y por lo tanto ® es inyectiva.

Solo falta demostrar que ® es sobreyectiva. Sea h € Homg(N, M). La
funcion g: A x N — M definida por g(o,z) = ah(z) es B-biaditiva (ver
definicion [1.8.3)), luego por la definicion 1.8.4 de producto tensorial, existe
un Gnico homomorfismo de grupos h AQy N — M tal que el diagrama

AxN—">AQRQyN

|
I'h
\V

M

conmuta. El homomorfismo h esta definido por E(a ® z) = ah(z). Sean
Y @r, e AQy Ny A€ A Entonces

MAQ @) = Y h((Aay) @ z,)
Z - i()\ai)h(xi)

- )\l(Zaih(x,-))

= )\E(Zz:aiébxi).

Asi h es un homomorfismo de A-moédulos. Sea = € N. Entonces ®(h)(z) =

h(1 ® x) = h(x), lo que implica que ®(h) = h. R
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Definiciéon 2.5.3. Una sucesion exacta de A-homomorfismos entre A-modulos

tit1 t;

= M M; M;—

es llamada (A,B)-exacta si, para cada i, el nicleo de t; es un B-modulo
sumando directo de M;.

Proposicion 2.5.4. Sea

f

0 M, M —2~ M, 0 (2.1)

una sucesion (A, B)-exacta corta. Si consideramos la sucesion (2.1) como una
sucesion de B-mddulos, entonces la sucesion se escinde.

Demostracion. Como la sucesion (2.1) es (A, B)-exacta corta, entonces existen
B-submodulos Ny C' de M tales que NNC' = {0}, M = N+Cy Kerg = N.

Cada elemento de M se puede escribir de manera tinica como una suma,
x4y, donde x € N, y € C. Sea pc: M — C el B-epimorfismo proyeccion
definido por po(x +y) =y, donde z € N, y € C. Notemos que Kerpc = N.
Como la sucesion (2.1) es exacta, entonces Im f = Kerg = N = Kerpg,
luego obtenemos otra sucesion de B-modulos

f

0 M, M- 0 (2.2)

que es B-exacta corta. Sea ic: C' — M la inclusion, entonces pc o ic = Ide,

por lo que la sucesion (2.2)) se escinde, luego por el teorema |1.6.10] existe un
B-homomorfismo f': M — M; tal que f' o f = Idy;,. Nuevamente por el

teorema 1.6.10 tenemos que la sucesion (2.1) se escinde. B
Proposicién 2.5.5. Una sucesion

t;

tit1
[ZN Mi+1 MZ

M, | — .
de A-homomorfismos es (A, B)-exacta si y solo si,

1. t;ot;yy = 0 para cada i € Z, es decir, v es un complejo de cadenas
sobre A.

2. Existe una B-homotopia de cadenas tal que Id,: v — v es homotd-
picamente nula, es decir, que existe una familia de B-homomorfismos
h = {h;: M; = M;1}iez tal que tiyy o hy + hi—y ot; = Idyy, para toda
1 € 7.



50

Demostracion. Supongamos que v es (A, B)-exacta. De manera usual deno-
tamos Z; = Kert; y B; = Imt;.

La sucesion v es (A, B)-exacta, entonces es A-exacta, luego t;ot;4.1 =0y
Z; = B; para cada i € Z. Asi la sucesiéon

t;

0 Z; > M, Zi 0 (2.3)

es A-exacta corta, donde g; es la inclusion. Como v es (A, B)-exacta, entonces
Z; es un B-modulo sumando directo de M;, lo que implica que la sucesiéon
es (A, B)-exacta corta.

Consideremos la sucesion (2.3) como una sucesion de B-modulos, entonces
por la proposiciéon tenemos que la sucesion (2.3) se escinde, luego por
el teorema 1.6.10 existe un B-isomorfismo A;: M; — Z; P Z;_1 tal que el

diagrama
123

0 Zi—2 = M, Zi 1 0

jld lAi lld
li @

O—>ZZ _1>Zz@Zl—l i Zi—l 0.

. 7 . ., ; ., g _7i—1 3
es conmutativo, donde [ es la inclusion y pi, es la proyeccion. Sea t; = 1 opb.
Entonces tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo y sus renglones
son B-exactos:

tit1
M M,; M; 4

LAHI lAi lAi_l

e 2 DL LD L~ L B Ly

Sea V' = {ZiG}Zl-,l,tNi}iez. Notemos que A = {A;}iez es un isomorfismo
de cadenas de v en v/. Si A™' = {A;'}icz es el inverso de A, entonces
Id, = A1 o Ay Id, = Ao A~ Queremos demostrar que Id, ~ 0, para
esto vemos que Id, ~ 0 siy solo si, A ~ 00 A~ ~ 0 siy solo si, Id, ~ 0.
Asi basta con demostrar que Id,, ~ 0, es decir, que existe una sucesion de
B-homomorfismos h = {h ZiPZi1 — Zia @Z }iez tal que t1+1 o h +
hz 1ot = Idy, D Zi1-
Para cada ¢ € Z tenemos las inclusiones y proyecciones:

lﬁ Z; — Z; @ Zi—la llz Zi1 — Z; @ Zi—h

p’i: Zi@Zi—l — Zi, pé: Zi@Zi—l — Zi_1.
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Sea h; = I5t! o pi. Como (pi oli) = Idy, y (pholi) = Idy,_,, entonces
E‘H OE‘ = (li Opz;rl) © (lgﬂ Opi) = li OPZL
hiyot; = (lyopi™") o (I o ph) = Iy o ph.
Sea (x,y) € Z; @ Z;_1. Entonces
(tivr 0 hi + hicy o) (z,y) = (I o p} + 1y o ph)(z,y)
= lopi(z,y) + 1 0ps(z,y)
= li(2) + (y)
(x,0) +(0,y)
= (z,9).

Asi EH o%i +Ez’—1 oﬂ- = Idz,gz,_, y por lo tanto Id,» ~ 0. Se concluye que
el morfismo identidad Id, es homot6picamente nulo.

Ahora supongamos que v es una sucesion de A-homomorfismos que sa-
tisface los incisos 1 y 2. Por el inciso 1 tenemos que B; C Z;. Por el inciso
2 existe una familia de B-homomorfismos h = {h;: M; — M;1}icz tal que
tiv10h; +h;—yot; = Idy, paratoda € Z.

Six € Z;, entonces t;,4 (hz(x)) = x, por lo tanto x € B;. Asi la sucesion
v es A-exacta, lo que implica que la sucesion

es A-exacta corta, donde g;11 es la inclusion. Sea h|z, : Z; — M, la restric-
cion de h;, entonces t; 11 o h|z = Idg, por lo tanto la sucesion es una
sucesion B-exacta corta que se escinde. Asi Z;,1 es un B-mo6dulo sumando
directo de M;.,. B

Definicién 2.5.6. Un A-modulo P es (A, B)-proyectivo si, para cada su-
cesion (A, B)-exacta corta

¥

0 M, -2~ M M, 0

y para todo A-homomorfismo f: P — Ms, existe un A-homomorfismo
h: P — M tal que el siguiente diagrama conmuta:
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Lema 2.5.7. Para cada B-mddulo N, el A-modulo A @y N es (A, B)-proyectivo.

Demostracion. Sea

0 M, =M M, 0 (2.5)

una sucesion (A, B)-exacta corta.

Consideremos la sucesion (12.5) como una sucesion de B-modulos, entonces
por la proposicion 2.5.4 tenemos que la sucesion (2.5) se escinde, es decir,
que existe un B-homomorfismo ¢': My — M tal que 1 o ¢’ = Idyy,; luego
Y’ induce un homomorfismo de grupos ¢.: Homg(N, M) — Homg(N, M)

definido por ¢ (f) = o f.
Por el teorema tenemos los siguientes isomorfismos de grupos:

(0N HOIHA(A ®]B N, Mg) — HomB(N, M2)7
®,: Hompy (A Qy N, M) — Homg (N, M).

La inversa de ®, es el homomorfismo ®;': Homg(N, M) — Homy (A ®gz N, M)
definido por la correspondencia

h— &5 (h)(a ® x) = ah(x).
Consideremos el siguiente diagrama:

Homy (A Qg N, M) Homy (A Qg N, M)

|- |
P

Hompg(N, M) Homg (N, Ms)

/
*

Seal'= @, 0t 0®. Si f: AQy N — M, es un A-homomorfismo, entonces
I'(f): AQy N — M es un A-homomorfismo definido por I'(f)(a ® z) =
a(y’ o f)(1 ® z), por lo tanto ¢ o I'(f) = f. Se concluye que AQy N es
(A, B)-proyectivo. B

Corolario 2.5.8. Cada A-mddulo N es (A, A)-proyectivo.

Demostracion. Por la proposicion tenemos que N = A Q), N, luego por
el lema tenemos que A Q) , N es (A, A)-proyectivo. B
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Proposiciéon 2.5.9. Sea gN un mddulo. Si N es B-proyectivo, entonces
ARy N es A-proyectivo.

Demostracion. Sea f: A Qg N — M, un A-homomorfismo y sea ¢: M — M,
un A-epimorfismo. Consideremos el siguiente diagrama:

ARy N

Y

M, 0.

M
Por el teorema 2.5.2 tenemos el siguiente isomorfismo de grupos:
¢, : Homy (A @y N, My) — Homg (N, M,).

Asi &1(f): N — My es un B-homomorfismo definido por & (f)(z) = f(1®x).
Como N es B-proyectivo, existe un B-homomorfismo h: N — M tal que el
siguiente diagrama conmuta:

N

/ l‘Pl(f)

M~ My ——0.

Nuevamente por el teorema 2.5.2 tenemos un isomorfismo de grupos
®,: Homy (A Qg N, M) — Homg (N, M).
Tomemos la inversa de este isomorfismo. Asi ®;'(h): A@g N — M es un

A-homomorfismo definido por ®,'(h)(a ® z) = ah(z).
Tenemos que 1) o h = ®1(f). Sea a ® x € AQy N. Entonces

Yody (h)(a®z) = (ah(z))
= )

Asi 1 o @' (h) = f. Se concluye que A @y N es es A-proyectivo. B
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Sean s M, gN modulos. En el teorema 2.5.2 definimos un isomorfismo de
grupos, su inversa es el homomorfismo W: Homg (N, M) — Homy (A @y N, M)
definido por la correspondencia

h+— V(h)(a® ) = ah(z).

Sea h € Homp (N, M) y sea y € M. Si h es un epimorfismo, entonces existe
z € N tal que h(z) =y, luego ¥(h)(1 ® ) = h(x) = y, lo que implica que
U(h) es un epimorfismo.

Si N es un A-mdédulo izquierdo, entonces tenemos un isomorfismo de gru-
pos ¥: Homg(N, N) — Homp (A Qg N, N). Notemos que Idy € Homg(N, N).
Sea Oy = U(Idy), entonces Oy: AQy N — N es un epimorfismo de A-
modulos definido por Oy (a ® z) = ax que induce una sucesion exacta corta:

0——=Kerfy —>=A®p N —2= N —=0. (2.6)
La funciéon ¢: N — A Qg N definida por
r—1®

es un B-homomorfismo. Sea x € N, entonces Oy o' (x) = 0,,(1 ® x) = x, por
lo tanto Oy 0 0 = Idy.

Si consideramos la sucesion (2.6) como una sucesion de B-modulos enton-
ces la sucesion se escinde, lo que implica que Ker 6y es un B-mo6dulo sumando
directo de A Qg N, esto demuestra que la sucesion (2.6) es (A, B)-exacta cor-
ta.

Proposicion 2.5.10. Sea {P;}ic; una familia de A-mddulos. Entonces @, P;
es (A, B)-proyectivo si y sdlo si, P; es (A,B)-proyectivo para toda j € 1.

Demostracion. Es igual a la demostracion de la proposicion 1.7.2. B

Corolario 2.5.11. Sea , N un mddulo. Entonces N es (A, B)-proyectivo si y
solo si, N es isomorfo a un A-mddulo sumando directo de A Qy N si y solo
si, Ker Oy es un A-mddulo sumando directo de A @y N.

Demostracion. Si N es (A, B)-proyectivo, entonces la sucesion (2.6) se escinde,
lo que implica que N es isomorfo a un A-médulo sumando directo de A Qg N,
y Kerfy es un A-modulo sumando directo de A Qg N.

Si Kerfy es un A-moédulo sumando directo de A @y N, entonces la su-
cesion (2.6) es (A, A)-exacta, luego por la proposicion 2.5.4 tenemos que la
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sucesion (2.6) se escinde, por lo tanto N es isomorfo a un A-modulo sumando
directo de A @)y V.

Por dltimo supongamos que NN es isomorfo a un A-modulo sumando direc-
to de A @y N. Por el lema 2.5.7 tenemos que A @)y N es (A, B)-proyectivo,
luego por la proposicién tenemos que cada A-médulo sumando directo
de AQy N es (A, B)-proyectivo. Asi N es (A, B)-proyectivo. B

A continuacién vamos a dar una version preliminar del funtor de Takasu,
podemos encontrar mas informacion de este funtor en [12].

Si M es un A-modulo, entonces el epimorfismo 0y,: A Qg M — M defi-
nido por /(o ® x) = ax induce una sucesion (A, B)-exacta corta:

0—>Ker Oy — A ®g M o M —0.

Sea I(am) (M) = Kerfy. Si f: M — M’ es un A-homomorfismo, entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

0— T (M) —= AQy M —2= M 0
lI(A,m(f) lldm@f f
00— Ty (M) —= A Qy M~ M —— 0,

donde Iy m)(f) es la restriccion de Idy ® f.
Observacién 2.5.12. Como A Q) _ es un funtor covariante, entonces
1. I(A’B)(IdM) = [dI(A,]E)(]V[)'

2. Iam(gof) =1Lamr(g)olam(f), siempre que la composicion esté bien
definida.

Definiciéon 2.5.13. El funtor de Takasu es el funtor covariante
IaB): A Mod —, Mod definido por la correpondencia

M — I(A,B)<M),

. / Iam(f): Tam(M) — Tamp (M) )
(F: M = M) = ( YT > Y ® f(r) )

Ahora vamos a definir los funtores Tor y Ext relativos. Podemos encontrar
estas definiciones y algunos otros resultados en [7].
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Definicién 2.5.14. Sea M un A-modulo. Una resolucién (A, B)-proyectiva
de M es un complejo de cadenas (A, B)-exacto de la forma

“op M 0

Pn—l ce P1

tal que P, es (A, B)-proyectivo para toda n > 0.
El complejo de cadenas reducido

o
P, -

P, e P Py 0

lo vamos a denotar por Py y le llamaremos resoluciéon (A, B)-proyectiva
reducida de M. Escribiremos (Py, ) para denotar una resolucion (A, B)-
proyectiva de M.

Proposicion 2.5.15. Sea M un A-mddulo. Entonces existe una resolucion
(A, B)-proyectiva de M.

Demostracion. El epimorfismo 0y, : A Qg M — M induce una sucesion (A, B)-
exacta corta:

00— M~ ARy M 25 M ——0,

donde M; = Ker )y, i1 es la inclusion. Como M; es un A-modulo, entonces el
epimorfismo 6y, : A Qg My — M; induce una sucesion (A, B)-exacta corta:

Oy

OﬁMgL‘A®BM1ﬁM1ﬁO,

donde M, = Ker 8y, is es la inclusion.
Sea My = M. Por induccién obtenemos, para cada n > 0, una sucesion
(A, B)-exacta corta:

Ony,

0— M, e Ay M, —2 M, —0,

donde M, 11 = Ker 6y, , in+1 es la inclusion.
Para cada n > 0 tenemos

Oy,

ARy M, —2% M, —"> A Qg M,_1.

Sea 0,, = i, 0 #y,. Como 1, es un monomorfismo, entonces
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Kerd, = Kerfy, = M, ;.
Como 0)y,.,, es un epimorfismo, entonces
Im an+1 - in+1 e} 9Mn+1 (A ®B Mn+1> - 7/-”4,1 (Mn+1) — Mn+1 - Ker an

Por el lema 2.5.7 tenemos que A Qg M, es (A, B)-proyectivo para toda
n > 0. Asi el complejo de cadenas

e AR My — 2 ARy My —2 ARy My~ M —— 0

es una resolucion (A, B)-proyectiva de M. B

Teorema 2.5.16. Sea k € Z y sean C' = {Cy, Ontnez y D = {Dy, 0}, }nez
complejos de cadenas tales que C, es (A,B)-proyectivo para toda n > k,
H,(D) = {0} para toda n >k, y la sucesidn

0——=Kerd, —— D 2~ Tm @ ——0

es (A, B)-exacta corta para todan > k. Si {f,: Cy, = Dy }n<k es una familia
de homomorfismos tales que 0!, o f, = fn_1 0 0n para toda n < k, entonces
{fuln<k se extiende a un morfismo de cadenas f: C — D y esta extension
es unica salvo homotopia de cadenas.

Demostracion. Es igual a la demostracion del teorema 2.4.4.

Proposicion 2.5.17. Sean M y M' A-mddulos y sean (Py,0) y (Qur,v)
resoluciones (A, B)-proyectivas de M y M’ respectivamente. Si o: M — M’
es un homomorfismo de A-maodulos, entonces

1. Eziste un morfismo de cadenas f: (Py,0) = (Qur,v) tal que f1 = ¢,
f es unico salvo homotopia de cadenas.

2. Si  es un isomorfismo, entonces [ es una equivalencia homotopica de
cadenas.

Demostracion. Es igual a la demostracion de la proposicion 2.4.5. B

Los siguientes funtores estan definidos de forma analoga a los funtores
—Y A n . .
Tor,,, Tor,, y Ext}; recomendamos al lector ver los comentarios posteriores a
la demostraciéon de la proposicion 2.4.5.
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Definicién 2.5.18. Sea M, cualquier médulo. El funtor covariante

m(A’B)(M, _): aMod — Ab esta definido por
_(AzB)

Tor, " (M,N)=H,(M @, Pn),
donde Py es cualquier resolucion (A, B)-proyectiva reducida de N.

Definicién 2.5.19. Sea 4N cualquier modulo. El funtor covariante
TorﬁLA’B) (_,N): Mod, — Ab estéa definido por

Tor™® (M, N) = H,(Py ®, N),
donde Py es cualquier resolucion (A, B)-proyectiva reducida de M.

Definiciéon 2.5.20. Sea 4N cualquier modulo. El funtor contravariante
Extfy p)(_, N): a Mod — Ab esta definido por

Extfl, 5 (M, N) = H" (Homy (Par, N)),

donde Py, es cualquier resolucion (A, B)-proyectiva reducida de M.



Capitulo 3

Preliminares topologicos

En este capitulo vamos a dar una introduccién sobre complejos CW, con-
juntos simpliciales, y G-espacios.

El objetivo principal de este capitulo es definir un modelo para el espacio
clasificante de una familia F de subgrupos de G, donde G es un grupo dis-
creto; utilizando conjuntos simpliciales vamos a construir un complejo CW,
denotado por Er(G), tal que G actiia sobre este espacio. En los capitulos
siguientes sera de gran importancia calcular los grupos de (co)homologia del
espacio de orbitas de Ex(G).

3.1. Adjuncion de espacios

Sea ~ una relacion de equivalencia definida sobre un conjunto X. La clase
de equivalencia de un elemento = de X es el conjunto [z] = {y € X |y ~ z}.
El conjunto de todas las clases de equivalencia lo vamos a denotar por X/..
Dos clases de equivalencia son iguales o bien son disjuntas, por lo tanto X/
es una particion de X. La funcion proyeccion 7: X — X/ definida por
7(x) = [z] es sobreyectiva.

Si X es un espacio topoloégico y ~ es una relacion de equivalencia sobre
X, entonces la proyeccion 7 induce una topologia sobre X/ definida de la
siguiente manera: un subconjunto U C X/. es abierto en X/ si y solo si,
71 (U) es abierto en X. A X/. con esta topologfa le llamaremos espacio
cociente de X o bien espacio de identificacién de X. Notemos que con
esta topologia la funcién 7 es continua.

29
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Proposiciéon 3.1.1. Una funcion f: X/ — Y es continua si y sdlo si,
fom: X =Y es continua.

Demostracion. Supongamos que f es continua. La composicion de dos fun-
ciones continuas es continua, por lo tanto f o 7 es continua.

Ahora supongamos que for es continua. Sea U un abierto en Y. Entonces
(fom) M (U)=n"(f""(U)) es abierto en X, luego por definicién f~'(U) es
abierto en X/_. Asi f es una funcion continua. l

Proposicién 3.1.2. Si g: X — Y es una funcion continua tal que la res-
triccion gl es una funcion constante para toda [x] € X/, entonces existe
una dnica funcion continua f: X/ — Y tal que el diagrama

X

N
X/N f—> Y
conmuta.

Demostracion. Sea f: X/ — Y la funcion definida por f([z]) = g(z). Como
g|[2) s constante para toda [x] € X/, entonces f estd bien definida.

Sea z € X. Entonces fon(z) = f([z]) = g(z). Asi fom = g. Tenemos
que g = f o7 es una funcién continua, se sigue por la proposicion que
f es una funcion continua.

Supongamos que f': X/ — Y es una funcion continua tal que f'om = g.
Sea x € X. Entonces f'([z]) = f'on(z) = g(x) = fon(x) = f([z]). Asi f es
tnica. &

Sea {X;}ics una familia de conjuntos. La unién disjunta de la familia
{X}icr es el conjunto:

| | X = x {i}).
iel iel
Si tenemos una familia de espacios topologicos {X;}icr, entonces el con-
junto
p={U x {i} | U es abierto en X;, i € I}

es una base para una topologia sobre | |,_; X;. Sea j € I. Con esta topologia
la funcion 1;: X; — | |,c; X; definida por [;(x) = (x,7) es un encaje. Asi
podemos pensar que cada X; es un subespacio de | |,.; X; tal que la topologia
de subespacio coincide con su topologia original, ademéas cada X; es abierto
y cerrado en | |, ; X;.
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Definiciéon 3.1.3. Sean X y Y espacios topologicos, A C X un subespacio
de X, ysea f: A — Y una funcién continua. El espacio obtenido por
adjuntar X a Y via f, denotado por X Uy Y, es el espacio cociente de
X UY que se obtiene identificando los puntos = ~ f(x) para toda z € X.

La siguiente proposiciéon nos dice que el espacio Y es homeomorfo a un
subespacio de X Uy Y.

Proposicion 3.1.4. Sea A un subespacio de X y sea f: A —Y una funcion
continua. Consideremos la proyeccion m: X UY — X Uy Y. Entonces la
restriccion |y : Y — w(Y) es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea y € Y. Si consideramos la clase de equivalencia de y como
un subconjunto de X U'Y tenemos que

! (m(y) =] = ' {yh U{yh

mas aun, si U es un subconjunto de Y, entonces

~(x(U) = JWwl = (T HpHu{y}) = ).

yeU yeU

Tenemos que YN[y|] = {y} paratoday € Y. Sean y;,y2 € Y. Si7w|y(y1) =
7|y (y2), entonces [y1] = [yz], se sigue que {y1} =Y N{y] =Y N [ya] = {2}
Asi 7|y es una funcién biyectiva.

Tenemos que 7|y es una funciéon continua. Vamos a demostrar que 7|y es
una funcién abierta y por lo tanto un homeomorfismo. Sea U un abierto de
Y. Como f es una funcion continua, entonces f~1(U) es abierto en A, luego
por definicion de subespacio f~'(U) = ANV, donde V es un abierto de X.
Podemos escribir a V como V = f~HU)UW, donde W = (X — A)NV. Se
cumple que 7(W)Na(Y) =0y = (z(WUU)) =V UU.

Asi (W UU) es un abierto de X Uy Y tal que 7n(U) = n(Y)Na(WUU),
y por lo tanto 7(U) es abierto en 7(Y). W

3.2. Cilindro y cono de una aplicacién

Definicion 3.2.1. Sea f: X — Y una funcion continua y sea I = [0, 1]. El
cilindro de la aplicacién f, denotado por Cyl(f), es el espacio cociente de
(X x I)UY que se obtiene identificando los puntos (x,1) ~ f(x) para toda
r e X.
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En otras palabras Cyl(f) = (X x I) U, Y, donde h: X x {1} — Y es la
funcion continua definida por h(x,1) = f(x).

Proposicién 3.2.2. Sea f: X — Y wuna funcion continua. Consideremos
la proyeccion m: (X x I) UY — Cyl(f). Entonces w(Y) es un retracto por
deformacion de Cyl(f).

Demostracion. Sea s € I yv sea ¥, X x I — X x [ la funciéon continua
definida por 1,(z,t) = (z,s + (1 — s)). Entonces la funcion

g (X x D)UY = (X x )UY

definida por

] Ys(w) stwe X x,
gs(w)—{ w siweY,

es una funcién continua.

Consideremos la composicion o gs: (X x I) Y — Cyl(f). Se cumple
que la restriccion (7o g;)|. es constante para cada [w] € Cyl(f) y para toda
s € I. Por la proposicion 3.1.2] para cada s € I, existe una tnica funcion
continua Fy: Cyl(f) — Cyl(f) tal que el diagrama

(X x YUY

>

Cyl(f) —— CyI(f)

conmuta. La funcion F': Cyl(f)xI — Cyl(f) definida por F'([w], s) = Fs([w])

es una homotopia entre Iy v Fj.

Siy €Y, entonces Fy([y]) = mo gs(y) = [y].

Si (z,t) € X x [0,1], entonces Fy([(z,1)]) =m0 gs(x,t) = [(z,5s + t(1 — 5))].
Notemos que Fy = Idcyi) y que Im Fy = w(Y). Sea r: Cyl(f) — n(Y)

la funcion continua definida por r([w]) = Fi([w]), y sea i: 7(Y) — Cyl(f) la

inclusion. Entonces roi = Idyyy ior = F| ~ Fy = Idcyy). B

Corolario 3.2.3. Sea f: X — Y una funcion continua. Entonces los espa-
cios Y y Cyl(f) son homotdpicamente equivalentes.

Demostracion.Por la proposicion tenemos que Y es homeomorfo a m(Y"),
luego por la proposicion anterior 7(Y) es homotépicamente equivalente a
Cyl(f), se sigue que Y y Cyl(f) son homotépicamente equivalentes. Bl
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Sean X un espacio topologico, A un subespacio no vacio de X, y sea
{p} un espacio topologico con un punto. Existe una tnica funcion continua
f: A— {p}. El espacio que se obtiene al colapsar el subespacio A de X
en un punto se define por X/A = X Uy {p}.

El cono de X, denotado por C'X, es el espacio cociente (X xI)/(X x{0}).
El cono de cualquier espacio topologico es contraible.

Definicién 3.2.4. Sea f: X — Y una funcion continua y sea C'X el cono
de X. El cono de la aplicacion f, denotado por Cone(f), es el espacio
cociente de CX U'Y que se obtiene identificando los puntos (z,1) ~ f(x)
para toda x € X.

Consideremos el espacio Cyl(f) y la proyeccion 7: (X x I)UY — Cyl(f).
Otra forma de definir el cono de la aplicacion f consiste en tomar el subes-
pacio m(X x {0}) de Cyl(f) y colapsarlo a un punto, es decir,

Cone(f) = Cyl(f)/m(X x {0}).

3.3. Complejos CW

Sean D™ el disco n-dimensional, S™ la esfera n-dimensional, y sea Y un
espacio topolégico. Una n-célula D! es un copia de D"; la frontera de una
n-célula es OD" = S"! donde S""! es una copia de S"!. El espacio ob-
tenido por adjuntar una familia {D"},c; de n-células a Y via una familia
{fa: S"1 = Y},es de funciones continuas es el espacio cociente

(|_| D) UrY,

aed

donde F': |_| S"1 Y es la funcién continua definida por F(z) = f.(z)
acJ
siempre que r € S"L.
Un complejo CW o complejo celular es un espacio topologico X junto
con una sucesion X° C X! c ... Cc X™ C ... X de subespacios de X tal que:

1. X tiene la topologia discreta. Los puntos de X° son las O-células.

2. Para cadan > 0 el subespacio X™ es homeomorfo a un espacio obtenido
por adjuntar una familia {D"},c; de n-células a X"~ ! via una familia
{fa: S"1 — X"} ,c; de funciones continuas.
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3. X = [J2,X™ El espacio X tiene la topologia débil en la que un
subconjunto U C X es abierto en X si y s6lo si, U N X™ es abierto en
X"™ para toda n > 0.

Al subespacio X™ C X se le llama n-esqueleto.

Los complejos CW forman una categoria. Sean X y Y complejos CW. Un
morfismo entre X y Y es una funciéon continua f: X — Y tal que f(X") C
Y" para toda n > 0.

3.4. Conjuntos simpliciales

Categoria A. Sus objetos son conjuntos de la forma [m] = {0,1,...,m};
sus morfismos son funciones no decrecientes, es decir, funciones f: [m] — [n]
tales que f(i) < f(j) siempre que i < j; la composicion de morfismos en la
categoria A es la composicion de funciones.

Sea m > 1. El morfismo cara es la funcion 9!, : [m — 1] — [m] definida
por

k si k<1,

am<k):{ k+1 sik>i,

donde i € {0,1,...,m}.
Sea m > 0. El morfismo degeneracion es la funcion 7!, : [m+ 1] — [m)]
definida por
”m(k>_{ E—1 sik>i,
donde i € {0,1,...,m}.
Cada morfismo en la categoria A se puede descomponer de manera tinica

como una composiciéon finita de morfismos cara y morfismos degeneracion
(ver |10} seccion 1.2]).

Definicién 3.4.1. Un conjunto simplicial es un funtor contravariante
X: A — Conj, es decir, es una familia de conjuntos {X,},en y funcio-
nes X(f): X,, = X,,, una para cada morfismo f: [m] — [n] de la categoria
A, tal que

1. X(Idy) = Idx,,,

2. X(gof)=X(f)oX(g).
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Definicion 3.4.2. Sean X, Y conjuntos simpliciales. Un morfismo sim-
plicial ¢: X — Y es una familia de funciones {¢,: X,, — Y, }.en tal que
Y (f) o vn = ¢mo X(f) para cada morfismo f: [m] — [n] de la categoria A.

El n-simplejo geométrico es el subespacio de R"*! definido por

A, = {(zg,11,...,7,) € R"M| sz =1,2; >0,i=0,1,...,n}.
i=0

El i-ésimo vértice del n-simplejo A,, es el punto
e;=(0,...,0,1,0,...,0),

donde 1 aparece en la i-ésima componenete.

A cada cada morfismo f: [m| — [n] de la categoria A le asociamos una
transformacion lineal Ty: R™ — R™*! definida por T'(e;) = eg(;). La f-
ésima cara es la funcion Ay: A, — A, definida por Ay(z) = Ty (x).

Definicién 3.4.3. La relizaciéon geométrica de un conjunto simplicial X es
el espacio topologico
| X| = |_|(An X Xn)/ ~,
neN
donde la relacion de equivalencia ~ esta definida de la siguiente manera: Sean
(r,x) € Ap x Xy, (s,9) € Ay X Xos (r,x) ~ (s,y) siy sblo si, existe una
funcion no decreciente f: [m] — [n] tal que

X(N)(@) =y, Asls) =r

Consideremos a X,, con la topologia discreta. La topologia sobre |X| es la
topologia mas débil para la cual la proyeccion

m | (A x X)) = X

neN

es una funcioén continua.

Se puede demostrar que la realizacion geométrica de un conjunto simpli-
cial X es un complejo CW (ver [6, proposicion 2.3]). A continuacién vamos a
dar una descripcion de la (co)homologia de un conjunto simplicial, podemos
encontrar més informacion de este tema en [5].
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Sea X un conjunto simplicial y sea M cualquier grupo conmutativo. Para
n > 0 definimos C,, (X, M) como el conjunto de todas las sumas formales

E L,

QSEXn

donde la suma corre sobre todos los x € X,,, los coeficientes estan en M
y casi todos son cero; C, (X, M) forma un grupo conmutativo con la suma

definida por
Z QLT + Z Ber = Z (ap + B).

xeXn z€Xnp re€Xn

En el caso M = Z, tenemos que C,(X,Z) es un grupo abeliano libre con
base X,,. Escribiremos C,(X) en lugar de C,(X,Z).

Definimos C™(X, M) como el producto directo de la familia {M,}.cx
donde M, = M para toda x € X,,, es decir, C"(X, M) = [, cx, M,.

Se puede demostrar que

n?

Co(X, M)
(X, M)

Cn(X) @ M,
Homy(C,(X), M).

1211

Para n < 0, definimos C, (X, M) =0y C*(X, M) = 0.
Consideremos el morfismo cara d' : [n — 1] — [n] de la categoria A. Para
n > 1 el operador frontera 0,,: C, (X, M) — C,,_1(X, M) esta definido por

On( Y awr) = Y ap > (—1)'X(9;)(w);

z€Xy z€Xp 1=0

sin<l1,0,=0.
Paran > 0 el operador cofrontera 6": C"(X, M) — C™"1(X, M) se define

por
n+1

(")) = Y (=1 (X (90 (2));

i=0
sin<0,0"=0.

Definicion 3.4.4. Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homologia
de un conjunto simplicial X con coeficientes en M se define por

H, (X, M) = H,(C.(X, M)),
H"(X, M) = H"(C*(X, M)).
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3.5. Acciones de grupos en espacios topologicos

Definicién 3.5.1. Sea G un grupo. Decimos que G es un grupo topolégico
si G es un espacio topologico y las funciones

n:GxG— G,
v:G— G,

definidas por (g1, g2) = 9192 ¥ v(g) = g~ son continuas.

Definicién 3.5.2. Sea GG un grupo topologico. Un G-espacio izquierdo
es un espacio topolégico X junto con una funcién continua k: G x X — X
(escribiremos gz en lugar de (g, yc)), tal que para toda x € M y para todos
g1, 92 € G los siguientes axiomas se cumplen:

1. ex = x, donde e € G es la identidad.

2. 91(g27) = (q192).

Definicién 3.5.3. Sea GG un grupo topoldgico. Un G-espacio derecho es
un espacio topolégico X junto con una funciéon continua x: X x G — X
(escribieremos xg en lugar de k(zx, g) ), la cual satisface dos axiomas que son
analogos a los de la definicion anterior.

A la funcién k le llamaremos accién de G sobre X. Si no hace falta
especificar, diremos que X es un G-espacio en lugar de decir que es un
G-espacio izquierdo o derecho.

Sea X un G-espacio y sea x € X. Definimos los siguientes conjuntos:

G, = {9€G|gx=un},
0, = {gzr|geG}.

A @, se le llama estabilizador o subgrupo de isotropia de z; a O,
se le llama 6rbita de X. Es facil demostrar que G, es un subgrupo de G.
Definimos una relaciéon de equivalencia ~ sobre X de la siguiente manera:
x ~ y siy solo si, existe g € G tal que y = gx. Para cada = € X, la clase de
equivalencia de x coincide con su 6rbita; asi el conjunto de todas las érbitas,
denotado por X/G, forma una particion de X, por lo tanto la proyeccion
m: X — X/G induce la topologia cociente sobre X/G. El conjunto X/G con
la topologia cociente es llamado espacio de érbitas del G-espacio X.

Decimos que la accion de G sobre X es trivial si gr = x para todaz € X
y para toda g € G. Decimos que la accion es transitiva si X/G tiene un sélo
punto.
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Definicién 3.5.4. Sea X un G-espacio. Decimos que X es un G-conjunto
si Gy X tienen la topologia discreta.

Definicién 3.5.5. Sea X un G-espacio y sea Y un subespacio de X. Decimos
que Y es un G-subespacio o que es G-invariante si gy € Y paratoday € Y
y para toda g € G.

Notemos que si Y es un G-subespacio de X, esntonces Y es la union de
orbitas de elementos de X.

Definicién 3.5.6. Sean X y Y G-espacios y sea f: X — Y una funcién.
Decimos que f es G-equivariante si f(gx) = gf(x) para toda z € X y para
toda g € G. Decimos que f es una G-funcién continua si f es continua y
también es G-equivariante. Decimos que f es un G-homeomorfismo si f es
un homeomorfismo y es G-equivariante.

Proposicion 3.5.7. Sea f: X — Y G-equivariante. Si x € X, entonces
1. G, C Gf(x),
2. £(0.) € Oy

Demostracion.

1. Sea g € Gy, es decir, gr = x. Como [ es G-equivariante, entonces
gf(x) = f(g9x) = f(x), lo que implica que g € G). Asi Gy C G-

2. Sea y € O,, es decir, y = gx para alguna g € G. Como [ es G-
equivariante, entonces f(y) = f(gx) = gf(z), por lo tanto f(y) € O,. Asi
f(Oz) C Of(a). W

Proposicion 3.5.8. Sea f: X — Y una G-funcion continua. Entonces f
induce una funcion continua f/G: X/G — Y /G tal que el diagrama

x—L .y
x/a% yiq

conmuta, donde m y 7 son las proyecciones.
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Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama:

X
N
X/G--=Y/G

Por la proposicién anterior tenemos que f(O,) C Ofay, luego Og) = Of
para toda y € O,, o escrito de otra forma tenemos que 7’ o f(y) = 7’ o f(x)
para toda y € O,. Asi la funcion (7’ o f)|o, es constante para cada O, €
X/@. Por la proposicion 3.1.2 se sigue que existe una tnica funciéon continua
f/G: X/G —=Y/G tal que f/Gom=n"o f. B
Sea { X }ier una familia de G-espacios topologicos y consideremos a [ [, ; X;

con la topologia producto. Sean f € [[,.; Xi, g € G. Como cada X; es un G-
espacio, entonces la funcion (gf): I — (J,c; Xi definida por (gf)(7) = gf(J)
es un elemento de [],.; X;. La funciéon x: G x [[,.; X; — [[;c; Xi defini-
da por (g, f) = (gf) es continua y satisface los axiomas de la definicion
3.5.2; asi [ [,.; Xi junto con la acciéon « forman un G-espacio. La accion & es
llamada accién diagonal.

Definicion 3.5.9. Consideremos el intervalo cerrado I = [0,1] como un
G-espacio, donde G actua trivialmente sobre I.

Sean fy, fi: X — Y G-funciones continuas. Decimos que fy y f1 son G-
homotodpicas y lo denotamos por fy ~¢ f1 si existe una G-funcién continua

F: XxI—=Y

tal que F(z,0) = fo(x) y F(z,1) = fi(x) para toda x € X; aqui X X [ tiene
la accion diagonal. A la funcion F' le llamaremos G-homotopia de f, a f.

La relaciéon ~¢ es una relacion de equivalencia. Denotamos por [X,Y]q
al conjunto de todas las clases de G-homotopia de G-funciones continuas de
XenV.
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3.6. Espacios clasificantes para familias de sub-
grupos

En la seccion 3.3 definimos los complejos CW. En la literatura podemos
encontrar otro tipo de espacios llamados complejos CW equivariantes
o G-complejos CW, estos son G-espacios que se construyen adjuntando
n-células equivariantes.

Un grupo topolégico G es un grupo discreto si G tiene la topologia
discreta. En el caso particular en que GG es un grupo discreto tenemos una
relacion entre los complejos CW ordinarios y los G-complejos CW.

Definicién 3.6.1. Sea GG un grupo discreto y sea X un G-espacio y un
complejo CW. Decimos que G actia celularmente sobre X si cumple lo
siguiente:

I. Para cada g € Gy para cada célula abierta o de X, la traslacion go es
nuevamente una célula abierta de X.

II. Si go = o, entonces la traslacion L,: 0 — o definida por la correspon-
dencia x — gx es la identidad.

En [13| proposicion 1.15] se demuestra que si G es un grupo discreto y X
es un complejo CW tal que G actia celularmente sobre X, entonces X es un
G-complejo CW. En esta seccion y en los siguientes capitulos le llamaremos
G-complejo CW a cualquier complejo CW junto con una acciéon continua
y celular de GG sobre este espacio.

Sean X y Y G-complejos CW y sea f: X — Y una G-funcion continua.
Decimos que [ es celular si f(X,,) C Y, para cada n-esqueleto X,, y Y.
Uno de los resultados mas importantes en la teoria de G-complejos CW es el
siguiente.

Teorema 3.6.2. Sea f: X — Y una G-funcion continua. Entonces existe
una G-homotopia H: X x I —Y tal que Hy = f y Hy es celular.

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en |13, teorema 2.1|. W

Sea GG un grupo discreto. Una familia F de subgrupos de G es un
conjunto de subgrupos de G que es cerrado bajo la conjugaciéon y toman-
do subgrupos. Sea {H;};c; un conjunto de subgrupos de G, denotamos por
F({H;}icr) ala familia que consiste de todos los subgrupos de elementos de
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{H;}ier y de todos los conjugados por elementos de G, a esta familia le llama-
remos familia generada por {H,},c;. En el caso en que H es un subgrupo
de G, la familia F(H) generada por H consiste de todos los subgrupos de
H y de sus conjugados por elementos de G.

Definicién 3.6.3. Sea F una familia de subgrupos de G. Un modelo para
el espacio clasificante de la familia 7, denotado por Ex(G), es un G-
complejo CW que satisface las siguientes propiedades:

I. Todos los grupos de isotropia de E]_—(G) pertenecen a la familia F.

II. SiY es un G-complejo CW cuyos grupos de isotropia pertenecen a F,
entonces existe una G-funcion continua ®: Y — Ex(G); ademés @ es
Gnica salvo G-homotopia.

Con las siguientes dos proposiciones daremos a conocer un modelo para
el espacio clasificante de cualquier familia de subgrupos F.

Sea X un G-conjunto y sea D el conjunto de todos los subgrupos de G
que fijan al menos un punto de X. Es facil demostrar que D es una familia de
subgrupos de G, v que D coincide con la familia generada por los subgrupos
de isotropia {G, }rex.

Proposicion 3.6.4. Dada una familia F de subgrupos de G, existe un G-
conjunto X r tal que la familia F coincide con el conjunto de subgrupos de
G que fijan al menos un punto de X r.

Demostracion. Sea {H,;}ie; C F cualquier conjunto de subgrupos de G tal
que F = F(H;). Tomemos el G-conjunto

Xz =||G/H,

icl

y sea D el conjunto de subgrupos de G que fijan almenos un punto de X r.

Si H € {H,}cr, entonces eH € G/H (e € G es la identidad) es un
elemento de X r que queda fijo bajo la accion de H, luego H € D. Asi
{H;}icr C D. Como D es una familia de subgrupos, entonces F(H;) C D.

Sea K € D, es decir, existen H € {H;}ie; y gH € G/H C X tal que
(kg)H = gH para toda k € K, pero esto ocurre si y solo si g~tkg € H para
toda k € K, siy solo si g"' K g es un subgrupo de H; por lo tanto K € F(H;).
Se concluye que F(H;) =D. &
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Proposicion 3.6.5. Sea F una familia de subgrupos de G y sea X  como en
la proposicion anterior. Un modelo para el espacio clasificante de la familia
F es la realizacion geométrica Y del conjunto simplicial cuyos n-simplejos
son (n + 1)-uplas (xg, 21, ...,x,) de elementos de X . Los operadores cara
estan dados por

Ol (z0y .+, 10) = (T0, ..., Ty - o, Tn),

donde T; significa que se omitid x;. Los operadores degeneracion estdn defi-
nidos por
i _
M (Zoy oy n) = (X, ooy Ty Ty oo o Tp).

La accion de G sobre un n-simplejo estd dada por

g(xo, ..., x,) = (90, - -, gTy).

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en |2, proposicion 4.16].
|

A este modelo le llamaremos modelo simplicial para el espacio clasifi-
cante de la familia F.

Es facil ver que si Ex(G) y E’]_-(G) son dos modelos para el espacio cla-
sificante de la familia , entonces £ r(G) y E'%(G) son G-homot6picamente
equivalentes.

Definicién 3.6.6. Sea £ r(G) un modelo para el espacio clasificante de la
familia F. Al espacio E r(G) también se le llama espacio universal de la
familia 7 de subgrupos de G. El espacio de orbitas Er(G)/G lo vamos
a denotar por Bx(G) y le llamaremos espacio clasificante de la familia
F de subgrupos de G.

En el caso en que F = F({e}), donde {e} es el subgrupo trivial de G,
denotamos por EG al espacio universal y por BG al espacio clasificante de
la familia F({e}).

Si F1 v Fo son dos familias de subgrupos de G, tales que F; C Fo,
entonces por la definicion existe una G-funcion continua (inica salvo G-
homotopia) ®: E]_-I(G) — E]_-Q(G), luego por la proposicién |3.5.8) tenemos
que ¢ induce una funcion continua ®/G: Br (G) — Br (G) tal que el
siguiente diagrama conmuta:
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donde 7 y 7’ son las proyecciones.

Sea M un grupo conmutativo. En los siguientes capitulos sera de gran
importancia calcular la (co)homologia del espacio Bx(G) con coeficientes
M, para esto tenemos el siguiente precedimiento.

Sea J una familia de subgrupos de Gy sea X £ un G-conjunto como en
la proposicion Para cada n > 0 tenemos que G actiia sobre X}_-“ de la
siguiente manera:

g(xo, ..., x0) = (90, - - -, 9T4)-

Sea W la realizacion geométrica del conjunto simplicial cuyos n-simplejos
son el conjunto de orbitas X?l/G, es decir, cada n-simplejo es una clase de
equivalencia, la cual vamos a denotar por

[fL’o,l’l,...,fEn}.

Los operadores cara estan dados por

8_;1(['1'0""7‘%”]) = [x(]?"'a/x\i?"'axn]?

donde Z; significa que se omitio x;. Los operadores degeneracion estan defi-
nidos por
ng([xo, . ,xn]) = (X0 ey Ty Ty ooy Ty

Notemos que en la proposicién los operadores cara y degeneracion son
G-equivariantes, luego por la proposicion 3.5.8 tenemos que 8_}1 y % estan
bien definidos.

El espacio B}-(G) es homotoépicamente equivalente a W, por lo tan-
to calcular la (co)homologia del espacio Br(G) es lo mismo que calcu-
lar la (co)homologia de W. En la seccion 3.4 dimos una descripcion de la
(co)homologia de un conjunto simplicial, asi tenemos la siguiente definicion.
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Definicion 3.6.7. Sea J una familia de subgrupos de G y sea X r como en
la proposiciéon 3.6.4. Vamos a definir un complejo de cadenas positivo:

o+ ——= CW(BE(G)) =2~ Co 1 (BE(G)) — - -+ —= Co( BE(G)) —=0.

Sea C,(Bx(G)) el grupo abeliano libre con base X}_ﬁrl/G. El operador fron-
tera esté definido por

n

On([zo, ..., 2p]) = Z(—l)i[xo, ey Ty e T

=0

donde 7; significa que se omitioé x;.
Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homologia del espacio
Br(G) con coeficientes en M se define por

H,(Bx(G), M) = H, (C.(Bx(G)) @, M),
H"(BE(G), M) = H" (Homy, (C.(B£(G)), M)).



Capitulo 4

(Co)homologia de grupos

En este capitulo daremos varias definiciones de la (co)homologia de un
grupo G: la primer definiciéon tiene un enfoque de algebra homologica; la
segunda se basa en una construccion algebraica de un complejo de cadenas al
cual se le conoce como complejo estandar de (G; la tercer definicion relaciona el
complejo estandar de GG con un funtor covariante al cual le llamaremos funtor
de coinvariantes, ademés esta definicioén tiene una interpretacion topologica,
es decir, que la (co)homologia de un grupo G es la (co)homologia de un tipo
de espacio topologico denotado por K (G, 1).

4.1. G-mo6dulos

Definicién 4.1.1. Sea G un grupo. Un G-médulo izquierdo es un grupo
conmutativo M junto con una funciéon k: G x M — M (escribiremos gx en
lugar de /ﬁ(g,x)), tal que para todos x,y € M y para todos g,¢" € G los
siguientes axiomas se cumplen:

[. ex = x, donde e € G es la identidad.
IL g(g'z) = (99)z.
1. g(xz +y) = gz + gy.

En otras palabras, un G-modulo izquierdo es un grupo conmutativo M
junto con una accion izquierda de G sobre M tal que la acciéon es distributiva
respecto a la suma de M.

75
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De manera analoga se definen los G-mo6dulos derechos. Dado un G-médulo
izquierdo M definimos una accion derecha de G sobre M de la siguiente

manera:
1

rg =g "T.
Con esta accion tenemos que M es un G-modulo derecho. Asi cada G-mo6dulo
izquierdo es también un G-médulo derecho.
Si no hace falta especificar, diremos que M es un G-moédulo en lugar de
decir que es un G-modulo izquierdo o derecho.
Sea M un grupo conmutativo. El conjunto

Aut(M) ={f: M — M| f es isomorfismo de grupos}

forma un grupo con la composiciéon de funciones. Si tenemos un homomorfis-
mo de grupos ¢: G — Aut(M), entonces la funcion x: G x M — M definida
por £(g, z) = ¢(g)(z) satisface los axiomas de la definicion [4.1.1] por lo tanto
M junto con la accién x forman un G-moédulo izquierdo.

Por otro lado, si M es un G-moédulo izquierdo y g € GG, entonces la funcion
L,: M — M definida por Ly(z) = gz es un isomorfismo de grupos con inversa
L,1. Por las propiedades de M como un G-médulo izquierdo tenemos que
para todos ¢,¢' € G, Lyy = Lyo Ly; asi la funcion ¢: G — Aut(M) definida
por ¢(g) = L, es un homomorfismo de grupos.

Por lo anterior tenemos una correspondencia biyectiva entre el conjunto
{k: G x M — M| & satisface los axiomas de la definicion 4.1.1 } y el con-
junto {¢: G — Aut(M)| ¢ es homomorfismo de grupos}.

Asi tenemos una definiciéon equivalente para un G-moédulo izquierdo.

Definicién 4.1.2. Sea GG un grupo. Un G-médulo izquierdo es un grupo
conmutativo M junto con un homomorfismo de grupos ¢: G — Aut(M).

Definicién 4.1.3. Sea G = {g;}ics un grupo. El anillo del grupo G sobre
Z, denotado por Z[G], es el conjunto de todas las sumas formales

Z N;iGi,
iel
donde g; € G, n; € Zy n; = 0 para casi toda ¢ € I, junto con dos operaciones:

+: ZIG] x Z[G] — Z[G),
- Z[G] % Z[G] — Z|G,



77

definidas por

(Zngz) + (angz) = Z(mz + 1) g,

el icl iel
(Zngz) ' (angz) = Z( Z m;ny) gi.
€l i€l i€l gig=9:

Es claro que Z[G] forma un anillo con estas operaciones. Denotamos por
g; al elemento )., n;g;, donde n; = 0 para toda i # j y n; = 1; asi el anillo
Z|G] contiene a G. La identidad e € G es también el elemento unitario de
Z[G]. En general Z|G] no es conmutativo; se cumple que si G es un grupo
conmutativo, entonces Z|[G] es un anillo conmutativo.

Si M es un G-modulo izquierdo, entonces la funcion p: Z[G] x M — M

definida por
p(Y nigix) =Y nilgiw)
iel iel
satisface los axiomas de la definicion 1.1.1, por lo tanto M junto con la
multiplicacion escalar p forman un Z[G]-modulo izquierdo.

Por otro lado, si M es un Z|G]-mddulo izquierdo con multiplicacion esca-
lar 1, entones la restriccion k = plgxar: G X M — M satisface los axiomas
de la definiciéon 4.1.1, luego M junto con la accion x forman un G-moédulo
izquierdo.

Por lo anterior tenemos una correpondencia biyectiva entre el conjun-
to {p: Z[G] x M — M| p satisface los axiomas de la definicion 1.1.1 } y el
conjunto {k: G x M — M| k satisface los axiomas de la definicion 4.1.1 }.

Sabemos que cada G-moédulo izquierdo M es también un G-modulo de-
recho con la accion definida por zg = g~ 'z, luego M es un Z|[G]-modulo
derecho con la multiplicacion escalar p: M x Z[G] — M definida por

p(x,Y nig) =Y nig'x).
el el

De aqui en adelante diremos que M es un G-moédulo en lugar de decir
que M es un Z[G]-modulo izquierdo o derecho.

Si M y N son G-moédulos siempre podemos definir su producto tensorial
M ®Z[G] N, ademés se cumplen las relaciones

(gr)@y=(rg Y @y=2® (¢ 'y) =22 (yg),
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luego si sustituimos gy en lugar de y obtenemos = ® y = (gz) ® (gy).

La funcion ¢: M x N — N x M definida por ¢(z,y) = (y, z) es biyectiva.
Sea U un grupo conmutativo. Si f: Nx M — U es una funcion Z|G]-biaditiva
(ver definicion 1.8.3), entonces foy: M x N — U es Z|G|-biaditiva ya que

Y, zq)
y.g "

fop(zg,y) f(
f( x
flyg™, x)
f(

yg
9y, )
= fop(z,gy).

De manera anéloga, si f': M x N — U es un funcion Z[G]-biaditiva, entonces
flop™: N x M — U es Z|G]-biaditiva.

Proposicién 4.1.4 (Conmutatividad). Sean M y N G-mddulos. Entonces

M Q61 N = N Qi) M-

Demostracion. Tenemos los productos tensoriales (M ®Z[G] N,K)y
(N @y M, ). Consideremos el siguiente diagrama:

¢ I
, Y
N x M —" N @y M.

Las funciones £’ o y ko' son Z[G]-biaditivas, luego por la definiciéon 1.8.4
de producto tensorial existen homomorfismos de grupos

®: M@y N = N Qg M,
Ui N @y M — M@y N,

definidos por
PzRy)=y®u,
V(yor)=r0y.

Vemos que V¥ es la inversa de @, por lo tanto M ®Z[G] NN ®Z[G] M. R

Definicién 4.1.5. Sea M un G-modulo. Decimos que M es un G-médulo
trivial si gr = z para toda x € M y para toda g € G.
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Notemos que si M es un G-moédulo trivial, entonces, para toda z € M y
para toda )., n,g; € Z[G|

Sean M y N G-modulos triviales y sea U un grupo conmutativo. Si
f: M x N — U es una funcion Z-biaditiva (ver definicion 1.8.3), entonces f
es Z|G]-biaditiva ya que

f(xg,y) = f(x,y) = f(x, 9y)-
Por otro lado, cada funcion Z[G]-biaditiva es Z-biaditiva.
Proposicién 4.1.6. Sean M y N G-mddulos triviales. Entonces
1. M@y N=M®,N.
2. Homyg (M, N) = Homz(M, N).

Demostracion.

1. Tenemos los productos tensoriales (M ®Z[G] N,k)y (M@, N,r),
donde k es Z[G]-biaditiva y £’ es Z-biaditiva. Consideremos el siguiente dia-
grama:

M x N —" M ®_y N

/ |

Y
M®,N

K

Denotemos por z ® y los generadores de M®Z[G] N y por x ®z y los
generadores de M ), N.

Como M y N son G-modulos triviales se cumple que cada funcion f: M x
N — U Z-biaditiva es en realidad Z[G]-biaditiva. Asi k' es Z[G]-biaditiva.
Por la definicion 1.8.4 de producto tensorial existen homomorfismos de grupos

®: M Qg N - M@, N,
U M@, N — M®yq N

definidos por
@(l’@y) :$®Zy7
@(i@zy) =r QY.
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Vemos que W es la inversa de , luego M @) N = M Q; N.

2. Tenemos que Homgg (M, N) C Homg (M, N). Sea f € Homz (M, N).
Como M y N son G-modulos triviales, entonces f(gz) = f(x) = gf(z) para
toda x € X y para toda g € G, por lo tanto f € Homyzg (M, N). B

Cada Z-moé6dulo M es un G-modulo trivial. De aqui en adelante vamos a
considerar a Z como un G-moédulo trivial.

Sabemos que cada G-modulo izquierdo es también un GG-modulo derecho
con la accion definida por zg = g~ 'z. En general M no es un (Z[G], Z|G])-

bimodulo (ver definicion [1.8.2) ya que
(912)g2 = 93" (912) = (95 ' 91),

y por otro lado
91(zg2) = g1(95 'w) = (195 1)
En el caso en que G es conmutativo o M es un G-modulo trivial tenemos
que M es un (Z[G], Z|G])-bimddulo.
Proposicion 4.1.7 (Asociatividad). Sean M, N, y P G-mddulos. Si G es

conmutativo o N es un G-maodulo trivial, entonces

M Qg1 (N Qi) P) = (M Qi) N) Q1 P-

La demostracion la podemos encontrar de una forma mas general en [11,
proposicion 2.57].

4.2. (Co)invariantes

Definicién 4.2.1. Sean GG un grupo, H un subgrupo de G, y sea M un G-
modulo. Vamos a denotar por < M, H > al subgrupo de M generado por
todos los elementos de la forma x — hx, donde x € M, h € H. El grupo de
coinvariantes de M sobre H, es el grupo cociente

My=M/<M,H>.
El subgrupo de invariantes de M sobre H esta definido por
M*" = {z € X |ha = x para toda h € H}.

Es facil demostrar que M es un subgrupo de M. La siguiente proposicion
relaciona los subgrupos de G con los subgrupos de M.
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Proposicion 4.2.2. Sea M un G-mddulo. St K y H son subgrupos de G
tales que K C H, entonces

1. <M,K>C<M,H >.
2. M7 c MX.

Demostracion. 1. Es inmediato.

2.Six € MY entonces hx = z para toda h € H. Como K C H, entonces
hx = x para toda h € K, por lo tanto x € M¥. R

La siguiente proposicion demuestra que si H es un subgrupo normal de
G, entonces My y M* son G-modulos.

Proposicion 4.2.3. Sea M un G-mddulo. St H es un subgrupo normal de
G, entonces < M, H > y M son submddulos de M.

Demostracion. Basta con demostar que < M, H >y M son cerrados bajo
la multiplicaciéon escalar de M.

Sea G = {gi}icr y sea a = Y .., nig; € Z|G|. Si (x — hx) e< M, H >,
entonces

alr — hzr) = Z n;(gix — gihx)
i€l
= Z ni(gix — h;g;x). (4.1)

iel
La igualdad (4.1)) la obtenemos a partir de que H es un subgrupo normal de
G. Como cada (g;z — h;g;x) pertenece a < M, H >, entonces
Y icrnilgiz — higir) €< M, H >. Asi < M, H > es un submoédulo de M.

Sixz € MY, h € H, entonces

hax) = Zni(hgix)
= an(glhzx) (4.2)

= Z ni(gix)

i€l
= ax.

La igualdad (4.2)) la obtenemos a partir de que H es un subgrupo normal de
G. Asi M¥ es un submédulo de M. B
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Notemos que si M es un G-moédulo y H es un subgrupo normal de G,
entonces My v M son G-modulos tales que H acttia trivialmente sobre My
y MH vy por lo tanto son G/ H-modulos.

Proposicion 4.2.4. Sea f: M — N un homomorfismo de G-mddulos y sea
H un subgrupo de G. Entonces las restricciones

f|<M’H>: <M, H>—<N,H >,
f‘]\/[H: MH — NH

son homomorfismos de grupos.

Demostracion. Solo vamos a demostrar que f|<ppgs ¥ f|az estan bien defi-
nidos.

Sea (z — hx) €< M, X >. Como f es un homomorfismo de G-mo6dulos,
entonces f(x — hz) = f(x) — hf(x) €< N,H >. Asi f|cp g~ estd bien
definido.

Sea z € M, es decir, hx = x para toda h € H. Como f es un homo-
morfismo de G-moédulos, entonces hf(x) = f(hx) = f(z) para toda h € H,
lo que implica que f(x) € N*. Asi f|u esta bien definido. B

Definicién 4.2.5. Sea f: M — N un homomorfismo de G-moédulos y sea
H un subgrupo de G. Definimos los siguientes homomorfismos de grupos:

fu: My — Ny

esta definido por fy(z+ < M, H >) = f(x)+ < N, H >;
. mH 5 NE

es la restriccion fH = f|yn.

Por la proposiciéon anterior y por el teorema 1.3.3 tenemos que fz vy f7
estan bien definidos; ademas si H es un subgrupo normal de G, entonces fy
y f# son homomorfismos de G-modulos.

La categoria de los G-mo6dulos la vamos a denotar por ¢ Mod. Para cada
H subgrupo de G tenemos los siguientes funtores covariantes:

El funtor de coinvariantes Fy: s Mod — Ab esta definido por la
correpondencia

M — My,
(fM—)N) — (fHMH%NH)
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El funtor de invariantes F: ; Mod — Ab esta definido por la corre-
pondencia
M — M7,
(f: M = N) — (f7: M7 — NH),

4.3. Algunos resultados importantes

Lema 4.3.1. Sea M un G-mddulo y consideremos a Z como un G-mddulo
trivial. Entonces

2. MG = HOHIZ[G] (Z, M)

Demostracion.

1. La funcion k: Zx M — Mg definida por k(n, x) = RT es Z[G]-biaditiva
(ver definicion 1.8.3). Sea U un grupo conmutativo. Si f: Z x M — U es
una funcion Z[G]-biaditiva, entonces la funcion ®: Mg — U definida por
®(7) = f(1,2) es el unico homomorfismo de grupos tal que el diagrama

Z x M —“— Mg

AW,

U

conmuta. Asi (Mg, k) satisface la definicion 1.8.4 de producto tensorial, luego
el producto tensorial de Z y M es tnico salvo isomorfismo, por lo tanto
Mg =7 ®Z[G] M.

2. Tenemos que Z (como G-moédulo trivial) es generado por 1, entonces
cada homomorfismo f € Homgys(Z, M) estd determinado por f(1). Como
Z es un G-moédulo trivial, entonces f(1) = f(g-1) = gf(1) para toda g €
G. La funcion ¥: Hompg(Z, M) — MC definida por ¥(f) = f(1) es un
isomorfismo de grupos. W

Observacion 4.3.2. En el lema anterior, la funcion &: Z®Z[G} M — Mg
definida por ®(n ® x) = AT es un isomorfismo de grupos.
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Lema 4.3.3. Sea f: M — N un homomorfismo de G-mddulos. Entonces los
stquientes diagramas son conmutativos:

Id® f
Z ®Z[G] M—1Z ®Z[G] N

| |"
fa

Mg N¢

Homz[g] (Z, M) L Homz[G] (Z, N)
| |
MO ~ NG
Aqui ®1, ®y, Uy, Uy son isomorfismos de grupos definidos como en el lema
anterior.

Demostracion. Sea n ® © € Z @)z M. Entonces

Do (Id® f)(n@r) = Oy(n® f(x))

= f(n)
= fo(n7)
= feodi(n®x).

Sea o € Homgg)(Z, M). Entonces

Wsofilo) = Wa(foo)
— fooll)
= f(o(1))
= f9(o(1))
= fGo\Pl(U)..

Corolario 4.3.4. El funtor Fg es exacto por la derecha y el funtor FC es
exacto por la izquierda.

Demostracion. Por la proposicion [2.1.11{ tenemos que Z ®Z[G] __es exacto por
la derecha y Homgg)(Z, ) es exacto por la izquierda. Se sigue por el lema
anterior que Fy; es exacto por la derecha y F@ es exacto por la izquierda. B



85

Teorema 4.3.5. Sean M y N G-mddulos. Entonces
1. M @z N = M Qyic Ne
2. HOmz[GKMg, N) = HomZ[G}(M, NG)

Demostracion.

1. Por las proposiciones 4.1.4] y 4.1.7, y por el lema tenemos lo

siguiente:

Mg ®Z[G] N (Z ®Z[G] M) ®Z[G} N
(M ®Z[G] Z) ®Z[G] N
M ®Z[G] (Z ®Z[G] N)
M ®Z[G] Ng¢.

2. Por el lema 4.3.1 y por el teorema tenemos que

eIl

Homgzq (Mg, N) Homg(c)(Z @ M, N)
HOIHZ[G] (M, HOIIIZ[G] (Z, N))

HOmz[G] <M7 NG) [

e 1111

Observacién 4.3.6. En el teorema anterior:

L. La funcion ©: Mg @z N = M Qg Ne definida por ®(7 ®@ y) =
r ® Y es un isomorfismo de grupos.

2. La funcion ¥: Homyg (Mg, N) — Homgg (M, N¢) definida por la
correpondencia

(0: Mg — N) —» (%)zM ., N€© )

r — o(T)
es un isomorfismo de grupos.

Teorema 4.3.7. Sea f: M — M’ un homomorfismo de G-mddulos y sea N
cualquier G-maodulo. Entonces los siguientes diagramas son conmutativos:

fa®lId
Mg ®Z[G] N =— Mg, ®Z[G] N

l(bl lq»z

feId
M ®Z[G] Ng— M’ ®Z[G’} Ng
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Homgje) (M, N) —%~ Homge; (Me, N)

HOIHZ[G] (M/, NG) L HomZ[G] (M, NG)
Aqui @1, ®o, Wy, Uy son isomorfismos de grupos definidos como en la obser-
vacion anterior.

Demostracion. SeaT ® y € Mg ®Z[G] N. Entonces

Dyo(feId)Ty) = B(fa(@) @y)
= O,(f(x) @y)
= flr)®7y
— feldz®7)

= (f®Id)o®(T®yY).
Sea 0 € Homgg(M¢;, N) y sea x € M. Entonces

Uyo falo)(z) = Vs(oo fo)(x)
= oo fg(T)
= o(fa(®)
= o(f(=)
Ui (o) (f(x))
= Wi(0) o f(z)
= ffo¥(o)(z). W
Si tenemos un G-conjunto X, entonces el grupo abeliano libre sobre X,
denotado por F(X), es un G-mo6dulo con la accién definida por

g Z Ner = Z ng(gx).

zeX zeX

Denotemos por F(X/G) el grupo abeliano libre sobre el conjunto de 6r-
bitas X/G. La siguiente proposicion demuestra que existe un isomorfismo de
grupos entre F'(X/G) y el grupo de coinvariantes F'(X)g.
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Lema 4.3.8. Sea X un G-conjunto y sea X/G el conjunto de orbitas. En-
tonces

F(X/G) = Z®y F(X).

Demostracion. Sea x € X. Vamos a denotar por [z] la 6rbita de z. En cada
una de las orbitas elegimos un representante de clase y sea {x; };c; el conjunto
de representantes, asi los elementos de F/(X/G) son de la forma

icl
La funcion k: Z x F(X) — F(X/G) definida por
K(m, Z NeT) = Z(mnx)[x]
zeX zeX

es Z|G]-biaditiva (ver definicion 1.8.3). Sea U un grupo conmutativo. Si
f:Z x F(X)— U es una funcion Z[G]-biaditiva, entonces la funciéon
¢: F(X/G) — U definida por

CD(Z nifzi]) = Znif(L )
icl iel
es el iinico homomorfismo de grupos tal que el diagrama

Z x F(X) "~ F(X/G)

at

U

conmuta. Asi (F(X/G), k) satisface la definicion 1.8.4 de producto tensorial,
luego el producto tensorial de Z y F(X) es unico salvo isomorfismo, por lo
tanto FI(X/G) = Z Qi F(X). R

Observacion 4.3.9. En el lema anterior, la funcién
P ZQyq F(X) = F(X/G) definida por

®(me (Y ner)) =D (mn,)[a] = (Y mn,)[w]

zeX reX i€l x€lxy]

es un isomorfismo de grupos.
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4.4. Definiciones de (co)homologia de grupos

Sea GG un grupo y consideremos a Z como un G-moédulo trivial. Sabe-
mos que siempre es posible encontrar una resolucion proyectiva de Z (ver
proposicion 2.4.2 y corolario 2.4.3).

Definicién 4.4.1. Sea M cualquier G-modulo. La (co)homologia de G
con coeficientes en M se define por

Hn(G> M) = HN(P ®Z[G] M)7
H"(G, M) = H" ( Homge (P, M)),

donde P es cualquier resoluciéon proyectiva reducida del G-moédulo trivial Z.

En otras palabras H,(G, M) = Tor2%(Z, M) y H*(G, M) = Extq(Z, M).
A continuacion vamos a definir un complejo de cadenas positivo:

= Cn(@) =2 Cy 4 (G) — - —— O (G) =2~ Cy(G) —=0,

a este le llamaremos complejo estandar de G, y lo vamos a denotar por
Ci(G).

Sea C,(G) el grupo abeliano libre con base G™™!; el operador frontera
On: Ch(G) = C,_1(G) esté definido por

n

&L(go, N 7gn> = Z<_1)2(g0’ ce ,g\“ Ce ;gn);

1=0

donde g; significa que se omitio g;. El grupo G actaa sobre C,(G) de la
siguiente manera:

9(907 s )gn) - (.ggOv s aggn)
Asi cada C),(G) es un G-modulo. También tenemos que

n

On(9(go,- - gn)) = D _(=1)'(990;---GGis--- > 99n)

i=0

= gZ(_l)i<907"-7@7-"7gn>
=0

= gan(g()a"'agn)v

lo que implica que cada operador frontera es un homomorfismo de G-modulos.



89

Sea €: Cy(G) — Z el G-epimorfismo definido por

iel iel
En el capitulo siguiente vamos a demostrar, de una manera mas general, que
el complejo aumentado

e OW(G) =2 Oy 1 (G) —— - ——= C1(G) —2- O (G) =7
es una resolucion proyectiva de Z.
Asi tenemos una definicion equivalente para la (co)homologia de un grupo
G con coeficientes en M.

Definicién 4.4.2. Sea M cualquier G-modulo. La (co)homologia de G
con coeficientes en M se define por

H,(G, M) = H, (C.(G) Qe M),
H"(G, M) = H" (Homgg) (C.(G), M)),

donde C,.(G) es el complejo estandar de G.

En la practica es comin hacer calculos de la (co)homologia de un grupo
G tomando los coeficientes en el G-modulo trivial Z. En este caso usaremos
la siguiente notacion:

H,(G) =H,.(G,Z2),
H"(G) = H"(G, Z).

En el caso en que M es cualquier G-modulo trivial, en particular M = Z,
tenemos que la (co)homologia de G con coeficientes en M tiene propiedades
adicionales.

Sea M cualquier G-moédulo trivial. Notemos que el grupo de coinvariantes
Mg y el subgrupo de invariantes M¢ coinciden con M (ver definicion ,
es decir,

M =M%= Mg.

Sea P cualquier resolucion proyectiva reducida del G-modulo trivial Z y
consideremos el funtor de coinvariantes F. Por los teoremas y

tenemos que los siguientes digramas son conmutativos:

(an)G QI

(Pn)e ®Z[G] M — ZP ~1)a ®Z[G} M

Lq)n lq)nl

On® Id
I ®Z[G} M P ®Z[G] M,
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(871, 1)*
HomZ[G] ((Pn>c7 M) _+>Ci{omZ[G} ((Pn+1)g7 M)

L \I/n L \I}'n,+1
a*

Homy g (P, M) — Homgzg) (o1, M),

donde @, y ¥, son isomorfismos para toda n > 0 (ver observacion [4.3.6)).
Por lo tanto tenemos los siguientes isomorfismos de (co)cadenas:

FG(P) ®Z[G} M= P®Z[G] M’
Homz[g} (Fg(P>, M) = HOIIlz[G}(P, M)

Si elegimos P = C.(G) obtenemos otra definicién equivalente para la
(co)homologia de un grupo con coeficientes en M.

Definicién 4.4.3. Sea M cualquier G-mddulo trivial. La (co)homologia
de G con coeficientes en M se define por

H,(G, M) =H, (FG(C*<G)) ®Z[G} M)>
H"(G, M) = H" (Homgg) (F(C.(G)), M)),

donde C,(G) es el complejo estandar de G y Fg es el funtor de coinvariantes.

Por tltimo tenemos una interpretacion topologica de la (co)homologia de
un grupo.

Definicién 4.4.4. Sea Y un complejo CW. Decimos que Y es un espacio de
Eilenberg-MacLane de tipo (G, 1), o que Y es un K (G, 1), si Y satisface
las siguientes propiedades:

I. Y es conexo.
II. El grupo fundamental m (Y, y) = G para toda y € Y.
II1. El cubriente universal de Y es contraible.

Sea X el cubriente universal de Y. La condicién 111 se puede remplazar por:
H,(X) = {0} para toda n > 2.

Consideremos el espacio universal EG de la familia de subgrupos generada
por el subgrupo trivial de G. Un ejemplo de espacio K(G, 1) es el espacio
clasificante BG.
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Sea C,(BG) el complejo de cadenas positivo

e O (BG) 2% €y (BG) —— - —— C1(BG) 2~ Cy(BG) —— 0,

donde C,(BG) es el grupo abeliano libre que tiene como base al conjunto de
orbitas G"™!/G; el operador frontera esta definido por
5n([g(]7 cee 7gn]) = Z(_ly[gm s 7?@’7 cee Jgn]7
=0
donde g; significa que se omitio g;.
De acuerdo a la definicion la (co)homologia del espacio BG con
coeficientes en cualquier grupo conmutativo M se define por
H,(BG,M) =H, (C.(BG)Q, M),
H"(BG, M) = H" (Homy, (C.(BG), M)).
Sea C, (@) el complejo estandar de G. Por el lema para cada n > 0,
existe un isomorfismo ®,,: Z Q)5 Cn(G) — Cn(BG) (ver observacion {4.3.9).
Es facil ver que el diagrama

Z Q71 Cn(G) —Z Q71 Cn-1(G)

l%

0, (BG) — 2"

es conmutativo, luego por el lema 4.3.1 y por el lema tenemos los si-
guientes isomorfismos de cadenas:

C.(BG) = L@y C(G) = Fa(C(G)).

Consideremos a M y a cada C,(BG) como un G-moédulo trivial. Por la
proposicion y por lo anterior tenemos los siguientes isomorfismos de
(co)cadenas:

Cu(BG) QM = C.(BG) Qy) M = Fo(Cu(@)) Qi M,
HOIIIZ (C* (BG), M) = Homz[g] (C* (BG), M) = Homz[g] (FG (C* (G)), M)
La (co)homologia de un grupo G (ver definicion 4.4.3) coincide con la

(co)homologia del espacio BG. Asi tenemos la siguiente definicion.

Definicion 4.4.5. Sea M cualquier G-modulo trivial. La (co)homologia de
G con coeficientes en M es la (co)homologia de cualquier espacio K (G, 1)
con coeficientes en M.
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Capitulo 5

(Co)homologia relativa de grupos
de Adamson

En este capitulo vamos a dar una generalizacion de la (co)homologia de
un grupo GG. Ahora vamos a considerar parejas (G, H), donde G es un grupo
y H es cualquier subgrupo de G.

La (co)homologia relativa de Adamson de (G, H) con coeficientes en un
G-modulo M aparecié por primera vez en el ano de 1954 en un articulo
escrito por Tain T. Adamson [1], aqui solo se consideran subgrupos de indice
finito.

Existen varias definiciones para la (co)homologia relativa de Adamson de
(G, H); en este capitulo estudiaremos cada una de estas definiciones.

5.1. Definicién con algebra homolégica relativa

Sean G un grupo y H un subgrupo de G. Notemos que el anillo de grupo
Z|G] tiene como subanillo a Z[H], y que cada G-mddulo es también un H-
modulo.

Las siguientes definiciones las podemos encontrar, de forma mas general,
en la seccion 2.5.

Definicién 5.1.1. Una sucesion exacta de G-homomorfismos entre G-modulos

tit1 t;

= M M;

M;—

es llamada (G, H)-exacta si, para cada i, el nucleo de t; es un H-modulo
sumando directo de M;.
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Definicién 5.1.2. Un G-modulo P es (G, H)-proyectivo si, para cada su-
cesion (G, H)-exacta corta

0 M, 2~ M M, 0

y para todo G-homomorfismo f: P — Ms, existe un G-homomorfismo
h: P — M tal que el siguiente diagrama conmuta:

h /

pad Lf

Y
M~ M, ——0.

Definicién 5.1.3. Sea M un G-modulo. Una resoluciéon (G, H)-proyectiva
de M es un complejo de cadenas (G, H)-exacto de la forma

01

P, . . P, Pt M 0

tal que P, es (G, H)-proyectivo para toda n > 0.
El complejo de cadenas reducido

%, p, 0

Pn Pn—l Pl

lo vamos a denotar por Py y le llamaremos resolucion (G, H)-proyectiva
reducida de M. Escribiremos (P, ) para denotar una resolucion (G, H)-
proyectiva de M.

Consideremos a Z como un G-modulo trivial. Por la proposicion [2.5.15
tenemos que siempre es posible encontrar una resolucion (G, H)-proyectiva
de Z.

Definicion 5.1.4. Sea M cualquier G-modulo. La (co)homologia relativa
de Adamson de la pareja (G, H) con coeficientes en M se define por

H,([G, H]; M) = Hn(P®Z[G] M),
H"(|G,H]; M) = H" (HomZ[G](P, M)),

donde P es cualquier resolucion (G, H)-proyectiva reducida del G-moédulo
trivial Z.
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La proposiciéon demuestra que la (co)homologia relativa de Adamson
de la pareja (G, H) con coeficientes en M es independiente de la eleccion de la
resolucion (G, H)-proyectiva reducida de Z, es decir, que esta (co)homologia
es lnica salvo isomorfismo. En otras palabras

H, (G, H]; M) = Torl®(Z,
Z

),

M
M)
5.2. Definicion algebraica

Sea G/H el conjunto de todas las clases laterales izquierdas de H en G.
A continuacion vamos a definir un complejo de cadenas positivo:

= oG/ H) == Gy s (G H) —— - - —— Co(G H) —=0),

a este le llamaremos complejo estandar de G/H, y lo vamos a denotar
por C.(G/H).

Sea C,(G/H) el grupo abeliano libre con base (G/H)"!; el operador
frontera 0,: C,,(G/H) — C,,—1(G/H) esté definido por

n

an(gOHa7gnH) = Z(_l)z(goHvang7agnH)a

=0

donde g/zf\i significa que se omiti6 ¢g;H. El grupo G actia sobre C,,(G/H) de
la siguiente manera:

9(g0H, ..., 9.H) = (990H, ..., 99, H).

Asi cada C,(G/H) es un G-modulo. También tenemos que

n

Ou(g(goH, ... 9aH)) = > (~1)'(gg0H.....99:H.. ., 9g.H)
=0

—

=0
= gan(goHavgnH)7

lo que implica que cada operador frontera es un homomorfismo de G-médulos.
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Sea 0: Cy(G/H) — Z el G-epimorfismo definido por

9( Z ni(giH)) = an

il i€l

Con un poco de paciencia se puede demostrar que 0, o d,,1 = 0 y que
fo0; =0. Asi C.(G/H) efectivamente es un complejo de cadenas y 6 es una
aumentacion para C,(G/H).

Proposicion 5.2.1. El complejo aumentado
= C(G/H) 2 C ((GJH) —> - —— Cy(G/H) 7

es (G, H)-exacto

Demostracion. Vamos a demostrar que existe una H-homotopia de cadenas
tal que el morfismo identidad Id: (C.(G/H),0) — (C.(G/H),0) es homoto-
picamente nulo, es decir, que existe una familia S = {5, },,cz de homomorfis-
mos de H-modulos tal que 0,105, + S,,—1 00, = Id, para todan € Z (con
9o = 6). Despues por la proposicion se sigue que el complejo aumentado
(C.(G/H),0) es (G, H)-exacto.

Para n > 0 definimos S,,: C,(G/H) — C,+1(G/H) por

Sn(goH,...,g.H) = (H,g90H,...,9,H).

Definimos S_1: Z — Co(G/H) por S_1(1) = H, y S,, = 0 para toda n < —1.
Sea h € H. Entonces

Sn(h(goH,...,gnH)) = (H,hgoH,... , hg,H)
(hH,hgoH, ..., hg,H)
h(H, goH, ..., g, H)

Asi cada S, es un H-homomorfismo.
Tenemos lo siguiente: 0y o S_1(1) = 0y(H) =0(H) = 1.

aloSo(gH) = 81(H,9H)
= gH—-H
= gH —5.4(1)
= gH—S,loﬁo(gH)
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an+1 OSn<g0H,.. 7gnH) = an+1(H,g0H,...,gnH)

n+1
= (gOHa"'agnH) +Z<_1)Z<H790H77nglHaagnH)
i=1

= (goH,...,guH) =Y (=1)(H,goH,...,g;H,... g, H)
=0
= (g9oH,...,9.H)— S, 100,(g0H,...,g,H). N

Lema 5.2.2. Para cadan > 1
Co(G/H) = Z|G] Q) Cn-1(G/H);
y también
Co(G/H) = 7[G] @y 7.

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en |2, lema 4.10]. B

Por el lema 2.5.7 tenemos que, para cada H-modulo N, el G-modulo
Z|G] ®Z[H] N es (G, H)-proyectivo. Combinando esto con la proposiciénm
y con el lema obtenemos que el complejo aumentado

== Co(G/H) == C,y 1(G/H) — - — Cy(G/H) — 1,

es una resolucion (G, H)-proyectiva del G-modulo trivial Z. Asi tenemos una
definicion equivalente para la (co)homologia relativa de Adamson de (G, H)
con coeficientes en M.

Definicién 5.2.3. Sea M cualquier G-mddulo. La (co)homologia relativa
de Adamson de la pareja (G, H) con coeficientes en M se define por

Ho([G, H); M) = H, (C.(G/H) @y M),
H"(|G, H|; M) = H" (Homye (C.(G/H), M)),

donde C.(G/H) es el complejo estandar de G/H.

En el caso en que M es cualquier G-moédulo trivial, en particular M = Z,
tenemos que la (co)homologia relativa de Adamson de (G, H) con coeficientes
en M tiene propiedades adicionales.

Sea M cualquier G-modulo trivial. Notemos que el grupo de coinvariantes
Mg y el subgrupo de invariantes M¢ coinciden con M (ver definicion 4.2.1),

es decir,
M =M% = Mg.
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Sea P cualquier resolucion (G, H)-proyectiva reducida del G-moédulo tri-
vial Z y consideremos el funtor de coinvariantes F. Por los teoremas 4.3.5
y 4.3.7 tenemos que los siguientes digramas son conmutativos:

(E)n) QI
(P)o ®uiey M = (Puit) e ey M

lq)" J‘I’

On® Id
Pr Qi) M P Qg M,

(8n+1
HomZ[G] ((Pn>g7 M) ﬁq—lomZ[G} ((PTH-I)G? M)
L‘l’n L‘I’n+l
91

HOIIlZ[G] (Pn, M) Homz[g} (P,H_l, M),

donde ®,, y ¥,, son isomorfismos para toda n > 0 (ver observacion 4.3.6).
Por lo tanto tenemos los siguientes isomorfismos de (co)cadenas:

FG(P) ®Z[G} M= P®Z[G] M
Homz[g} (Fg(P>, M) = Homz[g}(P, M)

Si elegimos P = C,(G/H) obtenemos otra definicion equivalente para la
(co)homologia relativa de Adamson de (G, H) con coeficientes en M.

Definicion 5.2.4. Sea M cualquier G-modulo trivial. La (co)homologia
relativa de Adamson de la pareja (G, H) con coeficientes en M se
define por

H,(|G,H]; M) = H( ( (G/H)>®Z[G )
H"([G, H]; M) = H" (Homgq) (Fa(C (G/H)) M)),

donde C,(G/H) es el complejo estandar de G/H y Fg es el funtor de coin-
variantes.
5.3. Definicion topologica

En esta secciéon vamos a considerar a G como un grupo discreto. Sea H
un subgrupo de G y sea F = F(H) la familia de subgrupos de G generada
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por H, es decir, F es el conjunto de todos los subgrupos de H y de sus
conjugados por elementos de G.

Por la proposicion 3.6.4 tenemos que el conjunto de clases laterales iz-
quierdas G/ H es un G-conjunto tal que la familia F coincide con el conjunto
de subgrupos de G que fijan al menos un punto de G/H. La proposicion
3.6.5 describe un modelo para el espacio clasificante de la familia F; aqui el
espacio F ]:(G) es la realizacion geométrica de un conjunto simplicial que se
construye a partir de G/H, ademas £ r(G) es un complejo CW tal que G ac-
tia celularmente sobre F r(G). El espacio clasificante B z(G) también es un
complejo CW. Al final de la seccién 3.6 describimos un metodo para obtener
la (co)homologia del espacio Bx(G) a partir de un conjunto simplicial.

Sea C.(Bx(G)) el complejo de cadenas positivo

= Cu(BF(@) 2 Co s (BF(G)) — - — Co(BF(G)) —0,

donde C,, (B x(G)) es el grupo abeliano libre que tiene como base al conjunto
de orbitas (G/H)"™!/G; el operador frontera esta definido por

gn([goHv s agnHD = Z(_1)1[90H7 S /iﬁy- e 7gnH]7
=0

—

donde g; H significa que se omiti6 g; H.
De acuerdo a la definicion 3.6.7 la (co)homologia del espacio Bx(G) con
coeficientes en cualquier grupo conmutativo M se define por

(B (G), M) = Hy (C.(BE(G)) @, M),
H"(B£(G), M) = H" (Homy, (C.(B£(G)), M)).

Sea C.(G/H) el complejo estandar de G/H. Por el lema 4.3.8, para cada
n > 0, existe un isomorfismo ®,: Z @y Cn(G/H) — Co(Br(G)) (ver
observacion 4.3.9). Es facil ver que el diagrama

1dR®0n,
Z. Qi) Cn(G/H) ““2 LR 1y Coes (G/H)

lq)n l':bn—l

Co(B£(G)) — Cy1(Br(G))

l

es conmutativo, luego por el lema 4.3.1 y por el lema 4.3.3 tenemos los si-
guientes isomorfismos de cadenas:
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C.(BF(G)) 2 Z @y C-(G/H) = Fu(C.(G/H)).

Consideremos a M y a cada C,(Bx(G)) como un G-médulo trivial. Por
la proposicion 4.1.6 y por lo anterior tenemos los siguientes isomorfismos de
(co)cadenas:

C.(BE(®) @, M Ci(BE(G)) Qg M

F(CA(G/H)) Qg M,

Homygg) (C.(Bx(G)), M)
Homy g (Fo(C.(G/H)),M).

La (co)homologia relativa de Adamson de (G, H) (ver definicion [5.2.4))
coincide con la (co)homologia del espacio B x(G). Asi tenemos la siguiente
definicion.

e 1l

Homg, (C’*(BJ_—(G)), M)

211

Definicién 5.3.1. Sea M cualquier G-mddulo trivial. La (co)homologia
relativa de Adamson de la pareja (G, H) con coeficientes en M se
define por

Hn([G> H]; M) =H, (Bf(G)7M)>

H"([G, H]; M) = H" (B}-(G),M).



Capitulo 6

(Co)homologia relativa de grupos
de Takasu

En este capitulo vamos a dar tres definiciones de la (co)homologia relativa
de grupos de Takasu. Podemos encontrar mas informacion en [2] y en [12].

6.1. Definicion topolégica

Sean GG un grupo y H un subgrupo de GG. En esta seccién vamos a consi-
derar a G y H como grupos discretos.

Sean FG y EH los espacios universales de la familia de subgrupos gene-
rada por el subgrupo trivial de G, y sean BG' y BH los espacios clasificantes.
La inclusion H < G induce una funcién continua

®: BH — BG.

El cilindro de la aplicacion ®, denotado por Cyl(®), es un espacio topologico
que tiene como subespacio a BH y es homotopicamente equivalente a BG
(ver definicion [3.2.1]y corolario [3.2.3)). Elegimos una teoria de (co)homologia
H que sea admisible, es decir, que admita a cada pareja (Cyl(®), BH), y que
considere coeficientes en cualquier grupo conmutativo M.

Definicién 6.1.1. Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homologia
relativa de Takasu de la pareja (G, H) con coeficientes en M se define
por

H, (G, H; M) = H,(Cyl(®), BH; M),

H"(G,H;M) = H"(Cyl(®),BH;M).
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Usando el modelo simplicial descrito en la proposicién 3.6.5 tenemos que
el espacio BH es homeomorfo a un subespacio de BG, asi podemos pensar que
BH C BG. Usando la (co)homologia simplicial relativa tenemos la siguiente
definicion.

Definicion 6.1.2. Sea M cualquier grupo conmutativo. La (co)homologia
relativa de Takasu de la pareja (G, H) con coeficientes en M se define
por

H,(G,H:M) — H, (BG,BH;M):Hn(g:gf[;gZ%),

H'(G.H; M) = H"(BG,BH;M) =H" (HomZ <%’M)>7

donde C.(BG) y C.(BH) estan definidos como en 3.6.7.

6.2. Definicion algebraica

En la secciéon 4.4 definimos el complejo estandar de GG y lo denotamos por
C«(G), de manera andaloga se define C,(H ).
Sea M cualquier G-mddulo. Para cada n > 0 sea

el homomorfismo definido por
q)n((h(),...,hn) ®[E) = (ho,,hn)(g)l’

En [8, Apéndice A.1] podemos encontrar una breve seccion sobre Ho-
mologia relativa de grupos; aqui se menciona un truco para mostrar que el
homomorfismo ®,, es inyectivo.

Es facil ver que el siguiente diagrama es conmutativo:

On®Id
Co(H) Qg M 2=5Cro 1 (H) Ry M

j% qu

h®Id

8
Cn(G) ®Z[G] M ——C,1(G) ®Z[G] M.



103

Cada ®,, es un monomorfismo, entonces & = {®,},ecz es un morfismo
de cadenas que induce la siguiente sucesion exacta corta entre complejos de
cadenas:

00— Cu(H) Qg M == C.(G) Qzie) M C.(H) ®Z ]] M "
% H
Ci(G) Qg M
donde = Coker ©.

Hacemos M = Z[G]. Asi la sucesion anterior induce la siguiente sucesion
exacta corta entre complejos de cadenas:

C.(G)

0 Cll) @un ZIC — &) — Gy 770

Definicién 6.2.1. Sea M cualquier G-mddulo. La (co)homologia relativa
de Takasu de la pareja (G, H) con coeficientes en M se define por

C(G) Qg M
Co(H) QyM )

H"(G, H; M) = H" | Homgg (C’* ¢.(G) i ],M>> )

H, (G, H; M) = H,

(H) Qg 2IG

En el caso en que M es un G-médulo trivial, en particular M = Z,
tenemos los siguientes isomorfismos de cadenas.

C.(BG) @, M = C.(BG) @yy M = Cul(G) Ry M,
C.(BH) @y M = C.(BH) @y M = C.(H) @y M.

Se sigue que la definicion coincide con la definicion [6.1.2]
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6.3. Definicion con algebra homolobgica

Si M es un G-moédulo, entonces el epimorfismo Oy : Z[G] Q) M — M
definido por 0y/(g ® ) = gz induce una sucesion (G, H)-exacta corta:

0 —— Ker Oy — Z[G] @y M 2 M —— 0.

Sea I )y (M) = Ker 0y Si f: M — M’ es un G-homomorfismo, entonces
el siguiente diagrama es conmutativo:

o
0 ——TI6,m) (M) —Z[G) Qg M —— M 0

jI(G,H)(f) L1d®f ‘f

Ongr
0—Lig,m(M') — Z[G] ®Z[H] M' = M' —0,

donde L m)(f) es la restriccion de Id ® f.

Definicién 6.3.1. El funtor de Takasu es el funtor covariante
Lig,m): @ Mod —¢ Mod definido por la correpondencia

M — I(GyH)(M),

_ , Lem(f): Iigmy(M) — Lam(M) )
(J: M= M) — ( 00T — >0 ® f(x) )

El funtor de Takasu tiene propiedades muy interesantes, algunas de estas
las vamos a mencionar en la siguiente proposicion.

Proposicién 6.3.2.
1. Lig,m) (M) es un funtor covariente exacto con respecto a la variable M.
2. Si M es G-proyectivo, entonces I gy(M) es G-proyectivo.

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en |12, proposicion 1.1].
[ |

Por la proposicion 2.4.2 y por corolario 2.4.3 siempre es posible encontrar
una resolucion proyectiva del G-modulo trivial Z. Por la proposicion anterior
podemos aplicar el funtor de Takasu a cualquier resolucion proyectiva de 7Z
y asf obtener una resolucion proyectiva de I (7).



105

Definicién 6.3.3. Sea M cualquier G-mddulo. La (co)homologia relativa
de Takasu de la pareja (G, H) con coeficientes en M se define por

H, (G, H; M) = Tor?_, (1. (Z), M),
H"(G,H; M) = Extg_l(I(Gﬂ)(Z),M).
La siguiente proposicion demuestra que la definiciéon anterior coincide con
la definicién 6.2.1.
CL(@Q)
(H) Qg ZIG]

modificado adecuadamente) es una resolucion proyectiva de 1 my(Z).

Proposiciéon 6.3.4. El complejo cociente c (con el grado

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en [12, proposicion 3.3|.

6.4. Comparacion de las (co)homologias relati-
vas de grupos

En esta seccion vamos a comparar las (co)homologias relativas de gru-
pos de Adamson y de Takasu. El n-ésimo grupo de homologia relativa de
Adamson de la pareja (G, H) lo vamos a denotar por H, (|G, H]; M), mien-
tras que el n-ésimo grupo de homologia relativa de Takasu lo denotamos por
H,(G, H; M), de manera analoga se denotan los n-ésimos grupos de cohomo-
logia.

La siguiente proposicion serd de gran ayuda al momento de calcular la
(co)homologia relativa de Adamson de la pareja (G, H), en el caso en que H
es un subgrupo normal de G.

Proposicion 6.4.1. Sea M cualquier G-mddulo trivial. St H es un subgrupo
normal de G, entonces

Hn([Ga H]§ M) = Hn(G/HQ M)7
H"(|G, H]; M) 2 H"(G/H; M).

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en |2, corolario 4.29]. B

Definicién 6.4.2. Sean H y K subgrupos de G tal que H es un subgrupo
de K. Decimos que H es K-malnormal si para toda g € G — K se tiene
que HNgHg™' = {e}, donde e € G es la identidad. Decimos que H es
malnormal si es H-malnormal.
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En el siguiente teorema vamos a enunciar algunos casos en los que la
(co)homologia relativa de grupos de Adamson coincide con la de Takasu.

Teorema 6.4.3. Sea M cualquier G-mdodulo trivial.
1. Sea H cualquier subgrupo de G. Entonces

H, (|G, H]; M)
HY([G, H]|; M

2. St H es un subgrupo malnormal de G, entonces
H, (G, H]: M) = H,(G, H: M),
H'((G, H]; M) = H'(G, H; M).

Demostracion. Podemos encontrar una demostracion en |2, proposicion 7.9,
y teorema 7.13|. B

Los siguientes ejemplos muestran que la (co)homologia relativa de grupos
de Takasu no coincide con la (co)homologia relativa de grupos de Adamson.

Ejemplo 6.4.4. Sea G = ZxZysea H = Zx {0} = 7Z. Tenemos lo siguiente:

I

H,(Z x Z,7:;7)

1%

12

T T 5 s
S
@
N

donde T2 es el toro, S* el meridiano, y ﬁn denota la homologia reducida. Por
otro lado tenemos que Z x {0} es un subgrupo normal de Z x Z, se sigue por

la proposicion que

H,.([Z x Z,Z];Z)

1%

H,.(Z;Z)
H,,(BZ;7Z)
H,(SY 7).

1%

I
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Ejemplo 6.4.5. Sea G = Z y sea H = 27Z. Tenemos lo siguiente:

12

H,(Z,22;Z) = H,(M,S";Z)
>~ H,(RP*Z)
ZJ2Z sin=1,
{0} en otro caso,

donde M es la banda de Mobius y S! es la frontera de M. Por otro lado
tenemos que 2Z es un subgrupo normal de Z, se sigue por la proposicion
6.4.1 que

H,([Z,22);Z) =~ H,(Z/2Z;Z)
~ H,(B(Z/27);7)
~ H,(RP>;Z)
7  sin=0,

12

Z/27 sin es impar,
{0} en otro caso.

Los ejemplos anteriores fueron sugeridos por Francisco Gonzales Acuna.



108



Bibliografia

1]

2]

13l

4]

5]

6]

7]

18]

19]

[10]

lain T. Adamson. Cohomology theory for non-normal subgroups and
non-normal fields. Proc. Glasgow Math. Assoc., 2:66—76, 1954.

J. Antonio Arciniega and J. L. Cisneros. Comparison of relative group
(co)homologies. Bol. Soc. Mat. Mez, 2016.

Kenneth S. Brown. Cohomology of groups, volume 87 of Graduate Texts
in Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1994. Corrected reprint of
the 1982 original.

David Dummit and Richard Foote. Abstract Algebra. John Wiley &
Sons, Inc., third edition, 2004.

Sergei 1. Gelfand and Yuri I. Manin. Methods of homological algebra.
Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, second
edition, 2003.

Paul G. Goerss and Jhon F. Jardine. Simplicial Homotopy Theory.
Birkhauser, 1997.

G. Hochschild. Relative homological algebra. Trans. Amer. Math. Soc.,
82:246-269, 1956.

Kevin P. Knudson. Homology of linear groups, volume 193 of Progress
in Mathematics. Birkhduser Verlag, Basel, 2001.

Emilio Lluis-Puebla. Algebra homoldgica, Cohomologia de Grupos y K-
Teoria Algebraica Cldsica. Addison-WesleyIberoamericana, 1990.

J. Peter May. Simplicial Objects in Algebraic Topology. The University
of Chicago, 1967.

109



110

[11] Joseph J. Rotman. An introduction to homological algebra. Universitext.
Springer, New York, second edition, 2009.

[12] Satoru Takasu. Relative homology and relative cohomology theory of
groups. J. Fac. Sci. Uniw. Tokyo. Sect. I, 8:75-110, 1959.

[13] Tammo tom Dieck. Transformation Groups. Number 8 in Studies in
Mathematics. Walter de Gruyter, Berlin, 1987.

[14] Charles A. Weibel. An Introduction to Homological Algebra. Cambridge
University Press, 1994.



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Teoría de Módulos
	Capítulo 2. Álgebra Homológica
	Capítulo 3. Preliminares Topológicos
	Capítulo 4. (Co)homología de Grupos
	Capítulo 5. (Co)homología Relativa de Grupos de Adamson
	Capítulo 6. (Co)homología Relativa de Grupos de Takasu
	Bibliografía



