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Introduccion

Escribir programas de computadora para resolver cierta tarea de manera eficien-
te y correcta es una de las labores finales en el proceso creativo de un cientifico
de la computacién, y desde los inicios de las primeras computadoras electréni-
cas en la década de 1950 se hizo notoria la necesidad de disenar e implementar
lenguajes de programacion que faciliten esta tarea. Inicialmente el desarrollo
de estos lenguajes se limité al diseno de ensambladores que transformaran re-
glas mnemotécnicas a su correspondiente cédigo de maquina; sin embargo, esta
manera de ensamblar programas resulté problemética al requerir conocimiento
profundo de la arquitectura de cada maquina por parte del programador. El
siguiente paso natural era disenar un lenguaje de alto nivel que permitiera al
programador olvidarse de las caracteristicas fisicas de la méquina, y en el que
fuera posible convertir un programa escrito en este lenguaje en una secuencia
de instrucciones de méaquina seménticamente equivalente mediante el uso de
un metaprograma conocido como compilador. Inicialmente existia la duda de
que fuera posible disenar un compilador capaz de generar cédigo tan eficiente
como el que escribiria un programador experto mediante el uso de ensamblado-
res; fue a partir de este problema que el diseno e implementacion de lenguajes
de programacién tomé relevancia como area de estudio de las ciencias de la
computacion.

A finales de la década de 1960 surgié el paradigma de programacion estructu-
rada a partir de la invencion del concepto de subrutinas, que en cierta medida
emulan al concepto de funcion matemdtica. Ambos conceptos permiten la reuti-
lizacion del cédigo al definir un mecanismo mediante el cual se puede invocar
la ejecucién de ciertas intrucciones sobre algunos argumentos de entrada con
la finalidad de devolver un valor como resultado. La diferencia entre estas dos
nociones es que una funcién matemaética es pura en el sentido de que siempre
que ésta se mande [lamar con una combinacién particular de argumentos devol-
verd exactamente el mismo resultado; mientras que en una subrutina esto no es
necesariamente cierto ya que existe un estado global que puede ser modificado
mediante efectos secundarios de la misma u otra subrutina y del cual dependa
el valor del resultado final, por lo que invocar dos veces a la misma subruti-
na con los mismos argumentos de entrada puede devolver resultados distintos.

IX
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La existencia de efectos secundarios oculta el flujo de datos en un programa
por lo que también dificulta el andlisis matematico de éste; es por esta razén
que se propone al paradigma funcional puro como una alternativa superior a la
programacion estructurada con efectos secundarios.

En este trabajo retomamos IswiM, la familia de lenguajes de programacion
propuesta por Landin en 1969 [21], para desarrollar e implementar una instancia
polimérfica de tal familia. El objetivo de este trabajo es exponer de manera
precisa y clara las nociones fundamentales referentes al cdlculo-A puro y sus
extensiones pertinentes, en aras de culminar en un calculo y un sistema de tipos
que puedan formar la base de un lenguaje de programacion estaticamente tipado
mediante inferencia polimérfica de tipos.

En la primera parte de este trabajo desarrollaremos las nociones basicas re-
ferentes al cédlculo-A mostrando su sintdxis y seméntica, asi como su poder
computacional al mostrar cémo definir funciones recursivas que operen sobre
representaciones de niimeros naturales; terminaremos esta primera parte con la
introduccién de IswiM. En la segunda parte desarrollaremos incrementalmente
un sistema de tipos que proporcione polimorfismo paramétrico al calculo me-
diante inferencia de tipos, por lo que no serd necesario incluir anotaciones de
tipos en un programa de ISWIM polimérfico. En la tercera parte de este trabajo
desarrollaremos una serie de maquinas abstractas, cada vez mas eficientes, para
evaluar el calculo de ISWIM polimérfico de manera eficiente y correcta.

En el capitulo final implementaremos ISWIM polimdrfico, mediante el lengua-
je de programacién funcional Haskell [24]. Con esta implementacién esperamos
mostrar la eficacia de este paradigma para codificar casi de manera directa
las funciones matematicas descritas a lo largo de este trabajo. Ademads, imple-
mentaremos la inferencia de tipos mediante el estilo de programacién monadi-
ca, que recientemente ha revolucionado el campo de la programacién funcional
[27, 39, 40, 34].

Esperamos que el presente trabajo sea de utilidad para el estudiante de ciencias
de la computacién interesado en el diseno de lenguajes de programacién desde
un enfoque matemaético.

Diego Murillo Albarran



Parte 1

El calculo-)\ como modelo
de computo






Capitulo 1

El calculo-)\ puro

A inicio de la década de 1930 Alonzo Church desarrollé la notacion lambda a
partir de su intento de formalizar los fundamentos de las matematicas; lamenta-
blemente el sistema original resulté ser inconsistente como método de deduccién
légica al ser susceptible a la paradoja descubierta por Curry y Rosser [37]. Sin
embargo, en 1935 Church depuré el sistema original para conservar Gnicamen-
te la parte referente al cémputo de aplicacién de funciones [9], y poco tiempo
después probé junto con Rosser que este nuevo sistema era consistente [11]. En
este capitulo describiremos la sintaxis basica del cdlculo-A junto con la regla
de reescritura que permite modelar la aplicacién de funciones. Terminaremos el
capitulo reiterando el resultado de Church y Rosser sobre la consistencia de este
sistema formal.

1.1. Sintaxis

Para definir el cdlculo -\ puro primero necesitamos definir el concepto de varia-
ble; para esto supondremos que contamos con un conjunto infinito X de identi-
ficadores. Usaremos letras minusculas para denotar elementos pertenecientes a
este conjunto.

Definicién 1: X Variables [15]

X = alble|...|z|lyl|z] ...
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Definiremos el conjunto A de todas las posibles expresiones del célculo-\ a
manera de una gramatica con tres posibles construcciones donde cada una de
ellas estd respectivamente etiquetada con [varl, [Ax.M] v [appl. Estas etiquetas no
forman parte de la sintaxis y solamente nos serviran para referirnos con facilidad
a cada una de las posibles producciones de la gramatica [15].

Definicién 2: A Célculo-\ puro [15]

A=z [var]
| (Az. M) [Ax.M]
| (M N) [app]

dondez € X y M,N €A

La construccién mas simple es la que genera variables mediante la regla [varl;
asi tenemos que z, ¥, v z son elementos atémicos del calculo-\. Las 1ltimas dos
reglas permiten crear recursivamente nuevos elementos a partir de otros mas
simples.

La regla trx.M1 nos permite construir abstracciones-\ a partir de una variable x
y otro elemento M del cdlculo-A. Asi, por ejemplo, como x y z son variables,
entonces obtenemos que (Ax.z) y (Az.z) son ambos elementos validos del cdlcu-
lo-A. Diremos que en una abstraccién-A de la forma (Ax. M), = es la variable
ligada y M el cuerpo de la abstraccién-A [15].

A veces nos referiremos a las abstracciones-A con el nombre de funciones ya
que existe una correspondencia entre una funcién matematica de una variable
y una abstraccién-A. La diferencia entre estas dos nociones es que en el caso
de las funciones matematicas, éstas disponen de un identificador el cual pue-
de ser usado para invocar a la funcién en cualquier momento. Por ejemplo, la
funcién f(x) = x puede ser aplicada sobre argumentos distintos mediante la
notacién f(0) y f(7). En el caso de las abstracciones-\, éstas no disponen de
un identificador por lo que cada que queramos aplicar una abstraccion-A so-
bre argumentos distintos tendremos que denotarlo escribiendo la abstraccién-A
completa en cada caso. Es por esta razon que se dice que las abstracciones-A
son funciones andnimas. Este anonimato podria parecer problemético no sélo
en cuanto a conveniencia denotacional, sino también en cuanto a la capacidad
de autoreferencia dentro de una funcién lo cual aparentemente nos impediria de-
finir funciones recursivas; afortunadamente, éste no es el caso y veremos c6mo
solucionar este problema en la Seccién 2.3.

Diego Murillo Albarran
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Por ultimo, la regla [app] construye una aplicacion. Si tenemos dos elementos
del célculo-A, digamos z y (Az. z), entonces (z (Az.z)) y ((Az.z) z) son ambos
elementos validos del cédlculo-A. La intencién de una aplicacion es proveer de
un mecanismo para aplicar una abstraccion-A sobre un argumento. Por ejemplo,
((Az. z) z) denota la aplicacién de la funcién (Az. z) sobre el argumento z. En
la Seccién 1.5 veremos los detalles referentes a la aplicacién de funciones.

A partir de ahora cuando M € A nos referiremos a M como una expresion-A o
simplemente como una expresion.

1.2. Convenciones sintacticas

Dado que usaremos ampliamente las expresiones-A en este trabajo, establecere-
mos algunas convenciones sintacticas que nos facilitaran su lectura mediante la
eliminacién de los paréntesis que no sean semdanticamente indispensables [15].

Tomemos por ejemplo la siguiente expresién:

((Az.z) Az (Ay- (Az. (2 2) (y 2))))))

Si convenimos en que las aplicaciones asocian a la izquierda, entonces podemos
omitir todos los paréntesis en las aplicaciones salvo cuando queramos indicar
alguna asociacién a la derecha. Por ejemplo, la expresién anterior se simplifica
de la siguiente manera:

(Az.z) (Az. (Ay. (Az.z z (y 2))))

Aqui eliminamos los paréntesis alrededor de (x z) porque ahora que estamos de
acuerdo en que la aplicacion asocia a la izquierda, entonces no hay posibilidad de
confundir (z z (y z)) con (z (z (y 2z))). Asimismo, podemos omitir los paréntesis
exteriores en (x z (y 2)) y los que encierran a la expresién completa.

De manera similar podemos omitir los paréntesis que rodean a cada abstraccién-
A usando la convencién de que el alcance de las abstracciones-A es todo lo que
haya a la derecha del punto hasta llegar a algtin paréntesis que la encierre. Por
ejemplo, la expresion anterior se simplificaria més de la siguiente manera:

Ax.z) Az Ay. Az .z z (y 2)

Diego Murillo Albarran
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En este punto todos los paréntesis que quedan son necesarios, ya que si quitara-
mos los paréntesis de (Az.x), el significado de la expresién cambiarfa de ser una
aplicacién de la funcién Az.z sobre el argumento A\x. Ay. A\z. & z (y z) a ser
Unicamente una funcién Az. (x (Az. A\y. Az.z z (y 2))) que no se aplica a ningin
argumento.

1.3. Variables libres y a-equivalencia

Cada expresién del cdlculo -\ tiene un drbol sintdctico asociado el cual esta com-
puesto por tres tipos de nodos [15].

= Las variables se representan como hojas del arbol. Son nodos sin hijos que
estan etiquetados con su respectiva variable.

= Una aplicacton M N corresponde a un nodo interno denotado por ap que
tiene a M como hijo izquierdo, y a N como hijo derecho.

= Una abstraccién-A Az. M se representa mediante un nodo interno etique-
tado con Az y que tiene como tnico hijo a M.

Por ejemplo, el drbol sintdctico correspondiente a (Ax. z y) es el siguiente:

Ahora consideremos un arbol més complejo que representa a la expresion

My ez y) Az, (A\y. Az. z ) x)

Diego Murillo Albarran
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ap
Ay AT
\ \
Az ap
‘ P
ap )\y T
Pl |
Ty AT
\
ap
P
z

Usaremos los arboles sintdcticos de una expresion M para clasificar las variables
de M como libres o ligadas.

Definicién 3: Variables libres y ligadas [15]

Si M € A es una expresion-A y x € X es una variable que figura en M,
entonces decimos que x estd ligada en M si existe un ancestro de x en
el arbol sintactico de M etiquetado con Ax. En caso de que no exista tal
ancestro diremos que la variable x se encuentra libre en M.

En caso de que existan varios ancestros de x etiquetados con Az diremos
que la variable se liga inicamente al de mayor profundidad.

En el ejemplo anterior podemos ver que todas las variables salvo z estan ligadas
ya que no existe un nodo Az que sea ancestro de z. También notemos que las
variables = estan ligadas a nodos distintos por lo que podriamos pensar que
a pesar de que llevan el mismo nombre, en realidad se comportan de manera
distinta. M&s adelante veremos que en efecto su seméantica es distinta, por lo
que vale la pena hacer la distincién desde ahora.

Definicién 4: a-equivalencia [15]

Diremos que dos expresiones-A M, N son a-equivalentes, si sus arboles
sintdcticos difieren tinicamente en los nombres de las variables ligadas, y
lo denotaremos mediante M =, N.

En adelante diremos que M = N si ambas expresiones son sintacticamente
idénticas, o si M =, N.

Diego Murillo Albarran
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Siguiendo con el ejemplo anterior, tenemos entonces que

Oy dz.z y) Az Ay Az, 2 x) ) =4 (Aa. Ab. b a) (Ae. (Ad. de.z €) ¢)

También nos interesara conocer el conjunto de variables libres de una expresion
M, el cual podemos calcular usando la siguiente funcién.

Definicién 5: V. Variables libres [15]

Ve(z) = {x}
Ve(Az. M) = V(M) ~ {z}
Ve(M N) = V(M) U Ve(N)

Si Vo (M) = @, entonces decimos que M es una expresion cerrada, un
combinador, o para propositos de este trabajo, un programa.

1.4. Sustituciéon

Ahora que conocemos el concepto de variables libres, definiremos una operacién
sobre expresiones-A que nos permitird empezar la discusién sobre la seméantica
del célculo-A.

La sustitucion es una operacién ternaria, denotada mediante M [z <— N], donde
M, N son expresiones-\ y x es una variable. La sustitucién M [x < N] reemplaza
todas las ocurrencias libres de x en M con la expresién N. Por ejemplo, la
sustitucién (f x)[f « Ay.y] resulta en la expresién ((Ay.y) z), pero la sustitucién
(Mf.f 2)[f « Ay.y] resulta en (Af.f x) ya que no hay ocurrencias libres de f en

(M.f ).

Al definir la operacién de sustitucién M|[x < N| debemos tratar a las variables
libres en N de manera cuidadosa; especificamente queremos asegurar que si y es
una variable libre en N, entonces y permanece libre en M|z +— N]. Por ejemplo,
no queremos que la sustitucién (Af.fz)[x < f y] resulte en Af.f (f y) ya que
si fuera asi, habriamos introducido un ligado espurio sobre la variable f. Para
evitar esto usaremos a-equivalencia antes de aplicar la sustitucién de manera
que cambiemos la variable ligada en una abstraccién-\ por una variable nueva
que no hayamos usado antes. De esta manera tendriamos que (A\f.fz)[z + f y]
resulta en Ag.g (f y), donde f permanece libre. A continuacién mostramos la
definicién formal de esta operacién.

Diego Murillo Albarran
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Definicién 6: Sustitucién [15]

arem={ 7 57
(Azx. M) siz=y
(Az. Mz + z][ly+< N)) siz#y

donde 2z ¢ V. (M)UV,(N)

(Az. M)[y « N] = {

(M1 Mz)[y <= N] = (Mi[y = N] Mazly < NJ)

A veces representaremos al operador de sustitucién [z < M| mediante la
letra o.

Convenimos que en caso de tener varias sustituciones seguidas sobre la
misma expresion, éstas se efectian una por una de izquierda a derecha.
Es decir,

M0'10'2 = ((MO'l)O'Q)

La sustitucion queda definida de manera muy intuitiva para el caso de variables
y aplicaciones. Solamente en el caso de las abstracciones-\ es donde la definicién
se complica ligeramente para evitar ligar variables libres.

Si nos encontramos con el caso (Ax. M)z + N] donde la variable que queremos
sustituir es precisamente la variable que la abstraccion-\ estd ligando, entonces
por la definicién de V, sabemos que no es posible que haya instancias libres de
2 en M, por lo que el resultado es la misma expresién (Az. M).

Ahora que si tenemos el caso (Ax. M)[y < NJ, donde z # y, deberfamos descen-
der recursivamente sobre M aplicando M|y < NJ; sin embargo, si hiciéramos
esto y x aparece libre en N, entonces ésta quedaria ligada en el resultado de la
sustitucién. Para evitar que esto ocurra nos apoyaremos de la a-equivalencia, y
elegiremos una nueva variable z de manera que ésta no aparezca libre en M ni en
N. Ahora podemos cambiar la expresiéon Az.M por la expresiéon a-equivalente
Az.M[z < z]. De esta manera podemos aplicar la sustitucién [y < N] sobre
esta nueva expresion, sin temor de que alguna variable libre de N quede ligada
a la abstraccién-A ya que z no figura en N.

Ahora que conocemos la operacién de sustitucién, empezaremos con la discusion
sobre la seméntica del cdlculo-\ y su correspondencia con el computo de la
aplicacién de funciones.

Diego Murillo Albarran
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1.5. pB-reduccion

El célculo -\ modela funciones de una variable mediante expresiones de la forma
Az.M donde x funge como la variable que representa el argumento de la funcién.
Para asociarle un valor a la variable z es necesario aplicar la funcién sobre alguna
otra expresién formando una expresién de la forma (Az.M) N.

Definicién 7: [-redex [15]

Les damos el nombre de S-redex a las expresiones de la forma
(Ax.M) N

A veces las llamaremos simplemente redez. El nombre viene de la contrac-
cion de reducible expression que se traduce como «expresion reducible ».

El concepto de S-redex es fundamental en el cdlculo-A pues permite definir la
regla de [-reduccion, denotada — que reduce un -redexr a una expresion mas

sencilla.

Definicién 8: — j-reduccién [15]

La regla ;) opera sobre un S-redexr de la siguiente manera.

(A.M) N > Mz < N]

Es decir, al aplicar la abstraccion-A Ax.M sobre una expresién N, se obtiene el
cuerpo de la abstraccién-\ donde cada ocurrencia de z fue sustituida por N.

De esta manera se captura la nocién de que las abstracciones-A representan

funciones de una variable. Por ejemplo Az.x representa a la funcién identidad,
pues el resultado de aplicarla sobre una expresion M resulta en la misma M.

(M) M e e~ M =M

Podemos ver que (Azx.z) y (Az.z) operan exactamente de la misma manera ya
que son expresiones a-equivalentes.

Diego Murillo Albarrdn
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También podemos representar funciones constantes mediante Az.M cuando z
no figura en M como variable libre. Por lo que al aplicar la funcién obtenemos
M independientemente de cudl haya sido el argumento. Observemos algunos
ejemplos de S-reduccion:

(M\e.z) y -z
(Az.z) (M\z.x) - 2
Azx.z) (Az. 2) e (A\z. 2)

1.6. Currificacion

La sintaxis del cédlculo-A solamente permite definir funciones de una variable.
Por supuesto las funciones mas interesantes operan sobre més de una variable, y
afortunadamente existe una técnica conocida como currificacion, popularizada
por Haskell Curry! [12], la cual nos permite expresar estas funciones dentro del
calculo-\ tal y como lo hemos definido hasta ahora.

La currificacion consiste en transformar una funcién de varias variables en una
secuencia de funciones de una variable anidadas de manera que cada una reciba
un solo argumento, y que devuelva como resultado una funcién que espera el
siguiente argumento [12].

Por ejemplo, la funcién de tres variables comp(f, g,z) = f(g(x)), puede ser de-
finida equivalentemente en el calculo-A mediante la expresién Af. Ag. A\z. f (g x)
en la cual tenemos tres funciones anidadas donde la primera se aplica a un solo
argumento, y que devuelve otra funcién que a su vez espera un solo argumen-
to. Una vez que los tres argumentos han sido aplicados obtenemos el valor que
esperabamos, tal y como se muestra en la siguiente reduccién:

Af-Ag- Az f (g @) g 2" = (A\g- Av ' (g @) g @'
Az f' (g z)) o'
f' (g )

N
B
—
B

LA pesar de que la currificacién lleva el nombre de Haskell Curry, él no la inventé sino
que la aprendié de Moses Schonfinkel quien la usé en 1924, e incluso ya habia sido usada por
Gottlob Frege en 1893 [38, 7).

Diego Murillo Albarran
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Con el ejemplo anterior, resaltamos una de las caracteristicas principales de la
programacion funcional, y esto es que las funciones se consideran ciudadanas de
primera clase. Esto significa que una funcién puede recibir como argumento otra
funcién, asi como ser devuelta como resultado de otra funcién. A las funciones
que aceptan o devuelven otras funciones se les conoce como funciones de orden
superior, en contraste con las funciones de primer orden que no reciben ni
devuelven funciones [1].

Las funciones de orden superior son muy utiles para abstraer ciertos comporta-
mientos comunes. Por ejemplo, si queremos aplicar una funcién sobre una lista
de elementos, podemos invocar a la funcién map que recibe una funcién y una
lista, y devuelve la lista donde a cada elemento se le aplicé la funcién. Todavia
mas util, es el concepto de aplicacion parcial que consiste en aplicar una fun-
cién de n variables sobre menos de n argumentos, para obtener una funcién
parcialmente aplicada. Por ejemplo, si tenemos una lista de nimeros y una fun-
cién Aa.\b.M que devuelve la suma de dos nimeros?, entonces podemos usar la
funcién map ((Aa.Ab.M) 5) para sumarle 5 a cada elemento de una lista.

El concepto de currificaciéon forma uno de los primeros indicios que nos puede
llevar a pensar que, en efecto, el calculo-A puede ser usado como fundamento
para un lenguaje de programacién de alto nivel.

1.7. Formas normales

La idea central del calculo-\ es tomar una expresiéon M y reducirla hasta cier-
to punto donde consideremos que la nueva expresion sea el resultado de la
evaluacién de M. Una primera aproximacién al concepto de resultado de una
evaluacion es una expresién que no pueda ser reducida méas alla de su forma
actual.

Definicién 9: Forma normal [15]

Decimos que una expresion M esta en su forma normal, si ninguna de sus
subexpresiones es un [3-redex. Estas expresiones no pueden simplificarse
mas.

Los siguientes ejemplos son expresiones que estan en su forma normal y que no
pueden reducirse mas alla de ella.

=T

2En el préximo capitulo veremos cémo usar el cdlculo-\ para definir niimeros y operaciones
sobre ellos.
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= Az
s Az My Azx oy 2)
= (z y)

= (z (M. )

s (z (\z.2)) 2

Es importante mencionar que no todas las expresiones se pueden reducir a una
forma normal. Un ejemplo de esto es el combinador €.

Q= ez z) Az x)

Veamos lo que sucede al aplicar > sobre ()

Az.x z) Azx 2) > (z z)x + Iz.x

= (Az.x z) Ao x)
&0

Obtuvimos que Q0 — €, es decir, si intentamos encontrar una forma normal
B

para ) estaremos reduciéndolo a si mismo hasta el fin de los tiempos. Este
comportamiento es comparable con el de un programa de computadora cuya
ejecucién jamas termina.

1.8. Cerradura compatible y confluencia

Consideremos la expresién Az.(Az. y) ((Az.x) Az. x). Esta expresion no esta en

su forma normal ya que contiene dos subexpresiones (subrayadas) que forman
un [S-redexr. Sin embargo, formalmente no podemos reducir esta expresion ya
que la regla ? solamente opera sobre expresiones de la forma (Az.M) N, y esta

expresion es de la forma Ax.M. Para solucionar este problema definiremos la
cerradura compatible de e denotada mediante .
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Definicién 10: —, Cerradura compatible de — [15]

B

La cerradura compatible de — opera sobre cualquier subexpresién de M
que forme un S-redex. Si M contiene al S-redex L, donde L v L', entonces

diremos que M <, M’ cuando la tinica diferencia entre M y M’ sea que
en el segundo L’ aparece en lugar de L.

Volviendo al ejemplo anterior, podemos encontrar su forma normal usando la
regla <, para reducir alguno de sus (-redex. Sin embargo, la regla <, no
especifica cudl de los dos redex se debe reducir primero. Si primero reducimos
el B-redexr mas superficial, entonces obtenemos inmediatamente que

Az. (Ar.y) (Az.x) Ax.x) =, Az.y

Pero si empezamos con el B-redex mas profundo obtenemos que

Az. (Az.y) (Az.x) Az x) =, Az, (Az.y) (Az.x)

=, Az Y

Usando esta otra ruta hemos llegado al mismo resultado, excepto que lo hicimos
en dos pasos en lugar de uno.

Afortunadamente, no es coincidencia que en el ejemplo anterior hayamos obte-
nido el mismo resultado sin importar qué redex hayamos elegido para iniciar
la evaluacién. El calculo-A cumple con la propiedad conocida como confluencia
que dice que si es posible reducir una expresién a dos distintas expresiones me-
diante secuencias distintas del uso de < ,, entonces existe una tercera expresién
a la cual ambas expresiones pueden ser reducidas. A esta propiedad también
se le conoce como la propiedad de Church-Rosser, en honor a Alonzo Church y
John Barkley Rosser quienes demostraron que esta propiedad se cumple en el
célculo-A puro [11].

oy . n
Escribiremos M <, N, para denotar que llegamos a N desde M usando n
pasos de <, sin tener que mostrar los pasos intermedios. Cuando decimos que

0
M <, N, significa que hicimos cero reducciones, y que por lo tanto M = N.
A veces usamos M —» s N para denotar que es posible llegar a N desde M en

cero o cualquier otra cantidad finita de pasos. Le llamaremos a <, la cerradura
transitiva refleziva de < ,.
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Teorema 1.8.1 (Church-Rosser). Si M <—*>E Ly y M ;;/3 Lo, entonces existe
un N tal que Ly ~’—*>ﬂ N y que Lo <—*>ﬂ N.

Demostracion. La prueba se aleja de los objetivos de este trabajo y se omite,
pero puede ser consultada en [11]. O

La propiedad de confluencia es importante porque a partir de ella podemos
probar como corolario que si una expresién tiene una forma normal, entonces
ésta necesariamente es Unica.

Corolario 1.8.1 (Unicidad de la forma normal). Si M tiene una forma normal
My, entonces ésta es unica.

Demostracion. Supongamos que M tiene dos formas normales My y M J’c Por

la propiedad de Church-Rosser, existe una N tal que My <—*>ﬁ Ny MJ’c <—*>B N.
Como My y M J’c, estan en forma normal, no pueden reducirse mas alla, por lo

0 0
que entonces My —, N y My <, N;y por lo tanto My = Mj.

O

Con los resultados anteriores esperamos haber mostrado que el calculo-A forma
un sistema formal robusto que permite el estudio sistematizado de las nociones
bésicas de la aplicacién de funciones. Hemos ignorado algunos conceptos como
la n-reduccién, la légica combinatoria y otros temas que histéricamente han
sido fundamentales en el estudio del calculo-A ya que no consideramos que sean
relevantes para propositos de este trabajo. Para un tratamiento detallado sobre
estos conceptos consultar la siguiente bibliografia [5, 4, 17, 12]. Para una versién
detallada del desarrollo histérico del calculo-A consultar [7].
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Capitulo 2

Computando con el
calculo-)\ puro

En el capitulo anterior vimos que el cdlculo-\ consiste de tres construcciones
sintacticas y una regla de reescritura. En este capitulo mostraremos como usar
el calculo-\ para codificar algunos tipos de datos fundamentales en lenguajes de
programacién como son los valores booleanos y niimeros naturales, asi como las
estructuras de datos como tuplas. También mostraremos algunos mecanismos
para definir funciones recursivas que operen sobre las codificaciones anteriores.
El propdsito de este capitulo es resaltar el poder computacional inherente del
calculo -\ puro y su potencial para ser usado como un lenguaje de programacion
de alto nivel.

2.1. Codificaciones de Church

Una de las debilidades aparentes del calculo-A es que al estar construido sola-
mente por variables, abstracciones-), y aplicaciones, no hay forma de representar
objetos matematicos como nimeros o valores booleanos. Si queremos convertir
el calculo-A en un lenguaje de programacién, serd necesario disponer de estos
objetos para luego poder definir funciones que los manipulen.

Es posible codificar estos tipos de datos como elementos del calculo-\, de manera
que estas estructuras puedan ser recibidas y transformadas por otras funciones
de forma que implementen las operaciones habituales. Church introdujo las co-
dificaciones para nimeros naturales en [8] donde también definié una funcién
que calcula la suma de dos naturales codificados de esta manera. Esta mis-

17
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ma intuicién nos permite definir otros tipos de datos como booleanos e incluso
estructuras de datos como tuplas, listas y arboles; ademas, por supuesto de
funciones que las manipulen.

2.1.1. Booleanos

Observemos las siguientes dos funciones.

Aa.\b.a Aa.\b.b

Podemos empezar por notar que no son a-equivalentes entre si, por lo que es
natural esperar que tengan comportamientos distintos. La primera funciéon toma
dos argumentos, y devuelve el primero que recibid. La segunda funcién también
recibe dos argumentos, pero devuelve el Ultimo que recibié.

Diremos que estas dos funciones son las representaciones del cdlculo-\ para los
valores booleanos de true y false [15].

» true = \aNb.a

» false = \a.\b.b

Los simbolos de true y false se encuentran en el dominio de lo que llamaremos
azicar sintdctica®. Es decir, no son elementos sintécticos validos en el célculo-
A pero los usaremos ampliamente para facilitar su lectura. Una expresiéon que
contenga azicar sintdctica deberd desazucararse, esto es remplazar cada alias
por sus correspondientes expresiones, antes de ser manipulada formalmente.

Ahora podemos definir una funcién if que reciba un booleano, y otros dos
argumentos que dependiendo del valor booleano, devuelva el primero en caso
de ser true, y el segundo en caso de ser false. Esta funcién se comporta como
una sentencia if-then-else comun en los lenguajes de programacion.

if CADLNNSD E S

LEl término azicar sintdctica fue acuiiado por Peter Landin en [20] al introducir la sentencia
M where x = N que es equivalente a la aplicacién (Az.M) N. El propésito del azicar sintactica
es facilitar la lectura y redaccién de programas sin modificar la estructura del calculo inherente.
Vale la pena recalcar que el uso de azicar sintdctica no aumenta la expresividad de un lenguaje,
ya que éste sigue reconociendo el mismo conjunto de programas. Estas nuevas sentencias
no afectan en ninguna manera al poder de cémputo inherente del lenguaje. En el Capitulo
6 retomaremos esta misma pieza de azicar sintactica, pero lo escribiremos como let z =
N in M por razones meramente cosméticas.
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Es facil ver que se cumplen las siguientes propiedades sobre if

m if true MN<—*>BM
N

= if false M N <5,

También podemos aprovecharnos de la expresividad de la funcién if para definir
los operadores booleanos not, and y or como se muestra a continuacion:

» not = \z.if z false true
» and & Ar.A\y.if z y false

» or & Az \y.if z true y

Deberia ser facil verificar que estos operadores funcionan tal y como se espera.

2.1.2. Tuplas

En lenguajes de programacion modernos existe el tipo de dato tupla que permite
crear colecciones finitas y ordenadas de elementos como (1,5) o (1,true, 5).

Si tenemos un par ordenado (M, N), quisiéramos tener funciones selectoras fst
y snd que cumplan:

= fst (M,N) <5, M

= snd (M,N) <>, N
Podemos definir (M, N') usando azticar sintactica como una funcién que toma M
y N como argumentos, y que devuelve una funcién que espera un valor booleano

que usaremos para extraer M o N de la tupla.

Los selectores £st y snd son funciones que reciben una tupla (una funcién que
espera un valor booleano) y que la aplica respectivamente a true o false.

def

s (M,N) = dm.An. As.if s m n

» fst = M.t true

Diego Murillo Albarran
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def

= snd = A\t.t false

Una vez definido un par ordenado (M, N) podemos usarlo para generar de ma-
nera inductiva tuplas de orden superior como (L, (M, N)), el cual denotaremos,
por conveniencia, mediante (L, M, N). Definimos entonces los selectores para
una tupla de aridad 3 mediante la composicién de selectores para las tuplas de
aridad 2:

s fsts < st
= snds = M.fst (snd t)

» thrds = M.snd (snd t)

2.1.3. Numeros naturales

Podemos representar a los niimeros naturales mediante combinadores de la for-
ma As.A\z.M, donde M varia para representar cada natural. Llamaremos a estas
representaciones numerales de Church, en honor a Alonzo Church quien los de-
fini6 en (8, 10] como:

w0 = A\s\z2.z
s 1 s hzsz

» 2= As.hz.s (s 2)

def

= As.A\z.5 (s (s 2))

def

s = A8 Az s (.. (s 2)...)
———

n veces

Podemos ver a un numeral 71 como una funcién que toma como argumentos a
una funcién s y un elemento z; y devuelve el resultado de aplicar n veces s sobre
z. En general, un numeral de Church, ademés de ser una codificaciéon para un
ndmero natural, es un mecanismo mediante el cual podemos iterar una funcién
n veces sobre un elemento arbitrario. Este mecanismo es una de las herramien-
tas fundamentales que nos permitiran definir funciones mas interesantes. Por
ejemplo, podemos definir la funciéon esPar que toma un numeral y devuelva un
booleano que indique si el nimero representado es par o impar.
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def
esPar = An.n not true

Si evaluamos esPar sobre un numeral par, entonces iteraremos la funcién not
sobre true una cantidad par de veces, devolviendo como resultado true. Si el
numeral fuera impar entonces iterariamos not una cantidad impar de veces,
devolviendo asi false.

También podemos definir una funcién isZero que reciba un numeral y devuelva
true si el argumento es 0 y false en otro caso. Esto lo hacemos aplicando n
veces la funcién constante Az. false sobre true. Si la aplicamos cero veces,
entonces obtenemos true y para todos los demés numerales conseguimos un
false [15].

isZero = An.n (\z. false) true

Usando la misma idea podemos definir la funcién suc que toma un numeral y
devuelve su sucesor. Para lograrlo se aplica n veces s sobre z, y luego se aplica
§ una vez mas.

suc = MAsAz.s (n s 2)

Sumar n y m es igualmente sencillo. Aplicamos m veces s sobre z, y a lo que
resulte le aplicamos s otras n veces.

suma = An.Am.As. zn s (m s 2)

Incluso podemos definir el producto de dos numerales usando la intuicién de
que un producto es «una suma abreviada» para sumar n veces m sobre cero.

mlt = An.Am.As.Az.n (suma m) 0

Si quisiéramos definir una funcién que calcule el predecesor de un numeral nos
topariamos con el problema de que no tenemos ningtin mecanismo para remover
aplicaciones de funciones, es decir que no podriamos pasar de As.A\z.s z a sélo
As.\z.z. Henk Barendregt cuenta en [4] que Church estaba dispuesto a abando-
nar la idea de poder definir una funcién predecesor en el calculo-\ hasta que
Kleene, uno de sus estudiantes, en una visita al dentista dio con una definicién
que se apoyaba de tuplas para registrar una bandera booleana para indicar que
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cuando sea verdadera se debe omitir una aplicacién de s. Definiendo asi las
siguientes funciones.

= wrap = Af.\t.(false, if (fst t) (snd t) (f (snd t)))

= pred = An.AfAz.snd (n (wrap f) (true, z))

Para calcular el predecesor de 7, aplicamos n veces wrap f sobre la tupla
(true, z). La primera aplicacién de wrap f, devuelve una tupla con false
como primer elemento, y para calcular el segundo elemento verifica si la ban-
dera booleana de la tupla que recibié como argumento es true o false. Si la
bandera es true, entonces devuelve x tal cual. Si la bandera fuera false en-
tonces devuelve f x. Solamente la primera aplicacion tiene true en la bandera,
por lo que aplicara la funcién n — 1 veces, construyendo asi el predecesor de n.
Aqui un ejemplo:

pred 2 <, AfAz.snd (2 (vrap f) (true, z))
4 AfAz.snd ((\z.wrap f (wrap f 2)) (true, ))
<, Af-Az.snd (wrap f (wrap f (true, z)))
<3, AfAw.snd (wrap f (false, if (fst (true, z)) (snd (true, z)) (f (snd (true, z)))))
<3, AfAz.snd (wrap f (false, if true z (fx)))
<, AfAw.snd (wrap f (false, z))
<3, AfAz.snd ( (false, if (fst (false, = )) (snd (false, x)) (f (snd (false, z)))))
5 AfAz.snd ((false, if false = (f @)))
<5 AfAz.snd ((false, faz))
_tﬁ MNACf T Za Ms.Azsz = 1

Finalmente definimos una funcién resta n m que devuelva n — m al aplicar m
veces la funcién pred sobre n.

resta = \n.Am.m predn

En esta seccién hemos definido algunos de los objetos matematicos fundamen-
tales para realizar operaciones aritméticas y booleanas. En la siguiente seccién
veremos c6mo definir funciones recursivas para realizar cémputos mas comple-
jos.
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2.2. Recursion

Muchas veces es mas sencillo definir funciones recursivas que iterativas. Afor-
tunadamente, es posible definir funciones recursivas en el cdlculo-\ de manera
sencilla. En esta seccion mostraremos algunos mecanismos para dar tales defi-
niciones.

Tomemos, por ejemplo, la funcién factorial. Una primer definicién seria como la
siguiente.

facty = An.if (isZeron) I (mult n (facto (predn)))

Sin embargo, esta definicién no tiene sentido ya que hemos asignado nombres a
las funciones usando azticar sintdctica. Si quisiéramos evaluar la funciéon factg
como la hemos definido arriba, entonces como primer paso debemos desazucarar
su definicion; esto es expandir los nombres de las funciones if, isZero, mult,
factg y pred, por sus correspondientes expresiones desazucaradas. Sin embargo,
al intentar remplazar fact, por su definicién nos encontramos con que volvemos
a introducir facty, por lo que este proceso se ciclaria infinitamente; y por lo
tanto, no nos sirve para definir funciones recursivas.

Lo que necesitamos es una manera de referirnos a la funcién dentro de su defi-
nicion sin recurrir al nombre que le asignamos mediante azicar sintactica, cosa
que ya hemos hecho. Recordemos al combinador (Az.z x) (Az.x x). Al aplicar
w = (\z.z z) sobre ella misma obtenemos w dentro de la definicién de w misma.
La clave aqui es la autoaplicacion.

Podemos extender fact, de manera que sea una funcién que tome un parametro
adicional f para referirse a ella misma, y que se autoaplique en su definicién.

fact; & Af. An.if (isZeron) 1 (mult n (f f (predn)))

Hemos subrayado las partes en las que fact; difiere de facty. Podemos ver
que en esta nueva definicién no hacemos mencién al nombre de la funcién en
su definicién, y en lugar de eso ponemos la autoaplicacién f f. Para calcular el
factorial de n, basta calcular fact; facty n. Veamos un ejemplo.
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fact; fact; 2 <, if (isZero 2) 1 (mult £ (fact; facts (pred 2)))

B

C—*>ﬂ if false 1 (mult 2 (facty facty 1))

L;ﬁ mult 2 (facty facty f)

C—% mult 2 (if (isZero 1) 7 (mult 7 (facts facts (pred 1))))

%*ﬁ mult 2 (if false 1 (mult I (facts facty 0))

‘—*>B mult 2 (mult 7 (if (isZero 0) 7 (mult 0 (fact; facts (pred 0))))
* A A ~ P A

5 mult 2 (mult I (if true I (mult 0 (facty facty (pred 0))))
* A A A

—, mult 2 (mult 1 1)

S, 2

La estrategia que acabamos de usar funciona para el caso general. Empezamos
con una funcién mal definida que ocupe el nombre de la funcién en su cuerpo.

def
foop, = ...fo00q...f00g...

Agregamos un parametro f a la funcion y cambiamos cada referencia al nombre
por su autoaplicacion.

foo, ENf. .. (f ). (f f)...

Finalmente aplicamos la funcién anterior sobre ella misma para obtener la fun-
cién recursiva que tiene el mismo comportamiento que esperdbamos de la defi-
nicién original, con la sutil diferencia que esta nueva funcién si es vélida en el
calculo-A.

foo = (foo; fooy)

El mecanismo que acabamos de desarrollar, a pesar de ser correcto es tedioso
de utilizar y propenso a errores. Una manera mas eficiente y elegante de definir
funciones recursivas es mediante el uso de un combinador de punto fijo.

2.3. Combinadores de punto fijo

En las matematicas convencionales decimos que x es un punto fijo de la funcién
fsixz = f(z). En el cdlculo-A se ha descubierto una serie de combinadores que
reciben como pardametro una funcién f del cdlculo-), y que devuelven como
resultado el punto fijo de f. A éstos se les conoce como combinadores de punto

figo.
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Si Y es un combinador de punto fijo y f es cualquier funcién del calculo-\,
entonces (Y f) devuelve el punto fijo de f; y entonces tenemos que

Yi=r&/f)

Esta familia de combinadores tiene una amplia relevancia en el estudio del calcu-
lo-A, y en su mayoria queda fuera del alcance de este trabajo; sin embargo, hay
un aspecto de ellos que nos interesa y éste es que un combinador que un com-
binador de punto fijo nos permite implementar la recursiéon de una manera méas
practica que la estrategia que desarrollamos en la seccién anterior.

El uso de un combinador de punto fijo, nos permite encapsular el concepto
de autoaplicacién en el combinador, en lugar de hacerlo en la definicién de la
funcién. Por ejemplo podemos definir la funcién fact de la siguiente manera.

def

fact = Y Af.\n.if (isZeron) I (multn (f (predn)))

Hemos subrayado las diferencias entre esta definicién y la de fact;, que como
va dijimos consiste en introducir el combinador Y para poder eliminar la auto-
aplicacién f f. Notemos que esta funcién ya esta lista para ser aplicada sobre
un numeral, y que no tenemos que aplicarla primero a ella misma, como hicimos
en la seccién anterior.

Podemos ver un ejemplo de como se comporta esta funcién, suponiendo que Y’
es en efecto un combinador de punto fijo, y que por lo tanto satisface ¥ f =

f (Y f). Para esto usaremos un poco més de azicar sintdctica para facilitar la
lectura del siguiente ejemplo.

> = \n.if (isZeron) 1 (multn (f (predn)))

También redefinimos fact como

def

fact =Y \f.X

Entonces tenemos que fact I se reduce de la siguiente manera
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Y AME) 1 = (\.X fact) I
<—*>B (An.if (isZeron) 1 (mult n (fact (predn)))) 1
<—*>B if (isZero 1) 1 (mult I (fact (&df)))
<5, if false [ (mult 7 (fact 0))
<—*>ﬂ mult 1 (Y Af.E 0)

= mult I (ALY fact 0)

<—*>[3 mult 7 ((An.if (isZeron) I (mult n (fact (predn)))) 0)
<—*>ﬁ mult [ (if (isZero ) 1 (mult 0 (fact (pred 0))))

<%, mult [ (if true 7 (mult 0 (fact (pred 0))))

<—*>ﬂ mult 1 1

S, 1

sy

Los pasos cruciales son en los que (Y Af.X) se reduce a (Af.X (Y Af.X)), lo
cual es vélido ya que supusimos que Y era un combinador de punto fijo.

Es asi como podemos desarrollar una nueva estrategia general para definir fun-
ciones recursivas. Empezando con una definicién mal formada en la que el nom-
bre de la funcién aparezca en su cuerpo.

def
barg = ...barg...bary...barg...

Le agregamos un parametro f a la funcién, cambiando cada ocurrencia del nom-
bre de la funcién por la aplicacién de f. Finalmente le aplicamos un combinador
de punto fijo a eso.

bar &Y Afoo f f S

Ahora solamente nos hace falta mostrar la existencia de un combinador de
punto fijo. En realidad hay muchos de ellos, pero el mas conocido es el que

descubri6 Haskell Curry y es el que usualmente tiene el privilegio de llamarse
Y.

Definicién 11: El combinador de punto fijo Y [15]
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Teorema 2.3.1. Y es un combinador de punto fijo.

Demostracion. Para probar esto, debemos mostrar que Y satisface la propiedad
Y f=f (Y f) para toda funcién f del calculo-\? .

Y [ E O (Oaf (wx) Aaf (xx)))) f
=, Az.f (xz) M. f (zx))
=, [ (Ar.f (z2)) Ao.f (v 2)))

Y f’

2.4. Semantica operacional

Hemos visto que por la propiedad de confluencia siempre que una expresion ten-

ga una forma normal llegaremos a ella bajo cualquier secuencia de reducciones; y

hasta ahora hemos aplicado la regla de reescritura — de manera arbitraria donde
B

mejor nos haya parecido mediante el uso de <+ ,. En esta seccién desarrollare-
mos estrategias de evaluacién deterministas que nos permitiran implementar un
evaluador que reduzca mecanicamente una expresiéon-A a un valor.

2.4.1. Valores

Al evaluar una expresién-\ quisiéramos obtener un wvalor, esto es una expresion
cuyo significado sea atémico y en correspondencia con algin objeto matematico
que consideremos significativo; y que por lo tanto no debe de ser evaluada més
alla de su forma actual. Hemos hablado ya de formas normales, que parecen
ser buenos candidatos a wvalores; sin embargo, esta correspondencia no es del
todo correcta. Por ejemplo (xz Az.z) estd en su forma normal, pero tenemos
dificultades para adjudicarle un significado concreto a esta expresién. En general
las aplicaciones no pueden ser valores porque implican que hace falta realizar
mas pasos de evaluacion para llegar a un resultado significativo.

La eleccion de qué tipo de expresiones pueden ser consideradas valores es un tan-
to arbitraria. Muchos lenguajes de programacién no consideran a las funciones
como valores lo cual usualmente impide pasar a una funcién como argumento

2Para probar formalmente que Y f = f (Y f) hace falta definir la igualdad entre

expresiones-A, la cual es equivalente a la cerradura simétrica de <.
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a otra funcién, o incluso regresar una funcién como resultado de la evaluacion
de otra funcién. En el ambito de la programacién funcional, las funciones son
consideradas como ciudadanas de primera clase, y por lo tanto son consideradas
valores.

Normalmente, datos concretos como nimeros, booleanos y estructuras de datos
como listas y arreglos son consideradas valores, pues conllevan un significado
concreto. Ya que todos estos tipos de datos tendrian que ser codificados como
variables y abstracciones-\, entonces consideraremos estas dos construcciones
como valores del cdlculo-)\, y denotaremos al conjunto de valores mediante V.

Definicién 12: Valores del cédlculo-\ [15]

V==
| Ax.M

dondez e X y MeA

Vale la pena notar que una funcién Ax.M es un valor a pesar de que no nece-
sariamente esté en su forma normal ya que nada impide que M contenga algtin
B-redex como subexpresion.

Ahora que convenimos sobre qué tipo de expresiones se consideran valores, desa-
rrollaremos un par de estrategias de evaluacién que nos permitan convertir una
expresion en un valor de manera determinista.

2.4.2. Estrategias de evaluacién

En esta seccion desarrollaremos dos estrategias de evaluacion para el calculo-A
que operan de manera determinista. A estas estrategias se les conoce tradi-
cionalmente como llamada por valor y llamada por nombre, y para cada una
consideraremos sus ventajas y desventajas sobre la otra. Conveniremos en cudl
de las estrategias elegir para desarollar el resto de este trabajo. Es importante
formalizar la estrategia de evaluacién para mantener homogeneidad entre las im-
plementaciones del lenguaje asi como para poder garantizar ciertas propiedades
de la evaluacién.

Esencialmente la diferencia entre llamada por valor y llamada por nombre radica
en la manera en la que se evaldan las aplicaciones (Ax.M) N. La estrategia de
llamada por valor requiere que antes de aplicar la S-reduccién, primero se evaltie
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N hasta convertirlo en un valor. En la estrategia de llamada por nombre, no se
contempla esta restriccién y los S-redex se reducen sin importar si N es un valor
o no [33, 15].

Formalizaremos cada estrategia de evaluacién mediante la notacién de reglas
de inferencia. Una regla de inferencia se denota con una linea horizontal que
en la parte superior tiene una serie de precondiciones o premisas y en la parte
inferior tiene una o varias conclusiones. Si mostramos que las precondiciones
se cumplen, entonces podemos usar la regla de inferencia para deducir que la
conclusiéon también es valida.

Primero definiremos la llamada por valor que consta de tres reglas de inferencia.

Definicién 13: —  Llamada por valor [15]

M —, M
(M N)—, (M'N)

[ev-app-il

veV N N
(v N)—, (vN')

[ev-app-d]

v

veV
Ae.M) v —, M[z < v]

[ev-red]

Podemos leer la regla fev-app-i] como: «si M se evalia a M’, entonces la apli-
cacion M N se evalia a M’ N». Esta regla captura la nocién de que en una
aplicacién, primero se evalia la expresion de la izquierda hasta que se reduzca
a un valor.

La regla rev-app-a1 dice que si v es un valor (una variable o una abstraccién-\)
y N se evalia a N’ entonces la aplicaciéon v N se evalia a v N’. Con esta
regla y la anterior dejamos claro que en una aplicacién la evaluacion se realiza
de izquierda a derecha.

La regla [ev-real especifica que la S-reduccién solamente se efectiia cuando se
aplica una funcién a un valor.

Alternativamente, podemos definir la llamada por nombre usando solamente
dos reglas de inferencia, y en la cual nos deshacemos de la restricciéon que nos
pide reducir el argumento de una aplicacién a un valor antes de realizar de
SB-reduccion.
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Definiciéon 14: — Llamada por nombre

M- M
(M N)—, (M"N)

(M.M) N — Mz + N]

Notemos que a diferencia de la regla <, ambas estrategias de evaluacién son
deterministas por lo que podriamos elegir cualquiera de éstas para implementar
un evaluador del calculo-); sin embargo, debemos de elegir sélo una de éstas para
desarrollar el resto de este trabajo. Para ello consideraremos las debilidades y
fortalezas de ambas estrategias. Un tratamiento detallado sobre la relacién entre
el evaluador inducido por ambas estrategias puede encontrarse en el trabajo de
Plotkin [33].

La estrategia de llamada por nombre tiene una fuerte desventaja sobre la lla-
mada por valor, ya que en una aplicacién (Az.M) N el argumento N puede
ser usado varias veces en el cuerpo de la funcién, y si éste se recibe sin eva-
luar entonces eventualmente tendremos que reducir N a un valor tantas veces
como x aparezca libre en M. En cambio si primero reducimos el argumento a
un valor, entonces no hay necesidad de volver a calcular varias veces la misma
expresién [33, 15].

Sin embargo, la llamada por valor tiene el inconveniente de que si la funcién
es una funcién constante, entonces habremos calculado el valor del argumento
innecesariamente. Aun asi preferiremos esta estrategia ya que los problemas son
menores y son mas faciles de evitar por el programador, y también es sencillo
de realizar la optimizacién adecuada durante el proceso de compilacion. En ade-
lante quedard implicito que la estrategia de evaluaciéon de la que hablamos es
mediante llamada por valor y en lugar de escribir —  escribiremos simplemen-
te —.

Vale la pena notar que hay expresiones para las cuales no estd definida su
semdantica operacional, por ejemplo, (y Az.z); esto se debe a que no podemos
encontrar una interpretacion adecuada para lo que significa aplicar una variable
a una funcion. En el Capitulo 4 desarrollaremos un sistema que permita clasificar
este tipo de expresiones como sin sentidos que no deben ser evaluadas.
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2.4.3. Recursién por valor

Ahora que nos hemos comprometido con la llamada por valor deberemos volver
a hablar sobre combinadores de punto fijo ya que al introducir esta estrategia
de evaluacién hemos roto el mecanismo mediante el cual definfamos funciones
recursivas [15].

Recordemos como hemos definido a Y

Y EN Aaf (zz) Iaf (zx)

Ahora analicemos lo que sucede al evaluar (Y f) bajo —,
Y f= (A Qo.f(zx) Af(vz) f
= (Az.f (zz)) Ae.f (zx)
= [ (Qz.f (z2) Az.f (z2))

no es un valor

En el primer paso eliminamos la azicar sintactica para expandir la definicién
de Y y luego usamos dos veces la regla [ev-rea]l para hacer S-reduccion sobre el
B-redex mas superficial, tal y como la regla indica.

Para continuar la evaluacién tendriamos que aplicar la regla [ev-app-d] para re-
ducir (Az.f (z z)) Ax.f (z ) a un valor; sin embargo, en el segundo paso
obtuvimos exactamente esta expresion la cual se redujo a una expresién cuya
reduccién implica reducir la misma expresiéon. Podemos ver que este proceso se
cicla infinitamente y por lo tanto no nos sirve para definir funciones recursivas,
pues naturalmente queremos que su evaluacién termine eventualmente.

El problema estd en que (Az.f (x x)) Az.f () nunca se reducird a un valor,
y por lo tanto el error estd en pedir tal cosa. Sin embargo, podemos tomar otro
combinador de punto fijo en el cual no se presente este problema.

Definicién 15: Y, Combinador de punto fijo por valor [15]

Y, = M.Ow.f eyy2) Oy.f Azyy2)

Teorema 2.4.1. Y, es un combinador de punto fijo.

Demostracién. Para mostrar que Y, es un combinador de punto fijo nos hace
falta definir formalmente la igualdad entre expresiones-A; la cual se define como
la cerradura simétrica de < ,. Consideramos que estos detalles son de poca
importancia para el presente trabajo y se omiten. O]
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Con este capitulo esperamos haber mostrado el potencial del cdlculo-\ para ser
usado como un lenguaje de programacion de alto nivel. En el siguiente capitu-
lo daremos el primer paso para lograr este objetivo al extender el calculo-A
puro con un par de construcciones adicionales que permitiran la inclusién de
constantes y operadores primitivos.
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Capitulo 3

IswiMm

En el capitulo anterior mostramos que es posible representar niimeros y valores
booleanos en el cdlculo-A puro, y aunque pudimos definir ciertas operaciones
sobre ellos, nos queda el inconveniente de que la complejidad de calcular el resul-
tado de estas operaciones escala linealmente sobre el valor de sus argumentos;
y por lo tanto resultaria ineficiente usarlas como parte del nicleo de nuestro
lenguaje de programacion.

Podemos evitarnos esta complicaciéon al incluir dentro del célculo un conjun-
to primitivo de constantes y operadores que las manipulen. De esta manera
podriamos agregar booleanos, nimeros enteros o de punto flotante y funcio-
nes especificas que implementen por ejemplo la légica booleana, operaciones
aritméticas o métodos numéricos. Podemos elegir qué constantes y operadores
incluir seglin sea necesario para la tarea que queramos resolver.

La ventaja de tomar este enfoque es que, como Landin sefialé en [21], «la ma-
yoria de los lenguajes de programacién son en parte un conjunto primordial de
cosas, y en parte una manera de expresar cosas en términos de otras cosas»;
y que el atractivo de un lenguaje de programacién radica en el conjunto pri-
mordial de cosas, esto es, lo que uno puede calcular con el lenguaje. Ignorar
esta observacion tiene como consecuencia que exista un sinfin de lenguajes de
programacion orientados a distintas tareas en los cuales se presta mas atencién
a la forma de expresar cosas en términos de otras cosas que a lo que realmente
el lenguaje puede hacer, de esto se sigue que la mayoria de la especificacién de
un lenguaje es irrelevante para los problemas que se supone que debe resolver.

Landin propone un sistema de propésito general que permite separar los elemen-

tos primordiales de la manera de expresar otros elementos en términos de los
primeros. Asi podemos enfocarnos en lo segundo y extender lo primero segun sea

33



Una implementacion polimdrfica de ISWIM 34

necesario para cada area de aplicacion. De esta manera queda definida una fami-
lia de lenguajes de programacion a la cual jocosamente llamé ISWiM, acrénimo
de If you See What I Mean.

En este capitulo nos dedicaremos a desarrollar el cdlculo de ISWIM y en el resto
de este trabajo extenderemos su expresividad sin preocuparnos demasiado por
las funcionalidades primitivas del lenguaje.

3.1. Constantes y operadores primitivos

Como primer paso definiremos Cp, un conjunto de constantes primitivas.

Definicién 16: Cp Constantes primitivas [15]

Consideraremos un conjunto de constantes primitivas al cual denota-
remos mediante Cp. En este conjunto viviran todas las constantes que
consideremos necesarias segin los problemas que queramos resolver con
cada instancia particular de IsSwim.

Distinguiremos a las constantes de las variables poniendo un punto sobre
las constantes; asi @ serda una constante y b una variable.

De aqui en adelante supondremos que el conjunto Cp incluye por lo menos a las
constantes booleanas true y false asi como a los niimeros naturales. También
necesitaremos de un mecanismo que nos permita efectuar operaciones sobre estas
constantes; para ello definiremos al conjunto Op que contiene al menos a los
operadores primitivos que implementaran las operaciones habituales de dlgebra
booleana y aritmética.

Definicién 17: Op Operadores primitivos [15]

Consideraremos al conjunto Op que contiene a los operadores primitivos.

Diremos que o™ € Op es un operador primitivo de aridad n, esto es que
para ser evaluado espera recibir n argumentos que se evalien cada uno a
una constante primitiva.

Con la inclusién de los conjuntos Cp y Op, podemos denotar la aplicacién de un
operador primitivo sobre una serie de constantes, pero aun nos hace falta definir
un mecanismo que efectivamente compute el resultado de esta aplicacion; para
esto definiremos la funcién §.
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Definicién 18: §:Op X [Cp] — Cp Evaluacién de operadores [15]

Definiremos la funcién §(o(™, [¢;]), donde o{™ es un operador primitivo

de aridad n y [¢;] es una lista de n constantes primitivas; que devuelve
la constante primitiva resultante de evaluar el operador o(™ sobre los
argumentos dados.

Para definir una instancia de la familia de IswiM habra que dar especificacio-
nes de los conjuntos Cp, Op y de la funcién §. Ya hemos dicho que de aqui en
adelante supondremos que Cp incluye por lo menos a las constantes booleanas
as{ como a los nimeros naturales, y por lo mismo Op deberd contener operado-
res primitivos para las operaciones habituales sobre estas constantes. También
tendremos que especificar el comportamiento de la funcién § de manera que
implemente fielmente estos operadores.

3.2. El calculo de Iswim

Expandiremos el calculo-A puro con nuevas construcciones para formar el calcu-
lo de IswiMm, al cual denotaremos mediante Ag. Incorporaremos las constantes
primitivas a Ag con la regla [ctel, y los operadores primitivos con la regla [opm].

También extenderemos el calculo de ISwiM agregando una sentencia condicional
if-then-else como elemento primitivo del lenguaje. Este condicional podria
ser considerado como parte de Op, pero ya que hemos elegido comprometer-
nos con la evaluacién mediante llamada por valor, esto nos obligaria a evaluar
ambos casos del condicional hasta convertirlos en un valor, para posteriorment
elegir cual de estos dos regresar. La eleccién de incluir este condicional como
elemento primitivo nos permite hacer una declaraciéon ad hoc de la semantica
operacional para evitar evaluar ambos casos, ya que solamente uno de ellos nos
interesa, ademés de que si tuviéramos que evaluar ambos casos, este proceso
jamas terminaria para las funciones recursivas. Agregaremos este condicional al
calculo mediante la regla rif1.
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Definicién 19: A, IswiM simple [15]

Ay = z [var]
| ¢ [ctel
| (Az. My) [Ax. M)
| (Ml MQ) [app]
| (0" [M;]y) [op[M]]
| (if My My Ms) (if]

dondez € X ¢e€Cp 0"€Op M; €A,

3.2.1. Variables libres y sustitucién para A,

Ahora que hemos modificado la sintaxis de nuestro cdlculo tendremos que ex-
tender adecuadamente todas las funciones que definimos para el calculo-A puro.
Afortunadamente, todas estas funciones se extienden de manera trivial.

Definicién 20: V. para IswiM simple [15]

Ve(z) = {z}
Ve(e) = o
Ve(Az. M) = V(M) ~ {z}
V(M N) = Ve(M) U Ve(N)
Ve( o™ [Mi]iey) = Uiy Ve(M;)
Vg(if M N L) = VL(M) U VL(N) U Vg(L)

dondez € X ¢€Cp M,N,L e A
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Definicién 21: Sustitucién para IswiM simple [15]

N siz=y
x[y(—N]z{ r sixzxFy
¢y« N)=¢
. M siz=y

(Az. M)y < N| :{ M. Mz« 2][y <~ N] siz#y

donde z ¢ V (M)UV.(N)
(Ml Mg)[y(—N]:Ml[y(—N] Mg[y(—N]
(o™ [M;]ioy )y ¢ N = o™ [ My « N]Jiy

(if My My Ms)[y < N] = if My < N] My < N| Ms[y < N]

donde z,y € X ¢€Cp M,N € A;

3.3. Semantica operacional

Ahora que contamos con constantes primitivas en A4 resulta natural adjudicarles
el estatus de valor, por lo que agregaremos a las constantes primitivas al conjunto
de valores de ISWIM.

Definicién 22: V), Valores de IswiM simple [15]

dondezx € X é¢eCp M eA,

Para extender la semantica operacional tendremos que agregar reglas para lidiar
con las construcciones [if] y [op[M]].
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Las reglas [ev-if-cndl, [ev-it-tr] V [ev-if-f1] dicen que para evaluar (if M N L)
primero tenemos que evaluar M hasta que se convierta a un valor booleano,
y dependiendo de si éste es true o false, devolvemos como resultado N o L
respectivamente.

Para lidiar con la construccién [optM11 hemos definido las reglas fev-o"-v1 y
[ev-0"-61, para las cuales hemos definido la funcién auxiliar

sel([M;]) = min({i € N|JM; ¢ Cp} U{n+1})

Esta funcion recibe como argumento una lista de elementos de Ag indexados
con la variable ¢ que va desde 1 hasta n, y como resultado devuelve el minimo
valor de 7 para el cual M; no es una constante primitiva. Este valor lo usamos
en la regla [ev-o"-v] para determinar qué expresion evaluar a manera de que
cada expresion en la lista de argumentos se evalte de izquierda a derecha hasta
que se conviertan en constantes primitivas. Si el valor que devuelve esta funcién
fuera n 4+ 1 entonces sabremos que las n expresiones ya han sido reducidas a
constantes primitivas por lo que podemos aplicar la funcién & para obtener el
valor del operador.

Definicién 23: Semadntica operacional para ISwWIM simple [15]

M — M’ [ q
(M N) = (M'"N) =7
veY NN
(U N) = (’U NI) [ev-app-d]
veY
[ev-red]

Ax. M) v — Mz + v]

M — M
if M N L —if M' N L

[ev-if-cnd]

[ev-if-tr]

if true N L - N

[ev-if-f1]
if false N L - L
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Definicién 23: Semadntica operacional para IswiM simple [15] (cont.)

sel([M;]) = min({i € N|M; ¢ Cp} U {n + 1})

j=sel([M;]) j<n Mj—>MJ’»

[ev-0"-v]

sel([M;])=n+1
o) [ M; 17y — 8(o™), [ M;]7)

[ev-0"-§]

Observemos nuevamente que todavia hay expresiones como (y Az.z) para las
cuales no existe una regla en la semantica operacional que nos permita reducirlas
mds alld de su forma actual. En el proximo capitulo mostraremos una manera
de clasificar cualquier expresién como correcta o incorrecta mediante un analisis
sintactico de manera que sepamos que las expresiones incorrectas representan
cémputos sin sentido y que por lo tanto su evaluaciéon quedara indefinida. En
los Capitulos 5 y 6 refinaremos este sistema para lograr la misma seguridad en
el lenguaje sin sufrir de los compromisos que inicialmente estableceremos.

Diego Murillo Albarran



Una implementacion polimdrfica de ISwim

40

Diego Murillo Albarran



Parte 11

Sistemas de tipos
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Capitulo 4

ISwIM simplemente tipado

La sintaxis de A y A; que hemos manejado hasta ahora ha resultado ser dema-
siado permisiva. Nos permite crear expresiones que para propédsitos de nuestro
trabajo carecen de significado. Por ejemplo, para ninguno de los siguientes pro-
gramas existe una regla de la seméntica operacional que nos permita reducirlos
mas alla de su forma actual.

w42 A\z.x
m if 1 2 3

» not [Az.z]

El problema con nuesto cédlculo es que nos permite incrustar cualquier expre-
sién como subexpresion de una mas compleja; nada nos prohibe construir una
aplicaciéon de una constante primitiva sobre un valor, lo cual no tiene sentido.
Lo que haremos en este capitulo serd asociar a cada expresion un tipo si y sélo
si es correcta. Al mostrar que a una expresién se le puede asociar un tipo, po-
dremos asegurar que la ejecucion de tal expresion no podra fallar més que de
exactamente una manera, tal y como veremos en la Seccién 7.3.

El objetivo principal de este capitulo serd desarrollar una serie de reglas de
inferencia que nos permitiran decidir algoritmicamente mediante un analisis
sintactico, al cual llamaremos verificacion de tipos, si una expresiéon tiene sen-
tido o no, de manera que un evaluador del calculo rechace a las expresiones
incorrectas. La ventaja de este proceso es que le permitird a un programador
descubrir errores en su c6digo de manera inmediata sin tener que ejecutarlo, do-
tando asi al lenguaje con una seguridad inherente poco comun en los lenguajes
de programacién contemporaneos.
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4.1. Tipos

El tipo de una expresion es el concepto clave que nos permitird obtener seguridad
en el lenguaje [32]. La intuicién detras de esto es muy simple; particionaremos
al conjunto de valores mediante tipos de manera que, por ejemplo, el tipo de un
natural sea incompatible con el de un booleano. Con esto podremos rechazar
expresiones como if 1 2 3 donde se espera que la condicién sea de tipo booleano
y no de tipo numérico. Ya que las funciones también son valores, deberemos de
asignarles un tipo a éstas tomando en cuenta el dominio y contradominio de
cada funcién. A continuacién definimos el conjunto de tipos 7.

Definicién 24: 7T Tipos [15]

T = Bool

| Nat

| T—S
donde T',S € T

Usaremos las letras maytsculas Ty S para denotar tipos, y escribiremos
M : T para decir que la expresiéon M es de tipo T

El conjunto 7 ha quedado definido recursivamente. Los primeros dos tipos son
los que usaremos para representar a las constantes booleanas y naturales res-
pectivamente. El tercer tipo es que el que le asignaremos a las abstracciones-A
y diremos que es el tipo funcidn [15, 32].

El tipo funcién estd formado por otros dos tipos y una flecha que los separa.
El tipo Nat — Bool corresponde al tipo de una funcién que recibe como argu-
mento un natural y devuelve un booleano. Para representar funciones de varios
argumentos usaremos currificacion, por lo que diremos que el tipo de una fun-
cién que recibe dos booleanos y devuelve un natural es Bool — (Bool — Nat).
Usaremos la convencion de que el tipo funcién asocia a la derecha y por lo tanto
escribiremos Bool — Bool — Nat en lugar de Bool — (Bool — Nat). Usaremos
paréntesis para denotar que uno de los argumentos de la funcién es otra funcion,
por ejemplo el tipo Nat — (Nat — Bool) — Bool corresponde al tipo de una
funcién que toma como argumentos un natural y una funcién de naturales a
booleanos, y que devuelve como resultado un booleano.

Para poder determinar el tipo de una expresién necesitaremos cierta informacion
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a partir de la cual podamos deducir el resto. Primero necesitaremos de la funcién
C71 que toma una constante primitiva y devuelve su tipo. Esta deberd estar
definida para cada instancia de ISWIM junto con los conjuntos Cp, Op y la
funcién A que definimos en seguida.

Definicién 25: Cr:Cp — T Tipo de constantes [15]

Cr(¢)=Ttalque ¢: T

La funcién Cy toma una constante primitiva ¢ € Cp como argumento y
devuelve un tipo T' € T de manera que ¢: 7T

También necesitaremos de la funcién A que toma como argumentos un operador
o™ y una lista de n tipos, y que devuelve como resultado el tipo correspondiente
a la constante que resultaria de evaluar § sobre o(™ y n constantes primitivas
de los tipos requeridos.

Definicién 26: A :Op x [T| =T Tipo de operadores [15]

Dados un operador o™ y una lista [T;] de n tipos, la funcién A(o(™), [T}])
devuelve un tipo T que corresponde al tipo de la constante primitiva que
resultarfa de evaluar 6(o(™), [¢;]) donde [¢;] es una lista de n constantes
primitivas donde para cada una se tiene que ¢;:T;. Es decir, que para que
las funciones d, C+ y A estén en concordancia debera de cumplirse que

A(o™,[T3]) = Cr(5(o!™, [é4])

También necesitaremos saber qué tipo de dato espera cada funcion. Esta infor-
macién tendra que ser proporcionada por el programador mediante anotaciones
de tipo en las abstracciones-A [15, 32]. Es por esto que tendremos que cambiar
la sintaxis de las abstracciones-\, y ahora seran de la forma

e:T. M con T eT

Tendremos que escribir Az :Nat. M para funciones que esperan que su argumento
x sea de tipo Nat. Asi mismo tendriamos que escribir A\f : Bool — Nat. M
para funciones que esperan que el argumento f sea una funcién de booleanos a
naturales.

Diego Murillo Albarran



Una implementacion polimdrfica de ISWIM 46

Daremos reglas de inferencia para especificar las reglas de tipado! para este
nuevo cédlculo al cual llamaremos A;. Empezaremos por la regla que nos permite
tipar constantes primitivas [15, 32].

ceCp
I'Fé:Cr(é)

[t-cte]

Esta regla debe leerse como, «si ¢ es una constante primitiva, entonces ¢ tiene
tipo C7(¢) bajo el contexto de tipado I'». El contexto de tipado T no es relevante
para esta regla y puede omitirse en su lectura. Sin embargo, para las reglas
subsecuentes sera importante hacer uso de él, asi que su definiciéon se da mas
adelante.

El tipado de las funciones es un poco méas complicado. Sabemos que las funciones
tienen tipo 77 — T, donde T} es el tipo del argumento que espera y Ts es el
tipo del valor que devuelve. Con las anotaciones de tipo ya sabemos cudl es el
tipo de su argumento, por lo que solamente nos hace falta conocer el tipo de su
resultado. Este lo podemos encontrar al tipar M bajo la suposicién de que cada
instancia libre de x es de tipo T}. Estas suposiciones forman lo que se conoce
como el contexto de tipado.

Definicién 27: T' Contexto de tipado [32, 15]

Decimos que un contexto de tipado denotado por I' es un conjunto de
variables anotadas con un tipo.

D={z1:T1, x2:To, ..., xn:Ty}

El contexto vacio lo denotaremos mediante @ aunque preferiremos sim-
plemente omitirlo cuando sea vacio, escribiendo = M : T en lugar de
g M:T.

A veces requeriremos extender el contexto de tipado con la asociacién
x:T. Esto lo denotaremos mediante

def

I, e:T=TU{x:T}

También usaremos a I' como una funcién para obtener el tipo de alguna

1E] vocablo tipar viene de la castellanizacién del verbo inglés to type. Otra popular cas-
tellanizacién de este verbo es tipificar. En este trabajo hemos optado por usar la primera
opcién.
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Definicién 27: T' Contexto de tipado [32, 15] (cont.)

variable en el contexto de manera que

Para que I quede bien definida como funcién debemos tener cuidado de tratar
de manera correcta una situacién como la siguiente:

Supongamos que queremos tipar la funcién Az : Nat.Az : Bool.x, ésta es una
funciéon que toma un valor de tipo Nat, uno de tipo Bool e ignora el primero
para devolver el segundo. Como veremos a continuacién, para tipar esta funcién
deberemos de encontrar un tipo T tal que {z : Bool,z : Nat} + x : T, donde
T =T'(x). En este caso I'(z) no estd bien definida a pesar de que quisiéramos
que I'(z) = Bool. Para lograr esto tenemos dos opciones:

1. Asegurando que si I' = {a1 : T1,..., 2, : T}, entonces z; # x; siempre
que i # j. Esto lo podemos lograr si en lugar de realizar la verificaciéon
de tipos sobre la expresién original M lo hacemos sobre una expresion
a-equivalente, donde todas las variables ligadas han sido renombradas de
manera que no haya dos variables con el mismo nombre que estén ligadas
a nodos distintos. Por lo tanto, optando por este camino tipariamos la
expresiéon Az : Nat.\y : Bool.y y entonces tendriamos que {y : Bool,x :
Nat} b y:T, donde ahora si T = I'(y) estd bien definida.

2. Modificando la estructura de datos de I', en lugar de usar un conjunto
podemos usar una estructura de datos que recuerde el orden en el cual se
han anadido elementos a I', de manera que responda a la consulta I'(x)
devolviendo la asociacién maés reciente para x.

Ya que ambos enfoques funcionan, no nos precuparemos por convenir en uno de
ellos y de ahora en adelante solamente supondremos que I'(x) estd bien definida.

Ahora procedemos a dar la regla para tipar funciones [15, 32].

F,IIZZTl F M:TQ
' Xexh. M : Ty — T

[t-Ax]

Esta regla debe leerse como «si al expandir el contexto I' con la suposiciéon de
que z es de tipo T, podemos concluir que M es de tipo T»; entonces bajo el
contexto I' original Ax:T7. M tiene tipo 17 — 15 ».
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Cuando estemos intentando encontrar el tipo del cuerpo de una funcién nos
encontraremos con variables libres, cuyo tipo podemos encontrar usando la si-
guiente regla [15, 32].

(z)=T
I'ktx:T

[t-var]

Esta regla puede fallar en caso de que x no se encuentre en el contexto, lo cual
solamente pasaria si x no esta ligada en la expresiéon. Siempre que ocurra un
error de tipo serd porque la expresién no tiene sentido y no debe ser evaluada.
En este caso el problema es que la expresiéon no es cerrada, o sea que no es un
programa valido.

Para tipar una aplicacién M N primero necesitamos que M sea de tipo funcion
y que N esté en el dominio de la funciéon. En caso de que no se cumplan estas
condiciones entonces reportaremos un error de tipos [15, 32].

].—‘FM:T:[‘)TQ FFNTl
TFMN:T,

[t-app]

La regla para tipar operadores primitivos depende de la funcién A [15].

'EM;:T;, 1<i<n
TF o [ M1, < Ao, [T,)

[t-op]

Si A recibe argumentos inesperados entonces devolvera un error, por lo que
diremos que ha ocurrido un error de tipos. Esto ocurre cuando hemos querido
usar una operacién primitiva sobre tipos de datos que no le corresponden.

Finalmente, para tipar una expresion condicional deberemos asegurarnos de que
la condicién sea de tipo Bool y que ambos posibles casos tengan el mismo tipo.
Es necesario pedir que ambos posibles casos sean del mismo tipo ya que de lo
contrario solamente podriamos saber el tipo de la expresién si conociéramos de
antemano el valor de la condicién booleana, lo cual es imposible a menos que
mezclemos la verificacién de tipos con la evaluacién del calculo [15, 32].

I'M:Bool TI'WN:T T'FL:T
'Fif M N L:T

[t-if]
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4.2. Recursion

Al introducir el sistema de tipos también introdujimos un problema, pues sin
querer hemos eliminado la posibilidad de hacer recursién mediante combinadores
de punto fijo. En particular hemos prohibido la autoaplicacion.

Recordemos al combinador w = A\z.z 2. La autoaplicacién en w fue la clave que
nos permitié implementar la recursién en el cdlculo-A puro. Si quisiéramos in-
troducir w en nuestro nuevo calculo con anotaciones de tipo nos encontrariamos
con el siguiente problema.

Primero vemos que la aplicacién x x pide que z como funcién sea de tipo
Ty — T, pero también necesitamos que el tipo de x como argumento sea T para
que sea compatible con el dominio de la funcién. Por lo que, entonces, tendriamos
que x necesita ser de tipo T7 y T1 — 15 al mismo tiempo; lo cual es imposible.
Este mismo problema apareceria al intentar tipar cualquier combinador de punto
fijo [15].

La soluciéon que tomaremos serd introducir el combinador ¥ como un elemento
primitivo del célculo extendido, y modelar su comportamiento a través de la
semantica operacional. Extenderemos la sintaxis del calculo con el constructor
Fix para representar a un combinador de punto fijo [15].

Fix M

La semantica operacional de Fix modela precisamente el comportamiento del
combinador Y. Solamente queda definida para expresiones que tengan la forma
Fix Af:T.M. La variable f ocurre en el cuerpo de M para senalar una llamada
recursiva a la misma funcién. Este tipo de expresiones se reducen al sustituir f
en M por la misma expresién Fix Af:T.M [15].

[ev-fix]

Fix A\f:T.M — M|[f + Fix Af:T. M)

Ya que Fix M solamente tiene sentido cuando M es una funcién, entonces
deberemos verificar que M sea de tipo funcién, y también debera cumplir que
el tipo de su resultado sea compatible con el tipo de su argumento. Es decir,
que tiene que tener el tipo T'— T. Si es asi, entonces diremos que la expresion
Fix M tiene tipo T [15].

'-M:T—T
I'EFix M:T

[t-fix]
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Es posible que ocurra una expresién como Fix (M N), donde la aplicacién M N
se reduzca a una funcién. Es por esto que también tendremos que considerar la
siguiente regla dentro de la seméntica operacional [15].

M — M’
Fix M — Fix M’

[ev-fix-b]

4.3. Un ejemplo de una funcion recursiva

Con esto hemos terminado la especificacién formal de ISWIM simplemente tipa-
do. En el Apéndice A se encuentran las definiciones relevantes para el cédlculo
de A4, asi como su sistema de tipos y seméantica operacional. Antes de mostrar
los resultados relevantes a la seguridad del lenguaje, retomaremos la funcién
factorial que definimos usando el calculo-A puro. En esta ocasién la definiremos
usando ISwIM simplemente tipado y usaremos las reglas de tipado para elaborar
una prueba de que la expresién puede ser tipada correctamente.

Definiremos la funcién factorial en ISwiM simplemente tipado de la siguiente
manera

fact = Fix Af:Nat — Nat. An:Nat. if (isZero [n]) 1 (* [n,(f (- [n,1]))])

Para este ejemplo supondremos que nuestro conjunto de operadores primitivos
contiene a isZero que toma un natural y devuelve true si el valor es igual a cero
y false en cualquier otro caso. También usamos * y - para representar multi-
plicacion y resta de naturales respectivamente en notacion prefija. Supondremos
que A estd definida de la siguiente manera para estos operadores.

A(isZero, [Nat]) = Bool

A(*,[Nat,Nat]) = Nat
A(-, [Nat,Nat]) = Nat

Usaremos las anotaciones de tipos en las funciones para determinar nuestro
contexto de tipado.

I'={f:Nat — Nat, n:Nat}

Tiparemos cada uno de los argumentos del if, empezando por la subexpresion
isZero [n]. Para esto primero usaremos [t-var] para decir que n tiene tipo Nat
y luego usaremos [t-op] para concluir que isZero [n] es de tipo Bool.
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[t-var]

I' - n:Nat
't isZero [n]:Bool

[t-op]

Para tipar el segundo argumento del if basta con reiterar que la constante 1
tiene tipo Nat usando (t-ctel. El tercer argumento es un poco mas complicado.
Primero debemos decir que n y 1 tienen tipo Nat.

[t—var] 1 a4 e [t_Cte]

I'Fn:Nat I'F1:Nat

Ahora podemos combinar estos dos resultados para decir que - [n, 1] también
tiene tipo Nat.

[t-var] ———— [t-ctel

I'F n:Nat I'H1:Nat
't -[n,1]:Nat

[t-op]

Para probar que f(-[n,1]) tiene tipo Nat primero debemos reiterar que bajo la
suposicion de que f tiene tipo Nat — Nat, f tiene precisamente ese tipo. Luego
usando usando esta informacién junto con el resultado que acabamos de obtener
podemos ver que el tipo del paramétro es compatible con el del dominio de f.
Usaremos [t-app] para probar que la aplicacion tiene tipo Nat.

- [t-var] = [t-ctel
[t-var] I'F n:Nat I'F 1:Nat

I' F f:Nat — Nat 'k (- [n,1]):Nat
Tk f (-[n,1]):Nat

[t-op]

[t-app]
Finalmente, probamos que (* [n, f (- [n,1])]) tiene tipo Nat.

—— [t-var] ———— [t-ctel
[t-var] I'F n:Nat I'F 1:Nat

—— [t-var] L - fiNat — Nat 'k (- [n,1]):Nat
I' F n:Nat TF/ (-[m1]):Nat
L (x[n, f (- [n,1])]):Nat

[t-op]

[t-app]

[t-op]

Ahora que hemos probado que el primer argumento del if es de tipo Bool y los
otros dos son de tipo Nat, podemos concluir que el if es de tipo Nat.

T'+ isZero [n]:Bool 1:Nat femcte] L'k (x[n,f (-[n,1])]):Nat

'k if (isZero n) 1 (*[n,(f (-[n,1]))]):Nat

[t-if]
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A partir de este punto debemos empezar a reducir el contexto de tipado, las
suposiciones que hemos hecho quedaran plasmadas en las anotaciones de tipo
de las abstracciones-\.

{f:Nat — Nat, n:Nat} b if (isZero n) 1 (*[n,(f (-[n,1]))]):Nat
{f:Nat — Nat} - An:Nat.if (isZero n) 1 (*[n,(f (-[n,1]))]):Nat — Nat
&+ A\f:Nat — Nat.An:Nat.if (isZero m) 1 (x[n,(f (-[n,1]))]):(Nat — Nat) — (Nat — Nat)

[t-Ax]

[t-Ax]

Con esto hemos obtenido que la expresién tiene tipo (Nat — Nat) — (Nat —
Nat), el cual es un tipo poco intuitivo para la funcién factorial. Esto es porque
aun nos hace falta considerar el constructor Fix que envuelve a toda la expresion.

@+ Af:Nat — Nat.An:Nat.if (isZero m) 1 (x[n,(f (-[n,1]))]):(Nat — Nat) — (Nat — Nat)
@ b Fix Af:Nat — Nat.An:Nat.if (isZero n) 1 (*[n, (f (-[n,1]))]):Nat — Nat

[t-fix]

Con esto hemos obtenido que la funcién fact tiene el tipo que esperariamos
de ella, esto es, que recibe un natural y devuelve otro natural. Al llegar a una
conclusién de la forma @ + M : T, podemos estar seguros de que el programa
tiene un tipo adecuado, lo cual nos asegura que su ejecucién no puede quedar
indefinida en ningin momento.

4.4. Seguridad

En esta secciéon mostraremos los resultados principales que nos proporciona el
sistema de tipos para brindarle seguridad al lenguaje.

Los primeros lemas que estableceremos dicen que las reglas de tipado y las de la
semantica operacional son bidireccionales en el sentido de que si la conclusion
es cierta, entonces necesariamente las premisas también lo son.

Lema 4.4.1 (Inversién de tipos [32]). Para cada relacion de tipado podemos
invertir el juicio a manera de que si la conclusion es cierta, entonces los ante-
cedentes también lo son, es decir:

1. SiTFa:T, entoncesz €T yI'(z) =T
2. SiT'Fé:T, entonces ¢ € Cp yCr(é) =T

8. SiTFXe:Ty.M:T, entonces T =T, — T, donde I',z: Ty = M : Ty
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4. SiT'H M N:T, entonces existe Ty tal que THM: Ty =T yI'+ N: T

5 8T F o™ M;]:T, entonces T' = M; : T, Vi € {1...n} tal que
A", [T]) =T

6. SiT'F<f M N L:T, entonces' - M:Bool, ' - N:T yI'-L:T

7. SiTF Fiz M:T, entoncesT' - M:T — T

Demostracion. Directamente de las reglas de tipado. O

Lema 4.4.2 (Inversién de la seméntica operacional [15]). Para cada regla de la
semdntica operacional podemos invertir el juicio a manera de que si la conclu-
sion es cierta, entonces los antecedentes también lo son, es decir:

~

Si (M N) — (M' N), entonces M — M’

Si (v N) = (v N'), entoncesv eV y N - N’
Si (Az:T.-M) v — Mz < v], entonces v € V
Siif MNL— ¢f M' N L, entonces M — M’
Siif v N L— N, entonces v = true

Siif v N L— L, entonces v= false

S N N R

Si o™ [My...Mj...M,] — o™ [M... M ... M,], entonces M; — M
8. Si o™ [M;] — 6(o'™),[M;]), entonces M; € Cp Vi € {1...n}

9. Si Fiz M — Fiz M’, entonces M — M’

Demostracion. Directamente de las reglas de la seméntica operacional. O

Lema 4.4.3 (Monotonia [32]). Si M € Ay y x es una variable tal que x ¢
Ve (M), entonces T'H M:T siy sélo si U,x:T'+ M:T

Demostracion. La demostracién se hace mediante una induccién sencilla sobre
I' = M :T para ambas direcciones de la equivalencia y se omite. Para el sentido
inverso serd necesario ocupar la hipdtesis = ¢ V. (M). O

El préximo lema nos permitird estar seguros de que si hemos logrado tipar una
expresion bajo la suposicién de que alguna variable tiene cierto tipo, entonces
al sustituir la variable por una expresién que tenga el mismo tipo de nuestra
suposicion no se altera el tipado de la expresién original.
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Lema 4.4.4 (Sustitucién [32]). SiT,z:Th F M : Ty, y I' = N : T1, entonces
T+ Mz« N|: Ty

Demostracion. Induccion sobre M.

Para los casos base consideraremos a las variables y constantes.

= [var] Si M = z es una variable, entonces consideraremos dos casos: cuando
r=zyr#z

e Si x = z entonces tenemos por hipdtesis que I',z: Ty F x : T5. Por
inversién de tipos tenemos que x € (I, z:Ty) y I'(z) = T3, pero como
x:T7 estd en el contexto de tipado, tenemos entonces que 177 = T5.
Tenemos también que la sustitucién z[xz < N] = N y por hipdtesis
tenemos que I' = N :T7, pero como T7 = T5, concluimos que I' - N :
Ty, que es lo que queriamos demostrar.

e Si x # z entonces tenemos por hipdtesis que I',x : Ty F z: Ty, Al
aplicar la sustitucién obtenemos z[z < N| = z porque z # x. Como
x no figura en z, entonces por monotonia de I' tenemos que I' - z: T3
que es lo queriamos demostrar.

m [ctel Si M = ¢ es una constante, tenemos que la sustitucion ¢z <— N| = ¢.
Por hipétesis tenemos que I', x: 17 F ¢:T5 y como x no figura en ¢, entonces
por monotonia de I' podemos reducir el contexto de tipado y obtener que
I'keé:Ts.

Supongamos para el paso inductivo que M’ cumple con la propiedad de
sustitucion.

= [x:T.m] Supongamos que M = Az : T.M’. Supongamos sin pérdida de
generalidad (por a-equivalencia) que © # z 'y z ¢ V. (N).

Tenemos por hipétesis que I', x: Ty = Az:T.M'": Ty porloque Tb =T — 1"
para algin T".

Por el lema de monotonia podemos expandir el contexto de tipado con z:T
para tipar a M’ T,z :Ty,z: T = M':T’; y para mayor claridad podemos
reordenar el contexto de tipado en la sentencia anterior y obtener

Doz:T,x:Ty M T
Usando la hipétesis I' H N : T} y por el lema de monotonia, podemos
expandir su contexto de tipado a
I'z:THN:Ty
De los dos juicios anteriores y por hipétesis de induccién en M’ podemos

concluir que
[,2:TH Mz + N:T'
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De lo anterior y usando la regla de tipado [t-Ax1 llegamos a que

' X2:T.(M'[x + N|): T — T’

Finalmente, aplicando la definicién de sustitucién obtenemos que

't (\z:T.M')[z < N|:T — T’

Recordando que Tp = T — T” llegamos a lo que querfamos demostrar.

' (A\z:T.M')[z < N]: Ty

= Los demas casos son muy similares a los anteriores y se omiten.

O

El siguiente teorema nos dice que si una expresion puede ser tipada correctamen-
te, y ésta no es un valor, entonces al realizar un paso de evaluacién la expresion
obtenida preserva el tipo de la anterior.

Teorema 4.4.1 (Preservacién de tipos [32]). Sit M:T y M — N, entonces
FN:T

Demostracion. Induccién sobre las reglas de la seméantica operacional.

Supongamos por induccién que M y N cumplen la propiedad de preservacion.

= [ev-app-i] Supongamos que - (M N):T y que (M N) — (M’ N).
Por inversién de tipos existe T; tal que - M:Ty - T y = N:Tj.
Por inversién de la semdntica operacional M — M’.
Por hipdétesis de induccién sobre M tenemos que - M’ : Ty — T, y como
F N:T; concluimos por la regla rt-appl que (M’ N):T.
= [ev-app-d] Supongamos que b (v N):T y que (v N) — (v N').
Por inversion de tipos existe T; tal que Fv:Thy — T y = N:Ty.
Por inversién de la semdntica operacional v € V' y N — N'.
Por hipétesis de induccién sobre N tenemos que = N’ : Ty y como F v:
Ty — T, concluimos por la regla [t-appl que - (v N'): T
= [ev-red] Supongamos que b (A\x:T1. M) v): Ty (A\x:T1.M) v — Mz + v].

Por inversion de tipos - v: Ty y = Ax:T1.M : Ty — T, y una vez més por
inversién de tipos tenemos que {x: Ty} = M :T.

Finalmente, por el lema de sustitucién tenemos que - M|z < v]:T
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= Los casos restantes son analogos a los anteriores y se omiten.

O

A partir del teorema de preservacién podemos concluir que si una expresion
tiene tipo 7', entonces si al evaluar la expresion logramos reducirla a un valor,
entonces necesariamente éste serd también de tipo T.

Corolario 4.4.1. Si+- M:T y M —* v donde v € V es un valor, entonces
Fo:T

Por tdltimo, es importante mencionar que existe un teorema que se conoce como
la propiedad de progreso y es el que brinda la seguridad al lenguaje diciendo
que si un programa M puede ser tipado correctamente, entonces solamente hay
tres posibles resultados en su evaluacién:

1. La ejecucion de M termina eventualmente cuando se reduce a un valor.

2. La ejecucién de M falla al evaluar un operador primitivo cuando 6(o™), [¢;])
no esté definida.

3. La ejecucién de M jamds termina y siempre existe un M’ tal que M — M.

Por el momento omitiremos el enunciado y la prueba de este teorema ya que
aun nos hace falta desarrollar algunos conceptos necesarios para la prueba. En
el Capitulo 6 enunciaremos y probaremos este teorema para un sistema de tipos
més sofisticado.

Con los resultados anteriores hemos mostrado que usando el sistema de tipos
desarrollado en este capitulo podemos clasificar un programa M como correcto
si y sélo si existe un tipo T tal que - M : T. En los préximos dos capitulos
mejoraremos el sistema de tipos para deshacernos de las anotaciones de tipo en
las abstracciones-A e introducir polimorfismo paramétrico en el lenguaje.
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Capitulo 5

Inferencia de tipos

En el capitulo anterior se desarrolld un sistema de tipos para el calculo de
IswIM que nos permite tener la certeza de que si un programa puede ser tipado,
entonces su ejecucién no podrad quedar indefinida salvo cuando la funcién § no
esté definida para alguna combinacién particular de operando y operadores. Este
sistema de tipos tiene algunos incovenientes que resolveremos en este capitulo.

Recordemos que en el cdlculo-A puro definimos la funcién identidad como Az. x.
Esta funcién tiene la propiedad de devolver como resultado exactamente el mis-
mo argumento que recibié [15]. En el capitulo anterior introdujimos anotaciones
de tipos en las abstracciones-\, por lo que si quisiéramos escribir una funcién
identidad en ISwiM simplemente tipado, tendriamos que escribir una funcién
identidad distinta para cada tipo concreto que tengamos, por ejemplo:

Ax:Bool.x
Ax:Nat.x

Recordando que las funciones pueden recibir como argumento otras funcio-
nes, entonces nuestro problema se vuelve infinitamente mas complicado pues
tendriamos que agregar una funcién identidad distinta para cada tipo posible.
Naturalmente no es razonable definir una cantidad infinita de funciones esen-
cialmente idénticas salvo por sus anotaciones de tipo. La solucién que daremos
serd olvidarnos de las anotaciones de tipos y quedarnos con una sola funcién
como en el calculo-A puro cuyo tipo sea A — A, donde A es una variable de tipo
la cual podamos instanciar a un tipo concreto como Bool o Nat — Nat 1.

LA pesar que que introducimos variables de tipo, esto no significa que contemos con poli-
morfismo paramétrico. Véase el Capitulo 6.
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En lugar de depender de las anotaciones de tipos para determinar el tipo del
argumento que espera cada funcién, haremos un analisis del cuerpo de la funcién
para inferir esta informacién. A este proceso se le conoce como inferencia de
tipos [32].

El propédsito de este capitulo es dotar a ISwIM con un sistema de tipos que no
tenga injerencia en la sintaxis del cdlculo y que nos permita tipar una expresién
mediante inferencia de tipos. El sistema de tipos que daremos fue descubierto
por Hindley [18] en su estudio de la 16gica combinatoria y mds tarde fue re-
descubierto independientemente por Milner en el contexto de los lenguajes de
programacién. Este sistema de tipos fue retomado por Damas quien lo forma-
lizé en su tesis doctoral [14, 13]; formando asi lo que hoy se conoce como el
sistema de tipos de Damas—Hindley—Milner. Este sistema de tipos fue funda-
mental para el desarrollo de los primeros lenguajes de programacion funcionales
como ML [26] y establecid la base para sistemas de tipos més sofisticados como
el de Haskell [24]. En éste y el préximo capitulo desarrollaremos el sistema de
tipos de Damas—Hindley—Milner para incorporarlo a ISWiMm.

5.1. Variables de tipo

La clave que nos permitird deshacernos de las anotaciones de tipo en el calculo
es la introduccién de variables de tipo en el sistema de tipos.

Definicién 28: 7, Variables de tipo [32]

Denotaremos al conjunto de variables de tipo mediante 7, y usaremos
letras mayusculas como identificadores para cada variable de tipo. Supon-
dremos también que disponemos de una cantidad infinita de identificado-
res.

Modificaremos el conjunto de tipos T para agregar las variables de tipo.
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Definicién 29: 7T Tipos [32]

T = Bool
| Nat
| A
| Ty =T

donde 1, T, € T A€,

Si un tipo no contiene variables de tipo diremos que es un tipo concreto.

También necesitaremos de la funcién V. para extraer el conjunto de las variables
de tipo presentes en un tipo 7.

Definicién 30: V_(T) Variables de tipo en un tipo [32]

Definimos la funcién V. que toma un tipo T' y devuelve el conjunto de
las variables de tipo contenidas en 7" de la siguiente manera

V. (Bool) = &
V_ (Nat) = @
v, () = {a}
V(T = 1) =V, (T1) UV, (T3)

dondeAE'Y; Tl,TQET

Primero veremos mediante un ejemplo la intuicion detras del algoritmo. Con-
sideremos la expresion Az.A\y.Az. (z z) (y z). Podemos reconstruir el tipo de
cada subexpresién desde abajo hacia arriba de manera que cada que tengamos
duda del tipo de una expresion, le asignemos una variable de tipo nueva, la cual
posteriormente podra ser instanciada a un tipo concreto.

Empezaremos por la subexpresién (z z). No tenemos manera alguna de saber
qué tipo tiene esta aplicacién ni ninguna de las dos variables que la componen,
y por lo tanto, tiparemos cada variable con una variable de tipo distinta. Asi di-
remos que x:A y z:B. Tampoco sabemos cudl es el tipo de la aplicacién (z z),
por lo que también le asignaremos una nueva variable de tipo y diremos que
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(z z) : C. La parte crucial de este proceso es que sabemos que A tiene que ser de
tipo funcién, y no soélo eso, sino que A =B — C. A esta igualdad le llamaremos
una, restriccion sobre los tipos inferidos.

Podemos repetir un proceso similar para la aplicacién (y z) salvo por el hecho
que debemos recordar que ya le hemos asignado un tipo a la variable z, por
lo que también en esta subexpresién consideraremos que z:B, y como ¥y es una
variable que no habiamos visto, a ésta le daremos un nuevo tipo; y:D. De manera
similar diremos que la aplicacién (y z) :E, y generamos una nueva restriccién
D=B —E.

Finalmente, aplicamos el mismo proceso una vez mas para tipar (z z) (y z):F
generando la restricciéon C =E — F.

z:A z:B y:D z:B
(xz):C (yz):E
(@2) (y2): F

Ahora podriamos concluir que Az Ay.Az. (z 2) (y 2) : A— D — B — F, lo cual
solamente nos dice que ésta es una funcién que toma tres cosas y devuelve otra.
En realidad esto no es un tipo valido, ya que no podremos usar las reglas de
la Definicién 71 (Apéndice A) para llegar a la misma conclusién. Sin embargo,
hemos acumulado una serie de restricciones que nos ayudardn a reconstuir un
tipo que si sea valido bajo esas reglas.

s A=B—>C
= D=B—E
s C=E—F

Podemos sustituir la tercera ecuacién en la primera para obtener.
= A=B—-E—=F

s D=B—E

Finalmente podemos sustituir estas ecuaciones en el tipo A — D — B — F, para
obtener (B -+ E — F) — (B — E) — B — F. A este tipo podemos aplicarle un
renombre con fines cosméticos para obtener que

A yAz. (zz) (yz):(A-B—C)— (A—B)—>A—=C

Este tipo sf es vélido bajo las reglas de la Definicién 71 (Apéndice A).
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El tipo que obtuvimos estd dado en términos de variables de tipos, y le lla-
maremos el tipo principal de la expresion. La idea de esto es que si logramos
obtener el tipo principal de una expresién, entonces podemos dar una sustitu-
cion de tipos con la cual remplacemos las variables de tipo por tipos concretos,
de manera que obtengamos una expresién que también esté correctamente tipa-
da. Si tenemos el tipo principal de una expresién, entonces cualquier otro tipo
correcto para la expresion puede ser expresado en términos del tipo principal y
una sustitucién apropiada.

5.2. Sustitucién y restricciones de tipos

El objetivo principal de usar variables de tipo es que podamos sustituir una
variable de tipo por algin otro tipo de manera que podamos instanciar, por
ejemplo, el tipo A — B al tipo concreto Nat — Bool mediante una sustitucién
de tipos.

Definicién 31: o Sustitucién de tipos [32]

Diremos que [Ay — Ty, Ay — T, ..., A, — T,], donde &, € T, y T, € T
con A; # A; siempre que ¢ # j, es una sustitucion de tipos y la abreviare-
mos mediante la letra . Una sustitucién de tipos o puede ser aplicada a
un tipo de la siguiente manera:

o(Nat) = Nat
o(Bool) = Bool

T si(A—T)<€o
“(A)—{ A si(AeT)do

o(T = 8)=0(T)—=o(S

~

donde A€ T, S,TeT

Definiremos el dominio y rango de una sustitucion o de la siguiente manera

L] dom([A1|—>T1,...,Ann—>Tn])={A1,...,An}
L] TCLTl([Al*—)Tl,...,An*—)Tn]):{Tl,...,Tn}
Finalmente, también definiremos el rango de variables de tipo de una sus-

titucién como el conjunto de variables de tipo que figuran en el rango de
una sustitucién
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Definicién 31: o Sustitucién de tipos [32] (cont.)

= ranT, ([Al —T,...,A, — Tn]) = U?:l VT(TZ)

Mas adelante necesitaremos componer dos sustituciones por lo que definiremos
esta operacién.

Definicién 32: 05 00; Composicién de sustituciones [32]

Si 01 y 02 son sustituciones de tipo de la forma

0’1:[A1l—>T1,...,Anl—>Tn]
O’QI[AiHﬂ,...,Aj'—)j}(,Blel,...,Bm'—)Sm]

donde dom(oq) Ndom(oa) = {A;,..., A}

Entonces definimos la composicion o4 o 01 de ambas sustituciones de la
siguiente manera

09001 = [Al — O‘Q(Tl),...,An '—)O’Q(Tn),Bl — Sl,...,Bm — Sm]

Obsérvese que aplicar la composicion oy o 07 sobre un tipo T tiene el
mismo efecto que aplicar oy sobre o1(T); o sea que

u ((72 o 0’1)(T) = UQ(Ul(T))

Convenimos también en que la composiciéon de sustituciones asocia hacia
la derecha

m g3009001 =030 (03007)

Diremos que o7 y 02 son sustituciones disjuntas si cumplen con las si-
guientes propiedades

= dom(o1) Ndom(og) = @
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Definicién 32: o0500; Composicién de sustituciones [32] (cont.)

= dom(o1) N rang, (02) = @

= dom(o2) N ran, (01) = @
Obsérvese que si 01 y 02 son disjuntas, entonces la composiciéon conmuta

m (02001 =01002

Por ejemplo, si tenemos las sustituciones

= 0y =[A—B—(]

= 0y = [B— Nat — Bool]

Podemos observar que no son disjuntas ya que dom(o2) Nrang, (01) = {B} y
por lo tanto su composicion no conmuta, como se muestra a continuacién

= 05007 = [A+— (Nat — Bool) — C, B — Nat — Bool]

= 0j009 =[A+— B —C, B+ Nat — Bool]

También definiremos el concepto de restricciones de tipos que mencionamos
anteriormente.

Definicién 33: R Restricciones de tipo [32]

Diremos que una ecuacién de la forma T' = S donde T, S € T es una
restriccion de tipos.

Un conjunto de restricciones es un conjunto de la forma
R={T1=51,....,T, = Sp}

donde cada ecuacién T; = S; es una restriccion de tipos.

Abusaremos de la notacién para definir la funcién V. de manera que también
aplique sobre restricciones de tipo, devolviendo el conjunto de variables de tipo
presentes en un conjunto de restricciones.
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Definicién 34: V_(R) Variables de tipo en R [32]
SiR={Ty =51,...,T, = Sp} es un conjunto de restricciones de tipo,

entonces definimos la funcién V. (R) que devuelve el conjunto de variables
de tipo contenidas en R de la siguiente manera.

VT({T]- =51, Th = S’n}) = U(VT(TZ) UVT(Si))

También nos interesard aplicar una sustitucién de tipos sobre otras estructuras
por lo que seguiremos abusando de la notaciéon y definiremos la aplicacion de
sustituciones sobre un contexto de tipado I' y un conjunto de restricciones R.

Definicién 35: o(I') Sustitucién de tipos sobre I' [32]

Una sustitucion de tipos o también puede ser aplicada sobre un contexto
de tipado I" de la siguiente manera

oc({x1:Th...xn:Th}) ={z1:0(T) ... 2n:0(T)}

Definicién 36: o(R) Sustitucién de tipos sobre R [32]

Una sustitucién de tipos R también puede ser aplicada sobre un conjunto
de restricciones R de la siguiente manera

U({Tl :SlvaTn:Sn}) :{O'(Tl) :O'(Sl),...,O'(Tn) :U(Sn)}

5.3. Generacion de restricciones

A continuaciéon daremos un conjunto de reglas similares a las que damos en la
Definicién 71 (Apéndice A), pero en lugar de obtener expresiones como I' = M :
T, obtendremos expresiones de la forma I' = M : T|z donde R es un conjunto
de restricciones de tipo. Estas expresiones denotan que en el contexto I', M
tiene tipo T" bajo el conjunto de restricciones R.

Para dar las reglas de este algoritmo consideraremos al conjunto Ny, el cual
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contiene todas la variables de tipo que no hemos usado en ninguna parte de la
derivacién o en alguna de las subderivaciones. Supondremos que cuando tome-
mos una variable Z € Ny, ésta se elimina del conjunto Ny por lo que no podremos
volver a elegir la misma variable en ningin momento de la derivacién. En la Sec-
cién 8.2 veremos como implementar este algoritmo en Haskell y mostraremos
un mecanismo eficiente y elegante para obtener de manera determinista una
variable de tipo nueva cada que la necesitemos.

Definiciéon 37: Ny Variables frescas

Definimos al conjunto Ny C 7, como un conjunto infinito de variables de
tipo, el cual tiene la propiedad de que cada vez que tomemos una variable
Z € Ny ésta se eliminard inmediatamente del conjunto Ny. De esta manera
podemos estar seguros de que Z serd usada exactamente una vez.

Definicién 38: Generacién de restricciones [32]

I(z) = : ]
TEz7T o
¢eCp
T [c-ctel
I'Eé:Cr(d)]e

Z € Ny F,IZZ':M2T|R
FTEXeM:Z—-T|x

[c-x]

F):M:T1|731 F'ZNZTQ‘RZ Z € Ny
F ): M N 1 Z | RluRQU{T1:T2—>Z}

[c-app]

F':MZT1|R1 F):N:T2|R2 P':L:T3|R3

: [c-if]
I'Eif M N L: T3 | R,UR,URsU{T1 =Bool, To =T}

F':MT|R Z € Ny
I'EFix M : Z| rufr=z-2)

[c-fix]

En las reglas anteriores haria falta anadir una regla correspondiente con la
construccién [op[M1; sin embargo, no podemos dar una unica regla que cubra de
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manera adecuada cualquier operador primitivo, como veremos a continuacion.
Una definicién desatinada de esta regla seria como la siguiente

L= M;:T; | %,
I'E o™ [M;]iy : Ao, [T]) | (U, Ro)uag (o, 1])

[c-op]

El problema es que no podemos usar la funcién A(o(™, [T;]) (Def. 26) como lo
hicimos en la Definicién 71 (Apéndice A) para obtener el tipo que regresaria la
aplicacién del operador o™ . Esto se debe a que es muy posible que alguno de
los T; sea una variable de tipo, por lo que la funcién A no sabria qué regresar
en ese caso.

Dado que no podemos dar una tunica regla para el caso [opiM] daremos multi-
ples reglas, una para cada operador primitivo. Por ejemplo, para un conjunto
conservador de operadores primitivos podriamos dar las siguientes reglas.

F):M11T1|R1 F}:M22T2|R2
[ =+ [My Ms] : Nat | g, UR,U{T) =Nat, To=Nat}

F':M1:T1|R1 F):M21T2|'R2
I'lE * [My Ms]: Nat | R1URLU{T)=Nat, To=Nat}

IEM:T|x
' |=pred [M]: Nat | ru{7—rat}

FrEM:T|r
I' = not [M] : Bool | RU{T=Bool}

TrEM:T|r
I' = isZero [M]:Bool | gu{r—nat}

Retomemos el ejemplo mencionado al inicio de este capitulo y usemos las reglas
que desarrollamos en esta seccién para tipar la expresion Az.A\y.Az.(z 2) (z y)
bajo un cierto conjunto de restricciones. Para mantener la continuidad con el
ejemplo anterior consideraremos al contexto de tipado I' = {z : A,y : D, z : B}.

Primero tipamos la aplicacién (z z)

I(z) =4 emvar] I'(z) =B
F'Ez:Alg e I'Ez:Blg

I' = (z 2):Clfazsocy

[c-var] C € Ny

[c-app]
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Y ahora tipamos la aplicacién (y z)

P(y) = r(z) =5
—— [cvar] ————[c-var] EEN
F'EyDly I'Ez:Blg M

' (y2):E |{D:B—>E}

[c-app]

Combinando estos dos resultados tipamos la aplicacién (x z) (y 2) y, finalmente,
descargamos el contexto para tipar a la expresion Az.Ay.Az.(x 2) (z y).

. . F € Ny
I'E (z2):C I(A:BHC} ' (y2):E ‘{D:BﬁE}

I'lE(z2) (y2):F ‘{A:BHC, D=B—E, C=E—F}
{z:4,y:D} EAz(x2) (y2):B—>F I{A=B~>C, D=B—E, C=E—F}
{z:4} EAyAz(z2)(yz):D—>B—F |{A:Bﬁ»c, D=B—E, C=E—F}
E Az Ay z.(z z) (y z) : A— D — B — F |{a—p_sc, 0=B—E, C=E—F}

[c-app]

[c-Ax]
[c-Ax]

[c-Ax]

Podemos observar que obtuvimos el mismo tipo y conjunto de restricciones que
en el ejemplo informal al inicio del capitulo. Ahora solamente nos hace falta
formalizar el proceso mediante el cual usamos las restricciones acumuladas para
obtener un tipo valido para la expresién.

5.4. Unificacion de restricciones

Al usar las reglas para la generacién de restricciones obtenemos que una expre-
sion M tiene tipo T bajo cierto conjunto de restricciones R. Este tipo T no es
valido en el sentido de que no podemos probar que F M : T, pues nos hace falta
modificar T' de cierta manera que refleje las restricciones acumuladas en R.

Lo que haremos a continuaciéon serda mostrar que un unificador del conjunto
de restricciones nos permitird transformar el tipo intermedio 7' en uno que
si tenga sentido bajo unas nuevas reglas de tipado similares a las de la Definicién
71 (Apéndice A). Estas nuevas reglas son esencialmente idénticas a las de la
Definicién 71 (Apéndice A) siendo la tnica diferencia que en la regla ra-Ax1 no
se considera a las anotaciones de tipos en la sintaxis del cdlculo.

Cuando probamos? que + M : T usando las reglas con anotaciones de tipo lo
hacemos mediante un proceso de wverificacion de tipos; se realiza entonces el
analisis sintactico de una expresién para verificar que las anotaciones de tipo
sean congruentes entre ellas y que nos permita tipar la expresiéon completa. Al

2Decimos que un programa M estd correctamente tipado si es posible asignarle un tipo
bajo el contexto vacio, i.e. - M:T
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deshacernos de las anotaciones de tipo, ya no podemos hacer una verificacién de
tipos. En este caso el proceso mediante el cual probamos que - M : T es mediante
inferencia de tipos; esto es, hacemos un andlisis sintdctico de la expresion para
inferir mediante el uso de las aplicaciones el tipo de la expresiéon. Al hacer
inferencia de tipos daremos con el tipo més general de la expresién, el cual
puede ser instanciado para obtener tipos més particulares.

Mostraremos ahora el cdlculo ISWIM sin anotaciones de tipo, denotado A4, y
sus reglas de tipado correspondientes.

Definicién 39: A, ISwIM sin anotaciones de tipo [32]

A, = 2 [var]
| ¢ [cte]
| (Az. My) DAx:T.M]
| (M M) [app]
| (o™ [M;]™ ) [op[M]]
| (if My M, Ms3) [if]
| (Fix M) [fix]

dondezxeX ¢e€Cp TeT o™eOp M eA,

Definicién 40: Sistema de tipos simple sin anotaciones [32]

F(l‘)z [ ]
TrFa:T
éGC'p c ]
a-cte

Fl—étcT(é)

I',z:Ty - M:Ty
' Xe.M:T =T

[a-)x]

r-m:17—-17, TI'EN:T)
I'EM N:Tp

[a-app]
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Definicién 40: Sistema de tipos simple sin anotaciones [32] (cont.)

THM:T, 1<i<n
Lo [ M|, : A(o(™, [T;])

[a-op]

I'M:Bool TI'EN:T TFL:T
'kif M N L:T

[a-if]

'-M:T—T
I'FFix M:T

[a-fix]

La clave que nos permitird relacionar las expresiones I' = M :T|g y '+ M : T’
es el concepto de unificador que definimos a continuacion.

Definicién 41: Unificadores [32]

Una sustitucién de tipos o unifica a la restriccién de tipos T = Ssio(T) =
o(9); esto es, al aplicar o sobre ambos lados de la ecuacién obtenemos
exactamente el mismo resultado.

También diremos que o es un unificador de R si ¢ unifica a todas las
restricciones de R.

El siguiente teorema muestra que si logramos encontrar un unificador para las
restricciones generadas con el algoritmo de la Definicién 76 (Apéndice B), en-
tonces podremos obtener un tipo para la expresion que sea derivable usando las
reglas de la Definicién 75 (Apéndice B).

Teorema 5.4.1. SiT = M:T | y u es un unificador del conjunto de restric-
ciones R, entonces u(T') = M :pu(T).

Demostracion. Induccién sobre la relacion I' = M :T | ».

Los casos bases corresponden a las reglas [c-var] ¥ [c-ctel, para estos el conjunto
de restricciones R es el conjunto vacio por lo que un unificador de ellos seria
una sustitucién vacia pg. Tendriamos entonces que pg(I') =Ty ue(T) =T
por lo que en ambos casos obtendriamos que pg(T') - M:pug(T).

Tomemos como hipédtesis de induccién que si ' = M;: T; |, v i es un unificador
de R;, entonces p;(T') F M;: p; (T;).
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» Caso [c-xx1. SiT,2:Z |= M :T'| g donde Z es una variable nueva, entonces
I'EAx. M:Z — T | g. Debemos mostrar que u(T') F Ax. M:pu(Z — T).

Sea p un unificador de R, por hipétesis de induccién tenemos que
w(Tyz:Z) = M:p(T)

Aplicando la sustitucién sobre el contexto de tipado (Def. 35) tenemos que

w(L), @ p(Z) = Mz pu(T)

Por la regla [a-Ax1 podemos concluir que u(T') F Az. M : pu(2) — w(T) v
aplicando en sentido contrario la definicién de sustitucién de tipos (Def. 31)
conluimos que

wy e M:uw(z —1T)

m Caso [c-appl Si'|E M1 Ty | g, y ' E My:Ts | g, ¥ Z es una variable
nueva, entonces I' = My Ms:Z | g donde R = R UR U{Ty =Ty — Z}.
Debemos mostrar que p(I') = My Ms:pu(Z).

Sea p un unificador de R. Observemos que p también es unificador de Ry
vy Ra, pues estos estan contenidos en R.

Por hipdtesis de induccién tenemos que

w(I) B My p(Ty)

Como p unifica a R, entonces tenemos que u(T1) = p(T2 — Z), por lo que
de lo anterior obtenemos que

p(T)E My :p(Ty — Z)
Ahora aplicamos la sustitucion de tipos para concluir que
w(I) = My p(T2) — p(Z)
Por hipétesis de induccién también tenemos que

w(I) B Mo p(T3)

Finalmente, combinamos estos dos ultimos resultados con la regla [a-app]
para concluir que

= Caso [c-ix]1 SiI' = M :T'|g, y Z es una variable nueva, entonces tenemos
que I' =Fix M :Z | g donde R = Ry U{T = Z — Z}. Debemos mostrar
que p(I') F Fix M :u(Z).

Sea p un unificador de R. Por hipétesis de induccién tenemos que

(D) - M p(T)
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Como p es unificador de R, entonces u(T) = u(Z) — wu(Z) por lo que de
lo anterior obtenemos que

w(L) B M:p(Z) — p(Z)
Finalmente aplicando la regla [a-fix] obtenemos lo que queriamos mostrar

w(l) FFix M:pu(Z)

= Los demds casos son muy similares a los anteriores y se omiten.

5.5. El unificador principal

En esta secciéon mostraremos un algoritmo que dado un conjunto R de restric-
ciones, encuentre el unificador mas general, al cual llamaremos el unificador
principal.

Definicién 42: p Unificador principal [32]

Decimos que una sustitucién p es mds general que otra sustitucion o,
denotado ¢ C pu, si existe una sustitucién ¢’, tal que ¢’ o = 0.

Decimos que un unificador p de R es un unificador principal si éste es el
unificador més general posible. Esto es que para todo ¢ que también sea
un unificador de R se cumple que o C p.

Usaremos la letra p para denotar a una sustitucion que sea un unificador
principal.

A continuacién damos el algoritmo U de Martelli y Montanari [25], el cual es
una mejora al algoritmo original de Robinson [36, 35], que dado un conjunto
de restricciones devuelve ya sea un unificador principal o que falla cuando sea
imposible encontrarlo. Este algoritmo recibe una lista de restricciones la cual
denotamos, al estilo de Haskell, como (h : R) donde h es el elemento a la cabeza
de la lista y R es el resto de ella. El algoritmo esta definido por casos donde
cada uno revisa si la lista corresponde con un patrén en particular. Cada patrén
es revisado uno por uno de arriba a abajo; cuando uno no encaja con la lista o
no se cumplen las condiciones adicionales, entonces se prueba con el siguiente
patron. Si ninguno de los patrones encaja con la lista, entonces se devuelve un
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error que corresponde con el hecho de que no es posible encontrar un unificador
para el conjunto dado. Representamos a la sustitucién vacia mediante [ | y V7,
es la funcién que devuelve las variables de tipo que figuren en un tipo 7.

Definicién 43: U Unificacién [25]

uil =[]

U(S=T):R) =UR) siS=T

U((S1— S2=T1 - T): R) =U((S1=T1,5%=T2):R)

U(A=T):R) =U([A—T|R)o[A—T]
si A ¢ V7, (T)

U((T=1):R) =U((A=T):R)

donde S, T € T,A€7,,y R es un conjunto de restricciones.

Teorema 5.5.1 (Unificador principal [25]). El algoritmo de unificacion U cum-
ple con las siguientes propiedades.

= U(R) siempre termina ya sea devolviendo una sustitucion o porque falld de-
volviendo un error.

= SiU(R) = p, entonces p es un unificador principal para R.

Demostracion. La prueba puede ser consultada en el trabajo de Martelli y Mon-
tanari [25]. O

Concluimos este capitulo mostrando que para encontrar el tipo principal de una
expresién basta combinar el algoritmo de generacién de restricciones (Def. 76) y
el algoritmo para calcular el unificador principal (Def. 42).

Definicién 44: Tipo principal [32]

Decimos que T es el tipo principal de M si I' = M :T y para todo tipo T"
tal que IV F M : T” existe una sustitucién de tipos o donde 77 = o(T) y
I =o(T).

Teorema 5.5.2. SiT' = M:T|g y u es el unificador principal de R, entonces
se tiene que p(T) = M :p(T), donde pu(T') es el tipo principal de M.

Diego Murillo Albarrdn



Una implementacion polimdrfica de ISWiMm 73

Demostracion. La prueba queda fuera del alcance de este trabajo y se omite.
Esta puede ser consultada en [13]. O

Finalmente, retomamos el ejemplo anterior donde concluimos que

= Az Ay Az.(x 2) (y 2):A — D — B — F|{a—p—c,0=B—E,c=E—F}

Usaremos el algoritmo U para encontrar el unificador principal p para el con-
junto de restricciones y asi dar con el tipo principal de la expresion.

U(A=B—C):{D=B—EC=E—F})
[A—+B—C{D=B—EC=E—F})o[A—B—(

(

(
(D=B—E):{C=E—=F})o[A—B—(]
( ]

(

o

D+—B—E{C=E—F})oD—~B—Elo[A+B— (]

U
U
u
U(C=E—F):[])o[D—B—Elo[A—B— (|

=[C—E—>F|o[D—B—>Elo[A—B—C(
=[C—E—FloD—B—E, A—B—(
=[C—E—F, D»B—E A—B—E—F]

Por lo tanto tenemos que F Az.\y.Az.(z 2) (y 2): (A — D — B — F), es decir
F Az yAz.(x2)(y2):(B—-E—F)—>(B—E) -B—F

Finalmente aplicamos un renombre de las variables con fines cosméticos y ob-
tenemos el resultado que esperabamos

FAxdydz.(zz2)(yz):(A—-B—>C)—>(A—>B)—>A—=C

En este capitulo hemos mostrado cémo mantener la seguridad del sistema de
tipos sin obligar al programador a incluir anotaciones de tipo en cada abstrac-
cién-\. En el préximo capitulo mostraremos cémo modificar el sistema de tipos
para incluir polimorfismo paramétrico en el lenguaje.
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Capitulo 6

IswiM polimoérfico

Al inicio del capitulo anterior mencionamos que nuestro problema principal
era que no podiamos usar una misma funcién identidad que fuera capaz de
lidiar con cualquier tipo de dato sobre el cual la quisiéramos aplicar, y que
necesitabamos definir una cantidad infinita de funciones esencialmente idénticas
salvo por sus anotaciones de tipo para solventar esto. Cuando un lenguaje de
programacion permite definir funciones que operen de la misma manera sobre
una variedad de tipos se dice que cuenta con polimorfismo paramétrico [32].
Algunos lenguajes de programacion implementan un tipo de polimorfismo més
débil que el paramétrico mediante la definicién de varias instancias de una misma
funciéon donde cada una recibe argumentos de distintos tipos; a esta clase de
polimorfismo se le conoce como ad hoc y es andloga a nuesta solucién del capitulo
anterior. Por ejemplo, el lenguaje de programacién Java usé polimorfismo ad hoc
a partir del afio 2004 [30], cuando se introdujeron los tipo de datos génericos
a consecuencia del trabajo de Wadler y otros [29, 6]; y atin asi se mostré en
2016 que su sistema de tipos no garantiza la seguridad de tipos en tiempo de
compilacién [3].

En el capitulo anterior logramos deshacernos de las anotaciones de tipos para
conseguir tipar a Az.x con el tipo A — A, lo cual aparentemente significa que
podemos usar la misma funcién sobre cualquier tipo de dato que queramos y
obtener el resultado que naturalmente esperariamos. Veremos que esto todavia
no es cierto.
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6.1. Expresiones let

En esta seccién definiremos el enunciado let x = N in M usando aztcar
sintactica de la siguiente manera

let =N in M = (\z. M) N

Con este nuevo enunciado podemos asignarle un nombre a una pieza de cédigo
a la cual nos podemos referir e invocar en cualquier punto subsecuente del
programa mediante el nombre que hayamos elegido. De esta manera podemos
considerar un programa de ISWIM como una serie de lets anidados donde cada
uno define alguna funcién o constante que podemos utilizar en el cuerpo de la
sentencia principal M refiriéndonos a ellas mediante la variable que le hayamos
asignado.

let f1 =N in
let f2 =Ny in

let f,=N, in M

En el siguiente programa usamos let para asignarle el nombre id a la funcién
Az.x, la cual quisiéramos poder aplicar indistintamente sobre valores de tipo
Nat y Bool. Observemos que si en efecto pudiéramos hacer esto entonces el
programa estaria correctamente tipado ya que la condicién del if seria de tipo
Bool y ambos posibles casos serian de tipo Nat, por lo que el tipo de la expresién
seria Nat.

let id=Ar.x in if (id true) (id 1) 2

La versién desazucarada de este programa se ve de la siguiente manera.

(M\id. if (id true) (id 1) 2) Az.x

Intentaremos tipar esta expresion usando la inferencia de tipos que desarrolla-
mos en la seccién anterior. Para esto primero generaremos las restricciones de
tipo y después intentaremos unificarlas para dar con su tipo principal. Conside-
remos I' = {id: A} y generemos las restricciones para la condicién (id true) y el
caso verdadero (id 1) del if.
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[c-var] [c-ctel

F'Hid:A| o 't true:Bool | »
I'id true:B | A=Bool—B

[c-app]

[c-var] —————— [c-ctel

M'Fid:A| & It 1:Nat| o
F"idllC|A=Nat_>c

[c-app]

Para el caso falso tendrfamos que I' F 2 : Nat | 5 por la regla [c-ctel. Ahora
tipamos la expresion if

Fl—idtrue:B\A:BleB Fl_idIZC|A:Nat4)c F|_21Nat|g[
'k if (id true) (id1)2:C| g

c-if]

Donde R contiene las siguientes restricciones de tipo

= A =Bool — B
= A=Nat - C
= Bool = Bool

s» C = Nat

Para terminar la derivacién consideremos que IV = {z:D}

'k if (id true) (id1)2:Clxr e I'bz:D|y e
- Xid. if (id true) (id 1) 2:A—C|g = FAaw:D—D|g

H (Ald if ('Ld true) (Zd 1) 2) Ax.x: E | RU{A—C=(D—D)—E}

[c-app]

Ahora solamente nos hace falta encontrar un unificador p para el conjunto de
restricciones que obtuvimos y en caso de lograrlo reportariamos que el tipo del
programa es u(E).

= A =Bool —+B
s A=Nat — C
= Bool = Bool

= C = Nat
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" A-C=(D—D)—E

Si de verdad pudiéramos unificar estas restricciones, entonces de las primeras dos
ecuaciones obtendriamos que Bool — B = Nat — C, lo cual implicaria que B=C
y Bool = Nat; sin embargo, no es posible satisfacer esta ultima restriccién bajo
ninguna sustitucién, por lo que no es posible unificar el conjunto de restricciones
y por lo tanto no podemos tipar este programa.

6.2. Polimorfismo mediante sustitucién

El problema viene de que supusimos que id es una funcién de tipo A y usamos
esta misma funcién sobre dos tipos que son incompatibles entre ellos. Lo que
necesitariamos seria una manera de asignarle una variable de tipo distinta a A\z.x
en cada una de las aplicaciones. Esto lo podemos solucionar muy facilmente si
antes de tipar un enunciado let primero hacemos un paso de (-reduccién, y
solo entonces intentamos tipar la expresién reducida en lugar de la expresion
original. O sea que en lugar de intentar tipar (Aid. if (id true) (id 1) 2) Az.x,
esto lo reducirfamos a if ((Az.z) true) ((Az.z) 1) 2 y tiparfamos esta expresion.
Ahora que cada instancia de id ha sido sustituida por su definicién, hemos roto
la conexién entre cada una de estas funciones permitiendo que sean tipadas de
manera independiente.

El problema de esto es que tendriamos que mezclar ejecucién con la verificacion
de tipos, pero nos resultaria imposible distinguir entre un redex correspondiente
a un enunciado let y uno correspondiente a una aplicacién regular. Para poder
hacer esta distincién tendremos que agregar la construccion let como elemento
primitivo del célculo

let x=N in M

y asi podriamos dar una regla de tipado apropiada.

' Mz + N|:T1 | r, I'FN:Ty | R, R es unificable
I'klet =N in M : Ty | g,

La primera condicién dice que si al sustituir  por N en M, obtenemos que
su tipo es 77 bajo las restricciones Rq, entonces ése es el tipo y las restric-
ciones correspondientes a la construcciéon let z = N in M. Las siguientes
dos condiciones sirven para asegurarnos de que N puede ser tipado correc-
tamente con un tipo principal. Si omitiéramos estas ultimas dos condiciones
entonces seriamos capaces de tipar correctamente expresiones en las cuales x
no figure como variable libre en M y N no tenga ningun sentido, por ejemplo
let £ =42 Az.x in true
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A pesar de que este enfoque funciona correctamente y permite definir funciones
polimoérficas, en la practica puede llegar a ser muy ineficiente debido a que de-
beremos verificar el tipo de N por cada ocurrencia de x en M. En la siguiente
secciéon mostraremos cémo verificar el tipo de N una sola vez independiente-
mente de cuantas veces sea usado en el cuerpo de M.

6.3. Polimorfismo mediante generalizacion de va-
riables

En esta seccién desarrollaremos un método maés elegante y eficiente para imple-
mentar el polimorfismo paramétrico en el sistema de tipos. Para esto primero
recordemos que el enunciado let * = N in M ya es una construccién primi-
tiva de nuestro cédlculo y retomemos el ejemplo anterior

let id=MAr.x in if (id true) (id 1) 2

Para tipar let x = N in M primero deberemos obtener el tipo principal de
N; en este caso Az.x, para el cual sabemos que su tipo principal es A — A.
Una vez que tenemos el tipo principal de N lo generalizaremos a un esquema
de tipos.

Definicién 45: £ Esquema de tipos [32]

Un esquema de tipos, denotado mediante £, es una expresion la forma
VA, ...A,. T

donde A, € T, T €7 ycada A; € V (T). Ademés todas las A; deberan
ser distintas entre ellas, y es posible que n = 0, por lo que V.T seria
también un esquema de tipos valido.

Por ejemplo, sabemos que el tipo principal de la funcién identidad Ax.x es
A — A. En este caso podemos obtener su esquema de tipos al cuantificar univer-
salmente todas las variables de tipo contenidas en el tipo principal, por lo que
obtendriamos que VA.A — A es el esquema de tipos asociado a Az.x.

La idea de generalizar un tipo a un esquema de tipos es que reemplacemos
nuestros contextos de tipado I' con nuevos contextos de tipado generalizados T,
donde en lugar de que cada variable x; esté anotada con un tipo, éstas estén
anotadas con un esquema de tipos.
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Definicién 46: [ Contextos de tipado generalizados [32]

Un contexto de tipado generalizado es una secuencia de variables a las
cuales se les asocia un esquema de tipos.

f‘:{xlzé'l,...,mn:é'n}

donde z; € X, & es un esquema de tipos, y x; # x; siempre que i # j.

Si tuviéramos un contexto de tipado simple como I" = {x:Nat, f:A — B}, su
generalizacién podria ser de la forma I' = {x:V.Nat, f:VB.A — B}. Obsérvese
que el tipo Nat no contiene variables de tipo, por lo cual no hay ninguna variable
de tipo cuantificada en su esquema de tipos correspondiente. De manera similar
observemos que a pesar de que el tipo A — B tiene dos variables de tipo, es
posible que en su esquema de tipos correspondiente solamente una de ellas (o
ninguna) esté cuantificada.

Con la introducciéon de los esquemas de tipo y los contextos de tipado genera-
lizados necesitaremos de una funcién Vy, para cada una de estas estructuras
que nos devuelva el conjunto de variables de tipo libres, es decir aquellas que
no estén cuantificadas con un V.

Definicién 47:  V7.(£) Variables de tipo libres para £ [32]

Definimos la funcién V7. que toma un esquema de tipos £ y devuelve el
conjunto de variables de tipo libres en £

V’Ta (VAl .. AnT) = VT(T) AN {Al .. .An}

Definicién 48: V7. (I') Variables de tipo libres para I' [32]

Definimos la funcién V7. que toma un contexto de tipado generalizado I'
y devuelve el conjunto de variables de tipo libres en I’

V({1 &1 mn £, = [ V7 (6)
i=1
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Por ejemplo, retomando el ejemplo anterior, calcularemos el conjunto V7, (1)

V1. (T) = V7. ({z:V.Nat, f:VB.A — B})
= V7, (V.Nat) U V7, (VB.A — B)
= (V,(Nat) . @)U (V. (A—B)\ {B})
= (@~ 2)U ({48}~ {B})
=g U{A}

= {4}

Ademas deberemos de definir la aplicacién de una sustituciéon de tipos o sobre
estas dos estructuras.

Definicién 49: o(€) Sustitucién sobre £ [32]

Una sustitucién de tipos o también puede ser aplicada sobre un esquema
de tipos £ de la siguiente manera

U(VAl e AnT) = VAl e An.O'_‘K(T)

donde o_j es la sustitucién de tipos que resulta de quitarle a o las asocia-
ciones A; — T; para 1 <1< n

UﬁKd:er\{AlrﬁTl,...,An'—)Tn}

Alternativamente también usaremos la notacion o_jpc para denotar a la
sustitucién o \ {A — T1,B — T2,C+— T3}

Definicién 50: o(I') Sustitucién sobre I' [32]

Una sustitucién de tipos o también puede ser aplicada sobre un contexto
de tipado generalizado I" de la siguiente manera

o({x1:&1,29:€9, ..., 20 :En}) = {x1:0(E1),22:0(E), ..., xn:0(ER)}

Siguiendo con los ejemplos anteriores apliquemos o(T") donde

o = {A+> Nat — Nat, B—~ C — C, C+> Bool}
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o(T) = o({z:V.Nat, f:VB.A — B})
= {z:0(V.Nat), f:0(VB.A — B)}
= {z:V.o(Nat), f:VB.o_g(A — B)}
= {x:V.Nat, f:VB.o_g(A) = o_5(B)}
= {z:V.Nat, f:VB.(Nat — Nat) — B}

La notacién o_y y o-pc serd importante mas adelante para algunas demostra-
ciones.

Ahora definiremos la generalizacion de variables de tipo, el cual es el concepto
clave que nos permitiréd introducir el polimorfismo paramétrico en el lenguaje.

Definicién 51: gen(I',7) Generalizacién de variables [32]

Sea I' un contexto de tipado generalizado y T un tipo. La generalizacion

de T con respecto a I' es un esquema de tipos en el cual cada variable
de tipo en T, exceptuando a las variables que aparecen libres en T, es
sustituida por una variable fresca que queda cuantificada en el esquema
de tipos; y se define de la siguiente manera

gen(T, T) “ VZ.[K s Z)(T)

def

=VZ;... Zn.[Al —Zy,..., A, — Zn](T)

Donde {A1,...,A,} =V, (T)~Vr.(T) son las variables de tipo que figuran
en T menos las variables de tipo libres en T'; y {Z1,...,Z,} C Ny es un
conjunto de n variables frescas.

Con estas definiciones podemos volver al ejemplo
let id=MXx.x in if (id true) (id 1) 2

que para tiparlo generalizaremos el tipo principal de Ax.z al esquema de tipos
VA.A — A y agregaremos la asociaciéon id : VA.A — A al contexto de tipado
generalizado T'. De esta manera cuando queramos tipar (id true) o (id 1), bus-
caremos el esquema de tipos asociado al identificador id en T y lo instanciaremos
a un tipo T segun la siguiente definicién.

Definicién 52: finst(£) Instanciacién de variables frescas [32]

Si € es un esquema de tipos, definimos la operacién finst(&) de la si-
guiente manera:
finst(VA;...A,.T) =0o(T)
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Definicién 52: finst(£) Instanciacién de variables frescas [32] (cont.)

donde ¢ es una sustitucién [A; — Z; ... A, — Z,] y donde cada Z; € Ny es
una variable de tipo nueva. Si n = 0, entonces aplicaremos la sustitucion
vacia sobre Ty devolveremos T'.

De esta manera al tipar (id true) instanciarfamos el esquema VA.A — A al tipo
B — By al instanciar el mismo esquema al intentar tipar (id 1) obtendriamos
que id es de tipo C — C. Con esto hemos logrado romper la conexién entre
ambos usos de la funcién id permitiendo asi que pueda ser usada sobre tipos
distintos.

Ahora deberemos de adaptar las reglas para la generacién de restricciones que
dimos en la Definicién 76 para que funcionen polimérficamente mediante la
generalizacion de los contextos de tipado que desarrollamos en esta seccion; por
lo que la principal diferencia entre estas definiciones es que donde aparecia un
contexto de tipado I', ahora aparecerd un contexto de tipado generalizado I'. A
continuacion senialaremos las diferencias menos sutiles.

Al tipar una variable x ahora necesitaremos instanciar el esquema de tipos
asociado a la variable por lo que cambiaremos la regla

(z)=T evar]
T ': T ‘ - c-var,
por la regla B
Ix)=¢&
[p-var]

FEax:finst(€)| o

Para las abstracciones Az.M necesitaremos generar Z, una variable de tipo nue-
va, que denote al tipo del argumento x. Antes extendiamos el contexto I',z : Z
con la nueva variable pero ahora lo extenderemos el contexto I',z : V.Z con un
esquema de tipos en el cual Z se mantiene libre. Cambiaremos entonces la regla

ZeNy Tz:Z2E=EM:T|x
FTEXM:Z—-T|r

[c-Ax]

por la regla B
Z € Ny F,.’E:V.Z'ZMIT|R
fli)\xMZ*)Thg

[p-x]

Finalmente presentaremos la regla para la nueva sentencia let x = N in M

F/PN:T{‘Rl
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pw=UR1)
I = (T
Ty = p(T7)

D,z:gen(T,Th) EM: Ty | =,
FElet =N in M : Ty | R,

[p-let]

Lo que esta regla dice es que primero deberemos calcular un tipo 7" y un con-
junto de restricciones R, a partir de algiin contexto I’ para la expresion N.
Luego obtendremos el unificador p de Rq para con él conseguir el tipo principal
T = p(T") de N. También usaremos el mismo unificador p para obtener un nue-
vo contexto de tipado I' = p(I) el cual usaremos para el resto de la derivacion.
Finalmente extenderemos este nuevo contexto I', z:gen(T, T') con la generaliza-
cién del tipo principal de N para obtener un tipo 75 y restricciones R, para la
expresién M, con lo cual podemos concluir que I' -1et 2 =N in M : Ty | r,.

Con esto concluimos el desarrollo de IswiM polimérfico. En el Apéndice C se
podrén encontrar las definiciones pertinentes al calculo A, asi como las reglas
de tipado y generacién de restricciones polimérficas. A continuacién probaremos
los resultados relevantes a la seguridad del lenguaje.

6.4. Seguridad

En esta seccién daremos una teorema andlogo al Teorema 5.4.1 en cual relacio-
namos la inferencia de tipos de la Definicién 79 con las reglas de tipado de la
Definicién 78, para lo cual primero daremos algunos lemas.

Lema 6.4.1 (Particién). SiT = M:T|g y X € T, es una variable de tipo tal

que X € V1, (T), entonces T =T, x:V.X, para alguna x € X; y ademds se cumple

que X ¢ V_(I").

Demostracion. La tnica regla que genera esquemas de tipo con variables libres
es [p-axl; y cuando lo hace son de la forma V.Z, donde Z es una variable de tipo
que nunca se habia usado, por lo tanto no estd contenida en V_ (I"). O

Lema 6.4.2 (Distribucién). SiT € T es un tipo y o es una sustitucion de tipos
tal que para toda X € V., (T') X & dom(o) X ¢ rant, (o), entonces se cumple que

o(gen(T', T)) = gen(o(I),o(T)))

Demostracion. La demostracién de este lema se basa en la siguiente ecuacién:

Vo (T) N V7 (T) =V (0(T)) ~ V7 (0(T))

Diego Murillo Albarran



Una implementacion polimdrfica de ISWIM 85

Para probar esta ecuacién primero observemos que por hipétesis si X € V., (T),
entonces o(X) = X ya que X ¢ dom(c). De esto se sigue que o(T) =T y por lo
tanto V. (T) =V, (o(T)).

Por lo tanto basta probar que

Vo (T) Vi (D) = Vo (T) N Vi (o(F))

= Mostraremos la contencion C.
Sea X € V. (T) ~\ V7 (I). Tenemos que X € V_(T) y X ¢ Vr. (D).

Como X ¢ rant,, (o), entonces tenemos que X ¢ V7, (o(T)); y por lo tanto

XeV, (T)\ V7. (o(D))

= Mostraremos la contencién D.
Sea X € V- (T) \ V1, (c(T)). Tenemos que X € V_(T) y X & V1. (o(T)).

Supongamos por contradiccién que X € Vr, (T'). Entonces como o(X) = X,
tendriamos que X € V7, (o(T')), lo cual es una contradiccidn.

Por lo tanto concluimos que

XeV (T)\ V7 (T)

Hemos mostrado que la siguiente ecuacion es vélida:

Vo (T) N V7 (T) =V (0(T) \ V7 (o(T))

Ahora para probar el teorema desarrollaremos ambos lados de la ecuacién para
obtener el mismo resultado:

= Empezando por el lado izquierdo tenemos que

o(gen(T',T)) = o(VZ.[A — Z|(T))

donde K = V_(T) ~ V7. (T) y Z C Ny. Ahora aplicando la sustitucién
tenemos que

o(VZ.[E — Z)(T)) = VZ.o([K — Z)(T))
—vZ.oo [k Z)(T)

= Desarrollando el lado derecho tenemos que

gen(a(T),o(T)) = VZ.[ﬁ — Z](U(T))
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donde B = V_(0(T)) ~ V7. (o(T)) y Z C Ny pero por la ecuacién que
acabamos de probar podemos escribir esto como

gen(o(T),0(T)) = VZ.[& — Z)(o(T))
=VZ.[K— Z]oo(T)

Para terminar la prueba solamente hace falta mostrar que
Go[K»—)Z]:[KHZ]oU

Lo cual es cierto ya que ambas sustituciones son disjuntas:

= @ = dom(o)Ndom([K — Z]) porque tenemos que A C V(T y por hipétesis
dom(a) NV, (T) = @.

» @ =dom(o)Nran, ([ + Z]) porque ranr, ([f + 2]) C Ny y por lo tanto
ZNdom(o) = @.

» O =rang, (o)Ndom([A + Z]) porque A C V_(T') y por hipétesis rang, (o)N
V,(T)=w.

Por lo tanto se cumple que o(gen(T',T)) = gen(co(T'), o (T)) O

Lema 6.4.3 (Especializacién). Si T = M :T y o es una sustitucion de tipos,
entonces o(T) = M :a(T). Si M fuera de la forma let x = N in M’ donde
T+ N :T, entonces o también debe de cumplir que para toda X € V., (T),
X ¢ dom(o) X ¢ rang, (o).

Demostracién. Induccién sobre T+ M : T.

Sea o una sustitucién de tipos.

» Caso [tp-var] Sea ' -z : finst(['(z)).

Si consideramos el contexto ¢(I'), entonces por la regla [tp-var]

o(T) Fx: finst((o(T))(x))

Ahora debemos probar que o(finst(I'(x))) = finst((o(T))(z)).
Para esto primero veamos que
e finst(T(z)) = finst(E) = finst(VA;...A,.T) = [& — Z|(T)
o (c(D)(z) =& =0(VAy...A,.T) =VAy ... Ay.o_3(T)
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Usando el primer punto podemos obtener lo siguiente

o(£inst(T())) = o([K — 2)(T))

(00 [k Z)(T)
( .

o_30 (K — Z))(T)

En el dltimo paso cambiamos o por o_; porque después de aplicar la
sustitucién [K — Z] desaparecen todas las variables A; de T', por lo que
aplicar o es equivalente a aplicar o_g, la cual no tiene asociaciones de la
forma A; — T;.

Desarrollando el otro lado de la ecuacién obtenemos lo siguiente

finst((o(T))(z)) = finst(VA;...A,.0_3(T))
= [K+ Z)(0_5(T))
= (K= ZJ oo y)(T)

Solamente nos hace falta probar que
o joAZl=A—Zoo;
para lograr esto mostaremos que ambas sustituciones son disjuntas.
e dom(o_;)Ndom([A — Z]) = @ porque por definicién o_z no contiene
ninguna asociacién A; — T

e dom(o_g)Nrang, ([f + Z]) = @ porque cada Z; es una variable nueva
que se generd durante la instanciacién por lo que no puede aparecer
en el dominio de o_;

e dom([k — Z]) N rang, (0_z) = @ porque las variables A; provienen
de la generalizacion gen(7") y cada una de ellas fue tomada de Ny de
manera que no pueden ocurrir en rany, (o_z)

Por lo que esta composiciéon de sustituciones conmuta y tenemos que

o(finst(L'(x))) = finst((o(T))(z))
» Caso [tp-cte]l Sea ¢ €Cp y [ F¢é: Cr(¢).
Como o (C7(¢)) = C7(¢), entonces este caso es trivial pues o(T') F C7(¢)

Tomemos por hipétesis de induccién que si ' = M : T, entonces o(T) = M :0(T).

= Caso [tp-x] Supongamos que L', 2:V. 1T, - M :T,.

Por hipétesis de induccién tenemos que

o(T,x:V.Ty) - M:0(T3)
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Aplicando o sobre el contexto de tipado tenemos que
o(D),z:V.o(Ty) - M:0(T3)

Aplicando la regla [tp-Ax] obtenemos que

o) F X e M:o(Ty) — o(T5)
Finalmente aplicamos la sustitucién en sentido inverso para concluir que
o(T) - Ae.M:o(Ty — T3)
= Caso [tp-app] Supongamos que L M:Ty = To, y T F N:T}
Por hipétesis de induccién tenemos que
e o(I)F M:o(Ty — T3) Yy por lo tanto o(T) = M:0(Ty) — o(T)
e o(I)F N:o(Th)
Aplicando la regla rtp-app] obtenemos que

o(T) - M N:o(Ty)

= Caso [tp-op] Supongamos que I - M;:T; para 1 < i < n.

Por hipétesis de induccién o(T') + M; : o(T;) v aplicando la regla rtp-op]
tenemos que

o(T) o™ [M,] - A(o™, [o(T;)])

Como cada T; es un tipo concreto (Nat o Bool) tenemos que [o(7T;)] = [T}]
por lo que obtenemos que

o)+ o™ [M;] : A(o(")7 [T:])

De manera similar, como A (o™, [T}]) es un tipo concreto, se cumple que
a(A(o™ | [T3])) = A(o™, [T}]), por lo que entonces tenemos que

o(T) F o™ [M;] : o(A(6™, [T3]))
= Caso [tp-fix] Supongamos que I' - M:T — T.
Por hipétesis de induccién tenemos que
o(l)F M:o(T —T)
Aplicamos la sustitucién en sentido inverso
o)+ M:0(T) — o(T)
Y aplicando la regla (tp-fix] tenemos que

o(T) FFix M:0(T)
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» Caso [tp-1et] Supongamos que I' = N:Ty T, z:gen(l',Ty) F M: Ty y que
por hipétesis para toda X € V(1) se tiene que X ¢ dom(o) X ¢ ranr, (o).

Por hipétesis de induccién tenemos que
o)+ N:o(Th)
o(T,z:gen(l,T1)) = M:0(T)
Aplicando o sobre el contexto de tipado tenemos que

o), z:0(gen(l, T1)) - M :0(T5)

Y por el lema de distribucién esto tltimo es lo mismo que

o(T),x:gen(o(T),0(T1)) = M:0(Ty)

De lo anterior y o(I') = N : o(Ty) podemos usar la regla [tp-1et] para
concluir que B
o(l)Flet =N in M:0(T3)

O

Teorema 6.4.1 (Correccién). Si I' = M : T|g y p es un unificador de R,
entonces se cumple que u(L) = M : u(T)

Demostracion. Haremos induccién sobre la relacién I' = M :T | &.

Los casos bases corresponden a las reglas [p-var] ¥ [p-ctel, para estos el conjunto
de restricciones R es el conjunto vacio por lo que un unificador de ellos seria
una sustitucién vacia pg. Tendrfamos entonces que jug(L) = Ty pug(T) =T
por lo que en ambos casos obtendriamos que pg(I) F M : pg(T).

Tomemos como hipétesis de induccién que si ' = M;:T;| g, ¥ i1; es un unificador

de R;, entonces p;(T') F M;: p; (T;).

= Caso [p- 1. Si [,z :V.Z = M :T | donde Z es una variable nueva,
entonces I' = A\x. M:Z — T | ».

Sea g un unificador de R, por hipdtesis de induccién tenemos que

w(T,2:¥.2) = M:u(T)

Aplicando el unificador p sobre el contexto de tipado tenemos que

w(D),x:V.u(Z) = M :pu(T)

Diego Murillo Albarran



Una implementacion polimdrfica de ISwim 90

Por la regla rtp-Ax1 podemos concluir que

w(T) = A, M:pu(z) — u(T)

Y aplicando la sustitucién de tipos en sentido inverso obtenemos que

w(T) = A, M:u(Z — T)

= Caso [p-appl Si Ij =M, :Ty|g, yL | My:Ty |, vy Z es una variable
nueva, entonces I' |E My My:Z | g donde R = R1 UR, U{Th =T — Z}.
Sea p un unificador de R. Observemos que p también es unificador de
R1y Ro, pues estos estdan contenidos en R. Por hipétesis de induccién
tenemos

u(T) = My pu(Ty)

Como g es un unificador, entonces tenemos que u(77) = p(72 — Z) por lo
que tenemos que B
w) + My :pu(Ty — Z)

Y aplicando la sustitucién obtenemos que

p(I) = My p(T2) — p(2)

Ahora, por hipétesis de induccién también tenemos que

p(I) = Mo pu(T3)

Combinando estos 1ltimos dos resultados usando la regla [tp-app]l obtene-
mos que B
u(T) F My My :p(Z)

» Caso [p-fixl Si [ E M:T|g, vy Z es una variable nueva, entonces tenemos
que ' EFix M:Z| g donde R = R, U{T =Z — Z}.

Sea p un unificador de R, el cual también unifica a R1 pues esta contenido
en R.

Por hipétesis de induccién tenemos que
u(T) F M:p(T)

Y como & es un unificador de R, entonces p(T') = u(Z) — w(Z) por lo que
también tenemos que

u(L) = M:p(Z) — pu(2)

Aplicando la regla r[tp-£ix] a eso obtenemos que

wu(T) F Fix M :u(Z)
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» Caso [p-let] Supongamos que I'EN: TﬂRl y que pp es un unificador
de Ry, tal que T'= iy (TV), T4 = w1 (Ty) y Ty z:gen(T, 1) = M : Ty|g,.

Sea po un unificador de Ro. Como V,(R1) NV, (R2) = &, entonces para
toda X € V. (T1), X ¢ dom(p2) X & rant, (u2).

e Como p es un unificador de R1, entonces por hipétesis de induccién
tenemos que 7
pi (T = Nopg (T7)

Que por hipétesis es lo mismo que
f‘ H NZT1

Como pz es una sustitucién de tipos tal que X ¢ dom(usz) y X ¢
rang, (u2), entonces por el lema de especializacién tenemos que

u(L) = N (1)
e Por hipétesis de induccién tenemos que
po(T,z:gen(T, T1)) = M : po(Tz)
Aplicando p sobre el contexto de tipado
p2(T), 2 po(gen(T, 1)) = M : o (1)

Y por el lema de distribucién tenemos que

p2(L), z:gen(pz (L), p2(T1)) = M: po (1)

Combinando los dos resultados anteriores podemos usar la regla [tp-1et]
para concluir que

po (D) Flet =N in M:pus(Ty)
O

Con el resultado anterior mostramos que el sistema de tipos es correcto y que
implementa correctamente el polimorfismo paramétrico en el lenguaje. En los
préximos capitulos nos dedicaremos a disenar una maquina abstracta que evalie
de manera eficiente nuestro nuevo cédlculo polimoérfico, el cual puede ser consul-
tado en el Apéndice C.
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Capitulo 7

Maquinas abstractas

En este capitulo nos dedicaremos a pasar de las reglas de la semantica operacio-
nal de IswiM polimorfico a la definicién de una maquina abstracta disenada por
Felleisen y Friedman [16] que nos permitird implementar de manera eficiente un
evaluador del célculo A,.

Una maquina abstracta se define mediante un conjunto de estados internos y
una funcién de transicién que convierte un estado intermedio en otro [19]. El
objetivo de una méquina abstracta es hacerla funcionar a partir de un estado
inicial el cual contenga el cédigo a ejecutar y que mediante una serie de tran-
siciones deterministas llegue a un estado final, el cual deberia de corresponder
con el resultado de la evaluacién del programa bajo las reglas de la seméantica
operacional. Mostraremos que una expresién M se evalia a un valor v si y sélo
si, hay un estado inicial que contenga a M tal que llegue a un estado final que
contenga a v.

7.1. Semantica operacional de A,

Para empezar esta discusion primero especificaremos la seméntica operacional
para el calculo de A, cuya tnica novedad es la adicién de la regla fev-1et] para
lidiar con la construccion let x = N in M. Recordemos que esta construccion
la agregamos al calculo con el inico propdsito de que nos permitiera introducir
polimorfismo paramétrico en el tipado, y que operacionalmente no tendriamos
ningin inconveniente en haberla declarado como azticar sintactica equivalente a
(Ax.M) N. La regla [ev-1et] que daremos hard precisamente esto: una expresién
let £ = N in M se reducird a la aplicacién (Az.M) N.
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Antes de definir las reglas de la serhantica operacional para A,, deberemos de
formalizar su conjunto de valores el cual se ha mantenido sin cambios.

Definicién 53: V, Valores de ISwiM polimérfico [15]

Ax.M

dondexeX ¢eCp MeA,

Las reglas de la seméantica operacional para A, se detallan a continuacién

Semadantica operacional de ISWIM polimdérfico [15]

Definicion 54:

M—=, M
(M N) =, (M'"N)

[ev-app-i]

veV, N, N
(v N) =, (vN')

[ev-app-d]

veEV,
M. M) v —, Mz + v]

[ev-red]

M=, M
if M NL—,if M N L

[ev-if-cnd]

[ev-if-tr]

if true N L =+, N

[ev-if-£1]

if false N L —, L

sel([M;]) = min({i € N|M; ¢ Cp} U{n+1})
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Definicién 54: Semadntica operacional de IswiM polimérfico [15] (cont.)

j=sel([M;]) j<n Mj—>AMJ’»

o) [ M; |y —, o™ [My ... MJ’ M, [ev-0"-v]

sel([M;])=n+1 s

o™ [ M; |7y —, 8o [ M; ™) ev-o0
M —, M’
[ev-fix-b]

Fix M —, Fix M’

Fix M. M —, M[f« Fix Af. M] %
[ev-1let]

let =N in M —, (Az.M) N

Si tenemos una expresiéon M y nos fijamos en su drbol sintdctico, entonces
podemos ver que M —, M’ puede ocurrir de dos maneras distintas. Una de
ellas es cuando el drbol de M se convierte en M’ mediante la modificacién de
alguno de sus subérboles; el otro caso sucede cuando M se convierte en M’ al
transformar el nodo raiz en M. En este segundo caso diremos que la forma de
M es la de una expresion reducible o redex. En el calculo de A, existen cinco
posibles redex que definimos a continuacién.

Definicién 55: Redex de A, [15]

R = (AM)wv

if vM N

o™ [v]7

Fix A\f.M

let x=N in M

Donde v; €V M,N €A,
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El concepto de redex nos interesa ya que una de las tareas esenciales de una
maquina evaluadora consiste en identificar el préximo redex a reducir en una
expresion M. En las préoximas secciones discutiremos algunos mecanismos me-
diante los cuales se puede identificar tal redex, asi como la manera en la cual se
modificard un programa al rededor de él cuando éste sea reducido.

7.2. Contextos de evaluacion

Durante la ejecucién de la maquina evaluadora ésta tendrd que recorrer el arbol
sintactico de la expresion hasta encontrar el préximo redex a reducir, y de alguna
manera debe de poder recordar la forma de la expresién al rededor de la cadena
de control actual para poder reescribir la expresién original con el resultado de
la reduccion que llevara a cabo. Para lograr este efecto definiremos los contextos
de evaluacion.

Definicién 56: Contexto de evaluacién [15]

Un contexto de evaluacion representa una expresién de A, la cual contiene
un unico agujero en el que cabe otra expresiéon de A,. Denotaremos con
O al agujero en el contexto de evaluacién.

Cc =10
| (C"N)
| (v C)
| o™ covjo1 € Mgy ... M)
| if C'NL
| Fix '

Donde M;, N, Le A, veV (C'eC

La estructura de un contexto de evaluacion siempre inicia con un agujero [y
ésta va creciendo a manera de una pila segin se vayan agregando marcos al
rededor del agujero. Nos referiremos al primer marco que envuelve al agujero
como el marco base del contexto.

Si C es un contexto de evaluacién definiremos la operaciéon C[M] como el re-
sultado de sustituir el agujero [0 en C' con la expresién M. En esta operacién
es posible que las variables libres de M queden capturadas por C' pero no nos
preocuparemos por eso.
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También definiremos la operacién C[C’], donde C” es otro contexto de evalua-
cién, como el resultado de sustituir el agujero O de C por C’. Notemos que al
hacer esto el numero de agujeros en C' sigue siendo exactamente uno.

Observemos que la manera en la que hemos definido los contextos de evaluacion
respeta la estrategia de llamada por valor; es decir que (M 0O) no es un contexto
de evaluacién a menos que M sea un valor. Esto nos servird para mostrar que
si respetamos la estrategia de llamada por valor, entonces para toda expresion
M si ésta no es un valor, entonces existe un tinico redex que podemos reducir.

Teorema 7.2.1 (Particién redex [15]). Si M € A, y M puede ser tipado co-
rrectamente’, entonces sucede una de las siguientes

= M es un valor

= M puede ser particionado de manera unica en un contexto de evaluacion
C y un redex L de manera que M = C[L]

Demostracion. Induccién sobre la estructura de M.

Si M es una variable, una constante o una funcién; entonces M cumple con el
teorema, pues éstos son precisamente los valores de A,. Supongamos ahora que
M no es de tal forma.

= Caso [appl Si M = (M; M>) entonces tenemos tres opciones.

e Si My y M5 son ambos valores, entonces como M estd correctamente
tipado M es de la forma Ax.N y tenemos entonces que (Az.N) Ms es
un redex por lo que podemos separar a M en este redex y el contexto
vacfo O y tendriamos que M = O[(Az.N) Ms].

e Si M; es un valor pero M5 no lo es, entonces por hipétesis de in-
duccién podemos separar de manera tnica a My en un contexto Co
y un redex Lo tales que My = Cs[Ls]. Usando esto podemos tomar
C = (M; Cy), el cual es un contexto de evaluacién porque M; es un
valor, y con esto tendriamos que M = C[Ls].

e Si M no es un valor entonces por hipétesis de induccién tenemos que
M, = C1[L1] y usamos C; para crear un nuevo contexto C = (C; Ma)
y con esto tenemos que M = C[L;].

» Caso [opim11 Si M = 0™ [M;] entonces debemos de fijarnos en cudntos de
los M; son valores. Si todos los M; son valores, entonces M es un redex y
usando el contexto vacio tenemos que M = O[o(™ [M;]]. Si no todos los M;

LCuando decimos que un programa M puede ser tipado correctamente, debers entenderse
que existe un tipo 7" tal que - M : T
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son valores entonces podemos encontrar una j minima tal que M; no es
un valor. Por hipétesis de induccién tenemos que M; = C;[L;] y con esto
podemos crear un nuevo contexto C' = ol™ [Mj .. M1 Cj Mty ... M,
y con esto tendriamos que M = C[L;].

= Caso [if1 Si M = if M; N L y M; es un valor entonces tenemos que M
es un redex y por lo tanto M = O[M]. Si M; no es un valor entonces por
hipétesis de induccién My = C1[L1] y tomando C = if C; N L obtenemos
que M = C[L4].

= Caso [fix] Si M = Fix N, entonces consideraremos dos opciones sobre
N.

e Si N es un valor, entonces porque M estd correctamente tipado N
debe de ser de la forma Af.N’. Entonces tenemos que Fix Af.N' es
un redex, y usando el contexto vacio tenemos que M = O[Af.N’|

e Si N no es un valor, entonces por hipétesis de induccién, existe un
contexto C’ y un redex L tal que N = C’[L]. Definimos entonces el
contexto C' = Fix C’ de manera que M = C[L]

= Caso [1et] Esta expresion es un redex por si misma, por lo que usando el
contexto vacio obtenemos que M = O[M].

7.3. Expresiones bloqueadas y progreso

Cuando pensamos en ejecutar un programa M de ISwiM, lo que esperamos es
que podamos aplicar una secuencia determinista de reducciones basadas en la
semantica operacional de manera que M se reduzca eventualmente a un valor.
Desafortunadamente no podemos asegurar que cualquier programa tenga este
comportamiento; existen programas que pueden estar tipados correctamente
cuya secuencia de reducciones es infinita, por ejemplo consideremos la ejecucion
del siguiente programa cuyo tipo es Bool en el cual se puede observar que su
evaluacién se cicla infinitamente

def

M = Fix (A\f.if true f false)
M —, if true M false =, M —, if true M false —, M —, ...
Pareceria entonces que M tiene dos opciones: ya sea reducirse eventualmente a

un valor, o que su evaluacion jamas termine. En realidad hay una tercera opcién
y ésta es que M no sea un valor, pero que no exista un M’ tal que M —, M'; por
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ejemplo si consideramos que / es el operador primitivo que divide dos ntimeros
tenemos que / [2, 0] puede ser tipado correctamente y que no es un valor, sin
embargo ya que la divisién entre cero estd indefinida no existe un M’ tal que
/ [2, 0] =, M’. En este caso diremos que la expresién / [2, 0] —, M’ es una
expresion bloqueada.

Definicién 57: Expresiones bloqueadas [15]

Si M no es un valor, entonces decimos que M es una expresion bloqueada
si no existe un M’ tal que M —, M’

Si M puede ser tipado correctamente, entonces solamente existe una posible
forma en la que la evaluacién de M llegue a una expresién bloqueada, y ésta
involucra a la funcién parcial § (Def. 18). Si § no esta definida para alguna com-
binacién particular de operador y operandos, entonces no existe una transicién
que permita que la evaluacién progrese.

Teorema 7.3.1 (Expresién bloqueada [15]). Si M es un programa correcta-
mente tipado, M es una expresion bloqueada si y sdlo si M = C[L], donde C' es
un contexto de evaluacion y L es un redex de la forma (o™ [¢]7), para el cual
la funcion 5(0™, [¢;]) no estd definida.

Demostracion.

= [=] Supongamos que M es una expresién bloqueada correctamente tipada.

Como M estd bloqueada entonces M no es un valor, por lo que por el
Teorema 7.2.1 existe un unico contexto de evaluaciéon C'y un redex L tal
que M = C[L]. Si hacemos un andlisis sobre las posibles formas de L
veremos que la tinica posibilidad en la que M esté bloqueada es cuando L
es de la forma, (0(™[¢;]7).

e Si L = (Ax.M) v, donde v es un valor, entonces L —, Mz + v];
por lo que M no esta bloqueada si L es de esta forma.

e Si L = if v N7 Ns, donde v es un valor, y por estar correctamente
tipado v : Bool, entonces L —, L' donde L' es N; o Ny depen-
diendo de si v es true o false respectivamente; por lo que M no
estd bloqueada si L es de esta forma.

o Si L = (o(™[é]7), entonces L —, §(0™, [¢;]) a menos que 6(0™), [¢;])
no esté definida.

e Si L = Fix Af.N, entonces L —, N[f < LJ]; por lo que M no
esta bloqueada si L es de esta forma.

e Si L =1let x = N in M’, entonces L —, (Ax.M') N; por lo que
M no esté bloqueada si L es de esta forma.
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= [<] Si M puede ser particionado en un contexto de evaluacién C' y un
redex L de la forma (o(™[¢]}) tal que M = C[L], entonces tenemos que
M 1o es un valor por el Teorema 7.2.1; y como por hipétesis 6(0(™), [¢;])
no estd definida, tenemos entonces que no existe un M’ tal que M —, M’
por lo que M es una expresiéon bloqueada.

O

Ahora que hemos caracterizado la tinica forma en la cual una expresién M puede
quedar bloqueada, podemos demostrar que si M no es una expresién bloqueada
ni un valor, entonces necesariamente existe un M’ tal que M —, M’. A esta
propiedad se le conoce como progreso.

Teorema 7.3.2 (Progreso [15]). Si M € A, donde = M : T, entonces ocurre
una de las siguientes

1. M es un valor
2. M —, M’ para alguna M’ € A,

3. M es una expresion bloqueada

Demostracion. Induccién sobre M

Los casos base corresponden a las construcciones [cte] ¥ [Xx.M]; para ambos casos
tenemos que M es un valor, por lo que cumplen con el teorema.

Obsérvese que la construccién [var] no se considera ya que no cumple con las
premisas del teorema al ser imposible tipar a € X bajo el contexto vacio.

Supongamos ahora que para M, My € A, si = M;:T;, entonces M; cumple con
la propiedad de progreso.

= Caso [appl Supongamos que F M; M : T, entonces por inversion de la
regla de tipado [tp-appl tenemos que - My : Ty — T y + My : T;. Por
hipétesis de inducciéon tenemos que M; y My cumplen con la propiedad
de progreso.

Ahora debemos mostrar que M; Ms cumple con la propiedad de progreso.

Para esto analizaremos las posibles formas en las que My y My cumplen
con esta propiedad:

e Si My es un valor, entonces como M; M estd bien tipado tenemos
que M es de la forma A\x.N, por lo que M; My = (Ax.N) M,. Ahora
debemos analizar el progreso de Ma:
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o Si Ms = v esun valor, entonces tenemos que My Ms = (Az.N) v —,
N[z + v] por la regla [ev-rea] de la semdntica operacional. Por lo
tanto tenemos que en este caso se cumple con el segundo inciso
del progreso.

o Si My —, M}, entonces tenemos que My Ms —, My M) por la
regla [ev-app-a] cumpliendo asi con el segundo inciso de la propie-
dad.

o Si M> es una expresién bloqueada, entonces no podemos aplicar
la regla [ev-app-dl, por lo que M Ms es una expresién bloqueada.

e Si My —, M{, entonces tenemos que My My —, M| Mj por la regla
[ev-app-i] de la seméantica operacional. Por lo que en este caso también
se cumple el segundo inciso del progreso.

e Si M es una expresion bloqueada, entonces no podemos aplicar la
regla [ev-app-il, por lo que M; M es una expresién bloqueada.

= La pruebas para los casos faltantes son andlogas a la anterior y se omiten.
O

La propiedad de progreso nos permite tener la confianza de que evaluar una
expresién de A, no es un esfuerzo inttil por lo que en las siguiente secciones nos
dedicaremos a desarrollar maquinas abstractas que realicen tal tarea de manera
eficiente.

7.4. La maquina CC

En esta seccién desarrollaremos una maéquina evaluadora para el cilculo A,
aprovechando el resultado que dice que si una expresién no es un valor, enton-
ces es posible identificar de manera determinista el préximo redex a reducir.
Esta maquina tendrd un estado interno de la forma (M, C) donde la primera
componente es una expresién de A, la cual representa a la subexpresién que
estamos evaluando, y siguiendo la tradicién le llamaremos la cadena de control.
La segunda componente es un contexto de evaluacién que sirve para recordar la
parte del cémputo al rededor de la cadena de control que ha quedado pendiente.
Las transiciones funcionan a grandes rasgos de la siguiente manera:

= (M,0) es el estado inicial de la maquina
» (v, C) — (C[v], O) cuando v es un valor

= (M, C)y+— (L', C[C"]) cuando M = C'[L] y el redex L se reduce a L'
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= (v, O) es el estado final de la méquina cuando v es un valor.

La definicién de esta méquina, a pesar de que es correcta [15], tiene algunos
incovenientes. El primero de ellos es que en la transicién (v, C) — (Cv], O)
le estamos pidiendo a la maquina que vuelva a buscar desde la raiz de la ex-
presion el proximo redex a reducir, cuando en realidad podriamos ahorrarnos
esta busqueda si nos apoyamos de la informacién que nos provee el contexto de
evaluacién. El segundo inconveniente es que no queda del todo claro como par-
ticionar a M en un contexto de evaluaciéon y un redex. Solucionaremos ambos
problemas con la definicién de la méquina CC. En el Apéndice D se encuentra
una versién mas grande de esta definicion.

Definicién 58: Madquina CC [15]

Definimos el comportamiento de la maquina CC mediante la siguiente
tabla de transiciones donde para cada estado (M, C') inspeccionamos la
forma de M y C' para especificar el siguiente estado de la maquina. Para
el caso de los contextos de evaluacién nos fijaremos en la forma del marco
base mediante la notacién C[(0 N)] a veces sustituiremos el marco base
por uno distinto pero mantendremos el resto del contexto intacto como
en la regla [cc-fnl, en otros casos eliminaremos el marco base del contexto
y este lo sustituiremos por un agujero como en el caso de la regla [cc-ar].
Usamos la letra v para especificar que M debe ser un valor.

M C 2 M C
v C[(ON)] N Cl(vO)] [ce-£n]
v C((Ax.N)O)] Nz ] (e] [cc-ar]
v Clo™ [vy...0 My ... M,]] My Clo™lvy ... v 0 Myys ... M| || tee-epn
v C o™ [vy...v,-1 O] 3(0™), [v3]) C [ce-51
. N siv=true y
v Clif ON L] I siv—false C [cc-£rk]
M C[Fix O] M[f < Fix A\f.M] | C fee-tin)
(M N) c M Cl(ON)] fec-ap]
o™[M;] c My Clo™[O M, ... M,]] Lec-op]
i MNL c M Clit ON L) fec-if]
Fix M C M ClFix ] [ce-fix-b]
let =N in M | C (Az.M) N [¢] [cc-let]
v O estado final [ce-fin]

La méaquina CC es correcta en el sentido de que modela las reglas de la seméanti-
ca operacional tal y como muestra el Teorema 7.4.1. Con esta maquina hemos
solucionado los dos problemas que tenfamos con la definicién anterior, siendo
esto que el comportamiento de la maquina ha quedado especificado de manera
precisa para todas las posibles construcciones de A,, y también hemos solu-
cionado el problema de tener que volver a recorrer toda la expresiéon desde la
raiz para encontrar el proximo redex a reducir. No obstante, la definicién de la
maquina CC ain conlleva algunos inconvenientes que afectarian la eficiencia de
una implementacién real. En las siguientes secciones nos dedicaremos a solucio-
nar estos problemas, pero primero mostraremos que la maquina CC modela de
manera precisa a las reglas de la semantica operacional.
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Teorema 7.4.1 (=5, ey [15]). Si C es un contexto de evaluacion, M € A, y

v es un valor, entonces se tiene que

CIM] =, v = (M,C) 3 (v,0)

Demostracion. Probaremos cada sentido de la equivalencia mediante induccion
sobre la longitud de la derivacion.

= [=] Supongamos que C[M] =, v.

e Si C[M] —>0A v, entonces tenemos que C[M ] =v,C=0y M =w.
Por lo tanto (M,C) = (v,0) y as{ (M, C> <v D>

Tomemos por hipétesis de induccién que si C[M] -5, v, entonces (M, C) e
(v,00)
e Supongamos que N n—>+j v. Por el Teorema 7.2.1 N = C[L], donde L
es un redex tal que L —, L' y por lo tanto C[L] —, C[L'] —, v
Por hip6tesis de induccién (L', C) »i> (v, 0).
Ahora sélo hace falta mostrar que (L, C) <L’ C). Para esto anali-
zaremos las posibles formas que puede tener la transicién L —, L'.

o Si L= ((Ax.N")v) y L' = N'[x + v] entonces tenemos que

(L,C) = ((Az.N") v,C)

= (Az.N', C[Ov]) [cc-ap]
v (v, C[(Az.N") O)) [cc-fn]
s (N'[z + v],C) [cc-ar]
=(L,0)

o SiL=if true Ny Ny y L' = N;
(L,C)y = (if true N; N,,C)
v (N1,C) [co-frk]
=(L',C)
o Si L =1if false Ny No y L' = Ns

(L,C) = (if false Ny Ny, C)
I—c> <Z\727 C> [cc-frk]

— (I, C)
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o SiL=0"]y L =680, v

(L,C) = (0"[v;],C)
w2 (01, C0™ [Dwa ... v]))

(n)
v (v, C[o"™ [v1 Ows ... vy])

= (0, Clo™ [01 ... v,y O])
Eg <5(0(n)7hﬁ]v(7>

=(L',0)
o Si L=Fix A\f.N'y L'’ = N'[f + Fix A\f.N']

(L,C) = (Fix \f.N',C)
= (N'[f < Fix Mf.N'],C)

= <1:/’(7>
oSiL=1let t=N; in Ny y L' = (Ax.No) Ny

(L,C) =(let = N; in N,,C)
s (o), C)

=(L',C)

Por lo tanto se cumple que si C[M] -5, v, entonces (M, C) v (v,0).

= [«<] Supongamos que (M, C) c»—c> (v,0).

[cc-op]

[cc-opv]

[cc-opv]

[cc-6]

[ce-fix]

[cc-1let]

e Si (M,C) CO»—C> (v,0), entonces M = v y C =0, por lo que entonces

v=0p =CM] =2, v

Tomemos por hipédtesis de induccién que si (M, C) g” (v,0d), entonces

C[M] =3, v

e Supongamos que (M’ C') Wél (v,0d), entonces tenemos que

!/ ! n,
(M',C") = (M, C) v (v,0)

Por hipétesis de induccién C[M] =, v, por lo que solamente hace

falta probar que C'[M'] =5, C[M]. Para mostrar esto consideraremos
las posibles reglas que usa la transicién (M’ C') v (M, C).
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o Para las reglas [cc-fnl, [cc-opvl, [cc-apl, [cc-opl, [cc-frk]l ¥ [cc-fix-bl
tenemos que C'[M'] = C[M], por lo tanto C'[M’] —(>)A C[M)]

o Para las reglas [cc-arl, [cc-61, [cc-frk]l [cc-fix] ¥ [cc-let] tenemos
que M’ es un redex, por lo que usando respectivamente las reglas
[ev-red], [ev-if-tr] O [ev-if-fl], [ev-0"-6]1, [ev-fix] Yy [ev-let] obtene-
mos que M’ —, M y C" = C; por lo tanto C'[M'] —, C[M].

*

Por lo tanto se cumple que si (M, C) = (v, 0), entonces C[M] =, v.

O

Corolario 7.4.1. La maquina CC modela las reglas de la semdntica operacional,
es decir que M =, v si y sélo si (M, ) s (v,0)

*
C

7.5. Continuaciones y la maquina CK

El primero de los problemas de la maquina CC tiene que ver con una mala
eleccion para la estructura de datos con la que representamos los contextos de
evaluacién. El problema viene de que en cada transicién estamos interesados en
leer y modificar el contexto de evaluacién al rededor del marco base, y éste se
encuentra en el fondo de la estructura, por lo que en cada transicién debemos
de recorrerla por completo para llegar a él.

Este comportamiento es altamente ineficiente y podriamos solucionarlo si junto
con la estructura incluyéramos un apuntador al fondo de ésta, de manera que
siempre podamos acceder al marco base en tiempo constante. El problema de
esto es que para quitar el marco base y sustituirlo por un agujero necesitariamos
un apuntador del marco base al inmediato superior, lo que finalmente nos obli-
garfa a hacer que toda la estructura estuviera doblemente ligada de arriba a
abajo y de abajo arriba. En realidad no nos interesa seguir los apuntadores
originales que van de arriba a abajo, por lo que podriamos eliminarlos.

La solucién que daremos serd dar una estructura de datos equivalente a los
contextos de evaluacién en el sentido de que ambas estructuras contendrian
exactamente la misma informacién. La diferencia ocurre en la manera en la
que se anidan los marcos. Esta nueva estructura, a la que llamaremos continua-
cion, se parece estructuralmente a una lista ligada donde el marco base siempre
estd a la cabeza de la lista, permitiendo con esto leerlo y modificarlo en tiempo
constante.
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Definicién 59: Continuaciones [15]

K = Mt
Ar N &
Fnv K

If N L &

|
|
| Op [vi]j_y o™ [Mi]}y,
|
| Fix «

Donde M;, N, Le A, v;eV keK

Hemos definido la continuaciones con el propésito de que su implementacién sea
eficiente y directa de la definicién, para esto ultimo hemos incluido etiquetas que
fungen como constructores a la vez que sugieren su significado [15].

= Mt es el equivalente al agujero [J de los contextos de evaluacién. La etiqueta
viene de la palabra EMPTY que denota a la continuacién vacia.

= Ar N &k representa al computo pendiente que sabe que N es un argu-
mento para alguna funcién que estd esperando recibir, y que cuando lo
haga se deberd evaluar el argumento N hasta convertirlo en un valor para
poder aplicar la funcién sobre él; y asi obtener una nueva expresion la
cual estd siendo esperada por la continuacién k. Esta continuacién es el
equivalente al contexto C[(0 N)] donde C'y & son equivalentes.

= Fn v kK representa al computo pendiente que sabe que v es una funcién y
que espera recibir un valor para poder aplicar la funcién sobre él, obte-
niendo asi una nueva expresion la cual esta siendo esperada por k. Esta
continuacién es el equivalente al contexto C[(v 0)] donde C y &k son
equivalentes.

= Op [vi];_l o™ [M;]}, K representa al cémputo cuyo objetivo final es
reducir n expresiones a constantes primitivas para poder aplicar sobre ellas
un operador primitivo de aridad n. Esta continuacion tiene dos listas donde
acumula los valores obtenidos de evaluar las primeras j — 1 expresiones, y
otra en la que guarda las n — j expresiones que ain deben ser reducidas
a un valor. La lista que acumula los valores obtenidos esta invertida en
cuanto al orden de los indices, esto es que el valor vy estd al final de la
lista y el ultimo valor obtenido estd a la cabeza. Esto lo hacemos para que
cuando la continuacién reciba el j-ésimo valor, pueda agregarlo a la lista
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en tiempo constante y al mismo tiempo pueda quitar la expresion M,
de la segunda lista también en tiempo constante. La lista de valores y la
de expresiones est4 separada por el operador o™ de manera que cuando la
continuacion reciba el valor v, dejando a la segunda lista vacia, entonces
podamos agregar a v,, a la cabeza de la primera lista para luego aplicar la
funcién § sobre su reversa y devolverle ese valor a la continuacion k. Esta
continuacién es equivalente al contexto C[o™ [vy...vj_1 O M;iq ... M,]|
donde C'y k también son equivalentes.

= If N L k representa al computo que estd esperando recibir un valor boo-
leano, y dependiendo de si éste es true o false, entonces devuelve N o L
respectivamente a la continuacién k. Esta continuacién es el equivalente
al contexto C[if OO N L] cuando C'y k son equivalentes.

= Fix Kk representa al computo pendiente que estd esperando recibir una
funcién A f.M, de manera que cuando la reciba pueda devolver la expresiéon
M|f + Fiz A\f.M] a la continuacién . Esta continuacién es equivalente
al contexto C[Fix O] cuando C' y & son equivalentes.

Con lo anterior podemos dar una funcién que transforme contextos de evaluacion
en continuaciones equivalentes.

Definicién 60: & Equivalencia entre continuaciones y contextos [15]

Definimos la funcién ® : C — K que toma un contexto de evaluacién y
lo transforma en una continuacién equivalente de la siguiente manera

o(0) =Mt
®(C[(ON)]) =Ar N o(C)
®(Cl(vO)]) =Fnov ®(C)
®(Clo™ [vy...v;_1 O Mjiy... M,]]) = Op [vi] 1 o™ (M)} ®(C)
S(C[AiftON L)) =If N L o(C)
®(C[Fix O]) = Fix @(C)

Por supuesto también podemos definir la funcién inversa @~ : K — C
que toma una continuacion y la transforma en un contexto de evaluacién
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Definicién 60: & Equivalencia entre continuaciones y contextos [15] (cont.)

equivalente
o t(Mt) =0
(A N k) = (7' (x))[(O N)]
M (Fnv k) = (7 (K))[(v O)]
o1 (0p [v3]j_y o™ [M]}y, &) = (@7 (k)[0™ [v1... 0,1 O M4 ... M,
O NI N L k)= (& (k))[if ON L]
d~H(Fix k) = (& '(k))[Fix O]

Escribiremos C' = k 6 k ~ C cuando ®(C) = k

Por ejemplo si tenemos el contexto de evaluacién ((Az.M (Fix O)) N) también
lo podemos expresar como ((O[(O N))) [((Az.M) O)]) [Fix O] y podemos aplicar
la funcion ® sobre él para obtener la continuacién correspondiente.

(@A [@ N [((Az.M) O)]) [Fix O]) = Fix (@ [(@ N)]) [((Az.M) O)])
=Fix (Fn (Az.M) @O [(O N))))
=Fix (Fn (Az.M) (Ar N ®(O))
=Fix (Fn (Az.M) (Ar N Mt)

Damos ahora la definicién de la maquina CK. En el Apéndice D se encuentra
una versién mas grande de esta definicion.

Definicién 61: La mdaquina CK [15]

Definimos la maquina CK como se muestra en la tabla de transiciones,
para estados de la forma (M, k) donde M € A, y k € K. El estado inicial
de la méquina es (M, Mt).
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Definicién 61: La miquina CK [15] (cont.)

M K v M K
v Ar N k N Fnovk [ck-£n]
v Fn (Az.M) & Mz + v] K [ck-ar]
|
v Op [1/,-]‘ o™ [M; ]J“ K M 0p [vl} o™ [Mi]710 || tek-opmd
v Op [vi], , o™ [ & 5(0™, [v;]7) K [ck-5]
N siv=true
v If NLk L siv= false K [ck-frk]
AN.M Fix M|[f < Fix Af.M] K [ck-fix]
(M N) K M Ar N & [ck-ap]
o™ [M;] K M, Op [ o™ (M]3 K [ck-op]
if M N L K M If NLk [ck-if]
Fix M K M Fix k [ck-fix-b]
let =N in M | & (Ax.M) N K [ck-1et]
v Mt estado final [ck-fin]

A continuacién mostramos la equivalencia entre los estados de la maquina CC
y la maquina CK usando la funcién ® y su inversa.

Teorema 7.5.1 (=3 < [15]). Sik~ C y k' = C’, entonces se tiene que

(M,C) 2 (N,C") <= (M, k) > (N, ")

Demostracion. Probaremos cada sentido de la equivalencia mediante induccion
sobre la longitud de la derivacion

= [=] Supongamos que (M, C> (N c’)

e Si (M C) (N C"), entonces M = N y C = C’; por lo tanto si
k=Cy C” ~ k' Concluimos que (M, /{) <M k')

e Tomemos por hipétesis de induccién que si (M, C> (N C’"), en-
tonces (M, k) (N,n},dondeKNC’y/i ~ .

Supongamos que (M, C’) <N C"); por lo tanto existen M, C;

tales que
(M, C) = (My,Cq) =5 (N, ")

Si tomamos C =~ k y C] = k1 entonces deberemos mostrar que

(M, k) = (M, k1)

para lo cual basta observar la definicién £ Y £ para notar que cada
que (M, C’> (N C") se tiene que (M, <I>(C)> = (N, ®(C"))
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Por hipétesis de induccién (M, k1) o (N, £'). Por lo tanto tenemos

que
* I
<Ma’i> C'—K> <M1a’%1> CHK <N7’%>

= [«<] Anélogo al caso anterior.
O

Ya que los estados de la maquina CC son equivalentes a los de la méaquina
CK, entonces podemos asegurar que la maquina CK modela de manera fiel
las reglas de la seméntica operacional por lo que podriamos usar esta maquina
para implementar un evaluador de A,. Sin embargo como veremos en la siguiente
seccién, aun hay ciertas ineficiencias en esta maquina.

Corolario 7.5.1. La mdquina CK y la mdquina CC son equivalentes, es decir
que (M, Mt) e (v, Mt) siy sdlo si (M,0) i (v,0)

Corolario 7.5.2. La mdquina CK modela las reglas de la semdntica operacio-
nal, es decir que M —, v si y sdlo si (M, Mt) = (v, Mt)

C,

7.6. Cerraduras y la maquina CEK

Con la maquina CK evitamos tener que recorrer la estructura de los contextos de
evaluacién innecesariamente, sin embargo atin tenemos un problema similar en
las reglas [ck-ar] ¥ [ck-fix] donde cada vez que aplicamos una sustituciéon debemos
de recorrer todo el arbol sintdctico de la subexpresién intentando aplicar la
sustitucién correspondiente. Este es, en la mayoria de los casos, un esfuerzo inttil
ya que solamente una pequena porcion de los nodos requieren de la sustitucién;
ademaés de que debemos de realizar este recorrido cada vez que la maquina haga
una transicién [ck-ar] O [ck-fix].

Una manera de evitar estos recorridos es postergando la aplicacién de las sus-
tituciones de manera perezosa. Esto es que en lugar de aplicar inmediatamente
una sustitucién sobre toda la subexpresién recordemos que la sustitucién ha
quedado pendiente y tnicamente la aplicaremos cuando sea indispensable, es
decir cuando la cadena de control sea inicamente una variable. En tal caso bus-
caremos cudl era la expresién que debié haber sido sustituida por tal variable y
s6lo entonces aplicaremos la sustitucién correspondiente.

Para lograr recordar las sustituciones que han quedado pendientes considera-
remos una nueva estructura conocida como entorno de evaluacion, a la cual
denotaremos mediante ¢. Intuitivamente un entorno de evaluacion responde a la
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consulta «jcon qué expresion debo sustituir esta variable?», aunque en realidad
esto es un poco mas complicado ya que la respuesta a esta consulta no puede
ser unicamente una expresién M pues esta expresién puede contener variables
libres que atin esperan ser sustituidas. Lo que necesitamos es que la respuesta a
tal consulta sea de la forma (M,e’), donde M es la expresién que debié haber
sido sustituida por la variable que nos interesa, y €’ es el entorno de evalua-
cién correspondiente a M que contiene la informacién necesaria para realizar
las sustituciones pendientes en M. Por lo tanto nuestra nueva maquina no opera
sobre una expresién M sino sobre una estructura de la forma (M, e) a la cual
llamaremos cerradura. Podemos ver que las definiciones de estas dos estructuras
son mutuamente recursivas: una cerradura es una estructura formada por una
expresion y un entorno de evaluacién, que a su vez estd formada por cerraduras;
definimos ambas estructuras a continuacién.

Definicién 62: (M,e) Cerraduras [15]

Nos referiremos al par (M, ), donde M € A, y ¢ es un entorno de evalua-
cién, como una cerradura. El entorno € debera de contener asociaciones
para al menos todas las variables libres de M, las cuales deberan ser ma-
peadas a una cerradura.

Definicién 63: ¢+ (M,e) Entornos de evaluacién [15]

Un entorno de evaluacién, denotado €, es un mapeo de variables a cerra-
duras que cuenta con las siguientes operaciones:

= dom(e) devuelve el conjunto de variables que tienen asociadas una
cerradura en €

= £(z) devuelve la cerradura asociada a z, o un error si x ¢ dom(e)

= 5 (z) devuelve solamente la expresion M correspondiente a la ce-
rradura asociada a x

= ¢.(x) devuelve solamente el entorno de ejecucién correspondiente a
la cerradura asociada a x

v e[z — (M, €’)] extiende a € con la nueva asociacién x — (M, ")

@ denota al entorno vacio

La médquina que definiremos tendrd estados internos de la forma ((M,¢), k),
donde (M, &) es una cerradura, y & es una continuacién. Sin embargo no po-
demos usar las continuaciones que definimos anteriormente ya que éstas usan
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expresiones en lugar de cerraduras, por lo que tendremos que redefinir nuestras
continuaciones de manera que usen cerraduras en lugar de expresiones. Formal-
mente deberfamos de utilizar las siguientes continuaciones [15]:

Ko = Mt

Sin embargo podemos observar que para los penultimos dos casos todas las
cerraduras deberian de tener asociadas el mismo entorno, por lo que podemos
simplificar la notacién de la siguiente manera.

Definicién 64: Continuaciones con cerraduras [15]

Ko = Mt

| ArN ¢ &

| Fnv ek

| Op ['Ui];fl o™ [Mi]?ﬂ &R
| IfN Lek

| Fix &

Donde M;, N, Le A, v; €V k€ Kc ¢ esun entorno de evaluacién

Observemos también que hasta ahora ninguna de las maquinas que hemos dado
era capaz de encontrarse con una variable. Esto es porque todas las expresiones
que recibe la maquina como entrada son expresiones cerradas, y al reducir un
redex que liga variables aplicibamos inmediatamente la sustitucién eliminan-
do asi toda ocurrencia de la variable. Al usar entornos de evaluacién estamos
postergando la aplicaciéon de la sustituciéon hasta que sea necesaria por lo que
en este caso la maquina si se encontraria con variables libres. Es por esto que
debemos agregar una regla adicional a la tabla de transiciones de nuesta maqui-
na basada en cerraduras para que cuando encuentre una variable consulte en el
entorno la cerradura correspondiente.
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A pesar de que formalmente los estados internos de nuestra maquina deberian
ser de la forma ((M,e), k), simplificaremos la notacién y diremos que son de la
forma (M, e, k), pero es importante recordar que en realidad se trata de un par
formado por una cerradura y una continuacién. En el Apéndice D se encuentra
una versién mas grande de esta definicion.

Definicién 65: La méaquina CEK [15]

Definimos el comportamiento de la maquina CEK que tiene estados de la
forma (M, e, k) donde (M, ) es una cerradura y k € K¢. El estado inicial
de la méquina es (M, &, Mt).

K = M

€ €

k3 B ealx) ec(x) K [cek-var]

v e|ArN ¢ &k N e Fn v e r [cek-fn]

v e | Fa (M) € & M e (v, €)] K fcek-ar]

v e|opul_, o™ ek 5(0™), [vi]) o K [cek-opv]

v eloplul,_, o™ M, 'k M 4 0Op [vi]} o) [Mi]7y & b || tee-a)

. clENLe s { N ) . o
€| Fix M e[f = (Fix A\f.M, g)] | & [cek-fix]
ek M £ ArN e & [cek-ap]
elr M B Op [J o™ [M;]5 € (cek-op]
£k M € If NLek [cek-if]

i | K M € Fix K [cek-fix-b)
let 2=Nin M | ¢ | w (M. M) N e K foek-1et]

v e | Mt estado final [cek-fin]

Veamos mediante un ejemplo sencillo cémo funciona la evaluaciéon de una ex-
presién de A, usando la maquina CEK. Supongamos que queremos evaluar la
expresion (Ay.Az.y) 7. Empezaremos transformando la expresién a un estado
inicial, es decir ((Ay.Az.y) 7,9,Mt ) y apliquemos las transiciones correspon-
dientes.

((\y.Az.y) 7,2,Mt) = Ay Az.y, &, Ar 7 @ Mt) [cek-ap]
= (7,2,Fn (Ay.Az.y) @ Mt) [cek-£n]
Cﬁ( <>\ZCy, {y = <7, ®>}7Mt> [cek-ar]

Ahora tenemos que hemos llegado al estado final (A\zx.y,{y — (7,9)}, Mt ),
sin embargo el resultado que esperariamos de evaluar tal expresion es Ay.7.
Para obtener el resultado real a partir del estado final al que hemos llegado
es necesario descargar el estado final de la méquina lo cual involucra realizar
todas las sustituciones que han quedado pendientes. Para lograr esto definimos
una funcién que toma una cerradura y realiza las sustituciones pendientes para
devolver una expresién.
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Definicién 66: ¥ Conversién de cerraduras a expresiones [15]

Definimos la funcién ¥ que toma una cerradura (M, e) y devuelve la ex-
presién que resulta de aplicar sobre cada variable libre de M la sustitucién
indicada en €.

para 1 <i <ndonde {z1,...,2,} = V(M)

Si usamos esta funcién sobre la cerradura contenida en nuestro estado final
entonces llegamos al resultado que esperabamos.

U((Az.y, {y = (7,2)}1) = Azyly < U({(7,9))]
= \r.yly < 7
=\z.7

La funcién ¥ serd indispensable para realizar una implementacion de la maqui-
na CEK como veremos en el proximo capitulo, pero para propédsitos de la de-
mostracién del teorema que relaciona a la maquina CEK con la maquina CK
también definiremos una funcién que transforma continuaciones con cerraduras
a continuaciones sencillas.

Definicién 67: YT Conversién de K¢ a K [15]

T(Mt) =Mt
YT(Ar N e k) = Ar U((N, &) T(k)

t)

) (N,¢e)
Y(Fnver)=Fn¥((v,e)) T(k

) (

)=

)

~—

Y(0p [vilj_y o™ [MJfy e k) =0p [W((vi,e))]jq o [W((My,e)]fyy Y(k)
YT(IEfN L e r)=1If U((N,e)) ¥((L,e)) Y(k)
YT(Fix k) =Fix Y(k)
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Observemos que la funcién ¥ no es inyectiva pues podemos dar entornos ¢ y &’
distintos tales que ¥((M,¢e)) = U((M,e’)) por lo que no podemos invertir ¥ ni
T. Para probar que la maquina CEK y CK son equivalentes habra que tomar en
cuenta que la maquina CEK tiene transiciones adicionales cuando usa la regla
[cek-var].

Teorema 7.6.1 (= =+ [15]). Si (M,e,R) = (V' &', Mt), entonces (N, k) v
CEK CK CEK CK
(v, Mt) donde N =¥ ((M,¢e)), Kk ="T(R) yv=9((v,e))

Demostracion. Induccién sobre Cr1>
EK

= Si (M,¢,R) c%@ (v, Mt) con N = U({M,e)), entonces M =v', e =¢' y
R = Mt; y por lo tanto N = v = ¥((¢/,€)), por lo que (N, Mt) C|1>K (v, Mt)

n,

Supongamos que si (M,¢,R) = (v',¢’',Mt) entonces (N, k) = (v,Mt) donde
N =U((M,e)), k=T(R) y v=T({,e)).
Supongamos que (M, g, Ro) es un estado tal que

(Mo, €0, ko) = (M, e, k) cﬁ( (v’ €' Mt)

CE.

Por hipétesis de induccién sobre (M, €, &) fd (v, €', Mt), existe un estado (N, k)
donde N = ¥((M,¢)) y k = Y(R) tal que (N, k) s (v,Mt) donde v = ¥({v',")).
Sea (Ny, ko) un estado tal que Ny = ¥((Mp,€0)) y ko = Y(Ro).

Para terminar la prueba debemos mostrar que (Np, ko) c»—K> (N, k).

Verificando las definiciones de o s podemos ver que siempre que (M, &, ) =

(M',e',R') también ocurre que (U({M,e)), T(R)) s (T((M',e), T(R)) a ex-

cepcién de cuando la maquina CEK hace una transicién [cek-var], en cuyo caso
tenemos entonces que (U((M,¢)), T(R)) > (¥((M',€")), Y(§')).

CK

Con esta observaciéon podemos concluir que

<N07"€0> C'%K <N7 H> i <'U,Mt>

Diego Murillo Albarran



Una implementacion polimdrfica de ISwim 118

Teorema 7.6.2 (- = [15]). Sean (M, k) y (N,e,R) estados de la mdquina
CK y CEK respectivamente donde M = U((N,e)) y k = T(R).

Si (M, k) o (v, Mt), entonces existe alguna cerradura (N',&') para la cual v =

C
U((N', ")) tal que
(N,e,k) ¥» (N' &' Mt)
CEK

Demostracion. Induccién sobre c»—K>

= Si (M, k) C»1>K (v,Mt), entonces k =Mt =k y v = M = U((N,¢)); y sucede

una de las siguientes
e SiN==zylx— (v,e,)] € ¢, entonces (x,e,Mt) = (v, &4, Mt)

e Si N = v, entonces (N, g, Mt) C%; (v,e,Mt)

Supongamos que si (M, k) s (v,Mt), entonces (N, e, K) = (N’ &', Mt), donde
M =Y((N,e)), k="T(R) y v=U({(N' ).

Supongamos también que (Mo, ko) — (M, k) s (v,Mt), donde My = ¥ ((No, o)),

CK
ko = YT(Ro) para algin estado (Ny, g, Ro) de la maquina CEK.

Primero debemos mostrar que (No, €0, Ro) > (NV,€, k) tal que M = ¥((N,e))

CE
y £ ="T(F)

Analicemos las posibles formas de la transiciéon (Mo, ko) s (M, k)

® [ek-fn] (Mo, ko) > (M, k) = (v, Ar L KQ) = (L,Fnv KQ)

Considerando que v = My = U({Ny, e¢)), entonces tenemos dos posibles
casos:

e Si Ny =v' ¢ X, entonces (Ny, g, Ro) = (v, €0, Ar L g} Ry)

!/ ! =/ / / / =/
(v, e0,Ar L' &) R()) = (L' ey, Fnv' g Ry)

De la suposicién de que
Ar L k) = Y(Ar L' ¢, )

Tenemos que L = ¥((L/, ()) por lo tanto tenemos que
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o M=L=Y((Le))
También sabemos que ' = YT (&), y como v = ¥((v',&0)) entonces
tenemos que

o k=Fnuvky=T(Fnv g &)
e Si Ny =y € X, entonces v = U({y,eg)).
(No, €0, Ro) = (y, €0, Ar L' &g Ry)

! ! =/
— (v,e,,Ar L' €y R
CEK < » <Y 0 0>

! A ! =/
— (L',en,Fn o' e, K
CEK < 1 <0 Yy 0>

Analizando las reglas [cek-ar] y [cek-fix] podemos ver que €9 = €y, por
lo que v = ¥((v',e,)) y podemos usar el caso anterior para concluir
lo mismo.

® [ek-ar] (Mo, ko) = (M, k) = (v,Fn Az.L KQ) = (L[z « ], KG)
Considerando que v = My = U ((Np,£0)), entonces tenemos dos posibles
casos:
e Si Ng =v' ¢ X, entonces (Ny, €9, Ro) = (V', €0, Fn Az.L' €] Rp)

(v',e0,Fn AL’ eq Bg) = (L' eple = (v',e0)], Ro)

o Veamos que Lz + v] = U((L/,e{[x — (v, 0)])).
Esto es cierto porque tenemos que

Fn \z.L ry = T (Fn A\z.L’ g Fy)

por lo que A\x.L = U({(A\x.L',e})) v por lo tanto L = ¥ ((L', &)).
Ahora considerando que {z1,...,z,} = Vc(L') obtenemos lo
siguiente
YL e[z = (v, 20)])) = L'fwi < U(ep(@)] [2  T((v', 20))]
— WL, b)) o B0, 20))]
=L [x <+ ¥V, e0))]
=L [z + v]

o También tenemos que k, = Y(R}) porque Fn Ax.L k), = T (Fn Az.L’ €], R{)
e Si Ny =y € X, entonces v = U({y,e))

(No, €0, Ro) = (y,€0,Fn Aa.L' ( )

! i ! =/
— {(v,e,,Fn  \x.L ey K
sl (v, ey, 0 Ro)

!/ ! / =/
c?( <L 7€O[x — <U ’€y>]”€0>
Analizando las reglas [cek-ar] y [cek-fix] podemos ver que €9 = €y, POr
lo que v = ¥((v',e,)) y podemos usar el caso anterior para concluir
lo mismo.
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= Los casos para las reglas faltantes son andlogos a los dos casos anteriores.

Ya que hemos mostrado que siempre que (M, ko) s (M, k) existen estados de

la miquina CEK tales que (Ny, €g, Ro) Cﬁ( (N, e, k) donde

n,

podemos usar la hipétesis de induccién sobre (M, k) o (v,Mt) para concluir
que existe un estado CEK (N’ , &', Mt) tal que (N, ¢, k) Cﬁ( (N',&’' ,Mt) donde
v=U((N',e')). Combinado con el resultado anterior conseguimos que

<N0,€0, Ro> [ <N/,€/,Mt>

CEK

O

Corolario 7.6.1. Si (M, &, Mt ) [ (v, e, Mt), entonces (M, Mt) i (T ((v,e)), Mt)

Corolario 7.6.2. Si (M, Mt) b (v, Mt), entonces (M, S, Mt) [ (v, &, Mt).
Corolario 7.6.3 (Clig(:)c»;{() La mdquina CK y la mdquina CEK son equivalen-
tes, es decir que (M, Mt) i (v, Mt) siy sélo si (M, s, Mt) [ (v',e’, Mty donde
v=Uv,¢e)).

Concluimos este capitulo mostrando que la maquina CEK modela las reglas de
la semantica operacional, y por lo tanto la podemos usar para implementar de
manera eficiente un evaluador de A, como se muestra en el capitulo siguiente.

Corolario 7.6.4 (—*>A<:>c»§(). La mdquina CEK modela las reglas de la semdnti-

ca operacional, es decir que M =5, v siy sélo si (M, D, Mt) (l;; (v', e, Mt) donde
v ="V D).
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Capitulo 8

Implementacion en Haskell

En este capitulo codificaremos las definiciones de A,, su sistema de tipos po-
limérfico, y la méquina CEK usando el lenguaje de programacion Haskell [24].
Una de las razones por la cual se eligié este lenguaje para realizar la implemen-
tacién es que dado que Haskell es un lenguaje de programacién funcional puro,
las definiciones que hemos dado se traducen de manera casi directa a codigo;
por lo que deberia ser sencillo mostrar que la implementacién es correcta.

Dado que una introduccion a Haskell queda fuera del alcance de este trabajo,
se presupone que el lector ya esta familiarizado con el lenguaje; y en caso de no
ser asf se le refiere a siguiente bibliografia introductoria [23, 31].

El codigo de Haskell esta divido en tres médulos que comprenden respectiva-

mente al célculo de A,, su sistema de tipos polimérfico y a la maquina CEK
para su evaluacion.

8.1. El calculo de A,

module Iswim where

8.1.1. Las constantes primitivas Cp (Det. 16)

data Cte = Nat Int —- Naturales
| TF Bool -- Booleanos
deriving (Eq, Ord)
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8.1.2. Los operadores primitivos Op (Det. 17)

data Op = IsZero --dice si n es cero
| Sum -——n +m
| Prod --n *m
| Pred -- predecesor de n
| Not -- negacién booleana

deriving (Eq, Show, Ord)

Sera necesario expandir estas dos ultimas definiciones si se deben agregar mas
constantes y operadores primitivos al lenguaje.

8.1.3. El célculo de A, (pet. 77)

data Iswim = IVar Ident --Variables
| C Cte -- Constantes
| Lam Ident Iswim --Ax.M
| App Iswim Iswim -- (M N) aplicacién
| Op Op [Iswim] -- Operadores primitivos con [operandos]
| If Iswim Iswim Iswim --If M then N else L
| Fix Iswim --Punto fijo para recursién
| Let Ident Iswim Iswim --let x = N in M

deriving (Eq, Ord)

Donde Ident es el tipo de las variables X (Def. 1)

type Ident = String

8.2. El sistema de tipos polimérfico

module HM where
import Iswim

import Data.List

import Data.Maybe

import Control.Arrow ( (k%) )

import Control.Monad

import Control.Monad.State

import Control.Monad.Except

import qualified Data.Set as S

import qualified Data.Map.Strict as M

8.2.1. Algunas definiciones basicas

Las variables de tipo 7, (Def. 28)
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newtype TVar = TVar Ident deriving(Eq, Ord)

Los tipos 7 (Def. 29)

data Type = CType Ident --tipos concretos e.g. Nat, Bool
| Var TVar --variables de tipo
| Func Type Type --tipo funcién

deriving (Eq, Ord)

Los esquemas de tipos £ (Def. 45)

data TScheme = Forall [TVar] Type deriving(Eq,Show,0rd)

La codificaciéon para esquemas de tipo £ usa un constructor Forall, represen-
tando al cuantificador V, seguido de una lista de variables de tipo con la cual
representamos a las variables ligadas de £. Por ejemplo un esquema de tipos
VAB.A — B se representaria mediante la expresién

Forall [a, b] (Func (Var a) (Var b))
where a = TVar "a"
b TVar "b"

Los contextos de tipado generalizados I' (Def. 46)

newtype Gamma = G (M.Map Ident TScheme) deriving (Eq, Show, Ord)

En Haskell Data.Map es una estructura de datos que implementa eficientemente
un mapeo de llaves a valores, y que permite realizar consultas e inserciones en
tiempo logaritmico. Usamos esta estructura para crear un mapeo de variables a
esquemas de tipo, de manera que dada una variable podamos obtener réapida-
mente su esquema de tipos asociado. Los detalles de esta implementaciéon pueden

ser consultados en [28, 2] y el API de esta estructura puede ser consultada en
[22].

Las restricciones de tipo R (Def. 33)

newtype Constraint = R [(Type, Type)] deriving (Eq, Ord)

Una restriccién T' = S la representamos mediante una tupla (7', S), por lo que el
conjunto de restricciones R lo representamos mediante una lista de estas tuplas
envuelta con el constructor R.

La sustitucion de tipos o (Def. 31)

newtype Substitution = S (M.Map TVar Type) deriving (Eq, Ord)
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Representamos una sustituciéon ¢ mediante un mapeo de variables de tipo a
tipos.

8.2.2. Aplicando sustituciones de tipo

Formalmente una sustitucién de tipo ¢ solamente se puede aplicar sobre tipos
T € T, sin embargo por practicidad quisiéramos poder aplicarla también sobre
restricciones R, esquemas de tipo £ y sobre contextos de tipado generalizados
T. Para esto definiremos una nueva clase de Haskell que permita aplicar una
sustitucién o sobre los tipos de datos pertinentes.

class CanSubstitute a where
subst :: Substitution -> a -> a

Ahora crearemos instancias de esta clase para cada una de las estructuras antes
mencionadas.

Sobre tipos o(T) (Def. 31)

instance CanSubstitute Type where
subst _ ct@CType{} = ct
subst s (Func x y) = Func (subst s x) (subst s y)
subst s (Var tv) query tv s
where
query :: TVar -> Substitution -> Type
query tv’ (S s’)
| M.member tv’ s’ = fromJust $ M.lookup tv’ s’
| otherwise = Var tv’

Sobre restricciones o(R) (Def. 36)

instance CanSubstitute Constraint where
subst s (R ¢c) = R $ map (subst s *¥* subst s) c

Sobre esquemas de tipo o(€) (Def. 49)

Para definir ¢(€) como en la Definicién 49 necesitaremos definir una nueva sus-
titucién o_j la cual no contenga asociaciones A; — T; para las variables ligadas
en el esquema de tipos VA; ... A,,.T. Para lograr esto definiremos un mapeo d que
contenga asociaciones artificiales {A; — Bool} para las variables cuantificadas
del esquema & y asi aplicar la sustitucién cuyo mapeo es la diferencia entre el
mapeo de ¢ y d.

instance CanSubstitute TScheme where
subst (S s) (Forall tvs t) = Forall tvs (subst s’ t)
where s’ = S $§ M.difference d s
d = M.fromList $ map (\tv -> (tv, tBool)) tvs
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Sobre contextos de tipado o(I') (Def. 50)

instance CanSubstitute Gamma where
subst s (G g) = G $ M.map (subst s) g

La composicion de sustituciones o; 0 g1 (Def. 32)

subComp :: Substitution -> Substitution -> Substitution
subComp (S s2) (S s1) = S $ M.map (subst $ S s2) (M.union sl s2)
-- si hay elementos duplicados en la unién se mantienen los de sl

8.2.3. Obteniendo las variables de tipo

Mas adelante necesitaremos calcular el conjunto de variables de tipo contenidas
en distintas estructuras. Por esta razon definimos la clase WithTVars la cual
define las funciones getTVars y getTVarsLs que devuelven las variables de tipo
como conjunto y como lista respectivamente.

class WithTVars a where
getTVarsLs :: a -> [Ident]
getTVars :: a -> S.Set Ident
getTVars = S.fromList . getTVarsLs

instance WithTVars TVar where
getTVarsLs (TVar v) = [v]

instance WithTVars Constraint where
getTVarsLs (R c) = concatMap getTVarsLs tvs
where tvs = foldr (\(a,b) xs -> a:b:xs) [] c

instance WithTVars Gamma where
getTVarsLs (G g) = M.keys g ++ concatMap getTVarsLs (M.elems g)

instance WithTVars Type where
getTVarsLs CType{} =[]
getTVarsLs (Var (TVar x)) [x]
getTVarsLs (Func a b) getTVarsLs a ++ getTVarsLs b

instance WithTVars Iswim where

getTVarsLs (IVar _) =0

getTVarsLs (C _) =0

getTVarsLs (Op _ xs) = concatMap getTVarsLs xs
getTVarsLs (Fix e) = getTVarsLs e

getTVarsLs (App a b) = getTVarsLs a ++ getTVarsLs b

a
getTVarsLs (Lam _ e) = getTVarsLs e

getTVarsLs (Let _ a b) = getTVarsLs a ++ getTVarsLs b

getTVarsLs (If a b ¢) = getTVarsLs a ++ getTVarsLs b ++ getTVarsLs c

instance WithTVars TScheme where
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getTVarsLs (Forall vs t) = concatMap getTVarsLs vs ++ getTVarsLs t

8.2.4. El estado (Ny,[,R)

Nuestro objetivo es dar una funcién infer que emule I' = M : T|g.

El primer problema que deberemos resolver es emular el comportamiento del
conjunto Ny (Def. 37). Es decir que deberemos encontrar la manera de tomar una
nueva variable de tipo Z, para la cual esté garantizado que Z no haya sido usada,
ni serd usada en ningin otro punto de la derivacién.

Para esto definamos un alias de tipo para una lista infinita de identificadores
disponibles que no hayan sido usados antes. De esta manera podemos acarrear
con esta lista durante toda la derivacién y cada que necesitemos una variable
fresca Z € Ny tomaremos el identificador en la cabeza de lista y lo eliminaremos
de ella en la siguiente llamada recursiva, asegurandonos asi de que no volvamos
a usar esta variable nunca maés.

type VarsPool = [Ident]

Pensemos en el tipo de la funcién infer. Lo que queremos es que tome una
expresiéon M y nos devuelva un tipo 7" junto con un conjunto de restricciones R
que necesitaremos para poder calcular el tipo principal de M. Vamos a necesitar
acarrear con el conjunto R durante todo el proceso de inferencia para poder ir
agregando las restricciones que se generen, ademéas de que también deberemos
poder leer este conjunto para unificarlas al inferir el tipo de un let. Ademaés de
esto también necesitaremos acarrear durante todo el proceso con el contexto I'
por lo que un tipo apropiado para la funcién infer seria

infer : (Ny,[,R) = A, — (T, (Ny,[,R))

La tripleta (Ny, I, R) funciona como un estado el cual querremos que pueda ser
leido y modificado por la funcién infer y por otras funciones auxiliares. Por
esta razén definiremos un alias de tipo para esta tripleta.

type VGC = (VarsPool, Gamma, Constraint)

8.2.5. La ménada de Estado + Error

A partir de esta seccién haremos uso de un estilo conocido como programacion
monddica, el cual ha revolucionado el campo de la programacién funcional al
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permitir una mayor abstraccién sobre el flujo de datos en un programa. El
concepto de ménada se originé durante la década de 1960 en el contexto del
estudio de la teoria de categorias, y por mucho tiempo fue un tema de poco
interés para la ciencia de la computacion. No fue sino hasta el ano de 1991
cuando Eugenio Moggi descubrié su utilidad para el desarrollo de lenguajes de
programacién funcionales [27]. Mds tarde Wadler describi6 algunos problemas,
como el manejo de un estado global, que son elegantemente solucionados con el
uso de ménadas [39, 40]. Dado que este es un tema complejo que queda fuera
del alcance de este trabajo no ahondaremos en los detalles tedricos ni técnicos.
Para un tratamiento detallado del impacto de las ménadas en la programacion
funcional y su correspondencia con las ternas de Kleisli consultar [34].

Consideremos la regla de inferencia [p-ix] (Def. 79)

zeNy L,z:VZgEM:T|g
TEXeM:Z2—-T|x

[p-Ax]

Para implementar esta regla necesitariamos usar las siguientes funciones.

fresh’ 11 VGC -> (Type, VGC)
infer’ 11 VGC —-> Iswim -> (Type, VGC)
putGamma’ :: VGC -> Gamma -> (0O, VGC)
extend’ :: VGC -> Ident -> TScheme -> (Gamma, VGC)

Cada una recibe por lo menos como argumento un estado (Ny, ', R) y devuelve
una dupla (t,(N{, I, R")), donde la primera componente es el valor que de
verdad nos interesa y la segunda componente es el nuevo estado. Observemos
que para la funciéon putGamma’ el valor que nos devuelve es (), la tupla vacia;
lo cual indica que en realidad lo que nos importa de esa funcién no es el valor
que devuelva sino la modificacién que haga al estado.

Usando estas funciones podriamos definir la regla [p-Ax] que genera restricciones
para Ax.M de la siguiente manera

infer’ vgc (Lam x m) =
let (z, vgcl) = fresh’ vgc
(g, vge2) = extend’ vgcl x (Forall [] z)
(t, vge3) = infer’ vge2 m
(_, vgc4) = putGamma’ vgec3 g
in (Func z t, vgcd)

La funcién fresh’ toma el estado y le modifica el conjunto Ny eliminando
el primer identificador de la lista, devolviendo una variable de tipo Z usando
tal identificador. La funcién extend’ toma el estado que devolvié fresh’ y

le modiﬁcii el contexto I' para extenderlo con I',V.Z, y también devuelve el
contexto I' antes de ser extendido. Luego infer’ toma este nuevo estado e
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infiere recursivamente que el tipo de M es T devolviendo un nuevo estado en
el cual posiblemente se hayan removido identificadores de fresh y se hayan
agregado restricciones a R. Finalmente modificamos este ultimo estado para
volver a poner el contexto I' que nos devolvié la funcién extend’ y reportamos
entonces que Ax.M tiene tipo Z — T'.

Todo este proceso es correcto, sin embargo tiene el inconveniente de que manejar
explicitamente el flujo del estado entre cada llamada resulta sumamente tedioso,
propenso a errores y dificulta su lectura. Una manera maés sencilla de realizar
este proceso es usando una moénada de estado, de manera que el estado aparente
vivir en un plano superior ajeno al codigo.

Otro aspecto que es necesario tomar en cuenta es que durante la derivacion es
posible que ocurran errores de distinta clase que nos impidan tipar una expre-
sion. Definiremos primero estos errores de la siguiente manera

= UnboundVar si M no es una expresién cerrada

= WrongArity si la lista de operandos no tiene la longitud correcta

» InfiniteType si hay restricciones de la forma A =T con A€ V_(T)

= CannotUnify si es imposible unificar una restriccion como Bool = A — B

= UnimplementedOperator si hace falta expandir la funcién typeOp de la
Seccién 8.2.9

Int

Int

= UnboundVar Ident

| WrongArity Op HasArity NeedsArity
| InfiniteType Type Type
I

|

type HasArity
type NeedsArity
data TypeError

CannotUnify Type Type
UnimplementedOperator Op
deriving(Eq,0rd)

Ahora definiremos GK, una ménada de estado que esté montada sobre una moéna-
da de error.

type GK = StateT VGC (Except TypeError)

Usando esta ménada redefiniremos las funciones anteriores de la siguiente ma-
nera.

fresh i GK Type
infer :: Iswim -> GK Type
putGamma :: Gamma -> GK O
extend :: Ident -> TScheme -> GK Gamma
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Ahora podemos definir la funcién infer usando la notacién do de Haskell de la
siguiente manera.
infer (Lam x m) = do

z <- fresh

g <- extend x (Forall [] z)

t <- infer m

putGamma g --descarga el contexto

return $ Func z t

Noétese que esta nueva versién de infer no menciona explicitamente al estado
en ninglin momento, ya que éste es manejado tras bambalinas por el operador
monddico bind mediante la notacion <-.

8.2.6. Algunas funciones monadicas

En esta seccién daremos las funciones auxiliares que nos haran falta para definir
la funcién infer.

La ménada de estado define las siguientes funciones para obtener y modificar el
estado

get :: MonadState s m => m s
put :: MonadState s m =>s ->m ()

Nosotros definiremos las siguientes funciones en términos de las anteriores pa-
ra poder modificar o acceder a cada una de las componentes del estado por
separado.

putPool :: VarsPool -> GK O

putGamma :: Gamma -> GK O
putConstraint :: Constraint -> GK ()

putPool p = get >>= \(_,g,c) -> put (p,g,c)
putGamma g = get >>= \(p,_,c) -> put (p,g,c)
putConstraint ¢ = get >>= \(p,g,_) -> put (p,g,c)
getPool :: GK VarsPool

getGamma :: GK Gamma

getConstraint :: GK Constraint

getPool = get >>= \(p,_,_) —-> return p
getGamma = get >>= \(_,g,_) -> return g
getConstraint = get >>= \(_,_,c) -> return ¢

Ny Variables frescas (Def. 37)
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fresh’ :: GK TVar
fresh’ = do
p:ps <- getPool
putPool ps
return $ TVar p

fresh :: GK Type
fresh = fresh’ >>= return . Var

gen(T', T) Generalizacién de variables (Def. 51)

generalize :: Type -> GK TScheme
generalize t = do

g <- getGamma

let xs = map TVar $ S.tolList $ S.difference (getTVars t) (getTVars g)
zs <- mapM (const fresh’) xs

let s = S $ M.fromList (zip xs $ map Var zs)

return $ Forall zs (subst s t)

finst(€) Instanciaciéon de esquemas de tipo (Def. 52)

instantiate :: TScheme -> GK Type
instantiate (Forall xs t) = do
ys <- mapM (const fresh) xs
let s = 8 $§ M.fromList (zip xs ys)
return $ subst s t

Extendiendo el esquema de tipos

La funcién extend toma un identificador x y un esquema de tipos &; y actualiza
el contexto I' con I',x : £. También devuelve el contexto anterior para que
podamos sustituir el contexto expandido por el anterior.

extend :: Ident -> TScheme -> GK Gamma
extend x sc = do
G g <- getGamma
putGamma (G $ M.insert x sc g)
return $ G g

Agregando restricciones a R

Usaremos la funcién addConstraint para agregar una restriccion de tipos al
estado.

addConstraint ::(Type,Type) -> GK ()
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addConstraint ¢ = do
R cs <- getConstraint
putConstraint $ R (c:cs)

8.2.7. Algoritmo de unificacién U

Definiremos el algoritmo de unificacién U (Def. 43) de Martelli-Montanari fuera
de nuestra ménada GK para dejar claro que la unificacién no alterara el estado
de ninguna manera.

unify :: Constraint -> Either TypeError Substitution
unify (R [1) = Right emptySub
unify (R ((s,t):cs))
| s ==t = unify $ R cs
unify (R ((Func sl s2, Func t1 t2):cs)) = unify cs’
where cs’ =R $ [(s1,tl1), (s2,t2)] ++ cs
unify (R ((Var x, t):cs))
| occursCheck x t = do
let xt = mkSub x t
u <- unify $ subst xt (R cs)
return $ subComp u xt
| otherwise = Left $ InfiniteType (Var x) t
unify (R ((t, Var x):cs)) = unify $ R $§ (Var x,t):cs
unify (R ((s,t):_)) = Left $ CannotUnify s t

El algoritmo devuelve ya sea una sustitucion en caso de que R sea unificable o
un error en caso contrario. Es posible que ocurran dos tipos de errores durante
la unificacién. Uno de ellos ocurre en el dltimo caso del algoritmo que es cuando
se intenta unificar una restriccién con tipos incompatibles como Nat = Bool.

El otro posible error ocurre cuando se intenta unificar una restriccién de la
forma A = T donde A es una variable de tipo y A € V_(T'). Con esto nos
aseguramos de que la solucién no contenga una sustitucion ciclica como A —
A — A. Esta condicién es la que nos impedird tipar expresiones como (Az.x x)
o los combinadores de punto fijo con un tipo infinito. Verificaremos que esto no
suceda con la funcién occursCheck.

occursCheck :: TVar -> Type -> Bool
occursCheck tv t = tv ‘notElem‘ ftv
where ftv = map TVar (getTVarsLs t)

Finalmente definiremos una funcién que si viva dentro de la ménada GK y que
devuelva el unificador de R en caso de que éste exista o que lance el error
correspondiente en caso contrario.

getUnifier :: GK Substitution
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getUnifier = do
c <- getConstraint
case unify c of
Left e -> throwError e
Right u -> return u

8.2.8. Generacién de restricciones I' = M : T'|p

A partir de este momento podemos definir la funcién infer, para cada caso nos
guiaremos con las reglas de la Definicion 79. Es importante notar que el conjunto
R no figura directamente en el c6digo ya que éste ha quedado escondido en la
moénada de estado; y la inica manera en la que interactuamos con él es al agregar
restricciones de tipo mediante la funcién addConstraint.

infer :: Iswim -> GK Type

Variables z € X

Para implementar esta regla primero obtenemos el contexto I' del estado, y
buscamos en él a la variable x, si la encontramos entonces instanciamos su
respectivo esquema de tipos y devolvemos eso como resultado, en caso contrario
lanzamos un error diciendo que la variable z no estd ligada y ahi termina la
derivacién.

infer (IVar x) = do [(x)=¢& C ]
— p-var
G g <- getGamma I'Exz:finst(€)| o
case M.lookup x g of
Nothing -> throwError $ UnboundVar x

Just scheme -> instantiate scheme

Constantes primitivas ¢ € Cp

Para implementar la regla [p-ctel usaremos la funcién typeCte que es equivalente
a la funcion Cy (Def. 25). Definiremos typeCte en la Seccién 8.2.9.

infer (C ¢) = return $ typeCte c _ ceClp
F'Eé:Cr(é)| e

[p-ctel

Funciones (Az.M)
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infer (Lam x m) = do zeNy Do:VZEM:T|xr

z <= fresh TEXM:Z—-T|x
g <- extend x (Forall [] z)

t <- infer m
putGamma g --descarga el contexto
return $§ Func z t

Aplicaciones (M N)

infer (App m n) = do — _
z <- fresh F'eM:T\|r, TEN:Ty|r, Z€Ny

tl <- infer m r ': MN:z | RIURU{T =T>—2Z}
t2 <- infer n

addConstraint (t1, Func t2 z)

return z

Condicional (if M N L)

infer (If m n 1) = do
tl <- infer m

f‘):M:T1|R1 f':N:TQ‘R2 f':LTg‘RJ

[p-Ax]

[p-app]

£2 <- infer n I'Eif M N L: Ty | R,UR,URsU{T1 =Bool, To=Ts}
t3 <- infer 1

addConstraint (t1, tBool)

addConstraint (t2, t3)

return t2

Punto fijo (Fix M)

infer (Fix m) = do Z € Ny f‘):A7\43T|72
z < fresh [ |=Fix M : 2| rufr=2-2
t <- infer m
addConstraint (t, Func z z)
return z

[p-if]

[p-fix]
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Expresiones let

infer (Let x n m) = do I F:JV:jq | R,
tl’> <- infer n
u <- getUnifier W= U('Rﬂ
getGamma >>= \g -> putGamma (subst u g)
= ) — —
let t1 - subst u'tl I‘::M(Fq
e <- generalize t1l
g <- extend x e . ,
putConstraint emptyR Ty = pu(Th)
t2 <- infer m _ _
putGamma g z:gen(U,Th) EM: T | w, [p-let]
— P-
return t2 'Elet =N in M : Ty | g,

Operadores primitivos o™ € Op

Finalmente damos una regla para los operadores primitivos que queda definida
en términos de la funcion typeOp la cual definimos en la Seccién 8.2.9.

infer (Op op xs) = typeOp op xs

8.2.9. Expandiendo el lenguaje

En esta seccién definiremos las funciones que habra que expandir segin sea
necesario para agregar nuevos operadores primitivos o constantes al lenguaje.

Constantes primitivas

Usaremos typeCte para definir a la funcién Cy (Def. 25) que determina el tipo
de cada constante primitiva.

typeCte :: Cte -> Type

typeCte Nat{} = tNat

typeCte TF{} = tBool
tBool :: Type

tNat :: Type

tBool = CType "Bool"
tNat = CType "Nat"

Diego Murillo Albarran



Una implementacion polimdrfica de ISWIM 135

Operadores primitivos

Las reglas para la generacién de restricciones (Def. 79) no contemplan a los ope-
radores primitivos por lo que hace falta dar una regla distinta para cada uno de
ellos. Usaremos la funcién typeOp para definir cada una de estas reglas.

typeOp :: Op -> [Iswim] -> GK Type

typeOp IsZero [m] = do EM:T |z
t <- infer m I' = isZero [M]:Bool | Ru{r=vat}
addConstraint (t,tNat)
return tBool

typeOp Pred [m] = do FEM:T|r
t <- infer m I = pred [A[]5Nat|'Ru{T=Nmﬁ
addConstraint (t,tNat)
return tNat

typeOp Prod [ml,m2] = do PEM:T g, T'EM:T|g,

tl <- infer ml r ': * [Ml MQ] : Nat ‘ R1UR2U{T;=Nat,Tr=Nat}
t2 <- infer m2

addConstraint (t1, tNat)

addConstraint (t2, tNat)

return tNat

typeOp Sum [m1,m2] = do I F=ﬂ4&:13 le F‘::A4é375 sz
tl <- infer ml [+ [My My] : Nat | g, UR,u{T; =Nat, To=Nat}
t2 <- infer m2
addConstraint (t1, tNat)
addConstraint (t2, tNat)
return tNat

typeOp Not [m] = do EM:T|r
t <- infer m r #:not [A{}:Bool|‘RU{T:Bmﬂ}
addConstraint (t,tBool)
return tBool

Cuando ninguno de los casos que hemos previsto se cumpla, entonces debere-
mos de reportar un error el cual puede deberse a que el operador no recibié la
cantidad correcta de operandos o porque simplemente hemos olvidado escibir la
regla para algin caso. Lidiamos con estos errores usando la funcién arityError
que en caso de ser necesario lanza la excepcion correspondiente a la ménada.

typeOp m xs = arityError m xs

arityError :: Op -> [Iswim] -> GK Type
arityError op@IsZero xs = throwError $ WrongArity op (length xs) 1
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arityError op@Pred xs = throwError $ WrongArity op (length xs) 1
arityError op@Prod xs = throwError $ WrongArity op (length xs) 2
arityError op@Sum xs = throwError $ WrongArity op (length xs) 2
arityError op@Not xs = throwError $ WrongArity op (length xs) 1
arityError op xs = throwError $ UnimplementedOperator op

8.2.10. Calculando el tipo principal

Para terminar combinaremos la generacion de restricciones con la unificacion
para devolver el tipo principal de una expresién. Si = M :T|gr y p es el unificador
principal de R, entonces = M : u(T') es el tipo principal de M. Aplicaremos un
renombre a las variables de tipo antes de devolver el tipo principal de manera que
en lugar de devolver algo como (C — F — D) — (C — F) — C — D devolvamos
en cambio (A —-C—B) - (A—C) - A—B

principalType’ :: Iswim -> GK Type
principalType’ m = do

t <- infer m

u <- getUnifier

return $ shift $ subst u t

shift :: Type -> Type
shift t = subst s t
where ks = map TVar $ S.toList $ getTVars t
vs = map (Var . TVar) $ take (length ks) allVars
s S $ M.fromList (zip ks vs)

El tipo que obtenemos con la funciéon anterior atn vive en la moénada que de-
finimos. Para obtener un valor de tipo Either TypeError Type necesitaremos
definir el estado inicial donde I" y R estdn vacios y Ny es un conjunto infinito
de identificadores correspondiente con la expresién regular (a — z)7.

principalType :: Iswim -> Either TypeError Type
principalType m = runExcept $ evalStateT (principalType’ m) initialState

initialState :: VGC
initialState = (allVars, emptyG, emptyR)

allVars :: VarsPool
allVars = [1..] >>= flip replicateM [’a’..’z’]
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8.3. La maquina CEK

En esta seccién implementaremos la maquina CEK para definir un evaluador de
A, que solamente opere sobre expresiones que puedan ser tipadas correctamente.

module CEK where
import Iswim

import Data.Maybe
import qualified Data.Map as M

8.3.1. Cerraduras

Primero daremos las definiciones de cerraduras (Def. 62) y entornos de evaluacién
(Def. 63) las cuales son mutuamente recursivas.

data Closure = Cl Iswim Env deriving(Eq,Show,0rd)
type Env = M.Map Ident Closure

Definiremos la funcién €(z) que busca en ¢ la cerradura asociada a x. No toma-
remos ninguna medida adicional para recuperarnos del error que ocurra en caso
de que = ¢ dom(e) ya que este error seria detectado durante la verificacién de
tipos.
env :: Env -> Ident -> (Iswim, Env)
env e x = case M.lookup x e of

Just (Cl me’) -> (m, e’)

Nothing -> error $ "Unbound var " ++ x

Six+— (M,e") € ¢ entonces definimos las funciones ep(x) = M y e-(x) = ¢’

envM :: Env -> Ident -> Iswim
envM e x = fst $ env e x

envE :: Env -> Ident -> Env
envE e x = snd $ env e x

También sera necesario definir una funcién que extienda un entorno de evalua-
cién € con la asociacién z — (M, e’).

extend :: Env -> Ident -> Iswim -> Env -> Env
extend e x v e’ = M.insert x (Cl v e’) e
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8.3.2. Continuaciones con cerraduras (Def. 64)

data Kont = Mt
| Ar Iswim Env Kont
| Fn Lambda Env Kont
| 0 [Value] Op [Iswim] Env Kont
| I Iswim Iswim Env Kont --1If
| F Kont --Fix
deriving (Ord,Show,Eq)

type Lambda = Iswim
type Value = Iswim

8.3.3. La maquina CEK

La méquina CEK (Det. 82) usa estados internos de la forma (A,, ¢, k), por lo que
definiremos un alias de tipo para esta triada.

type CEK = (Iswim, Env, Kont)

Definiremos la funcién step andlogamente a la tabla de transiciones de la maqui-
na CEK (Def. 82), que simula la transicién entre dos estados.

step :: CEK -> CEK

Cuando la maquina llegue a un estado final devolverd el mismo estado. En este
caso no consideraremos a las variables como valores ya que la regla [cek-varl se
encarga de lidiar con estos casos.

isFinal :: CEK -> Bool
isFinal (c,_,k) = isValue c && k == Mt

isValue :: Iswim -> Bool
isValue Lam{} = True
isValue C{} = True
isValue = False

La tabla de transiciones es la siguiente: (Def. 82)

step cek | isFinal cek = cek

step (IVar x ,e, k ) = (envM e x, envE e x, k)

step (v ,e, Ar n e’ k ) | isValue v = (n, e’, Fn v e k)

step (v ,e, Fn (Lam x m) e’ k ) | isValue v = (m, extend e’ x v e, k)

step (v ,e, 0vs o [] e’ k ) | isValue v = (delta o $ reverse (v:vs), M.empty, k)
step (v ,e, 0 vs o (m:ms) e’ k) | isValue v = (m, e’, 0 (v:vs) o ms e’ k)

step (v ,e, Inle’k ) | isValue v = (if’ v n 1, e’, k)

step (Lam f m ,e, F k ) = (m, extend e f (Fix $ Lam f m) e, k)

step (App m n ,e, k ) = (m, e, Ar n e k)
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step (Op o (m:ms) ,e, k ) =(m, e, 0[] oms e k)
step (If mn 1 ,e, k ) =(m, e, In1lek)
step (Fix m ,e, k ) = (m, e, F k)

)

step (Let x nm ,e, k (App (Lam x m) n, e, k)

8.3.4. Evaluando un programa

Para evaluar un programa con la maquina CEK deberemos dar una funcién
load que convierta un programa M en un estado inicial (M, &, Mt).

load :: Iswim -> CEK
load m = (m, M.empty, Mt)

Es posible que un estado final sea de la forma (Az.M, e, Mt) donde M contiene
variables libres que deben de ser sustituidas por sus respectivas expresiones.
Definiremos la funcién unload((M,e,Mt)) = W((M,e)) que toma un estado
final de la miquina CEK y que devuelve una expresiéon de IswiMm. Para hacer
esto usaremos la funcién real = W (Def. 66) que toma una cerradura (M, e) y
una lista de identificadores; la funciéon desciende recursivamente sobre M de
manera que cada que encuentre una variable la remplace por ¥(e(z)) si ésta
aparecia libre en M. Para evitar sustituir una variable ligada usamos la lista bs
a la cual agregamos el identificador & cuando se encuentre una expresién Ax.M
olet x=N in M.

unload :: CEK -> Value
unload (m, e, _) =real [] em

real :: [Ident] -> Env -> Iswim -> Iswim
real bs e (IVar x)
| elem x bs = IVar x
| otherwise = real bs (envE e x) (envM e x)
real _ _ c@C{} =c
real bs e (Lam x m) = Lam x $ real (x:bs) em
real bs e (App m n) = App (real bs e m) (real bs e n)
real bs e (Op op ms) = Op op $ map (real bs e) ms
real bs e (If mn 1) = If (real bs e m) (real bs e n) (real bs e 1)
real bs e (Fix m) = Fix § real bs e m
real bs e (Let x n m) = Let x (real bs e n) (real (x:bs) e m)

Para simular la ejecucién de un programa usaremos la funcién runCEK que toma
un estado de la maquina CEK y aplica la funcién step sobre él hasta llegar a
un punto fijo, el cual corresponde con el estado final de la maquina.

runCEK :: CEK -> CEK
runCEK cek
| step cek == cek = cek
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| otherwise = runCEK $ step cek

Finalmente definimos la funcién eval que toma una expresién de ISwiM, la carga
a un estado inicial de la maquina CEK, la cual se ejecuta hasta detenerse en
un estado final y finalmente devuelve el valor correspondiente usando la funciéon
unload.

eval :: Iswim -> Value
eval = unload . runCEK . load

8.3.5. Expandiendo el lenguaje

Para expandir el lenguaje con nuevos operadores primitivos serd necesario hacer
las modificaciones correspondientes a la funcién de evaluacién § (Def. 18).

delta :: Op -> [Value] -> Value

delta IsZero [C (Nat a)] =C . TF $ a-==
delta Sum [C (Nat a), C (Nat b)] =C . Nat $ a + b
delta Prod [C (Nat a), C (Nat b)] =C . Nat $ a *x b
delta Pred [C (Nat a)] =C . Nat $a -1

delta Not [C (TF a) ] =C . TF $ not a
delta op xs = error $ "Unimplemented operator CEK:delta" ++ show op ++ show xs

Con esto finalizamos la implementacién de ISWIiM polimérfico.
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Capitulo 9

Conclusiones y trabajo
futuro

Este trabajo se origind como un intento de comprender el trasfondo teérico de
los lenguajes de programacién funcionales con interés particular en la inferencia
de tipos. Es la esperanza del autor que al unificar diversos temas bajo una misma
notacién, estos resulten mas accesibles para un lector inexperto, con la finalidad
de despertarle el interés de continuar las investigaciones actuales en este campo.

Con este trabajo hemos tratado un pequeno subconjunto de caracteristicas
deseables en un buen lenguaje funcional. Notoriamente ha quedado fuera del
alcance este trabajo temas como tipos algebraicos, evaluacion perezosa, para-
lelismo y tipos polimérficos de orden superior. Naturalmente es deseable in-
corporar estas caracteristicas en un trabajo futuro. Asimismo, en este trabajo
solamente hemos mostrado los elementos fundamentales de ISwiMm polimérfico,
estos son: el calculo, el sistema de tipos, y la méquina evaluadora. Todavia es
necesario disenar una representacién fisica de A, que sea mas amigable para
el programador final, de manera que sea posible implementar un parser que
transforme esta sintaxis concreta en expresiones de A,,.

No obstante, consideramos que el objetivo principal de este trabajo ha sido
cumplido, ya que hemos mostrado la eficacia del calculo-A como herramienta
para disenar y estudiar la seméntica de los lenguajes de programacién. Asimismo
esperamos haber mostrado mediante el uso de programacién monédica la belleza
y elegancia inherentes al paradigma funcional, resultado de un amplio estudio
de la teoria de categorias.
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Apéndice A

ISwIM simplemente tipado

Definiciéon 68: A; ISwiM simplemente tipado

Ay = [var]
| c [ctel
| (Ax:T. M) [Ax:T.M]
| (M7 M) [app]
| (o™ [M;]y) [op (1]
| (if My My M3) [if]
| (Fix M) [fix]

dondezeX ¢eCp TeT o™ eOp M el
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Definicién 69: V. para IswiM simplemente tipado

Ve(z) = {x}
Ve(e) = @
Ve(Ae:T. M) = Ve(M) ~ {z}
VL(M N) = V[,(M) U Vg(N)
Ve( o™ [Mi]iey) = Uiy Ve(M;)
Ve(if M N L) = V(M) U Ve(N) U Ve(L)
Vg(FiX M) = V[,(M)

Definicion 70

Sustitucion para IswiM simplemente tipado

.
‘

.

N

.

| N siz=y
x[y<—N]—{x siz#y
Cly N)=¢
Ax:T. M siz=
()\m:T.M)[y<—N]={ Az:T. M[x + z|[y + N] Sil‘;ﬁz
donde 2z ¢ V (M)UV.(N)
(My Ma)[y <= N] = Mi[y < N] Ma[y < N|
(o™ [M; )7y )y N = o™ [ Mi[y + N]Ji-,
(if My Ms M3)[y <= N| =1if Mily < N] Maly < N] Ms[y < N]
(Fix M)[y + N] =Fix (M]y < N])

Definicion 71

.
‘

.

.

Sistema de tipos simple

P(z)=T
TFkae T [t-var]
¢ceCp c ]
t-cte
Lkeé:Cr(e)
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Definicién 71: Sistema de tipos simple (cont.)

LTy  M: Ty

T F oL M:T=T,
DEM:T T, TENG
TFMN:T, trepp
THM:T, 1<i<n
[t-op]

I 0(”) [Mz ]?:1 : A(O(n)v [T‘l])

I'FM:Bool TI'HEN:T T FL:T
I'kif M N L:T

[t-if]

'-M:T—T
I'FFix M:T

Definiciéon 72: V; Valores de A;

Vt:.’l?

[t-fix]

dondezeX ¢elCp TeT Mel

Definicién 73: Semadntica operacional de A;

M — M’ ‘

(M N) = (M’ N) e
veyY N-—= N’

[ev-app-d]

(vN)— (v N)

veV
Az:T. M) v— M[x + v]

[ev-red]
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Definicién 73: Semdntica operacional de A; (cont.)

M — M
if M N L —-if M’ N L

[ev-if-cnd]

[ev-if-tr]

if true N L - N

[ev-if-f1]
if false N L - L

sel([M;]) = min({i € N|M; ¢ Cp} U{n+1})

j=sel([M;]) j<n M;— M;

[ev-0"-v]

sel([M;])=n+1
o [ M;]™_, — 6(o™), [ M; ™))

[ev-0"-5]

M — M’
Fix M — Fix M’

[ev-fix-b]

[ev-£fix]

Fix \f:T.M — M][f + Fix Af:T. M]
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Apéndice B

IswIM con inferencia de
tipos

Definicién 74: A, IswiM sin anotaciones de tipo [32]

A, = =z [var]
| c [ctel
| (Az. My) DAx:T.H]
| (M Ms) [app]
| (o™ [M;]™)) [opM1]
| (if My M, Ms3) [if]
| (Fix M) [fix]

dondezeX ¢eCp TeT o™eOp MeAl,

Definicién 75: Sistema de tipos simple sin anotaciones [32]
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Definicién 75: Sistema de tipos simple sin anotaciones [32] (cont.)

celp
Fl—é:CT(é)

[a-cte]

T,z:Ty B M:Ty
I' + )\LE.MITl—)TQ

[a-)Ax]

F"M:Tl—)TQ F"NTl
I'EM N:1T,

[a-app]

T'Folm [ M; 7y + A(o™), [Ti))

[a-op]

I'FM:Bool TI'HN:T T'-L:T
I'Hif M N L:T

[a-if]

'-M:T—T
I'FFix M:T

Definicién 76: Generacién de restricciones [32]

[a-fix]

¢eCp
I'Eée:Cr(d)]e

[c-cte]

ZeNy TDz:Z2E=M:T|x
F)Z/\J?MZ—>T|R

[c-Ax]

F':M2T1|731 F':N:T2|R2 Z € Ny
r ): MN:zZ | R1IURU{T 1 =T>—2Z}

[c-app]

TEMT g, TENT g, TELT|xr,
FEif M N L:T5 | R,URyURSU{T: =Bool To=Tx}

[c-if]
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Definicién 76: Generaciéon de restricciones [32] (cont.)

F':MT|R Z € Ny
I'EFix M : Z| rufr=z-2)

[c-fix]
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Apéndice C

IswiM polimoérfico

Definicién 77: A, IswiM polimérfico

Ay =z [var]
| c [ctel
| (A\z. My) [DAx.M]
| (M M) [app]
| (o™ [M;],) fop M1
| (if My My Ms) [i£]
| (Fix M) [fix]
| (let z=M; in Ms) [let]

dondez €X ¢e€Cp o™ eOp MeA,

Definicién 78: Sistema de tipos simple para A,

F(x)=¢
Tk a:finst(€)

[tp-var]

¢ceCp
f‘}—C'ICT(é)

[tp-ctel
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Definicién 78: Sistema de tipos simple para A, (cont.)

f‘,IEIV.Tl = MIT2
T XeeM:Ty—T

[tp-Ax]

FFM:T1—>T2 f‘l—NZTl
'-M N:T,

[tp-app]

THFM;:T, 1<i<n
Lol [M; ]y : A(o™,[T}])

[tp-op]

THM:Bool THN:T THFHL:T

— [tp-if]
I'tif M N L:T
TFM:T—T
= [tp-fix]
I'Fix M:T
TFN:Ty T z:gen(T,T1) - M: Ty
[tp-let]

THlet =N in M: Ty

Definicién 79: Generacién de restricciones polimdérficas

L(x)=¢ ovar]
TEa:finst(&) |y
Cc E CP [p-cte]

TEc:Cr()]e

zcNy T,o:VZEM:T|x
FTEXM:2—-T|x

[p-2Ax]

TeEM:Ty|gr, TEN:Ty|r, Z€Ny
r ): MN:z | R1UR2U{T 1 =T>—2Z}

[p-app]

TEM:T\|gr, TENT|%, TELT|x,
I'Eif M N L:Ts | g, uR,URsU{T, =Bool, To=Ts}

[p-if]
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Definicién 79: Generacién de restricciones polimdérficas (cont.)

_ZENV TEM:T|% et
I'EFix M : Z| rugr=z-7}
I N:T{ | %,
1=URy)
L= pu(I)
T = w(Ty)
_ T,z:gen(T, 7)) EM : Ty | %, oozt
F'Elet =N in M : Ty | R,
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Apéndice D
Maquinas abstractas

En este apéndice incluimos las definiciones ampliadas de las méaquinas evalua-
doras desarrolladas en el Capitulo 7.
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Definicién 80: Madaquina CC [15]

Definimos el comportamiento de la maquina CC mediante la siguiente tabla de transiciones donde para cada estado
(M, C) inspeccionamos la forma de M y C para especificar el siguiente estado de la maquina. Para el caso de los contextos
de evaluacién nos fijaremos en la forma del marco base mediante la notacién C[(CJ N)] a veces sustituiremos el marco base
por uno distinto pero mantendremos el resto del contexto intacto como en la regla [cc-£n], en otros casos eliminaremos el
marco base del contexto y este lo sustituiremos por un agujero como en el caso de la regla [cc-ar]. Usamos la letra v para
especificar que M debe ser un valor.

M C v M C
v CION)] N Ol O)] —
v C [(()\.Z‘N) D)] N[x — 'U] C [cc-ar]
v C [O(n) [Ul ...g Mj+1 . Mn” Mj+1 C[O(")[ o0 Mj+2 e Mn” [cc-opv]
v C 0™ [vg...v,—1 O 5(0™) [v;]) C [cc-51
. N siv=true
v CliftON L] I siv—false C [cc-frk]
Af.M C [Fix O] M|f < Fix Af.M] C [cc-fix]
(M N) C M O[( )] [cc-ap]
O(n) [Mﬁ] C M, C[O(”) [D Ms .. n“ [cc-op]
ifMNL C M Clif O N 1] [cc-if]
Fix M C M C[le ] [cc-fix-b]
let =N in M | C (Ax.M) N [ce-let]
v d estado final [cc-fin]
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Definicion 81:

La mdaquina CK [15]

Definimos la maquina CK como se muestra en la tabla de transiciones, para estados de la forma (M, k) donde M € A,
y k € K. El estado inicial de la maquina es (M, Mt).

M K = || M K
CK
v Ar N k N Fnvk [ck-£n]
v Fn (\x.M) K Mz + v] K [ck-ar]
v Op [vi]l__l o™ [Mi]:+1 K M;i4 Op [vi]] o™ (M)} K || Lek-opv]
v Op [vi] _, o™ [ 50 [vi]7) K [ck-6]
N siv=true
v If NLk I siv— false K [ck-frk]
MM Fix & M]|f < Fix Af.M] K [ck-fix]
(M N) K M Ar N & [ck-ap]
o™ [M;] K M,y Op [] o™ [M;]5 & [ck-op]
iftMNL K M If NLk [ck-if]
Fix M K M Fix K [ck-fix-b]
let =N in M | & (Az.M) N K [ck-let]
v Mt estado final [ck-fin]

INIMS]T 2p Doyuowrjod uoovjuUwW)duLr Duy)
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Definicién 82: La miquina CEK [15]

Definimos el comportamiento de la maquina CEK que tiene estados de la forma (M, e, k) donde (M, ) es una cerradura
y k € K¢. El estado inicial de la maquina es (M, &, Mt ).

M K M € K
x e |k ea(x) ee(z) K [cek-var]
v e | ArN ¢ &k N e Fn v e k [cek-£n]
v e | Fn (\z.M) ¢ &k M gz — (v, )] K [cek-ar]
v e | 0Op [v,-]:l_l o™ €k 50 [v]7) %) K [cek-opv]
v e | Op [vi];l o™ [Mi]:+1 e K M e Op [vil} o™ [Mi]} 5 €' K || Leek-0]
’ TN Lk {3 auzime | . -
N.M e | Fix & M elf = (Fix Af.M, e)] | k [cek-fix]
(M N) el kK M € Ar N ¢ & [cek-ap]
o™ [MZ] gl K M, £ Op [] o™ [Ml]g ER [cek-op]
if M NL el K M € If NLekr [cek-if]
Fix M €|k M € Fix Kk [cek-fix-b]
let =N in M | e | K (Az.M) N € K [cek-let]
v e | Mt estado final [cek-fin]

Una implementacion polimdrfica de ISWIM
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