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Introduccion

Las zonas costeras son afectadas por diferentes fenomenos naturales, en su mayoria de
origen hidrometeorologico, como las mareas, las precipitaciones, tormentas, olas altas, etc,
que pueden alcanzar magnitudes extraordinarias durante la ocurrencia de eventos como hu-
racanes y tsunamis. Las consecuencias directas de estos eventos extremos son inundaciones
(derivados del aumento medio del nivel del mar), dafios a las playas, dafios en infraestruc-
tura y héabitats naturales , etc. A su vez, el hecho de que exista un latente cambio climatico

representa un aumento de los riesgos que se presentan en las zonas costeras.

En [37] se explica que uno de los factores de gran importancia que modifican las costas
es el Oleaje, que es un fenémeno que estd determinado por la acciéon de las fuerzas de la
naturaleza en cualquier superficie libre de agua, donde la més obvia de estas fuerzas es la
accion del viento sobre la superficie del mar y que la altura de ola representa uno de los
paramteros mas relevantes de estudio. Ademas es el principal agente en la formaciéon de las
playas, que junto con los efectos de las mareas, tormentas, tsunamis y vientos, las moldean
de manera activa. Silva resalta que debe considerarse como un fenémeno aleatorio: "Dado
que este fendmeno presenta gran variabilidad pues no se repite en el espacio ni en el tiempo
y cuando se observa una altura de ola en un punto dado del mar, no se puede precisar cudl
serd la altura de ola siguiente en ese punto, la forma mds razonable de caracterizarlo es a

través de los métodos estadisticos, tratando al oleaje como un fendmeno aleatorio.

Como se afirma en ([37], [38] y [1]), en México los trabajos y estudios disponibles sobre
la evaluacion de riesgos para nuestras zonas costeras son todavia muy poco desarrollados y
se carece de una fuente de informacién generalizada ya que los datos de oleaje disponibles
corresponden a trabajos muy locales. Silva et al. en [37] comenta que "Ante tal deficiencia,

la ingenieria costera moderna se ha dado a la tarea de realizar predicciones numéricas de

11



12 INTRODUCCION

las condiciones marinas en aguas profundas a partir de datos de viento, de los cuales si se

cuenta con informacion confiable’.

El analisis de eventos extremos esté presente en diversas areas de gestion de riesgos por lo
tanto la teoria de valores extremos tiene un gran niimero de aplicaciones en diversos campos
como las finanzas, ciencias atmosféricas y oceanograficas asi como en la ingenieria y sector
asegurador, entre otras. Los eventos extremos son poco frecuentes, caracterizados general-
mente con una severidad grande y fuera de la experiencia normal, lo que implica un alto
grado de incertidumbre; éstos ocurren cuando un riesgo toma valores en la cola de su distri-
bucién, asi se desarrolla un modelo mediante la seleccion de una distribucién de probabilidad
particular de un anélisis estadistico mediante datos empiricos del fenémeno en cuestion. En
este caso la teoria de valores extremos es una herramienta que trata de proporcionar la mejor

estimacion posible del comportamiento de la cola de la distribucion.

El estudio de la dependencia presente en los eventos extremos ha tenido un creciente inte-
rés, alimentado por acontecimientos como la crisis financieras o los catastrofes naturales que
en esencia son propiciados por diversos factores que actian de manera conjunta. Las copulas
de valores extremos combinan la teoria de valores extremos con teoria de cépulas y surgen
como distribuciones limite de copulas de vectores de maximos de muestras independientes e
idénticamente distribuidas y, por lo tanto, se consideran como modelos apropiados para la

estructura de dependencia entre los fenomenos de valores extremos.

El objetivo de esta tesis es presentar un modelo estadistico de eventos extremos del feno-
meno oceénico del oleaje para modelar un conjunto de datos bivariados con mediciones de
altura de ola y velocidad de viento. Se escogieron estos dos, pues, al ser parametros con una
estrecha relacién entre ellos, esperamos una gran correlacién entre si para asi poder realizar
un andlisis de su comportamiento conjunto. Se emplearan los principales resultados de la

Teoria de Valores Extremos con Teoria de Copulas para el comportamiento conjunto.

El Instituto de Ingenieria de la UNAM (IINGEN) brind6 apoyo en la realizacion de esta
tesis. Los datos se obtuvieron del banco de datos histérico de la National Oceanic and At-
mospheric Administration (NOAA) y la National Data Buoy Center (NDBC) en un punto

geografico localizado en el Ocedno Atlantico dentro del Golfo de México, cercano a la costa de
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Tamaulipas y Texas. La NDBC cuenta con mediciones provenientes de boyas oceanograficas

de varios parametros ocednicos, entre ellos, los que se ocuparan en esta tesis.

En el IINGEN se han realizado anélisis previos de valores extremos en algunas zonas
costeras de México, pero no se cuenta con estudios previos de valores extremos bivariados,
por tanto, el andlisis que se realizara en esta tesis podria servir para la simulaciéon de escena-
rios de extremos bivariados que complemente y mejore la calibraciéon de modelos existentes.
Se enfatiza que no se discutird toda la teoria existente de copulas ni la referente a todos
los diferentes enfoques en la Teoria de Valores extremos multivariada, sino que se pretende
ejemplificar una forma de realizar un anélisis estadistico para aplicar un estudio bivariado

de valores extremos.

La presente tesis se desarroll6 en cuatro capitulos, en el primer capitulo se presentan
los principales resultados de la teoria de valores extremos univariada para los métodos de
maximos por bloque y excedencias sobre un umbral. En el segundo capitulo se desarrolla la
caracterizacion de la Teoria de valores extremos multivariada y se describen los métodos de
maximos por bloque y excedencias sobre un umbral desde un enfoque bivariado abordando
resultados basicos de copulas y copulas de valores extremos. En el tercer capitulo se describen
las herramientas estadisticas para el anélisis, estimacion y evaluacién del ajuste univariado y
bivariado de los modelos descritos en el primer y segundo capitulo. En el capitulo cuatro se
muestra la aplicacién de los tres capitulos anteriores mediante el analisis conjunto de eventos
extremos de las variables altura de ola y veocidad de viento. Finalmente se presentan las
conclusiones del trabajo y un apéndice con algunos resultados empleados en el desarrollo de

la tesis.

El analisis estadistico asi como los graficos se realizaron con el software libre para analisis
estadistico y grafico llamado R. Los calculos se llevaron a cabo empleando las paqueterias
evd, evir, ismev, POT, copula, fCopulae, stats y ADGofTest y se incluye el codigo de éstos

en el apéndice.



14

INTRODUCCION

( limate change
Hhreatens our
existenc

(limate change
Hhreatens our

econo”

Figura 1: Encontrado en facebook



Capitulo 1

Teoria de Valores Extremos (TVE)

La teoria de valores extremos comprende el estudio del comportamiento estocéastico de los
valores extremos en un proceso. Las bases que asientan el desarrollo de la TVE parten de las
caracteristicas y conducta del maximo de una secuencia de n variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) X7, Xs,..., X, con funcién de distribuciéon
comun F. Este representa la observacién méas extrema dentro del conjunto de observaciones
v lo denotaremos como:

M, = mazx(Xy,...,X,).

con funcién de distribucién dada por:

P(M, <z)=P(X; <uz,...,X, <x) :ﬁ}P’(Xi <z)=F"(x).

i=1
Al hablar de eventos extremos nos referimos a aquellos valores méximos (minimos) que al-
canza una variable aleatoria y ocurren con poca probabilidad sitiandose en la cola de la

funcién de distribucién de las mismas.

Denotamos al extremo derecho de F' como
xp =sup(z € R: F(z) <1).
Tenemos entonces que, para todo = < zp,
P(M, <z)=F"(z) > 0, n — oo,
y para el caso en el que xp < oo , para x > xp,
P(M, <z)=F"(z)=1.

15



16 CAPITULO 1. TEORIA DE VALORES EXTREMOS (TVE)

. P
De aqui se puede ver que M,, — xp cuando n — oo.

. s P
Proposicion 1.1. M,, — xp cuando n — oo para rp < 00.

Demostracion. P.D. Para todo € > 0, lim,,_, oo P(|M,, —zp| <€) =1

Sea € > 0, entonces

P(|M,, —zp| <e)=P(—e < M, —xp <€)
=Plzp —e< M, <zp+¢€)

=F"(xp+e)— F'(xp —¢€)
Tomando el limite,

lim P(|M,, —zp| <€)= lim F* (zp+¢)— F'(ap—€)=1—-0=1.
n—o0

n—o0

O

Ademas como la sucesion (M,,) es no decreciente en n se puede demostrar que converge
casi seguramente a xg. Sin embargo, esto no nos proporciona suficiente informacién pues en
la practica F' es desconocida, esto nos lleva a estudiar el comportamiento asintético de M,

y buscar familias aproximadas de modelos para F™.

Para un s6lo proceso, el comportamiento de los méximos puede ser descrito mediante
alguna de las familias de distribuciones que surgen formalmente como distribuciones limite
para el maximo (o minimo) normalizado de una secuencia de variables aleatorias. Estas son

llamadas Distribuciones de Valores Extremos (DVE) y son las siguientes:

0, <0
Fréchet: ®,(x) = a > 0.
exp{—2z~%}, x>0

e —(—x)™“}, <0
Weibull: Wo(x) = ¢ SPUEDT e a> 0.
1, x>0

Gumbel:  A(z) = exp{—e®}, zeR.
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Estas distribuciones tienen distinta forma pues presentan un comportamiento distinto en
su cola. Para la distribucién Weibull su extremo derecho zp es finito, considerada entonces
como de cola corta. Para las distribuciones Gumbel y Fréchet xp = co sin embargo, la cola
de la distribuciéon Gumbel decae exponencialmente y la de la distribucién Fréchet polino-

mialmente siendo entonces ésta ultima de cola méas "pesada".

Para continuar describiendo los temas centrales de la TVE, enunciaremos a continuacién

algunos fundamentos importantes en la modelaciéon de valores extremos.

1.1. Modelaciéon de valores extremos en R

En términos generales, existen dos tipos de modelos para valores extremos recogidos de
muestras de observaciones independientes e idénticamente distribuidas, estos son: modelos
de maximos por blogue y modelos de excedencias sobre un umbral. El primero es el grupo
més antiguo de modelos para las observaciones maximas de muestras de observaciones idén-
ticamente distribuidas, mientras que los de excedencias sobre un umbral resultan de mayor
utilidad para aplicaciones practicas, principalmente por el uso eficiente de los datos al tomar
todas las observaciones que exceden un indicado umbral suficientemente alto. A continuacion

se desarrollaran los principales resultados de ambos métodos.

Bloque1 Bloque 2 Bloque 3 Bloque 4

- - P e Y isurally

2
><__... -

*1 ﬁrlﬁ bt Nﬁ’ﬁ'fﬁ fh

Figura 1.1: Métodos de Valores Extremos




18 CAPITULO 1. TEORIA DE VALORES EXTREMOS (TVE)

1.1.1. Maximos por Bloque

Una posibilidad de extraer valores méaximos de un conjunto de datos es mediante el mé-
todo conocido como Mdzimos por bloque (Block Maxzima models). Como su nombre lo indica,
se refiere a la seleccién de maximos mediante la divisién en bloques de los valores de una va-
riable aleatoria. Los bloques se eligen del mismo tamano, el cual frecuentemente corresponde
a periodos de tiempo, por ejemplo, horas, dias, meses, anos, etc. De tal forma, si el tamano
de los bloques se elige de un ano, cada bloque tendré el nimero de observaciones en un ano,
por consiguiente se seleccionara el médximo de cada bloque obteniendo asi una muestra de

méximos anuales.

Como se explicd anteriormente se requieren modelos que describan el comportamien-
to asintético de M, sin embargo se requiere cierta cautela con las distribuciones limite,
pues para no dar lugar a formas degeneradas se busca tener una representaciéon analoga
del Teorema del Limite Central para suma de variables aleatorias, esto es, se necesita una
normalizacién adecuada mediante la existencia de dos secuencias de constantes {a, > 0} y

{b,} € R tal que la funcién
G(z) = lim F"(apx +b,), ze€R

n—oo

sea una distribucién no degenerada.

Todo lo anterior se resume en el siguiente resultado base en la TVE:

Teorema 1.1. (Fisher-Tippet, Gnedenko): !. Sean X1, Xo, ..., X,, variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas, y sea M, = max{X1, Xs,..., X, }. Si existen

constantes a, > 0, b, € R, y alguna funcion de distribucion no degenerada G, tales que:
M, — b,
P — <z|)=F"(anx +b,) >G(x) Vzel(q) (1.1)

donde C denota al conjunto de puntos de continuidad de G; entonces G tiene la forma de

una de las tres funciones de distribucion de valores extremos.

Demostracion. A partir de (1.1), tenemos que, V ¢ > 0:

FI'l(apz + byy) = Glz) YV ae C(G),

IEste teorema fue originalmente propuesto por Fisher y Tippett en 1928 y demostrado rigurosamente por

Gnedenko en 1943.
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donde [z] representa la parte entera de x. Por otro lado, también tenemos que

[nt]

FI' @,z +b,) = (F™(anz +b,)) + = G'(z)  Vazel(G)

Entonces, por el Teorema de Convergencia a Tipos (Teorema C.1) , G y G son del mismo
tipo, es decir, existen «(t) > 0y B(t) € R tal que para todo ¢ > 0,

an bn — by

lim =qat) , lim t).
n— oo a[nt] ( ) n—oo a[nt] ﬂ( )
se tiene que
G'(x) = Gla(t)z + B(1)), (12)

Primero veremos que las funciones «(t) y 5(t) son Lebesgue medibles. Para ver que «(t)
es Lebesgue medible, como los limites y cociente de funciones medibles son medibles, basta
mostrar que, para n € N, la funcién ¢ — ﬁ es medible. Como a,, no depende de t, lo an-
terior es cierto si ¢ — ap,y) es medible. Notemos que el rango de esta funcion es {a; : j > 1},

que es numerable y asi basta probar que {t > 0: af,y) = a;} es medible. Como este conjunto
kE k+1

n’ n

corresponde a (Jj.,, —, [ ) el cudl es medible por ser unién a lo mas numerable de in-
N —

tervalos. Analogamente se demuestra para 3(t).

Utilizando (1.2) se tiene que para todo t,s > 0
G (z) = G(a(ts)z + B(ts))
que ademas se puede escribir como
G"(x) = (G (2))" = Gla(s)z+p(s))"

= Glat)(a(s)z+ B(s)) + B(1))
= G(alt)a(s)z +a(t)B(s) + A1),

y como suponemos que G es no degenerada se tiene:

alts) = a(t)als)
Blts) = a(t)B(s)+B(t)
= a(s)8() + B(s)
— B(st). (1.3)

2Ademas se usa el resultado: Si una funcion de distribucion F no degenerada satisface F(ax + b) =

F(cx+d) Ve R ya,c> 0 entonces a =c y b=d.
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Notemos que (1.3) es una variante de la ecuacion de Cauchy llamada ecuacion de Hamel

(C.15, definida en el Apéndice C), por tanto se tiene:
alt)y=t"*
. por tanto se tienen los casos 6 =0 , § >0 y 0 <O0:

1.0=0
Si 6 =0 de (1.3) tenemos:

Blts) = B(s) + B(t)

. Entonces exp §(-) satisface la ecuacion de Hamel (C.15) y por lo tanto

expf(t) =175,
por lo que para ce R
B(t) = —clogt.
Ademas en (1.2) tenemos que
G'(z) = G(x — clogt) (1.4)

Ahora hacemos las siguientes observaciones de (1.4):

» ¢ # 0 pues de lo contrario se contradice que G sea no degenerada.
» Para z fija, G*(x) es no decreciente en t, lo que nos indica que ¢ > 0.

» Si para 7o € R, G*(x) = 1 entonces pra toda t > 0
1=G(z —clogt),

y haciendo un cambio de variable u = xg — clogt tenemos que 1 = G(u) para toda
u € R lo que contradice que G sea no degenerada. De la misma forma si G(xg) = 0,
0= G'(zp) = G(xo — clogt) para toda ¢ y por tanto G(z) = 0 para toda = € R.
Por lo tanto 0 < G(y) <1 pratoda y € R.

Sustituyendo z = 0 en (1.4) tenemos que

G'(0) = G(—clogt). (1.5)
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Tomando G(0) = exp{—e *} € (0,1) y u = —clogt, aplicando el cambio de variable

en (1.5) obtenemos:

Gu) =G'0) = (exp{—e P} =exp{—e Pt}
e Pemuje _ —e~(w/etp)
= e —e

= exp{_e_(u/c+p)}

= A(u/c+p).

2.0>0

Fijando so # 1 (pues de lo contrario a(so) = 55" = 1),

a(t)B(so) + B(t) = a(s0)B(t) + B(s0),

entonces para sg # 1yt # 1,

B(s0)

B(t) = (m)(l —a(t))
= c(l-at)
= c¢(1-t7?.

De aqui tenemos que (1.2) se reescribe como
Glz) =Gtz +c(1 -t =Gt %z —c)+c).

Sea y = x — ¢ entonces

Gly+c) =Gty +c).

Y sea H(y) = G(y+c¢), entonces H y G son del mismo tipo. Como G es no degenerada

y satisface

H'(y) = H(t""y), (1.6)
observemos que:

» Si hacemos y = 0 y tomando logaritmo tlog G(0) = logH(0), por lo tanto
logH(0) = 0 o logH(0) = —o0 lo que implica que H(0) = 0 o H(0) = 1. Pe-
ro H(0) # 1 pues de lo contrario existe < 0 para el cual el lado izquierdo de
(1.6) es decreciente en t, mientras que el lado derecho es creciente en ¢.

Por lo tanto H(0) = 0.
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= De (1.6) haciendo y = 1 tenemos H*(1) = H(t™?).
Ahora si H(1) =0 entonces H =0y si H(1) = 1 entonces H = 1 pero en ambos
casos se contradice que H sea no degenerada.

por tanto H(1) € (0,1)

Sea 0! = o, H(1) = exp{—p @}, u =t""7.

Sustituyendo con y = 1 en (1.6) tenemos para u > 0:
H(u) = (exp{—p~*})" = exp{—p~*t} = exp{—(pu) ™"} = Pa(pu).

a) 6<0
De la expresion (1.6) tenemos lo siguiente:
= Haciendo y = 0, H(0) = 0 o H(0) = 1, pero H(o) # 0 pues de lo contrario
existiria = < 0 tal que el lado izquierdo de la expresion (1.6) es decreciente en
t y el lado derecho es creciente en t.
Por lo tanto H(0) =1
» Haciendo y = —1 tenemos que H'(—1) = H(—t"?%), pero si H(—1) = 0
entonces H(—t"%) = 0° = 0 para todo t real y si H(—1) = 1 entonces
H(—t7%) = 1* = 1 para todo t real. En ambos casos se contradice que H
sea no degenerada.
por lo tanto H(—1) esta en (0, 1).
Sea 07! = —a, G(—1) = exp{—(—p)®}, u = t~%. Sustituyendo con y = —1 en
(1.6), para u > 0:

H(—u) = (exp{—(-p)"})
= exp{—(-p)*t}
= exp{—(—pu)}
= Uu(pu).

O

Es importante tener presente que el Teorema (1.1) no garantiza la existencia de un limite
no degenerado para M, ni nos dice cudl es el limite cuando existe, lo que si nos dice es
que teniendo méaximos con la normalizacién adecuada y que convergen en distribucién a un

limite no degenerado, entonces este limite debe de ser una distribucién de valores extremos;
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mas ain, no es necesario conocer la ditribucién F' de la muestra original.

El siguiente concepto define qué clases de distribuciones caracterizan las posibles distri-

buciones limite para el maximo M,, de una secuencia de v.a.i.i.d. bajo tranformaciones afines.

Definicion. (Distribucion Max-estable) Una distribucion G se dice que es maz-estable

st para todo n € N ezisten constantes a,, > 0 y b, € R tales que
G"(anx + by) = G(x).

Como G™ es la funcién de distribucion de M,, = maz(Xy, ..., X,) de v.a.i.i.d. con funciéon
de distribucion G, se tiene que la max-estabilidad es una propiedad satisfecha por aquellas
distribuciones cuyos maximos conducen a una distribucién del mismo tipo que la original. A
continuacién se presenta un teorema que describe la relacién de las funciones max-estables

con las DVE.

Teorema 1.2. Propiedad limite de las distribuciones max-estables La clase de las
distribuciones maz-estables coincide con la clase de las posibles distriuciones limite no dege-

neradas para mdzximos apropiadamente normalizados de v.a.i.i.d.

Demostracion. Por definicién sabemos que toda funcién max-estable es una distribucion
limite para méximos de v.a.i.i.d. Resta demostrar que aquéllas distribuciénes limite para
méaximos apropiadamente normalizados de v.a.i.i.d. son max-estables. Supongamos entonces

que para constantes apropiadas tenemos que para alguna funcién G no degenerada

lim F"(anx +b,) = G(z), z€R,

n—oo
y por el Teorema (1.1) sabemos que las posibles funciones de distribucion limite son continuas,

por lo que para toda k € N,

k
lim F™(an,z 4 by,) = ( lim F”(anx+bn)) =GF(z), z€R

n— 00 n— 00
ademas

lm F™ (appz 4 bpp) = G(z), z€R.

n—o0

Por el Teorema de Convergencia a Tipos (C.1) tenemos que existen constantes ax > 0 y

b, € R tales que

; Ank ~ . bnk —bn 7
lim =ar y lim ——— =1by,
n—00 QA n—r00 Qp,
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G*(arz + by) = G(x),
para cada k. Por tanto, G es una distribucién max-estable. O

Se concluye entonces que la clase de las DVE representan las tinicas distribuciones max-
estables posibles. Basta simple manipulacién algebraica para demostrar la max-estabilidad de
cada una de las tres DVE. Nétese que con (1.2) y (1.1) se puede concluir que las distribuciones

de valores extremos coinciden precisamente con la clase de las distribuciones max-estables.

1.1.2. Dominios de Atraccion del Maximo de las DVE

Para conocer cuales son las condiciones necesarias para obtener distribuciones limite o
més precisamente las distribuciones de valores extremos G y asi reunir en una misma clase a
todas las distribuciones F' cuyos méximos normalizados tienen el mismo tipo de distribuciéon

limite se requiere definir algunos conceptos.

Definicion. (Dominio de Atracciéon del maximo) Se dice que la funcion de distribucion
F' pertenece al dominio de atraccion de la distribucion de valor extremo G (F € D(G)), si

ezisten constantes a, > 0, b, € R tales que
F*(apz +b,) =P(M, <apzr+0b,) —G(x), z€R. (1.7)

Es importante hacer notar que no es necesario conocer la forma exacta de F' para deter-
minar a qué dominio de atraccidén pertenece, sus méximos sélo pueden pertencer al dominio
de atraccién de alguna de las tres distribuciones de valores extremos y el comportamiento que
tenga en su cola F determinard su dominio de atraccién. Mediante la siguiente proposicién

se tiene otro criterio para precisar a los dominios de atraccion.

Proposicion 1.2. Sea F' una funcion de distribucion, entonces F € D(G) con constantes

normalizantes a, >0 y b, € R si y solo si

lim nF(a,x +b,) = —InG(x). (1.8)

Donde F(z) =1— F(z). Cuando G(z) = 0 el limite se interpreta como oc.

Demostracion. Supongamos que G(x) > 0, sacando logaritmos en (1.7) tenemos

—nln (1 - F(apz +b,)) = —InG().
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Usando que lim, , o —In(l — 2)/z = 1 tenemos que —In(1 — z) ~ z cuando z tiende a 0,
deducimos que

nF(apx + b,) — —InG(x).

Basta mostrar que F(a,z + b,) — 0 cuando n — co. Esto se da pues de otro modo existiria
una subsucesién con indices {ny} tal que F(a,,x + by,,) estaria acotada por algo positivo,
de modo que (1 — F(an,z + bnk))nk < 1, lo que implicaria que F " (an,x + by, ) — 0 llegan-
do a una contradiccién, pues supusimos que Fn(anx + b,) = G(x) > 0. Para el reciproco,

supongamos (1.8). Tenemos entonces que

F'apz +b) = (1-F(apz+ bn))n
- <1 - W) —exp{—(~InG(2)} = G(x).

En caso de que G(z) = 0, supongamos (1.8) interpretando el limite como oo, pero que
F"(a,z + b,) no converge a 0 cuando n tiende a infinito, esto implica que existe una sub-
sucesion para la cual F™ (an,x + by, ) — H(z) > 0 para alguna funcién H se sigue que
niF(an, 2+ by, ) — —In H(x) < 0o, lo cual es una contradiccion. De manera similar se prue-

ba el reciproco. O

1.1.3. Distribucién Generalizada de Valores Extremos (DGVE)

De acuerdo con Von Mises y Jenkinson (puede consultarse en [39]), es posible obtener una
representacion de las tres distribuciones de valores extremos involucrando un solo pardmetro.
Esta representacion se conoce como Distribucion Generalizada de Valores Extremos (DGVE,

GEV por sus siglas en inglés) y resulta de gran importancia en las aplicaciones estadisticas.

Definicion. (Distribucién de valores extremos generalizada (DGVE)):? La distri-
bucion generalizada de valores extremos (DGEV o GEV por sus siglas en inglés) se tiene
como una distribucion con una parametrizacion comun de las tres distribuciones de valores

extremos y estd dada por

=

ep{-(1+&)t} . g£0,

Ge(x) =
exp(—e™") , £€=0.

donde (14 &x) >0

3Representacion propuesta por Von Mises (1954) y Jenkinson (1955).
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El pardmetro £ es conocido como el pardmetro de forma de la DGVE, cuyo valor determina
la correspondiente distribucién de valores extremos. Tenemos entonces que el soporte de G¢
corresponde a,

x>—¢1 para € >0 DVE Fréchet,
<=1 para € <0 DVE Weibull,
zeR para &€ =0 DVE Gumbel.

Introduciendo pardametros de localizacién p y de escala o > 0 en la DGVE:

G (@) = Ge(T—L)

a

Gg,u,o(x)=exp{—{1+§(xgu)}_é} (1.9)

La DGVE proporciona una representacion de gran utilidad en la aplicacion estadistica

pues unifica las tres representaciones de las DVE. Para £ = 0 tenemos la misma expresion,

esto es A(z) = Go(z).

Para £ > 0, con o = 1
Ge(z) = exp{—(l—ka:/oz)*a}
)
= exp{ —
o
_ (I)a<x+a>.
o

Para £ <0, con v = —£1

Ge(r) = exp{-(1—z/a)"}

)]
_ @a<$;a).

Las estimaciones de cuantiles extremos de la distribucién de valores extremos se obtienen

entonces invirtiendo (1.9):

gy P EIS )T A0 (1.10)

p—o In(=In(1—p)) , €=0
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donde G(zp) = 1 —p. A x, se le conoce como nivel de retorno asociado al periodo de
retorno 1/p, se espera que el nivel de retorno z, sea superado en promedio una vez cada 1/p
anos.

Un resultado propuesto por Pickands, Balkema y de Haan [30] brinda una caracterizacion
del dominio de atraccion de la Distribucion Generalizada de Valores Extremos y se enuncia

a continuacion.

Proposicion 1.3. Sea F' una funcidn de distribucion. Para £ € R, F € D(G¢) si y solo si

existe una funcion a(-) positiva, medible tal que para 1+ {x > 0,

lim F(ui za(u)) _ (1+&x)" ¢ €40 (1.11)
wor  Fu) =0

Demostracion. Para el caso £ = 0, se trata de la Proposicion (1.2).
Para £ > 0 tenemos entonces que (1.11) es equivalente a F € D(®), lo cual implica que
F € VR_,, con a = £~1. Entonces, por la Representacién de Karamata para funciones de

variacion regular (ver apéndice C), F tiene la siguiente representacion

F(z) = c(z) exp { /1 ") dt} ,

t

donde ¢(z) = ¢y y 0(z) = —a cuando  — oco. O bien como

Fz) = c(aﬁ)exp{—/lz a(lt)dt},

donde a(x)/x — a1, o bien a(x) ~ £x cuanto z — oo. Entonces

Flutwa(w) _ clutae@w) f oo 1
F(u) B c(u) p{ L a(t)dt}

v a(w
~ d
o {/ alu+ va(w)) } ’
cuando u — co. Haciendo el cambio de variable ¢t = u + va(u) tenemos que
c alu) v L
L LV A _Sv g
o {/ alu+ va(u)) } o {/ §lu+v) }

z 1
- {/0 1+ évd”}

— exp {_21n(1 +§x)}

= (1+&a)7Ve

con lo que concluimos (1.11). Reciprocamente, si se cumple b), tomamos a,, = (1/F)* (n)

como en la demostracion de la Proposicion (1.2). Tenemos que F(a,) ~n~1, y que a,, — wr
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cuando n — oo. Entonces

(1 —|—§x)*1/5 = lim w = lim nF(a, + za(ay))

n—00 F(an) n—00

lo cual implica, por la Proposicién (1.2), que F' € D(Ge). El caso para £ < 0 puede demos-

trarse de manera similar.

Es importante resaltar que el método de maximos por bloque es el enfoque central en el
desarrollo de la TVE y se necesita tomar en cuenta un aspecto critico al implementarlo pues
se debe tener cuidado con la eleccion del tamano de bloque, por un lado, bloques demasiados
pequenos llevarian a que la aproximacién limite dada en el teorema (1.1), sera con mucha
probabilidad pobre, causando un sesgo considerable en la estimacién y por el otro, grandes
bloques ocasionarian que se tuvieran pocos méaximos lo que llevaria a una gran varianza en

la estimacion.

Teniendo en cuenta las desventajas mencionadas, existe otro método que es cominmente
més utilizado en la practica ya que permite el aprovechamiento de méas datos en el andlisis y el
cudl es conocido como método de excedencias sobre un umbral (POT, Peaks Over threshold).
Gracias al resultado (1.3) se tiene una interpretacién muy util que relaciona a la Distribucién
Generalizada de Valores Extremos con la Distribucién Generalizada de Pareto, la cudl se vera

a continuacioén.

1.2. Excedencias sobre un umbral (POT)

A continuacion se describe el método que considera valores extremos como aquellos va-
lores que exceden un umbral especifico y es llamado modelo de Picos o excedencias sobre un

umbral.

Partimos de X una variable aleatoria con funcion de distribucion F' y extremo derecho
zp. Para u < zp fijo, decimos que ha ocurrido una excedencia de u si X > u y llamamos
excedencia al valor de X y exceso sobre el umbral u a la cantidad X — u que fue excedida

por X por encima del umbral.
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Se describe este método partiendo de una secuencia de variable aleatorias i.i.d. X1, X5, ...
con funcion de distribucion F' y considerando a los eventos extremos o datos excedentes como
aquellas observaciones x; que excedan un umbral fijo u lo suficientemente alto; por lo que
resulta importante conocer el comportamiento de éstos valores excedentes que estid dado
por una funcién de distribucién condicional usualmente llamada funcion de distribucion de

Ezceso y que se define a continuacion .

Definicion. (Funcién de distribuciéon de excesos): Sea X wuan variable aleatoria con

funcion y extremo derecho xp. Para u < xp fijo,
F,(y)=PX —u<y|X>u), 0<y<azp-—u (1.12)

es la Funcion de distribucion de excesos de la variable X sobre un wmbral u, y = x — u son

los excesos.

Notemos que podemos escribir a F}, en términos de F' como se muestra:

Fly+u) — F(u) _ Fx) - F(u)

W == Fm T o)

1.2.1. Distribucion Generalizada de Pareto

La distribucién empleada para modelar las excedencias sobre un umbral es la distribucién
Generalizada de Pareto y que definimos a continuacioén. Para profundizar en sus caracteris-

ticas y resultados principales puede consultarse [13] y [30].

Definicion. (Distribuciéon Generalizada de Pareto (DGP)): La distribucion Genera-

lizada de Pareto He es definida como:

1—(1+&)T , €40,

st & <0 en el ultimo caso.
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Notemos que podemos llegar a la expresion de Hy a partir de H¢ tomando el limite en
cero para &. Se le conoce a He como la Distribucion Generalizada de Pareto estandar (DGP)
a la cudl se le pueden anadir parametros de localizaciéon v y escala [, para representar a la
familia de distribuciones H , g, reemplazando al argumento = por (z — v)/f3 para v€ R y

B > 0y ajustando el soporte adecuadamente.

Una funcién que resulta de importancia para el analisis de extremos en el modelo de Picos
sobre un Umbral es la funciéon media de exceso, la cudl es la esperanza del valor del exceso
de una variable aleatoria X sobre un umbral u, condicionada a que dicha variable excedi6 el
umbral. Servird como una herramienta gréfica para la seleccién de un umbral adecuado para

realizar una aproximacién con la DGP.

Definicion. (Funcion Media de Excesos). Sea X una variable aleatoria con funcion de

distribucion F y extremo derecho xp. Para u < zp fijo,
e(u) = BE(X —u|X > u) (1.13)
es llamada la Funcion Media de Exceso de X.

La DGP y la funcion de excesos se relacionan con el dominio de atraccion de la Distru-
buciéon Generalizada de Valores Extremos mediante la Proposicion 1.3. Supongamos que X
es una variable aleatoria con funcién de distribucion F' € D(G¢) y que a(-) es una funcién

positiva, entonces tenemos que

lim Fy(za(u)) = 1— lim P ()Z(;)u >

utwp utwr

X>u>

P(X > u+ za(u))

= 1— lim
utwp P(X > U)
— 1 tm F(u+ za(u))

De aqui tenemos que si F, es una funcién de distribucién de excesos asociada a una dis-
tribucién F' que cumpla con ciertas caracteristicas, entonces la DGP puede ser usada como

una aproximacion de la disfribucion de los excesos escalados sobre un umbral alto u.
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Tal relaciéon junto con la preposicion (1.3) nos lleva a uno de los resultados centrales en

la Teoria de Valores Extremos. El enunciado de este teorema fue consultado en [30].

Teorema 1.3. (Pickands-Balkema-de Haan). Para una clase grande de funciones de

distribucion F y un umbral alto u, si F, es la funcion de distribucion de excesos entonces
Fuly) ~ Hepy),  u— o0,

donde

/&
Hep(y) = - <1 ’ 5%) 270, (1.14)
1—e¥/8 , £€=0,

para y > 0 cuando £ > 0; 0 <y < —3/€ cuando £ <0 y

0 ,y<0

He g(y) = Ty

para £ < 0 en el dltimo caso.

La expresion en (1.14) del Teorema de Pickands-Balkema-de Haan define a la Distribu-
cién Generalizada de Pareto denotada por He g. Si definimos a # = y + u, la DGP puede
expresarse en términos de x como He , g(7) = 1 — (1 + &(x — u)/B) /¢, Este resultado es la

base para la estimacién de la distribuciéon de los excesos sobre umbrales suficientemente altos.

En resumen, en este capitulo se vio que la Distribucion Generalizada de Valores Ex-
tremos describe las distribucion limite de méximos normalizados, asociados con el modelo
de Méaximos por Bloque para elegir observaciones extremas, respaldado por el Teorema de
Fisher-Tippet-Gnedenko; y la Distribucion Generalizada de Pareto aparece como la distri-
bucién limite de excedencias escaladas sobre umbrales altos, en el modelo de Picos sobre un

Umbral o POT respaldado por el Teorema de Pickands-Balkema-de Haan.






Capitulo 2

Teoria de Valores Extremos

Multivariada

El concepto de dependencia es un aspecto fundamental que resume la relacién existente
entre dos o més variables aleatorias. En la teoria de valores extremos multivariada (TVEM)
se trata de entender como los eventos extremos de una variable se relacionan con los eventos
extremos de otra, asi como cudles son las posibles estructuras de dependencia que describen

esa relacién y como estimarlas.

Asi como en el caso univariado, la TVEM también se aborda mediante los métodos de
maximos por bloques y excedencias sobre un umbral y su estudio se forma por dos compo-
nentes, que son las distribuciones marginales y la estructura de dependencia que presenta el
comportamiento conjunto entre las variables en cuestion. En este capitulo se desarrollara la
caracterizacion de los extremos multivariados mediante los métodos de maximos por bloque
y excedencias sobre un umbral para modelar las distribuciones marginales, y usando teoria
de copulas para la estructura de dependencia. Ademas se describirdn algunos resultados de

copulas y copulas de valores extremos bivariados.

33
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2.1. Modelacién de valores extremos en R?

En forma similar al caso univariado, una forma de modelar eventos extremos multivaria-
dos esta basada en el método de maximos por bloque, es decir, dada una serie de vectores
aleatorios i.i.d. en R? se forma una secuencia de bloques del mismo tamaifio, donde cada
bloque se reduce en su componente méximo y después la colecciéon de bloques de maximos

es modelada mediante una distribucién multivariada de valores extremos.

Sea & = (w1,...,24) € RL Si X; = (Xi1,.--,X54), i = 1,...,n una muestra de n
vectores aleatorios indepenidentes e idénticamente distribuidos (i.i.d) de dimensién d con

funcién de distribucién conjunta F' y funciones de distribucién marginales F; para j =

1,...,d, se define el vector de componentes maximos (M,,) como,
Mn = (]\471’17 . 7]\471’01) = ( HlfiX Xi,h ey ma',x Xi,d) (21)
1<i<n 1<i<n

La funcion de distribucion de M, evaluada en x esta dada por,

P(M, <z = P(My1<z1,....,.Mpq<uzq)
= PXi1<z1,..., Xn1<x1,.... X140 <xgy..., Xna < xq)
= PXi1<z1,.... X1 a<xg,.. -, Xn1 <x1,...,Xna < xq)
= PXi1<z1,...,X14 <zq)
= F'(x) (2.2)

La penultima identidad es valida porque los vectores son independientes e idénticamente

distribuidos.

Es importante hacer notar que M,, no necesariamente serd una realizacién observada en
la muestra original, sin embargo, segin fuentes como ([10], [30], [6]), entre otras, éste es el

vector que se considera para el estudio de extremos multivariados.

Del mismo modo que en el caso univariado, para evitar degeneraciéon de la distribucién
limite de M,,, se buscan secuencias de vectores normalizantes, a, y b, con componentes

an; >0yb,; €ER, j=1,...,d tales que cuando n— oo,
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P (M"a;b” < :c) = F"(a,z +b,)— H(x), VYzecC(H) (2.3)

para una funcién de distribucion d-dimensional H con marginales Fj, j = 1,...,d. no

degeneradas. El teorema de convergencia para méaximos multivariados queda parcialmente

resuelto por la teoria univariada pues observemos que para cada marginal, si j =1,...,d
Mn J bn 7
P| ——= <u; | > Hj(z;), cuando n— oo (2.4)
n,j

En caso de existir constantes normalizantes a, ; > 0y b, ; que hagan que el limite H;
sea no degenerado, para cada j, por lo visto en el capitulo anterior, por (1.1) las marginales
son necesariamente DGV E. Nos resta ver el manejo de la estructura de dependencia y la

forma de H.

Por la siguiente definiciéon podemos agrupar a F en una clase de distribuciones caracteri-

zadas por H.

Definicion. (Dominio de atraccién de DMVE) Si se tiene (2.3) para alguna F y H, se
dice que F pertenece al dominio de atraccion del mdzimo de H, Fe D(H), y H es llamada

una distribucion multivariada de valores extremos (DMVE).

Para el desarrollo de los siguientes capitulos es necesario definir el concepto de copula y
sus resultados principales. La palabra cépula fue empleada por primera vez en un sentido
matematico o estadistico por Abe Sklar (1959) en el teorema que lleva su nombre y en donde
describe las funciones que unen conjuntamente distribuciones univariadas para formar dis-

tribuciones multivariadas, éstas se definen a continuacién.

Definicion. (Cépula) Una cépula bivariada es una funcion C : [0,1]> — [0,1] con las

siguientes propiedades:

1. Para cada u,v en [0,1]
C(u,0) =0=C(0,v),
Cu,1l)=u y C(1,v) =w.
2. C es 2-creciente, es decir, para cada uy,us,vy,vs en [0,1] tales que uy < ug y v1 < vg,

C(UQ,UQ) — C(UQ,Ul) — C(ul,’Ug) + O(’U,l,’Ul) > 0.
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Estas propiedades definen a una copula bivariada como una funciéon de distribucién en
[0,1]? con marginales uniformemente distribuidas. Mayor detalle de los resultados de copulas

presentados en esta tesis se puede encontrar en [31], [12].

Uno de los teoremas centrales de la teoria de copulas es el teorema de Sklar (1959).
Gracias a éste, cualquier funcién de distribucién bivariada (multivariada) F' se puede escribir

como la composicién de una cépula C' y sus distribuciones marginales F; como sigue:

Teorema 2.1. Sklar, 1959 Sea H una funcion de distribucion conjunta bivariada con mar-

ginales F y G. Entonces existe una cépula C tal que para cualesquiera z, y en R
H(z,y) = C(F(x),G(y)). (2.5)

Si F y G son continuas, entonces C es unica, en cualquier otro caso, C sdlo estd deter-
minada de forma inica sobre el conjunto Ran F x Ran G. donde Ran F = {z : z =
F(x) para algn x} Ademds si F, G son funciones de distribucion dadas, y C es una cépu-
la, entonces la funcion H definida mediante (2.5) es una funcion de distribucion conjunta

bivariada con marginales F y G.

Notese que las marginales de una copula tienen que ser uniformes. Esto se logra mediante
la tranformacion integral de probabilidad (Teorema C.2 del Apéndice C). La demostracion

del teorema se puede consultar en [31].

Existen diferentes familias de copulas que se han estudiado ampliamente en la literatura
y que tienen caracteristicas particulares; ejemplos de estas familias son las arquimedianas,
elipticas y las de valores extremos. Detalles de estas familias se puede encontrar en [31]; a

continuacién definiremos la familia de cépulas arquimedianas.

Definicion. (Copulas Arquimedianas) Una cdpula C es llamada Arquimediana si existe
una funcion continua, estrictamente decreciente y conveza ¢ : [0,1] —[0,1] con ¢(1) = 0 tal

que C puede escribirse de la siguiente manera

C(u,v) = ¢~ (d(u) + ¢(v)) .

donde ¢l es la pseudo inversa de ¢ definida por:

o) = o~'(t) , 0<t<p(0),
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La funcion ¢ es llamado el generador arquimediano de la cépula C.

EJjEmprLO 2.1. Cépula Gumbel:
Sea ¢(t) = (—log(t))? con @ > 1, entonces:

—0(—In¢t)??

n <.

o ¢(1) =0, $(0) = o0, es estrictamente decreciente en [0,1] pues ¢ (t) =

1"

e ¢ (t) >0 en [0,1] por lo que ¢ es convexa.

Entonces la copula C estda dada por:

Clu,v) = ¢ (¢(u) + ¢(v))
= exp (— [(—Inu)? + (= Inv)?] é) :

Notemos que las marginales de una distribucién bivariada (multivariada) de valores ex-
tremos H son necesariamente DGVE y como todas las DGVE son continuas, por el teorema
de Sklar tenemos que H tiene una cépula tnica. A dicha copula se le conoce como copula
de valores extremos. Las copulas de valores extremos presentan caracteristicas y propieda-
des particulares. A continuacién se presenta un concepto que permitird caracterizarlas mas

adelante.

Definicion. (Copulas Max-estables) Una copula C' es maz-estable si para cada nimero

real positivo r y para cualesquiera u,v en (0,1),
C(u,v) = C™(u*/",v1/m). (2.6)
EJEMPLO 2.2. La cépula Gumbel es maz estable:
Cu'v') = exp|—[(~In ut)a + (=In vt)a]]
exp |~ [t [(~In ) + (~ln )]/

[exp [— [(=Inuw)* + (=In v)a]l/aﬂt
= C'u,v)

A continuacion se presentaréd la version bivariada del método de méaximos por bloque.
Posteriormente se desarrollaran la caracterizacion de H mediante copulas de valores extre-

mos.



38 CAPITULO 2. TEORIA DE VALORES EXTREMOS MULTIVARIADA

2.1.1. Maximos por bloque bivariados

Sea una sucesion de vectores aleatorios i.i.d (X;,Y;), ¢ = 1,... y para cada n sea

Mgy = max (Xq,...,X,) y My n) = mix (Y1,...,Y,). Es posible encontrar transforma-

ciones lineales M('x,n) = anMzpn) + bn (@, > 0)y M(y’n)

= cnMyn) +dn (cn > 0) tales
que, en el limite cuando n — oo, M(/m n Y M(/y ) siguen alguno de los tres tipos de DVE,

teniendo como distribucién conjunta limite H una distribucién bivariada de valores extremos.

Una definicién general de una distribucion bivariada de valores extremos puede ser dada
mediante copulas. Para entender como se distribuye el vector de componentes maximos
necesitamos encontrar una funcién de distribuciéon H y lo haremos mediante una cépula

Cny-

2.1.2. Modelo Bivariado de Excedencias sobre un umbral

Sea la sucesion de vectores aleatorios i.i.d (X1, Y1), .., (X,,Y,) con distribucién conjunta
H(z,y) = C(F(x),G(y)) para alguna copula C, marginales F, G, y H que esta en el dominio
de atraccion de una distribucién multivariada de valores extremos. Buscamos aproximar la
cola derecha de la distribucién de las excedencias H que sobrepasen cierto vector de umbrales
altos u = (ug,u,). La teoria univariada descrita en el primer capitulo, Seccién (1.2), nos dice
que, para T > u, y u, suficientemente alto, la cola de la funcién de distribucién marginal F'

debe de ser aproximada por una forma funcional a base de DPG, al igual que G,

2.7)

Pero C' es desconocida y se debe en si aproximar en la cola. Supondremos entonces que
podemos sustituir la cépula C' con un tipo de cépula llamada de valores extremos C., que

definiremos mas adelante, y asi tener
H(z,y) = Ci(F(2),G(Y), &> ua, Y = uy. (2.8)

Se completa la especificacién del modelo escogiendo una copula pardmetrica de valores
extremos tratable y flexible para C,. Segun [30] la copula Gumbel es una de las copulas de

valores extremos particularmente conveniente.
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El argumento para (2.8) serd dado mas adelante al describir resultados principales de

copulas de valores extremos.

2.2. Copulas de valores extremos

Sean (X1,Y7),(X2,Y2),...,(X,,Y,) vectores aleatorios con una funcion de distribucion
conjunta H, marginales F' y G para X; y Y; respectivamente; sea C' una cépula cual-
quiera C'y sea C(,) la copula del vector de componentes maximos M, ) = maz{X;} y

My ny = max{Y;}.

Primero encontramos las funciones de distribucion F,,) y Gy de M, ) y My p), TeS-

pectivamente. Como para todo X;, i =1,...,n tenemos que
P(Mgn <o) =P(X; <2) = [P(X; <a)]" (2.9)

por tanto F(,,)(z) = [F(z)]" y Gm)(y) = [G(y)]". Entonces

Hy(@,y) = P (M) <o My <)

= P(X; <Y<y ,ie{l,...,n}

= [H(z,)"

= [C(F(z),G))"

= [e[(Fm@)"™, Cw@)""]]"
Por lo tanto tenemos

Cony(u,v) = O™ (ut™ vt para u,v € [0,1]. (2.10)

Esto es, C(,) es max estable.

Teorema 2.2. Cdpula de vector de maximos Si C' es una copula y n un entero positivo,
entonces la funcion C,) dada por (2.10) es una cépula. Ademds, si (X;,Y;), i € {1,...,n}
son pares de vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidas con copula C,

entonces C(y) es la copula de M, = (M4 ), M(yn)).

El teorema anterior habla sobre cépulas C(, definidas para cada n. Si consideramos la
secuencia {C(y)}, podemos preguntarnos sobre el limite de ésta, lo cual nos lleva a la nocién

de copulas de valores extremos (CVE), que definiremos a continuacion.
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Definicion. (Copula de valores extremos) Una cépula C. es una cépula de valores

extremos si existe una cdpula C tal que

Ci(u,v) = lim C" (ul/",vl/”) (2.11)

n—oo

para u,v en (0,1). En ese caso, se dice que C pertenece al dominio de atraccion de C.,

(CeD(C)).

De manera aniloga a la teoria univariada, el concepto de Max-estabilidad caracteriza
a las clases de distribuciones limite para el maximo M,. El siguiente teorema describe la

relacion de las copulas max-estables con las CVE.

Teorema 2.3. CVE-Coépula max-estable Una cipula C' es una cépula de valores extremos

st y solo si es maz-estable.

Demostracion. Por la definicion (2.6) cada copula max-estable es una copula de valores
extremos. De forma inversa, si C,) es una CVE, entonces C(,) satisface (2.11) para alguna

copula C| entonces para cualquier real positivo r,

C:(U)(ul/r7vl/r) = lim C'r'n(ul/rn’vl/rn) _ C*(%v)

n—o0

por lo tanto C, es max-estable.

O

Recapitulando se tiene que en el caso de dimensiones mayores o iguales a dos, si (2.3)
se cumple para alguna funcién de distribucion H con marginales DGVE, entonces la copula
C' asociada de manera natural con H como en (2.1) satisface (2.10) y es la copula de una

distribucion multivariada de valores extremos.

Una vez caracterizada la clase de distribuciones bivariadas de valores extremos por medio
de copulas de valores extremos, se busca tener una representacion mas general de ellas. El
siguiente teorema nos da una representaciéon de las CVE mediante una medida exponente, el

teorema se puede encontrar en [22] y [14].

Teorema 2.4. Una copula d-variada C es una copula de valores extremos si y solo si existe
una medida finita de Borel H en Ng_1 = {(u1,...,uq) € [0,00)7 : > uj = 1}, llamada

medida espectral, tal que

Cluy,. .., uq) = exp{—C*(=log uy,...,—logug)}, (u1,...,uq)" € (0,1]¢, (2.12)
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donde la funcion de dependencia de cola estable £* : [0,00)% — [0,00) estd dada por
0 (z1,. .., xq) = / ‘Irlléxd{wjxj}dH(wl, coowg),  (z1,..,29) " €10,00)%  (2.13)
Baoy =1

La medida espectral H es arbitraria y cumple

/ w;dH(wi,...,wg) =1, je{l,...,d}
VAP RE]

La funcién de dependencia de cola estable £* es convexa, homogénea de grado uno, esto
es que para c > 0

ez, ..., cxq) = cl(x1,...,2q) (2.14)

y ademés, para (z1,...,24) € [0,00)¢ , max(x1,...,2q4) > 0 (v1,...,24) > 21 + ... + 24 .
Para mas detalles sobre la funcién de cola estable y sus propiedades se puede consultar [22]

y [14].

A continuacion presentamos una definicién muy importante para la representacion de

CVE; ésta definiciéon se puede encontrar en [14].

Definicion. (Funciéon de dependencia de Pickands) La funcidn de dependencia de

Pickands A : Ng—1 — [1/d, 1] estd definida como

0 (zq, ...,
A(wy, ... wg) = M (2.15)
Dic1 T
donde wj = ZdL’ j=1,...,d para (z1,...,24)" € [0,00)\{0}, ademds ocurre,
i=1 Ti
1. A es convexa
2. maz{wi,...,wg_1} < A(wi,...,wq_1) <1 para (w,...,wg_1)" € Ng_1

2.2.1. Representacion de coépulas de valores extremos

La definicion (2.15) junto con (2.12) da lugar a una representacion para cdpulas de valores
extremos expresada en términos de la funcion de dependencia de Pickands A y que segin

[14] es la mds usada para las CVE. La representacion es la siguiente,

d
log uq log ug—1
C(ul,...,ud):exp{< Zogui>A< e )} (2.16)
2 ST g L log
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De acuerdo a [22] en R? se restringe a la funcién de dependencia de cola estable (* en
ANy ={(1—t,t):t€[0,1]} y entonces siguiendo (2.12), sabemos que podemos representar a

una copula bivariada de valores extremos como

C(u1,u2) = exp{—£*(—log(u1), —log(us2))} (2.17)

Tomando w1 =1 —1t y wy =t como se hace en [14], tenemos por (2.15) que la funcion

de dependencia de Pickands, para el caso bivariado, queda definida como

£*(—log(u1), —log(uz))
—log(u1) — log(uz)

—*(log(u1), log(uz))

—(log(u1) + log(uz))

g*( log(ui)  log(uz) >

log(uius)’ log(uius)

Al - t,t)

Sea
_ log(us)

= Tog(urus) (2.18)

Por comodidad suele escribirse A(t) en vez de A(1 —t), como se puede ver en [14], de

esta forma tenemos

Alt) = 0* ( log(wr) ~_log(us) > — (1 —t,1), (2.19)

log(uiuz)’ log(uiuz)
En la figura (2.1) se muestra un grdfico de funcion de Pickands en R?. Por la propiedad
2) de la definicion, se encuentra definida en el drea triangular que se muestra en la grdfica,
la linea amarilla punteada corresponde al caso de la copula producto o independencia y la

curva respresenta un ejemplo de una funcién de dependencia.

Los limites de la funcion de dependencia Pickands A tienen significados particulares. El
borde superior A(t) = 1 que se observa en la Figura (2.1) corresponde al caso de indepen-
dencia, correspondiendo a la cdpula producto C(uj,uz) = uy,ug = HZ(U1,U2). La frontera
inferior (los otros dos lados del tridngulo) A(t) = méx{1 —t,t} corresponde al caso de de-

pendencia perfecta, C(u1,uz) = maz{ui,us} = M?(uy, us).

Teorema 2.5. (Coépulas bivariadas de valores extremos) Una cépula bivariada C es

una copula de valores extremos si y solo si
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All)

0o 02 04 06 08 1.0

Figura 2.1: Funcién de dependencia de Pickands.

Clui,u2) = exp {(ZOg(ul) + log(us))A (log(“m)}

log(uluz)
_ (ulu2)A(log(uz)/log(uluz))7 (2.20)

con (u1,uz) € (0,12\{(1,1)} y A(w) = fol maz((1 — z)w,z(1 —w)) dH(x) para una medida
H en [0,1] que satisface

maz(w,l —w) < A(w) <1, 0<w<1, (2.21)

y es convexa. Por el contrario, una funcion diferenciable y convexra A(w) que satisface (2.21)

puede ser usada para construir una cépula de valores extremos usando (2.20)

Demostracion. De acuerdo a (2.19) tenemos que

_ r(=log(ur), —log(uz))

Alt) —log(uy) — log(us)

si y solo si:
0 (=log(u1), —log(uz)) = —log(uiusz) A(t). (2.22)

Y asi sustituyendo (2.22) en la representacion bivariada de una CVE presentada en (2.17)

tenemos

C(u1,us) = exp{log(uiug)A(t)},

con t = log(uz)/log(uius) de acuerdo a (2.18). O
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2.2.2. Modelos paramétricos

A continuacién se presentan las copulas de valores extremos clasicas en la literatura.

Copula Gumbel o logistica

Gumbel observo que a partir de Fy(x1), Fa(x2) funciones de valores extremos univariadas,

las distribuciones
[—logFg(xl,xg)]g = [—logFl(xl)]9 + [—logFg(xg)]e, 0>1 (2.23)

definen a una distribucion bivariada de valores extremos Fy(x1,22). Una prueba de este

resultado se puede encontrar en [7]. De (2.23) tenemos
Fy(1,5) = exp{—[(~log Fi(z1))’ + (~log F5(x2))°]"/’},

que con u; = Fj(x;) obtenemos la coépula Gumbel

C(ur, uz) = exp{~[(~log(u))” + (~log(u2))’]"/*}, (2.24)

(u1,u2)" €[0,1]2, @ > 1. Por (2.20) y la restriccién usual ¢ = log(us)/log(ugu) resulta en

la funcién de dependencia de Pickands
A(t) = [t + (1 - 0], (2.25)

parat € [0,1] y 6 € [1, o0]. El parametro 8 de la copula Gumbel puede ser interpretado como

medida de dependencia.

Copula Tawn o logistica asimétrica

La copula Tawn puede considerarse como una extension de la copula Gumbel. La cépula
Gumbel es simétrica, es decir, satisface C(uy,u2) = C(ug,u1) lo cual lleva a las variables
X1, X5 a ser intercambiables cuando se modelan por C, (ver definiciéon). En algunas apli-
caciones no es indicado asumir esta propiedad por lo que Tawn (1988) le di¢ flexibilidad a
la copula Gumbel incorporando dos parametros 1, 1o. La copula Tawn o modelo logistico

asimétrico [41] tiene la funciéon de dependencia de Pickands

A(t) = (1= ) (1= t) + (1= o)t + [(r (1 = )" + (¢at)°)/* (2.26)

para t € [0,1], 0 < 1,99 < 1y 6 € [1,00). Los parametros 11, 1o pueden ser interpretados

como el grado de asimetria de la funcién A. Mientras tanto 6 tiene la misma interpretacion
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que la copula Gumbel y por lo tanto es el principal determinante de la dependencia. La
version de A(t) de un parametro se obtiene tomando 11 = ¥9 = 1. Por ultimo la expresion

de la copula Tawn tiene la siguiente forma

Cur, uz) = uyuz exp{—[(~log(u))’ + (~log(us))’]/"}, (2.27)

Copula Galambos o negativa logistica

Sea Cy que denote a una copula arquimediana y 69 es la correspondiente copula de
supervivencia. Entonces 69 es la funcién de distribucion del vector 1 — Uy, ..., 1 —Uy. Como

en el caso de la copula Gumbel, solo si el limite

()
s10 5¢'(s)
existe, la adecuada convergencia del vector de maximos de Cy esta garantizada y se tiene

que ag € D(CGalamabos) T funcién de dependencia de Pickands de la copula Gumbel esta

=0 €[0,]

dada por
Ay =1—-[t 0+ 1 —t)7971/°, (2.28)
parat € [0,1] y § € (0,00]. La parametrizacion es elegida de manera que al incrementarse el

parametro 0 nos lleve a un incremento en la dependencia.

Coépula Hiisler-Reiss

Sea Cr una copula Gaussiana, es decir
Cr(u1,uz) = Cpur, uz) = €p(@ 7" (ur), 7 (u2))

con p € (—1,1) denota el coeficiente de correlaciéon, ®, la distribuciéon normal estandar
bivarada con coeficiente de correlacién p y ®~! la inversa de la funciéon de distribucién
normal estandar univariada. Se sabe desde Sibuya 1959 [36], que si p < 1, C, € € D(II), es
decir, la distribucién normal bivarada esta en el dominio de atraccién de la cépula producto.
Sin embargo, considerando el caso donde p se permite que dependa del tamano de muestra n
y que incrementa con el crecimiento de n de tal forma que p,, — 1 cuando n — oo. Entonces
si (1—pn)log n — A? € [0, 00| cuando n — oo, se tiene que C,, € € D(CHE), donde CH % es

la copula Hiisler Reiss [25], que esté definida mediante su funcion de dependencia de Pickands
Alt) = (1= t)@(21-¢) + tP(21), (2.29)

donde z; = (% + %log%_t) para t € [0,1], A € (0,00) y ® es la funcién de distribucion

normal estandar.
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Cépula t-EV

La copula t-EV recibe su nombre al ser el limite asintético del vector de méaximos de
variables aleatorias independientes distribuidas de acuerdo a la distribucién t de Student
bivariada, es decir, la cépula t se encuentra en el dominio de atraccién de la coépula t-EV.
Los dos parametros de la copula t-EV son los mismos a los de la cépula t: los grados de
libertad v > 0 y el pardmetro de correlacion p € (—1,1). Su funcién de dependencia de

Pickands est& dada por
Ay =1 —1t) - Tyg1(z1—e) + t - Tog1(z), (2.30)

1/v
donde z; = (1 +v)'/? ([ltt} - p) (1—p?)"V2parate[0,1,v>0,pe (-1,1)y T,

denotando la funcién de distribucién t de Student univariada con v grados de libertad.



Capitulo 3

Herramientas estadisticas para el

analisis de los datos

El analisis de datos requiere del uso de herramientas estadisticas descriptivas e inferen-
ciales para conocer el comportamiento de las variables de interés y hacer inferencia acerca
de la poblacién de la que provienen los datos en estudio. En este capitulo se decribirdn las
heramientas estadisticas utilizadas para el analisis de los datos y para el desarrollo de los
modelos de eventos extremos univariado y bivariado de méximos por bloque y excedencias

sobre un umbral.

3.1. Ajuste de valores extremos univariado

Como primer paso para la realizaciéon de los modelos univariado y bivariado de eventos
extremos de maximos por bloque y excedencias sobre un umbral, se inicia el estudio de todos
los datos mediante un anélisis exploratorio individual de cada variable de interés. Las me-
didas estadisticas descriptivas nos ayudan a identificar las caracteristicas principales de una
muestra de datos de acuerdo a los valores que toman y asi analizar sus caracteristicas como
posicién o localizacion, dispersion y forma. Por su parte, las herramientas graficas permiten

tener una visualizacion de los datos.

Las herramientas gréficas utilizadas en este trabajo para el andlisis estadistico de los

datos fueron histogramas, QQ plots y Box Plots, asi como medidas estadisticas descriptivas

47
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como la media muestral, la desviacién estandar y los coeficientes de asimetria y curtosis. En

el apéndice D se describen éstas mismas.

3.1.1. Estimacién de parametros

La DGVE y DGP pueden ajustarse usando varios métodos incluyendo el método de
momentos y maxima verosimilitud. El método usado en este trabajo es el de maxima verosi-
militud y se encuentra disponible en los paquetes estadisticos que utilizan métodos numéricos
para obtener los estimadores de maxima verosimilitud ya que no es posible obtener soluciones

anliticas explicitas de las ecuaciones maximo verosimiles.

Estimacion de los parametros de la DGVE

Escribiendo g¢ . » para la funcién de densidad de la DGVE con 6 = (&, u,0) su corres-
pondiente vector de parametros, My1,..., M,,, una muestra de m maximos de tamano de

bloque n y para £ # 0 se tiene la funcién de log-verosimilitud de la siguiente forma:

10) = Y Ingepo(My)
=1
1\ & M —p\ My —p\ s
— —mlna—(l-i-g) > n <1+€g>_z <1+§a> 31
i=1 =1

con 1+ &(Mp; —u)/o > 0parai=1,...,m. Cuando & = 0 la funcion de log-verosimilitud

queda como

m

l(ﬂ,o)mlnaZ(M";”) 75: cap { (Mmou>}

i=1 i=1

Para la inferencia de los niveles de retorno se procede substituyendo las estimaciones
obtenidas por (3.1) en la ecuacion de los niveles de retorno (1.10), de tal forma que la
estimacion del nivel de retorno z, asociado al periodo de retorno 1/p con 0 < p < 1 es

obtenido usando maxima verosimilitud para E # 0 mediante
a.\ ~
s —7 &
Tp=l— = (l—yp ),
3

ypara{z()

~

Tp=0—0lnyp,



3.1. AJUSTE DE VALORES EXTREMOS UNIVARIADO 49

con y, = —In(l — p). La interpretacion de x, es el nivel que se espera sea excedido en

promedio una vez cada 1/p afios.

Estimacion de los parametros de la DGP

De igual forma a la DGVE, se utiliza el método de maxima verosimilitud para estimar los
paramaetros de la DGP. Una vez elegido un umbral apropiado u, para las n, observaciones
x; que exceden el umbral u se obtiene el valor de los excesos de dichas excedencias obteniendo
y; = xj; — u, posteriormemte se estiman los pardmetros de la de la funcion de distribucion
que modela a los excesos y;. Por el Teorema de Pickands -Balkema-de Haan sabemos que la

distribucién de los excesos yi, ..., yn, puede aproximarse mediante la DGP.

Escribiendo h¢ g para la funciéon de densidad de la DGP, se tiene para £ # 0 la siguiente

funcion de log-verosimilitud:

(&5 = ) Inhes(y)
j=1

_ (14 )y ya)
= —n,Inp <1—|—£>;ln (1+§6 (3.2)
con (1+&y;/B) > 0. Para € = 0 la funcién (3.2) queda como:

3 =~ p-5 Y v
j=1

3.1.2. Diagnéstico y evaluacién del modelo

Las técnicas de bondad de ajuste tratan de medir la conformidad o discrepancia de los
datos muestrales con una distribucién hipotética, es decir si la muestra fue extraida de una
poblacién que sigue esta dsitribucién planteada. Las pruebas de bondad de ajuste utilizadas
para evaluar los modelos univariados de valores extremos analizados en esta tesis fueron la
prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS) y la prueba de Anderson Darliing. Ademas se emplearon

herramientas graficas como P-P plots y Q-Q plots.

Prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS)

Esta prueba esta basada en las diferencias entre la funcion de distribucién empirica y la

funcion de distribucién especificada. Una caracteristica atractiva de esta prueba es que no
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depende de la funcién de distribuciéon que se estd probando. Sin embargo, presenta algunas
desventajas importantes pues solo se aplica a distribuciones continuas, suele ser mas sensible
cerca del centro de la distribucién que en las colas y la distribucién debe de ser completa-

mente especificada con sus parametros correspondientes.

El estadistico de prueba Kolmogorov-Smirnov se define como
Dy, = sup |F(ugj)) — Folug))l;
x

donde wujy = x(jy vy 1) < @) < ... < Xy es la muestra ordenada, F es la funcion de
distribucién empirica o muestral y Fj es la funcion de distribucion puesta a prueba, que para

este trabajo son la DGVE, GE,&& y la DGP, HEE'

Se desea probar:
Hy : Los datos representan observaciones provenientes de la distribucion especificada Fy.

H, : Los datos no provienen de la distribucién especificada Fy.

La regla de decisiéon para aceptar o rechazar la prueba se lleva acabo mediante el valor del
estadistico de prueba y el nivel de significancia o 0 también mediante el p-value. Entonces la
hipétesis nula Hy es rechazada al nivel de significancia « si el valor del estadsitico D,, excede
el valor del cuantil 1 —« de la distribucién de D,, o valor critico al nivel «. El p-value es el més
pequetio nivel de significancia para el cual la hip6tesis nula seria rechazada, si p-value < a,
se rechaza Hjy. Ademas también brinda una idea de qué tan fuerte es la evidencia en contra

de la hipétesis nula.

Anderson-Darling

Esta prueba es similar a la prueba de Kolmogorov-Smirnov (KS), pero presenta una
mejora para las colas de la distribucién de F. Se considera méas poderosa que la prueba de
KS auqgnue hace uso de la distribucién hipotética a probar en el calculo de los valores criticos
del estadsitico de prueba, esto tiene la ventaja de permitir una prueba maés sensible y la
desventaja de que los valores criticos deben calcularse para cada distribucion.

El estadistico de prueba Anderson-Darling se define como

n

1 .
A% = —n— EZ (27— 1) [Inug +In (1= u@m_ji1) |
j=1
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donde u(;) = Fo(w(;)) y (1) < o(2) < ... < Z(n) s la muestra ordenada.

Se desea probar:
Hj : Los datos representan observaciones provenientes de la distribucion especificada Fp.

H, : Los datos no provienen de la distribucion especificada F.

La regla de decision para aceptar o rechazar la prueba se lleva a cabo de manera anéloga

a la prueba de KS.

Evaluacion grafica

Al ordenar las observaciones méaximas de m bloques Ty < oo < Tgm) la funcion de

distribucién empirica evaluada en z(;) estd dada por

G(zw)) =i/(m+1).

Sustituyendo las estimaciones obtenidas mediante (3.1) en la ecuaciéon de la DGVE (1.9) se

tiene el correspondiente modelo de maximos por bloque estimado

Glaw) = exp{—{l +§(9«°<>§—ﬁ)]s}

Si el modelo de la DGVE es adecuado, (A?(x(i)) ~ é(x(i)) para cada ¢, entonces la grafica de

probabilidades consiste en los puntos de la forma,

{(G(x(i)),é(x(i))) i=1,... m}

que deben alinearse con una recta diagonal. De igual forma se tienen los puntos de la grafica

de cuantiles

{(éw/(m + 1)),%) =1, ,m}

o () 7 [ (o) ]

Para el caso de del modelo de excedencias, suponiendo o tomando un umbral lo suficiente-

donde

sy Q)

mente alto u, los excesos y) < ... < Yy, v el modelo estimado mediante la DGP ﬁ, la

grafica de probabilidades consiste en los puntos:

[/ + 1, Hy)) i =10ona b
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; AN
Hy)=1-[(1+=
() ( 5)

para fA # 0. La grafica de cuantiles consiste en los puntos

{(I?I‘_(j/(”u + 1))7%)) J= L "“}

donde

donde

~

A = 2 (),

Para mas detalle de los modelos de diagnostico y ajuste de DGVE se puede consultar [10].

3.2. Ajuste bivariado de valores extremos

En el caso de dos variables, los métodos graficos pueden ser herramientas de exploracion

utiles para inferir en las caracteristicas de los datos.

3.2.1. Estimacién de parametros

Existen varios enfoques para la estimacion de parametros de una funcién cépula, ejemplos
pueden consultarse en [15]. El uso de maxima verosimilitud es el método de estimacion mas

directo y utilizado donde se estiman simultaneamente todos los parametros.

El método de inferencia para marginales (Inference for margins IFM) es un enfoque que
se lleva acabo en dos etapas. Los marginales se estiman en la primera etapa y en la segunda
etapa la distribucion marginal estimada se evalaa en la funcién cépula para luego estimar el
parametro de dependencia. Una caracteristica atractiva del método IFM es que uno puede
obtener copulas para las cuales la estructura de dependencia es independiente de las dis-
tribuciones marginales y es computacionalmente més atractivo. A continuaciéon se describe

brevemente este método.

Supongamos que una familia paramétrica de copulas (Cy) es considerada como un mo-
delo para la dependencia entre dos variables aleatorias X y Y. Dada una muestra aleatoria
(X1,Y7),...,(X,,Y,) de (X,Y). La estimacion de 6 se obtiene mediante maxima verosimi-

litud de la funcién de la forma

1(60) = Y log [Co{F(X,).G(¥))}
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substituyendo F = Fs, y G = Gy, donde (ﬁgn) y (@nn) son familias paramétricas
adecuadas para las marginales y d,,, 1, estimaciones por maxima verosimilitud estandar de
sus parametros derivados por los valores observados de X y Y respectivamente y se utilizan
métodos numeéricos para obtener las estimaciones de 6. Mayor detalle del método se puede

encontrar en [26] y [27].

3.2.2. Diagnéstico y evaluacion del modelo
Pruebas de bondad de ajuste y medidas estadisticas

Bajo la suposicion de que la estructura de dependencia de una distribuciéon continua
bivariada pertenece a la clase de distribuciones de valores extremos, sabemos que éstas se

caracterizan por su funcién de dependencia de Pickands (2.20).

Una prueba de bondad de ajuste desarrollada para copulas de valores extremos se basa
en el estadistico de Cramér-von Mises midiendo la distancia entre la dsitribuciéon empirica
comparada con una estimacién paramétrica de la funcién de dependencia de Pickands y dos

estimadores no paramétricos de la misma estudiados y desarrollados en [16].

Sea (X1,Y1),...,(X,,Y,) una muestra aleatoria de funciéon de distribucién conjunta des-
conocida H cuya copula subyacente es de la forma (2.20) con funcién de dependencia de
Pickandas A. Para probar la hipotesis de que A pertenece a una clase paramétrica especifica

A, es decir probar la hipo6tesis nula
Hy:Ac A={4y:0 € O}

donde O es un subconjunto abierto de R¢ para algtn entero d se puede proceder comparando
un estimador no paramétrico de A, de A con un estimador paramétrico Ay . Para este
proposito se pueden utilizar varias medidas de distancia pero se considera que el estadistico

de Cramér-von Mises definido como
1
S, = / n|A,(t) — Ay, (t)|2 dt (3.3)
0

generalmente conduce a pruebas més poderosas que, por ejemplo, el estadistico de Kolmogorov-

Smirnov [18].
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Para la estimacion paramétrica de Ay, (la funcion de Pickands que es utilizada en es-
te trabajo) se emplea un desarrollo via méaxima pseudo verosimilitud considerada en ([17]).
Existen otros métodos como los de inversion de las medidas de dependencia Tau de Kendall
y rho de Spearman como se muestra en ([19]). Detalles de los estadisticos no paramétricos

son desarrollados por Pickands ([32]).

Otra herramienta empleada para elegir un modelo paramétrico de cépula dentro de una
serie de modelos candidatos es el criterio de informacion de Akaike (Akaike information

criterion, AIC), desarrollado por Hirotugu Akaike (1973) definido como:

~

AIC = —21(0) + 2k

-~

donde [(0) es el valor maximizado de la funcién de méxima verosimlitud y & es le namero de

parametros.

Uno de los beneficios del AIC es que es computacionalmente mas eficiente que otros méto-
dos de seleccion de copula ([44]) y entonces cuando hay varios modelos de copulas y queremos
saber cudl ajusta mejor a los datos, se puede calcular el AIC para cada modelo y aquél con

menor valor se considard como el que brinda mejor ajuste.

Herramientas graficas

Una manera tutil de comparar el grafico de una copula, es a través de su diagrama de
contorno que es la representacion grafica de sus curvas de nivel. Estas altimas son con-
juntos en [0,1]" dados por C(u,v) = k con k constante, es decir para cualquier cépula C' y

un k € [0, 1] dado, el grafico de la curva de nivel es el conjunto {(u,v) € [0,1]% : C(u,v) = k}.

Para evaluar el ajuste de las copulas estimadas, se puede comparar graficamente la distan-
cia entre las funciones de dependencia de Pickands teoricas de las copulas de valores extremos

estimadas y los estimadores no paramétricos de las funciones de dependencia de Pickands.



Capitulo 4

Analisis de valores extremos del
Oleaje mediante altura de Ola y

velocidad de viento

En este capitulo se aplicara la teoria expuesta en los capitulos anteriores para analizar los
eventos extremos de un conjunto de datos bivariados de una estacion localizada en el Golfo
de México. Se utilizard un modelo de cépulas de valores extremos junto con distribuciones

generalizadas de valores extremos para el ajuste de las distribuciones marginales.

Para contar con mediciones directas provenientes de instrumentos oceanograficos que
midan dos o més datos meteoroldgicos distintos de manera independiente se considerd la
informacién del banco histérico de la National Oceanic and Atmospheric Administration
(NOAA) y la National Data Buoy Center (NDBC) que forman parte de la National Weat-
her Service, en un punto geografico localizado en el Ocedno Atlantico dentro del Golfo de

México y realtivamente cercano a la costa de Tamaulipas y Texas.

La NDBC-NOAA disena, desarrolla, opera y mantiene una red mundial de colecciéon de
datos de boyas y estaciones costeras. Todas las estaciones miden velocidad de viento, di-
reccion y rafaga, presion barométrica y la temperatura del aire, asi como la temperatura

superficial del mar, altura y periodo de olas.

35
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Se utilizaron las bases de datos histéricas de la estacion 42002 WEST GULF 207 NM East
of Brownsville, TX ubicada en las coordenadas 26°5’ Latitud Norte, 93°45" Longitud Oeste
que presenta registros cada hora durante los anos de 1980 a 2014. Las variables ocupadas
de las bases de datos para este trabajo son altura de ola significante (metros) y velocidad

de viento (metros sobre segundo). Las bases de datos son publicas y estan disponibles en el

sitio de internet de la NDBC [3].

ol ¥ Station 42002 “ Mapa
INEWIMEXICO NDBC oMiTH
T Location: 26.09TN 93.758W BCARGLINY

\ Date: Tue, 16 Jun 2015 02:50:00 UTC
Winds: SSE (160°) at 19.4 kt gusting to 23.3 kt
Significant Wave Height: 7.2 ft
Dominant Wave Period: c
Mean Wave Direction: ESE (108°)
Atmospheric Pressure: 22 84 in and rising
Air Temperature: 202 F
Dew Point: 759 F
Water Temperature: E2.4F
View Details [ - View Histor

A
Mexico FEIAMAULIPAS
Mexico

YUCATAN
AT Ao A
CAMPECHE UINTAN

Google

PUFBLA-“VERSCRIIT - L
Datos del mapa ©2015 Google, INEG! Imagenss §2015 T

Figura 4.1: Localizacién geografica de la estacion 42002 de la NDBC.

La altura un tercio o significante, esta definida como la media aritmética del 33 % de las
alturas de ola mas altas, particularmente en la NDBC, durante un periodo de muestreo de

20 minutos.

Las variables que se ocuparan en el anilisis se elegieron con base en los argumentos y
propositos planteados en la introduccion de esta tesis, se buscaban componentes importantes
para la caracterizacién del oleaje y la existencia de una relacién mutua entre los mismos.
Se eligio la altura de ola pues, de acuerdo con [37], es uno de los parametros de mayor im-

portancia en ingenieria de costas asi como en oceanografia, y la velocidad del viento pues
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de manera natural se espera estén muy correlacionados, ésto de considerar que el oleaje se
propaga principalmente en direccién del viento y que cuanto mayor es la altura de las olas,
mayor es la cantidad de energia que pueden extraer del viento. Ademas la altura de las olas
depende principalmente de tres pardmetros del viento, que son su velocidad, su persistencia

en el tiempo y su direccién. Esto puede consultarse a mayor detalle en [1].

4.1. Analisis exploratorio de los datos

Como accién inicial al estudio de los datos ocuparemos graficos y medidas estadisticas

para tener un analisis descriptivo de la informacion.

Se comenzaré analizando las variables de manera individual obteniendo un resumen es-
tadistico de la informacién mediante el calculo de la media, desviacion estandar, sesgo y
curtosis, asi como los graficos de histogramas, Box Plot y QQPlot para visualizar el compor-

tamiento de los datos.

Media Sd Curtosis Sesgo
H 1236 0.7316 7.0139 1.4989
vV  6.421 3.1098  3.0733 0.3675

Altura de oleaje (H) y Velocidad de viento (V)

Tabla 4.1: Resumen estadistico de los datos.

Podemos destacar que la forma de la distribucién de ambas variables son curvas con ses-
go positivo lo que nos indica que la distribucién se despliega hacia la derecha pues el mayor
grado de dispersién de los datos esté hacia el extremo derecho de ésta. Ademaés, la curtosis
de ambas es mayor a 3 haciendo referencia a distribuciones leptictrticas que son aquéllas
cuya forma es mas apuntada y con colas méas anchas en comparacién con una distribucién

normal.

En los histogramas y Box Plot de la figura 4.2 de las variables se puede visualizar lo
explicado en el parrafo anterior, aprecidndose el considerable grado de dispersion de las ob-

servaciones hacia la cola derecha de la distribucion.
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Figura 4.2: Histogramas de altura de Ola significante y velocidad de Viento y Box Plot.

Sin perder de vista que buscamos analizar el comportamiento conjunto de la altura de
ola significante y la velocidad de viento en el fenomeno del oleaje, necesitamos explorar la

relacién entre ambas.

Del grafico de dispersién 4.3 se puede suponer cierto grado de correlacién positiva entre
las variables cuando estas presentan niveles mas altos, hecho que es de esperarse puesto que

entre los factores que determinan la altura del oleaje estan la fuerza del viento [37].

En primera instancia podemos afirmar que tanto la variable altura de ola significante
como la velocidad de viento presentan cola derecha pesada, ésto puede vincularse teniendo
presente que el oleaje es uno de los procesos derivados del sistema climético y, como tal,
lleva asociado una ocurrencia de eventos extremos que procederemos a analizar basados en

la Teoria de Valores Extremos.

4.2. AnaAlisis de eventos extremos en el oleaje.

A continuacién analizaremos los eventos extremos del oleaje con nuestra base de datos
mediante la aplicacién de la TVEB. Comenzaremos trabajando el enfoque de maximos por
bloque el cual funje como el método eje para el desarrollo de la TVE. Primero se trabajara

la parte univariada mediante el ajuste de las marginales con distribuciones generalizadas
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Figura 4.3: Diagrama de dispersion de Altura de ola y Velocidad de viento

de valores extremos y posteriormente se abordara el caso bivariado mediante un modelo de
copulas de valores extremos. Para finalizar se trabajara el enfoque de excedencias sobre un
umbral siguiendo el mismo esquema, ajustando distribuciones generalizadas de Pareto a las

marginales y después la copula de valores extremos para la distribucién conjunta.

4.2.1. Maximos por bloque

Para el desarrollo de este enfoque necesitamos elegir el tamano de los bloques al que se
tomaran las observaciones maximas. Usualmente se ocupan bloques con observaciones anua-
les ver [10] y [30], pero en nuestro caso debido a que contamos con un historico de datos
relativamente chico y con el propésito de tener con una submuestra de observaciones mas
robusta, se eligieron bloques semestrales. De esta forma, desde el afio de 1980 hasta el 2014
se agruparon las observaciones en el primer y segundo semestre de cada ano para contar con

una submuestra con 70 observaciones maximas.

Es importante comprobar que contamos con una muestra indicada y congruente con los
supuestos de la TVE. Efectivamente, la submuestra de observaciones maximas semestrales
de ambas variables se comportan de manera independiente y estacionaria como se puede ver

en los graficos de autocorrelacion ACF y PACF de la figura 4.4. Esto fue afortunado pues,
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al elegir méximos de bloques con tamano temporal menores a un afio, se ven afectados por

las condiciones ambientales de las estaciones a lo largo del ano.

acf(H) pacf(H)
o S
LT3 < 4 1 | L
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Figura 4.4: ACF y PACF de la submuestra de maximos semestrales de altura de Ola signifi-

cante y velocidad de Viento.

Ajuste marginal

El paso inicial para nuestra modelaciéon es determinar las distribuciones paramétricas
apropiadas para nuestros datos univariados, o mejor dicho, encontrar las distribuciones mar-
ginales que mejor los describen. Una vez contempladas las hipotesis anteriores y de acuerdo
a las premisas de la TVE desarrolladas en el Capitulo 1, nuestras observaciones de maximos
semestrales se comportan como observaciones independientes de una distribucién generali-

zada de valores extremos.

La estimacion de los pardametros de las DGVE para la altura de ola significante y ve-
locidad de viento mediante méxima verosimilitud y los intervalos de confianza para cada
parametro se presenta en la tabla 4.2. Se puede consultar [40], [23], [8] para mayor detalle

sobre el paquete estadistico.

De acuerdo a las estimaciones para las marginales altura de ola significante y velocidad de
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Estimadores Intervalos
13 -0.00084 (-0.12973 , 0.12805)
Altura i 4.60387 (4.38619 , 4.82155)
o 0.84983 (0.69723 , 1.00242)
¢ -0.2105 (-0.29699 , -0.12392)
Velocidad | 16.4550 (15.66378 , 17.24621)
o 3.1449 (2.64117 , 3.64863)

Tabla 4.2: Estimadores e Intervalos de Confianza al 95 % de los parametros de la DGVE.

viento tenemos que el parametro de forma £ es negativo y corresponderia a una distribucion
con cola acotada, tal es el caso de la distribucion Weibull, sin embargo, los intervalos de
confianza del pardmetro de forma de la altura de ola contienen al cero lo que nos da una

evidencia de un posible ajuste con la distribuciéon Gumbel.

Para evaluar que el ajuste hecho explica adecuadamente nuestros datos se realizaron las
pruebas de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov y Anderson-Darling a un nivel de
significancia o = 0.05, o nivel de confianza de 95 % y para ambas pruebas, por los resultados
de la tabla 4.2 no se rechaza el modelo estimado, adicionalmente se presentan los graficos
de ajuste mediante las gréaficas de cuantiles y probabilidad y se incluyen los graficos de los
niveles de retorno como se muestra en las figuras 4.5 y 4.6. Finalmente tenemos las funciones
de distribucién marginales de los maximos semestrales de la altura de ola G5 y velocidad

de viento GG, en las ecuaciones 4.1 y 4.2.

Prueba Altura de ola (hs) Velocidad de viento (v)

Kolmogorov-Smirnov | D = 0.0797 p-value = 0.7661 | D = 0.1488 p-value=0.09001
Anderson-Darling A = 0.4634 p-value = 0.7838 | A = 2.2858 p-value = 0.06449

Tabla 4.3: Resultados del ajuste.

x — 4.60387 /000084
() = — 1+ —0.00084 [ T80 4.1
Gps(x) = exp { ( + —0.0008 ( 084933 )) (4.1)
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Figura 4.5: Gréaficas de diagnostico del ajuste de Maximas alturas de ola significante.
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4.2.2. Modelacién bivariada de maximos por bloque

Procederemos a desarrollar un modelo bivariado para la altura de ola significante y la
velocidad de viento mediante la aplicacién de la TVEB ajustando una cépula de valores
extremos a nuestros datos. El paquete estadistico usado para el ajuste de las copulas [24],
trabaja con los modelos de un sélo parametro, pues estima sélo el principal que captura la

informacion de dependencia.

Antes de ajustar nuestro modelo bivariado exploraremos la estructura de dependencia
existente entre los componentes de nuestra submuestra de maximos. Para comprobar la
hipétesis nula de independencia de la altura de Ola significante y la velocidad de viento, se

realiza una prueba de independencia;

Global Cramer-von Mises statistic: 0.2133229 with p-value 0.0004995005
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Figura 4.6: Gréficas de diagnostico del ajuste de Maximos de velocidad de viento.

Combined p-values from the Mobius decomposition:
0.0004995005 from Fisher’s rule,
0.0004995005 from Tippett’s rule

Estos valores (p values) dan una fuerte evidencia en contra de la hipotesis nula de inde-
pendencia. Por lo tanto, tiene sentido considerar modelar la dependencia entre la altura de

Ola significante y la velocidad de viento.

Del analisis exploratorio esperamos que exista una asociacién positiva entre las variables
de estudio hecho que se confirma en el grafico Chi-plot de la figura 4.7. Ademéas como la
correlacién lineal no es una medida de dependencia indicada en este contexto nos concentra-

mos en la medida tau de Kendall y resulta ser significativamente mayor que cero.

Consideraremos la clase de Cépulas de valores extremos por ser modelos adecuados para
la estructura de dependencia entre eventos extremos. Seleccionaremos entonces el modelo
que mejor ajuste de entre los siguientes cuatro: cépulas Gumbel o modelo logistico, copula
Galambos o modelo negativo logistico, cépula Tawn o modelo asimétrico logistico y el modelo

Husler-Reiss.
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Figura 4.7: Grafico Chi-plot de la altura de Ola significante y Velocidad de viento.

A continuaciéon se procede a estimar los pardmetros de éstas. Como ya se estimarédn los
parametros de las distribuciones marginales, la segunda etapa en la estimacion corresponde
a estimar el parametro de dependencia de la copula. Al unir la estimacion univariada con
la estimacién del paramatero de dependencia se esta utilizando el método IFM descrito en
el capitulo 3 en la seccién de estimacién de pardmetros. Una vez que el pardmetro de de-
pendencia de las copulas ha sido estimado, queda por evaluar cuél de ellas proporciona el
mejor ajuste a nuestros datos. Los métodos utilizados para este fin son pruebas de hipétesis

de bondad de ajuste, criterios de infromacion estadistica y métodos gréficos.

Copula Parametro | P-Value
Gumbel 1.4085 0.2972
Galambos 0.6308 0.1763
Tawn 0.7521 0.493

Husler-Reiss 0.9289 0.07942

Tabla 4.4: Resultados del ajuste.
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Naturalmente, por ser Copulas de valores extremos y por lo explicado anteriormente, las
pruebas de hipétesis hechas indican que todos los modelos serian aceptables para el ajuste,
pero para discernir entre aquel que mejor modele los datos consideramos el que haya tenido
el menor valor para el AIC. En la tabla 4.8 se muestran los resultados del ajuste, siendo la
copula Gumbel la que muestra el menor valor de AIC asi como el valor mas grande en la

estimacion de méxima verosimilitud y después le sigue la copula Tawn.

Copula Log-likelihood | AIC

Gumbel 12.24 -22.48
Galambos 11.73 -21.46
Tawn 11.88 -21.77
Husler-Reiss 11.32 -20.64

Tabla 4.5: Resultados del ajuste.

Del grafico comparativo con la copula empirica observamos (de manera intuitiva) que

ambas tienen un ajuste muy similar (ver la figura 4.8).
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Figura 4.8: Grafico de lineas de contorno: lineas punteadas azules para el ajuste de la Copula

Gumbel y lineas punteadas amarillas para el ajuste de la Copula Tawn.
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Figura 4.9: Ajuste Bivariado de Maximos por Bloque.

Del ajuste realizado tenemos la expresion de la Copula Gumbel obtenida y su funcion de

dependencia de Pickands de la siguiente forma
Cur, up) = eap{~[(~log(u1))" %% + (—log(uz)) 40571/ 140%}, (4.3)
(u1,u2)" €[0,1]2. Por el capitulo 2 y (4.4),

A(t) — [t1'4085 + (1 _ t)1'4085]1/1'4085. (4'4)

4.2.3. Excedencias sobre un umbral

Para el anélisis de los datos mediante el método de picos o excedencias sobre un umbral
se requiere primero determinar el tamano adecuado del umbral u a partir del cual se tomaréin
todas aquéllas observaciones que lo excedan para ajustar, con base en los resultados expues-

tos en los capitulos anteriores, una distribucién generealizada de pareto.

Se eligiran entonces los umbrales adecuados para las variables, altura de ola y velocidad
de viento y se desarrollara para cada una el modelo de picos sobre un umbral, posteriormente

se ajustaran copulas de valores extremos para consturir el modelo bivariado.
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Ajuste marginal

Para determinar el umbral adecuado de nuestras variables en estudio se ocuparon herra-
mientas graficas como la grafica de media de excesos descrita en el capitulo 3, que muestra un
umbral adecuado en los valores de u en los que presenta un comportamiento lineal y graficas
de las estimaciones de los parametros de escala modificada y forma a distintos valores de
umbrales en donde el umbral adecuado se indica en los valores para los que las graficas de

las estimaciones presentan un comportamiento constante.
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Figura 4.10: Grafico de Funcién de medias de excesos de altura de ola significante y velocidad

de viento.

Para el caso de la altura de ola significante, se puede ver en la grafica de media de
excesos 4.10 que comienza a mostrar un comportamiento mas lineal para valores de u mayo-
res de 4 y alrededor de 5, mientras que para la velocidad de viento la grafica de medias de

excesos comienza a mostrar un comportamiento lineal para valores de u alrededor de 16 y 17.

El siguiente paso consiste en analizar las estimaciones de los parametros de forma £ y
escala modificada 3 a distintos valores de umbrales, considerandose como umbrales adecua-
dos aquellos valores para los cuales las graficas de estimacion de los pardmetros de forma y

escala modificada se comporten de forma aproximadamente constante, y si hay estabilidad
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en uno o més rangos de valores de umbrales se elige por lo general el menor de ellos o el que

presente el mejor ajuste al modelo.

o (]
w o~
s _
j = ]
5 N_OOOOOO®o®®®®o®®®¢¢4’+-+
= 9 -
l : | | T T I I
1 2 3 4 5 6 roe
Threshold
a g—@@9o@o@‘@‘i’@(bCDq)q)d“p4)4)4)%‘%%>
3 f
o _
j e ]
- | | | | T T T T
1 2 3 4 5 6 roe
Threshold

Figura 4.11: Gréfico de estimaciones de los parametros de la DGP de escala modificada y

forma para distintos umbrales de altura de ola.

En la figura (4.11) se muestra la grafica de los estimadores de zi y 8 para la altura de ola
y se puede ver que esta presenta un comportamiento aproximadamente constante en valores
de u entre 4 y 5. Por su parte, en la figura (4.12) se tiene la grafica de los estimadores de xi y
[ para la velocidad de viento que presenta un comportamiento aproximadamente constante

en valores de u entre 16 y 17.

Teniendo los valores de umbrales sugeridos mediante las herramientas anteriores, se reali-
76 el ajuste de los modelos para varios valores dentro de los intervalos considerados y se
evaluo6 cada uno mediante pruebas de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov y Anderson
Darling para seleccionar finalmente aquél que proporcionara el mejor ajuste de ellos. Con

base en lo anterior se tomo el valor de u = 4.3 para la altura de ola y de u = 16.7 para la
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Figura 4.12: Grafico de estimaciones de los parametros de la DGP de escala modificada y

forma para distintos umbrales de velocidad de viento.

velocidad de viento.

Una vez que se tienen considerados los valores aproximados de los umbrales adecuados
debemos cuidar que las observaciones excedentes a dichos umbrales sean lo menos correla-

cionadas posibles.

En las aplicaciones y como se pude ver en [10], se suele asumir alguna condicién que limite
el grado de dependencia entre las excedencias eligiendo, por ejemplo, un tiempo especifico
de distancia de tal modo que los eventos X; > u y X; > u sean aproximadamente indepen-

dientes. Para este trabajo se eligié una condicién temporal de 7 dias.

Una vez que se procurd tener una muestra de excedencias sobre los umbrales elegidos
aproximadamente independientes, se procede a estimar los parametros de la DGP para la

altura de ola y la velocidad de viento para valores de umbrales en los rangos sugeridos por las
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N | 6 | Estimadores Intervalos
/3 0.73462 (0.5391816 , 0.9300624 )
u=4.3 | 111 —
& 0.07079 (-0.1199077 , 0.2614786)
Altura —
¢ 0.2547 ( 0.01716, 0.59393)
B 1.1722 (0.8793654 , 1.4650991)
Velocidad | v = 16.7 | 127 —
¢ 0.1409 (-0.04008965 , 0.32196652)

Tabla 4.6: Estimadores e Intervalos de Confianza al 95 % de los pardmetros de la DGP.

Umbral | Estadistico | p-value
D = 0.0716, | 0.6206
A =1.2015, | 0.2669
D = 0.0813 | 0.3707
A =0.8761 | 0.4291

u=4.3

Altura
Velocidad | v = 16.7

Tabla 4.7: Estadisticos y p-values de las pruebas de bondad de Ajuste Kolmogorov-Smirnov

(D) y Anderson-Darling (A) de la estimacion de los pardmetros de la DGP.

herramientas graficas usando el método de méxima verosimilitud y eligiendo el menor valor
de umbral que ajusta bien al modelo. En la tabla (4.6) se presentan el ntumero de excedencias

N, las estimaciones obtenidas y sus correspondientes intervalos de confianza.

Se presentan en la tabla (4.7) las pruebas de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov
vy Anderson-Darling que verifican que se tiene un ajuste adecuado de los excesos sobre el
umbral establecido pues ninguna de las pruebas es rechazada. Ademas se puede apreciar en
las graficas de diagnostico de ambos ajustes que efectivamente los modelos describen correc-

tamente a los datos.

Por ultimo, tenemos las expresiones de las distribuciones generalizadas de pareto ajus-
tadas para los picos sobre umbrales para altura de ola H, y velocidad de viento H, en las
ecuaciones (4.5) y (4.6) respectivamente, y en las ecuaciones (4.7) y (4.8) la expresion de sus
respectivos cuantiles en anos. Como la base comprende de 1980 a 2014 se consideraron 34

afios para la estimacion de n, = N/34, donde N es el nimero de excedencias de cada variable.
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Figura 4.13: Graficas de diagnostico del ajuste de alturas de ola por encima de un umbral:

u=4.3.
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Figura 4.14: Graficas de diagnoéstico del ajuste de velocidades de viento por encima de un

umbral: u = 16.7.

4.2.4. Modelacioén bivariada de excedencias sobre un umbral

Procedemos a desarrollar el modelo bivariado de excedencias sobre un umbral para la
altura de ola significante y la velocidad de viento mediante la aplicacién de la TVEB y el
ajuste de una cépula de valores extremos a los datos. De igual forma que en el método biva-
riado de maximos por bloques, se utilizé el paquete estadistico Copula [24], el cual trabaja

con los modelos de un sé6lo parametro.

Consideraremos la clase de Copulas de valores extremos para seleccionar el modelo que
mejor ajuste de entre los siguientes cuatro: copulas Gumbel o modelo logistico, copula Ga-
lambos o modelo negativo logistico, copula Tawn o modelo asimétrico logistico y el modelo

Husler-Reiss.

A continuacién se procede a estimar los pardmetros. En forma anéloga al método de

maximos por bloque, como ya se estimaron los pardmetros de las distribuciones marginales,
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Copula Parametro | P-Value
Gumbel 1.17126 0.04745
Galambos 0.39099 0.03347
Tawn 0.40887 0.1024
Husler-Reiss 0.70141 0.02248

Tabla 4.8: Resultados del ajuste.

la segunda etapa en la estimacién corresponde a estimar el pardmetro de dependencia de la
copula. Al unir la estimacién univariada con la estimacion del pardmetro de dependencia se
esta utilizando el método IFM. Una vez que el pardmetro de dependencia de las copulas ha
sido estimado, queda por evaluar cual de ellas proporciona el mejor ajuste a nuestros datos.
Los métodos utilizados para este fin son pruebas de hipdtesis de bondad de ajuste, criterios

de infromacién estadistica y métodos graficos.

Las pruebas de hipétesis hechas indican que el modelo aceptable para el ajuste de los
datos es el de la Copula Tawn pues los deméas modelos fueron rechazados por las pruebas
de bondad de ajuste. En la Tabla 4.8 se muestran los resultados del ajuste y por dltimo,
del grafico comparativo con la copula empirica observamos que el modelo presenta un ajuste

adecuado (ver la Figura 4.15).

Del ajuste realizado, tenemos que la expresion de la Copula Tawn obtenida queda de la

siguiente forma

C’(ul,ug) _ ulugexp{—[(—log(ul))0'40887 + (—log(ug))0'40887]1/0'40887}. (4'9)
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Figura 4.15: Grafico de lineas de contorno: Ajuste de la Copula Tawn estimada por el método

de excedencias sobre un umbral.



Conclusiones

El objetivo de esta tesis fue estudiar eventos extremos bivariados del oleaje en una zona
cercana a la costa de México, se observaron la altura de ola significante y la velocidad del
viento, que son dos de las variables principales en la caracterizaciéon de este fenomeno hidro-

meteorologico.

Se aplicaron los resultados de la teoria clasica de valores extremos para modelar univa-
riadamente las distribuciones marginales de cada variable en estudio mediante el Teorema
de Fisher-Tippet-Gnedenko, el cual brinda como distribucién limite la Distribucién Gene-
ralizada de Valores Extremos para el modelo de Maximos por Bloque; y el Teorema de
Pickands-Balkema-de Hann que nos dice que la Distribuciéon Generalizada de Pareto surge
como distribucién limite para los excesos sobre un umbral. También se aplicé teoria de valores
extremos multivariada junto con un enfoque de copulas usando uno de los cuatro modelos de

la familia de copulas de valores extremos para capturar la dependencia entre las marginales.

Una importante motivacion de este trabajo fue poder realizar comparaciones con ajustes
realizados previamente en el Instituto de Ingenieria de la UNAM y poder calcular distribucio-
nes de probabilidad para eventos extremos bivariados del oleaje y de los que no se cuentan
con estudios previos de comparacion. Cabe destacar que al realizar un modelo bivariado
se busca tener modelos que estudien el efecto que pueden ocasionar los diversos factores y
variables que determinan al oleaje y cuyos eventos extremos combinados podrian resultar
importantes en la cuantifiacién riesgo hidrometeorolégico y cuya manifestacién causaria pér-

didas humanas, econémicas y danos materiales considerables.

El analisis univariado es suficientemente util cuando solo los eventos extremos de una

variable aleatoria son importantes en los criterios de disenno de una estructura o cuando la

75
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correlacion entre otras variables no es significativa, es decir que sean menos dependientes
entre si. Sin embargo, un analisis separado de variables aleatorias X y Y no puede revelar la
relacién de dependencia entre ellas cuando la correlacién es una informaciéon importante en

los criterios de disefio.

El periodo de retorno de eventos hidrometeorolégicos extremos es utilizado como un crite-
rio comin empleado en el diseno de estructuras. Tradicionalmente son usadas distribuciones
univariadas de valores extremos para describir los fenémenos hidrometeorlégicos extremos,
sin embargo, estos fendmenos son de cierta complejidad y a menudo estan caracterizados por
diversos aspectos y factores, por ejemplo, las inundaciones se describen como eventos mul-
tivariados caracterizadas por la duracién, volumen y pico. Es por esto que el mejor enfoque
para el analisis de este tipo de eventos complejos es a través de distribuciones conjuntas de

dos o més variables aleatorias teniendo en cuenta la correlacién entre las mismas.

Después de seleccionar una distribuciéon bivariada para modelar un evento extremo hidro-
meteorologico podra buscarse la forma de los periodos de retorno y las relaciones entre sus
funciones de distribucién univariada y bivariada aunque la forma bivariada resulta mas com-
pleja que la de los periodos de retorno univariados, pueden definirse los periodos de retorno
conjuntos de X y Y o definirse los periodos de retorno condicionales para X dado Y <y y

viceversa.

Es importante resaltar que entre los primeros pasos realizados en nuestro anélisis fue una
prueba estadistica que nos permitiera concluir si nuestras observaciones extremas conjuntas
presentaban una relaciéon de dependencia. Los resutados de la misma nos permitieron re-
chazar la hipétesis nula que asumia un comportamiento independiente y asi dar sentido al
estudio bivariado de valores extremos de este trabajo. En caso contrario, si el resultado de la
prueba hubiese sido aceptar la independencia de nuestras parejas de datos, entonces el ana-
lisis univariado de valores extremos hubiese sido suficiente para estudiar el comportamiento

conjunto de la altura de ola y la velocidad de viento en el fenémeno del oleaje.

Existe un amplio campo de estudio en la teoria de valores extremos, particularmente los
extremos multivariados estan son de reciente desarrollo y motivadores de diversas aplica-

ciones y trabajos de estudio. Otras de las aplicaciones, por ejemplo, han sido estudiar la
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dependencia entre extremos de diferentes espacios y localizaciones geograficas. Por lo que
el trabajo realizado en esta tesis podria utilizarse para modelar la dependencia espacial de
alguna(s) variables importantes en la caracterizacion del oleaje u otro fenémeno hidrometeo-

rolégico.

Se espera también que este trabajo pueda ser un preambulo para el aprovechamiento de
informacién al cuantificar al Oleaje como fenémeno hidrometeorolégico y su riesgo asociado,
asi como una posible alternativa para la inferencia de datos faltantes entre las variables co-

rrelacionadas con el objetivo de realizar predicciones numéricas deterministas.






Apéndice A

Proceso de Ajuste
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Figura A.1: Diagrama de flujo del procedimiento para estimar un modelo bivariado de mé-

ximos por bloque.
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Proceso de Ajuste
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Figura B.1: Diagrama de flujo del procedimiento para estimar un modelo bivariado de exce-

dencias sobre un umbral.
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Apéndice C

Resultados varios de Probabilidad

Definicion. Funcién Inversa Generalizada Sea H una funcion no decreciente en R, se

define la inversa generalizada de H como:

H™(y) = inf{s: H(s) = y}
Propiedades:

1. HS (y) =inf{s: H(s) > y} es continua por la izquierda en R supongamos que x, T x

pero que H (z,) T HS (x—) < H(x) entonces 30 > 0, y tal que Vn
H (z,) <y< H(z) -0

La desigualdad de la izquierda y la definicion de H producen que H(y) > x, Vn, de
aqui haciendo que n — oo tenemos H(y) > x de donde otra vez por definicion de H*
tenemos que y > H* (x) que junto con y < H (x) — ¢ nos lleva a la contradiccion

deseada.

En caso de que la funcion H sea continua por la derecha, se tiene

Proposicion C.1. Propiedades de F* . Sea F una funcion no decreciente continua por
la derecha, y sea ' su funcion inversa generalizada. Entonces F< tiene las siguientes

propiedades:
a) Es mondtona no decreciente.
b) Es continua por la izquierda.
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c) A(y) :=={s: F(s) >y} es cerrado.

d) F(F™(y)) >y

Fe() <t si y<F()
t< F(y) sit y>F(t)

f) SiY = %=L entonces Fy (y) = Fx ()=b

a

Demostracion.  a) Para ver que F< es monotona no decreciente, tomamos yi,y2 € R tal

que y1 < y2. Entonces tenemos que
F™(y1) =if{s: F(s) > y1} < inf{s: F(s) > yo} = F" (y2),
lo cual se da por la monotonia de F' y por contencién de conjuntos.

Para mostrar que F* es continua por la izquierda, tomamos a ¥, Ty, pero suponemos

que lim, 00 F< (yn) < F* (y). Entonces existe § > 0 y ¢ tales que para toda n,
FT(yn) <t < F"(y) — 6. (C.1)

Por la desigualdad de la izquierda, ¢ > inf{s : F(s) > y,} por lo que F(t) > y,
para toda n y cuando n — oo, F(t) > y, que por la definicion de F* tenemos que

t > inf{s: F(s) >y} = F*(y), lo cual contradice la desigualdad derecha en (C.1).

Para demostrar que A(y) es cerrado, tomamos una sucesion s, € A(y) para toda n, tal
que s, — So. Supongamos que sg ¢ A(y), entonces por la definicion de A(y), F(sg) < y.
Sea e =y — F(sp) > 0, y por la continuidad por la derecha de F, existe 9 > 0 tal que

sis> sy s—sg<dpentonces F(s) — F(sg) < e=y— F(so), es decir
F(s)<y Vsé&((s0,80 +do)- (C.2)

Por otro lado, tenemos que como s, — sg, entonces existe ng tal que para toda n > ng,

|sn, — so| < o, es decir
S0 — 09 < Sp < Sg+ 00, Vn>ng. (03)

Supongamos ahora que s, < so para alguna n > ng, entonces F(s,) < F(sg) < vy,
lo cual implica que s, ¢ A(y), que es una contradicciéon. Por lo tanto, s, > sg para
toda n > ng, entonces, por las desigualdades en (C.3), s,, € (S0, S0 + &), que por (C.2)
implica que F(s,) < y lo cual es de nuevo una contradiccion. Por lo tanto sg € A(y) y
éste es un conjunto cerrado. Ademéas podemos hacer la observacion que este conjunto

es el intervalo [F< (y),00), pues F es no decreciente.
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d) Como A(y) es un conjunto cerrado, entonces tenemos que F* (y) = inf A(y) € A(y),

lo cual implica que F(F* (y)) > v.

e) Podemos verificar que por la definicién de F'< y del conjunto A(y) que F*< (y) <tsiy
solo si t € A(y) y esto ocurre si y solo si F'(t) > y. De manera similar observamos que

t< F<(y)siysolosité¢ A(y) lo cual ocurre si y solo si F(¢t) < y.

X

=b , entonces

f) Como definimos a ¥ = ==

Fy(z)=P(Y <z)=P(X <ax+0b) = Fx(ax +b)

por lo que

F¥ (y) if{s: Fy(s) > y}
= inf{s: Fx(as+b) >y}
= inf{?:FX(8)>y}

inf{s: Fx(s) >y} —b

a
Fx(y)—b
a

O

Proposicion C.2. Convergencia de Funciones inversas. Si {F,,,n > 0} es una sucesién
de funciones no decrecientes y F,(x) — Fy(x) para todo x € C(Fy), entonces F (y) — F§ (y)

para toda y € C(F§)

Demostracion. Seae > 0y seaye C(F; ) (usaremos el hecho de haber tomado y como punto
de continuidad de Fj§~ en la dltima parte de la demostracién). Como las discontinuidades de
Fy son a lo més numerables, entonces existe x1 € (F§ (y) — ¢, F§ (y)) tal que x1 € C(Fp),
pues de otro modo este intervalo seria un conjunto de puntos de discontinuidad de Fp, el
cual es no numerable. Como x; < Fj (y) entonces Fy(z1) < y, por la definicion de F§ .
Como z1 € C(Fp), entonces F,(x1) — Fo(x1), asi que para n grande, F,(z1) < y que por la

definicion de F~, implica que z; < F (y), llegando entonces a que
Fy(y) —e<a < Fy(y)
para n grande, y como ¢ fue elegido arbitrariamente,

Fy (y) < liminf F (y). (C.4)

n— o0
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Tomemos ahora ¢ > 0 y el hecho de que para y' = y + § > y podemos tomar x5 € C(Fp)
tal que z2 € (F5 (v'), F§ (v') + €). Ya que zo > F§ (y') y por la definicién de la inversa,
tenemos que Fy(z2) > 3 > y. Como x2 € C(Fy) entonces F,(xz2) — Fy(x2), asi que para n

grande, y < F,(x2) y entonces F{ (y) < x4, con lo cual llegamos a que
Fy(y) Sz <Fy (y) +e

para n grande, asi que

limsup Fy (y) < Fy (y)

n— o0
pues € fue elegido arbitrariamente, y como § también es arbitrario, y por la continuidad de
F§~ en y, legamos a que

ltmsup Fy7™(y) < Fg (y). (C.5)

n—oo

Ahora, por las desigualdades (C.4) y (C.5) tenemos que

limsup Fy (y) < Fy (y) < liminf Fj;~(y)

n—00 n—0o0
lo cual demuestra que F{” — F§~ para todo y € C(F§ ). O
Teorema C.1. Convergencia a tipos. Sean X, Xo, ... variables aleatorias con funcion

de distribucion F,, para cadan > 1, y sean U,V wvariables aleatorias con funcion de distribu-
cion Fy y Fy respectivamente (no degeneradas) y C(Fy), C(Fy) los conjuntos de puntos de

continuidad de Fy y Fy respectivamente. Sean a,, > 0, a, > 0,b, € R, 5, € R constantes.

a) Si
F.(anz +b,) = Fy(x) vy Fulanx+ Bn) — Fy(z) (C.6)
para x € C(Fy) , x € C(Fy) respectivamente. Equivalentemente

Xn_ mn Xn_ n
KnZbudyy , Xn=bady, (C.7)

an o727

entonces existen constantes A > 0, B€ R tales que:

m 2 As0 4 1im 222 _per (C.8)
n—oo a”ﬂ n—oo a’I’L
! U-B
Fy(z) = Fy(Az + B), V< %. (C.9)

b) Si se cumple (C.8), entonces cualquiera de las relaciones (C.6) implica la otra, y (C.9)

se cumple.
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Demostracion. b) Suponemos (C.8) y que G,, := F, (a,x+b,) — Fy(z) para todo z € C(Fy).

G, (O‘”x+ﬁ"b”> = F, (an (O‘":Hﬁ”b") +bn>
Gnp Qnp Qnp Gnp

= Fn(anx + /Bn)

Entonces

Sea x € C(Fy(A-+B)), supongamos que x > 0y sea € > 0, por (C.8) Ing tal que ¥n > ng

n n = bn
G _ A‘ <e y L — B’ <e
an an
entonces
Qp Brn — by
A—e<—<A+¢ , B—c< <B+e¢
An, an,
de donde
Qo /Bn — by
(A—e)z+ (B—¢) < Pt S < (A+€z+ (B+e).
Entonces
—b
limsup F,, (apx + B,) = limsupG, (anx + ’8"”>
n—00 n—00 A, (07

< limsup G, ((A+€)x + (B +¢))

n—oo

Por lo que, Vz € C(Fy) tal que z > (A+ €)x + (B + ¢€) se tiene

limsup F,, (apx + By) < limsup G, (z) = Fy(z)

n—oo n—oo

por (C.6), entonces

limsup Fy,(apz + Bn) <inf{Fy(z): 2> (A+e)x+ (B+e),z€ C(Fy)}

n—oo
como € > 0 es arbitrario y Iy es funciéon de distribuciéon y por tanto continua por la derecha

tenemos

limsup Fy, (anz + By) < inf{Fy(z):2z > Az + B,z€ C(Fy)} = Fy(Az + B).

n—oo

Por otro lado, tenemos que

lminf Fy(ape + 8,) = lminf G, (0‘% + M)
n—00 n—00 n an
> liminf Gn((A — 5)1’ + (B — 6))
n—oo

Entonces, para todo z € C(Fy) tal que z < (A — €)z + (B — €) tenemos que

liminf Fy, (apz + By) > liminf G, (2) = Fy(z),

n— oo n—o0
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y al ser € > 0 arbitrario, y z € C(Fy(A - +B)),

liminf F,,(apz + B,) > sup{Fy(z) : z < Az + B,z € C(Fy)} = Fy(Az + B).

n—oQ

Entonces tenemos que

limsup F,, (anx + 8,) < Fy(Az + B) < liminf F, (anz + Bn).
n— oo

n—oo

Por lo tanto,

F.(anx + By) — Fy(Axz + B) = Fy (x)

para todo xz € C(Fy(A - +B)), o bien, para todo x € C(Fy).

a) Supongamos que F,(anz + b,) = Fy(z) y Fn(anz + 8,) — Fy(z). Entonces, por la Pro-

posicién C.2 tenemos que

Bzt pi(y) , YyeC(FS)

(C.10)
LW=be L, Fe(y) , VyeC(FY)

QAn

Como Fy y Fy son no degeneradas, y monétonas, podemos tomar dos puntos yi,ys tales

que y1,y2 € C(F ) NC(Fy) , y1 < Y2
Fr(p) < 5 (y2) vy Fy (1) < Fy (y2)

Por lo tanto, por (C.10) para i = 1,2 tenemos que

Bl = myy T2 py (1)

restando las expresiones para i = 1 de las de i = 2 tenemos

Fy(y2) = Fy (y1)

a = F (y2) = Fi (y1) > 0 (C.12)

Fy(y2) = Fiy (y1)

- = Fy (y2) — Fy (1) > 0 (C.13)

Dividiendo (C.12) entre (C.13) llegamos a que

an 5 (y2) — By () _
— = —
Qn Fy (y2) — Fy (y1)
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Ademas, de (C.11) tenemos
Fi(y1) = Bn _ Fy (y1) = Bn

F= — by, an,
%%Fz}_(yl) y = C— = Fy (y1) A,

an an an an

Y restando estas dos ultimas expresiones ,

n_bn
I ln s S ()~ F () A = B.

De modo que (C.8) se cumple, y por el inciso b), como se cumplen (C.6) y (C.8), entonces

también (C.9). O

Definicion. Convergencia Débil o en Distribuciéon. Una sucesion de variables aleato-
rias X1, Xo, ..., con funciones de distribucion Fi, Fs, ... respectivamente, se dice que con-

verge en distribucion a la variable aleatoria X, con funcion de distribucion F si

. d .
cuando n — oo para todos los puntos de continuidad x de F. Y se denota por X,, —» X. Si F’
es una funcion continua, entonces la sucesion de funciones F, converge uniformememente a
F, es decir

lim sup |F,(x) — F(z)| = 0.

n —00 z €ER
Definicion. Convergencia en Probabilidad. Se dice que una sucesion de variables alea-

torias (X,,) converge en Probabilidad a una constante c€ R si

lim P(|X, —c|<e¢)=1 Ve>0

n—oo

y se denota por X, £ e

Teorema C.2. Transformacion integral de probabilidad Sea X una variable aleatoria
con funcion de distribucion contiva F. Entonces la variable aleatoria U = F(X) se distribuye

uniformemente en (0,1).

Demostracion. Como F es una funcién de distribucién por lo tanto es no decreciente. Sea

F:(0,1) = (—00,00), F< (u) = inf{x : H(x) > u} la generalizada inversa de F'. Entonces

PU<L<u)=PFX)<u)=P(X<F (u)=FF (u)=u 0<u<l

que es la funcién de distribucién de una variable aleatoria que se distribuye uniforme en

(0,1), por tanto U « U(0, 1).
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Definicion. Ecuaciéon de Cauchy. Una funcion f : R — R satisface la ecuacion de Cauchy

(0 es aditiva) si
fle+y)=f@)+fly), zyeR. (C.14)

Una funcion g : (0,00) —(0,00) satisface la ecuacion de Hamel (o es multiplicativa) si
9(zy) = g(x)g(y) =,y >0. (C.15)

Funciones de Variacién Regular. La teoria de Funciones de Variacién Regular fue
desarrollada por J. Karamata en 1930 y tiene un papel importante en el desarrollo de la
Teoria de Valores Extremos, como por ejemplo, en la caracterizaciéon de los dominios de

atracciéon de las distribuciones limite para maximos.

Definicion. Una funcion medible F : Ry — R, es de variacion regular en co con indice p

st para x > 0

lm F(tz)

— 2P
e (1)

Y se denota por F € VR,. A p se le conoce como el exponente de variacion.

Si p = 0 decimos que F' es de variacion lenta y dichas funciones generalmente se denotan
por L(z). Si F € VR, entonces F(x)/z" € VRy, y escribiendo L(x) = F(z)/z”, notamos

que siempre es posible representar una funciéon de variaciéon regular con indice p como z” L(x).

El siguiente teorema es uno de los resultados centrales de la teoria de las funciones de

variacion regular.
Teorema C.3. (Karamata).

(a) Sip>—1 entonces F € VR, implica que [ F(t)dt € VR,11 y

lm i)y
oo (TRt "

Sip<1l(osip=1y [~ F(t)dt < oo) entonces F € VR, implica que [~ F(t)dt es
finita, [7°F(t)dt € VRyy1 y
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(b) Si F satisface

F
m —2E@ 5 ¢ (0,00)
oot [T F(D)dt
entonces F € VRy_1. Si f;o Ft)dt < ooy
F
m —2E@) e (0, 00)

entonces F € VR_y_1.

Corolario C.1. (Representacion de Karamata). L es de variacion lenta si y sdlo si

puede representarse como
T et
L(z) = e(z) exp { / E(t)dt} (C.16)
1

para x >0 dondec: Ry =Ry, e: Ry =Ry gy

h;m c(x) = ¢ € (0,00) (C.17)
zh’_{%o e(xz) =0. (C.18)

La demostracion tanto del Teorema C.3 como la del corolario C.1 pueden encontrarse en

[34].

Copulas. La teoria de Funciones de Variacion Regular fue desarrollada por J. Karamata

en 1930 y tiene un papel






Apéndice D

Herramientas Estadisticas

Media muestral

La media aritmética o media muestral Z de una muestra (z1,...,X,) es normalmente
considerada como un estimador de la media de la poblacién de la que proviene la muestra.
Entonces para xi,...,x, un conjunto de n observaciones de una variable aleatoria X, la

media aritmética o muestral z se define como:

S|

Tr =

n
> m
i=1
Desviacion estandar

La desviacién estandar es una medida de dispersion de los datos. En la practica, la
desviacion estandar o de una poblacién se estima por la desviacion estandar S de una muestra
de esta poblacion.

Para una muestra de n observaciones x1, ..., z,, la desviacion estandar S se define como:

donde T es la media muestral.

Coeficiente de asimetria y curtosis

Una manera de identificar la forma de la distribucién que siguen los datos es mediante
la ayuda de coeficientes apropiados que permiten investigar si la forma de la distribucion

se asemeja a una distribucién normal o si difiere de esta. Estas medidas de forma son el

93
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coeficiente de asimetria o también conocido como sesgo y la curtosis.

El coeficiente de asimetria permite estudiar el grado de asimetria que presenta una dis-
tribucién de probabilidad de una variable aleatoria. Como la distribuciéon normal es simétrica,
el coeficiente de asimetria es cero. Valores negativos del coeficiente de asimetria indican que
los datos son valores sesgados a la izquierda y valores positivos indican que los datos son
sesgados a la derecha. Por sesgada a la izquierda, nos referimos a que la cola izquierda es
més larga en relacién con la cola derecha. Del mismo modo, sesgada a la derecha significa

que la cola derecha es mas larga en relacién con la cola izquierda.

El coeficiente de asimetria se define como:

i3 1 & T, —T 3
T=E ("57)
donde 3 es el tercer momento respecto a la media. Segun [2], se hace el siguiente ajuste para
tener un estimador insesgado del coeficiente de asimetria

7= <n_1)n(n_z>i (x;x>3

i=1

El coeficiente de curtosis es una medida que representa la forma de la cispide de la cur-
va de una funciéon de distribucién. Cuando una funcién de distribucién tiene una forma mas
puntiaguda se le llama leptocurtica y tienden a tener altos valores de curtosis, especialmente
si las colas de la distribucién son mas grandes que las de la distribucién normal, mientras que
las distribuciones con forma maéas aplanada o mas redondeada se le conoce como platicirti-
ca, estas tienen colas mas delgadas y presentan valores de curtosis menores. La distribucién

normal presenta un valor de curtosis de 3.

El coeficiente de curtosis se define como:

~ n _\ 4
o 1 T, — T
:——3:7
S n;( S >

donde py es el cuarto momento respecto a la media. Segun [2], se hace el siguiente ajuste

para tener un estimador insesgado del coeficiente de curtosis

n = 4
m:a; (%S x) —-b
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donde

Histograma

El histograma es una representacion grafica de la distribucion de frecuencias o funcion
de densidad de los datos que han sido agrupados en clases y representada mediante barras.
Revisar la forma de un histograma puede permitirnos detectar el modelo de probabilidad

seguido por los datos.

Box Plot

El diagrama de caja es una forma de representar caractersiticas de los datos mediante
medidas estadisticas alienadas sobre una caja vertical como la mediana, el primer cuartil y
el tercer cuartil, outliers o calores atipicos y los valores maximos y minimos. A menudo se

utiliza para comparar varios conjuntos de observaciones.

Ademaés de las técnicas estadisticas ya mencionadas para conocer las caracteristicas de
los datos, se tiene que una forma de obtener una primera aproximacion a la distribucion
real de una muestra de datos es mediante la funcion de distribucién empirica. Una forma
de definir a la funcién de distribucién empirica es la siguiente: sean x1, ..., z, realizaciones
independientes provenientes de una poblacién con funcién de distribuciéon desconocida F
y sea Z(1),...,T(,) que denote a la muestra ordenada, z(1y < w) < ...7(,). Para cada
observacion x(;), exactamente 7 de las n observaciones tienen un valor menor o igual a x(;),
entonces un estimador empirico de la probabilidad de que una observacién sea menor o igual
a xg es ﬁ(z(i)) = i/n. De acuerdo a [10], se suele hacer el ajuste ﬁ(x(i)) =1i/(n+1),

siguiendo esto se tiene la definicion siguiente quese puede consultar en [10].

Funcién empirica
Dada una muestra de tamafio n de observaciones ordenadas x(;) < x2 < ...x(,) de una
poblacién con funcién de distribucién F, la funcién de distribuciéon empirica se define como:

~ 1
F =
n+1

(D.1)

para x ;) <z < T(i+1)-
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Para juzgar la exactitud de un modelo de acuerdo a su ajuste con los datos en estudio
existen algunas herramientas graficas que permiten observar que tan adecuadamente describe
el modelo estimado a la distribucién real que siguen los datos. Varios procedimientos de
bondad de ajuste se basan en comparaciones del modelo propuesto con respecto a la funcién

empirica de la distribucion F'.

Grafica de probabilidades, P-P plot

Dada una muestra ordenada de n observaciones independientes x (1) < z(z) < ... %, de
una poblacién con funcién de distribucion estimada ﬁ, una grafica de probabilidades o P-P

plot (Probability Plot) consiste en los puntos:

{(ﬁ(x(i)),niJ i= 1n}

Si F' es un modelo adecuado, los puntos graficados debeen de encontrarse alineados con
respecto a una recta diagonal, y si se alejan demasiado de ella nos indicaria que no es un

modelo adecuado.

Grafica de cuantiles, Q-Q plot

Dada una muestra ordenada de n observaciones independientes x (1) < z(z) < ... %y, de
una poblacién con funcion de distribucion estimada ﬁ, una grafica de cuantiles o Q-Q plot

(Quantile Plot) consiste en los puntos:

() )omreo)

Aqui, x(;) provee un estimador del cuantil i/(n + 1) de la distribucién F' mediante F< la

funcién inversa generalizada de la funcién de distribucién estimada. Si F' es una estimacion
razonable de F' entonces los puntos de la grafica de cuantiles también deben de alinearse a

una linea recta diagonal.



Apéndice E

Codigo R

library(evd)
library(evir)
library(fExtremes)
library(ismev)
library(P0OT)
library(copula)
library(Kendall)
library("fCopulae")
library(stats)
library (ADGofTest)

#Leemos la base de datos y la guardamos una variable ’Consol’ para manipularla en R
Consol<-read.table("C:/Users/Maye/Dropbox/Aplicacion/ConsolNA.txt", header = FALSE,
sep = "\t", dec = ".",col.names=c("1llave","YEAR", "MONTH", "DAY", "HOUR",

llVll, |ISHII’ |IATII’ llDPll, IIAPII))

Data <- data.frame(Consol$SH, Consol$V)
#### Renombrando variables
names (Data) [c(1)] <- c("H")
names (Data) [c(2)] <- c("V")
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##### Analisis exploratorio #####

#### Graficas de las series

par (mfrow=c(2,1))

plot(Consol$V,type="1",main="Velocidad del viento en m/s",xlab="Afio",ylab="Velocidad")

plot(Consol$SH,type="1",main="Altura de ola significante en m", xlab="Afio",ylab="Altura")

#### Histogramas

Utilizaremos la regla de Scott para determinar le tamafio de los intervalos

n <- length(Data$H)
p <- 1/3

par (mfrow=c(1,3))
hist(Data$H, (2*n) p, main="Histograma de altura de 0la significante", xlab="H" )
hist(Data$V, (2*n) p, main="Histograma de velocidad de Viento", xlab="V" )

boxplot (Data)

#### Diagrama de cajas y brazos

boxplot (Data)

#### Summary
summary (Data)
var (Data$H, na.rm = TRUE)

var (Data$H,Data$Y, na.rm = TRUE, "pairwise.complete.obs")

var (Data$V,Data$Y, na.rm = TRUE, "pairwise.complete.obs")

TRUE)

sd(Data$H,na.rm

sd(Data$V,na.rm = TRUE)

kurtosis(Data$l, na.rm=TRUE, method="moment")
kurtosis(Data$V, na.rm=TRUE, method="moment")
skewness(Data$H, na.rm="TRUE", method="moment'")

skewness (Data$V, na.rm="TRUE", method="moment")

qgnorm(Data$H)



qqline(Data$H, col = 2)
qqnorm(Data$V)
qqline(Data$V, col = 2)

##### Bloques #H####

#Separacién Semestral
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datos_1<-subset(Consol, (MONTH==1) | MONTH==2 | MONTH==3 | (MONTH==4) | MONTH==5| MONTH==6)

atos_2<-subset (Consol, (MONTH==12) | MONTH==7 | MONTH==8 | (MONTH==9)| MONTH==10| MONTH==11)

#Maximos anuales por estaciones

h_1<-c(Q)
v_1<-c(Q)
p_1<-cO
h_2<-c(Q)

v_2<-c()

for(i in 1980:2014)
{

h_1[i-1979]<-max(subset(datos_1,YEAR==1i)$SH, na.rm=TRUE)
v_1[1i-1979]<-max(subset (datos_1,YEAR==1)$V,na.rm=TRUE)
h_2[1-1979]<-max (subset (datos_2,YEAR==i)$SH,na.rm=TRUE)
v_2[1-1979]<-max (subset (datos_2,YEAR==1i)$V,na.rm=TRUE)

}

h <- c(h_1,h_2)

v <- c(v_1,v_2)

Biv <- data.frame(h,v)
par (mfrow=c(2,2))
acf(h, main="acf(H)")
pacf (h, main="pacf(H)")
acf (v, main="acf(V)")
pact (v, main="pacf(v)")

fgev (Biv$h)
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confint (fgev(Biv$h))

plot(fgev(Biv$h))

fgev(Biv$v)

confint (fgev(Biv$v))

plot(fgev(Biv$v))

gev.diag(gev.fit(Biv$h))

gev.diag(gev.fit (Biv$v))

ad.test (Biv$h,pgev,xi=-0.0008747279,mu=4.6038639557 ,beta=0.8497702006)
ks.test(Biv$h, ’pgev’ ,xi=0,mu=4.6038639557 ,beta=0.8497702006)
ks.test(Biv$v, ’pgev’,xi=0,mu=16.4553733,beta=3.1445349)
ad.test (Biv$v,pgev,xi=-0.2104531,mu=16.4553733,beta=3.1445349)
gevh <- pgev(Biv$h,-0.0008393 ,4.6038715,0.8498257 )

gevv <- pgev(Biv$v,-0.2105 ,16.4550 , 3.1449)

gh <- gevh[1l:length(Biv$h)]

gv <- gevv[l:length(Biv$v)]

newBiv <- data.frame(gh,gv)

#### Prueba de hipdtesis de independencia

La prueba de independencia se da en dos pasos:

Paso 1: Simulaciones para el estadistico de prueba

pasol <- indepTestSim(length(Biv$h), 2, N = 1000, verbose = TRUE, print.every = NULL)

n:tamafio de la muestra
p: dimensidén del vector aleatorio
N: nimero de simulaciones del estadistico de prueba

print.every: va reportando el nimero de simulaciones (100 por default)

Paso 2:

Prueba de Hipdtesis Ho: H(x,y)= F(x)G(y)
paso2_1 <- indepTest(Biv, pasol , alpha=0.05)
par (mfrow=c(2,1))

chiplot(Biv, which=1)
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abline(h=0, 1lty=3)

x: matriz de datos
d: resultado del paso 1

alpha: nivel de la prueba (0.05) por default

### Conclusién: Se rechazo la hipotesis nula de independencia

Kendall (Biv$h,Biv$v)

#Método inference functions from margins

gofEVCopula (gumbelCopula() ,newBiv)
gofEVCopula(galambosCopula() ,newBiv)
gofEVCopula(tawnCopula() ,newBiv)

gofEVCopula (huslerReissCopula() ,newBiv)
fitCopula(gumbelCopula() ,newBiv,method="ml")
fitCopula(galambosCopula() ,newBiv,method="ml")
fitCopula(tawnCopula() ,newBiv,method="ml")
fitCopula(huslerReissCopula() ,newBiv,method="ml")
AIC(fitCopula(gumbelCopula() ,pobs(Biv)))
AIC(fitCopula(galambosCopula() ,pobs(Biv)))
AIC(fitCopula(huslerReissCopula() ,pobs(Biv)))
AIC(fitCopula(tawnCopula(),pobs(Biv)))

######## Copula Empirica #######
n <- 70

d <- 2

family <- "Gumbel"

theta <- 1.615603

cop <- gumbelCopula(1.615603)

u <- matrix(runif(n*d), n, d)

U <- pobs(Biv)

ec <- C.n(u, U=0U)
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## compare with true distribution function

mean (abs (pCopula(u, copula=cop)-ec)) # increase n to decrease this error
## compare the empirical copula and the true copula

## on the diagonal of the unit square

Cn. <- function(x) C.n(do.call(cbind, rep(list(x), d)), U=U)

curve(Cn., 0, 1, main=paste("Diagonal of a", family, "copula"),
xlab="u", ylab=expression(italic(C) [n](italic(u),..,italic(u))))

pC <- function(x) pCopula(do.call(cbind, rep(list(x), d)), cop)
curve(pC, lty=2, add=TRUE)

legend("topleft", lty=1:2, bty="n", inset=0.02,

legend=c(expression(italic(C) [n]), expression(italic(C))))

### ANALISIS DE EXCEDENCIAS SOBRE UN UMBRAL####

#Graficas de medias de excesos '"Mean Residual Life Plot" para eleccidén del umbral
mrlplot(Base$SH,main="Grafica de Medias de Excesos Altura de 0la",xlab="u")

mrlplot (Base$V,main="Grafica de Medias de Excesos Velocidad de Viento",xlab="u")

ola_ts<-ts(Base$SH,start=1980,frequency=(365%24))

viento_ts<-ts(Base$V,start=1980,frequency=(365%24))

#Deteccidn y eliminacién de clisters

#Creamos primero un data.frame con las variables "obs" de las observaciones y
#"time" una variable de tiempo poder aplicar la funcidén cluster
ola<-data.frame(obs=Base$SH,time=1:1length(Base$SH))

viento<-data.frame (obs=Base$V,time=1:length(Base$V))

#Con la funcién clust se detectan y eliminan los clusters, se sugiere usar el umbral
#sugerido por la grafica de medias de excesos
altura_1<-clust(ola,u=1,tim.cond=7%24,clust.max=TRUE)
altura<-clust(ola,u=4.3,tim.cond=5%24,clust.max=TRUE)

velocidad<-clust(viento,u=16.7,tim.cond=5%24,clust.max=TRUE)
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#Revisién de la eleccidén del umbral por estabilidad de las estimaciones
#Estimaciones de los parametros para altura de ola a diferentes umbrales

par (mfrow=c(2,1))

tcplot(Base$SH, u.range=c(1,8),cmax = TRUE, r = 5%24,ask=FALSE,nt=30)
#Estimaciones de los parametros para velocidad de viento a diferentes umbrales
par (mfrow=c(2,1))

tcplot(Base$V, u.range=c(12,19),cmax = TRUE, r = 5%*24,ask=FALSE,nt=60)

#Una vez elegido el umbral y con los datos sin clisters, se estiman los parametros

#de la DGP por maxima verosimilitud

pot_altura<-fitgpd(altural,"obs"],4.3)

pot_velocidad<-fitgpd(velocidadl[,"obs"],16.7)

#Intervalos de confianza POT al 95)% de Confianza

#Intervalos de confianza para los parametros de altura de ola con umbral u=1
gpd.fishape(pot_iingen, conf = 0.95)

gpd.fiscale(pot_iingen, conf = 0.95)

#Intervalos de confianza para los parametros de altura de ola con umbral u=2.5
gpd.fishape(pot_altura, conf = 0.95)

gpd.fiscale(pot_altura, conf = 0.95)

#Intervalos de confianza para los parametros de velocidad de viento con umbral u=9
gpd.fishape(pot_velocidad, conf = 0.95)

gpd.fiscale(pot_velocidad, conf = 0.95)

#Diagnoéstico POT

#Se utilizaron las funciones que a continuacidén se presentan, para las herramientas
#de diagndéstico en el modelo DGP. El autor de las funciones

#originales es Mathieu Ribatet <mathieu.ribatet@math.univ-montp2.fr>

#pp.uvpot

#qq.uvpot

#dens.uvpot

#retlev.uvpot
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dgp_diag<-function (fitted)

{
oldpar <- par(mfrow = c(2, 2))
plot(fitted,npy=fitted$nat/63,ask=FALSE)
par (oldpar)
invisible()

}

dgp_diag(pot_iingen)
dgp_diag(pot_altura)

dgp_diag(pot_velocidad)

#Bondad de Ajuste
#Utilizamos la funcién antes programada para bondad de ajuste

#Excedencias

exc<-altural,"obs"]

exc_v<-velocidadl[,"obs"]

PASA LA PRUEBA CON UMBRAL DE 4.5 en altura.
#Bondad de ajuste para u=1 de altura de ola

ks_t (sobrel,pot_iingen)

ad_t (sobrel,pot_iingen)

#Bondad de ajuste para u=2.5 de altura de ola
ks_t (exc,pot_altura)

ad_t (exc,pot_altura)

#Bondad de ajuste para u=9 de velocidad de viento
ks_t (exc_v,pot_velocidad)

ad_t (exc_v,pot_velocidad)

ks_t<-function(datos,fitted)

{
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if (class(fitted) [1]=="gev.fit")
ks.test(datos,pgev,xi=fitted$mle[3] ,mu=fitted$mle[1] ,beta=fitted$mle[2])

else
ks.test(datos,pgpd,loc=fitted$threshold,scale=fitted$param[1],shape=fitted$param[2])
}

ad_t<-function(datos,fitted)

{

if(class(fitted) [1]=="gev.fit")
ad.test(datos,pgev,xi=fitted$mle[3] ,mu=fitted$mle[1] ,beta=fitted$mle[2])

else

ad.test (datos,pgpd,loc=fitted$threshold,scale=fitted$param[1],shape=fitted$param[2])
}

#0btenemos la nueva muestra con las excedencias sobre u

newbase <- subset(Base, Base$SH > 4.3 & Base$V > 16.7)

fitted.values(pot_altura)

fitted.values(pot_velocidad)

dgph <- pgpd(newbase$SH, pot_altura$threshold
,fitted.values(pot_altura) [1],
fitted.values(pot_altura) [2] )

dgpv <- pgpd(newbase$V,pot_velocidad$threshold
,fitted.values(pot_velocidad) [1] ,

fitted.values(pot_velocidad) [2])

gph <- dgph[1:length(dgph)]
gpv <- dgpv[1l:length(dgpv)]

Base de excedencias

newBiv_exc <- data.frame(gph,gpv)
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gofCopula(gumbelCopula() ,newBiv_exc)
gofEVCopula (huslerReissCopula() ,newBiv_exc)
gofCopula(gumbelCopula() ,newBiv_exc)

gofEVCopula(tawnCopula() ,newBiv_exc)

gumbel<- fitCopula(gumbelCopula() ,newBiv_exc,method="ml")
galambos <- fitCopula(galambosCopula(),newBiv_exc, method="ml")
hr<- fitCopula(huslerReissCopula(),newBiv_exc,method="ml")

tawn <- fitCopula(tawnCopula() ,newBiv_exc, method="ml")

n <- length(newbase$SH)

d <- 2

family <- "Gumbel"

theta <- 0.40887

cop <- Tawn(0.40887)

u <- matrix(runif (n*d), n, d)
U <- newBiv_exc

U <- pobs(Biv)

ec <- C.n(u, U=U)

## compare with true distribution function

mean (abs (pCopula(u, copula=cop)-ec)) # increase n to decrease this error
## compare the empirical copula and the true copula

## on the diagonal of the unit square

Cn. <- function(x) C.n(do.call(cbind, rep(list(x), d4)), U=0)
curve(Cn., 0, 1, main=paste("Diagonal of a", family, "copula"),
xlab="u", ylab=expression(italic(C) [n](italic(u),..,italic(u))))
pC <- function(x) pCopula(do.call(cbind, rep(list(x), d)), cop)
curve(pC, 1lty=2, add=TRUE)

legend ("topleft", lty=1:2, bty="n", inset=0.02,
legend=c(expression(italic(C) [n]), expression(italic(C))))

cCopula 27



r <- pempiricalCopula(newbase$SH,newbase$V)
empg <- pempiricalCopula(pobs(newbase))
contour (empg, pCopula)

e <- C.n(u,pobs(Biv))

ecs <- F.n(u,U)

persp (norm.cop, dCopula)

contour (norm.cop, pCopula)

gumbel.cop <- gumbelCopula(s$parameter)

tawn.cop <- tawnCopula(0.40887)

persp (tawn.cop, dCopula)

contour (tawn.cop, pCopula, lty=5, col="mediumslateblue",lwd= 2,add=TRUE)

#0btenemos la nueva muestra con las excedencias sobre u

newbase <- subset(Base, Base$SH > 2.2 & Base$V > 10.4)

contour (gumbelp.cop, pCopula, 1lty=5, col="darkgoldenrodl", add=TRUE)
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